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Abstract

Regular linear models are usually applied when a data set consists of observations which
are influenced by changes in the appurtenant independent variables. In reality many
data sets consist of observations which are influenced by changes in the independent
variables of neighbor observations in which case the observations are referred to as
spatial dependent. Two econometric models can be applied to spatial dependent and
approximately normally distributed observations: The Spatial Autoregressive Model also
referred to as the SAR-model and the Conditional Autoregressive Model known as
the CAR-model. This paper describes the theory behind each model and gives two
methods for estimating the parameters of the models. The first method is maximum
likelihood estimation and the second is the Bayesian approach where the latter of the
two incorporate prior knowledge of the parameters. Most of the theory is translated into
practice using data from the real estate agent HOME.






Titel: SAR- og CAR-modellerne
i teori og praksis

Tema:

Rumlige, skonometriske modeller

Projektperiode:
Forarssemestret 2013

Projektgruppe:
G4-109a

Deltager:

Helle Jakobsen

Vejleder:
Jakob Gulddahl Rasmussen

Oplagstal: 4
Sideantal: 139

Afsluttet den 06-06-2013

Institut for Matematiske Fag
Aalborg Universitet

Fredrik Bajers Vej 7G

9220 Aalborg @
http://www.math.aau.dk

Synopsis:

Almindelige, linezere modeller anvendes til at be-
skrive fordelinger, hvor en observation pavirkes
af eendringer i sine tilherende baggrundsvariable.
Der findes dog mange eksempler pa maengder af
observationer fra virkeligheden, hvor observatio-
nerne afheéenger af hverandre og derfor pavirkes af
en endring i en anden observations baggrundsva-
riable. To modeller, der beskriver rumlige observa-
tioner, som er indbyrdes afheengigt, er den rum-
lige autoregressive model, SAR-modellen, og den
betingede autoregressive model, CAR-modellen. I
denne rapport vil teorien bag hver model blive
beskrevet, hvorefter der gennemgds to metoder
til at estimere parametrene i hver model i form
af maximum likelihood-estimation og bayesiansk
parameterestimering. Til sidst vil der blive givet
et praktisk eksempel pd, hvordan der kan esti-
meres en SAR- og CAR-model med henholdsvis
maximum likelihood-estimation og den bayesian-
ske metode, hvor der anvendes et datasaet med
huspriser fra ejendomsmaegleren HOME.

Rapportens indhold er frit tilgcengeligt, men offentliggorelse (med kildeangivelse) ma kun ske efter aftale

med forfatteren.






Forord

Dette speciale er udarbejdet af Helle Jakobsen i foraret 2013 ved Institut for Matematiske
Fag pa Aalborg Universitet. Specialet bygger videre pa rapporten ,,Rumlig ekonometri
i teori og praksis“, der blev forfattet af Lea Nergreen Gustafsson og undertegnede
i efterdret 2012, og som udgjorde Lea Norgreen Gustafssons speciale, der kun var
halvérligt. Da vi enskede at skrive sammen pd henholdsvis Leas 11. semester og mit
9. semester, blev rapporten til hendes speciale og mit 9. semesters projekt. Det var
naturligt for mig at arbejde videre med teorien fra rapporten , Rumlig skonometri i teori
og praksis“ i mit speciale, som derfor indeholder dele af rapporten i omskrevet form,
hvilket drejer sig om:

* Indledningen i kapitel 1, der medtager pointer fra indledningen i rapporten
»Rumlig ekonometri i teori og praksis“.

* Teorien i kapitel 2 om SAR-modellen var ogsd med i rapporten ,Rumlig okonometri
i teori og praksis“ i omskrevet form.

e Afsnit 4.2 om pdvirkninger mellem observationer er udvidet til ogsa at indeholde
CAR-modellen i forhold til det lignende afsnit i ,,Rumlig skonometri i teori og
praksis“.

e Afsnit5.1 0g5.2 indgik ogsd i teorien om maximum likelihood-estimation i ,Rumlig
pkonometri i teori og praksis“ og er medtaget i omskrevet form.

 Afsnit 6.1 var ogsd med i ,Rumlig ekonometri i teori og praksis“ i omskrevet
form, ligesom teorien om Metropolis-Hastings og MCMC-algoritmen i afsnit 6.2.
Bayesiansk estimering af modelparametrene i SAR-modellen fra afsnit 6.4 var ogsa
en del af teorien i ,Rumlig eskonometri i teori og praksis*.

 Storstedelen af regneregler og fordelinger i Appendiks er ogsd med i ,Rumlig
okonometri i teori og praksis“.

Dataseettet fra ejendomsmaegleren HOME blev ogsd anvendt i databehandlingen i
»Rumlig skonometri i teori og praksis“, men i denne rapport er datasettet opdelt pa en
ny mdde og al databehandlingen er derfor ,,ny*“, selvom der ogsé estimeres en SAR-model
i denne rapport.

Rapporten er henvendt til den interesserede leeser, som forventes at have et grundleeg-
gende kendskab til sandsynlighedsregning og derudover have gennemfort statistikkurser
pd universitetsniveau, da basale, statistiske begreber ikke vil blive gennemgéet i detaljer
i rapporten.

Der rettes en stor tak til vejleder Jakob Gulddahl Rasmussen for inspirerende vejledning
og for konstruktiv kritik gennem hele projektforlobet.



Laesevejledning

Rapporten bestér af otte kapitler, der tilsammen beskriver teorien bag de to, rumlige
modeller SAR- og CAR-modellen, teori til at afbilde rumlighed og teori til at estimere
parametrene i de fundne modeller, hvor der til slut gives et praktisk eksempel pa at
anvende dele af teorien i praksis.

Kapitel 1 indeholder indledningen, der giver et kort, historisk overblik over rumlig
pokonometri som disciplin og en overordnet beskrivelse af rumlig atheengighed i en
maengde observeret data.

Kapitel 2 gennemgér teorien for den rumlige autogregressive model, der forkortes SAR-
modellen, og hvad de forskellige parametre i modellen angiver.

Kapitel 3 introducerer den betingede autoregressive model, som forkortes CAR-modellen,
hvor der ogsd gennemgas en del grafteori om Markovfelter og -egenskaber, da CAR-
modellen bygger pa denne teori.

Kapitel 4 undersager rumlig athaengighed mellem punkter, blandt andet ved at give en
praktisk metode til at definere en mangde observationers naborelationer ved brug af et
Voronoi-diagram, og der ses ogsd naermere pa, hvordan SAR- og CAR-modellen afbilder
pavirkningerne mellem observationerne.

Kapitel 5 introducerer metoden maximum likelihood-estimation til at finde parametere-
stimater i en givet model, og metoden uddybes for bdde SAR- og CAR-modellen.

Kapitel 6 introducerer den bayesianske metode til at finde parameterestimater for
en model, hvor der i modsatning til maximum likelihood-estimation kan medtages
forhdndsviden om modellens parametre. Der ses ogsa pa simulering af parametre for
henholdsvis SAR- og CAR-modellen ved brug af en Markov Chain Monte Carlo-algoritme,
der kan indeholde bade Gibbs-sampling og Metropolis Hastings-sampling.

Kapitel 7 giver et eksempel pa, hvordan dele af teorien fra rapporten kan anvendes i prak-
sis ved at finde en SAR- og CAR-model for et dataset fra ejendomsmaegleren HOME, hvor
der anvendes bade maximum likelihood-estimation og bayesiansk parameterestimering
til at finde parametrene i de to modeltyper ved brug af programmet R.

Kapitel 8 indeholder konklusionen, der samler op pa rapportens indhold.

Notation

Kildehenvisninger i rapporten er angivet pa formen [forfatter(e), arstal (, placering i
kilden)], eksempelvis [LeSage and Pace, 2009] eller [LeSage and Pace, 2009, kap. 2].

Definitioner, setninger, lemmaer og eksempler er nummereret ved X.Y, hvor X er
nummeret pa det aktuelle kapitel, og Y er et fortlobende heltal, der starter med 1
i hvert kapitel. Ligninger er nummereret pd samme made, dog med parenteser om
henvisningen, (X.Y). Henvisninger til definitioner, setninger, eksempler og kode fra R
skrives eksempelvis ved ,seetning X.Y“, mens henvisninger til ligninger for det meste bare
skrives ved ,,(X.Y)“.
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Der benyttes desuden folgende notation i rapporten:

* Beviser afsluttes med M, og eksempler afsluttes med L.

» Vektorer angives med fed skrift, eksempelvis x, og matricer med stort bogstav som
X.

* Modelparametre angives med graeske bogstaver som a, ff og p.
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Indledning

Okonometri blev fastlagt som en videnskabelig disciplin omkring 1930 og fokuserede
i starten mest pa makrogkonomiske modeller til at hjeelpe regeringer og store firmaer
med at treeffe langsigtede, skonomiske beslutninger. @konometri har siden da udviklet
sig til et effektivt veerktoj til at modellere empiri fra de fleste omréder inden for gkonomi
og erhverv. Pkonometriske modeller sammenfatter den relevante information fra store
datasat og hjelper med at forstd sammenhangen mellem de gkonomiske variable, sa det
er muligt at analysere potentielle effekter af en beslutning, inden den tages. Senere kom
der fokus pa at udforske skonometriske modeller, der tog hejde for rumlig atheengighed
mellem observationerne i et datasat, og det er to af disse modeller, der vil blive undersogt
nermere i denne rapport.

Forst vil teorien bag de to rumlige, okonometriske modeller SAR-modellen (Spatial Auto-
regressive model) og CAR-modellen (Conditional Autoregressive model) blive undersagt,
og der vil ogsa blive set pa to forskellige metoder til at estimere parametrene i hver model.
Til sidst vil der blive givet et eksempel pd, hvordan modellerne kan anvendes i praksis til
at afbilde et dataseet med huspriser fra ejendomsmegleren HOME, og her vil der ogsa
blive set pd, hvor preaecist hver model afbilder dataseettet.

1.1 Rumlig skonometri

Afsnittet tager udgangspunkt i [Anselin, 2010].

Tilbage i i 1960’erne og 1970’erne var rumlig skonometri kun en marginal disciplin,
men siden da er den vokset til at veere en del af mainstream i dag og et velanset felt
inden for anvendt pkonometri, hvilket ogsa kan ses ved, at maengden af litteratur, som
udgives om emnet, er vokset. En grund, til rumlige modeller har varet leenge om at
blive en del af skonometri, kan veere, at rumlige modeller hovedsagligt har haft fokus pa
geografisk modellering, som det har veeret vanskeligt at overfore til brugbare teknikker til
anvendt rumlig skonometri. Derudover har en forbedret teknologi og mere tilgeengelige
beregningsmetoder ogsa oget anvendelsen af rumlige modeller, mens et generelt skift
i teoretiske perspektiver har faet flere til at interessere sig for naborelationer mellem
observationer.

Rumlig ekonometri kan defineres som gkonometriske metoder, som indeholder rumlige
aspekter, der kan findes i simultane observationer defineret af badde tid og rum. Her
indgér variable, som viser observationernes placeringer i forhold til hverandre, og disse
variable indgér ogsa som en serskilt del af modelspecifikation, -estimation og -test samt
forecasting. Anvendelsen af rumlig okonometri til at treeffe opkonomiske beslutninger
givet en meengde kvantitativ data kan inddeles i fire trin, der er givet i det folgende.



KAPITEL 1. INDLEDNING

1. Modelspecifikation

Modelspecifikation gar ud pd at finde det formelle, matematiske udtryk for rumlig
afhaengighed og rumlig ensartethed i regressionsmodeller, som anvendes til at beskrive
rumlig data. Rumlighed kan adskilles i to overordnede former for rumlige effekter, der er
rumlig aftheengighed og rumlig ensartethed.

Rumlig atheengighed kan opfattes som en form for athengighed mellem simultane ob-
servationer ved, at observationernes placering i forhold til hverandre inklusive afstan-
de mellem observationer og grupperinger af samme bestemmer korrelationsstrukturen
mellem stokastiske variable tilknyttet observationerne. De teknikker, der anvendes til at
modellere rumlig afheengighed, er mere avancerede end bare at udvide teknikkerne fra
autoregressive processer til to dimensioner. Modeller for rumlig atheengighed indeholder
ofte rumligt laggede variable, som er veegtede gennemsnit af veerdier for en observations
naboliggende observationer. Aftheengigheden mellem de rumlige observationer angives
som regel i form af naborelationer i en matrix, og der kan ogsd haves rumligt laggede
variable for de tilhgrende baggrundsvariable eller fejlled, eller kombinationer af samme.

Rumlig ensartethed er, ndr naboliggende observationer pavirkes i samme retning af
udefrakommende pavirkninger, og at de pavirker hinanden pé en sddan made, at de
tilneermelsesvist ensrettes, hvor begge dele kan udnyttes i en modelspecifikation. Rumlig
ensartethed kan enten indga som direkte led i modellen, eller den kan veere til stede i data
uden at indga som eksplicit parameter i modellen. I modsetning til rumlig athaengighed
er det ikke altid nedvendigt med separate metoder til at behandle rumlig ensartethed,
der matematisk kan udtrykkes péa flere méder. Rumlig ensartethed kan klassificeres som
enten diskret eller kontinuert, hvor diskret ensartethed viser sig ved en givet mangde
af rumligt adskilte enheder, som modelparametre ma variere indenfor, mens kontinuert
ensartethed praciserer, hvordan regressionsparametrene varierer i rummet, hvor de
enten kan veere givet pd forhdnd eller veere bestemt ud fra data ved parameterestimering.

2. Modelestimering

Nar de rumlige effekter er inddraget og preeciseret i en regressionsmodel, estimeres pa-
rametrene ud fra metoder, der tager hojde for den simultanitet, som den rumlige athen-
gighed medferer. Her kan eksempelvis anvendes maximum likelihood-estimation eller
bayesianske estimeringsmetoder, der inddrager eventuel forhdndsviden om parametre-
ne i modellen.

3. Modeltest

Nar der er fundet estimater for modellens parametre, undersoges det, i hvilken grad der
er afvigelser mellem det givne data og den estimerede model, for at se om der eventuelt er
behov for en anden type model. En model kan testes pa mange mader, eksempelvis ved
brug aflikelihood ratio-test, hvis estimaterne er fundet ved brug af mixaimum likelihood-
estimation, og der kan ogsd anvendes residualplot, der afbilder afvigelserne mellem data
og den estimerede model.
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1.2. RUMLIGE DATA

4. Rumlig forecasting

Néar der haves en rumlig, ekonometrisk model, der viser sammenhaengen mellem de
forskellige variable i et dataseet, er det muligt at foretage forecasting, hvilket er at anvende
modellen til at komme med et bud pd fremtidige observationer. I makrogkonomisk
perspektiv kan forecasting give et bud pa effekten af eendringer i okonometriske variable
som eksempelvis skattetryk.

1.2 Rumlige data

Afsnittet er skrevet ud fra [Wall, 2003] og [Besag, 1974].

Hvis en mangde observationer er spredt over et geografisk omrade, hvilket eksempelvis
kan veere huspriser placeret i forskellige postnumre i Danmark, er det ikke altid muligt
at inddrage alle de faktorer, som kan pévirke observationerne, som variable i en model.
Som regel kan det dog antages, at de udeladte variable ligner hinanden, da eksempelvis
huspriser i et omrade i reglen pévirkes af huspriserne i de naboliggende omrader,
hvorved fejlleddene vil blive rumligt autokorrelerede.

Observationer kan fordele sig i rummet pd mange mdder, og systemer af rumlige
observationer kan derfor klassificeres i forhold til

1. om systemets punkter er reguleere eller irreguleere,
2. om hvert enkelt punkt betegner punkter eller regioner,
3. om de tilherende, stokastiske variable er diskrete eller kontinuerte.

Nar et dataset analyseres, er det vigtigt at veere opmaerksom p4, hvilket af ovenstaende
tilfeelde eller kombinationer af tilfeelde, dataseettet horer til, da der er forskel pé at arbejde
med diskrete punkter med pracist angivne placeringer eller om der haves data, som
er samlet over et omrade, og dermed ikke er tilknyttet et enkelt, geografisk punkt. I
praksis haves der som regel kombinationer af de tre punkter herover, som for eksempel et
reguleert gitter med regioner som punkter, der har diskrete variable. Et praktisk eksempel
er, nar der haves stikprover fra en irregulert fordelt befolkning, hvor stikpreverne tages
ved at inddele et omréde i et rektanguleert gitter og sa teelle hvor mange individer, der er
i hvert kvadrat.

Det er muligt at opsummere en datamangdes struktur i en generel, rumlig proces
{Z(s)|s € D}. To specialtilfeelde heraf er rumlige processer for data, der danner et gitter,

hvor forskellen for de to metoder til at afbilde data ses i antagelserne om datamangden
D.

Den forste metode antager, at maengden D, som observationerne stammer fra, er
kontinuert. Det er her muligt at inddele planen i omrader ved brug af et Voronoi-diagram
og summere over observationerne i hvert omrdde, som knyttes til et geografisk punkt
midt i omradet. Her kan der eksempelvis summeres over huspriser i en kommune, og
afstanden mellem de forskellige centrer for kommunerne kan anvendes til at definere,
om to kommuner er naboer. Et problem ved metoden er, at det er forsimplet i forhold til
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KAPITEL 1. INDLEDNING

virkeligheden at placere alle observationerne i centrum af et omrade, og derudover er det
et problem, at det ikke er praktisk muligt at mdle data kontinuert, s en kontinuer model
vil ende med at blive en tilneermet model for diskrete data.

Den anden metode antager, at D er en diskret maengde, og denne metode vil blive
anvendt i kapitel 2 og kapitel 3. Naboer defineres her til at veere omréader, hvor
grenserne rorer hinanden, hvorved det er muligt at bestemme en autoregressiv
model. To modeller, som tager hojde for det diskrete monster i data, er SAR-modellen
(Spatial Autoregressive Model) og CAR-modellen (Conditionally Autoregressive Model).
Modellerne blev oprindeligt udviklet til at modellere endelige, reguleere gitre, hvorved
de er i familie med den velkendte, autoregressive proces. Et gitter er irreguleert, nar
observationerne ikke har samme antal naboer eller samme afstand til hinanden, og
hvis SAR- eller CAR-modellen anvendes pa et endeligt, irreguleert gitter, kan modellerne
antyde kovariansens struktur, som viser, at der ikke er konstant varians for observationer,
som er samme antal naboer fra hinanden.
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SAR-modellen

Kapitlet er skrevet med udgangspunkt i [Heij et al., 2004, s. 538-539], [Horvath and
Johnston], [LeSage and Pace, 2009, kapitel 2] og [Wall, 2003].

En af de modeller, der kan anvendes til at beskrive et dataseet med rumligt atheengige
observationer, er en model for en rumlig, autoregressiv proces, der forkortes SAR-
modellen (Spatial Autoregressive Model). Overordnet set er det den rumlige version af
den almindelige, autoregressive proces AR (p), der kendes fra ekonometri og har formen

yi=at+pr1yr-1t@2ye-2t+...tQpYr—p T Er.

Her er y; veerdien for en tidsserie til tiden t, € er et fejlled med E[ey;_x] =0for k=1 og a
samt ¢;, i = 1,2,...,p er ukendte parametre. Derudoverer t=p+1,p+2,...,p+n, hvor p
er den autoregressive proces’ orden, hvilket svarer til antallet af led, processen medtager.

Inden der ses pa den rumlige udgave af processen AR (p), er det relevant at se pd en
definition af en datamangde D, der bestar af rumlige punkter. Eksempelvis kan en
maengde huspriser tilknyttes koordinatsattene for husenes beliggenheder, hvorved der
haves et rumligt dataseet med en tilherende maengde af relevante baggrundsvariable som
boligareal, afstand til dagligvarer oglignende. Hver observation fra datamangden kan ses
som et diskret punkt i et sakaldt gitter D.

Definition 2.1 (Gitter):
Et gitter er en datamengde D = {Aj,...,A,}, hvor elementerne i {Z(A;)|A; €
(Ay,..., Ap)} er normalfordelte, og derudover ma {A;,...,A;} opfylde, at

AjUAU...UA,=D
AiﬂA]’ZO A ]#l

Det vil sige, at et gitter er en mangde af observationer, som det er muligt at inddele i
disjunkte delmaengder. SAR-modellen er en rumlig model for et gitter, da den simultane

fordeling for Z = [Z (A1) Z(A2) ... Z(An)]T er multivariat normalfordelt i SAR-
modellen, hvilket uddybes i neaeste afsnit.

2.1 SAR-modellen

Som naevnt ovenfor er SAR-modellen en rumlig, skonometrisk model for en datamaeng-
de, der kan beskrives med en rumlig, autoregressiv proces. SAR-modellen er en mulig



KAPITEL 2. SAR-MODELLEN

normalfordeling for en endelig maengde Z = [Z (A1) Z(A2) ... Z(A,)] T, der er defi-
neret i definition 2.1, og kan skrives som
n
Z(Al')=[Ji+prij(Z(Aj)—‘uj)+Ei (2.1)
j=1
g;~N(0,0%).

Her er u; = E[Z (A;)] for i = 1,..., n, mens produktet pw;; bestér af kendte eller ukendte
konstanter, hvor w;; = 0 for alle i = 1,...,n observationer. SAR-modellen kaldes ogsa
simultan, da fejlleddet €; og Z (A;), j # i}, har samme indeks i (2.1), hvilket gar, at de to
led er korrelerede. Hvis der haves et endeligt antal observationeri = 1,2,...,ni(2.1), er det
muligt at definere en matrix W bestdende af alle elementerne w; j, saledes at W = (w;;).
Gitteret ‘D viser, hvordan observationerne er fordelt, og afgor dermed ogsa strukturen for
matricen W, der ogsa kaldes nabomatricen.

Definition 2.2 (Nabomatrix W):
Elementerne (w;;) i matricen W er givet ved

w;j =1 hvis A; har en faelles greense med A;
wij=0 hvisi=j

w;j=0 ellers.

Her er A; og A; delmangder af datamangden D = {A;,...,A.}.

Matricen W gar bdde under navnet nabomatrix og veegtmatrix, og det er altid muligt at
konstruere en rakkestokastisk udgave af W, hvor hver reekke har summen én. Det kan

gores ved hjelp af en invertibel matrix eller ved at definere W = (w;‘j), hvor

Wi i
w;, = —1 2.2)
T wiy
n
Wi+ = Z Wik-
k=1

Her star w;, for, at der summerres over alle ettallerne i j’'te reekke i W, og W = (w;‘j)
vil dermed resultere i en rackkestokastisk matrix, medmindre der haves en raekke uden
ettaller i den oprindelige W. Hvis W indeholder en rekke kun med nuller, betyder
det, at en delmengde A; er fuldstaeendig isoleret fra resten af delmangderne A;, j =
1,2,...,n, og dermed ikke er en del af det rumligt afheengige dataseet, da den tilknyttede
observation Z (A;) ikke afthaenger af andre end sine egne baggrundsvariable. Det kan
overvejes at udelade isolerede observationer, da de alligevel ikke har indflydelse pa
resten af observationerne eller selv pavirkes deraf, og derfor muligvis vil blive bedre
afbildet med en individuel fordeling. Derudover vil det ogsa veere muligt at konstruere
en raekkestokastisk matrix W for de indbyrdes afhangige observationer, som i mange

tilfeelde er nemmere at regne med end versionen, der ikke er raekkestokastisk.

Der vil nu blive givet et eksempel pa konstruktion af en reekkestokastisk nabomatrix W'.
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2.1. SAR-MODELLEN

Eksempel 2.3:
Eksemplet tager udgangspunkt i [LeSage and Pace, 2009, s. 8-10].

1. januar 2007 blev Danmark inddelt i fem regioner, som er Region Nordjylland, Region
Midtjylland, Region Syddanmark, Region Sjelland og Region Hovedstaden, der er vist pa
figur 2.1.

~ Region Hovedstaden

Region Nordjylland

Region Hovedstaden

o
“Region S\jrfﬂdaﬁrﬁﬁrk
i, * %9 Region Sjeelland

Figur 2.1: Regioner i Danmark fra [A/S].

For at kunne definere naborelationerne mellem regionerne, antages det forst, at
naboregioner er defineret som regioner med indbyrdes vej-, bro eller feergeforbindelse.
Det er tydeligt, at Region Midtjylland er nabo til Region Nordjylland, og da der
gar en direkte faergeforbindelse mellem Kalundborg og Arhus, som er den eneste
feergeforbindelse, der betragtes i dette eksempel, har Region Midtjylland tre naboer
i form af Region Nordjylland, Region Syddanmark og Region Sjelland. Disse kaldes
forsteordensnaboer. Det er nu muligt atlave en (5 x 5)-vagtmatrix W over naborelationer
mellem de fem regioner, hvilket giver

No Mi Sy Sj Ho|

No 0 1 0 0 0
wo|Mio1 o0 110
Sy 0 1 0 1 0

Si o 1 1 0 1

Ho 0 0 0 1 0

Hvis to regioner tilherende den (i,j)’te plads i matricen er forsteordensnaboer, angives
det med w;; = 1 og ellers noteres et 0. Her ses det blandt andet, at Region Hovedstaden
kun er nabo til Region Sjeelland, hvilket kan aflaeses bade ud for sejlen og reekken Ho.
Det bemerkes desuden, at alle indgangene i diagonalen i W er nul, idet ingen region
er forsteordensnabo til sig selv. Matricen W kan nu gores raekkestokastisk ved brug af
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KAPITEL 2. SAR-MODELLEN

ligning (2.2), hvilket giver

No Mi Sy Sj Ho]

No 0 1 0 0 0
wo | M I 0 3 1 0
Sy 0 4 0 %1 0
sioo 5oL !

|l Ho 0 0 0 1 0

Nabomatricen W kan ogsa anvendes til at finde anden- og hejereordensnaboer blandt
observationerne. Eksempelvis er andenordensnaboerne til Region Nordjylland givet ved
Region Midtjyllands naboer, der er Region Syddanmark, Region Sjelland og Region
Nordjylland selv. Andenordensnaboerne findes ved at udregne W2, der her er

No Mi Sy Sj Ho]

1 1 1
IV ETI B B
weo M0 w8 5
sy 1 L 1 1 1
A T S T B
A I B

Det ses at diagonalen i W2 ikke leengere er nul, som den var i W, da alle observationer er
nabo til deres egne naboer. P4 samme méade kan tredjeordensnaboer findes som W?3 og
sd videre. U

Det er nu blevet vist, hvordan parametrene w;;, i,j = 1,...,n, fra udtrykket (2.1) kan
sammenfattes i en matrix W, og det er ogsa muligt at skrive resten af udtrykket (2.1) pa

matrix-form. Mengden Z = [Z (A) Z(Ay) ... Z (An)] r kan skrives som vektoreny =

(1 ¥2 - ynl T, der indeholder det observerede data, og da Z (A;) jevnfor definition
2.1 er normalfordelt, vil y folge en multivariat normalfordeling (se appendiks B.1)

Y~ N,(p,2) (2.3)
T
p=[m p2 o ]

Udtrykket (2.1) kan omskrives til matrixform ved forst at seette y; = Z (A;), sa
n
yi=pi+ ) pwij(vj— 1)+
j=1

Det er muligt at skrive summen 2?21 wi;j(y;j— ;) som en vektor for hver observation
i=1,...,n,s4

Yiawji—m)] [wn oo win| [n-m
: = : - : | =W(y-p).
Z;‘l:l wnj(yj_l-‘j) Wni .. Wan| |Yn—Hn
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Matrixformen af (2.1) bliver derfor
y=p+pW(y-p)+e
=p+pWy-pWpn+e
= pWy+(I,—pW)p+e.

Hvis det defineres at p = (I, - pW)_lX p, hvor B er en parametervektor, og X er en
matrix, bliver ovenstéende til

y=poWy+(I,—pW)(I,—pW) ' XB+e
=pWy+Xp+e.

Denne méade at skrive SAR-modellen pé er anvendt i definition 2.4, og den vil brugt i
resten af rapporten.

Definition 2.4 (SAR-modellen - Spatial Autoregressiv Model):
Den rumlige, autoregressive model, SAR-modellen, er givet ved

y=pWy+XB+e
£~ N, (0,06°1,),

hvor p er en parameter, som angiver graden af rumlig afheengighed mellem de 7 ob-
servationer i vektoren y, mens den raekkestokastiske (n x n)-matrix W angiver nabo-
relationerne mellem observationerne i y. Matricen X indeholder observationernes
baggrundsvariable, og f§ er den tilherende parametervektor. Fejlvektoren € folger en
n-dimensional, multivariat normalfordeling, der har en (n x 1)-nulvektor som mid-
delveerdi og en variansmatrix givet ved o2 1,,.

Den rumlige athangighed i SAR-modellen indgér vialeddet p WYy, der gor y til en funktion
af sine egne naboer, som er defineret i matricen W. Her kaldes faktoren Wy for den
rumlige lagvektor, og hver indgang heri bestar af linearkombinationer af naboliggende
observationer fra y. Hvis der haves en mangde observationer y med baggrundsvariable
X, kan en passende SAR-model laves ved at estimere parametrene 8, o2 og p, hvilket der
vil blive set pa metoder til senere i rapporten.

Parameteren p i definition 2.4 beskriver graden af afhaengighed mellem naboobservatio-
ner, og settes p sammen med nabomatricen W, haves den reelle atheengighed mellem
observationerne. Hvis der haves en maengde normalfordelte observationer y, angiver en
positiv veerdi for p, at der er positiv korrelation mellem naboobservationer, sd nabolig-
gende observationer bade ligner og pavirker hinanden i samme retning. Hvis parame-
teren p = 0, betyder det, at der ingen korrelation er mellem naboobservationer, hvor-
med naboobservationerne vil veere uaftheengige af hinanden. Hvis der derimod geelder, at
p < 0, sd er der ofte negativ korrelation mellem naboobservationer, men ved komplice-
rede naborelationer, kan det veere vanskeligt at fortolke den egentlige betydning af p < 0.
Et eksempel er, hvis en observation y; har tre naboer, hvor to af naboerne ogsé er naboer
til y;’s tredje nabo, hvilket er illustreret pa figur 2.1.
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Observation Y;

Nabo 1 Nabo 3

Nabo 2

Figur 2.2: En observation y; med naboer, hvor fortolkning af p ikke er entydig.

Negativ korrelation betyder, at hvis observationen y; stiger, vil det pavirke nabo 1 ognabo
3 negativt, sa de tilherende y-veerdier falder. Hvis der ogsa er negativ korrelation mellem
nabo 1 og 2 og mellem nabo 2 og 3, vil det f& y-veerdien til nabo 2 stige, men det gor,
der ikke kan vere negativ korrelation mellem y; og nabo 2. I tilfeelde som dette, er det
nedvendigt med en dybere analyse af p’s fortolkning i forbindelse med naborelationerne.

I nogle tilfeelde kan det vaere praktisk at tilfoje et led, at,, til SAR-modellen i definition 2.4,
hvor ¢, er en sgjlevektor med n ettaller og a er en parameter. Leddet at, har det formal
at tage hojde for den situation, hvor observationerne y ikke har middelveerdi nul, og i
definition 2.4 er leddet indeholdt i vektoren X . Det kan veere en fordel at have at;, som
en seperat vektor, hvis SAR-modellen eksempelvis omskrives til at have to X-matricer, X;
og X», og to fB-vektorer, B, og B,, s& at, ikke kommer til at indga to gange i ligningen.
Hvis at, skrives som et seperat led, far SAR-modellen formen

y=pWy+ai,+ Xp+e (2.4)
£~ N, (0,0°1,).

I nogle tilfeelde kan det veere praktisk at skrive SAR-modellen fra definition 2.4 som en
datagenererende proces, hvilket vil sige, at observationerne y isoleres pa den ene side af
lighedstegnet, s& det er muligt at generere nye data fra en estimeret model. De genererede
veerdier kan sammenlignes med de givne observationer for at se, hvor pracis modellen
er.

Definition 2.5 (DGP - Data Generating Process):
Den datagenererende proces er en model, hvor den afheengige variabel er isoleret,
hvorved det er muligt at simulere nye data for modellen.

Hvis der ses pd den datagenererende proces for en model som eksempelvis SAR-
modellen, kan det nogle gange veere lettere at aflaese dataenes fordeling, mens man ud fra
modellens form i definition 2.4 lettere kan analysere hver modelparameters betydning.
Den datagenererende proces for SAR-modellen tager form som i seetning 2.6.
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Satning 2.6 (Datagenererende proces for SAR-modellen):
Den datagenererende proces for SAR-modellen har formen

y=(I.—pW) ' (Xp+e&)
€~ N, (0,0%I,),

hvor B og p er parametre, W er en rakkestokastisk nabomatrix og y er en vektor
med n observationer. Matricen X indeholder baggrundsvariable, og € er en multivariat
normalfordelt fejlvektor.

Bevis:
SAR-modellen fra definition 2.4 omskrives ved

y=pWy+Xp+e =>
(In—pW)y=Xp+¢€ =

y=(L—pW) " (Xp+e)
€~ N, (0,0°1I,).

Omskrivningen er kun gyldig, hvis matricen I,, — pW er invertibel, hvilket der vil blive
givet beviser forilemma 2.11 og lemma 2.12 senere i rapporten. ]

Observationerne y i SAR-modellen er som tidligere naevnt normalfordelte, og i seetning
2.7 vil det precise udtryk for fordelingen (2.3) blive vist, da fordelingen er vigtig i
forbindelse med at finde estimater for modellens parametre.

Satning 2.7: .
Observationerne y = [y1 y2 ... yn] i SAR-modellen er multivariat normalfordelt
med

Y~ Ny | (1o = pW) ™ XB, (In - pW) " 02 (1 - pW)_l)T) :
Bevis:

Ses der pa den datagenererende proces for SAR-modellen fra setning 2.6, kan middel-
veerdien for y udregnes som

Ely] =E[(1,-pW) ™ (XB+e)|
=B|(1,—pW) "' XB+ (In-pW) ¢
=E|(L-pW) " XB|+E|(L,-pW) "¢
-E :(In - pW)_lXﬁ]
= (L,—pW) "' XB.

Det anden sidste lighedstegn fas fra definitionen af vektoren &, der er multivariat
normalfordelt med en nulvektor som middelveerdi, og det sidste lighedstegn fés,
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idet (I, - pW)_1 Xp er en talvektor. Resultatet stemmer overens med definitionen af
middelveerdivektoren g = (I, — pW)_1 X, som blev anvendt ved omskrivningen af (2.1).

Variansen for y i SAR-modellens datagenererende proces kan nu findes som

Var [y| = Var [(In —oW) ' XB+(1I, —pW)_ls]

= Var [(In —ow)™! 8]

= (ta=pW) " 0 ((1a-pW) ™).

Sidste lighedstegn opnds ved at indsatte variansen for &, der er givet ved 021, og satte
konstanten (I, - pW)_l i anden uden for variansen. [ |

Nar den preecise fordeling for SAR-modellen er kendt, kan den tilherende tethed (se
appendiks B.1) anvendes til at finde estimater for modellens parametre, hvilket der vil
blive givet to metoder til i henholdsvis kapitel 5 og 6.

Da SAR-modellens funktion er at modellere rumlig afheengighed mellem observationer,
vil der nu blive givet et eksempel pd, hvordan en simpel SAR-model kan konstrueres og
fortolkes for en lille meengde indbyrdes aftheengige observationer.

Eksempel 2.8:
Eksemplet tager udgangspunkt i [LeSage and Pace, 2009, s. 2-3 og 17-20], og oplysninger-
ne er hentet fra [Krak] og [Statistik, Opslag: Folketal].

Som i eksempel 2.3 vil de fem regioner i Danmark blive anset for indbyrdes athengige
punkter, der kan knyttes forskellige veerdier til. Hvis man eksempelvis ensker at rejse
fra Skagen til Kebenhavn i bil, passerer man gennem alle fem regioner, hvis der ikke
medtages fergeruter, hvilket der ikke vil blive gjort her. Dermed vil de fem regioner
kunne anses for at ligge pa en linje, der repraesenterer ruten gennem Danmark, hvor
man passerer gennem hver enkelt region undervejs. Rejsetiden gennem hver region er
omtrent

Rejsetider i minutter Omrade
109 Region Nordjylland (Skagen - Hobro)
80 Region Midtjylland (Hobro-Vejle)
84 Region Syddanmark (Vejle-Korsor)
60 Region Sjeelland (Korser- Roskilde)
34 Region Hovedstaden (Roskilde-Kebenhavn K)

De ovenstdende rejsetider kan samles i en vektor y, hvor hver indgang er rejsetiden fra
den givne region til Region Hovedstaden, hvilket giver

367
258
y=|178].
94

L 34 p
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Her er tiden malt i minutter, hvor veerdien i forste indgang er rejsetiden fra Region
Nordjylland til Region Hovedstaden, og den sidste veerdi er rejsetiden gennem Region
Hovedstaden, der ikke er nul, da det ogsa tager tid at rejse fra et sted til et andet i regionen.
Matricen X indeholder baggrundsvariable, der pavirker rejsetiden y, hvilket eksempelvis
kan veere antal indbyggere i hver region, da maengden af mennesker i et omrade pavirker
trafikken og dermed rejsetiden. Et andet element, der har indflydelse pa rejsetiden er den
afstand, som tilbagelagges i hver region, s matricen X kan eksempelvis have formen

Afstand Befolkningsantal

532,9 543.116 |
371,5 1.159.189
X =|242,1 1.093.729],
111,9 757.257
| 37,2 1.442.536

hvor afstande er angivet i kilometer. Den forste indgang i y er den tid, det tager at rejse
fra Region Nordjylland til Region Hovedstaden, og den afthaenger af rejsetiderne gennem
hver af de andre regioner, sa der er muligt at anvende SAR-modellen fra definition 2.4 til
at beskrive den indbyrdes afhangighed mellem observationerne. Den raekkestokastiske
nabomatrix W har formen

No Mi Sy Sj Ho]
No O 1 0O 0 O
Mi 3 0 1 0 0
W= 1 1
Sj 0 0 3 0 3
| Ho 0 0 0 1 0|

Det er muligt at estimere parametrene B og p fra SAR-modellen ved brug af maximum
likelihood, som vil blive gennemgéet i kapitel 5, hvilket giver estimaterne

p =0,0048
. 0,65
~ [-0,000012]’

der er udregnet i programmet R. Da p er positiv og mindre end 1, er der positiv
korrelation mellem rejsetiderne i y. Hvis de estimerede parametre anvendes til at
generere forudsigelser for nye observationer, udregnes disse ved brug af

'XB, 2.5)

9 = (1 pw)”
der fas ud fra definition 2.4. Det siges ogsd at SAR-modellen er en model for spillover-
effekter, der opstar, nar en @ndring i i’te reekke i matricen X pévirker alle indgange i
y mere eller mindre og ikke kun observation y;. Hvis det for eksempel antages, at den
globale opvarmning far vandstanden til at stige s& meget, at oversvemmelser far 500.000
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holleendere til at immigrere til Region Syddanmark, sa bliver den nye matrix X ™ til

532,9  543.116 ]
371,5 1.159.189
X*=|242,1 1.593.729
111,9 757.257
| 37,2 1.442.536 ]

Der kan nu laves en ny ligning til at generere forudsigelser ud fra den eendrede matrix X*,
der har formen

g,(Z) — (In—f)W)_lX*if- (2.6)

Udregnes rejsetiderne bade ved brug af (2.5) og (2.6) kan forskellen mellem dem
udregnes, hvilket er gjort i tabel 2.1. Det ses klart, at hvis en enkelt veerdi fra matricen
X @ndres, bliver rejsetiden for hver region endret.

v(2)

yo-y
Nordjylland  340,7 340,7 -0,000066
Midtjylland 228,9 228,9 -0,014
Syddanmark 1452 139,4 -5,8
Sjeelland 64,3 64,2 -0,014

Hovedstaden 7,8 7,8 -0,000066

Tabel 2.1: Estimater for rejsetider ved anvendelse af SAR-modellen.

Summeres der over fjerde kolonne i tabel 2.1, fas den samlede pavirkning pa observatio-
nerne y. Den tredje indgang i kolonnen $'¥ —$(1) viser den sakaldte direkte pavirkning
fra eendringen i X, mens resten af indgangene viser den indirekte effekt. Da p er positiv
og Bz er negativ, bliver rejsetiderne formindsket, nar der anvendes den s&ndrede matrix
X*, hvilket intuitivt ikke giver mening. Der kan muligvis opndas bedre estimater ved at
anvende mere signifikante baggrundsvariable. Det ses dog alligevel, at alle rejsetiderne
pavirkes af en @ndring i en enkelt variabel i X, hvor forsteordensnaboerne til y; givet ved
¥2 0g y4 pavirkes mere end andenordensnaboerne, og y3 selv pavirkes mest. U

2.2 Tidsafthaengig udgave af SAR-modellen

SAR-modellen repraesenterer normalt en model for en mangde observationer, der
er observeret pd samme tid, men det er ogsd muligt, at opfatte SAR-modellen som
en tidsatheengig model. 1 det tilfeelde erstattes vektoren y af observationer i SAR-
modellen med en tidsaftheengig vektor y;, der eksempelvis kan indeholde skatteniveauer
i forskellige omrdader til tiden 7. Her er det muligt, at nogle af omraderne har sat
skatteniveauet efter naboomradernes skatteniveau til tiden ¢ — 1, hvorved der kan
konstrueres en nabomatrix W, hvor kombinationen Wy;_; beskriver indflydelsen fra
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naboomraders tidligere skatteniveauer pa det nuveerende y;. Det svarer til, at en
tidsafthaengig version af SAR-modellen har formen

Vi=pWyr 1+ Xp+e;.

Det kan vises, at ndr ¢ vokser, vil middelveerdien for ovenstdende gd mod en ligevaegt, der
er giver i setning 2.9.

Saetning 2.9:
SAR-modellen kan skrives som en langsigtet ligevaegtstilstand p& formen

lim Ely) = (I, - pW) ™ XB.
Her indeholder vektoren y; observationer til tiden #, mens W er en reekkestokastisk na-
bomatrix, og parameteren |p| < 1 er graden af atheengighed mellem naboobservationer-
ne. Derudover er X en matrix med baggrundsvariable til tiden ¢, og B er den tilherende
parametervektor.

Bevis:

Lad y; veere en vektor med observationer til tiden ¢, hvor nabomatricen W indeholder
information om hvilke verdier i y;, der athenger af en eller flere veerdier fra vektoren
y:—1. Matricen X; indeholder baggrundsvariablene til tiden ¢, men da baggrundsvari-
ablene kan antages at vaere forholdsvist fastholdte over tid, betegnes matricen bare X.
SAR-modellen kan dermed skrives som

Vi=pWyr 1+ Xp+e;. 2.7

Erstattes ¢ i ovenstdende med ¢ — 1, ses det at y;_; afhanger af veerdierne i y;_» og pa
samme made afhaenger y;_, afy;_3. Dermed haves en Markovkade, ogleddety;_; i (2.7)
kan erstattes med pWy;_, + X + €;-1, hvilket giver

Ve=pW (oWy,o+ XB+e-1)+ XP+€;
=Xp+pWXp+ pzwzyt_g +e:+pWepg.

Her kan y;_, erstattes med pWy;_3+ X + £;_, og sa videre, hvilket giver

Vi=(In+pW+p* W+ + 0 "W ) XB+ 0 Wiy, s+ u (2.8)
U=, +pWe,1+p*Woe, o+ +p WS e,y
U
s—=1 . s—=1 .
Ve= |2 o'W/ | XB+p W5+ ) o/ We,j,
Jj=0 j=0

hvor s < t er antallet af forudgdende tidsperioder, der antages at have indflydelse pa y;.
Da fejlvektoren € i SAR-modellen har middelveerdi nul, er E[e;_;] =0 for r =0,...,s—1,
hvilket er ensbetydende med E[u] = 0 i (2.8). Da det i seetning 2.9 er antaget, at |p| <
1, vil betydningen af p*W?%y,_; blive lille, nar der haves en stor verdi for s, idet den
raeekkestokastiske nabomatrix W har en maksimal egenverdi péd én. Da |[p| <1 og W er

Side 15 af 127



KAPITEL 2. SAR-MODELLEN

raekkestokastisk, gelder det jeevnfer setning 2.10, at (2.8) konvergerer, og det er dermed
muligt at anvende den geometriske sumformel, s

lim (sf pfwf) Xp=(I,-oW) XB,

§—00 j:0
hvorved den forventede verdi for en langsigtet ligeveaegtstilstand bliver
lim Ely] = (I, - pW) ™" X8,
t—o0
hvor det folger af t — co og s < ¢, at s — oo. |

I seetning 2.9 blev det antaget, at |p| < 1 for at sikre konvergens, og der vil nu blive set
naermere pa denne antagelse.

Saetning 2.10:

Lad W vere en raekkestokastisk (n x n)-matrix og y; en vektor med n observationer til
tiden ¢, mens matricen X indeholder baggrundsvariable,  er en parametervektor og € er
en fejlvektor. Da konvergerer udtrykket

-1
p] ngt—j ’
j=0

s=1 . s
y; = lim ((Z p’ Wf) XB+p Wy s+
S§—00 7
j=0

hvis parameteren p opfylder betingelsen |p| < 1.

Bevis:

Greenseveerdien for den autoregressive proces med rumlige lags udtrykti (2.8) findes ved
fortsat at medtage trin leengere tilbage i tiden, sd y,_; erstattes med pWy;_;_1+ X+ €,
og sd videre, s s — oco. Det svarer til

s—=1 . s—=1 .
ersllr&((zp]Wf)Xﬁ+p5WSyt_s+ZpJWJst_j : (2.9)

j=0 j=0

De verdier, parameteren p kan have, kan inddeles i tre forskellige tilfeelde, der er | p| >1,
|o| =1 og |p| < 1. Parameteren p indgér i alle tre led i (2.9) via potenser af faktoren pW,
der ved brug af spektral dekomposition kan skrives som

PW =pVAwV = pSW= (pVAWV ) (oVAW V) - (oVAWV ) = p VA, VT,

(. J
-~

S

hvor det antages at matricen W er diagonaliserbar og at matricen V opfylder VV~! = I,,.
Matricen Ay er en diagonalmatrix med egenverdierne A4,...,A4, for W pa diagonalen,
hvorved det er muligt at skrive

'(pﬂl)s 0 0
s 0 A2)" :
(oAw) = (p22) . (2.10)
0 0 (pAn)’
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Forst ses der pa tilfeeldet |p| > 1. Hvis en af egenveerdierne A; for W opfylder [pA;| > 1,
sd er det ensbetydende med |p| > 1, idet Ahax = 1. Det vil sige, at for |p| > 1, vil bade
p® og Aj, blive storre i takt med s bliver storre, sd for s — oo vil p*W?* blive uendeligt
stor og matricen (2.10) vil ikke konvergere. Dermed vil udtrykket i (2.9) blive ved med at
vokse uden at naerme sig en grenseveerdi, nar |p| > 1. Derudover ses det, at nér |[p| > 1
og s — oo, s& far naboer af hojere og hojere orden mere indflydelse pa y; gennem p*W¥,
ligesom observationer y;_; og fejl €;_(;—1) langt tilbage i tiden far mere indflydelse nar s
vokser, hvilket ikke virker logisk.

Det andet tilfeelde er, nar } p| = 1, hvorved der eksisterer et 1;, sa |[pA;| =1, idet Apax = 1.
Det svarer til, at matricen (2.10) er lig A3, ,, der for s — oo konvergerer mod en matrix, som
ikke er nul-matricen. Derudover vil |p| = 1 eendre (2.9) til

s—1 . s—1 .
Yt:slg?o((]z W])Xﬁ"'WsYt—s‘i' ngt—j )

=0 j=0

hvor det ses, at graden af atheengighed er ens for naboer af alle ordener, sa observationer
til tiden ¢ — 1 pavirker y; lige s meget som for ¢ — s, hvor s — oco. Det svarer til, processen
har uendelig hukommelse, og at alle y;_; for s — oo pavirker y; lige meget, hvilket ikke er
tilfeeldet for de fleste af virkelighedens scenarier.

Der ses nu pa tilfeeldet |p| < 1. Idet A9 = 1 svarer p € (—1,1) tilat pA; € (—1,1), hvilket gor,
at (2.10) konvergerer mod nul-matricen. Dermed m4 det gelde, at |p| < 1 for at (2.9) har
en grenseveerdi, hvor |p| < 1 ogsa kaldes den stationgere antagelse, da den gor systemet
stationaert. Der ses nu pd, hvad der sker med hvert led i (2.9) nar | p| <1.

Forste led fra (2.9) kan som tidligere nevnt omskrives ved brug af den geometriske
sumformel, da |p| < 1 og matricen W er raekkestokastisk, hvilket giver

}Lrgg((s_zlpfwf)xzf) -~ (1,-pw)" Xp,

Jj=0
der resulterer i en konstant vektor. Andet led i (2.9) med |p| < 1 resulterer i
p*Wy,_s—0 for s— oo.

Det kan ikke siges med sikkerhed, hvordan det tredje og sidste led i (2.9) udvikler sig, nar
|p| <1 og s — oo, men hvis det antages, at summen af fejlled konvergerer, fas det at

s—=1 . s—=1 .
y: = lim ((Z p’W]) XB+p Wy s+ ) p/We,
j=0 =

§—00 ]_0
_1 ) . .
=(I,-pW) XB+0+ ) p/Wle,_;
j=0

= (In _pW)_lXﬁ"' Z ijjsf—j'
j=0

Dermed kan observationerne y; til tiden ¢ skrives som en konstant adderet med en
uendelig sum af fejlled fra tidligere observationer. Her ses det ogsd, at fejlleddene far
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mindre betydning for y;, des leengere tilbage i tiden de stammer fra, da p/ W/ gar mod
nulmatricen nar j — oo. Det kan ogsa siges, at veerdien for p bestemmer processens
hukommelse. |

Ud fra seetning 2.9 og 2.10 ses det, at SAR-modellen kan opfattes som en tidsafhaengig
model, der eksempelvis modellere skatteniveauer y; i forskellige omrader, hvor skatten
er fastsat ud fra skatten i naboomraderne for tiden ¢. Hvis der ses bort fra tidsathaengighe-
den, udger (2.7) SAR-modellen, hvorved overvejelserne om p i ovenstdende ogsa gelder
for SAR-modellen.

2.3 SAR-modellens kovariansmatrix

Kovariansmatricen til SAR-modellen vil nu blive undersegt naermere, da flere betingelser
maé veere opfyldt, for at den er veldefineret. For det forste ma parameteren p tilhore et
passende interval, der afhanger af egenveerdierne for den raekkestokastiske veegtmatrix
W, og for det andet ma det gelde, at matricen I, — pW er invertibel, hvor beviset
for dette ogsa afheenger af egenveerdierne for veegtmatricen W. Ifelge saetning 2.7 er
kovariansmatricen for SAR-modellen givet ved

(In—pW)_laz((In—pW)_l)T. (2.11)

Det er nok, at kovariansmatricen er positivt semidefinit og symmetrisk, for at definitio-
nen af normalfordelingen, som SAR-modellen folger, stadig geelder, men onskes der en
veldefineret teethed for modellen samt en invertibel kovariansmatrix, ma kravet skeerpes
til positivt definit. I setning 2.13 samles de forudseetninger, der kraeves for at have en
veldefineret kovariansmatrix, og de folgende to lemmaer indgér i beviset for seetningen.

Lemma 2.11:

Den inverse af matricen I, — pW eksisterer, hvis parameteren p tilhgrer intervallet
()lr_nlin,l), hvor Anin er den mindste egenveerdi for den raekkestokastiske veegtmatrix W,
der har reelle egenverdier.

Bevis:

Den inverse til matricen I, — pW eksisterer, hvis determinanten |I,, — pW| # 0. For at
bevise dette, ses der forst pa (n x n)-matricen W, der kan skrives pa Jordan kanonisk form
(se [Perko, 2001, s. 39-40]), hvorved

J=Vwv=sw=vjvl

I det tilfeelde W kan diagonaliseres, bliver J til en diagonalmatrix, og ellers fas en ovre
trianguleer matrix med en bade diagonal og en superdiagonal, s&

(A1 j1z 0 ... 0

0 A2 J23 :

J=10o 0 A3 . 0O
: o Jn-1n

0 0 0 An
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Her angiver A1,15,...,1, egenvaerdierne for W, mens elementerne (J);; er enten 0 eller 1
fori=1,...,n—10gj=1+1, ognulfor alle andre indgange i J uden for diagonalen. Ved
brug af ovenstdende kan determinanten |I,, — pW| omskrives til

Iy —pW|=I,—pVIV = |VIIL,-pJIIV Y =|1,-p]l,

idet |V||V~!| = |I,,| = 1. Da matricen J indeholder egenverdierne 11,1,,...,4, for W pa
diagonalen, kan determinanten skrives

1-pA1 —pji2 0 0
0 1-pA2 —pjo23 : ,
I,-pJl=| o 0 1-pAy . 0 :_lj[l(l_l);ti)’
: e ' —PJjn-1,n "
0 0 0 1-ply

idet produktet af diagonalelementerne udger determinanten til en gvre, trianguleer
matrix. En matrix er invertibel, hvis determinanten er ulig med nul, hvilket er tilfeeldet
for | I, — pJ|, hvis

1
p;éx for i=1.2,...,n. (2.12)
l

Det undersoges nu, hvilket interval p md tlhore, for at (2.12) er opfyldt. I lemma
2.11 blev det antaget, at egenveerdierne for W er reelle, og derudover er matricen W
reekkestokastisk, sa

W'anl'Ln, (2.13)

hvilket gor A; =1 til en egenveerdi for W. For at bevise at den storste egenveerdi for W er
A; =1, antages det, at der eksisterer en egenveaerdi A; > 1. Da W er reekkestokastisk, udger
Wx et vaegtet gennemsnit af indgangene i vektoren x, og for i = 1,...,n geelder

(WX); € [Xmin,Xmax],

hvor xmax 0g Xmin €r henholdsvis den sterste og den mindste veerdi i x. Det blev antaget,
at A; > 1, og det er derfor muligt, at et element x; € x opfylder A;x; > xmax, sd ligheden
Wx = A;x ikke leengere er gyldig, fordi A;x; ¢ [Xmin,Xmax]- Det vil sige 1; > 1 ikke kan veere
en egenveerdi for W, sa det ma geelde, at W’s egenveerdier A; < 1fori=1,...,n. Sammen
med resultatet (2.12) betyder det, at p # 1.

Der ses nu pa den mindste egenverdi for W, der noteres Ani,. Indgangene i diagonalen
i W er per definition lig nul, og seettes dette sammen med reglen tr (W) = ?21 A;, fas det
at Z?Zl A; = 0. Fra (2.13) vides det desuden, at der for et k € {1,2,...,n} gelder, at 1 =1,
sd derfor har W mindst én negativ egenverdi. Det er ikke nedvendigt at preecisere den
mindste egenveerdi for W yderligere, da kravet p # /1% fori=1,2,...,n kan opfyldes ved at
lade p tilhore det dbne interval (A} ,1).

min’

Det er hermed blevet bevist, at matricen I, — pW invertibel, nar p € ()Lr_nll n? 1). [ ]
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Det geelder ikke altid, at matricen I,,—p W er symmetrisk eller simileer med en symmetrisk
matrix, og den er heller ikke altid positiv definit. I disse tilfeelde har matricen W som regel
komplekse egenverdier, og det er her relevant at undersege, hvilket interval for p, der kan
gore I, — pW invertibel.

Lemma 2.12:

Hvis den raekkestokastiske nabomatrix W har komplekse egenverdier, eksisterer den
inverse af matricen I,, — pW, hvis parameteren p tilhgrer intervallet (/lr;llin,l), hvor /lr_nlin
er den laveste, negative, reelle egenveerdi til .

Bevis:
Som i beviset for lemma 2.11 ses der pd determinanten af I,, — pW, der kan skrives

n

1L, —pW|=[](1-pA;) =

j=1

(1-pM1) (1-pA2).

1(-p1)

Her er egenveaerdierne til W givetved A; for i = 1,..., n. Matricen I,,—p W er ikke invertibel,
hvis determinanten er nul, hvilket den er nér (1 — pA,) (1 - pA;) = 0 for to egenveerdier 1,
og A,. Egenveerdierne til W kan veere komplekse, sa 1; og A, noteres som de konjugerede
par

AM=r+ic
/12:r—ic
i=v-1.

Her er ¢ og r reelle tal, hvor det antages, at ¢ # 0. Det er nu muligt at finde de veerdier for
p, som ikke resulterer i en invertibel matrix I,, — pW, hvilket gores ved at lose

0=(1-pA1)(1-pA2)
=(1-pr-pic)(1-pr+pic)
=1-2pr+p°r*—p*i*c*

=1-2pr+p*(r*+c?). (2.14)
Udtrykket (2.14) har diskriminanten

d=(-2r?-4-(r*+c*)1
=4(r* -r*-c?)

=—4¢%<0.

En negativ veerdi for diskriminanten resulterer i to komplekse lasninger til p, hvor begge
losningerne vil medfere, at matricen I, — pW ikke er invertibel. Antages det derimod
pa forhénd, at p kun ma antage reelle veerdier, vil invertibiliteten af I,, — pW ikke blive
pavirket af, om W har komplekse egenverdier eller ej.

I det tilfeelde, hvor W har komplekse egenveerdier, vil I, — pW veere invertibel, nar det

er opfyldt, at p € ()Lr_nll n,1), hvor Ar_nli o er den laveste, negative, reelle egenverdi for W.
[ |
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Lemma 2.9 og lemma 2.10 viser, at matricen I, — pW er invertibel, bdde nar W har
reelle, og nar den har komplekse egenverdier, sa leenge p tilhorer intervallet (/ll‘nlin,l).
I praksis antages det ofte, at p € [0,1) bade i tilfeeldet med reelle egenveerdier og i
det med komplekse egenverdier, da det som tidligere neevnt kan veere vanskeligt at
fortolke negative veerdier for p, og kravet p € [0,1) sikre ogsa, at I,, — pW er invertibel.
Resultaterne fra lemmaerne 2.9 og 2.10 kan nu anvendes til at finde kravene for, hvornar

kovariansmatricen til SAR-modellen er veldefineret.

Satning 2.13:
Hvis parameteren p tilhorer intervallet (1.} 1), hvor Ami, er den mindste egenveerdi for
den reekkestokastiske nabomatrix W, sa er SAR-modellens kovariansmatrix

(I, - pW) ' 62 ((In - pW)_l)T

positivt definit og symmetrisk og dermed en veldefineret kovariansmatrix.

Bevis:

For overskuelighedens skyld defineres forst en matrix A som A = I, — pW. For enhver
matrix A geelder der ifolge [Axler, 1997, s. 144], at matricen givet ved AT A er positivt
semidefinit, da

xT AT Ax = (Ax) T Ax = | Ax||?> = 0,

hvorxer en (n x 1)-vektor. Hvis matricen AT A er invertibel, er determinanten ulig nul, og
dermed bliver || Ax|? = 0 i ovenstdende til || Ax||? > 0, hvorved den ogsa vil vere positivt
definit. Matricen AT A er invertibel, hvis matricen A er invertibel, idet

(ATA) = @A) =t a .

Anvendes lemma 2.11 og 2.12 ses det, at matricen A = I,, — pW er invertibel, hvormed
AT A ogsa er invertibel, sa

ATA=(I—pW)" (I, - pW) =
_ _ -1 _ T
(AT4) " = (L= pW) ™ (T =pW)") = (1= pW) ™ (T —pW) ')
er invertibel og derfor ogsa positivt definit. Kovariansmatricen for SAR-modellen er givet
ved

(1a=pW) " 02 ((1a - pw) ),

hvor konstanten ¢? > 0, hvormed kovariansmatricen er invertibel og dermed ogsa

positivt definit. Derudover gelder der for enhver matrix A, at matricen givet ved AT A
. . . -1 o . .

er en symmetrisk matrix, hvorved den inverse (ATA) ogsa er en symmetrisk matrix.

Det vil sige, (I, - pW) ™ o2 ((I n— pW)_l) ! er en veldefineret kovariansmatrix. [ |
Kravet p € ()Lr_nll n,1) medforer, at p bdde kan antage negative veerdier, der kan vaere svere
at fortolke, og p kan ogséa veere lig nul. Som tidligere naevnt kan det i stedet antages, at
p € [0,1), selvom muligheden p = 0 stadig er med og dermed ogsd den mulighed, at W og
dermed naborelationerne forsvinder fra modellen. Det vil resultere i en lineger, normal
model uden rumlig afthaengighed, men nul medtages alligevel i intervallet for p, da det
ogsd er relevant at undersege muligheden, at observationerne er ukorrelerede.
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CAR-modellen

Det folgende afsnit er skrevet pa baggrund af [Besag, 1974], [Cressie, 1993, s. 414-421] og
[Lauritzen, 1996], medmindre andet er angivet.

Et dataseet, der bestdr af en mangde diskrete punkter, kan opfattes som en graf,
hvor forbundne punkter viser hvilke observationer, der er naboer. En model, der
kan anvendes pa denne form for data, er en Conditional autoregressive model, der
forkortes som CAR-modellen. CAR-modellen er en rumlig model med en betinget
sandsynlighedsfordeling, og den kaldes ogsa en autonormal model, da den tilpasser
en multivariat normalfordeling til datasettet. CAR-modellen tager udgangspunkt i
Markovfelter, der vil blive gennemgdet i afsnit 3.2, og en serlig vigtig egenskab ved
modellen er givet i seetning 3.14, der bevises ved brug af redskaber fra grafteori, som ogsa
gennemgds i dette kapitel. Allerforst er der dog brug for et grundleeggende resultat om
betingede sandsynlighedsfunktioner, hvilket vil blive praesenteret i afsnit 3.1.

3.1 Rumlige processer og betinget sandsynlighed

Der ses nu pa et rumligt dataseet, der er defineret pa et rektangulert gitter, hvor hvert
punkt er nummereret som et talpar (i, ) for i, j, € Z. Der er knyttet en stokastisk variabel,
X;, j til hvert talpar, og den samlede mangde af stokastiske variable er derfor {X; ;|i,j, €
V < 7}, hvor der i dette tilfeelde bort fra, om mangden er endelig eller uendelig. Hvis der
for eksempel haves et endeligt datasat bestdende af huspriser samt placeringen af hvert
hus, vil hvert punkt (i, j) veere et hus med en givet pris x; ;. Rumlige, stokastiske processer
kan preeciseres ved brug af en sandsynlighedsfunktion, som for eksempel kan vere den
simultane sandsynlighedsfordeling givet ved

[1Qi,;(xi,jXio1,jXis1, X4, j-1,Xi, j+1),

ij
hvor x; ; er angiver en veerdi for X; ;j, og Q er en funktion.
En anden metode til at preecisere en rumlig proces er at definere den betingede sand-
synlighedsfordeling, hvor det antages, at der haves et endeligt antal punkter nummeret

i = 1,...,n med tilhgrende, stokastiske variable {Xj,...,X,}. Da er sandsynligheden for
hvert punkt X; betinget med alle de andre punkter givet ved

P(xilx1,..,Xi—1,Xi41, ..+, Xn).

Det er jevnfor [Besag, 1974, s. 195] muligt at udvide teorien til at omfatte kontinuerte
variable, selvom den her er noteret som bestdende af diskrete variable.

Det antages nu, at hvis hver af veerdierne xi,...,x, kan forekomme ved punkterne
1,...,n hver for sig, s& kan de ogsa veere pa punkterne samtidig. Det vil sige, at hvis
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sandsynligheden P(x;) > 0 for hvert i, sd er den simultane sandsynlighed P(x;,...,x,) > 0.
Jeevnfor [Besag, 1974, s. 195] vil denne antagelse blive betegnet som posivitetsbetingelsen.

Det er muligt at skrive den simultane sandsynlighed som et produkt af betingede
sandsynligheder, hvilket vises i seetning 3.2, men inden denne bevises, er det ngdvendigt
at definere maengden Kp.

Definition 3.1:

Mengden Kp er givet ved Kp = {x|P(x) > 0} hvorx=[x; x ... xn]T.

Mengden Kp bestar derfor af alle de mulige sammensatninger af verdier for xi,...,x,,
der opfylder P(xy,...,x,) > 0.

Saetning 3.2 (Brooks lemma):
For alle vektorer x,y € Kp geelder

P(X) ﬁ P(xi|x1) xi—lyyi+1;---»J/n)
PY) iy PilX1, oo Xio 1, Yit1see V)

Bevis:
Den simultane sandsynlighed for veerdierne x,...,x, kan skrives ved brug af den
betingede sandsynlighed P(x,|x1,...,x,-1), hvilket giver

P(x) = P(xplx1,...,Xp-1)P(X1,...,Xn-1). 3.1)

Det er vanskeligt at finde P(x,-11xy,...,X;—2) og dermed faktorisere hele hajre side af (3.1)
med betingede sandsynligheder pa denne form, s i stedet anvendes det faktum, at

P(x1,....,%0-1,Yn) = P(yulx1,..., xp-1) P(x1,...,Xp-1) = (3.2)
P(x1,...,Xn-1,Yn)
P(yulx1,...,x0-1)

P(x1,...,Xp-1) =

hvor y, er den n'te veerdi fray € Kp. Indseettes (3.2) i (3.1) fas

P(x1,...,Xn-1,Vn)
P®) = P(talx1, ..., xp_1) —iin=lodnl, (3.3)
P(ynlx1,...,xn-1)

Leddet P(x,...,X,-1,¥n) kan nu omskrives med hensyn til x,_; pd samme made, som
P(x) blev omskrevet med hensyn til x,. Forst ses det, at den simultane sandsynlighed
kan skrives

P(xly'--yxn—lyyn) = p(xn—llxl! .. wxn—Zryn)P(xly---rxn—ZJyn)'
Her kan P(xy,...,X,—2,Yn) omskrives som i (3.2), ved

P(x1,...,Xn-2,Yn-1,Yn) = P(Yn-1lx1, ..., Xn—2,Yn) P(X1,...,Xn-2,Yn)
P(xly---’xn—Z)yn—lryn)
P(Yn-11X1, .., Xn-2,Yn)’

= P(xl;---»xn—Z)yn) =
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hvilket giver

P(x1,...,Xn-2,Yn-1,Yn)
P(yn-1lx1,...,Xn-2,¥n)

P(x1,...,Xp-1,Yn) = P(xp-1lx1,...,Xn-2,Yn)

Indseettes dette i (3.3) bliver den simultane sandsynlighed til

P(xplxy,...,Xpn-1)
Px) = P(x1,...,Xn-1,Vn)
PGnlxt, Xn-1) n=bJn

_ Plnlxt, . Xn-1) P(Xp-1lX1,.- Xn-2,Yn)
P(ynlx1,...;x0-1) P(Yn-1lX1,..,Xn-2,¥n)

P(X1, .. -;xn—z’yn—lryn)-

Fortsaettes metoden, fas det til sidst, at

n

P(xilx1,. 0, Xi—-1,Vi+1r-- - Vn)
Px) = 1—[ ilxX1 i-LYi+1l Vn P(y). (3.4)
sl Pilxt, o Xic 1, Yie1s o5 ¥n)

hvor vektoreny=[y1 y2 ... ¥n] " Ligningen i seetning 3.2 folger af (3.4). |

Den antagelse, at P(x;) > 0 for hvert i, gor, at den simultane sandsynlighed P(xy,...,x,)
ogsa opfylder P(xi,...,x,) > 0, hvilket i dette tilfeelde sikrer, at neevneren i produktet i
seetning 3.2 ikke er nul. Det kan ogsé ses ud fra s@tningen, at der findes mange mader
at faktorisere %, da navngivningen af de forskellige punkter i systemet er arbitreer,
men da resultatet i alle tilfeeldene er det samme, indikerer det, at det er begrenset
hvilke former, den betingede sandsynlighedsfunktion kan have. Selvom den relative
sandsynlighedsfunktion % fra setning 3.2 kan veere forholdsvist simpel at finde i
praksis, sd kan det i nogle tilfeelde veere naesten umuligt at tolke likelihoodfunktionerne,
ndr der haves absolutte sandsynlighedsfunktioner P(x) og P(y), da disse sandsynligheder

generelt indeholder en uhandterlig normaliseringskonstant.

3.2 Markovfelter

Markovfelter er rumlige systemer med definerede naborelationer mellem punkterne i
hele eller dele af systemet, og de leder frem til en seetning af Hammersley og Clifford,
der er vigtig ved konstruktion af gyldige, rumlige systemer. Denne satning preesenteres
sidst i dette afsnit. Forst defineres maengden af naboer til hvert af punkterne, som er
nummereret i = 1,...,n.

Definition 3.3:
Punktet j er nabo til punktet i for j # i, hvis og kun hvis sandsynlighedsfordelingen
P(xj|xy,...,Xi-1,Xi+1,...,X,) atheenger af variablen x;.

Et eksempel pd ovenstdende nabodefinition kan veere preacisering af naboer i en
Markovkade Xj,...,X},, hvor X; kun aftheenger af X;_; og X;;. Detvil sige, atndr2 <i <
n—1, sa har X; de to naboer X;_; og X;;, mens X; og X,, kun har en nabo hver. Punkter,
der er indbyrdes naboer, kan samles i sdkaldte nabolag.
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Definition 3.4 (Nabolag):
Et nabolag til punktet i er givet ved meaengden N; = {k|k # i er nabo til i}.

Et eksempel er, hvis punkterne i et rumligt system danner et rektangulert gitter, hvor
hvert punkt nummereres med (i,j) for heltal i,j € {1,...,n}. Hvis der for hvert punkt
(i,)) geelder, at P(x;,jlx—_(,j)) = P(xilXi,j-1,%i,j+1,Xi-1,j,Xi+1,j), hvor x_¢,jy = {xk,mlk,m €
({1,...,n}\{i, j})}, s& har hvert punkt (i, ) fire naboer. Det vil sige, nabolaget for i er givet
ved N; ={(i,j—1),(i,j+1),(i—-1,j), (i + 1,j)}

Definition 3.5 (Klike):
En klike er meengden af et eller flere punkter, hvor alle punkterne i maengden
indbyrdes er naboer.

For eksempel geelder det for en Markovkaede Xj,...,X,, at {X3,X>} er en klike. Det er nu
muligt at definere et Markovfelt.

Definition 3.6 (Markovfelt):
Et Markovfelt er et system med n punkter og et sandsynlighedsmal, hvor den
betingede fordeling definerer nabostrukturen {N;|i =1,...,n}.

Det kan her bemeerkes, at definition 3.3 beskriver Markovegenskaben, sa definitionen be-
skriver atheengighedsstrukturen i Markovfelter. Seetning 3.14, der ogsa kaldes Hammer-
sley og Clifford-seetningen, udtrykker sammenhangen mellem den simultane sandsyn-
lighedsfunktion og det indbyrdes forhold mellem punkterne i det rumlige system, det vil
sige, om de tilhgrer den samme klike. Seetningen kraever, at der forst indferes en funktion
Q, hvor dennes egenskaber vises i lemma 3.7, samt at der gores folgende to antagelser:

1. Der er et endeligt antal veerdier, som kan tilknyttes hvert af punkterne.

2. Punkterne kan have vaerdien nul.

Antagelse nummer to gor det muligt, at P(0) > 0 for en nulvektor 0, da det er antaget
tidligere, at hvis sandsynligheden P(x;) > 0 for hvert 7, s er den simultane sandsynlighed
P(x1,...,x,) > 0. Dermed er det muligt at definere funktionen Q(x) som

P& ) 3.5)

Q) :“‘(m

for ethvert x € Kp. Derudover defineres x; for et givet x som vektoren
xi=[x1 ... xic1 0 Xjs1 ... X .
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Lemma 3.7:
Funktionen Q(x) opfylder

P(X)  P(xilx1,...,Xi-1,Xi+1,---,Xn)
P(xl) P(0|xly---’xi—l)xi+1;---yxn) '

exp(Qx) — Qx;)) = (3.6)
givet at naboerne til hvert punkt i = 1,2,...,n er kendte verdier. For enhver sandsynlig-
hedsfordeling P(x), der opfylder (3.6), eksisterer der desuden en entydig udvidelse af Q(x)
pad mengden Kp givet ved

QX = Y xiGi(x)+ Y D xixjGij(xj,xj)+ Y. Y Y xixjxk G j (X, Xj,xp)

l=<i=n l<i<j=n l<si<j<ksn

+.o..+ XX X, Gro . n(X1,X2,...,X7) (3.7

forx € Kp og en funktion G.

Bevis:
Forst bevises ligning (3.6) ved at indsette (3.5) i udtrykket til venstre for lighedstegnet,
hvilket giver

exp (Q() ~ Q (x/)) = exp (m(@) _ln(P(Xi)))

P(0) P(0)
( (P(X)P(O) ))
=exp|In| ———
P(0)P(x;)
P (x)
= ) (3.8)
P (x;)

Defineres det nu, at

Xjndr j #1
zZj= o . .
J Onarj=1,

sd bliver (3.8) jeevnfor seetning 3.2 til

Px)
P(x;) ;

P(xj|x1,-..,xj—1,Zj+1y...,Zn)

j P(Zj|x1,---,xj—1,Zj+1,--.,Zn)

P (X115 Xj=1,X 415> Xn)

n
-1
P(0IX1, .., Xj=1,Xjs1, - s Xn)

Anden halvdel af lemmaet bevises ved at definere funktionen G. Forst defineres x; som
meengden af x;, hvorie€ I og I < {1,...,n}, det vil sige

X7 = {x;|i € I}.

For meengden I < {1,...,n} defineres G; som en funktion, der opfylder

(fo) Grixp =Y, 0" Q(xy),

iel Icr
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hvor nullerne i notationen af Q er udeladt. Der summeres her over en delmangde T
af I, hvor fortegnet afhenger af antallet af elementer fra I, der er ikke er medtaget i
delmengden I. Heraf folger det, at

x;Gi (x;) = Q(O,...,O,x,-,o,...,o) -Q(0),
—— ——

i—1 n—i

nér I = {i}. P4 samme made gelder der for I = {i,j}, hvor i < j, at

x,-iji,j (x,-,xj) =Q 0,...,O,xi,O,...,O,xj,O,...,O

i-1 j-i-1 n—j

—Q(o,...,o,xi,o,...,o) -QJ0,...,0,x;,0,...,0 [+ Q(0),
N—— N—— —— N——

i-1 n—i j-1 n—j

hvor der fortsettes pd samme made, ndr [ indeholder flere elementer. Ifplge Mobius’
inversionslemma 3.13 geelder det, at

Q=) (H xi) Gr(x;)-
Icri\iel
Resultatet (3.7) folger, nar I ={1,...,n}. [ |

Entydighed opnds ved at definere G; ;
veerdier er nul.

= 0 nér x; = 0, x; = 0 eller en af de andre x-

yooo

Seettes de to resultater, (3.6) og (3.7) sammen, kan det ses, at funktionen Q(x) bestar af
betingede sandsynligheder. For eksempel er

x;Gi(x;) =In|exp Q(O,...,O,xi,O,...,O)Q(O)))
i—1 n—i
n-1
——
P(x;]0,...,0)

=ln| — :0)
P(0]0,...,0)
——

n—1

der kan indseettes i (3.7) sammen med samme omskrivning for resten af funktionerne,
der indeholder G.

Den simultane sandsynlighed P (x) kan jeevnfor saetning 3.2 skrives som produktet af de
betingede sandsynligheder for hvert x; fra vektoren x. Des flere vaerdier n der er i x,
des flere led bliver der i faktoriseringen af den simultane sandsynlighed. Hvis der for
eksempel haves fire punkter, der er forbundet som pa figur 3.1, sa kan disse generelt
grupperes i delmaengder bestdende af den tomme mangde, et punkt (fire méder), to
punkter (seks mdder), tre punkter (fire mader) eller fire puntker. Det vil sige, at en
faktorisering af den simultane sandsynlighed for de fire punkter vil bestd af fire gange sa
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mange led, som der er punkter. Hvis der gores den antagelse, at alle punkter i hver gruppe
skal veere naboer indbyrdes, sa vil de fire punkter kun have otte mulige grupperinger

bestaende af et eller to punkter.

Figur 3.1: Fire punkter forbundet sd hvert punkt har to naboer.

Funktionen Q(x) fra lemma 3.7 er en made at omskrive den simultane sandsynlighed fra
et produkt til en sum, og setningen 3.14 viser, at summen kan reduceres betydeligt ved
at seette alle led med funktionen G lig nul, hvis de punkter, der indgar, ikke er indbyrdes
naboer. I praksis reducerer det leengden af Q(x) betydeligt, og det kan veere en stor fordel,
nérleengden n af x er meget stor. Beviset for denne egenskab er nemmest at overskue, nar
dataseattet betragtes som punkterne i en graf, og derfor vil naeste afsnit introducere nogle
relevante begreber fra grafteori, der er nedvendige for at kunne bevise seetning 3.14.

3.3 Grafer og Hammersley Clifford

Folgende afsnit er skrevet pd baggrund af [Lauritzen, 1996].

Et dataseet af diskrete punkter, som for eksempel kan vere huspriser tilknyttet kommu-
ner, kan opfattes som punkter i en graf. I grafteori er det almindeligt at benytte notatio-
nen, der er givet i definition 3.8.

Definition 3.8:
En graf betegnes med G = (V,E), hvor V er maengden af punkter i grafen, og E er
meaengden af kanter mellem punkterne.

En graf G kaldes komplet, hvis alle punkterne i V er indbyrdes forbundet med kanter.
P& samme made kan en delmangde af punkter veere komplet, hvis de udger en komplet
graf, hvilket for eksempel kan vere en klike. Derudover kan der tilknyttes en stokastisk
variabel X; til hvert punkt i i mangden af observationer V, hvor hver stokastisk variabel
X; kan antage en veerdi x fra maengden y, der bestar af reelle tal. En mangde af veerdier
fra y skrives som vektoren x4, som indeholder de veerdier, der horer til punkterne i
delmaengden Ac V.

En graf kan have tre forskellige slags Markovegenskaber, der er givet i definitionerne
herunder, og sammenhangen mellem Markovegenskaberne er givet i lemma 3.12.
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Definition 3.9 (Parvis Markovegenskab):

Hvis der for et vilkarligt par af punkter (i,j) i grafen § = (V,E) geelder, at den
stokastiske variabel X; er uafheengig af X;, ndr mangden af stokastiske variable
{Xklk € V\{i,j}} er givet, s& opfylder sandsynlighedsmaélet P, der tager veerdier i
mangden y, den parvise Markovegenskab med hensyn til G.

I definition 3.10 anvendes betegnelsen for en aflukning om et punkt i givet ved
cl(i) = i U Nj, hvilket er meengden af naboer til punktet i inklusive punktet selv.

Definition 3.10 (Lokal Markovegenskab):

Hvis der for ethvert punkt i € V for grafen G = (V,E) gelder, at X; er uathengig af
maengden af stokastiske variable {Xi|k € V\{cl(i)}}, givet at {Xy|k € N;} er kendt, sa
opfylder sandsynlighedsmadlet P pa y den lokale Markovegenskab med hensyn til G.

Definition 3.11 (Global Markovegenskab):

Lad (A,B,S) vere tre, valgte delmeengder A,B,S < V, hvor S adskiller meengderne A
og B i G. Hvis meengden af stokastiske variable {Xj|k € A} er uathaengig af {Xy|k € B}
givet meengden {Xy|k € S} kendes, sd har sandsynlighedsmalet P pa y den globale
Markovegenskab.

Generelt horer Markovegenskaben for en graf sammen med, om det er muligt at
faktorisere sandsynlighedsmalet P pa y, hvilket ogsd vises ilemma 3.12. Sandsynligheden
P kan faktoriseres med hensyn til grafen G, hvis der for alle delmangder a < V eksisterer
funktioner v, : y — [0,00], hvor ¥, kun afhaenger af de x-verdier, der horer til punkterne
i meengden a, hvilket vil sige vektoren x,. Derudover méa der eksisterer et produktmal
U= ®;cyi; pd maengden y sa P har teetheden f med hensyn til u. Sandsynlighedsmalet
P kan da faktoriseres, idet f har formen

f@=J]v.), (3.9)

aeC
hvor C er maengden af kliker i §. Produktmalet u er en valgt veerdi og grupperne af v,
kan multipliceres pa forskellige mader, hvilket gor, at funktionerne v, ikke er entydigt

bestemt. De tre Markovegenskaber heenger sammen med faktoriseringen af P som vist i
det folgende lemma.

Lemma 3.12:

Der gelder for enhver sandsynlighedsfordeling P pa y og enhver ikke-orienteret graf G,
at hvis P kan faktoriseres = Global Markovegenskab = Lokal Markovegenskab = Parvis
Markovegenskab.
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Bevis:

Det vises forst, at hvis P kan faktoriseres s& gaelder den globale Markovegenskab, hvilket
vil sige, det antages, at P kan faktoriseres. Derudover velges tre, disjunkte delmaengder
A,B,S € V sd meengden S adskiller A og B. Herefter defineres en maengde A, der bestér af
mangden A samt de punkter, der er forbundet til punkteri A, hvor der geelder, at den nye
mangde tilhorer V\Sigrafen G = (V,E). Der defineres desuden mangden B=V\ (A U S).
Et eksempel pa definition af sddanne maengder ses pa figur 3.2.

Figur 3.2: Eksempel pa definition af mangderne A, B, S, A og B.

Elementerne i meengderne A og B tilherer hver sin del af forbundne punkter i meengden
V\S, da meengden S adskiller A og B. Dermed udger enhver klike i V' enten en
delmaengde i AU S eller BuU S. Hvis C4 er meaengden af kliker i AU S, s& fés det fra (3.9)
at

F@=[lva® =] va@® [] wa=h(xas)k(xzs)- (3.10)
aeC aeCy acC\Cy

Ifplge [Lauritzen, 1996, s. 29] gelder, at den stokastiske variabel X er uaftheengig af
variablen Y givet Z kendes, hvis og kun hvis

f(xy2)=h(x2) k(yz2) 3.11)

for to funktioner h og k. Da (3.10) har samme form som (3.11), geelder det, at den
stokastiske variabel X ; er uafheengig af Xz givet Xg er kendt. Fra [Lauritzen, 1996, s. 29]
vides det, at hvis en stokastisk variabel X er uaftheengig af Y givet Z kendes og U = h (X),
sa er U uafheengig af Y givet Z. Da X4 kan opfattes som en funktion X4 = h(A), hvor h
er en identitetsfunktion pa A, og B kan opfattes som en funktion af B giver resultatet fra
[Lauritzen, 1996, s. 29], at X4 er uafthaengig af Xp givet Xg er kendt, hvilket er den globale
Markovegenskab fra definition 3.11.

For at bevise at den globale Markovegenskab medferer den lokale Markovegenskab,
antages det, at den globale Markovegenskab galder. Jeevnfor definition 3.11 betyder, at
der eksisterer tre delmaengder A,B,S < V, hvor S adskiller Aog B i §. Hvis de tre maengder
vaelges som

A=1i
B=V\cl(i)
S=N;,

sd geelder det jevnfer definition 3.11, at den stokastiske variabel X; er uafheengig af
mangden {X|k € V\cl(i)} givet meengden { X |k € N;} kendes, hvilket svarer til den lokale
Markovegenskab i definition 3.10.
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For at vise at den lokale Markovegenskab medferer den parvise Markovegenskab, antages
det, at den lokale Markovegenskab geelder, og at punkterne i og j ikke er nabopunkter.
Ifolge [Lauritzen, 1996, s. 29] geelder det for tre stokastiske variable X, Y og Z, at hvis X er
uaftheengig af Y givet Z er kendt og U = h (X)), sd er X uatheengigaf Y givet (Z,U) er kendt.
Den lokale Markovegenskab giver, at X; er uathaengig af mengden { X |k € V'\{cl(i)}} givet
at {Xy|k € N;} er kendt. Idet j ikke er nabo til i, hvilket ogsa kan skrives

jevVel(@),

sa giver resultatet fra [Lauritzen, 1996, s. 29], at X; er uafhaengig af X; givet de stokastiske
variable tilherende punkterne i maengden

N; U ((V\el () \{j}) = V\{G, j}

kendes. Dette er preecis den parvise Markovegenskab fra definition 3.9 for punkterne i og
j- Dermed er lemmaet bevist. |

Der er brug for endnu et lemma, inden saetning 3.14 kan bevises.

Lemma 3.13 (Mobius’ inversionslemma):
Lad ¥ og ® veere funktioner defineret pd mangden af alle delmangder af den endelige
mangde V, der tager veerdier i gruppen (R,+). Da er udtrykkene

Y(a)=) ®b) foralleacV (3.12)
bca
O(@)=)Y -D'wp) foralleacV (3.13)
bca
ekvivalente.
Bevis:

Det vises, at udtrykket (3.13) medferer udtrykket (3.12) ved at omskrive udtrykket (3.13)
som

Yob=) Y )"y (

bSa bcacchb

= Z‘P(c)( Y (—1)”’“').

cca cch<a

Indferes maengden d = b\c, fas det, at

IIOEDY \P(c)( > (—1)"”), (3.14)

bca cca dca\c

Hvis a og c er ens, vil d vere den tomme mangde, sa (3.14) bliver til } ,c,®(b) =
Y cca ¥V (¢). Hvis maengden a # ¢, er summen (3.14) lig nul, da enhver endelig maengde
har samme antal delmeengder, som bestdr af et lige antal elementer, som det har
delmeaengder, der bestar af et ulige antal elementer, hvilket figur 3.3 er et eksempel pa.

Side 32 af 127



3.3. GRAFER OG HAMMERSLEY CLIFFORD

@ @ Fire delmasngder med lige
antal elementer

=Fire delmaengder med ulige
@ antal elementer

Figur 3.3: Eksempel pd at der til en endelig meende af punkter eksisterer lige mange
delmengder med et lige antal elementer, som der eksisterer delmaengder med et ulige
antal elementer.

Beviset at (3.12) medforer udtrykket (3.13) foregdr pa samme made og udelades derfor.
[ |

Seetning 3.14 viser, at hvis en fordeling P opfylder den parvise Markovegenskab, s& kan
P faktoriseres og omvendt, hvilket gor, at egenskaberne naevnt i lemma 3.12 kan opfattes
som a&kvivalente (se [Lauritzen, 1996, s. 34] for yderligere bevis for aekvivalens).

Setning 3.14 (Hammersley og Clifford):

Lad P veere en sandsynlighedsfordeling, der har positiv og kontinuert teethed f med
hensyn til et produktmal p. Sandsynlighedsmalet P kan faktoriseres med hensyn til en
ikke-orienteret graf G = (V,E) hvis og kun hvis P opfylder den parvise Markovegenskab
med hensyn til .

Bevis:

I lemma 3.12 blev det vist, at hvis et sandsynlighedsmal P kan faktoriseres, sa gaelder
den parvise Markovegenskab, s& det er kun nedvendigt at bevise, at hvis den parvise
Markovegenskab galder, s& kan P faktoriseres. Det antages derfor at den parvise
Markovegenskab gealder.

Hvis P kan faktoriseres, gelder ligning (3.9), og da det er antaget i setning 3.14, at
teetheden f er positiv, sd det er muligt at tage logaritmen pé begge sider af ligningen.
Det giver

log(f () =) ¢a(x), (3.15)

acV

hvor ¢, (x) =log(y4 (x)), og derudover er ¢, (x) = 0, hvis a ikke er en klike i meengden V.
Hvis der veelges en fikseret veerdi x* € y, s& kan funktionen

H, (x) =log(f (xaXc))

defineres for alle a < V. Her er a® komplementaermangden til a, og (x4,x%.) er et element
y, der opfylder at y; = xi for k € a og yi = x;. nér k ¢ a. Det vil sige, at funktionen Hg (x)
kun afhaenger af veerdierne x, tilherende punkterne i delmangden a, da x* er konstant.
Derudover defineres

Pax) =Y () [y (x) (3.16)

bsa
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for alle a < V, hvilket vil sige, at ¢, ogsd kun afheenger af x,. Anvendes Mdbius’
inversionslemma 3.13 medforer ligning (3.16), at

Hy (x)= ) ¢q(x),

acV
hvilket er det samme som udtrykket i ligning (3.15), sé log(f (x)) = Hy (x).

Seetningen er bevist, hvis det kan vises, at ¢, = 0 nér a ikke er en klike i V. Det antages
derfor, at der eksisterer to punkter i, j € a, der ikke er naboer, hvilket vil sige, meengden a
ikke er en klike. Derudover defineres en mangde ¢ = a\{i, j}, og det fas fra (3.16), at

®a(0) =Y DIy (x) (3.17)
b<a
beculi, j}
= Y (=D (Hy (x) = Hpugiy (%) = Hpugjy (0 + Hpug, jy ()
bsc

Der defineres en mangde d = V\{i, j}, og da det er antaget, at den parvise Markovegen-
skab geelder, sa er den stokastiske variabel X; uafhangig af X;, ndr maengden {Xy|k € d}
er givet. Jeevnfor [Lauritzen, 1996, s. 29] sé geelder det for (x,y,z) # (0,0,0), at

f(xy2) = fxl2) f(n2),

hvis den stokastiske variabel X er betinget uatheengig af Y givet Z er kendt. Dette resultat
svarer til, at

f(x,-,xj,xd) :f(xilxd)f(xj’xd)r

hvorved det fés, at

Hpuyi, jy (x) — Hpugiy (x) = log (( — ))) (3.18)
Xp,Xi, X} X
j’d\b
(

Xb!xj)X:l\b) )

Anvendes det nu, at

bliver (3.18) til

I (7 xpx5 ) £ (X6 %)%5 )
Hpuyi, jy (X) = Hpuyy (x) = log ! \ *\
F(xr1xpx,) f(xb,x] ,xd\b)
=log f (] ’xj’xri\b))
f xb’xl )x; ,XZ\b)
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Udtrykket (3.17) bliver dermed til

Pa(x)=Y (=1 (Hy (x) = Hp (x) = Hpogjy (%) + Hpugjy (1) =0,

bcc

og dermed er s@tningen bevist. |

Resultatet fra seetning 3.14 kan ogsd formuleres pd en anden made, der involvere
funktionen G fra lemma 3.7. Hvis meengden Kp = {X|P (x) > 0}, hvor x = (x1,...,X,), er
et Markovfelt, der opfylder posivitetsbetingelsen, s opfylder funktionen Q (x) fra lemma
3.7, at

Gij..s (X)X}, X5) =0

hvis punkterne 1 <i < j <... < s < n ikke danner en klike. Det vil sige, at den simultane
sandsynlighed P (x) kan skrives som produkt af funktioner af kliker og dermed forsimples
udregningerne, i stedet for at skulle tage alle G-funktioner fra (3.7) i betragtning.

3.4 Automodeller og CAR-modellen

Afsnittet er skrevet pd baggrund af [Besag, 1974] og [Besag and Kooperberg, 1995].

Automodeller er en delmangde af Markovfelter og er defineret ved, at funktionen Q (x)
fralemma 3.7 har formen

QX = )Y xGi(x)+ Y > PBijxixj,
l<isn l<i<jsn
hvor ; ; = 0 ndr punkterne i og j ikke er naboer. Den betingede sandsynlighed for
automodelller findes ved at tage udgangspunkt i to antagelser.

Det antages forst, at sandsynlighedsstrukturen for et system af punkter kun afthanger af
kliker, der hver indeholder maksimalt to punkter. Dermed bliver ligning (3.7) til

QW= Y xGi(x)+ Y, Y xixjGij(xi,xj), (3.19)

1<isn l<i<jsn
hvor G; j (x;,x;) =0, nér punkterne i og j ikke er naboer.

Den anden antagelse er, at den betingede sandsynlighedsfordeling for hvert punkt
tilhgrer den eksponentielle familie. Skrives den eksponentielle familie sa den gelder for
hvert punkt i € {1,...,n} og den tilhgrende veerdi x;, kan teetheden skrives p& formen

Inp; (xilxn,) = fi (xn;) - hi () + gi (x) + s (xn;)

hvor x, er meengden xy, = {x;|j € N;}, mens h; og g; er givne funktioner, og funktionen
pi (...) er notation for den betingede sandsynlighedsfordeling af X; givet veerdierne for
alle andre punkter end i. Derudover er f; og s; funktioner af de veerdier, der horer
til nabopunkterne til i, og funktionen s; er en normaliseringskonstant. Funktionen f;
bestemmer typen af athaengighed mellem x; og naboverdierne.
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Néar Q (x) har formen (3.19), har automodellerne betinget sandsynlighed givet ved

pi (xi|xNi) ﬁP(xi|x1;--~,xi—l,J/i+1»---yJ/n)

- , (3.20)
pi(0lxn,) =1 PilX1, .o Xic1,Yiets -0 ¥n)

. T T
hvor xn, = {xjlj € Ni}, mensy=[x; ... Xi-1 0 Xjp1 ... Xp] 08X=[x1 ... x| .
Anvendes seetning 3.2 og resultatet (3.6) fra lemma 3.7 bliver ovenstaende til

pi(xilxy) PX)
pi (Olxy;)  P(y)
=exp(Qx) — Q(y))
:exp( Z x;Gi (x;) + Z Z x,—iji,j (xi,xj)— Z ViGi (y,')

l<isn l=i<jsn 1<isn

- > Y yiyiGi (J/i’J’j))

1<i<jsn

=exp | x;

n
G; (x;) + Z,Bi,jxj)):

j=1

hvor B; j = B;,i, og Bi,j = 0 hvis punkterne i og j ikke er naboer. Sidste lighedstegn opnas
ved, at de fleste led gar ud.

CAR-modellen

Det er nu muligt at definere CAR-modellen, der er en model for n rumlige observationer
y=[n v2 .- ¥n T der knytter veerdierne y;, i = 1,...,n, til n punkter i rummet. CAR-
modellen for en mangde observationer y fremkommer, ndr sandsynlighedsfunktionen
pi (yilyn;) fra (3.20) er normalfordelt, hvilket vil sige, at hvert y; er fordelt med

1

n 2
pi(yilyn,) = (2m0%) 2 exp (—%0_2 (J’i —pi— Zlﬁi,j (vi- ﬂj)) ) :
=

Det leder frem til definition 3.15.

Definition 3.15:
CAR-modellen har multivariat normalfordelte observationery = [y1 y2 ... ¥n
med sandsynlighedsfordeling

]T

_1 1
p(y) = (270°) 2" |BZ exp _50_2(Y—F)TB(Y—H) :

hvor p er en (n x 1)-vektor af endelige middelveerdier u; og B er en (n x n)-matrix, der
har nuller pa diagonalen, og hvor alle andre elementer er —§;; fori,j =1,...,n.

Matricen B er defineret til at vaere symmetrisk, hvilket vil sige, at §;; = ;;, og det kreeves
0gsd, at den er positiv definit. Derudover gaelder det, at hvis to af de n punkter, i og j, er
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naboer, sé er elementet §;; # 0. Det kan tjekkes, at matricen B er positivt definit ved at
se, om udtrykket x” Bx er positivt for en (n x 1)-vektor x, hvilket giver

x'Bx = ZBHx Y Bij(xi—x;)%, (3.21)
i=1 i<j
hvor
n
Bi+:ZBij-
j=1

Det antages nu, at der for matricen B geelder, at ;, < 1 for alle 7, hvor der for mindst et i
geelder, at §;4 <1 og at mindst et §;; # 0. Elementerne fra matricen B kan nu indseettes i
(3.21), hvor f;; # 0 nér punkterne i og j er naboer, mens 3;; = 0 nér de to punkter i og j
ikke er naboer, hvor i # j. Derudover er f;; = 0. Det giver

x'Bx = Z (ZB,']') xl?— ZBij(xi—xj)z

i=1 i<j

; ((]Z#l ﬂij) + 0) X; = l; (=Bij) (xi = x;)°
> (o) + X iy (- )

l<]
—— s

g

>0 =0

~.
—

Da det er antaget, at §;, <1 for alle i og at alle §;; = 0, hvor der for mindst et i geelder at
Bi+ <1, sd er B positiv definit. Matricen B indgéar i kovariansmatricen

1 -1
(023) ’

og derudover er middelveerdien givet ved

ElY;lyjfor j#il=pi+Y Bij(vi—1j)-

Stationzer CAR-model

Hvis de observerede punkter danner et reguleert gitter, s er det oplagt at vaelge CAR-
modellen som model for punkterne. Uendelige systemer af punkter kan betragtes
som endelige systemer ved hjalp af stationaere autoregressioner, og et godt redskab i
den forbindelse er den autokovariansgenererende funktion. Sammenhangen mellem
den stationaere CAR-model og den tilherende autokovariansgenererende funktion er
forholdsvis simpel.

En autokovariansgenererende funktion tilherer samme kategori af funktioner som en
sdkaldt momentgenererende funktion, der kan anvendes til at finde middelveerdien
for en funktion. Hvis der eksempelvis haves en mangde stokastiske variable Yi,...,Y},
med fordelingen exp (1Y) og den momentgenererende funktion M = E[exp (¢Y)], s& kan
middelveerdien findes ved
OM (1)
R P

= (E[Y -exp (¢tY)]),_, = E[Y].
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P4 samme madde findes der en autokovariansgenererende funktion for CAR-modellen
givet ved

G(z1,22) = ZZYkzzl Zz

hvor yi; :COV(YI-, i Yivk, j+l). Den stationgere udgave af CAR-modellen er defineret ud fra
den autokovariansgenererende funktion.

Definition 3.16:

De stokastiske variable {Y; j|i,j = 0,+ 1, £2,...} udger en stationar, gaussisk proces,
hvis taetheden for Y; ; opfylder definition 3.15, og processen er af endelig orden.
Derudover tilhorer de observerede punkter et uendeligt, rektanguleert gitter, og
processen har autokovariansgenererende funktion givet ved

1

1- Z Z Briztzh| (3.22)

k=-00l=-00

hvor ¢ er en konstant, der er forbundet med variansen af Y; ;. Derudover gaelder det
at

 kun et endeligt antal af de reelle koefficienter fj ; er ulig nul,

* Boo=0
* B-k-1= P08
DA Sl ﬂklzlz2<1nar|z1|—|zz|—l

Det er nodvendigt med en ny definition af naboer, nér der ses pd en stationzer CAR-
model. Punktet (i —k,j —[) er nabo til punktet (i,j) hvis og kun hvis (i,j) tilherer en
stationeer, gaussisk proces med autokovariansgenererende funktion givet ved (3.22) og

Bi,j #0.

Derudover gelder det, at hvis |r| + |s| > 0, s& medferer ligning (3.22), at

o0 o0
Prs= 2. 2. PriPrksI- (3.23)

k=—ocol=—0c0

Her er p, s autokorrelationen af lag nummer r og s i henholdsvis punkt i og j. Herefter
defineres maengden {¢; ;|i,j € Z}, der kan vise sig at vaere en endelig meengde, ud fra
processen

[o,@] o0
Yij=a+ Y > BriVikj1+ei] (3.24)
k=—oc0l=—0c0
(e 0] [e.0]
=1 Y Y Bri|u
k=—o00l=—0c0

p=ELY;jl.
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Dermed er ¢;; gaussiske variable med middelveerdi nul og varians o?. Ligning (3.23)
antyder desuden, at hvis |i —i'| +|j — j'| > 0, s& er €;,j og Yy jr ikke korrelerede. Sammen
med (3.24) gor det, at givet veerdierne for enhver, endelig maengde af punkter, der
indeholder naboerne til (i o J ), sd har Y; ; betinget middelvaerdi

ElYulY_genl =a+) Y BriVi-kj-i
1

hvor Y_(, ) er maengden af alle variable {Y;;|(i, j) # (u,v)}. Variansen er givet ved o2, der
er uafhaengig af de omkringliggende veerdier.

3.5 Sammenhaeng mellem CAR- og SAR-modellen

Jeevnfor definition 3.15 og [Wall, 2003] kan CAR-modellen skrives som en lokalt betinget
model ved

n
YilY_; ~N Hi+ Z ,3,']' (Y] —,Ltj),‘l,’lg (3.25)
j=1
Y- ={Y;|j#i}
E[Yi] = p;
B =[-pij]
T =113,

hvor Y; er den stokastiske variabel tilknyttet punktet i, le. er den betingede varians og
pij er kendte eller ukendte konstanter med f;; = 0 for i = 1,...,n. Her kan variansen
ogsa skrives som X = diag{r%,r%,...,r%}. I det tilfeelde at der haves et endeligt antal
observationer 7, kan der ligesom ved SAR-modellen opskrives en nabomatrix W med
elementerne w;;, der viser naborelationerne mellem observationerne y, og som i SAR-
modellen er defineret ved

w;j=1 hvisiernabotil j
wij:O hViSiZj

w;j=0 ellers.

Som beskrevet efter definition 2.2 er det muligt at gore veegtmatricen W raekkestokastisk,
sd summen af hver rekke er en. Nabomatricen W er indeholdt i matricen B for CAR-
modellen, hvilket uddybes i beviset for saetning 3.18.

Ved at anvende saetning 3.2 f&s den globale version af fordelingen for Y til
Y~ N, (p,(I,-B)'2). (3.26)

CAR-modellen fra definition 3.15 er veldefineret, hvis kovariansmatricen er symmetrisk,
hvilket bevises i folgende lemma.
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Lemma 3.17:
Kovariansmatricen for CAR-modellen fra definition 3.15 er symmetrisk, hvis matricen
(I, — B)"' T er invertibel og

2 2
wijrj: w]'iTi,

hvor w;; er et element fra den reekkestokastiske, symmetriske nabomatrix W, mens

2 . . .
T% = - — er den skalerede, betingede varians for observation y;.
i+

Bevis:
Det gelder generelt, at (I,—B)"'X er symmetrisk, hvis og kun hvis den inverse
>~ (I, — B) ogsa er symmetrisk. Det antages, at

2 _ 2
wij‘rj— w]'i‘[l-,

hvilket medforer, at der for i # j og B=pW geelder
Z Un =By =172 (0—wij) = 772 (0 - wyy)
=7 Uy - B)lji- (3.27)

Ligning (3.27) medforer, at >~ 1(,-B)er symmetrisk. [ |

Lemma 3.17 gaelder ogsa i det tilfeelde hvor W er symmetrisk og binar, s& w;; er enten 0

eller 1, og der haves konstant varians 72 = g2,

Der ses nu pa sammenhaengen mellem CAR- og SAR-modellen. SAR-modellen har
formen som defineret i definition 2.7, og ses der pd skrivemdden (2.1), kan CAR-
modellen skrives pé lignende form og endda omskrives til SAR-modellen. Formen for
CAR-modellen er angivet i ligning (3.25) og (3.26), og SAR-modellen kendes fra definition
2.4. Hvis SAR- og CAR-modellen er to mdder at skrive den samme model pa, méa der
galde, at kovariansmatricerne er ens, sa

_ T
(1a=psW) ™ 0 ((In—psW) ") = Tu-B)'x (3.28)
Kovariansmatricen for SAR-modellen ses i ligning (2.11). Isoleres B i ovenstdende, fas
_ T
(Iy=B) 2= (- pW) 0 ((1a—pw) ) =

- T\
I,-B= ((In—pW) o2 ((1-pw) ') = 1)
=2 (I,-pW) 072(I, - pW) >
B=1,-2(I,-pW) 672 (I,— pW).
Indsettes dette i CAR-modellen fds SAR-modellen. Det er ogsd muligt at isolere pW
i kovariansmatricen for SAR-modellen for at finde en ligning at indseette i SAR-

modellen, hvorved CAR-modellen fés. Resultatet er den datagenererende funktion for
CAR-modellen, der ses i seetning 3.18.
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Satning 3.18 (Datagenererende funktion):
Den datagenererende funktion for CAR-modellen er givet ved

1

-1 -1)\2
y=(1-pW) " X+ ((I.—pW) ") e,
2 =
r J
over baggrundsvariable og y = [y1 2 ... yu| er en vektor over n observationer.
Derudover er p en parameter, § er en parametervektor og € ~ N (0,Z) er en fejlvektor.

hvor den reekkestokastiske vaegtmatrix W opfylder w; ;7% = w jitf, X er en (n x k)-matrix

Bevis:

Det antages, at SAR- og CAR-modellen er to udtryk for samme model, s kovarianserne er
ens som i (3.28). Herefter defineres matricerne Dy = (I, - B)"' £ og D, = (I, — pW)_1 o,
hvilket medfoerer, at (3.28) bliver til

— _N\T
Un=B) 2= (In—pW) ' 0?((la—pW) ')« (3.29)
Dy =D,D]. (3.30)

1

Udtrykket (3.30) er opfyldt, hvis D, = Df, hvor kvadratroden af D; for eksempel kan
findes ved hjelp af Cholesky dekomposition. Dermed er (3.29) akvivalent med

(In—pW) "0 = (Up-B)'5)? >

-1
pW:In—(((In—B)_IZ)%U_I) : (3.31)

CAR-modellen fremkommer ved at indsette (3.31) i SAR-modelleny = p + (I n—2p W) -1 £,
hvorved

y=p+(I,-pW)'e (3.32)

-1

B+ (In - (In - (((In -B)™! z)% 0_1)_1)) €

:p+((In—B)_1Z)_%U_1£.

Her er
g;~N(0,0) foralleieV
o le~N(0,Ip)
267 'e~N(0,5).
Antages det, at
p=(1-pw) "' Xp
B=pW

giver ligning (3.32), at

NI

y=(I-pw) " X+ ((L-pw) ") e

Da det er antaget wl-jrz. = wjiri, s er matricen (I,—B)"'X ifolge lemma 3.17
symmetrisk, og dermed er CAR-modellen veldefineret. |
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CAR-modellen kan skrives pa en form der ligner SAR-modellen i definition 2.4, idet

D=

y=(I-pW) " X+ ((ln-pw) ') &>

y:pWy+Xﬁ+(In—pW)%£,

1
hvor det ses, at forskellen mellem de to modeller er leddet (I,, — pW)? foran fejlvektoren.
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Rumlig afhaengighed

Bade SAR- og CAR-modellen er rumlige regressionsmodeller, der forseger at afbilde
den i mange tilfeelde komplicerede athangighedsstruktur mellem observationer. Her
spiller vegtmatricen W en stor rolle for begge modeller, da den definerer hvilke
observationer, der er naboer og dermed kan pévirke hinanden, ogsd gennem anden-
og tredjegradsnaboer, mens parameteren p beskriver graden af atheengighed mellem
naboerne. Hvis der haves mange observationer, er det en nasten uoverskuelig opgave
at sammenbholde alle par af punkter manuelt og derefter via matricen W definere, om
de er naboer eller ej. Derfor vil der i afsnit 4.1 blive gennemgdet en praktisk metode
til at afgore, om et punktpar er naboer eller ej og dermed definere matricen W. Nar
naborelationerne er defineret, er det interessant at se pd, hvordan observationerne
preecist pavirker hinanden gennem naborelationerne. Det vil der blive set neermere pa
i afsnittet 4.2, hvor pavirkningerne vil blive kategoriseret i direkte, indirekte og samlede
pavirkninger. Det er eksempelvis interessant at betragte de indirekte pavirkninger, der
betegner, at en andring i en baggrundsvariabel for en observation y; € y kan pavirke
nabopunktet y; €y, hvilket jo netop er beskrivelsen af rumlig afhaengighed.

4.1 Nabomatrix ved brug af Voronoi-diagram

Afsnittet er skrevet ud fra [LeSage and Pace, 2009, s. 118-120] og [Chen et al., 2012, s. 24-
31].

Naborelationerne i matricen W for SAR- og CAR-modellen athaenger af, hvordan
nabopunkter defineres. En metode er at udregne afstanden mellem diskrete punkter
og fastsette en maksimal afstand for nabopunkter, sd punkter, der ligger leengere fra
hinanden end denne afstand, ikke defineres som naboer. En anden metode er at definere
et omrdde omkring hvert af de diskrete punkter, s& hele det plan, punkterne er observeret
i, er inddelt i polygoner. Dermed kan polygonernes indbyrdes forhold anvendes til at
definere naborelationerne. I dette afsnit ses der naermere pé sidstnaevnte metode, og
hvordan det er muligt at anvende Voronoi-diagrammer til at definere naboer.

Delaunay-trekanter anvendes til at finde Voronoi-diagrammet for en maengde observa-
tioner og er en metode til at inddele planen i trekanter. Hver trekant bestar af tre obser-
vationer og konstrueres séledes, at den omskrevne cirkel for hver trekant kun indeholder
de tre observationer, trekanten bestér af. Der er ikke en entydig made at inddele planen
i Delaunay-trekanter pd. Et eksempel pa en Delaunay-tesselation i to dimensioner ses pa
figur 4.1.
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Figur 4.1: Delaunay-trakanter over 10 punkter og de tilhorende, omskrevne cirkler,
hvor centrum for hver cirkel er markeret med gra. [Encyclopedia, Opslag: Delaunay
triangulation]

Nar de n observationer er inddelt i Delaunay-trekanter er det muligt at lave et
Voronoi-diagram, hvilket gores ved at forbinde centrene for alle de omskrevne cirkler
til trekanterne. Hvis der for eksempel laves et Voronoi-diagram over figur 4.1, bliver
resultatet som pa figur 4.2.

Figur 4.2: Grat Voronoi-diagram over Delaunay-trekanterne fra figur 4.1, der er angivet
med stiplede streger [Encyclopedia, Opslag: Delaunay triangulation]

Et Voronoi-diagram har den egenskab, at alle de punkter, der er indeholdt i polygonen
om hver observation, er teettere pa observationen i polygonen end pd nogen af de andre
observationer. Generelt har hvert punkt gennemsnitligt seks naboer, hvor det antages, at
to punkter er naboer, hvis de har en felles polygonside. Hvis der haves n observationer
i alt, hvorpd der forst foretages en Delaunay-tesselation og derefter laves et Voronoi-
diagram over, sé vil der veere omkring 61 Delaunay-trekanter. Nar Delaunay-trekanterne
er defineret, er det kun nedvendigt med O (n) operationer (tidskompleksitet uddybes i
appendiks A) for at konstruere veegtmatricen W, der oftest er tyndt besat. Samlet er det
muligt at inddele planen i Delaunay-trekanter og derefter konstruere et Voronoi-diagram
med O (nln(n)) operationer, nar der haves data i to dimensioner.
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4.2 Pavirkninger mellem observationer

Afsnittet er skrevet pa baggrund af [LeSage and Pace, 2009, s. 33-41].

Der vil nu blive set naermere pd, hvordan observationer pavirker hinanden indbyrdes, og
hvordan pévirkningerne kan beskrives teoretisk for SAR- og CAR-modellen. Pavirkninger
kan inddeles i direkte, indirekte og samlede pavirkninger, hvor de direkte eksempelvis
er, ndr en andring i en baggrundsvariabel til observation y; € y pavirker y; sely,
mens pdvirkningen pa nabopunktet y; fra samme andring kaldes indirekte. Inden de
forskellige kategorier af pavirkninger defineres, er det interessant at se nermere pa3,
hvor pavirkningerne stammer fra, og hvordan de kan beskrives. Her kan der eksempelvis
tages udgangspunkt i en generel regressionsmodel, som beskriver en maengde linezere og
uafheengige observationerne y ved

k
Y= X/fr+¢ 4.1)
r=1

hvor vektoren x, er den r’te s@jle i matricen med baggrundsvariable X, og parameteren
B er den r’te indgang i vektoren f. Udregnes de partielt afledede for modellen, fas

0y; 0 .
Wyilr:@(xirﬁr*'gi):ﬁr vV o ir
0yi

=0 Vrndr j#i.
ax]r
En made at betragte de partielt afledede pa er, at den maengde af information, som haves
om observation y; i regressionsmodellen, udelukkende bestar af baggrundsvariable fra
X, der horer til y;. Det svarer til, at hvis der foretages en @endring i baggrundsvariablene i
matricen X, sa x;, @ndres, vil det kun pavirke observation y; og det i et omfang af §,.

Indflydelsen fra en andring i baggrundsmatricen X bliver selvsagt mere indviklet, nar
der medtages rumlige lags i modellen (4.1), hvorved mengden af information ogsa
vil omfatte naboobservationernes information. Hvis der ses pa en rumligt athengig
model som SAR- eller CAR-modellen vil en observation y; € y ikke kun blive pavirket
af en @ndring i en variabel x;,, men ogsa af @ndringer i baggrundsvariable for andre
observationer som x;, for j # i. For at preecisere hvordan enkelte observationer i
henholdsvis SAR- og CAR-modellen pavirkes af en @ndring i matricen X, findes de
partielt afledede, der viser sig at vaere ens for de to modeller.

Saetning 4.1:
Bade SAR- og CAR-modellen har partielt afledede givet ved
0yi 0y
=S5, (W)i; =S, (W)ij, 4.2
axir r( )ll Og axjr r( )l] ( )

hvor parameteren f, er den r’te indgang i vektoren f, og S, (W) = (In—,oW)_1 B
Derudover er det antaget, at parameteren |p| < 1.
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Bevis:
Forst findes de partielt aflede for SAR-modellen, der kan omskrives ved

y=(I,-oW) ' (X +e)
= (I,-pW) ' XB+(I,-pW) e

Derudover geelder det, at

k k
XB=) xPr=) Brx, = (4.3)
r=1 r=1

k
=Y (S, (W)x,) +V (W)e.
r=1
Her er x, den r’te sgjle i matricen X med baggrundsvariable, mens k er antallet af sgjler i
X, og

Sr(W) =V W) B, (4.4)
VW) = (I,—pW) ™ =1, + pW + p*W? +
Den geometriske sumformel er anvendt til at omskrive funktionen V (W) i (4.4), hvilket er
muligt, idet det antages p opfylder |p| < 1. Ud fra omskrivningen af V (W) ses det ogs4, at
pavirkninger fra naboer af alle grader medregnes i SAR-modellen, da matricen W indgar

med stigende potesner. Den datagenererende proces for SAR-modellen kan nu skrives pa
matrixform som

n SsWin SsWiz -+ S (W)in | | x1r €1

Y2 k |S(W)ay S (W) -+ S (W)ay X2r )
=2 . . _ . C|rvam | . @5

r=1 : . T . . .

yn Sr (W)nl Sr (W)nZ Sr (W)nn Xnr En

Udtages ligningen for en enkelt observation y; fra ligningssystemet, fs

k
Vi= ) (Sr (W) x1r+ Sy (W)ip Xor + .o+ Sp (W)in Xnr) + V (W), €.

r=1
Den partielt afledede kan dermed udregnes som
0yi ay
0x;r 0x;j

Nu ses der pd de samme udregninger for CAR-modellen, hvor den datagenererende
funktion ifplge saetning 3.18 er givet ved

=S, (W);; og

=S, (W);;. (4.6)

D=

-1 -1
y=(I-pw)" X+ ((l-pw) ") e
Anvendes omskrivningen (4.3) pd CAR-modellen, kan den datagenererende funktion
skrives som

NI—

k
y=(I-pwW)" gxrﬁ ( —pW)_l)f

NI—

k
=3 S Wx) +((I-pw) ) e,
r=1

hvor de partielt afledede giver samme resultat som (4.6). |
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Seetning 4.1 viser, at nar der haves en rumlig model med indbyrdes afheengige observa-
tioner, bestemmes de partielt afledede ogsa af naborelationerne i W og graden af athen-
gighed p, i stedet for kun at bestemmes af parameterverdien f, for i = j. Den afledede
for i # j er ikke nedvendigvis nul, som den var i det simple, lineeere tilfeelde (4.1), hvil-
ket afspejler, at en @ndring i en forklarende variabel x;, for observation y; kan pévirke
observation y;.

Den partielt afledede gx% = S, (W);; fra (4.2) beskriver hvordan observation y; pavirkes

af en @ndring i en af observationens tilherende baggrundsvariable fra matricen X, og
her medregnes ogsa de pavirkninger, der stammer fra, at eendringen i observation y; kan
pavirke observationen y;, som igen vil pavirke y;. Pavirkninger pa en observation, der
oprindeligt stammer fra en @ndring i observationen selv, kaldes feedback og kan forega
via mere end to observationer. For eksempel kan en @&ndring i y; pavirke observation y;,
som pavirker yy, der sd igen pavirker y;.

De partielt afledede for bade SAR- og CAR-modellen indeholder matricen S, (W), der
som tidligere neevnt kan omskrives ved brug af den geometriske sumformel, hvilket giver

S, (W)= (I,—pW) ™' By = (In+pW+p>W?+..) B, 4.7)

Betragtes matricen med andenordensnaboer W2, ses det, at diagonalen ikke er nul,
som den var i W. Det skyldes feedback, da observation y; er andenordensnabo til sig
selv, sd en @ndring i y; vil pdvirke naboobservationen y;, der igen pavirker y;. Det vil
sige, at det er muligt at male, hvor meget hver grad af naboer pavirker en observation,
inklusive feedback, hvor naboer af lav orden som ferste- og andengradsnaboer pavirker
en observation mere end hejereordensnaboer pa grund af potenserne af p, hvor |p| < 1.
Pavirkninger af alle ordener er med i matricen S, (W) via summen af potenser af Wi (4.7).

Hvor meget, en a&ndring i observation y; pavirker observationen selv gennem naborela-
tioner og feedback, afthenger af:

1. Hvordan observationerne er fordelt i forhold til hverandre i rummet.

2. Nabomatricen W, som afbilder naborelationerne mellem observationerne og ved
hogjereordensnaboer ogsé graden af naborelationerne, da eksempelvis W* som
regel har forskellige broker ved indgange ulig nul.

3. Graden af rumlig atheengighed som angives af parameteren p.

4. Parametervektoren f.

Pavirkninger mellem observationer kan adskilles i direkte og indirekte pavirkninger, der
tilsammen giver de samlede pavirkninger. De direkte pavirkninger mellem observationer
kan afleeses pd diagonalen i matricen S, (W), og er et udtryk for, hvor meget en eendring i
en baggrundsvariabel x;, pavirker den tilhorende observation y;. Her medregnes ogsa
feedback fra pavirkninger gennem naboers naboer, det vil sige, ndr sendringen i y;
pavirker naboen y;, der igen pavirker sine naboer inklusive y;. Resten af elementerne
i matricen S, (W) kaldes indirekte pavirkninger, og er pavirkningerne fra eendringen i y;
pa sine naboer og derigennem naboernes naboer og sa videre. De samlede pavirkninger
fas ved at summere over enten raekker eller sgjler i matricen S, (W).
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Der er forskel pd hvor meget en @ndring i en enkelt baggrundsvariabel til en observation
yi pavirker hver af observationerne iy, da det er muligt observation y; pavirkes mere end
naboobservationen y;, og at femtegradsnaboen y; maske nesten ikke pavirkes. Derfor
kan det veere en fordel at se pd den gennemsnitlige pavirkning pa hver observation, nar
der ses pd, hvor meget en &endring i en baggrundsvariabel i X pavirker y. Gennemsnittet
for henholdsvis de direkte, de indirekte og de samlede pavirkninger vil blive defineret
i det folgende, hvor det ogsd vises, at den gennemsnitlige, samlede pavirkning kan
udregnes pé to mader, der dog giver samme numeriske veerdi.

Definition 4.2 (Gennemsnitlig, direkte pavirkning):
Den gennemsnitlige, direkte pavirkning pa en observation y; € y fra en @ndring i
baggrundsvariablen x;, € X udregnes for allei =1,...,n som

tr (S, (W)
—

M(r)direkte =

Diagonalen i matricen S, (W) bestdr som tidligere navnt af de direkte pavirkninger, sa
de gennemsnitlige, direkte pavirkninger er givet ved middelveerdien af diagonalen fra
S, (W), hvilket for SAR- og CAR-modellen svarer til middelvaerdien af de egenafledede
aaTyl-i, forallei =1,2,...,njevnfor setning4.1. Indsettes (4.4) i definition 4.2, kan udtrykket
omskrives ved

tr(([n—pW)_l),Br

M (Nairekte = n =

M(l)direkte

Mdirekte = :
M(k)direkte

tr ((In — pW)_l) B

n
(L +pW+p? W2+ +p W) B
B n

. ,
=n! prtr(Wf)ﬁ for g— oo.

j=0

Gennemsnittet af de samlede pavirkninger er givet i definition 4.3.

Definition 4.3 (Gennemsnitlig, samlede pavirkning):
Den gennemsnitlige, samlede pédvirkning pa en observation y; € y fra en @ndringi en
baggrundsvariabel x; € X er foralle i = 1,...,n givet ved

L£Sr W)y,
R

M(I‘) total =
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Indseettes (4.4) i udtrykket fra definition 4.3, fis resultatet

L;J; (In - pW)_l ﬁrln
n .

M(r) total =

Den gennemsnitlige, samlede pavirkning kan udregnes pa to forskellige méader, alt efter
om der summeres over rekker eller sgjler i matricen S, (W). Resultatet fra hver af de to
regnemetoder kan beskrives som

1. Den gennemsnitlige, samlede pavirkning pd en observation.
2. Den gennemsnitlige, samlede pavirkning fra en observation.

Hvis der tages gennemsnittet for reekkesummerne i matricen S, (W), fds den gennem-
snitlige, samlede pavirkning pd en observation. Pavirkningen siges at veere pd en obser-
vation, da den beskriver det tilfeelde, hvor r’te sgjle i matricen X a&ndres med samme
veerdi 6 for alle n observationer, s summen af i’te raekke i matricen S, (W) angiver den
samlede péavirkning pa hver enkelt observation y;, i = 1,2,...,n. Mere precist kan det si-
ges, at hvis sejlevektoren x, med baggrundsvariable, der ogsa er vistiligning (4.5), @ndres
til x, + 615, sa vil hver observation y; blive pavirket med reekkesummen

n
8, Sr(W)ik.
k=1
Da der er n observationer i alt, bliver den gennemsnitlige, samlede pavirkning for hvert
y; til

IS, (W) iy,
n

0 =0 n_lt,fcr,

hvor 1, er en sojlevektor bestdende af n ettaller, og ¢, := S, (W), er en sojlevektor
bestdende af reekkesummer fra matricen S, (W). Det vil sige, at den gennemsnitlige,
samlede pavirkning pd en observation er den gennemsnitlige andring for hvert y;, nar
en spjle i matricen X @ndres med 6, og @ndringen udregnes som et gennemsnit af
reekkesummer.

En anden méde at udregne den gennemsnitlige, samlede pavirkning pd er ved at benytte
spjlesummer fra matricen S, (W), hvilket vil resultere i den gennemsnitlige, samlede
pavirkning fra en observation. At pavirkningen kaldes fra en observation skyldes, at der
her @ndres pé en enkelt baggrundsvariabel x;, tilhorende observation y;, og derefter
tages gennemsnittet af pdvirkningerne pa alle observationer y;, der har uaendrede
baggrundsvariable. Mere praecist kan det siges, at baggrundsvariablen x;, tilherende
observation y; andres til x;, + , hvilket vil ndre hele den j’te sgjle i matricen S, (W).
Dermed bliver den samlede pavirkning pa alle observationer y; summen over j'te sojle i
S, (W), hvilket er

6., Sr(W)g;j.
k=1
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Da der er n observationer i alt, bliver den gennemsnitlige pavirkning pa hver observation

LS, Wiy,
n

o =6n" 'y,

hvor vektorenr, := L,{S r (W) er en raekkevektor over spjlesummerne fra S, (W). Det svarer
til, at den gennemsnitlige, samlede péavirkning fra en observation er gennemsnittet af pa-
virkningerne pa hvert y;, i = 1,2,...,n, der stammer fra en a&ndring i baggrundsvariablen
xjr for observation y;.

Den gennemsnitlige, samlede pdvirkning har numerisk samme veerdi om den udregnes
som et gennemsnit af pavirkninger pé eller fra en observation, hvilket er det samme som,
at den er middelveerdien af ;x—J;"r for alle j,i = 1,2,...,n. Den gennemsnitlige, indirekte
pavirkning er nem at udregne, nar den direkte og den samlede pavirkning er kendt, og
den er defineret i definition 4.4.

Definition 4.4 (Gennemsnitlig, indirekte pavirkning):
Den gennemsnitlige, indirekte pavirkning pé& observation y; € y der stammer fra en
@ndring i baggrundsvariablen x;, € X er for alle i = 1,...,n givet ved

M(r)indirekte = M(r)toml - M(r)direkte-

I praksis er det ikke altid muligt at beregne en af de tre gennemsnitlige pavirkninger M
ved brug af definitionerne (4.2), (4.3) og (4.4), idet alle tre definitioner kreever den inverse
af (n x n)-matricen I,, — pW udregnes, hvilket kan vere svert for en stor veerdi af n. Det
er dog muligt at anvende et tilneermet udtryk for den inverse matrix ved brug af den
geometriske sumformel i form af

(In—pW) ' = I+ pW + 0* W2 + ...+ pT WY,

der konvergerer tilneermelsesvist for en tilstreekkelig hoj veerdi for g. Det vil sige, at
matricen S, (W), der indeholder verdier for pavirkninger mellem observationerne y, kan
tilneermes med en linearkombination af potenser af W ved

S (W) = (I +pW +p*W?+...+ pTW9) B,.

Der gaelder desuden, at en @&ndring i en baggrundsvariabel til en observation y; pavirker
naboer af hgjere orden mindre end naboer af lav orden.

Ses der pa SAR- og CAR-modellen, kan begge modellers gennemsnitlige, samlede
pavirkninger skrives som i seetning (4.5), da det vides fra satning 4.1, at de har samme
partielt afledede.

Satning 4.5:
Den gennemsnitlige, samlede pavirkning for bdde SAR- og CAR-modellen er givet ved

M(r)toml = (1 - p)_lﬂrr

for |p| < 1. Her betegner f, den r’te ingang i parametervektoren f.
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Bevis:
Det gaelder for badde SAR- og CAR-modellen, at S, (W) = (I, — pW)_l B, og indsattes
dette i definition 4.3, fas

- _ _ -1
M) torar =115, Sr W) tn=n""1L (L= pW) ™ Brin.

Benyttes den geometriske sumformel giver ovenstaende

n_ILrTz (In _PW)_lﬂr‘n = n_llg (Z Pjo) Brin
i=0

=n"! (Z ijZthn) B

i=0
= n_l (Z p]n) ﬁl’!
i=0

da |p < 1] og nabomatricen W er rakkestokastisk. Den geometriske sumformel kan
anvendes en gang til, hvilket giver

nl (ipfn)ﬂr =(1-p)" B
|

Det ses ud fra seetning 4.5, at nér p < 1 og positiv, vil faktoren (1 — ,o)_1 > 1,54 M (1) 01l €T
storre end f,. Det vil sige, at den gennemsnitlige, samlede pavirkning pa en observation
yi € y fra en @ndring i en baggrundsvariabel i X er storre end den indgang 3, fra
parametervektoren f, som horer til den eendrede baggrundsvariabel. Praecist hvor meget
storre, pavirkningen M (1) ;4 er i forhold til B,, athanger af parameteren for rumlig
afheengighed givet ved p, hvor en veerdi for p taet pé én giver en stor samlet pavirkning
M (1) 0ra1, mens en p-vaerdi tet pa nul ikke giver nogen stor @ndring i forhold til
parameteren f3,. Dette resultat stemmer godt overens med, at stor rumlig atheengighed
p mellem observationerne i et datasaet medforer, at en andring i en observation vil have
stor indflydelse pa naboobservationerne.

Det ses ogsa ud fra saetning 4.5, at nar p er positiv, vil M (r)o,4; have samme fortegn
som parameteren [3,. Parameterveerdi §, er tilknyttet en bestemt sgjle x, i matricen X
over baggrundsvariable, og afgar dermed om disse variable skal have positiv eller negativ
indflydelse pa observationerne y. £Andres der pa en eller flere baggrundsvariable i den
r’te sojle, afger fortegnet for B, og storrelsen af p, hvor meget den nye veerdi for y; stiger
eller falder i forhold til den oprindelige, hvilket sker gennem pavirkningen M (1) ;oa1.
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Maximum
Likelihood-estimation

Medmindre andet er angivet, er teksten i dette kapitel skrevet med udgangspunkt i
[Azzalini, 1996, s. 22-29], [LeSage and Pace, 2009, kapitel 3] og [Olofsson, 2005, afsnit
6.4.2].

Ofte anvendes mindste kvadraters metoder til estimering af parametrene i en model,
men nar der haves et rumligt dataset med observationer, der indbyrdes aftheenger af
hverandre, kan det give mindre afvigelser mellem data og model at anvende maximum
likelihood-estimation i stedet. Derfor vil der i dette kapitel blive set pd& maximum
likelihood-estimation.

5.1 Maximum Likelihood-estimation

Maximum likelihood-estimation anvendes til at finde en model for et givet dataseet, der
for eksempel kan veere en endelig maengde af huspriser med tilherende koordinater.
Metoden udvelger de parametre, der maksimerer likelihoodfunktionen, som er defineret
i definition 5.1, idet en model med disse parametre har det givne datasat som det mest
sandsynlige resultat. Generelt er maximum likelihood-estimation en veldefineret metode
til at estimere parametre, nar der haves en normalfordeling, hvilket er tilfeeldet med bade
SAR- og CAR-modellen.

Definition 5.1 (LikelihoodfunktionTen):
For en datavektory= [y y» ... Y| med n observationer er likelihoodfunktio-
nen [ (0) er givet ved

1=1(8ly) = fa(y),

hvor 6 = 6,,6,,... er modelparametre, og funktionen fg (y) er sandsynlighedsfunktion
eller tethedsfunktion fyg til fordelingen for y. Det maksimale likelihood-estimat
(MLE) er den vektor 9, som indsat i likelihoodfunktionen giver den maksimale veerdi
af 1(01y).

Definition 5.1 viser, at parametrene er givet i teetheden fj (y), mens data ikke kendes, og
ved likelihoodfunktionen I (@1y) er data de givne veerdier, mens modelparametrene ikke
kendes. Nar der haves et datasat, er det dermed muligt at finde modelparametrene ud
fra likelihoodfunktionen og dernast simulere nye data ud fra teetheden fp (y). I tilfeeldet

T
med SAR-modellen er parametervektoren 0 = [ BT o 02] , hvor parameteren a ogsé
vil indg4, hvis vektoren at,, ikke er en del af matricen X.
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I praksis ses der ofte pd loglikelihoodfunktionen i stedet for likelihoodfunktionen,
da likelihoodfunktionen ifglge [Olofsson, 2005, s. 329] som regel bestar af produkter,
der bliver til bliver til summer, nar der tages logaritmen. Dermed kan funktionen
veere nemmere at handtere, da maksimum ofte findes ved at differentiere funktionen
og derefter sette den lig med nul. Det er muligt, at se pad loglikelihoodfunktionens
maksimum i stedet for likelihoodfunktionens maksimum, da In er en kontinuert og
stigende funktion.

Definition 5.2 (Loglikelihoodfunktionen):
Loglikelihoodfunktionen defineres ud fra likelihoodfunktionen [ () ved

L=L(6ly)=Inl(6ly) =In(fs(y)),

hvor 0 er en parametervektor.

Den maksimale verdi for loglikelihoodfunktionen kan findes ved at differentiere funktio-
nen partielt med hensyn til hver af parametrene i modellen, hvorefter hver ligning saettes
lig nul og den ukendte parameter isoleres. Dermed fas den maksimale veerdi for hver
parameter i modellen. For overskuelighedens skyld ses der som regel pa en enkelt pa-
rameter ad gangen i stedet for at estimere alle de ukendte parametre simultant, hvilket
svarer til at differentiere profilloglikelihoodfunktionen for hver parameter. Profilloglike-
lihoodfunktionen, der er defineret i definition 5.3, er loglikelihoodfunktionen hvor alle
parametre pd ner én anses som konstanter.

Definition 5.3 (Profilloglikelihoodfunktionen):
Profilloglikelihoodfunktionen med hensyn til parameteren 6; er givet ved

Ly (07) =In(fi, (1)),

hvor 0; € 8, og 0 er en vektor over modelparametre, hvor alle parametre pd neer 0
antages at vaere konstanter i loglikelihoodfunktionen In (fy (y))-

Hvis der for eksempel ses pd SAR-modellen, kan profilloglikelihoodfunktionen tages med
hensyn til parameteren p, hvilket skrives L, (p), hvor de resterende parametre o? og B
antages at veere konstanter. Lases ligningen %LP (p) = 0 fas den maksimale veerdi for p.

Hvis der haves en model med mere end én ukendt parameter, foretages maximum
likelihood-estimation ved at gennemgd folgende punkter for hver af de ukendte
parametre:

1. Find likelihoodfunktionen I (8ly) og tag logaritmen for at fa loglikelihoodfunktio-
nen L (Bly) =log!(0ly).

2. Find profilloglikelihoodfunktionen L, (6;) med hensyn til parameteren 6; € 6.

3. Differentier funktionen L, (6;) ved a%iL p 0.
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4. Los ligningen a%in (6;) = 0 for at finde den maksimale veerdi 6; = 0;.

5. Undersog om den andenordensafledede 6% (a%,-LP (9,-)) <0, sa det er sikkert, der er
tale om et maksimum.

5.2 Parameterestimering for SAR-modellen

For at kunne anvende maximum likelihood-estimation pa SAR-modellen er det nodven-
digt at kende likelihoodfunktionen og ogsa loglikelihoodfunktionen, der begge har form
som vist i setning 5.4.

Saetning 5.4:
Likelihoodfunktionen for SAR-modellen er givet ved

(1n—pW)y-XB)" ((I.—pW)y-XB) }
2072 ’

I= (271(72)_g NI —pW| -exp{—

mens loglikelihoodfunktionen for SAR-modellen er givet ved
ele

252’ (5.1)

L= —gln(Znoz) +In|I,—pW|-
hvore=y—pWy-Xpogpe (A ,1).

min’

Bevis:
Jevnfoer setning 2.7 folger SAR-modellen den multivariate normalfordeling

Ny ((In —pW) " XB, (I - pW) " 0* (1 - pW)_l)T).

Anvendes appendiks B.1 ses det, at SAR-modellen har teetheden

p(y)= (\/(27[)”

op] 2 (v (o) x8)" (120w 0 (1= o))"y~ (12-0w) " x8)}.

-1
) (5.2)

(1= pW) ™" 02 (10 - pW)_l)T

For en konstant r og en (n x n)-matrix A geelder det generelt, at det(r A) = r" det A og
det A= det AT, s den forste faktor i ligning (5.2) kan omskrives ved
1
)—z

=
)—%

(%—NW*“U%-NW*VU - (len o ((1-pw) ™)'

(1n-pw) |

n 1 n N\ T
GO CH CoR (R

= @m) L= pW|Z 0" |1, - pW|?
=@m) 2 |I,~pW|o™"
= (2702) "2 |1, - pW]|.

Side 55 af 127



KAPITEL 5. MAXIMUM LIKELIHOOD-ESTIMATION

Det er ogsa muligt at omskrive udtrykket i eksponenten i ligning (5.2), hvorved det fés, at

_%b;(h_pWWJXﬁy(Uﬁ_pWWJUZUM‘Pmﬂq)U_%Y—Un—pWTJXﬂ
:_%b;(M_pwq%xﬁyk”‘PW@TWﬂ_WM—pWW@—(m—pr*Xﬂ

:_%uh—pmqy—Xﬁfbf%Uﬁ—pmﬂy—Xﬁ)

((In_PW)Y_Xﬁ)T((In_PW)Y_Xﬁ)
202

SAR-modellens likelihoodfunktion har dermed formen

((In _PW)Y_Xﬁ)T ((In—pW)y— XB) }

12(2”02)_g'|1n—PW|'eXp{_ 2072

Tages logaritmen til ovenstdende, f&s SAR-modellens loglikelihoodfunktion L =In/ som

T
n e'e
L=——=In(270%)+In|l, - pW|- —
2 ( ) | n—pP | 202
hvor
e=y-pWy-Xp
-1
pe (Amin’l)’
og /lr_nlin betegner vaegtmatricen W’s mindste egenvaerdi. |

Det er et krav at kovariansmatricen er symmetrisk og positiv definit, for at teetheden
og dermed ogsa likelihoodfunktionen for en normalfordeling er veldefineret, og ifolge
setning 2.13 er dette tilfeeldet for SAR-modellen, nér p € ()LI_HI1 " 1). Som beskrevet tidligere
kan det veere vanskeligt at tolke negativ korrelation mellem observationerne, sd i praksis
veelges det ofte, at p € [0,1).

Estimaterne for parametrene kan findes ved at maksimere loglikelihoodfunktionen for
hver parameter, hvilket gores ved at differentiere loglikelihoodfunktionen for hver para-
meter, saette differentialerne lig nul og lese ligningerne simultant. En alternativ meto-
de er at anvende profilloglikelihoodfunktionen L, (6;), der er loglikelihoodfunktionen L,
hvor alle parametrene 6\{0;} antages at veere konstante verdier. Estimatet for parame-
teren 6; er den veerdi, der maksimerer L, (6;). I SAR-modellens tilfeelde er det muligt at
skrive parametrene o og f§ som funktioner af parameteren p, hvorved det kun er ned-
vendigt at maksimere profilloglikelihoodfunktionen L), (p) for at finde alle parametre-
ne. Parameterestimaterne er ens, hvad enten estimaterne findes ved brug af maximum
likelihood-estimation for hver parameter gennem loglikelihoodfunktionen eller maksi-
mering af profilloglikelihoodfunktionen Ly, (p).

Mindste kvadraters metode kan anvendes til at finde ligninger, der giver henholdsvis o
og P som funktion af p. Maximum likelihood-estimation anvendes dermed til at finde
et estimat for p givet ved p, og derefter anvendes mindste kvadraters metode til at finde
de resterende estimater for parametrene o> og  som funktioner af p. Estimaterne der
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findes gennem mindste kvadraters metode er vist i seetning 5.6, men inden satningen
bevises er det ngdvendigt med et lemma.

Lemma 5.5:
Lad (nx k)-matricen X have fuld sejlerang. Da eksisterer matricen (X TX)_I, mens
(k x k)-matricen X' X er positiv definit.

Bevis:
Da det er antaget, at matricen X har fuld sejlerang, er sojlerne i X indbyrdes uathaengige.
Dermed geelder det for alle vektorer v e R hvorv # 0, at

v (XTX)v=(vIXT)(xw)
= (xv) (Xv)
= | Xv||?>0.

Jeevnfor [Axler, 1997, s. 144] er det dermed bevist, at matricen X’ X er positiv definit, og
derfor eksisterer den inverse matrix (X ' )_1 ogsa. |

Det er nu muligt, at finde udtryk for estimaterne for parametrene o? og B samt
kovariansmatricen X i SAR-modellen som funktioner af parameteren p, hvor estimaterne
findes ved brug af mindste kvadraters metode.

Satning 5.6:
Mindste kvadraters metode giver estimaterne

B=(X"X)"XT (I,-p*W)y

%\ 12

6'2: ”e(‘;)” :n—le(p*)Te(p*)
£=(la=p"W) " 6% ((L-pw) ™)

i SAR-modellen, hvor B er parametervektoren, o er variansen og X er kovariansmatricen,

mens p* angiver den agte veerdi for parameteren p. Derudover er

e(p*)=y-p " Wy-Xp.

Bevis:
Den agte veerdi for p betegnes p* og det antages, at denne veerdi er kendt, hvormed SAR-
modellen kan skrives som

y=p"Wy+Xf+e =
(In—-p*W)y=XB+e
£~ N, (0,0°1I,).

For at gore udregningerne simplere defineres det, at y := (I, — p*W)y, hvordved SAR-
modellen kan skrives som

y=Xp+e. (5.3)
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Den nye vektor y har middelveerdivektor X B, der tilhorer et underrum L udspaendt af
sojlernei (n x k)-matricen X, hvor underrummet L ¢ R” har k dimensioner. Derudover er
parametervektoren f € R¥. Det onskes dermed at finde parametrene i en linezer model for
. ~ -~ - ~ 1T o . . . .
observationerney=[j1 J2 ... Jn] ,séfejlenbliver mindst mulig. Mindste kvadraters
metode bestemmer vaerdien for parameteren f sa forskellen mellem observationerne og
middelveerdien for estimaterne fi bliver mindst mulig, hvilket svarer til [|§— ft|* er s taet

pa nul som muligt.

Middelveerdien X g findes ved at projicere vektoren y ned pa underrummet L, hvorved
der ogsa fas vektoren (§y— X ) € L+, som vist pé figur 5.1.

Rl'l

=2

Xp

Figur 5.1: Vektoren y projiceres ned pa underrummet L.

Da SAR-modellen folger en normalfordeling og ¥ = X + ¢, er j ~ N(XB,0%1,), mens
vektoreny—- Xff=¢~ N(0,0°%1,), hvor X B er en konstant.

Underrummet L er defineret til at veere udspeendt af sejlerne fra X, hvilket er ensbety-
dende med, at alle vektorer i L, kan skrives som Xv hvor vektoren v € R¥. Da vektoren
(¥ — XB) € L+, geelder det for alle v e R, at
0=xw" (§-XpB)
=v X" (y- Xp)
=v! (XTy-x"Xxp).
Det antages, at v # 0 for at undga den trivielle losning, og da det i lemma 5.5 blev vist, at
den inverse af X7 X eksisterer, ma det geelde at
0=X"y-x"xp=>
xTxp=x"y=>
p=(x"x)"x"y,
Nu kan y:= (I, — p* W)y indsettes i ovenstaende for at fa estimatet for parametervekto-
ren ff som en funktion af p*, hvilket giver

B=(xX"X)" X" (I,-p*W)y.
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Afvigelsen mellem data og de estimerede veerdier er givet ved en fejlvektor
e(p*)=y-p " Wy-XB,

der er fundet ved at traekke den estimerede model fra de givne data y. Variansen for
fejlene fas ved at dividere ovenstaende fejlvektor med n, der er antallet af observationer,
hvorved estimatet for o2 bliver

Kovariansmatricens estimat fas ved at indsette 62 og p* i ligningen fra saetning 2.13,
hvilket giver

< * -1 A * -1 T
$=(L-p" W) 2 ((La-p"W) ') .

[ |
SAR-modellen kan ogsé skrives med parameteren at, som seperat parameter, hvilket
er vist i ligning (2.4). I dette tilfelde defineres en matrix Z := [1, X]| samt en

T
parametervektor 6 := [a ﬁT] , hvorefter parametervektoren é kan estimeres ved
A —1 «

o=(2"2) z"' (I,-p*W)y.

Nar loglikelihoodfunktionen kendes for SAR-modellen, og parametrene f og o> kan skri-
ves som funktioner af parameteren p, er det kun nedvendigt at finde profilloglikeli-
hoodfunktionen L, (p) med hensyn til p for at finde alle parameterestimaterne i SAR-
modellen.

Profilloglikelihoodfunktionen med hensyn til p findes ved at omskrive ligning (5.1), og
indsette ligningerne for parametrene o og f§ fra satning 5.6. Dermed haves en funktion
med p som eneste variabel, der er

n
Ly(p)=x+In|I,-pW| —ES(p),
hvor

S(p) = e(p)" e(p)
e(p)=y-pWy-Xp
B=(xX"X)" X" (I,-pW)y

K= —gln (271&2).

Konstanten x er uafhengig af p, mens ligningerne for 6% og B fra setning 5.6
er indsat, da de er funktioner af p. Det er muligt at forsimple maksimeringen af
profilloglikelihoodfunktionen med hensyn til parameteren p ved forst at vaelge en (g x 1)-

vektor p = [p1 ... pg] T af mulige veerdier for parameteren p. Vektorens vardier tages
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fra intervallet [pmin,Pmax], der i praksis ofte antages at veare [0,1), sd hele intervallet er
daekket. Dermed fas ligningssystemet

Ly (p1) In|l,—p1W[] [S(e1)
Ly (p2) In|I, - pW| S(p2)
. =Kl + ) - .
Ly(pq) ln|1,,—qu| S(pq)
Den veerdi fra vektoren p = [p1 ... pq] T, der giver den maksimale veerdi i ovenstdende,

veelges som estimatet p. Herefter er det muligt at udregne estimaterne for resten af
parametrene i SAR-modellen ved at anvende formlerne fra setning 5.6. Leddet |I n= pW|
i loglikelihoodfunktionen sikrer, at estimatet for parameteren p ikke kun er til for
at minimere S(p), der bestar af kvadrerede fejlled. Nér vektoren p = [p1 ... pq]T
anvendes, hvor veerdierne i vektoren repraesenterer hele intervallet, sikrer maximum
likelihood-estimation et globalt maksimum og ikke kun et lokalt maksimum.

Istedet for at finde maximum likelihood-estimatet ved brug af vektoren p = [p1 ... pg] !
er det ogsd muligt at anvende Newtons metode til optimering. Dette er en iterativ metode
til at finde veerdien for p, hvor %L,, (p) = 0, hvor der startes med en valgt veerdi py € [0,1)
og derefter udregnes

(om)

L’p m
Pm+1=Pm— ——
m m Lp(Pm)

hvor m = 0,1,..., og ndr m — oo, vil p,, — p* s& %LP (p*) = 0. Det kan veere
praktisk at anvende Newtons metode, da den giver et estimat for p samtidig med den
andenordensafledede findes, s& det kan sikres, at den fundne veerdi giver maksimum.

Maximum likelihood er dermed blevet anvendt til at finde et estimat for parameteren p
i SAR-modellen, og dette estimat er blevet anvendt til at finde resten af parametrene i
modellen ved brug af mindste kvadraters metode. I afsnit 5.3 vil der blive set pd, hvordan
samme metoder kan anvendes til at finde parametrene i CAR-modellen, men forst ses
der pé en praktisk approksimationsmetode.

Monte Carlo-approksimation af logdeterminanten

Afsnittet tager udgangspunkt i [LeSage and Pace, 2009, kapitel 4] samt nogle velkendte
regneregler.

Nar der haves et stort antal observationer n i et dataseet, kan det veere besveerligt at
udregne logaritmen til determinanten af I, — pW, der indgér i loglikelihoodfunktio-
nen for SAR-modellen, sad i nogle tilfelde kan det veere en fordel at benytte Monte
Carlo-approksimation. Monte Carlo-approksimation kreever ikke serlig meget compu-
terhukommelse at udfore, sa den tager ikke lang tid at beregne, og den resulterende fejl i
estimatet for p er relativt lille. Logaritmen til determinanten af matricen I,, — pW er visti
saetning 5.9, der anvender folgende to lemmaer i beviset.
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Lemma 5.7:
For en (n x n)-matrix A er determinanten for eksponentialmatricen e givet ved

|e#] = e,

Bevis:
Matricen A kan opskrives pd jordan kanonisk form ved brug af en invertibel matrix V, s

J=V1iAav=>A=vJVvl,

hvor matricen J har egenverdierne for A p& diagonalen og en superdiagonal, hvor
indgangene er enten nul eller en, mens resten af indgangene i matricen J har veerdien
nul. Determinanten for en ovre trianguleer matrix er ligesom determinanten for en
diagonalmatrix givet ved produktet af diagonalelementerne, sa det er tilstraekkeligt at se
pa det tilfeelde, hvor matricen A er diagonaliserbar, hvilket giver

A=VJV I=VA,V L

Her er A4 en diagonalmatrix med egenverdierne for A pa diagonalen, mens V bestar
af de ortonormale egenvektorer til A. Matricen e” er defineret som en taylorudvikling,
hvilket giver

" 00 Ak

ef=) —
k=0 k!

x (VA,V )

le| = [ver vt = vi|efa| [V = M. (5.4)

Determinanten for en diagonalmatrix er produktet af diagonalelementerne, der for A 4 er
givet ved egenverdierne for A, hvilket giver

|eAA| — ell . eA'Z e elﬂ — e/h+/1’2+"'+ln = etr(AA)’ (55)

datr(A) = :'1:1 A;. Seettes udtrykkene (5.4) og (5.5) sammen, fas resultatet

|e#] = e,
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Lemma 5.8:
Nar (n x n)-matricen W er raekkestokastisk og parameteren |p| < 1, kan logdeterminan-
ten af matricen I, — pW udtrykkes ved

In|l,—pW|==)
j=1

Bevis:
Hvis der haves en (n x n)-matrix A vides det fra lemma 5.7, at den eksponentielle
matricen e” opfylder

le?] = "™ = tr(A4) =In|e?|.
Erstattes matricen A med In (I,, — pW), bliver ovenstéende til
tr(In(I, - pW)) =In ‘eln(l”_pw)‘ =In|I,-pW]|. (5.6)
Der ses nu pa en Taylorudvikling for logaritmen til matricen I,, — B, hvor B er en (n x n)-
matrix, der giver
In(I,-B)=-) —. (5.7)
j=117

Da der tages logaritmen til matricen I,, — B, er det nedvendigt at I,, — B er positivt definit.
Det blev bevist i lemma 2.11 og lemma 2.12, at matricen I,, — pW er invertibel, bdde néar
W har komplekse og nédr den har reelle egenverdier, og for at vise, at matricen I,, — pW
er positiv definit, ses der forst pa egenveerdierne for matricen.

Antag A er en egenveerdi for (n x n)-matricen B, s

Bv=A;v=>
(I,—B)v=I,v—Bv=v—-A,v=(1-Ap)V,

for en vektorv. Detvil sige, 1 -1 er en egenveerdi for matricen I,,—B. Seettes B = pW, hvor
W har egenverdierne A; fori =1,...,n, sd ses det, at matricen I,—pW har egenveerdier pa
formen 1 - pA;. Da W er reekkestokastisk, har den hgjst en egenveerdi lig 1, og da |p| < 1,
vil alle egenverdierne for I,, — pW veere positive, hvilket sammen med den egenskab, at
I, — pW er invertibel, gor matricen positiv definit.

Seettes B=pW i (5.7), ses det, at

o (pW) = piwi
ln(]n—pW):—Z(p_) -y £z (5.8)
j=1 j=1

Seettes resultaterne fra (5.6) og (5.8) sammen, fas

In|I, - pW|=tr(In(I,— pW)) :tr(— >
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Det kan nu bevises, at logaritmen til determinanten for matricen I, — pW kan approksi-
meres med en sum bestdende af spor af potenser for nabomatricen W.

Satning 5.9:
Nar nabomatricen W er raekkestokastisk og parameteren |p| < 1, kan logaritmen til
determinanten |I n— pW| approksimeres ved

s pltr(W))

In|l,-pW|=
|[In=pW]| L

(5.9)

Bevis:
Det blev bevist i lemma 5.8, at logaritmen til determinanten |I,, — pW| kan udtrykkes ved

© oltr(W/
nf =] - £ 00

(5.10)

Det vil sige, at logdeterminanten bestar af en veegtet sum af spor af potenser for matricen
W. Ligning (5.10) geelder ogsd for komplekse verdier af p, og hvis matricen W har
komplekse egenveerdier, idet logaritmefunktionen In ogsé er defineret for det komplekse
plan, dog med undtagelse af veerdien nul.

Det er muligt at dele summen fra (5.10) i en endelig sum af orden m adderet med et
restled R, der indeholder summen for j = m + 1 til uendelig, hvilket giver

T

j=1 J j=m+1 J

ftr wi
P ) -R. (5.11D)

Veerdien m er en valgt, ovre grense for approksimationen. Da [p] < 1 og W er

. . . ol (Wi o . .
reekkestokastisk med storste egenveerdi 1, vil %.) — 0 nar j — oo, hvilket bevises ved
forst at se neermere pa den raekkestokastiske matrix W. Matricen W er raekkestokastisk
hvis og kun hvis W -1, = 1, hvor 1, er en vektor med n ettaller. Produktet af to

raekkestokastiske matricer er ogsa raekkestokastisk, da
(W'W) 'l/n = W'ln :Ln,

s& W2 er per definition raeekkestokastisk. Derfor er tr(WJ) < n, som er antaller af raekker
og sojleri W, sa
ol tr(W7) - po/n
J o

—0 for j— oo,

da |p| < 1. Det vil sige, at des storre veerdien m er i (5.11), des mindre er resteleddet R, sa
for en lille veerdi for R, kan logaritmen til | I, — pW| approksimeres med summen

m ol tr(W/
ln|In—pW| ~— Z P—()
j=1 J
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Hvis der haves meget store dataseet, kan det ofte spare tid at approksimere logdetermi-
nanten, selvom det kan kreeve helt op til O(n®) operationer at udregne W/ for en stor
veerdi for j, ndr W er teet besat, men der findes ogsd andre metoder til at udregne eller
approksimere sporet af W/, Eksempelvis kan sporet for potenser af W fra (5.9) udregnes
ved at bruge egenveerdierne A; for W, da tr (W) = Z;?il Ai=>tr (Wj) = ?il /1?, hvor der er
langt simplere at udregne /lf end W/,

Monte Carlo-approksimation har den fordel, at det er nemt at opdatere udregningerne

for enhver veerdi af p, da W/ i (5.9) forbliver uaendret, nar p endres. Det kan ogsa ses ved,
at summen i (5.9) kan udtrykkes som prikprodukt a’b, hvor

T
a= [_tr(W)(“ _am)®@ _(w)m
T 5 o —

T
b=[p p* ... p"] .
Hvis parameteren p @ndres, er det kun vektoren b, som det er nodvendigt at udregne
igen.

Monte Carlo-approksimation pévirker ikke det endelige estimat for parameteren p
betydeligt, hvilket er uddybet i [LeSage and Pace, 2009, s. 100-105], og kan derfor
betragtes som en relativt praecis approksimationsmetode.

5.3 Parameterestimering for CAR-modellen

I afsnit 5.2 blev der anvendt maximum likelihood-estimation til at finde parametrene i
SAR-modellen, og det er muligt at udfere lignende udregninger for CAR-modellen. For at
kunne anvende maximum likelihood-estimation til at finde parametrene i CAR-modellen
er det ngdvendigt forst at kende likelihoodfunktionen. Definition 3.15 giver taetheden for
CAR-modellen, hvilket ogsa er likelihoodfunktionen.

Satning 5.10:
Likelihoodfunktionen for CAR-modellen er givet ved

1= (210%) % [pW| exp (—%0‘2 (Y— (I—pW)_lXﬁ)TpW(y— (1-pw)™ Xﬂ))’

hvor W er nabomatricen, p er en parameter og B er en parametervektor. Derudover
er X en matrix med baggrundsvariable, o er variansen og kovariansmatricen for CAR-
modellen givet ved o2 (p W)_l. Loglikelihoodfunktionen har formen

T
L=In() = —gln(Znaz) + %lnIpWI - %a‘z (y— (1-pw)™! Xﬁ) pW(y— (I- pW)_lXﬁ).

Bevis:
Ifolge definition 3.15 er CAR-modellen multivariat normalfordelt med sandsynligheds-
fordelingen

(SN
N|—

— 1
py) =1=(210%) * BlZexp| 20 * (y-p) B(y-p)), (5.12)
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hvor y = [ yi Yo ... yn]T er en vektor af observationer, g er en (n x 1)-vektor af
endelige middelveerdier u; og B er en (n x n)-matrix, der har nuller pa diagonalen, og
hvor alle andre elementer er —f; ; for i,j = 1,...,n. I beviset for setning 3.18 blev det
antaget, at

p=(1-pw) "' xp
B=pW,

hvormed (5.12) far formen
_n 1 _ T _
[=(2n0%) ZIPWI%eXP(—EU‘Z(y—(I—pW) 1Xﬁ) pW(y—(I—pW) lXﬁ))'

Det vil sige, CAR-modellen har kovariansmatricen X, = o* (pW)_l. Loglikelihoodfunk-
tionen fas ved at tage logaritmen af likelihoodfunktionen, hvorved det fés, at

L=In(]) = —gln(Znaz) + %lnIpWI - %0_2 [y-(1-pw)! Xﬁ)TpW(y— (1-pw)™" XB).

Det er nu muligt at anvende mindste kvadraters metode til at finde ligninger for
parametrene o2 og ff i CAR-modellen, p4 samme méde som i beviset for saetning 5.6.

Saetning 5.11:
Mindste kvadraters metode anvendt pd CAR-modellen giver estimaterne

B=(X"X)"' X" (I,-p*W)y

2-_pleTe

(o

& 1
Zc

nteTe(p*w) ™,

hvor o2 er variansen, § er parametervektoren og X er kovariansmatricen. Den agte veerdi
for parameteren p noteres p* og derudover er fejlvektoren

-1 . "
e=(Ip,-p"W) 2(y-p"Wy-XB).

Bevis:
Det antages, at p* er kendt, s& CAR-modellen kan jeevnfor seetning 3.18 skrives

DNJ—

y=(I-p"W) "' XB+((1,-p"W) ) e=

D=

(I-p"W)y=XB+(I,—p"W)2e.

1
Defineres y:= (I, — p*W)yog &= (I, — p*W)2g, fas formlen y = X § + &, hvilket svarer til
udtrykket (5.3) i beviset for saetning 5.6. Dermed kan resultatet fra saetning 5.6 anvendes,
sa estimatet for f i CAR-modellen kan skrives

B=(XxX"X)" X" (I,-p* W)y,
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mens variansen o2 estimeres ud fra fejlvektoren
1 R
(In—-p*W)2e=y-p*"Wy-Xp=
_1 . n
e=(In—p"W) 2 (y-p"Wy-Xp).
Dermed bliver den estimerede varians for n observationer

O L e
6°=——=n"leTe.
n
Hvis estimatet for variansen indseettes i udtrykket for kovariansmatricen, der for CAR-
modellen er givet ved £, = o (p* W)_l, fis estimatet

S.=nlteTe (,o*W)_1

= (1= W) (y=p* Wy XB)) (1,—p" W)

NI

(y-p*Wy-Xp)(p*W) " .1

Det er tilstraekkeligt at finde profilloglikelihoodfunktionen med hensyn til parameteren p
for at finde estimater for alle parametrene i CAR-modellen, da setning 5.11 kan anvendes
til at finde de resterende parameterestimater, ligesom det blev gjort ved SAR-modellen.
Profilloglikelihoodfunktionen med hensyn til parameteren p for CAR-modellen har
formen

1
Ly(p) =xe+ 5 InlpWi=ve(Se(p))" pW-Se (p), (5.13)
hvor k. = —21n(270%) og v, = # er konstanter, mens

-1 -1
Se(p) =y~ (1-pW) " X((x"X) 7 X" (I, - pW)y).
For at finde estimatet for p differentieres profilloglikelihoodfunktionen, hvilket er
nemmest at overskue, hvis det gores led for led. Det forste led i (5.13) er en konstant og
udgar derfor ved differentiation, mens det andet led bliver til
0 (1 1 -1 -1
% (ElnIpWI) = EIpWI lpW| -tr((pW) W)
Lot )
= — -1r
2P "
_n
=%
ved brug af regneregel C.1. Keedereglen kan anvendes til at differentiere tredje led i
profilloglikelihoodfunktionen (5.13), hvilket giver

008 o/ oh

= - 5.14
0gdp 0hap 6.14)

%Vc (Se(p))" PW - Sc(p)

hvor f(g,h) = v.-g(p) - h(p), mens g(p) = (S (p))" og h(p) = pWS, (p). Differentieres
funktionen f med hensyn til henholdsvis g og h, fas

oL = vepwse o)
of _ T
Love(selo))”.
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Differentialet af funktionen S; (p) anvendes flere steder og er

3Sc (p) ——(i(I—pw)_l)‘X((XTX)_lXT(In—PW)Y)

op
—(1-pw) " (%X((XTX)_lXT (In - pW)y))

op

1

=(1-pw) " W (1-pw) ™ X((X"X) " X (I, —pW)y)

+(1-pw) X ((xTX) 7 xTwy),

hvor regneregel C.2 anvendes til at opnd andet lighedstegn. Det vil sige, ligning (5.14)
bliver til

0 n (0f0og Ofodh
2L (p) = - (_f_g+_f_)
op 2p \0godp O0hop

:% ~vepWSe (o) ((T-pW) " W (1-pw)”!

.X((XTX)_IXT (1, —pW)y)

1

+(I-pW)” -X((XTX)_IXTWy))T

~ve(Se(p)" - WSe(p) —pW-((1-pW) ™ W (1-pw)™"

.X((XTX)_IXT (In —pW)y)

+(1-pw)™

X((xTx) 7 X wy)).

Seettes differentialet lig nul kan p isoleres og dermed give maximum likelihood-estimatet.
Den analytiske lgsning af ovenstdende ligning kan veere mindre overskuelig end den
numeriske lgsning, hvor der indsattes konkrete veerdier for X, W ogy, inden p isoleres.
Det er ogsd muligt at overlade beregingen til programmet R, hvilket er tilfeeldet i
databehandlingen i kapitel 7.
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Bayesiansk tilgang til
rumligt afheengige modeller

Kapitlet er udferdiget med udgangspunkt i [Olofsson, 2005, s. 373-380], [LeSage and
Pace, 2009, kapitel 5] og [Lee, 2004, kapitel 2 og 3], medmindre andet er angivet.

Et alternativ til at anvende maximum likelihood-estimation er at anvende den bayesi-
anske tilgang til at finde estimater for hver parameter i en model. Bayesiansk statistik
anvender fordelinger for modelparametrene dannet ud fra eventuelle oplysninger, der
haves om hver parameter pa forhdnd, hvilket kaldes en priorfordeling. Bayes’ setning
anvendes til at opdatere priorfordelingen, nar der afdakkes flere oplysninger, ved at der
fremkommer en posteriorfordeling. Posteriorfordelingen bliver da den nye priorforde-
ling, hvis eksperimentet gentages.

Bayesiansk statistik adskiller sig fra klassisk statistik ved at medtage forhdndsviden om
parametrene i estimeringen af samme, og ogsd ved at en hypotese kan tillegges en
sandsynlighed i stedet for kun at kunne af- eller bekraeftes som i klassisk statistik.

Naér der er fundet en posteriorfordeling for et givet datasat og de tilherende, ukendte pa-
rametre, kan fordelingen inddeles i marginale fordelinger til hver parameter givet resten
af parametrene. Herefter kan Markov Chain Monte Carlo-estimering (MCMC) anvendes
til at generere estimater for hver parameter ud fra de marginale fordelinger, hvilket er me-
re overskueligt end at forsege sig med en analytisk lesning af posteriorfordelingen, hvor
alle parametrene fra modellen indgér.

6.1 Den bayesianske metode

Den bayesianske metode fokuserer bade pa at finde en fordeling for et givet dataseet,
og en fordeling for parametrene i den model, der anvendes pé dataseettet. Et dataseets
fordeling er givet ved likelihoodfunktionen, der blev fundet for SAR- og CAR-modellen
i kapitel 5, og fordelingerne for modellens paramtre er til at begynde med givet ved
nogle valgte priorfordelinger, som afbilder det, der vides om parametrene pa forhand.
Nar parametrenes priorfordelinger og observationernes likelihoodfunktion kendes, kan
posteriorfordelingen findes. Posteriorfordelingen indeholder al den information, der er
relevant med hensyn til at finde estimater for modellens parametre.

Den bayesianske metode tager udgangspunkt i Bayes seetning, som er vist herunder og
er bevist ud fra [Olofsson, 2005, s. 49-50].



KAPITEL 6. BAYESIANSK TILGANG TIL RUMLIGT AFH/ZENGIGE MODELLER

Satning 6.1 (Bayes satning):
Lad loven om total sandsynlighed veere geeldende, mens haendelsen A opfylder P (A) > 0.
Da geelder for enhver haendelse Bj, hvor j =1,2,..., at

P (AIB)) P (B;)

PUBIIA) = S B Ao P By ©-1

Bevis:

Loven om total sandsynlighed (se [Olofsson, 2005, s. 43]) medforer, at ligning (6.1) kan

skrives

P(AIB;) P (B))
P(A)

P(BjlA) =

)

sd det kun er nedvendigt at bevise dette udtryk. Den betingede sandsynlighed for to
handelser A og B; er jevnifor [Olofsson, 2005, s. 29] defineret som

P(AnBj)

P =5 8))

og omvendt for P (B;|A), hvilket giver
P(AIBj)P(B;)=P(AnB;)=P(BjIA)P(4) =
(AlIB;) P (B;)
P(A)

P(B;l4)= 2

Givet P (A) # 0 ses det ogsd, at udtrykket 6.1 kan skrives
P(BjlA) o< P(AIBj)P(B;).

Resultatet fra Bayes satning kan anvendes til at skrive sandsynlighedsfunktionen for en
models parametre @ = [61,62, . ..,Bn] g givet en maengde data D, som i SAR-modellens
tilfeelde er D = {y, X, W}, hvilket giver
p(DI0) p (8)

p@1D) = D) (6.2)
Her er p(0) priorfordelingen for modelparametrene @ og er et udtryk for, hvad der
vides om modelparametrene, inden der observeres data. For eksempel kan det vides
fra tidligere, lignende observationer, at en modelparameter vil ligge i neerheden af
en bestemt veerdi, hvormed der kan konstrueres en priorfordeling, som er centreret
om denne veerdi. Hvis der haves begraenset eller ingen forhandsviden, anvendes ofte
en uniform fordeling, der tilleegger alle eksperimentets udfald samme sandsynlighed.
I resten af rapporten vil priorfordelinger for overskuelighedens skyld blive noteret
med 7, s& 7 (0) er priorfordelingen for modelparametrene. I (6.2) svarer p(D|0) til
likelihoodfunktionen, sé ligningen kan ogsa skrives

ICIELC)

01D
p(01D) D)

x 1(0|D)n (), (6.3)
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givet p (D) # 0. Det er muligt at se bort fra p (D), da parametervektoren @ ikke indgar
i p(D), som dermed er konstant i forhold til 8. Fordelingen p(@|D) i ovenstaende
er posteriorfordelingen for parametrene @ givet datamangden D, hvilket svarer til, at
priorfordelingen 7 (f) er blevet opdateret med den nye viden, der er opnaet gennem de
observerede data D.

Det kan have stor indflydelse pd den endelige posteriorfordeling, hvis det tilgeengelige
dataseet kun bestdr af en afgrenset del af en stor meengde af rumlige punkter,
der varierer meget fra omréde til omréde, s& dataseettet kun indeholder begraenset
information. Da vil posteriorfordelingen afhenge mere af priorfordelingen end af
likelihoodfunktionen. Hvis det modsatte er tilfeeldet, nemlig at der ikke haves ret meget
forhdndsviden, sa vil posteriorfordelingen leegge storre betydning i likelihoodfunktionen
end i priorfordelingen.

Overordnet kan den bayesianske metode ligesom den klassiske inddeles i tre trin, som vil
blive gennemgdet i det folgende.

1. Estimering og inferens af modelparametre

Forste trin i den bayesianske metode er at se p& modelestimering og inferens for
modelparametrene i en bestemt modeltype som SAR eller CAR-modellen. Hvis der haves
et dataseet D, tager estimering af parametrene 6 udgangspunkt i posteriorfordelingen
p (0]D), der er vist i ligning (6.3). Hvis modelparametrene

0=[0, 0, ..]"

er indbyrdes uafhaengige, kan priorfordelingen p (8) skrives som produktet p (6,) p (02) ---,
hvilket kan forsimple estimeringen af parametrene. I den bayesianske metode findes
estimaterne ud fra Gibbs-sampling kombineret med Metropolis-Hastings i form af en
MCMC-algortime, der forklares i afsnit 6.2 og vises i bdde SAR- og CAR-modellens tilfeel-
de henholdsvis i afsnit 6.4 0g 6.5.

2. Modelspecifikation

Ved modelspecifikation og ogsd modeltest ses der pd forskellige typer af samme SAR-
eller CAR-model. Her er serligt to tilfeelde interessante, nemlig tilfeeldet hvor der haves
flere mulige veegtmatricer W; for i = 1,...,m, og tilfeeldet hvor der haves k mulige
baggrundsvariable til matricen X. I begge scenarier haves der flere mulige modeller M;
at veelge i mellem, og i afsnit 6.3 vil det blive uddybet, hvordan den mest ngjagtige model
veelges, bade ved flere alternative veegtmatricer og ved flere mulige baggrundsvariable.

3. Forecasting

Tredje trin i den bayesianske metode er at anvende de fundne estimater til at komme med
et bud pé hvordan fremtidige observationer vil se ud, hvilket ogsé kaldes forecasting. De
simulerede veerdier fra forecasting noteres y og er fundet ud fra det givne datasaet D, hvor
posteriorfordelingen kan skrives

p(ym):f@p(y,em)do:f@p(ym,e)p(em)de.
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Her er 8 modelparametrene og © er maengden af mulige veerdier, som vektoren 6 kan
besta af. Udtrykket er fundet ved at omskrive den simultane fordeling for de simulerede
data y og parametrene @ til produktet af en marginal og en betinget fordeling.

De tre ovenstdende trin gennemgas for samme modeltype, hvorved det ogsa kan veere
relevant at gennemga de tre trin igen for en anden modeltype, sa der til sidst haves to
estimerede modeller at sammenligne, for eksempel en SAR- og en CAR-model. Her kan
der eventuelt sammenlignes residualplot for den mest ngjagtige model af hver type og
dermed afgore, hvilken af de to modeltyper, der beskriver datasattet bedst. Derudover er
det veerd at bemeerke, at hvis der haves en stor mangde data, men ingen relevant a priori-
viden, sa vil resultatet fra den bayesianske metode ikke adskille sig meget fra maximum
likelihood-estimation, da begge tilgange vil finde estimater ud fra datasettet alene.

I afsnit 6.2 vil trin et om modelspecifikation blive uddybet teoretisk, og i afsnit 6.4 vil
teorien blive anvendt p4 SAR-modellen, hvorefter samme vil blive gennemgdet for CAR-
modellen. Trin to om modelsammenligning vil ogsé blive uddybet teoretisk i afsnit 6.3
dog uden at ga i detaljer med modeltyperne SAR- og CAR-modellen.

6.2 Bayesiansk estimering af modelparametre

Dette afsnit er skrevet pa baggrund af [Lee, 2004, s. 245-270].

I praksis tager posteriorfordelingen fra ligning (6.3) ikke altid form som en kendt for-
deling, hvilket kan vanskeliggore parameterestimeringen for en model. Derfor anvendes
»Markov Chain Monte Carlo“-metoden (MCMC) til at finde estimaterne i den bayesian-
ske metode, da MCMC danner en algoritme, som ud fra et vilkarligt begyndelsespunkt
kan finde passende estimater for en model. Som det fremgar af navnet, bestair MCMC
af en Markovkade sat sammen med Monte Carlo-metoden, hvor den simpleste version
af sidstnaevnte gor det muligt at approksimere vanskelige integraler over eksempelvis en
posteriorfordeling med en sum som

b 1.2
j‘ﬂmPquE;qum
a i=1

hvor x;,x,,...,x, er valgte, uatheengige veerdier, som har teetheden p(x) pa intervallet
(a,b). 1 det mest simple tilfelde seettes tetheden p(x) = ﬁ for et kontinuert x,
hvilket svarer til en uniform fordeling. Anvendes Monte Carlo-metoden sammen med
en Markovkaede, fas MCMC, der kan anvendes til at finde de enskede estimater for en
model. | MCMC ses der pé sandsynligheden p (y|x) for, at Markovkaeden vil befinde sig i
leddet y til tiden ¢+ 1 givet keeden er i x til tiden ¢. Det vil sige, at hvis teethedsfunktionen
for kaeden er p(o) (x) til tiden 0 sé er teetheden til tiden 1 givet ved

PP ()= PP @ p(ylx). (6.4)

Hvis Markovkaedens mulige tilstande er kontinuerte og ikke diskrete, erstattes summen
i (6.4) med et integral. Pointen er, at nar tiden t vokser, vil p'” (y) neerme sig en
bestemt teethedsfunktion p(y) uanset begyndelsesveerdien p© (y), hvorved der for et
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tilstreekkeligt stort ¢ vil opnas et passende estimat uanset begyndelsesveerdien. MCMC-
algoritmen for SAR- og CAR-modellerne kan eksempelvis bestd af en Gibbs-sampler, der
genererer estimater for parametre med kendte fordelinger, samt Metropolis Hastings-
metoden, der generere estimater for parametre med ukendte fordelinger. I det folgende
vil Gibbs-sampling og Metropolis Hastings-metoden blive gennemgéet, og derefter sat
sammen i en MCMC-algoritme.

Gibbs-sampler

Gibbs-sampling er en algoritme til at generere estimater for elementerne i parametervek-
toren @, der horer til en maengde observationer y, hvor det antages, at de betingede for-
delinger for parametrene 0; € 0 er kendte for i = 1,2,...,k. I tilfeeldet med SAR-modellen
kan det for eksempel antages, at vaerdien p er kendt, hvorefter parametrene o2 og  kan
estimeres med Gibbs-sampling. Ved Gibbs-sampling veelges forst en mangde begyndel-
sesveerdier 99,9;0) ,...,9;60) fra priorfordelingerne for parametrene 6; € 0, i = 1,2,...,k,
hvorefter algoritmen er som folger:

1. Der genereres en veerdi 9%”” fra fordelingen p(91|9;”,9§”,...,egj),y), hvor ¢ er
algoritmens nuveaerende opholdssted. Veerdien 95”” erstatter BY).
. 1 . 1
2. Vardien 9;” ) genereres fra fordelingen p(92|9§t+ ),G(I),...,Hg),y) og erstatter

veerdien Hg ).

3. Der fortseettes med at generere veerdier for 0§r+1) frap (Hi IHYH), . ,thfll) ’91('?1’ e ,Hl(f) ,y)
til der haves veerdier for alle indgange i @ til tiden ¢ + 1.
Metoden giver en kade af vaerdier 8" = HY) 9;” 9](:)], der kun afhaenger af

veerdierne til tiden ¢ — 1, hvilket er det samme som en Markovkade. Algoritmen udger
Gibbs-sampleren og har den egenskab, at nar antallet af gennemlob ¢ vokser, vil 8
neerme sig en vektor af veerdier 8, som har simultan fordeling p (0ly).

Metropolis-Hastings

Det er ogsa muligt at anvende Metropolis-Hastings til at finde estimater for parametre
i en model, nar den Bayesianske metode anvendes. Metropolis-Hastings anvendes, nar
der ikke haves kendte fordelinger for parametrene i en model, og den kan ogsé sattes
sammen med Gibbs-sampleren i det tilfeelde, at en model bade har parametre med
kendte og nogle med ukendte fordelinger, hvor metoden kaldes Metropolis-i-Gibbs. Et
eksempel pad Metropolis-i-Gibbs er ndr et estimat for parameteren p i SAR-modellen
findes ved Metropolis-Hastings, mens Gibbs-sampling anvendes til at finde estimater for
parametrene o2 og f.

Metropolis-Hastings tager udgangspunkt i posteriorfordelingen p (6|D) for modelpara-
metrene @ og en datamengde D, og metoden har den fordel, at sandsynlighedsteathe-
den kan approksimeres, hvis der haves nok simuleringer fra posteriorfordelingen p (6|D).
Dermed forsvinder problemet med at finde den pracise analytiske udgave af sandsynlig-
hedstaetheden.
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Metoden gér ud pa forst at veelge en tethed f(010"), der opfylder [, f(010”) = 1, og
denne tethed kaldes forslagsfordelingen for parametervektoren 8 til tiden ¢ (mulige
metoder til at veelge forslagsfordelingen kan ses i [Lee, 2004, s. 270]). Denne fordeling
kan efterfolgende anvendes til at finde fordelingen for parametervektoren 8/*!, som
benyttes til at praecisere fordelingen for "2, og der haves dermed en Markovkaede, da
fordelingen for fordelingen for 8"+ kun afhaenger af fordelingen for 7.

Forste skridt i Metropolis-Hastingsalgoritmen er at simulere en veerdi 8", der kaldes
en kandidat til punktet 8*Y, fra teetheden f (BIB(”). Herefter kan veerdien 8" enten
accepteres som parameteren /"1 = @* eller forkastes, hvorved Markovkaeden beholder
den nuvaerende veerdi 8" = 9. Tetheden f(0*10'”) afgor, om kandidaten 6*
accepteres eller forkastes. I det tilfeelde teetheden er reversibel, hvilket svarer til

p(6"1D) £(6°16) = p(6°1D) £ (6107),

bliver f(6* IH(”) den endelige teethed, hvormed sandsynligheden for kandidaten 8*
forkastes er lig sandsynligheden for 8* accepteres. I det tilfelde teetheden f(0*10'") ikke
er reversibel, sa

p(61D) (6716")> p(671D) f (6167), 6.5

er sandsynligheden for @* accepteres frem for 8 mindre end den omvendte mulighed.
Dette resulterer i et ujevnt traceplot for estimaterne for parameteren 8, hvorved det
kan veere sveert at afgore, om veaerdierne konvergere. Det er nemmere at vurdere graden
af konvergens for estimaterne, hvis estimaterne for @ fordeler sig jeevnt pa et traceplot,
hvilket svarer til, at omkring halvdelen af kandidatveerdierne accepteres. Det vil sige, det
onskes at f& det irreversible tilfeelde til at ligne det reversible mest muligt. Der defineres
derfor en sandsynlighed v (0*10"), som udligner uligheden (6.5), s&

p(a(t)lg)f(e*le(t))wl_] (e*le(l‘)) — p(0*|®)f(0(t)|0*) -
p(6°1D) f(6"16°)

*19(0))
v (07107) = p(0V1D)f(0%167)

Sandsynligheden 5 (0*10") har det formal at sikre, at sandsynligheden for 8* valges
frem for 8 er lige sa stor som sandsynligheden for 8” vaelges som 8+ i stedet for 8*.
Det onskes, at acceptsandsynligheden er sa hgj som mulig, hvilket svarer til der hojst er
50% sandsynlighed for 8"V := ', sa sandsynligheden v (0*10'”) sattes til

p(671D)f(6107)

1. 6.6
p(671D) £ (6716%) 60

VH (H*IO(”) = min

Sandsynligheden, for kandidatvaerdien vaelges som 8+ = @*, er dermed (6.6), og hvis
den ikke veelges, beholdes den nuveerende veerdi s 1 =99,

Metropolis Hastings-algoritmen kan formelt formuleres som gentagne gennemlob af
folgende trin, hvor begyndelsesveardien inden forste gennemleb er en valgt verdi 8©:

1. Forst antages det, at kaeden eri 0”.
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Derefter simuleres kandidatveerdien 6* fra fordelingen f (0~ IB(”).
Dernast udregnes sandsynligheden v (0*10") fra ligning (6.6).

Generer nu en veerdi # mellem nul og et fra en uniform fordeling U (0,1).

S

Hvisu<wypy (0* IB(”) accepteres kandidaten som den nye vaerdi 8+ = 8*, og hvis
u =y (0%10") forkastes kandidatveerdien, sa "V = 9"

Resultatet af algoritmen er en folge med vektorer {§#®,0%), ..}, hvor antallet af vektorer
svarer til antal gennemlegb af algoritmen. Efter et passende antal gennemlogb af algorit-
men skulle folgen af simulerede veerdier gerne konvergere mod en fast veerdi, der veelges
som det endelige estimat. Her er det en god idé at tage hejde for et sdkaldt burn-in, der er
mangden af simulerede veerdier, som fas inden algoritmen finder en ligevaegtsfordeling,
sa resten af veerdierne for parametrene approksimeret konvergerer mod posteriorforde-
lingen.

MCMC-algoritmen

Den samlede MCMC-algoritme afhaenger af fordelingerne for de parametre, der enskes
estimater for, da Gibbs-sampling anvendes ved kendte fordelinger, mens Metropolis-
Hastings anvendes ved ukendte fordelinger. Hvis det eksempelvis antages, at SAR-
modellen har kendte fordelinger for parametrene o og f, mens fordelingen for p er
ukendt, kan MCMC-algoritmen opstilles i tre trin. Forst vaelges begyndelsesvaerdierne
0%0), B 0g p(0), 0g derefter gennemgas folgende:

1. Simuler vektoren §,, ,, fra fordelingen p (ﬁla%t),pm) ogerstat ;) med B ;1)

2

2. Simuler parameteren o7, ,

veerdi erstatte O'%t).

3. Anvend Metropolis-Hastings til at simulere veerdien p ;1) fra p (pl B+ ,aft +1))'

fra den inverse p(0|B,,1),p) og lad den simulerede

Algoritmen gennemlgbes, indtil de simulerede veerdier konvergerer, og de genererede
veerdier indtil da sorteres fra som burn-in. De efterfolgende veerdier, der simuleres,
anvendes til at finde posteriorestimater og lave inferens.

6.3 Bayesiansk modelsammenligning

Afsnittet er skrevet pa baggrund af [LeSage and Pace, 2009, s. 168-175].

Modelsammenligning handler om at finde den model blandt flere mulige, der beskriver
en givet maengde observationer mest nojagtigt, s& det er muligt at generere forudsigelser
for fremtidige observationer. Modelsammenligning er i dette tilfzelde fokuseret pa at
veelge den mest relevante vaegtmatrix, hvis der haves flere forskellige, samt udvelge de
baggrundsvariable til matricen X som giver den bedste model, ndr den overordnede
model i form af SAR- eller CAR-modellen er valgt.
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Bayesiansk modelsammenligning baseret pa forskellige veegtmatricer

Hvis der haves flere forskellige, rumlige vaegtstrukturer, kan modelsammenligning base-
res pa sammenligning af modeller tilhorende m forskellige veegtmatricer Wy, W,...,W,,
for m € N, hvilket giver m mulige modeller. Ved modelsammenligning praciseres en pri-
orfordeling til parametrene i hver model, samtidig med hver model tilleegges en hyperpri-
orsandsynlighed, der ofte vealges til %, hvis hver model har lige stor sandsynlighed for at
blive valgt. Posteriorfordelingerne udregnes da sammen med posteriorsandsynligheden
for hver model, hvilket anvendes til at veelge den model, der beskriver observationerne
bedst.

Det antages, at der haves m € N forskellige veegtmatricer til et givet datasaet, hvilket giver
m mulige modeller M = [M; M, ... My] ", hvor det onskes at finde den model, der
er mest sandsynlig givet data. Alle modellerne i M har de samme forklarende variable i
matricen X, samme parametre og er samme type model, som for eksempel SAR- eller
CAR-modellen, da der her er fokus pa at finde den veegtmatrix, der beskriver dataene
mest nojagtigt. Hver model M;, i = 1,...,m, tilleegges en hyperpriorsandsynlighed 7 (M;)
samt priorfordelinger for alle parametrene 6 = [6; 6, ...] g givet ved 7 (), hvilket gor
hver model har tilknyttet en udgave af ligning (6.3) i form af

l(0i| @,M,‘)T[(ai |M,)
p (DIM;)

p(671D,M;) =

)

hvor 1(0'| D, M;) er likelihoodfunktionen og 7 (6" |M; ) er priorfordelingen.

Hvis det onskes, at de givne observationer skal afgere posteriorsandsynlighederne
for hver model, sattes priorsandsynligheden til %, hvilket svarer til, der ikke haves
forhdndsviden om hvilken model, der er mest sandsynlig. Den samlede sandsynlighed
for maengden af mulige modeller M, parametrene 6 og en givet datamangde D er

pM,0,D) = p(DIM,0) 7 (M,0) = p (DIM,0) 7 (0IM) T (M) .

Ved brug af ligning (6.1) fra Bayes se@tning kan ovenstdende skrives som

p(DIM,0)  (0|M) (M)
p (D)

pM,0|D) = (6.7)
Da det kun er veegtmatricerne W;, hvor i = 1,2,...,m, der adskiller modellerne M, er pa-
rametrene 0 ens for alle modellerne og dermed uden indflydelse pa posteriorsandsynlig-
heden for hver enkelt model. Dermed kan (6.7) omskrives til posteriorsandsynligheden
for hver model M; ved

p (DIM;)  (M;) _
p (D)

p (M;|D) = fp(M,-,HiID) de’, 6.8)
hvor der integreres over hver parameter i vektoren @°, der indeholder parametrene til
model M;. I ligningen (6.8) er p (D) en konstant, der dog skifter alt afhaengig af M;, da
W; € D, mens 7 (M;) kaldes hyperpriorfordelingen og som tidligere nevnt kan saettes
lig en uniform fordeling. I ligningen (6.8) indgar ogsa p (D|M;), der er den marginale
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likelihoodfunktion, som jaevnfer [Olofsson, 2005, s. 170] kan udregnes ved brug af
almindelig sandsynlighedsregning ved

p(DIMi):f@ip(@l@i,M,-)p(BilMi)dBi.

Her er 0° € ©!, mens ©' betegner maengden af mulige veerdier i vektoren 6°.

Bayesiansk modelsammenligning baseret pa M C3

En anden mulighed er, at der haves k mulige baggrundsvariable, og der enskes en model
med de baggrundsvariable, som samlet beskriver den givne mangde observationer
bedst, hvilket vil sige, at de 2 mulige modeller sammenlignes. I modsaetning til tilfeldet
med forskellige veegtmatricer er der her den ulempe, at antallet af mulige variable
k ikke behgver veare specielt stort, for mengden af mulige modeller bliver naesten
uoverskuelig. Hvis der for eksempel haves 29 mulige baggrundsvariable, er der 22° =
536.870.912 mulige modeller, hvor det ville veere meget tidskreevende at finde bade
prior- og posteriorfordelinger for hver enkelt, mulig model. Derfor anvendes i stedet en
metode kaldet ,Markov Chain Monte Carlo model composition“ (MC?), der konstruerer
en algoritme, som udvalger de vigtigste forklarende variable. MC3-metoden vil blive
beskrevet overordnet i dette afsnit, mens yderligere information kan findes i [LeSage and
Pace, 2009, s. 168].

Det antages, at der haves k mulige forklarende variable, som kan indg4 i matricen X. MC3
giver en strategisk, stokastisk Markovkaedeproces, der kan gennemga den muligvis store
meangde af mulige modeller, hvor omrader med stor posteriorsandsynlighed udveelges.
Det vil sige, der konstrueres en algoritme til at finde den relevante andel af de mulige
modeller 2¥. Algoritmen tager udgangspunkt i en Markovkaede, hvor hvert led er en mulig
model, og det antages, at M er den nuvaerende model og dermed det led, som keeden
befinder sig i. Det defineres, at nabolaget til M er

nbl(M)={MAM (k+1)},

der indeholder M selv samt de modeller, der har enten en variabel mere end M eller en
variabel mindre. Neste trin er at definere en overgangsmatrix K, hvor hver indgang er en
sandsynlighed P (M;|M;) = p;;, som er sandsynligheden for at springe til modellen M,
som udger j’'te led i Markovkeeden, ndr modellen M; er den nuveerende model. Matricens
storrelse afgeres af Markovkaedens leengde, mens formen er

P11 P12
K= |P21 P22

Her seettes p;; = 0 for alle M; ¢ nbl (M;), og ellers er den konstant.

Der foreslds en ny model M’ som erstatning til den nuveerende M, og de to modeller
sammenlignes ved

p (M'|Y)) 6.9)

min (1, o (Mly)
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Ved brug af metoder til univariat integration, der er beskrevet i [LeSage and Pace, 2009,
s. 185-187], kan der konstrueres en Metropolis-Hastings sampler, der ved brug af MC3
finder veerdien

p(M'ly)
p(Mly)

Breoken udger acceptsandsynligheden, men i modsatning til almindelige regressionsmo-
deller er der her brug for, at der for hver enkelt model gemmes vektorer, som indeholder
logmarginaltetheden fundet i MCMC-samplingen, da vektorerne bruges til at udregne
posteriorsandsynlighederne for hver af de modeller, M C3-algoritmen har undersogt.

Algoritmen kan udvides ved at tilfoje et sékaldt ,beveaegelsestrin®, s& der ikke kun foreslas
modeller M’, der har preecist en variabel mere eller mindre end M. Jeevnfor [LeSage and
Pace, 2009, s. 174] vil et bevaegelsestrin forbedre konvergensen i den samlede proces, da
et bevagelsestrin erstatter en tilfeeldig indgang i overgangsmatricen K med en tilfeeldig
variabel, som ikke er i modellen i forvejen. Et eksempel pa et bevaegelsestrin er, at hvis
den foresldede model M’ har en variabel mindre end M, sa laegger beveegelsestrinnet
en variabel til, s& det endelige forslag M’ har samme antal variable som M. Anvendes
bevagelsestrin i algoritmen, er metoden med Metropolis Hastings (6.9) kun gyldig sa
leenge sandsynlighederne for, at M’ har en variabel mindre end M, en variabel mere eller
er underlagt et bevaegelsestrin er lige store, hvilket vil sige, at hver har en sandsynlighed
pa %

Sidste trin i algoritmen er at tage gennemsnittet af alle de modeller, MC3 har gennem-
gdet, hvor hver model vaegtes med modellens posteriorsandsynlighed. Summen af alle
posteriorsandsynlighederne er én, og den endelige model udger dermed en linearkom-
bination af alternative modeller med de relevante, forklarende variable. Denne metode
sorger for, at der er taget hejde for usikkerhed med hensyn til udveelgelsen af de forkla-
rende variable i den endelige model, da denne bestar af et veegtet gennemsnit i stedet for
kun at udvelge en enkelt model. Som i alle regressionsmodeller er der ogséd usikkerhed
forbundet med udvelgelsen af parameterveerdierne, selvom usikkerheden muligvis for-
mindskes en smule gennem metoden med at anvende gennemsnittet af de alternative
modeller.

6.4 Bayesiansk parameterestimering for SAR-modellen

Afsnittet er skrevet pa baggrund af [LeSage and Pace, 2009, s. 127-150].

Det vil nu blive vist, hvordan den bayesianske metode kan anvendes til at finde estimater
for parametrene i SAR-modellen. Her kan det ogséd bemaeerkes, at okonomiske dataseet tit
har s& meget information, at likelihoodfunktionen vil veere den dominerende funktion,
sd a priori-viden har begraenset indflydelse pa posteriorfordelingen.

SAR-modellens likelihoodfunktion blev fundet i seetning 5.4, men i bayesiansk statistik
kan det i nogle tilfeelde veere nemmere at se sammenhaengen med Bayes’ formel, hvis
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likelihoodfunktionen skrives som tethedsfunktionen
p(DIp,0%p) =(2m0%) * |1, - pW]|
-1

{3 (L= pW)y=-Xp) (L= pW)y-XP)|.  (6.10)
For at kunne finde posteriorfordelingen pa formen (6.3) for SAR-modellen er det udover
likelihoodfunktionen ogsd nedvendigt at kende priorfordelingerne for parametrene

T

7(0), hvor 0 = [ ﬁT o2 p] for SAR-modellen. Da veerdien for parameteren p antages

at veere uafheengig af veerdierne for parametrene o2 og B, kan priorfordelingen skrives

7(B,0%p) =1 (B.0%) 7 (p) = (Blo?) m(0?) m (p).

Parameteren p er et vigtigt element i modellen, da den beskriver graden af athaengighed
mellem naboobservationer, og derfor kan det veere en fordel at tildele denne en uniform
fordeling, sdledes at den estimerede veerdi fortrinsvist vil baseres péa likelihoodfunktionen
og dermed data frem for a priori-viden. Den uniforme fordeling defineres pa intervallet
(A;llm,/lgllax), hvor veerdierne Apmax 0g Amin €r henholdsvis den storste og den mindste
egenveerdi til veegtmatricen W. Priorfordelingen kan da skrives som

P~ U (Anlin M) =

min’
n(p)= ! (6.11)
A = Ao '
hvor A1 < p <AL, og U angiver en uniform fordeling (se appendiks B.2). Som tidligere
naevnt seettes intervallet (A1 AL ) ofte lig [0,1) i praksis.

Den simultane priorfordelingen for parametrene o? og B kan for eksempel velges
til at veere en normal-invers gamma priorfordeling NIG. Det svarer til, at f har en
normalfordeling (se appendiks B.1) som priorfordeling, der er betinget med o2, som
har den inverse gammafordeling (se appendiks B.3) som priorfordeling. Dermed er den
simultane priorfordeling er givet ved

B.o* ~NIG(c,Z,a,b) =
n(B,0%) = w (Blo?) 7w (0?) = Nk (¢,0°2) IG (a,b). (6.12)
Her er 2% og ¢ henholdsvist kovariansmatricen og middelverdivektoren fra normalfor-

delingen for ff, mens hyperparametrene a og b er to konstanter fra den inverse gamma-
fordeling for o2. Fordelingerne for § givet 62 og for o er dermed

Blo? ~ Ny (c,0%%) =

1 1 _
n(ﬁlaz) = (27T)k/2|022|1/2 exp{_ﬁ (ﬁ_c)TZ l(ﬁ_c)}’ (6.13)

0g
0’ ~ 1G(a,b) >

b* —(a b
n(0?) = @ (02)” Y exp{—;}. (6.14)
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Her angiver I' () gammafunktionen I' (a) = [;° t“ e~ 'dt. Det vil sige, at den simultane
priorfordeling (6.12) kan preaeciseres ved at indseette (6.13) og (6.14), hvilket giver

B,0% ~ Nj. (c, 022) IG(a,b) =

o b4 oy~ (a+(k/2)+1) {_L 2 Ts-l(p_ }
”(ﬁ'a)_(2n)k’2|2|”2r(a)(0) P 202((ﬁ o) X (B c)+2b)’

(6.15)

hvor 2, a,b > 0. Da matricen X i ovenstaende er k x k, giver en almindelig determinan-
1 1
tregneregel det anvendte udtryk 022"z = o %2 2.

Satning 6.2:
Nar SAR-modellens parametre p, o> og B har priorfordelingerne

p~U(AZL AL

min’ max)

B.o* ~NIG(c,Z,a,b),

sd har posteriorfordelingen formen

p(B,0% pID) ox (07)” D |In—pw|exp{ ((ﬁ—c*)T(z*)*(ﬁ—c*)+zb*)},

202

hvor
= (XTx+27)
% n
a =a+ —
. Tz te+y! (I —pW) (I-pW)y— ()T (=) 'e*
N 2
=% (XT(I,-pW)y+27¢)
Bevis:

Jeevnfor Bayes’ satning 6.1 er SAR-modellens posteriorfordeling givet som

_p(DIB,o? p)7(Bo*)7(p)
p (D)
x p(DIB, 0% p)n(B,0%) 7 (p),

p(B,0%, pID) (6.16)

hvor det er antaget, at parametrene a priori er uafthangige. Derudover kan leddet
p(D) udelades som en konstant, da det ikke afheenger af parametrene. Ligheden
(6.17) geelder jevnfor [LeSage and Pace, 2009, s. 129] og viser sig at veere nyttig, nar
posteriorfordelingen skal udregnes.

(1a-pW)y-XB)" (L - pW)y-XB) + (B-) =7 (B-c)+2b  (617)
(B-c)" (z) (B-c") 20",

Side 80 af 127



6.4. BAYESIANSK PARAMETERESTIMERING FOR SAR-MODELLEN

hvor

> = (xTx+z )

% n
a a+ —
2
e, ey (Li—pW)' (Ii—pW)y- ()" @) e
b*=b+ 5
=2 (X" (I,-pW)y+2"'c). (6.18)

Posteriorfordelingen kan nu findes ved at indsatte (6.10), (6.11) og (6.15) i udtrykket
(6.16), hvilket giver

p(B,0% pID) o p(DIB, 0% p) 7 (B,0%) 7 (p)

= ((Znoz)_g [~ pW| em{—# (1= pW)y=XB)" ((In —PW)Y—Xﬁ)})'

% oy —(a+(k/2)+1) LN TPy S })
((Zn)k/2|Z|1/2F(a) (0) exp{ 202 ((ﬁ C) 2 (ﬁ C)+2b)

7 (p)
o\ (a* +(k/2)+1) 1 T (g)-1 * *
x (o) |In—pW|exp{—F((ﬁ—c) (=) (p-c)+zb)},

hvor a*, c¢*, b* og X* er defineret ved (6.18). Udtrykket (6.17) er anvendt til at opna
andet proportionalitetstegn, og derudover er alle konstanter udeladt, ndr der tages

proportionalitet, hvilket ogsa gelder 7 (p), der er uniformt fordelt og dermed konstant.
[ |

I ovenstadende setning og bevis er det veerd at bemaerke, at hvor priorfordelingen NIG
normalt fungere som en konjugeret prior i tilfeeldet med ikke-rumlige modeller, sd geelder
dette ikke i det rumlige tilfeelde, som SAR-modellen horer under. Betegnelsen , konjugeret
priorfordeling“ henviser normalt til situationer, hvor posteriorfordeling har samme form
som priorfordelingen med den undtagelse, at modelparametrene er opdaterede. I SAR-
modellens tilfeelde ville det resultere i, at p = 0, hvormed I, — pW = I,,.

A priori-viden medtages i modellen i form af hyperparametrene a, b, ¢ og X fra NIG,
mens priorfordelingen for p er valgt til at veere uniform og dermed afspejler, at der pa
forh&nd ikke haves nogen viden om, hvilken af veerdierne fra intervallet (A_} , AL ) som
p vil blive tildelt. Hvis der derimod haves forhdndsviden om verdien for p, kan der
for eksempel anvendes en betafordeling (se appendiks B.4), som er tilpasset intervallet
()Lr_nlin,)lglgx). Derudover blev det i beviset for setning 6.2 antaget, at parameteren p a
priori er uathangig af parametrene o og B, hvor det er vigtigt at bemaerke, at antagelsen
ikke nedvendigvis medferer uathangighed i posteriorfordelingerne for parametrene.

Det er ogsa muligt at veelge en priorfordeling for parameteren i de tilfeelde, hvor der ikke
haves serlig forhdndsviden om f. Dette gores ved at seette parameteren ¢ = 0, samtidig
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med p tildeles stor varians og manglende kovarians mellem verdien i indgangene i £,
hvilket afspejles i en haje veerdier i indgangene for matricen X, eksempelvis X = I - 1010,
Priorfordelingen bliver dermed uegentlig i den forstand, at der ikke haves en veldefineret
teethed som har summen 1, hvormed det er nedvendigt at tilpasse beregningerne, sa
posteriorfordelingen summerer til 1 og dermed er veldefineret.

P& samme made kan der defineres en priorfordeling for parameteren o2 i det tilfzelde, der
ikke haves nogen serlig forhdndsviden for parameteren, hvilket gores ved atlade a,b — 0
i fordelingen (6.14) for o2.

I saetning 6.2 anvendes informative priorfordelinger for parametrene f og o, hvilket kan
medfore, at udledningen af posteriorfordelingen kompliceres pa to méder. Forste pro-
blem er at fastseette veerdier for parametrene i NIG-priorfordelingen ud fra, hvad der
vides a priori. Det andet problem er analysen af posteriorfordelingen fra seetning 6.2, da
posteriorfordelingen for B findes ved at integrere med hensyn til bdde parameteren o
og parameteren p, hvilket kan veere vanskeligt. P4 samme méde er det nodvendigt at in-
tegrere med hensyn til bade p og B for at finde udtrykket for posteriorfordelingen til o2.
Det er derfor veerd at overveje, om den forhdndsviden, som udtrykkes i priorfordelinger-
ne, har nogen vasentlig indflydelse pa inferens i forhold til parameteren f, for hvis den
ikke har, er det nemmere at anvende priorfordelinger, som ikke er informative, i seetning
6.2.

Derudover kan det bemeerkes, at hvis middelveerdien fra henholdsvis posteriorfordelin-
gen for ¢* og den for p var kendt, ville leddet

' (1= W) (1= pw)y= (") (=) e

fra b* i (6.18) give den kvadrerede sum af residualerne for SAR-modellen. Det svarer til,
at nar a,b, 2! — 0, vil udtrykket Z—: approksimativt veere lig den kvadrerede sum af SAR-
modellens residualer. Hvis det er tilfeeldet for NIG-priorfordelingerne, vil parametrene
o? og p fa priorfordelinger, som ikke er informative.

MCMC anvendt pa bayesiansk SAR-model

I det folgende vil teorien om Markov Chain Monte Carlo-estimering fra afsnit 6.2 blive
anvendt pd SAR-modellen.

I langt de fleste tilfeelde er det nemmere at anvende MCMC til at finde de gnskede
estimater i stedet for at estimere parametrene analytisk. Jeevnfor [LeSage and Pace,
2009, s. 123] geelder det generelt for MCMC, at hvis metoden anvendes sammen med
Gibbs-sampling og metropolis-Hastings pa en mangde betingede fordelinger for alle
parametrene i en model, sa vil de fundne estimater konvergerer mod den simultane
posteriorfordeling for parametrene. Det vil sige, MCMC forst adskiller den simultane
posteriorfordeling for modellens parametre i betingede fordelinger og derefter simulerer
estimater fra disse, hvor estimaterne vil konvergere mod den ,agte“ fordeling.

Som nevnt i afsnit 6.2 kan MCMC anvende Gibbs-sampling til at simulere parametre
fra kendte fordelinger, hvorefter Metropolis-Hastings kan anvendes til at simulere
parameterestimater fra ukendte fordelinger. Da fordelingerne for parametrene f og o
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ofte har kendte priorfordelinger, vil der forst blive set pa Gibbs-sampling, hvorefter der
ses pa Metropolis-Hastings med henblik pa at finde et estimat for parameteren p, da det
sjeeldent vides pa forhand, hvilken type fordeling, denne parameter har. Til sidst vil de to
metoder blive samlet i en MCMC-algoritme.

Gibbs-sampling for parametrene f og > i SAR-modellen

Det antages, at parametrene i SAR-modellen er fordelt som i seetning 6.2, og dermed har
den simultane fordeling p (B,02, p|D). Gibbs-sampling starter med at finde fordelingen
for hver parameter givet de resterende parametre, der antages at veere kendte og dermed
konstante. De betingede fordelinger for SAR-modellens o2 og B findes ud fra pA NIG-
priorfordelingen for samme. Det antages for nu, at parameteren p er kendt og dermed
konstant, selvom det i de fleste situationer ikke er tilfeeldet, men da p alligevel estimeres
efter o2 og B i disse situationer, fungerer antagelsen ogsé her.

Den betingede multivariate normalfordeling for parameteren f er givet ved

p(Blp.ofy) ~ Ni(¢*,0() "), (6.19)
hvor
= (xTx+z !
== (X" (I,-pW)y+27¢).
Her er 0%0) en valgt begyndelsesvaerdi for parameteren 2, der dermed kan betragtes som

en konstant i ovenstaende ligning. Det ses ogsa af ovenstaende, at begyndelsesvaerdien
0%0) sammen med en konstant vaerdi for p kan anvendes til at finde middelveerdien c*
og matricen X* til fordelingen for f. Herefter anvendes en algoritme, som konstruerer
en vektor bestdende af stokastiske, multivariate normale afledede med middelverdi og
kovariansmatrix som i (6.19), til at opnd den simulerede veerdi g ,,.

P& samme made er det muligt at simulere en verdi for o2 givet en konstant vaerdi for p
og vaerdien f;). Den betingede, inverse gammafordeling for o? er givet ved

hvor

. n
a =a+—-

2
(7 -

b** =b+

som er fundet ud fra veerdierne p og f ;. Den foromtalte algoritme anvendes igen til at
simulere en stokastisk veerdi fra fordelingen IG (a*, b**), hvor den simulerede veerdi o2

6]
2
erstatter 0'(0) .

Gibbs-sampleren gentager nu forste trin i algoritmen, og opdaterer vaerdien ) til §,),

der efterfolgende anvendes til at opdatere 0%1) til 0%2). Algoritmen fortseettes, sa der til

sidst haves en stor mangde simulerede vaerdier for parametrene o2 og .
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Det er her vaerd at bemearke, at estimater for f og o? fundet ved brug af Gibbs-
sampling, som har gennemlobet algoritmen tilstraekkeligt mange gange, giver samme
estimater som hvis de var fundet ved brug af eksempelvis Metropolis-Hastings pa hele
posteriorfordelingen.

Metropolis-Hastings for parameteren p fra SAR-modellen

I praksis er det som regel ikke tilfeeldet, at parameteren p er kendt, som det var antaget
ved Gibbs-sampling, og derfor ses der nu pa, hvordan p fra SAR-modellen kan estimeres
ved brug af Metropolis-Hastings. Forst er det nodvendigt at se pd den betingede fordeling
for p, som er givet ved

p(p, B,o°|D)
7 (B,02D)

o IIn—pWIeXp{—z%2 ((In—pW)y—Xﬂ)T((In—pW)Y—Xﬁ)},

p(plB,o%D) (6.20)

hvor teelleren er posteriorfordelingen fra seetning 6.2, nevneren er fordelingen (6.15),
og D som tidligere angiver mengden af data. Fordelingen (6.20) ligner ikke en
kendt fordeling, sd der ma anvendes Metropolis-Hastings i stedet for Gibbs-sampling.
Metropolis-Hastings starter med at veelge en kandidatfordeling, der jeevnfor [Lee, 2004,
s. 270] eksempelvis kan vere en standard normalfordeling N (0,1), og denne seattes
sammen med en justeret random walk, hvorfra der genereres vaerdien p* ved

p*=p+c-N(©,1). (6.21)

Her er p’ vaerdien for parameteren p til tiden #, mens c¢ er en konstant kaldet
justeringsparameteren, da denne tilpasses, s& Metropolis-Hastings kommer til at deekke
hele den betingede fordeling. Justeringsparameteren anvendes i praksis ved at @ndre pa
c til den veerdi, der virker bedst, findes. Dette vil blive beskrevet naermere i eksempel 6.3.
Herefter findes acceptsandsynligheden ved forst at indsatte p* og derefter p’ i (6.20),
hvorefter de to udregnede veerdier indseettes i

X p(p*lﬁ,a)]
"p(ptIpo) |’

som er acceptsandsynligheden. Veerdien (6.22) er sandsynligheden for, at det nye veerdi
p* erstatter den nuvaerende p’. Ved at justere konstanten ci (6.21) er det muligt at sikre, at
estimatet for p simuleres fra den teette del af fordelingen, og simuleringerne ikke ,seetter
sig fast“ i en af fordelingens ender, da sandsynlighedsmassen er lav i de omrader.

vu (o’ p*) =min (6.22)

Eksempel 6.3:

Som regel enskes det, at acceptomradet wy (p*, p*) er teet p& 50%, idet det vil medfore, at
traceplottet for de simulerede veerdier hverken springer lidt eller meget, og det dermed er
nemmere at vurdere grafisk, om de simulerede veerdier for p konvergerer. Acceptomradet
v (p',p*) veelges derfor til at ligge et sted mellem 40% og 60%, hvilket overholdes
ved at @ndre c til ¢; = -5, hvis sandsynligheden i g (p?, p*) er mindre end 40% for

ﬁy
adskillige simulerede verdier i treek. Nar ¢; = 15, vil p] = p! +¢1- N (0,1) veere nermere
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p?, s& acceptomradet ¥ (p’, p*) oges. Ligeledes saettes ¢ til ¢; = 1,1-¢, i det tilfaelde
v (p', p*) er storre end 60% for flere simuleringer af p, hvorved acceptsandsynligheden
mindskes. Hvad enten der haves en stor eller lille maengde data, er det ofte noedvendigt
at eendre pa ¢, da en stor datamengde kan give lille spredning i den betingede fordeling
for p, samtidig med det modsatte ofte er tilfeeldet for en lille meengde data. Det er ikke
nedvendigt at justere c lige meget for alle dataseaet, selvom den benyttede metode er ens
for datasettene, sé i praksis prover man sig som regel frem.

Figur 6.1 viser, at hvis de forste ca. 50 gennemlob af MCMC med Metropolis-Hastings
tages fra som burn-in, hvor der muligvis er justeret pd parameteren c, sa vil resten af
simuleringerne vere i en ligeveegt, hvor v g (p*, p*) ligger mellem 40% og 60%.

0o 7
P,foM——ﬁ._.ﬂ—-m-_—_.H_MF
L m 4

0.2 ] | | | |

0 50 100 150 200 250
MOCMC Iterations

Acceptance rate

Figur 6.1: Acceptsandsynlighed ved gentagne gennemleb af MCMC, [LeSage and Pace,
2009, s. 138].

Det er ogsa veerd at bemarke, at nar wy (p?, p*) veelges til at vaere mellem 40% og 60%,
vil de simulerede verdier for p blive forkastet omkring halvdelen af tiden, hvormed
det er nodvendigt at gennemlpobe MCMC-algoritmen endnu flere gange for at have nok
simulerede veerdier til at finde en posteriorfordeling. U

MCMC-algoritmen for SAR-modellen

Gibbs-sampling kan nu seettes sammen med Metropolis-Hastings i en MCMC-algoritme,
der finder estimater for alle parametrene o2, B og p i SAR-modellen. Det skal her
bemarkes, at det kan vaere en hjelp at udregne en (g x 1)-vektor ved brug af ¢ tilfeeldigt
udvalgte veerdier for p € [0,1), som kan anvendes til at udregne logdeterminantleddet
In | I,— pW|. Vektoren

(In|I,—p1W| In|l,—pW| ... ln|In—qu|]T

indgér i posteriorfordelingen p (8]D) i Metropolis-Hastings-metoden, hvor det ogsé er en
fordel at anvende regneregler til forenkling af udregning af determinanten. Som tidligere
naevnt kan det veere vanskeligt at fortolke veerdier af p uden for intervallet [0,1), s& det kan
veere en hjelp at afvise de veerdier af p, som ikke er i intervallet, nr de genereres ved brug
af Metropolis-Hastings-sampling. Herefter kan posteriorsandsynligheden for, at p € [0,1),
findes ved at notere, hvor stor en andel af de simulerede verdier, der er blevet afvist.

MCMC-algoritmen for SAR-modellen er inddelt i tre trin, hvor der i hvert trin simuleres
fra en betinget fordeling, og inden algoritmen gennemlobes forste gang, fastseettes
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begyndelsesveardier for parametrene f, 0> og p som B 0%0) og p()- Det antages som
for, at den simultane priorfordeling for f og o2 er NIG (¢, X, a, b). Algoritmens tre trin er
som folger:

Trin 1
Der simuleres en vektor for § fra den betingede posteriorfordeling p (ﬁla%t), p(t)), der er
givet ved normalfordelingen

N(c*,o0pZ"),
hvor
> = (XTx+32)7
=2 (X" (In-ppyW)y+27'¢).
Begyndelsesvaerdien f, erstattes af den simulerede vektor g, 1.

Trin 2
Der simuleres en veerdi for parameteren ¢ fra den inverse gammafordeling

p (02|ﬂ(t+1)’P(t)) ~IG(a*,b*"),

hvor

. n

a*=a+—

2

((-’n —Pw W)Y— Xﬁ(:+1))T (-’n —Pw W)Y— Xﬁ(:+1)
5 .

b**=b+

erstattes nu af den simulerede vardi o2

Begyndelsesveerdien o (r+1)°

2
(1

Trin 3
Metropolis Hastings-sampling anvendes til at simulere veerdien p;+1) fra den betingede

fordeling p (plﬁ(tﬂ),(f?ﬁl))-

Algoritmens tre trin gennemlobes adskillige gange for ¢t = 0,1,..., hvor de forste
simuleringer sorteres fra som burn-in, og resten af de simulerede parametre bruges
til at konstruere posteriorestimater og lave inferens, da estimaterne efter burn-in
approksimeret konvergerer mod posteriorfordelingen. I praksis er det muligt at lave
en test for at se, om algoritmen har ndet sin ligevegtstilstand, hvilket gores ved at
gennemlpbe algoritmen to gange med forskellige startvaerdier. Eksempelvis kan det
forste gennemlob veere relativt kort pa 3500 gange, hvoraf de forste 800 sorteres fra
som burn-in, mens det andet kan veere relativt langt gennemlgb pa 9000, hvor de
forste 3500 estimater frasorteres som burn-in. Ligner middelveerdien og variansen
for hvert af de to gennemlgb hinanden, kan det konkluderes, at MCMC-algoritmen
konvergerer, og de verdier, som simuleres efter burn-in, vil udgere estimaterne fra
posteriorfordelingen. Dernzst mangler der kun at blive lavet modeltest for de simulerede
parametre eksempelvis gennem residualer eller hypotesetest.

Generelt er der ikke de store problemer med konvergens for simple, rumlige modeller
som SAR-modellen.
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6.5 Bayesiansk parameterestimering for CAR-modellen

Parameterestimeringen for CAR-modellen i den bayesianske tilgang forleber pa tilsva-
rende made som ved SAR-modellen. Forst bemeerkes det, at likelihoodfunktionen ogsa
kan noteres p (D|f,06%,p), hvilket kan vere en fordel, hvis Bayes s@tning benyttes, og for
CAR-modellen er likelihoodfunktionen

p(DIB,o%p) = (27102)_% |pW|%
.exp(—%a—Z (y— (I—pw)—lxﬁ)TpW(y_ (I—pW)_lXﬁ)), (6.23)

som blev bevist i seetning 5.10. Her er W nabomatricen, p og f er parametre og X er en
matrix med baggrundsvariable, mens o2 er variansen.

Som i tilfeeldet med SAR-modellen antages det a priori, at parameteren p er uathaengig af
Bogo?, sa

n(B,0%p)=mn(B,0%) 7 (p).

Da parametrene f§, 02 og p reprasenterer det samme som i SAR-modellen, antages det,
at de har samme priorfordelinger, der blev defineret i (6.11) og (6.15). Det er nu muligt at
finde posteriorfordelingen for CAR-modellen.

Satning 6.4:
Lad parametrene f, 02 og p veere fordelt a priori som

p~U(ALL AL

min’ max)

B,0° ~ Ni(¢,0°Z) IG (a,b),

hvor Amax 0g Amin betegner den storste og den mindste egenveerdi for matricen W, mens
o%,ab>0 og X er en (k x k)-matrix. Da er posteriorfordelingen for CAR-modellen givet
ved

p(B0%pID) ox (0%)
-exp (—%a‘z ((y— (I-pw)™ Xﬁ)TpW(y— (I—pW)_lXﬁ) + ((ﬁ —c)TZ_1 (B-c) +2b)))

Bevis:
Anvendes Bayes sa@tning 6.1, fas resultatet (6.3), der ogsa kan skrives som

p(B.o*.pID) o L(B.0%pID) 7 (B,0".p)
= p(DIB,o%0) 7 (B,0%) 7 (p).

Indseettes likelihoodfunktionen (6.23) og priorfordelingerne fra (6.11) og (6.15) givet ved

1
)= e
~ b4 oy —(a+(k/2)+1) {_L 2 Ts-l(p_ }
" (B0%)= e ) exp (503 ((6-¢) =7 (B-¢) +2b),
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fas posteriorfordelingen til

p(B*pID) o (270) H1pW it exp (50 (y- (1~ pw) " xB) pw [y~ (1-pw) " x))

b? oy —(a+(k/2)+1) 1 T 1
. (27t)k/2|2|1/2F(a) (U ) exp{_r‘g((ﬁ_c) z (ﬁ_c)+2b)}
v
Armiax =~ A

2)—(a+(k/2)+1+g)

(o IpWI%eXP(—%G‘Z((Y—(I—pW)_lXﬁ)TpW

(y= (=)' xB)+((B-9)" 27" (<) + 2b)))

Her er alle konstanter udeladt ved det andet proportionalitetstegn, inklusive priorforde-
lingen 7 (p). [ |

MCMC for CAR-modellen

Der kan nu anvendes MCMC til at estimere parametrene i CAR-modellen, hvor der
. . . . 2
simuleres fra de betingede fordelinger for hver parameter givet ved P(plﬁm,(fm),

p(ﬁlpm,a(zt)) og p(azlp(t),ﬁm) til tiden ¢, hvor ), 0%0) 0g p( er valgte begyndelses-
veerdier. Den betingede posteriorfordeling for parameteren p har formen

2 ) _ p(B,o%p|D)
plplf,o"D) = n(0%,B1D)

hvor priorfordelingen for B og o2 kendes fra (6.15), da det er antaget, parametrene i
CAR-modellen har samme priorfordelinger som parametrene i SAR-modellen. Anvendes
Metroolis-Hastings til at estimere parameteren p, er det dog ikke nodvendigt at kende
den eksakte form af den betingede sandsynlighed p (p|8,02,D), da Metropolis-Hastings
simulere estimater fra broken

p(p*1p,0*D) _ (p(ﬁ,az»p*m)) . (P(ﬂﬂz,ptlﬂ))_1 _p(Bo*p*ID)
p(p'lB,0%D) p(o?,81D) p(0%B1D) p(B.0%,0'1D)

fra (6.22). Parametrene B og o har ikke nedvendigvis nogen kendt fordeling, selvom
det var tilfeeldet i SAR-modellen, og det kan derfor veere en fordel ogsé at anvende
Metropolis-Hastings til at finde disse estimater, da det kun kraever kendskab til den sam-
lede posteriorfordeling (6.24). Dermed kan MCMC-algoritmen for CAR-modellen opskri-
ves i tre trin lignende dem for SAR-modellen, hvor der forst veelges tre begyndelsesveer-

- 2
dier Bg), 074, 08 P(0)-

Trin 1
Forst simuleres vektoren for B ved brug af Metropolis-Hastings og den samlede

posteriorfordeling p(ﬁ,a%t),p(t)lﬁ) fra (6.24), og den simulerede veerdi ﬁ(t +1) erstatter
veerdien B ).
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Trin 2
Dernast simuleres en ny vaerdi for 02 ogsd ved brug af Metropolis-Hastings og
den samlede posteriorfordeling p(ﬁ(t +1),02,p(t)|2)). Veerdien o2, opdateres med den

(£)
. . 2
simulerede veerdi Tr41)

Trin 3
Tredje trin anvender Metropolis-Hastings til at simulere veerdien p;+1) fra den betingede
fordeling p (plﬁ(tﬂ),a?”n).

De tre trin i algoritmen gentages tor ¢ = 0,1,..., indtil estimaterne konvergerer, og de
forste simuleringer tages fra som burn-in.
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Databehandling

I dette kapitel vil der blive set pd, hvordan der kan estimeres henholdsvis en SAR- og
CAR-model for et konkret dataset for at forsege at vurdere hvilken model, der passer
bedstidet givne tilfeelde. Til parameterestimeringen vil der bade blive anvendt maximum
likelihood-estimation og den bayesianske metode, for at se om de to metoder giver
lignende parametre i hver af modellerne. Det anvendte datasat er fra ejendomsmaegleren
HOME, der har solgt boliger i en stor del af Danmark, s& dataseettet kan opfattes som en
stikpreve for priser i landets boligmarked. Datasettet indeholder oplysninger om 96.010
boliger, der er blevet solgt i perioden januar 2002 til og med januar 2009, hvor der til hvert
salg er knyttet flere baggrundsvariable, heriblandt boligens tilstand, boligareal og om der
er tale om en villa eller en lejlighed. En del observationer har dog ikke registrerede veerdier
for samtlige baggrundsvariable, sa inden parameterestimeringen er det nedvendigt at
sortere i datasattet.

7.1 Datasortering

Det oprindelige datasaet fra HOME er et Excel-regneark, der indeholder flere tastefejl
og generelt inkonsistent notation, da nogle afstande er registreret i meter og andre i
kilometer, og derudover er det ret forskelligt, hvilke baggrundsvariable, der er udfyldt ved
hver adresse. Det oprindelige datasat er derfor forst blevet renset for tastefejl, og derefter
er alle afstande konverteret til meter, mens arealer er i kvin. Datasattet indeholder i alt
44 baggrundsvariable, hvor der her vaelges at fokusere pé boligens beliggenhed i forhold
til eksempelvis skoler, offentlig transport og indkebsmuligheder, samt de variable, der
forteeller noget om boligens type og stand, heriblandt om det er en villa eller lejlighed,
boligareal og boligens tilstand. At en baggrundsvariabel er fravalgt skyldes for det meste,
at der kun er noteret veerdier ved relativt fa af de solgte huse, eller at baggrundsvariablen
ikke giver seerlig meget information om boligens beliggenhed eller stand. Af fravalgte
variable kan naevnes vurderingsar, salgsdato, region, udbudspris, antal plan, nyt kekken,
nyt tag, garage-carport og lignende. De baggrundsvariable, der er udvalgt til den videre
databehandling, er

e Postnummer  Afstand til skole

e Grundareal * Afstand til offentlig transport
* Boligareal  Afstand til strand

e Antal verelser * Boligtilstand

 Afstand til City » Kontantpris

 Afstand til dagligvarer * Ejendomstype

Efter at baggrundsvariablene er blevet valgt, er alle de observationer fra dataseettet, hvor
der mangler veerdier for en eller flere af baggrundsvariablene, blevet slettet, sa dataseettet
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bestadr nu af 6.496 observationer. Alle salgene, der er indeholdt i dataseettet fra HOME, har
naturligvis tilknyttet en salgspris, og vektoren y i bdde SAR- og CAR-modellen vil derfor
bestd af boligernes salgspriser. Resten af de valgte baggrundsvariable fra dataseettet,
udger sejlerne i matricen X, pa ner variablen ejendomstype. Da lejligheder som oftest
ligger teettere pa centrum af en by end villaer, og det som regel kun er villaer der har
tilherende have, som afspejles i grundarealet, kan det muligvis give en misvisende model
at samle villaer og lejligheder under samme kategori. Derfor bliver datasaettet nu delt i
to, nemlig et med alle priser og tilherende baggrundsvariable for lejligheder og et med
samme verdier for villaer, hvor variablen ,grundareal“ kun er med i kategorien villaer.
Da databehandlingen bestér af de samme trin for begge dataset, vil den her kun blive
gennemgaet for dataseettet med villaer.

Baggrundsvariablen med postnumre @ndres nu manuelt til at bestd af to sejler
indeholdende leengde- og breddegraderne for hvert postnummer, der er fundet ved
brug af hjemmesiden [Wick]. Dermed er hver observeret huspris knyttet til et punkt i et
koordinatsystem, sa det er muligt at definere naborelationerne mellem observationerne,
hvilket gores i afsnit 7.2.

Dataseettet med priser for villaer er derefter blevet konverteret fra Excel-regneark til en
csv-fil og er efterfelgende blevet indleest i programmet R, hvor koden er vist i kode 7.1.

## Forst defineres datamangden til at bestd af alle veerdierne fra csv—filen med data, hvor reekken med
variabelnavne er fjernet
data = read.table("villa.csv",sep=";")[-1,]

## Leengde— og breddegrader befinder sig i sojle 13 og 14, og kommaer konverteres til punktummer,
hvorefter koordinaterne konverteres til tal og samles i en matrix med 2 sojler

coord = cbind(as.numeric(sub(”,"”,".",data[,13])),
as.numeric(sub (", ", ".",data[,14])))

## Koordninaterne laves til en vektor med komplekse tal, sd de kun udger en enkelt sgjle, hvilket er
lettere at anvende i tapply—funktionen, som bruges senere
coordc = complex (real=coord[,1],imaginary=coord[,2])

## Der laves en matrix laves med to sojler med koordinaterne, der har samme raekkefolge som de
tilhorende veerdier i y—vektoren og X—matricen, si de rigtige variable tilknyttes det korrekte punkt
coordkort = matrix(c(tapply(coord[,1],coordc,mean),
tapply (coord[,2],coordc,mean)), ncol=2)

## X—matricen defineres som Xkort med 10 baggrundsvariable
Xkort = matrix(0,dim(coordkort) [1],10)
for (i in 3:10) {
Xkort[,1-2] = as.vector (tapply(as.numeric(as.matrix(data(,1i])),
coordc, mean)) #sgjle3—10idata bliver indsat som sgjle 1-8iX

## Boligtilstanden deles i to sgjler, der udger de sidste to sgjler i X—matricen
tilstand = as.numeric (as.matrix(data[,11]))
tilstandkort = ceiling(tapply(tilstand, coordc,median))

tilstandkortl = as.numeric(tilstandkort==1) #giver 1 for tilstand 1, 0 ellers
tilstandkort3 = as.numeric (tilstandkort==3) #giver 1 for tilstand 3, 0 ellers
Xkort[,9] = tilstandkortl
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Xkort[,10] = tilstandkort3

## y—vektoren defineres til at besta af huspriser, hvor der er udregnet gennemsnittet for alle priser
tilknyttet samme koordinat
y = as.vector (tapply (as.numeric (as.matrix(data[,12])),coordc,mean))

R-kode 7.1: Definition af X, y og matrix over koordinater for villaer.

Boligens stand oprindeligt er angivet som tre diskrete variable, hvor vurderingen god har
veerdien 1, middel har veerdien 2 og darlig har veerdien 3. For at lave en mere preecis
indikation pa boligens stand laves i stedet to sgjler sidsti matricen X, hvor den forste sojle
har et 1-tal nér boligtilstanden er ét, anden sgjle har et 1-tal nar boligtilstanden er tre og
veerdierne (0,0) angiver boligtilstanden to. Det vil sige at der haves en indikatorfunktion
pa formen

Y1-filx) +y2- folx)),

hvor fi(x;) = 1 hvis boligtilstanden er 1 og f>(x;) = 1 hvis boligtilstanden er 3.
Parameteren y; er dermed forskellen i pris mellem tilstand 1 og 2, mens Y er forskellen
mellem tilstand 2 og 3, hvor forskellen i pris mellem tilstand 1 og 2 ikke nedvendigyvis er
den samme som forskellen i pris mellem tilstand 2 og 3.

Derudover er der i koden 7.1 taget gennemsnittet over alle de observationer, der er til-
knyttet samme koordinatsat, s& datasattet med villaer indeholder nu 180 observationer.
Koden 7.1 giver dermed en vektor y med huspriser, der er vektoren y i badde SAR- og CAR-
modellen, en matrix Xkor ¢ der er X-matricen og en matrix coordkort, der indeholder
to sejler med henholdsvis leengde- og breddegrader for observationerne i samme raekke-
folge, som de stér i vektoren y.

7.2 Definition af nabomatricen W

Naborelationerne mellem observationerne y bliver bade i SAR- og CAR-modellen angivet
i nabomatricen W, der kan konstrueres ved brug af et Voronoi-diagram, hvilket blev
forklaretiafsnit4.1. Det kan give et overblik over observationernes beliggenhed at afbilde
dem i et koordinatsystem, inden Voronoi-diagrammet konstrueres. I koden 7.1 blev
matricen coordkort defineret til at indeholde observationernes koordinater, og denne
matrix kan nu anvendes til at afbilde villaernes beliggenhed som vist pa figur 7.1.
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Figur 7.1: Koordinaterne til observationer for 180 solgte villaer i Danmark.

Koden 7.2 anvender leengde- og breddegraderne fra matricen coordkort til at lave
et Voronoi-diagram over de 180 punkter, som efterfolgende anvendes til at definere

(180 x 180)-matricen W.

x1 <— coord[,2] #xl defineres som en vektor med leengdegrader
x2 <= coord[, 1] #x2 defineres som en vektor med breddegrader

plot (x1,x2) #Koordinaterne til huspriserne plottes

install.packages ("deldir") #Der installeres pakke til at lave Voronoi—diagrammer
library (deldir)

V = deldir(x1,x2) #Der laves et Voronoi—diagram over koordinaterne
plot (V) # Vplottes, hvor de stiplede linjer angiver Delaunay—trekanter og fuldtoptrukne linjer viser
nabopar

nb = V$delsgs|[,5:6] #Udtager informationen af V om naborelationer via indeksnumrene pa
nabopar, der er i 5. og 6. kolonne i V$delsgs

## Nabomatricen W defineres for de 180 observationer

W = matrix(0,180,180)

for (i in 1l:dim(nb) [1]) W[nb[i,1l],nb[i,2]] = 1 #Il-taller pa naboparsindgangeien
nedre triangulaer matrix

W = W + t (W) #Inkludering af den ovre trianguleere matrix

W W/apply (W, 1, sum) # W gores raekkestokastisk

apply (W, 1, sum) # Det undersoges om raeekkesummerne er 1

R-kode 7.2: Definition af W for villaer ved brug af Voronoi-diagram.
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Voronoi-diagrammet over punkterne fra figur 7.1 ses pa figur 7.2.

€O
uy

Figur 7.2: Voronoi-diagram for 180 koordinater for solgte villaer i Danmark. De stiplede
linjer er Delaunay-trekanter, mens de fuldt optrukne er naborelationer.

Det ses, at koden ogséd har defineret naboforbindelser over Kattegat, og blandt andet
har en lidt urealistisk forbindelse mellem Nordjylland og en observation pa Bornholm.
Det er naturligvis muligt at fjerne ulogiske forbindelser fra W manuelt, men det
vil samtidig kreeve en ny definition af naboer, som ma tage stilling til spergsmalet
om naboforbindelser langs kyststreekninger eller langs greensen er mere logiske end
forbindelser over vandet, og derefter om hver enkelt naboforbindelse dannet af Voronoi-
diagrammet beskriver det givne dataseet preecist nok. Da det er muligt at anvende
metoden Voronoi-diagrammet pd endnu storre dataseet end de 180 observationer her og
derfor ma betragtes som en meget praktisk metode at kende, og det desuden vil vare ret
tidskreevende at definere nabopar manuelt, vil metoden blive anvendt i uredigeret form
pa datasaettet fra HOME.

Nabomatricen W konstrueres ud fra et Voronoi-diagram, som programmet R i koden
7.2 danner ud fra matricen med koordinater coordkort fra koden 7.1. Her anvendes
pakken ,deldir“ i R til at udtraekke informationer om punkternes naborelationer,
hvorefter der indseettes et 1-tal pa en givet plads i matricen W, hvis observationen ud
for den tilherende sojle er nabo til observationen ud for den tilherende rakke. Sidst
men ikke mindst seorger koden 7.2 for, at W gores raekkestokastisk og det tjekkes, at
rekkesummerne er 1.
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7.3 Maximum likelihood-estimation

Nar der er defineret en raekkestokastisk nabomatrix W over naborelationerne mellem n
observationerivektoreny, er det muligt at lave en SAR- og en CAR-model over datasettet,
hvor modelparametrene kan estimeres med maximum likelihood-estimation. Farst vil
der blive anvendt maximum likelihood-estimation til at finde parametrene i en SAR-
model for de 180 observationer med villapriser, hvorefter, der vil blive estimeret en
CAR-model for samme. Der vil ogsé blive givet et eksempel pa pavirkningerne mellem
observationerne, som er beskrevet i teoriafsnittet 4.2.

SAR-model

Som vist i definition 2.4 har SAR-modellen formen

y=pWy+Xp+e
e~N, (O,O'Zln),

hvor yindeholder kontantpriserne tilknyttet 180 placeringer, for salg af villaer i Danmark,
mens W er nabomatricen defineret i koden 7.2. Matricen X med baggrundsvariable,
der er defineret som Xkort ikoden 7.1, indeholder sgjler med veerdier for grundareal,
boligareal, antal veerelser, afstand til City, afstand til dagligvarer, afstand til skole, afstand
til offentlig transport, afstand til strand og to sejler med indikatorer for boligtilstanden i
den naevnte rekkefolge.

Maximum likelihood-estimation for parametrene i en SAR-model for de 180 observatio-
ner for villapriser foretages med koden 7.3.

## Forst installeres pakken spdep, der indeholder SAR— og CAR—modellen
install.packages ("spdep")
library (spdep)

Wl = mat2listw(W, style="Ww") #Nabomatricen W konverteres til brugbar form i SAR— og
CAR-modellen

## Estimater for SAR—modellen, hvor MC betyder der anvendes Monte Carlo—approksimation til
estimering af logdeterminanten

sarmodel<-spautolm(y~Xkort[,1] + Xkort[,2] + Xkort[,3] + Xkort[,4] +
Xkort[,5] + Xkort[,6] + Xkort[,7] + Xkort[,8] + Xkort[,9] +
Xkort[,10], listw=Wl, family = "SAR", method="MC")

summary (sarmodel)

## Estimater for CAR—modellen

carmodel<—-spautolm(y~Xkort[,1] + Xkort([,2] + Xkort[,3] + Xkort[,4] +
Xkort[,5] + Xkort[,6] + Xkort[,7] + Xkort[,8] + Xkort[,9] +
Xkort[,10], listw=Wl, family = "CAR", method="MC")

summary (carmodel)

R-kode 7.3: Maximum likelihood-estimation for parametrene i SAR- og CAR-modellen.

Her anvendes pakken ,spdep® i R, hvor funktionen ,,spautolm* kan anvendes til at finde
bdde SAR- og CAR-modellen. I koden 7.3 er der anvendt Monte Carlo-approksimation
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af logdeterminanten, selvom der som oftest ikke er de store problemer med at udregne
determinanten, nar antallet af observationer n = 180 er relativt lille. Outputtet fra koden
er vist pa figur 7.3.

Call: spautolm(formula = y ~ Xkort[, 1] + Xkorc[, 2] + Xkortc[, 3] +
Xkort[, 41 + Xkort[, 5] + Xkort[, &] + Xkort[, 7] + Xkortl[,

B8] + Xkortc[, 9] + Xkorc[, 10], li=ztw = W1l, family = "S5AR",
method = "MC™)

Residuals:
Min 10 Median 3Q Max

-1873570 -6535%8 -124351 475726 3873263

Coefficients:

Estimate 5Std. Error z value Pr(>|=z])
(Intercept) 9.9202e+05 3.9555e+05 2.5079% 0.012143%
Xkort[, 1] 1.5780e+01 4.1928e+00 3.7635 0.0001&676
Xkort[, 2] 6.5115e+03 2.759%92e+03 2.3599%9 0.0182779
Xkort[, 3] 1.0472e+05 9.3695e+04 1.1177 0.2637127
Xkort[, 4] 2.2275e+01 1.2016e+01 1.8538 0.0637651
Xkort[, 5] -1.517%e+02 1.0665e+02 -1.4233 0.1546519
Xkort[, 6] -T7.5609=+01 &.548%e+01 -1.1545 0.2482853
Xkort[, 7] -2.3575e+02 2.1615e+02 -1.0%06 0.2754303
Xkort[, 8] -7.85530e+01 2.3585e+01 -3.3305 0.0008671
Xkort[, 91 2.2270e+05 1.47%4e+05 1.5053 0.1322445
Xkort[, 10] -1.0276e+06 3.8517e+05 -2.6678 0.0076346

Lamhda: 0.5419% LE test wvalue: 32.779 p-value: 1.0327e-08
Numerical Hessian standard error of lambda: 0.080643

Log likelihood: -2741.42

ML residual variance (sigma squared): 9.331le+1l1, (sigma: 965980)
Numbher of observations: 180

Number of parameters estimated: 13

ATC: 5508.8

Figur 7.3: Output maximum likelihood-estimation for SAR-model.

Estimaterne for veerdierne i parametervektoren f til hver spjle i X-matricen er angivet
ud for Xkort[,1], Xkort[,2] og sa videre, mens parameterestimatet for p her hedder
»2lambda*“.

Hvis det veelges, at p-vaerdien for et estimat skal veere under 0,05 for at parameteren er
signifikant, kan de signifikante veerdier findes ved at afprove forskellige kombinationer af
baggrundsvariable i matricen X. Dette kan gores ved forst at tage den baggrundsvariabel
ud, der har sterst p-veerdi, hvorefter koden i 7.3 keres igen, og derefter tages den
baggrundsvariabel ud, der nu har sterst p-veerdi, hvilket fortsaettes, indtil alle de
tilbagevaerende baggrundsvariable har p-veerdi mindre end 0,05. I SAR-modellens
tilfeelde fas dette ved at anvende baggrundsvariablene grundareal, boligareal, afstand
til dagligvarer, afstand til strand og boligtilstand, hvor den ferste boligtilstandsvariabel
stadig er med, selvom den ikke er signifikant, da den sammen med den anden
boligtilstandsvariabel viser boligens tilstand. Det nye output ses péa figur 7.4.
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Reziduals:
Min 1Q Median 3Q Max
-2042827 -591018 -150266 416984 3992927

Coefficients:

Estimate 5Std. Error z wvaluse Pr(>|z]|)
[Intercept) 1.1661e+06 3.5091e+05 3.3230 0.0008906
Xkort[, 11 1.4838e+01 4.1843e+00 3.5461 0.0003910
Xkort[, 21 8.68527e+03 1.9615e+03 4.4113 1.028e-05
Xkort[, 51 -2.2567e+02 9.3483e+01 -2.4140 0.0157799
Xkort[, B8] -7.9358Be+01 2.369%1e+01 -3.34%96 0.0008B052
Xkort[, 91 2.0559e=+05 1.4862e+05 1.3833 0.1665831
Xkort[, 10] -1.0226e+06 3.8488e+05 -2.6569 0.0078BE0

Lambda: 0.5377068 LE test walue: 43.537 p-value: 4.16812e-11
Humerical Hessian standard error of lambda: 0.075149%

Log likelihood: -2744.441
ML residual wvariance (sigma sguared): 9.5834e+1l1, (=igma: 9789350)

Figur 7.4: Endeligt udvalgte baggrundsvariable

Estimaterne for koefficienterne indeholdt i B-vektoren for SAR-modellen fas dermed til

[ 1.166.068 |
14,84
8652,70

-225,67 |,
-79,36
205.585

| —1.022.591 |

>
Il

mens variansen o2 og parameteren p estimeres med

02 = 978.950° = 958.343.102.500
p=0,5771.

Parameteren ,31 er skaeringen, der ikke har nogen videre praktisk fortolkning, da den er
kontantprisen for en villa, nér alle baggrundsvariable har veerdien nul, og det giver ikke
meget mening at have en pris for en villa med boligareal nul og grundareal nul.

Parameteren f3 tilhorer forste sojle fra X kort-matricen, der indeholder grundarealet
for hver observation. Da parameteren har en positiv verdi, vil kontantpriserne i y veere
storre, des storre grundarealet er.

Parameteren (3 herer sammen med anden sojle fra matricen Xkort, der indeholder
boligarealet for hver observation, og da parameteren er positiv, vil prisen stige, nar
boligarealet stiger, ligesom ved grundarealet.

Parameteren f, er tilknyttet femte sojle fra matricen X kor t og angiver sammenhzengen
mellem afstand til dagligvarer og kontantprisen for en villa. Den estimerede verdi er
negativ, hvilket svarer til, at nér afstanden til dagligvarer er stor, er prisen for en villa
mindre end hvis afstanden var mindre, hvilket ogsa stemmer overens med den intuitive
opfattelse af ssammenhaengen mellem boligpris og indkebsmuligheder.
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Parameteren f35 angiver sammenhzangen mellem kontantpris og afstand til strand, der
er ottende sgjle i matricen Xkort. Da vaerdien er negativ, vil kontantprisen falde, nar
afstanden til strand stiger, hvilket ogsa stemmer overens med den generelle opfattelse af,
at en bolig med havudsigt er dyrere end en bolig langt fra vandet.

De sidste to parametre f og B7 angiver forskellen i pris forérsaget af boligens tilstand.
Parameteren f er positiv, og udgor forskellen mellem en bolig med tilstand 1 og tilstand
2, hvor tilstand 1 resultere i en kontantpris, der er 205.585kr. hgjere end ved en bolig med
tilstand 2. Tilsvarende vil prisen for en bolig med tilstand 3 vaere 1.022.591 kr. lavere end
for en tilsvarende bolig i tilstand 2. Hvis boligens tilstand er i kategorien 2 udgar begge
parametre fra modellen.

Parameteren p er positivog mindre end én, s& der er positiv korrelation mellem priser pa
villaer, der tilhgrer naboliggende postnumre.

Variansen for modellen virker umiddelbart som et overvaldende stort tal, men ses der pa
spredningen 6 = 978.950, har den en passende storrelse taget i betragting, at priserne i
vektoren y varierer fra 325.000kr. til 7.295.000kr.

CAR-model

Den datagenererende funktion for CAR-modellen er vist i definition 3.18 og har formen

D=

y=(I-pW)" X+ ((I.—pW) ") .

Som ved estimering af parametrene i SAR-modellen, indeholder y i CAR-modellen kon-
tantpriserne tilknyttet 180 placeringer for salg af villaer i Danmark, mens nabomatricen
W er defineret i koden 7.2. Matricen X indeholder de samme baggrundsvariable som
ved SAR-modellen og er i den folgende kode givet ved matricen Xkort. I koden 7.3 er
ogsa vist, hvordan der kan foretages maximum likelihood-estimation for parametrene i
en CAR-model for samme data som ved SAR-modellen. Der sorteres i de estimerede veer-
dier pa samme méde som for ved at udelade baggrundsvariable med p-veaerdi over 0,05
én for én, da signifikansen for andre variable kan @ndre sig, nar en variabel udelades. De
resulterende baggrundsvariable for CAR-modellen er vist pa figur 7.5.
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Re=siduals=s:

Min 1Q Median 3Q Max
-2181079 -511903 -17696 437350 3986210
Coefficients:

Estimate 5td. Error z walue Pr{x|=z])}

[Intercept) 9.3137e+05 3.8177e+05 2.43%6 0.0147032
Xkort[, 1] 1.4058e+01 4.1116e+00 3.419%1 0.0006284
Xkort[, 2] 9.9644e+03 1.9418e+03 5.1316 2.874e-07
Xkort[, 5] -2.5185e+02 9.310%e+01 -2.7049 0.0068319
Xkort[, 7] -4.3734e+02 2.1245e+02 -2.0585 0.0395423
Xkort[, 8] -7.1538e+01 2.3468e+01 -3.0483 0.0023014
Xkort[, 9] 1.7152e+05 1.4584e+05 1.1761 0.2395646
Xkort[, 10] -1.3181e+0&6 3.798Be+05 -3.4698 0.0005208

Lambda: 0.3%089%99 LR test value: 44.124 p-value: 3.0814e-11
Humerical Hes=zian standard error of lambda: 0.12164

Log likelihood: -2741.8
ML residual variance (=igma squared): 8.7805%e+4l1l, (=igma: 937050)

Figur 7.5: Output for maximum likelihood-estimation for CAR-modellen.

Som ved SAR-modellen er begge baggrundsvariable for boligtilstanden med, selvom
den ene har en p-verdi over 0,05, da de to variable tilsammen forteeller hvilken stand,
boligen er i. Det ses, at CAR-modellen har en signifikant baggrundsvariabel mere end
SAR-modellen i form af syvende sojle fra Xkort, der indeholder afstande til offentlig
transport. For CAR-modellen er estimaterne givet ved

[931.366,10
14,06
9.964,40
~251,85
—437,34
~71,54
171.517,10
| -1.318.130

>
Il

mens variansen o2 og parameteren p har estimaterne

02 = 937.050° = 878.062.702.500
p =0,9090.

Som ved SAR-modellen er f; skaeringen for modellen, mens f, er parameteren til
grundareal, og f35 er parameteren til boligarealet. Bade parameteren for grundareal og for
boligareal er positive, hvilket som for svarer til, at prisen stiger, hvis et af arealerne vokser.
Parameteren f, for afstand til dagligvarer har negativt fortegn som i SAR-modellen, s& des
storre afstanden til dagligvarer er, des lavere er villaens pris.

Parameteren ﬁ5 er negativ, sa des storre afstanden til offentlig transport er, des lavere
er prisen pa villaen, hvilket er logisk, da de fleste ensker at have offentlig transport
i nerheden af boligen. Parameteren g er ogsa negativ, sd des leengere der er til
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stranden, des lavere er prisen for villaen. De to sidste parametre B; og Bg repreesenterer
boligtilstanden, og da de har samme fortegn som de to sidste veerdier i f-vektoren for
SAR-modellen, fortolkes de pa samme vis.

Parameterestimatet p er positivt og mindre end én, sd der er positiv korrelation mellem
priserne for villaer med naboliggende postnumre. Variansen 62 er desuden en smule
mindre end ved SAR-modellen, hvilket kunne antyde en smule mere pracise estimater
for CAR-modellen.

Modeltest

Der vil nu blive set pd modeltest for bdde SAR- og CAR-modellen, for at se hvilken model,
der ud til at beskrive det givne dataseet bedst. I outputtet fra koden 7.3, som for SAR-
modellen ses pa figur 7.4, og for CAR-modellen pa figur 7.5, er der ogsa verdier til brug
ved modeltest. En metode er likelihood ratio-test, hvor en nulhypotese som eksempelvis
kan veere Hy : 0; = 0 testes mod en alternativ hypotese H; : 0; # 0.

Det gores ved at undersoge, hvor stor likelihoodfunktionen er i et punkt 8, som er den
veerdi, der maksimerer likelihoodfunktionen I (8;]y) under Hy. Forholdet mellem I (f,|y)
og maksimum likelihood-estimatet for samtlige, mulig veerdier for 0; er givet ved

1(6
Lr= 10)
1(0:1y)

hvor éi er den veerdi for 0;, som maksimerer likelihoodfunktionen. Det gelder her,
at 0 < LR < 1, som er en teststorrelse. Hvis veerdien LR er teet pd 1, betyder det,
at parameterestimatet 0, er tet pa at gore likelihoodfunktionen maksimal, hvormed
nulhypotesen kan accepteres. Hvis LR derimod er taet pa 0, er der grund til at tvivle pa
nulhypotesen.

Det ses pa figur 7.4 at estimaterne for SAR-modellen LR = 43,54 med p-veerdien 4,1612 -
107! som er teet pa nul, hvormed en nulhypotese pé p = 0 kan forkastes. Det samme er
tilfzeldet for CAR-modellen, der har LR = 44,12 med p-vaerdien 3,0814-107!!, som er lidt
teettere pa nul end p-verdien for SAR-modellen.

En anden metode er at teste en model ved brug af residualplot, hvor residualerne for hver
model findes med koden 7.4.

residuals (sarmodel) # Residualer findes
residuals (carmodel)

par (mfrow=c (1, 2)) # Residualer plottes

plot (residuals (sarmodel) ,ylab="Residualer",main="Residualer for
SAR-model")

plot (residuals (carmodel) ,ylab="Residualer",main="Residualer for
CAR-model™")

R-kode 7.4: Residualer for SAR- og CAR-modellerne.

Residualerne er afbildet pa figur 7.6.
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Residualer for SAR-model
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Figur 7.6: Residualer for de estimerede modeller.

For SAR-modellen er det maksimale residual givet ved 3.992.927, mens det mindste er
—2.042.827, hvor medianen —150.266 er relativt teet pa nul, nar spredningen ¢ = 978.950
tages i betragtning. Det maksimale residual ligger dog mere end tre standardafvigelser
3.6 =2.936.850 vk, hvilket tyder pa outliers. For CAR-modellen er det mindste residual
—2.181.079, mens det maksimale er 3.986.210, hvor medianen —17.696 er teettere pa
nul end medianen for SAR-modellen. Der er dog stadig outliers i CAR-modellen, da det
maksimale residual ligger mere end tre standardafvigelser 3-6 =2.811.150 vaek.

Residualplottene spreder sig over samme omrdde for SAR- og CAR-modellen og ligner
desuden hinanden ret meget, s& modellerne kan her siges at beskrive data med cirka
samme grad af praecision. Begge modeller har en mindre samling punkter over resten,
der muligvis kan stamme fra, at dataseettet med villaer indeholder nogle enkelte nedlagte
landbrug, der har et meget stort grundareal, og muligvis ikke prisseettes helt som villaer
generelt. Det kan overvejes at fjerne de nedlagte landbrug fra kategorien villaer for at
undga outliers, men pd den anden side kan der ogsd argumenteres for at lade dem blive,
da et nedlagt landbrug i princippet er en villa beliggende pé landet med et meget stort,
tilherende grundareal.

For at se lidt tydeligere, hvordan residualerne fordeler sig omkring nul, kan residualerne
standardiseres ved at dividere med spredningen, hvilket giver residualplottet 7.7. De
standardiserede residualer er fundet ved at indsatte de estimerede parametre for SAR-
modellen i koden 7.7, der @ndres en smule nar residualerne for CAR-modellen findes,
hvilket forklares senere.
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Residualer

SAR-model

CAR-model

Residualer

Figur 7.7: Standardiserede residualer for de estimerede modeller.

Her ses det tydeligt, at residualerne for SAR-modellen er teettere pa nul end dem for CAR-
modellen, hvilket kan tyde p4, at den estimerede SAR-model passer bedre pa datasettet
med villapriser end den estimerede CAR-model.

Pavirkninger

Det er ogsd muligt at udregne de gennemsnitlige pavirkninger mellem observationerne,
som er beskrevet i afsnit 4.2. Da det i seetning 4.1 blev vist, at SAR- og CAR-modellen har
de samme partielt afledede, og dermed at de gennemsnitlige pavirkninger udregnes pa
samme made for de to modeller, udregnes der her kun pévirkningerne for SAR-modellen
ved brug af kommandoen ,impacts(sarmodel, listw = WI)“ i programmet R. Outputtet er
vist pa figur 7.8.

Impact measures (lag, exact):

Direct
Xkorc[, 1] 1.637753e+01
Xkort[, 2] 9.433842e+03
Xkort[, 5] -2.517633e+02
Xkort[, 8] -8.514701e+01
Xkortc[, 9] 1.827912e+05
¥Xkort[, 10] -1.204228e+406

o Mo

Indirect

.651398e+01 3.
.512443e+03 1.
.538608e+02
.585643e+01
-843142e+05 3.
.214261e+06 -2

=i
-1.

Total
289151e+01
8946282404
056242e+02
T710034e+02
£71054e+05

-41848%e+06

Figur 7.8: Gennemsnitlige pavirkninger for den estimerede SAR-model.

Den gennemsnitlige, direkte péavirkning, som star ud for Xkort[,2], betyder, at hvis
boligarealet stiger med 6 kvm for observation y;, s& vil prisen for villa y; stige med
0 -9.434kr. Den gennemsnitlige, indirekte pavirkning fra samme @ndring vil medferer
at naboobservationen y; til y; far en prisstigning pé & - 9.512kr., sd den gennemsnitlige,
samlede pavirkning fra en eendring i boligarealet er en stigning huspriser pa ¢ - 18.946kr.

Side 103 af 127



'S

12
13
14
15
16
17

18
19

20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33

KAPITEL 7. DATABEHANDLING

7.4 Bayesiansk parameterestimering

I praksis er det ikke kun interessant at se pa hvilken model der beskriver et dataseet
mest nejagtigt, men ogsa hvilken metode til parameterestimering, der giver de bedste
resultater. Derfor vil der nu blive set pa bayesiansk estimering af parametrene i en SAR-
model og en CAR-model for villapriser i Danmark. Da den eneste viden, der haves om
priserne, er givet i datasettet, vaelges priorfordelingerne til at veere ikke-informative ved
at veelge hyperparametre teet pa nul og stor varians. Dermed skulle de endelige estimater
gerne ligne estimaterne fra maximum likelihood-estimation, s& det er nemmere at
sammenligne resultaterne fra de to estimeringsmetoder.

SAR-model
Forst ses der pa SAR-modellen, der findes ved brug af koden 7.5.

install.packages ("gibbs.met ") # Forstinstalleres en pakke til algoritme med
Metropolis—Hastings i Gibbs—sampling
library (gibbs.met)

## Der defineres nu en funktion, som udregner loglikelihoodfunktionen for den simultane
posteriorfordeling for SAR—modellen

sarbayespostford <- function (x) {

1 = length(x) #Antalletaf parametre i modellen

beta = x[-c(1-1,1)] # Hverafmodellens parametre tildeles en plads i x, der er modellens input

sigma = x[1-1]

rho = x[1]

if (sigma<0) return(-Inf) # Detsikres, at variansen sigma er positiv

if (rho<l/min (eigen (W)$values)) return (-Inf) # Her sikres atrho er mindre end den
inverse af den mindste egenveerdi for W

if (rho>1) return(-Inf) #Detsikres, at parameteren rho ikke er storre end 1

## Herefter defineres hyperparametrene i posteriorfordelingen

al = a + n/2

Sigmal=solve (t (X) $*%X + solve (Sigma))

cl=Sigmal%*% (t (X) $*% (diag (180) -rho* W) %*%y + solve(Sigma) $*%c)

bl= b + (t(c)%*x%$solve(Sigma) $*%ct t(y) $*%t (diag(180) -rho=*
W) %$*% (diag (180) —rho* W) $*%y-t (cl) $*%solve (Sigmal)%*%cl)/2

## Posteriorfordelingen for SAR—modellen indsettes

return(-(al + k/2 + 1)*log(sigma”(2)) + log(det (diag(180)-rho*x W)) -
(1/ (2%sigma~2) » (t (beta — cl)%*%solve (Sigmal) %$*% (beta-cl)+2*bl)))

## Nu veelges begyndelsesverdier for hyperparametrene
a=0.01

b=0.01

c¢=¢(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0)

Sigma= 10710*diag(11)

## X—matricen, vektoren y og dimensionerne heraf indsaettes

n=180 # Antal postnumre

k=11 #antallet af parametre i betavektoren

y=y # prisen for boliger

X<-matrix (0, 180, 11) # Der defineres en ny X—matrix, sa skaeringen ogsa kan estimeres
X[,1:10]<=Xkort
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X[,11]<-1

## Der simuleres fra posteriorfordelingen

sim = gibbs_met (sarbayespostford, no_var=13, ini_value=c( 92, 2, 105,
16, -33, -35, 154, -18,-100, 14,1,460556,0.5),1iters=500,iters_met=2,
stepsizes_met=e¢(100,1,10,1,10,5,8,5,10,10,10,2500,0.05))

# hvor no_var er antallet af komponenter i Gibbs—sampleren, ini_value er vektor med
begyndelsesveerdier, iters er antallet af iterationer og stepsizes_met er standardafvigelserne i
forslagsfordelingerne.

R-kode 7.5: Bayesiansk estimering af parametrene i SAR-modellen.

Der simuleres fra posteriorfordelingen for SAR-modellen, som er givet i seetning 6.2. Via
kommandoen ,gibbs.met“ i R anvendes bade Metropolis-Hastings og Gibbs-sampling til
at finde modelestimaterne, da B og o2 har kendte fordelinger, mens fordelingen for p
ikke har nogen velkendt form, hvilket blev vist i afsnit 6.4. Forst foretages 500 iterationer
ved brug af koden 7.5 for at finde ud af hvilke baggrundsvariable i matricen X, der er
signifikante. Signifikansen underseges ved at lave 95%-CPI for hver parameter, hvilket er
visti koden 7.6.

## 95% CPI til at finde signifikante parametervardier

simml<-sort (sim[,1]) # Farstsorteres de simulerede vardier for den forste indgang i
beta—vektoren

simml [floor (500%0.025) ] #2.5%—fraktilen findes for de 500 simuleringer

simml [flooxr (500%0.975) ] #97.5%—fraktilen for 500 simuleringer. Samme kode gennemlgbes for
hver af de 11 parametre

## Histogrammet for simuleringerne for hver parameter

hist (sim[,1] , xlab="sim/[,1]",ylab="Antal",main="Grundareal)

hist (sim[,2] , xlab="sim[,2]",ylab="Antal",main="Boligareal") #Samme kode
gentages for resten af parametrene ved at eendre sim|,2] til sim[,3] osv.

R-kode 7.6: CPI og histogrammer for SAR-modellen.

Der fés folgende intervaller for 95%-CPI, det vil sige, at der er 95% sandsynlighed for den
a@gte veerdi for hver parameter befinder sig i det givne interval:

B1€1[15,97;26,81] med 95% sikkerhed

B2 € [—4,31;29,65] med 95% sikkerhed

B3 € [—64,64;211,48] med 95% sikkerhed

B4 €[14,57;43,92] med 95% sikkerhed

Bs € [—5,46;264,70] med 95% sikkerhed

Pe € [-213,80; —32,48] med 95% sikkerhed

B € [37,18;214,29] med 95% sikkerhed

Bs € [-51,83;25,76] med 95% sikkerhed

P9 € [-165,08;41,15] med 95% sikkerhed
B1o € [—824,14;45,08] med 95% sikkerhed
P11 €[-111,03;248,84] med 95% sikkerhed
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Desuden fas histogrammerne som vist pa figur 7.9.
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Figur 7.9: Histogrammer over 500 simuleringer for parametrene i SAR-modellen.

Ses der pa intervallerne for CPI, indeholder intervallerne for 8., B3, Bs, Bs, B10o 08 P11
veerdien nul, men ses der pa histogrammerne, er det kun parameteren fg for afstand til
strand, der med sikkerhed er centreret omkring nul. Derfor sorteres denne parameter
fra som veerende ikke signifikant, hvorefter koden 7.5 kores igen for de signifikante
baggrundsvariable, denne gang med 1000 iterationer. Traceplottene er vist pa figur 7.10.
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Figur 7.10: Traceplot for de simulerede parametre til SAR-modellen.

De bayesianske parameterestimater for SAR-modellen udregnes ved brug af koden 7.7.

## Estimatet for hver simuleret parameter udregnes som gennemsnittet af de simulerede vardier minus
burn—in

sarbetal<—-mean (sim[100:1000,1])

sarbeta2<-mean (sim[100:1000,2]) #ogpdsamme made estimeres resten af de 11 veerdier i
beta—vektoren

sarsigma2<-(mean (sim[300:1000,11])) "2 # Variansen estimeres
sarrho<-mean (sim[100:1000,12]) # Parameteren rho estimeres

estimaterbeta <—-c(sarbetal, sarbeta2, sarbeta3, sarbetad4, sarbetab,
sarbeta6, sarbeta7, sarbeta8, sarbeta9, sarbetall) # Parametervektoren beta
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## Residualerne plottes

plot (((diag(180) —sarrho*W) $*%$ (y -
(solve (diag (180) —sarrho*W) $*%$X%*%estimaterbeta))) /sqrt (sarsigma?),
xlab="Index",ylab="Residualer")

R-kode 7.7: Bayesianske estimater og tilherende residualer for SAR-modellen.

Ved hvert parameterestimat er der forsegt at tage hejde for burn-in ved at udelade de
forste 100 til 300 iterationer, alt efter hvornar traceplottet for hvert enkelt estimat ser ud
til at neerme sig en ligeveegt. Dermed fas parameterestimaterne

[ 21,15 |
49,08
—147,86
27,06
46,15
—34,08
468,36
—310,89
538,91
| 534,99

02 =1.055.512% = 1.114.105.582.144
f = 0,7576.

(7.1)

=
I

Forste indgang i vektoren P er parameteren tilhgrende baggrundsvariablene for grunda-
realer, mens anden indgang i B er boligarealet. Begge parametervardier er positive og
fortolkes derfor ligesom ved maximum likelihood-estimation.

Parameteren f tilhorer baggrundsvariablen med antal verelser, der her er negativ,
hvilket svarer til, at des flere veerelser en bolig har, des billigere er den. Dette virker ikke
heltlogisk og ses der pa histogrammet for de 1000 iterationer for denne parameter, der er
vist pa figur 7.11, ses det ogsd, at mange verdier er centreret omkring nul. Det kan derfor
overvejes at udelade variablen.

Antal vaerelser

100 200

Artal

0

T 17T 17 1T 11
-500 400 O 400

sim([, 3]

Figur 7.11: Histogram for 1000 simuleringer af parameteren for antal veerelser.

Parameteren 4 horer sammen med baggrundsvariablen med afstand til City, der her er
positiv, s des laengere der er til centrum, des dyrere er boligen. Det kan muligvis skyldes,
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at hvis villaerne ligger lidt uden for byen, kan de have storre grundareal end villaer teettere
pa bymidten, og dermed ogsa en hojere pris.

Parameteren fs tilhorer variablen med afstand dagligvarer, der ogsé er positiv, sa des
laengere der er til indkobsmuligheder, des dyrere er boligen. Intuitivt er det det modsatte
af hvad man kunne forvente, og ses der pa traceplottet, er de simulerede veerdier ret
centreret om nul, s& det kan ogsa overvejes at tage denne parameter ud af modellen.

Parameteren f¢ horer til baggrundsvariablen afstand skole, og er negativ, s& des laengere
der er til en skole, des lavere er villaens pris.

Parameteren f; tilhorer afstanden til offentlig transport, der her er positiv, s& des laengere
der er til transport, des dyrere er villaen, hvilket ligesom afstanden til centrum kan virke
en smule ulogisk. Det kan muligvis forklares med, at de lidt sterre og dermed dyrere
villaer kan ligge lidt uden for byen og dermed ogsa leengere fra transport, dagligvarer og
centrum.

De to parametre ,33 og ﬁg horer til boligtilstanden, der ville give mere mening, hvis for-
tegnene for boligtilstandene have veeret omvendt, da den negative parameter ﬁg og den
positive parameter 3y antyder, at prisen falder, nar boligtilstanden er god, og at prisen
stiger, nar boligstanden er darlig. Det kan skyldes, at den ene af boligtilstandsindikato-
rerne jevnfor histogrammerne 7.9 muligvis ikke er signifikant, hvilket kunne medferer,
at ingen af boligtilstandsindikatorerne i sidste ende er signifikante, da de kan anses for at
here sammen. Derfor kunne det overvejes at tage dem ud af modellen. Sidste parameter
B10 er skaeringen.

Modellen kan testes ved at se pa residualerne, der her er de standardiserede residualer,
der er forskellen mellem de observerede veerdier y og den estimerede model, hvor
forskellen divideres med spredningen o. For SAR-modellen fra seetning 2.6 fas de
standardiserede residualer r ved

(1n-pW) ™ (XB+e) =
(1n=pW) [y~ (1, —pW) ™' XB) =
(1a=pW) (y= (1 - pW) ™' XB)

r= N ’
o

y
€

hvor &€ ~ N, (0,6%1I,,), p er den estimerede veerdi for p og ii er de estimerede veerdier for
parametervektoren B. Residualerne r afbildes ved brug af koden 7.7 og er vist pa figur
7.12.
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Figur 7.12: Residualer for bayesianske estimater for SAR-modellen.

Det maksimale residual 4,51 og det mindste residual —2,10, hvilket ikke er seerlig store
veerdier, mens medianen 0,0310 for residualerne er teet pa nul, s& modellen kan siges at
passe ret godt pa data. Det ses desuden, at residualerne ligger teettere pa nul end for de
to modeller estimeret med maximum likelihood-estimation, der er vist pa figur 7.7.

CAR-model

Fremgangsmadden til at finde modelparametrene i CAR-modellen ved brug af bayesiansk
parameterestimering er den samme som for SAR-modellen. Posteriorfordelingen for
CAR-modellen er vist i seetning 6.4, og koden til at simulere fra posteriorfordelingen er
givet i koden 7.8.

carbayespostford <- function (x) {

1 = length (x) #Antal af parametre

beta = x[-e(1-1,1)]1 # Hver parameter tildeles en plads i x

sigma = x[1-1]

rho = x[1]

if (sigma<0) return(-Inf) # Detsikres, at variansen sigma er positiv

if (rho<l/min (eigen (W)$values)) return(-Inf) # Her sikres atrho er mindre end den
inverse af den mindste egenveerdi for W

if (rho>1) return(-Inf) # Her sikres atrho ikke er storre end 1

al = a + n/2 #Hyperparametre i posteriorfordelingen defineres

## Logaritmen for posteriorfordelingen defineres

return(-(al + k/2 + 1)*log(sigma”(2)) + 0.5%log(det (rho* W)) -
(1/ (2*sigma”2) * (t(y-solve(diag(180)-rho* W)%*%X%*x%beta)
$%% (rho*W) $*% (y—solve (diag (180) ~rho* W) $*%X%x%beta) +
(t (beta-c) $*x%$solve (Sigma) $*% (beta-c) +2xb))))

}

a=0.01 #selvvalgte vaerdier for hyperparametre

b=0.01

¢=c(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0)

n=180 #antal postnumre

Sigma= 10710%diag(11)
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k=11 #antallet af parametre i betavektoren

y=y # prisen for boliger

## Laver ny x—matrix med skaering som sidste indgang
X<-matrix(0,180,11)

X[,1:10]<-Xkort

X[,11]<-1

X[1:5,]

## Der simuleres fra posteriorfordelingen

sim = gibbs_met (carbayespostford, no_var=13, ini_value=c( 92, 2, 105,
16, 1, 1, 154, 1,1, 14,460556,1,0.5),iters=500,iters_met=2,
stepsizes_met=e¢(100,1,10,1,10,5,8,5,10,10,10,2500,0.05))

R-kode 7.8: Simulering af estimater for CAR-modellen fra den bayesianske
posteriorfordeling.

Her indseettes ogsa en ekstra sojle i X-matricen af ettaller, s& modellen fér et skeerings-
punkt. Forst simuleres 500 parameterveardier, hvor 95%-CPI for parametrene i CAR-
modellen er givet ved

B1€[-10,21355;22,94238] med 95% sikkerhed
B2 € [-114,55462;39,92595] med 95% sikkerhed
Ps € [-142,63065;395,06887] med 95% sikkerhed
B4 € [27,83265;51,82665] med 95% sikkerhed
Bs € [206,11799;307,44329] med 95% sikkerhed
Be € [—152,14204; -41,73992] med 95% sikkerhed
B € [-67,04206;223,22883] med 95% sikkerhed
Ps € [—33,10241;36,66470] med 95% sikkerhed
B9 € [—938,49244;41,81791] med 95% sikkerhed
B1o € [—203,43978;929,79038] med 95% sikkerhed
B11 €1132,13896;680,03412] med 95% sikkerhed.

Intervallerne er fundet ud fra samme type kode som i koden 7.6, og histogrammerne for
de simulerede parametre er vist pa figur 7.13.
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Figur 7.13: Histogrammer for de simulerede parametre i CAR-modellen.

Ses der pa CPI, indeholder intervallerne for parametrene f;, 82, B3, B7, Bs, Bo 08 Pro
veerdien nul, mens det kun er histogrammet for f;, der er ret centreret om veardien
nul, s& denne parameter tages ud af modellen, inden der simuleres nye estimater for
parametrene. Derudover indeholder histogrammet for f; en del estimater omkring
veerdien nul, s& denne parameter tages ogsa ud af modellen, mens resten af parametrene
beholdes. Det vil sige, der defineres en ny X-matrix, hvorefter der foretages 1000
iterationer for parametrene i CAR-modellen. Traceplottene er vist pa figur 7.14.
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Figur 7.14: Traceplot for parameterestimater for CAR-modellen for villaer.

At flere traceplot ser ud til ikke at konvergere inden for de forste 1000 iterationer, kan
skyldes at MCMC-estimering her kraever positive begyndelsesverdier og det derfor tager
negative parametre flere iterationer at né ligeveegten. Hvis der kores flere iterationer end
1000 kan ligevaegten sandsynligvis ses tydeligere end her.

Parameterestimaterne udregnes ved brug af kode lig den for SAR-modellen i kode 7.7,
hvor de forste 100 til 300 simuleringer tages fra som burn in, vurderet ud fra traceplottene.
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Parameterestimaterne for CAR-modellen bliver

[ —3,83 ] Grundareal
248,24 Boligareal
36,21 Afstand til City

286,92 | Afstand til dagligvarer

p=|-114,40|  Afstand til skole
-25,18 Afstand til strand
—-51,91 | Boligtilstandsindikator
1.733,62 | Boligtilstandsindikator
[ 1.096,16 | Skeering
6% =392.926% = 154.390.528.905
p = 0,9053.

Her ses det at parameteren for grundarealet er negativ og teet pa nul, hvilket ikke
stemmer overens med de tidligere fortolkninger af grundarealets sammenhaeng med
boligens pris. Det kunne muligvis skyldes, at der kreeves endnu flere iterationer for
ligeveegten for grundareal nés, eller at der er medtaget baggrundsvariable, der ikke
er signifikante, og dermed pévirker andre parameterverdier uheldigt. Parametrene for
afstand til City, dagligvarer og skole, samt parametrene for boligstanden har samme
fortegn som estimaterne for parametrene i SAR-modellen fra (7.1) og kan derfor fortolkes
pd samme vis. Parameteren for baggrundsvariablene med afstand til strand er her
negativ, hvilket ikke er hvad man ville forvente intuitivt. Som neevnt tidligere kan
det skyldes, at parameterestimaterne kraever flere end 1000 simuleringer for at na en
ligevaegt, da startveerdierne i flere tilfeelde ligger relativt langt fra de parameterveerdier,
der er opndet ved eksempelvis maximum likelihood-estimation.

De estimerede verdier for CAR-modellen kan testes ved at se pd de standardiserede
residualer r, der findes ved at forskellen mellem dataene y og den estimerede model
divideres med spredningen ¢. Den datagenererende funktion for CAR-modellen har
jeevnfor setning 3.18 formen

NI»—-

y:(I—pW)_lXﬁ+(I —pW) )
(1= pW)2 (y- (1- pw) ™ XB)

A

o

Y=

Plottes de standardiserede residualer, fas outputtet pa figur 7.15.
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Figur 7.15: Residualer for bayesianske estimater til CAR-modellen.

Det maksimale residual for CAR-modellen er 13,14, mens det mindste er —7,85 og
medianen —0,4908 er teet pa veerdien nul. Residualerne er jeevnt fordelt omkring veerdien
nul og tyder pé en mere praecis model for de givne data end de standardiserede residualer
for parametrene fra maksimum likelihood-estimation, der er vist pa figur 7.7, mens den
bayesianske SAR-model har residualer en smule teettere pa nul end den bayesianske CAR-
model.

Det givne datasaet med salgspriser og tilherende baggrundsvariable for villaer i Danmark
kan med udgangspunkt i residualplottene derfor beskrives mest praecist med en
SAR-model med estimater fra bayesiansk MCMC-estimering, hvorimod fortegnene
for parametrene intuitivt giver mest mening for bade SAR-og CAR-modellen med
maximum likelihood-estimaterne. Der kan givetvis opnas andre resultater i begge
estimeringsmetoder, hvis der medtages andre kombinationer af baggrundsvariable,
hvilket er oplagt at forsege sig med ved de bayesianske estimater, hvor simuleringerne
dog tog for lang tid til, at det var muligt at afprove flere kombinationer i forbindelse
med denne rapport. Udregningerne kunne muligvis gares hurtigere ved at approksimere
nogle af udtrykkene med store matricer i posteriorfordelingerne for bdde SAR- og
CAR-modellen, s& det var muligt at foretage endnu flere iterationer end 1000, hvilket
sandsynligvis ville resultere i mere pracise estimater.
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Rumligt data med indbyrdes afth@engige punkter som eksempelvis huspriser kan beskri-
ves ved brug af rumlige modeller, heriblandt ogsé& rumlige, okonometriske modeller. To
af denne slags modeller er SAR- og CAR-modellen.

SAR-modellen er en rumlig, autoregressiv model pa formen

y=pWy+XB+e
€~ N, (0,0%I,),

der er defineret i definition 2.4. Her er p er en parameter for graden af rumlig
aftheengighed mellem de n observationer i vektoren y, mens matricen W angiver
naborelationerne mellem observationerne. Matricen X indeholder observationernes
baggrundsvariable, og f er den tilhgrende parametervektor, mens & er fejlvektoren. SAR-
modellen er en model for rumligt, athaengige data, der folger en normalfordeling, hvor
det generelt antages, at ndr der haves mange observationer n i et dataseet, vil fordelingen
for observationerne tilneermelsesvis veere en normalfordeling.

En anden model, der kan anvendes pé rumlige, indbyrdes afthangige observationer, er
CAR-modellen, der anvendes i forbindelse med Markovfelter. Et Markovfelt er, nér n ob-
servationer har en betinget fordeling, som definerer nabostrukturen mellem punkterne.
CAR-modellen er derfor en betinget normalfordeling for en maengde observationer vy,
hvor hver observation er betinget med resten af observationerne. Den datagenererende
funktion for CAR-modellen er givet i seetning 3.18 som

D=

y=(I-pw) " X+ ((L-pw) ") ¢,

hvor X, y, W og parametrene er defineret som ved SAR-modellen.

Estimater for parametrene i hver model kan findes ved brug af enten maximum
likelihood-estimation eller bayesiansk estimering af parametrene. Maximum likelihood-
estimation tager udgangspunkt i likelihoodfunktionen /(8|y) for hver model, hvor @ er
en vektor indeholdende modellens parametre. Her findes det estimat ] i, der maksimerer
likelihoodfunktionen, ved at differentiere loglikelihoodfunktionen /(6;|y;) med hensyn
til hver parameter og seette differentialet lig nul. Nar der haves flere parametre at estimere
som i SAR-og CAR-modellen, er det muligt at anvende profilloglikelihoodfunktionen til
at forsimple udregningerne, hvilket er beskrevet i kapitel 5.

Bayesiansk estimering af modelparametrene medtager i modseetning til maximum
likelihood-estimation eventuel forhdndsviden, som medtages i priorfordelingerne for
hver parameter. Herefter findes posteriorfordelingen for alle parametrene i modellen
ud fra priorfordelingerne og likelihoodfunktionen, og der kan konstrueres en MCMC-
algoritme til at simulere estimater for parametrene fra posteriorfordelingen. I MCMC-
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algoritmen kan parametre med kendte fordelinger simuleres ved brug af en Gibbs-
sampler, mens parametre med ukendte fordelinger kan simuleres ved brug af Metropolis-
Hastings. For SAR- og CAR-modellerne er MCMC-algoritmen konstrueret pa to forskelli-
ge mader, da SAR-modellens parametre  og o har kendte fordelinger og kun parame-
teren p har ukendt fordeling, mens alle parametrene i CAR-modellen tilsyneladende har
ukendte fordelinger, sa alle parametre simuleres ved brug af Metropolis-Hastings.

I kapitel 7 blev der givet et praktisk eksempel pd, hvordan der kan estimeres en SAR- og
en CAR-model for den samme datameaengde, der bestod af priser pa villaer i Danmark
solgt af ejendomsmaegleren HOME. Forst blev parametrene i hver model estimeret ved
brug af maximum likelihood-estimation, hvor CAR-modellen havde én signifikant bag-
grundsvariabel mere end SAR-modellen, mens de standardiserede residualer var teettest
pa nul for SAR-modellen, der dermed kan siges at veere en smule mere preecis end den
fundne CAR-model. Dernast blev modelparametrene estimeret ved brug af MCMC, der
simulerede estimater fra posteriorfordelingen til hver model. Ved de bayesianske esti-
mater blev priorfordelingerne valgt til ikke at veere informative, s& posteriorfordelingen
fik storstedelen af sin information fra likelihoodfunktionen. Dermed skulle de bayesian-
ske estimater gerne ligne estimaterne fra maximum likelihood, men de fundne estima-
ter varierede en del bade i storrelse og fortegn, selvom estimaterne fra de to maximum
likelihood-estiomationer lignede hinanden ret godt. Parameteren p, som beskriver gra-
den af athaengighed mellem naboerne, var positivog mindre end én for alle de estimerede
modeller, hvor den for begge CAR-modeller 14 omkring 0,9 og dermed var hojere end for
de to estimerede SAR-modeller. De standardiserede residualer for hver estimeret model
viste at den model, der passede bedst til data, var en SAR-model med estimater fra bay-
esiansk MCMC-estimering, selvom fortegnene for parametrene ikke intuitivt gav lige sa
god mening som fortegnene for parametrene i begge modeller med maximum likeihood-
estimation. De bayesianske modeller kan sandsynligvis forbedres ved at foretage flere ite-
rationer end 1000, sa det er tydeligere hvilke veerdier simuleringerne konvergerer mod, og
det er ogsd en mulighed at afprove andre kombinationer af baggrundsvariable.

Det kan ikke sige at enten SAR- eller CAR-modellen er bedre end den anden, da det er
to mulige mader at modellere rumligt atheengigt data pd, og derfor vil passe bedre pa
nogle data end andre. Det er dog praktisk at have flere, mulige modeller at veelge imellem,
ndr der onskes en estimeret model for et givet dataset, ligesom det er praktisk at have
flere estimeringsmuligheder til at finde modelparametrene. Det kan vere en fordel at
anvende maximum likelihood-estimation, nar der ikke haves nogen forhandsviden om
parametrene i en model, mens bayesiansk parameterestimering kan anvendes, hvis der
haves forhdndsviden.
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Appendiks

A.1 Tidskompleksitet

Afsnittet tager udgangspunkt i [Rosen, 2007, kapitel 3].

Nar matematiske udtryk med kompliceret matrixregning med store matricer behandles
i praksis, anvendes ofte algoritmer, og det er derfor praktisk at kunne sammenligne
hastigheden af forskellige algoritmer med forskellige beregningsmetoder. Antallet af
operationer, som en algoritme bruger til at lgse et givet problem, angives ved algoritmens
tidskompleksitet, der er et udtryk for, hvor meget arbejdskraft computeren har brug for,
og den angiver derfor ikke det reelle tidsforbrug. Her ses der ogsa bort fra, hvilken type
software og hardware, computeren har, og det antages at alle operationer tager lige lang
tid at udfere, hvilket selvfolgelig er en forenkling af virkeligheden. Tidskompleksitet kan
opfattes som et estimat for sveerhedsgraden af en algoritme, der beskrives ved Store-O-
notationen.

Definition A.1 (Store-0):

Lad f og g veere reelle funktioner defineret for en maengde bestdende af heltal eller
reelle tal, sd x € R eller x € Z. Funktionen f(x) er O(g(x)), hvis der findes konstanter
Cogk,sa

|f)|=C-|gx)| nérx>k.

Tidskompleksistet angiver hvordan antallet af operationer, algoritmen udferer, vokser
ndr inputtet n bliver storre. Almindelige tidskompleksiteter er vist i tabellen herunder.

Kompleksitet | Terminologi

o) konstant kompleksitet
O(In(n)) logaritmisk kompleksitet
O(n) lineaer kompleksitet
O(nln(n)) nln(n) kompleksitet
0(n*) polynomisk kompleksitet
O(k™ eksponentiel kompleksitet
O(n!) faktoriel kompleksitet







Appendiks

B.1 Normalfordelingen

Definition B.1 (Normalfordeling):
En stokastisk vektory = (y1,)2, ..., ¥n) T'eRrn siges at veere n-dimensionalt normalfor-
delt med parametrene g og X, hvis den har den simultane taethedsfunktionen

()—;ex {—1( —wTz Ny - )}
p y - (27[)”/2|Z|1/2 p 2 y I'l' y I'l )

hvory= (y1,¥2,..., yn) T € R, = (u1,142,...,14n) " € R" er middelverdivektor, og hvor
2 er en positivt semidefinit (n x n)-matrix. Dette noteres

Y~ N, (,3).

Jeevnfor [Lee, 2004, s. 304] er det muligt at vise, at g og X er henholdsvist middelveerdi-
vektoren og kovariansmatricen udtrykt ved

E[Y;] Cov[Yy,Y;] --- Cov[Y1,Y,]

p=1 : og 2= : g :
E[Y] Cov[Yp, Y1l -+ Cov[Yy, Yyl

B.2 Den uniforme fordeling

Definition B.2 (Uniform fordeling):
En stokastisk variabel Y € R siges at vaere uniformt fordelt pé intervallet [a,b], hvis
den har teethedsfunktionen

1
=— <y<hb,
PO =3—_ 4=y
hvilket noteres som

Y ~Ul(a,b).
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Jevnfor [Lee, 2004, s. 296-297] er middelveerdien og variansen givet ved

a+b
E[Y]=
2
(b-a)®
Var[Y] = .
12

B.3 Invers gammafordeling

Definition B.3:
En stokastisk variabel Y € R siges at vaere invers gammafordelt med parametrene a
og b, hvis den har teethedsfunktionen

%) b” —(a+tl) oy { b} 0<y<
=— —— 00,
ply T(a)y p y y

hvor I' er gammafunktionen givet ved I' (a) = (a — 1)! for positive heltal, og a, b € R;..
Dette noteres

Y ~IG(a,b).

Gammafunktionen er defineret for positive heltal og alle komplekse tal, men ikke for
negative heltal og nul. For komplekse tal med positiv realdel er den defineret ved det
uegentlige integrale

I'(n) = f e ' ar.
0

Jevnfer [Gelman et al., 1995, s. 474] er middelveerdi og varians for den inverse
gammafordeling givet ved

E[Y]= giveta >1
b2

Var[Y] = —(a— D2 a—2)

givet a > 2.
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B.4. BETAFORDELING

B.4 Betafordeling

Definition B.4:
En stokastisk variabel Y € R siges at veere betafordelt med parametrene a og b, hvis
den har tethedsfunktionen

1
PV=50h vyela-v  o<y<i,

hvor B (a,b) = % = fol t* 11 - 1P 1dt og T(n) = (n—1)! for positive heltal. Dette
noteres

Y ~B(a,b).

Jeevnfor [Lee, 2004, s. 292-293] er middelveaerdi og varians for en betafordeling givet ved

E[Y]=

a+b
ab

(@a+b?@a+b+1)

Var(Y] =

Desuden skal det bemeerkes, at for a = b =1 haves en standard uniform fordeling U(0,1).
Betafordelingen ligger som udgangspunkt i intervallet [0,1], men hvis den skaleres, kan
den komme til at ligge i andre intervaller, hvis det enskes. Nar a = b = 0 haves en

fordeling, der er proportional med p~!(p—1)"!, og dermed repraesenteres en fuldstaeendig
usikkerhed.
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Appendiks

C.1 Matrixregneregler

Regnereglerne er fundet i [Encyclopedia, Opslag: Invertible matrix], [Encyclopedia,
Opslag: Matrix calculus] og [Encyclopedia, Opslag: Determinant].

Regneregel C.1:
Det geelder for en matrix A (a), hvor a er et reelt tal, at

AL it (A_la—A):

da g 0a

o|l,—pW| _ 1 0(I—pW)
T—|In—pW|tr((In—pW) T)

=l pW|tr(= (1, - pw) ™' W).

Regneregel C.2:
Der geelder for en matrix A at I, = AA~! hvormed det haves, at
O:iln:i(AA_l):a—AA_l-q-AaA_l .
0a 0a 0a 0a
0A™! _ _A—la_AA—l
oa da

Regneregel C.3:
For matricer A, B, C og D geelder det, at

tr(ABCD) = tr(DABC) = tr(CDAB) = tr(BCDA).
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