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Abstract:

This project investigates how point
processes can be used as a tool to mo-
del and analyze spatial patterns. After
an introduction to the basic concepts,
including the Poisson process, the fo-
cus is on both the theory behind point
processes and their practical applica-
tion.

The project looks on K- and L-
functions to analyze structures in da-
tasets and determine whether there
are signs of clustering or repulsion
among the points. The introduced
methods are tested on the dataset
redwoodfull, which contains tree posi-
tions and is available in Rstudio. Here,
the Poisson process, Strauss process,
and Matérn Cluster process are com-
pared to evaluate how well they descri-
be the selected dataset. In the project,
it can be seen that the Matérn Cluster
Process is the best at describing the
chosen dataset.
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1  Indledning

Punktprocesser bruges til at beskrive og kigge pa, hvordan punkter fordeler sig i et omrade,
og til at forsta, hvilke mgnstre der opstar. For eksempel kan man bruge dem til at undersgge,
hvordan treeer star placeret i en skov, og hvad der pavirker, hvor de star og hvor de vokser.
Hvis jorden er darlig, spreder tracerne sig ofte for at fa mest muligt ud af de fa ressourcer,
der er. Omvendt, hvis der kun er god jord nogle steder, samler traeerne sig tit i grupper,
som kaldes klustre, for at konkurrere om de gode omrader.

Punktprocesser kan ogsa bruges til mange andre ting. For eksempel er de gode til at kigge
pa, hvordan sygdomme spreder sig i en befolkning, og til at finde de steder, hvor smitten
eventuelt er startet. Det kan ogsa hjelpe med at forsta, hvordan smitten beveeger sig rundt,
og hvilke omrader der skal have ekstra fokus for at stoppe den og holde den under kontrol.

Derudover kan punktprocesser ogsa anvendes mere samfundsfagligt. For eksempel kan de
bruges til at studere kriminalitet i et omrade, hvor man kan analysere mgnstre og finde
omrader med hgj risiko for kriminalitet. Nar man har fundet de her mgnstre, kan man bedre
arbejde forebyggende og planlsegge, hvordan man fordeler ressourcerne for at beksempe
kriminaliteten.

De mange mader som man kan bruge punktprocesser pa, ggr dem netop til et rigtig godt
vaerkt@j bade i forskning og til mere praktiske ting.

Dette projekt handler om at forklare, hvad punktprocesser er, og hvordan de virker. Det
bliver gjort ved at kigge pa teorien bag og ved at bruge et rigtigt dataseet til at vise og
afprove teorien. Projektet fokuserer mest pa Poisson punktprocessen, som til sidst bliver
sammenlignet med Strauss punktprocessen og Matérn cluster, der er en specialtilfeelde af
Cox punktproces. Programmet RStudio, og specifikke funktioner deri, bliver brugt til at
finde L— og K -funktioner for de forskellige punktprocesser, og sa bliver de brugt til at se,
hvor godt de passer til det selvvalgte datasaet.
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2  Grundlseggende egenskaber

Folgende afsnit tager udgangspunkt i [1] og [2].
I dette afsnit vil punktprocesser samt relevant teori bliver introduceret.

En punktprocss er en model, der kan bruges til at beskrive tilfeeldige mgnstre af punkter
i tid og rum. Punktprocesser kan defineres i flere dimensioner. Der gives nu et illustrativt
eksempel pa en punktproces i en dimension.

Figur 2.1: Punktproces i en dimension

I Figur kan det ses det forste eksempel, nemlig en punktproces i en dimension. Her kan
linjen repraesentere en tidslinje pa et kundeservicecenter, og hvert punkt kan repraesentere
et opkald, der modtages pa et tilfeeldigt tidspunkt.

Punktprocesser kan ogsa blive mere komplekse og det bliver de i takt med at vi arbejder
i hgjere dimensioner.Nar man arbejder med to dimensionelle punktprocesser og opefter
kaldes de rumlige punktprocesser. Her introduceres et illustrativt eksempel pa en to dimen-
sionel rumlig punktproces.

Figur 2.2: Punktprocess i to dimensioner

Forskellen mellem en punktproces og en rumlig punktproces ligger hovedsageligt i antallet
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af dimensioner og anvendelsesomradet. En punktproces i en dimension beskriver tilfeeldige
heendelser langs en tidslinje, hvor hver haendelse kun har en position. I Figur 2.1] er denne
position angivet som tid. En rumlig punktproces, foregar i to eller flere dimensioner og
bruges til at modellere tilfeeldige mgnstre af punkter i et rumligt omrade, som for eksempel
positioner af objekter i et geografisk rum. Rumlige punktprocesser giver derfor mulighed
for at analysere fordelingen af punkter i fysisk rum fremfor kun over tid.

For eksempel kan en rumlig punktproces repraesentere placeringen af traeer i en skov, spred-
ning af en bestemt sygdom blandt en population eller positionerne af stjerner pa himlen.
Ser man pa Figur kan det eksempelvis illustrere et billede af en lille del af stjernehimlen,
hvor hvert punkt repraesentere en stjerne. Dette leder op til uformel definitionen af rumlige
punktprocessor.

En rumlig punktprocess X er en tilfeeldig, teellelig delmeengde af et rum S.

Det vil ofte veere sadan, at S vil veere hele R?, men da R? er ubegreenset, og det er umuligt
at arbejde (og observere) med en uendelig datamengde, sa vil man i praksis gerne have
begraenset det pa en eller anden made, sa dataen bliver mere handgriblig. Dette kan man
gogre med et observationsvindue W hvor W C S. Intuitivt kan S i astronomi ses som hele
himlen, mens observationsvinduet W kan ses som det omrade, som et teleskop kan obser-
vere. Pa den made kan man begraense det omrade man arbejder pa.

Figur 2.3: Et observationsvindue W illusteret pa hele S. Her er W angivet med en rgd firkant, og punk-
terne vi kan observere er angivet med bla farve.

I Figur 2.3 kan observationsvinduet ses angivet som firkantet, men observationsvinduet kan
have flere forskellige former.
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En ting man ogsa gerne vil begraense, er antal af punkter eller data i et observationsvindue.
Derfor er man ogsa interesseret i, at punktkonfigurationerne opfylder egenskaben lokal

endlighed.

Definition 2.1. Lokal endelig punktkonfiguration

En punktkonfiguration x C S siges at veere lokal endelig, hvis ethvert begraen-
set omrade B C S indholder et endeligt antal punkter. Her er x lokal endelig,
hvis n(zp) < oo for alle begreensede delmeengeder B C S, hvor n(xp) angiver
kardinaliteten af xp og xp =2 N B.

Dette sikrer, at der kun er et endeligt antal punkter i ethvert begraenset omrade af S. Ses
pa Figur sa vil n(xy ) = 4 da der kun er fire punkter indenfor observationsvinduet.
Nu kan rummet Np, som indeholder alle sadanne lokalt endelige punktkonfigurationer
introduceres.

Definition 2.2. Rummet for lokalt endelige punktkonfigurationer

En lokalt endelig punktkonfiguration er en specifik samling af punkter z C S, som
opfylder egenskaben om lokal endlighed. Rummet af alle lokalt endelige punktkonfigu-
rationer betegnes Ny

N ={x C S :n(xp) < oo for alle begreensede B C S}.

Her kraeves det, at vores punktprocesser altid giver os endelige maengder.

I de punktprocesser der indtil videre er blevet introduceret, far man kun information om
placeringen af et punkt i et rum eller en tidslinje. I nogle tilfeelde kan man have interesse
i at markere dem, enten med en veegt eller en anden form for veerdi og pa den made veere
mere informativ. Disse veerdier kan eksempelvis veere storrelser,typer eller former. Denne
type af punktprocesser kaldes for merket punktprocesser.

Definition 2.3. Market punktproces

Lad X veere en punktproces pa et rum S C R%. Lad M veere et merketrum. Sa defineres
en maerket punktproces som en proces, hvor hver punkt x € X har et tilknyttet maerke
m, € M. Denne meerkede punktproces kan derfor opskrives som Y = {(z,m,)|r € X}

For at give en intuitiv forstaelse introduceres folgende eksempel.

Eksempel 2.4.
Et datasset kan for eksempel illustrere en storby og dens bygninger, hvor punkterne



Grundlaeggende egenskaber Aalborg University

repraesenterer bygningernes placering. Der kunne ogsa veere yderligere data, sasom
antallet af etager i hver bygning. Dette eksempel viser en sadan situation.

Market Punktproces (Bygninger med Antal Etager)
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X-koordinat (Bygningens Placering)

Figur 2.4: Meaerket punktproces hvor hver punkt repraesenterer en bygning og en hgjde

I figur repraesenterer hver cirkel placeringen af en bygning i byen, mens cirklens
stgrrelse og farve viser bygningens hgjde i antal etager. Jo hgjere bygningen er, desto
stgrre og lysere er cirklen. Denne maerket punktproces illustrerer, hvordan bade position
og ekstra information, sasom hgjde, kan repraesenteres i en samlet model. Ved at tilfgje
veegtning til punktprocessen bliver det muligt at analysere bade bygningernes fordeling,
men ogsa deres hgjde.

For at karakterisere rumlige punktprocesser kan man benytte begrebet void sandsynlighe-
der. Void sandsynligheder beskriver sandsynligheden for, at et givet omrade er tomt, dvs.
at der ikke findes nogen punkter fra punktprocessen i omradet. Denne void sandsynlighed
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er givet ved
v(B) = P(N(B)=0)

hvor B C S og N(B) = n(Xg). For Poisson punktprocesser, som forst vil blive introduceret
i neeste afsnit, geelder det, at void sandsynligheden er givet ved

u(B)"

L = exp(—u(B)) (2.1)

v(B) = exp(—pu(B))

, hvor B C S er begraenset. Dette leder op til folgende seetning.

Saetning 2.5. Entydighed af punktprocesser via void sandsynligheder
En punktproces X er entydigt bestemt af sine void sandsynligheder v(B) = P(N(B) =
0) for alle begraensede B C S.

Denne saetning vil ikke blive bevist i projektet.

Den naeste del af projektet vil undersgge Poisson punktprocesser.
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3  Poisson processer

Folgende afsnit tager udgangspunkt i [1] og [2]
For vi kan definere en Poisson punktproces, er det vigtigt at introducere nogle vigtige
begreber, der beskriver fordelingen og teetheden af punkter i et rum. Disse begreber hjeel-

per os med at forsta, hvordan punkter fordeles og forventes at optraede inden for et bestemt
omrade.

Definition 3.1. Intensitetsfunktion
Lad S C R? veere det rum, hvor en punktproces er defineret. En intensitetsfunktion

p: S — [0,00), beskriver teetheden af punkter i rummet. Intensitetsfunktionen er
lokalt integrabel, hvilket betyder, at

/Bp<5>d5< 0

for alle begreensede delmeaengder B C S.

Intensitetsfunktionen p beskriver den gennemsnitlige teethed af punkter i rummet S. Den
gor det muligt at male, hvor sandsynligt det er at finde punkter i forskellige dele af rummet.

Definition 3.2. Intensitetsmaél

Givet en intensitetsfunktion p for en punktproces defineres det tilhgrende in-
tensitetsmal p. Intensitetsmalet er det forventet antal punkter i en meengde og er
givet ved p(B) = E[N(B)]. Den har en intensitetsfunktion hvis malet kan beskrives
ved at integrere en intensitetsfunktion over en meengde B, altsa

hvor B C S. Intensitetsmalet u(B) er lokalt endeligt, dvs. u(B) < oo for alle begraen-
sede B C S, samt diffust, hvilket betyder, at pu({{}) = 0 for alle £ € S.

Eksempelvis kan intensitetsmalet forteelle om det forventede antal traeer i et bestemt skov-
omrade eller det forventede antal bygninger i et kvarter.
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Nu introduceres en binomial punktproces for at kunne definere en Possion punktproces. En
binomial punktproces er et eksempel pa en simpel punktproces, hvor et fast antal punkter
placeres tilfeeldigt inden for et omrade i overensstemmelse med en givet teethedsfunktion.

Definition 3.3. Binomial punktproces
Lad f veere en teethedsfunktion pa en meengde B C S, og lad n € N (hvor N =
{1,2,3,...}. En punktproces X, der bestar af n uatheengigt og identisk fordelte punkter
med tethed f, kaldes en binomial punktproces af n punkter i B med teethed f. Vi
skriver dette som

X ~ binomial(B,n, f).

Nu hvor binomial punktproces er blevet introduceret, altsa en punktproces der har et
fast antal punkter, introduceres nu Poisson punktprocessen, der er karakteriseret ved, at
antallet af punkter i ethvert omrade er tilfeeldig, og altsa ikke fast, og fglger samtidig en
Poisson fordeling.

Definition 3.4. Poisson punktproces
En punktproces X pa S kaldes en Poisson punktproces med intensitetsfunktion p, hvis
folgende egenskaber er opfyldt:

1. For enhver maengde B C S med u(B) < oo, er antallet af punkter N(B) i B
Poisson fordelt med middelveerdi p(B). Det vil sige, N(B) ~ Po(u(B)). Sand-
synligheden for at finde preecist k punkter i B er givet ved:

p(B)*

P(N(B) = k) = 5= eap(—u(B).

Hvis pu(B) =0, er N(B) = 0.

2. For ethvert n € N og enhver meengde B C S med 0 < u(B) < oo, givet at
N(B) = n, er punkterne i B, Xp, fordelt som en binomial punktproces med n

punkter og teethed f(§) = %.

Her geelder sa, at X ~ Po(S, p).

Her skal punkt 1 forstas som fordeling af antal af punkter i et omrade B, hvor punkterne
folger en Possion fordeling med middelveerdien u(B).
Her skal punkt 2 forstas som, hvordan punkterne fordels i B, nar man har n antal punkter.

Nu hvor Poisson punktproces er introduceret, sa kan punktprocessen enten veere homogen
eller inhomogen

10
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Definition 3.5. Homogen og inhomogen

Hvis p er konstant, kaldes processen Po( S, p) for en homogen Poisson proces pa S med
intensiteten p. Hvis p derimod varierer over S, siges processen at veere inhomogen.
Desuden kaldes Po( S,1) for standard Poisson punktprocessen eller enheds Poisson
proces pa S.

Det vil altsa veere sadan, at hvis processen er homogen, sa vil punkterne veere jeevnt fordelt
over hele observationsvinduet, mens en inhomogen proces vil vaere koncentreret i specifikke
omrader. Fglgende eksempel illustrerer disse to.

A 00 ouU OU O
O 0 P Qe 2 0D
O © o
& 228

Figur 3.1: Simulation af en homogen Poisson punktproces (venstre) og simulation af en inhomogen Pois-
son punktproces(hgjre).

Som det ses pa Figur 3.1 er punkterne i den homogene punktproces jeevnt spredt over
omradet, hvilket indikerer, at p er konstant. I den inhomogene proces er punkterne derimod
mere kompakte og teettere samlet i visse omrader, hvilket indikerer, at p varierer over S.
Intuitivt kan vi teenke pa en homogen proces som en skov, hvor treeerne vokser tilfeeldigt
og jeevnt spredt ud. Omvendt kan en inhomogen proces sammenlignes med en storby, hvor
bygninger er taet koncentreret omkring centrum og gradvist bliver feerre, jo leengere vi
bevaeger os vaek fra byen.

Nu introduceres yderligere vigtige egenskaber for en Poisson punktproces for eksistens og

uafheengighed.

Seetning 3.6.

Lad X ~ Po(S, p). Da geelder fglgende:

(i) Punktprocessen X folger fordelingen Po(S, p) hvis og kun hvis for alle B C S
med p(B) = [5p(§) d§ < oo og for alle FF C Ny, har vi

P(XBEF):ZM/B---/BI({Q,...,%}EF)Hp(xi)dxl...dxn,

(3.1)

11
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hvor integralet for n = 0 leeses som 1(0) € F).

(ii) Hvis X ~ Po(S,p), sa geelder for funktioner h : Ny — [0,00) og B C S med
pu(B) < oo:

E[h(XB)] = exp / / ({x1,...,2,}) H p(x;)dzy ... dzx,.
n:o (3.2)

Bevis. Forst viser vi, at lighed ved Saetning punkt (i) er opfyldt. Her antages det, at
X ~ Po(S, p). Fra loven om total sandsynlighed geelder fplgende omskrivning af venstre
side: .
P(Xp € F)=> P(Xp€F|N(B)=n)P(N(B) =n). (3.3)
n=0
For at udregne P(Xp € F' | N(B) = n) anvendes at udfaldene er uathengige, samt at
sandsynligheden kan findes ved at integrere teetheden.

Det fglger derfor, at fglgende lighed geelder

n

P(Xpe F|N(B / /l{xl,..., )€ Fiu(B )”Hp(xi)dxy--dxn.

i=1
hvor indikatorfunktionen sikrerer at punkterne er i F.
Herved kan Ligning @ omskrives til

exp / /1{ 1‘17-‘-7%)EF}Hﬂ(Iz’)dﬂﬁl"'dIn
i=1

hvilket ogsa stemmer overens med punkt (i) i Seetning

nO

Nu skal det vises den anden vej. Her antages nu, at ligning (i) gaelder. Lad F), =
{z € Niy | N(B) = k. Sa geelder fglgende omskrivning:

P(N(B)=k)=P(X € F}) (3.4)

> exp(—u(B B
=3 M/ (r,...,w0) € B} [[ o) day - d, (3.5)

n=0 v B i=1
Indikatorfunktionen 1({z1,...,x,} € F}) sikrer, at summen over n kun har ét gyldigt led.

Det er leddet hvor n = k. For alle andre veerdier af n # k vil indikatorfunktionen veere 0,
og disse led bidrager derfor ikke til summen. Derfor kan Ligning omskrives til:

exp(—p(B)) /BkH”Z \ oy diy = exp(k'(B)) ( /Bp(“) du)k:exp(—,u(B))’u(ljj)k

12
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I fgrste lighed geelder det, at vi kan omskrive integralet. Da vi har k punkter i B, og hvert
punkt er uatheengigt og fordelt i henhold til intensiteten p, kan vi skrive integralet som et
produkt af integraler over hvert punkt. Den neeste lighed stammer fra Definition [3.2] hvor
integralet kan omskrives til intensitetsmalet.

Pa baggund af dette geelder det at N(B) ~ Po(u(B)).
Vi har

n!

P(Xp € F,N(B) = k) = i M/ 1{(z1,...,2,) € F,N(B) = k}ﬁp(mi)d:vl .

n=0

Her sikrer indikatorfunktionen igen, at vi kun har leddet hvor n = k med. Derfor kan vi
yderligere reducere til:

= —exp(—k/!L(B)) /Bk H{(xy,...,2x) € F'} llp(l“z) dxy - - - dwy,

Nu kan vi finde den betingede sandsynlighed P(Xp € F | N(B) = k) ved at anvende
definitionen af betinget sandsynlighed
P(Xy € F,N(B) = k)

P(N(B) = k)

P(Xp e F|N(B)=k)=

og far

exp(—u(B)) H ka 1{ 1’1,.. :L’k) EF}Hlep(%)dmdxk
B oxp(—p(B))

P(Xp € F|N(B)=k) =

som kan forenkles til

P(XBGF|N(B):k:)z/Bkl{(xl,...,xk)EF}HZ((Z; dr, - duy

Resultatet viser, at betinget pa at der er preecis k punkter i B, s& er punkterne (xq, ..., )
uatheengitgt og identisk fordelt med sandsynhghedstaethed P (zl . Det betyder, at fordehn-
gen af punkter i omradet B fglger en binomialfordeling med mtensnzet %.

Beviset for Punkt (ii) i Seetning geelder fra Punkt (i) og fra Standardbeviset, som
ikke er taget med i dette projekt. ]

Saetning 3.7.
Lad X ~ Po(S, p). Da eksisterer X og er entydigt bestemt af sine void sandsynligheder:

v(B) = exp(—u(B)), for begraenset B C S.

13
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Bewvis. Vi viser eksistensen af Poisson processen ved at konstruere den. Lad & € S veere
et vilkarligt punkt i vores rum S, og definér maengderne B; som

Bi={neS:i—1<|n—%&| <i} for ieN.

Disse B;-maengder udggr en disjunkt forening af S, hvilket betyder, at hvert punkt i S
tilhgrer preecis én af B;-maengderne. Formalet med denne konstruktion er at opdele rummet
S i afgraensede regioner, som hver iszer kan behandles separat.

For hvert B; defineres en stokastisk variabel NN;, som repraesenterer antallet af punkter i
B;. Denne fglger en Poisson fordeling med parameter u(B;), altsd N; ~ Po(u(B;)), hvor
w(B;) angiver méalet af B; under intensitetsmalet p. Her er N;’erne uatheengige af hinanden,
hvilket betyder, at antallet af punkter i ét omrade B; ikke pavirker antallet af punkter i et
andet omrade B;.

Betinget pa N; = n konstrueres en binomial proces X; i B; med n punkter. Malet u; og
teetheden f(&) pa B; defineres som

pi(§)

(B;)’

hvor p; er restriktionen af henholdsvis p og p til B;. Denne konstruktion sikrer, at punkterne
fordeles jeevnt i B; i forhold til intensiteten p.

f(&) =

Ved at konstruere X; processerne uathaengigt af hinanden, kan vi vise, at foreningen

i=1

udggr en Poisson proces pa S.

For at verificere dette, anvender vi loven om total sandsynlighed for en begraenset maengde
B C S, hvilket giver:

P(n(Xg) =0) = HP (X; N B) =0) HZP (X; N B) = 0|N; = n)P(N; = n).

i=1 i=1 n=0

Da N; er Poisson fordelt, har vi, at P(N; =n) = exp(=p(Bi))u(Bi)"

n!

Betinget sandsynligheden for, at X; N B er tom, givet N; = n, kan skrives som

P(n(X; N B) = 0|N; = n) = (1 - /Bn& 525953) df)n = (1 - %)"

Vi indsaetter nu denne sandsynlighed tilbage i summen og produktet og forenkler trin for
trin som fglger:

P(n(X;N B)) HZ ( B N B; ))n exp(—u(B;))u(Bi)"

|
i=1 n=0 ) n

14
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Udtrykket exp(—pu(B)) er void-sandsynligheden for en Poisson proces med intensitetsmal p
fra Afsnit 2.1, og dermed har vi entydigt konstrueret en Poisson proces pa S med intensitet
1. Dette viser bade eksistensen og entydigheden af Poisson processen, hvor entydigheden
kommer af Seetning [2.5] O

Nu introduceres yderligere en szetning.

Saetning 3.8.
Hvis X er en Poisson proces pa .S, sa er de stokastiske variable Xp,, Xp,, ... uatheengige
for disjunkte maengder By, By,... C S.

Bevis. Det gnskes at pavise, at Xp,, Xp,,..., Xp, er uathengige for disjunkte meengder
By, ..., B,, hvor n > 2.

For n = 2 antager vi, at By og B, er delmaengder af S, disjunkte og begraensede. Vi
definerer da B = B; U Bs.

I beviset skal der vises, at folgende lighed gaelder

P(Xp, € I, Xp, € Fy) = P(Xp, € F))P(Xp, € F).
Da X er en Poisson proces pa B C S s& geelder det fra Seetning [3.6] at

15



Poisson processer Aalborg University

P(XBl €F17X32€F2) ZGXP—/ / {1‘1,.. $n}ﬂB1€F1,{l'1,.. QTn}ﬂBQEFQ]

n=0

n
X Hp x;)dzy ... dx,
=1

o0

Zexp BIUBQ - (n>/ // /
n=0 ’ k=0 k B By J B2 Bo

1{x1,...,2x} € Fi)| 1 [{xpt1, ..., 20} € F3 HP(%) dz; ...dxz,.
i=1

(3.6)

Her fplger denne omskrivning af, at der er n punkter samlet i B. Binomialkoefficienten (Z)
angiver antallet af mader, hvorpa k& punkter kan veelges ud af de n punkter til at ligge i
By, hvilket samtidig resulterer i, at de resterende n — k punkter ma ligge i B,. Her opdeles
ogsa i to summer, hvilket er ngdvendigt for at tage hgjde for alle mulige konfigurationer
af, hvordan punkterne fordeles mellem B; og Bs. Den indre sum opdeler efter, hvor mange
af de n punkter der ligger i By, og hver term i denne sum vaegtes af binomialkoefficienten
(’;), som angiver antallet af mader, & punkter kan placeres i By, mens de resterende n — k
punkter placeres i B>.

= exp(—pu(By) — p(By)) n!
P(Xp, € I1, Xp, € Fy) = k(0 — k)] k
k=0 n=k o ’ By /By

1 [{.’L’l, c. ,a:k} € Fl] 1 [{l’k+1, Ce ,l’n} < FQ] Hp(l’l) dl’l ce d[Bn
=1

k

-y eXp(_k/f!((flz ;);!L(BQ)) /Bk L[{z1, ... o} € B[] pla:) s . . day

=1

n

X /nk L{zks1, - a0} € F H p(z;)degyq ... dx,.  (3.7)

2 i=k+1

Her geelder det, at de to summer kan samles til en dobbelt sum, og at binomialkoefficienten
udskrives og ganges ind i brgken. Da By og Bs er disjunkte sa kan eksponentialudtrykket
omskrives til exp pu(B) = exp(u(By) 4+ pu(Bs)). Her separeres integralerne og indikatorfunk-
tionen ogsa og vi reparametrisere m = n — k sa fglgende lighed geelder
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00 k
exp(—u(B
P(Xp, € I\, X3, € I3) = Z W i {1, 24} € Fi Hp(xi)d% codxy,
k=0 ' By i=1
ex B -
mz_o p( 75!( 2)) /51 1{z1, ... aom} € F3) lep(:cz) dxy...dz,,
= P(Xp, € F\)P(Xp, € F). (3.8)

Her geelder den sidste lighed igen fra Seetning [3.6]

Nu ses pa induktionstrin. I basistrinnet er det blivet vist for n = 2
Antag, at pastanden geelder for n disjunkte meengder. Det vil sige, at for disjunkte By, ..., B,

har vi:
n

P(Xp €F, ..., Xp, €F,) = [[P(X5 € F).

i=1
Vi gnsker at vise, at det ogsa gaelder for n+1 disjunkte meengder By, ..., B,, B, 1. Betragt

P(Xp, € Fi,...,Xp, € F,, Xp,,, € F\1).

n+1

Lad B = By U---U B,. Da B og B, er disjunkte, kan vi betragte begivenhederne
{Xp € F} og {Xp,,, € Fuya}

Lad
{XBGF} > {XBIEF1,...,XBHEFH}.

Ved basistrinnet for to disjunkte omrader, B og B, 1, fas
P(XB cF, Xp,,, € Fn+1) = P(XB € F) P(XBn+1 € Fn+1).
Da
{XB € F} = {X31 S Flw--,XBn € Fn},

kan vi skrive
P(Xp, € Fi,...,Xp, € Fy, Xp,,, € Fpy1) = P(XpeF, Xp,,, € Fry1).
Ved induktionsantagelsen er P(Xp € F) =[], P(Xp, € F;). Indsaetter vi det, fas

n

P(Xp €F,...,Xp, € Fy, Xp,,, € Fop1) = (H P(Xp, € E)) P(Xp,., € Foi).

i=1
Samlet giver det

n+1
P(Xp €Fy,.... Xp,., € Fn) = [[P(X5 € F).

i=1

17
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Vi har dermed vist, at hvis pastanden geelder for n disjunkte maengder, geelder den ogsa
for n + 1.

O

Som det fremgar af beviset, har Poisson processen den szrlige egenskab, at de stokastiske
variable for disjunkte maengder er indbyrdes uathaengige. Denne egenskab kaldes uafhengig
scattering, hvilket betyder, at punkterne i forskellige disjunkte omrader fordeles uathaengigt
af hinanden. Egenskaben sikrer, at der ikke er nogen afthaengighed mellem antallet eller
placeringen af punkter i disjunkte omrader.

Denne egenskab er vigtig for en Poisson proces og gor det muligt at vurdere, om en punkt-
proces opfgrer sig fuldsteendig tilfeeldigt, eller om der er tegn pa afheengighed, i form af
klustering eller frastodelse.

En nyttig karakterisering af en Poisson punktproces er givet ved fglgende seetning. Den
siger, at middelveerdien over en sum af funktioner pa meengden S, kan omskrives til et
integrale over middelveerdien ganget med intensiteten.

Saetning 3.9. Slivnyak-Meckes Saetning
Hvis X ~ Po(S,p), sa geelder det for funktioner h : S x Ny — [0,00), at

E [ZueX h(u, X\ u)] = fSE[h(u> X)]p(u) du.

Bewis. Der vil kun blive set pa det specielle tilfseldet hvor

> h(u, X\ {u})

ueX

kun afhaenger af X gennem Xp for et B C S med [, p(u) du < co. Til dette kan vi anvende
Saetning [3.6] til at finde den forventede veerdi hvor vi far fglgende omskrivning

E |3 hlu, X \u ] ZGXP / /Zmz,{xl,.. xn}\xz)H p(z:) dzy - - dzp.

UGX =1
(3.9)
Det kan igen omskrives til
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_ZeXpn_l / / ({1, 1})1‘[ ples) da - -, (3.10)

k:+1

ex
/Z p(— / / (Tpy1, {x1, ., 21 }) Hp x;)dxy - drgy (3.11)
B k'
k=0
k
/ Z eXp(= / / u, {x1,...,2x}) plr) dxy -+ dxy, p(u) du.
B k=0 k' i=1 wB)

(3.12)

Her gaelder den fgrste lighed, da integralet af hvert enkel led i h-funktionen giver det samme,
og kan omskrives ved at gange med n, samt at der erstatte med n = k + 1.

Herefter gaelder det, at taethedsfunktionen for {xl, ..., @y} er givet ved [[E, o B;, hvor den
forventede veerdi er givet ved E = [g(z dx Her er g(z) en funktion og f(z) er
teethedsfunktion. I Ligning (3 er g( ) = ( {331, ..., Tg}), hvor folgende omskrivning

geelder

X e~ H(B)
:/BZ o B Elh(u, {2 )IN(B) = klp(u) du.

Her ser vi, at summen kan skrives som en forventningsveerdi, da udtrykket 67:!(3) w(B)*
svarer til sandsynligheden P(N(B) = k) for en Poisson fordeling med parameter p(B).
Her angiver N(B) antallet af punkter i omradet B. Summen repreesenterer derfor en for-
ventning, hvor antallet af punkter & vaegtes af sandsynlighederne for, at N(B) = k, og
derfor fas denne omskrivning

:/BE[E[h(u, (21, o)) IN(B) = K]] p(u) du.

Nu kan formlen for loven om total forventning anvendes E[X| = E[E[X | Y]] og vi far

/ E[h(u, X)]p(u) du.
S

Beviset for det generelle tilfzelde vil ikke blive bevist i projektet.
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4  Summary statistik

Folgende afsnit tager udgangspunkt i [1] og [2].

I dette afsnit vil Summary statistik blive introduceret. En summary statistik er en stor-
relse, enten et tal eller en funktion, der beregnes pa baggrund af data for at beskrive eller
opsummere vigtige egenskaber ved dataseacttet.

4.0.1 Fogrste - og andenordens egenskaber

Forste - og andenordens egenskaberne for de stokastiske teellevariable, N(B) for B C S,
kan beskrives ved intensitetsmal og andenordens faktorielle momentmal. Intensitetsmalet
p(B) = E[N(B)] som blev introduceret i Kapitel [3] kaldes ogsa forsteordens moment.

Nu kan definitionen for andenordens moment introduceres.

Definition 4.1. Andenordens faktorielle momentmal
Det andenordens faktoriale momentmal a® pa R x R? er givet ved

#

> 1 n) eC]

EMEX,

a?(C)=E , CCRIxR%

Her skal det forstas, at forsteordens faktorielle momentmal beskriver den overordnet teethed
af punkter, mens andenordens beskriver den afhasengighed eller interaktion mellem par af
punkter. o®(C) er en mal funktion, der maler den forventet veerdi for at finde par af
punkter inden for et bestemt omrade C C R? x R Her hvor andenordens faktorielle
momentmal er blevet introduceret, sa kan andenordens produkttethed introduceres.

Definition 4.2. Andenordens produkttaethed
Hvis det andenordens faktorielle momentmal «® kan skrives som

?(C) = / / 1{(€,n) € C}p@ (€, dedn, C CRExRY,

hvor p® er en ikke-negativ funktion, sa kaldes p® anden ordens produkttsetheden.
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Her skal det intuitivt forstaes, at p? (&, n) d€ dn er sandsynligheden for at observere et par
af punkter fra X, der optreeder samtidigt i to uendeligt sma kugler med centrum i ¢ og
1 og volumener d¢ og dn. Vi bruger altsa disse to punkter som referencepunkter for at
undersgge, hvordan andre punkter fra processen X placerer sig i forhold til disse.

For at undersgge, om processen afviger fra en Poisson proces, er det nyttigt at normalisere
andenordens produkttaetheden p®(€,1) ved at dividere med p(€)p(n).

Definition 4.3. Parkorrelationsfunktionen
Hvis bade p og p'? eksisterer, defineres parvis korrelationsfunktionen som

~ P )
9&m = Do)’

hvor g(¢,m) = 0 hvis p(§)p(n) =0

Definition giver en intuitiv forstaelse af, hvordan punkter korrelerer og interagerer. Her
geelder det sa, at veerdien kan fortolkes pa folgende made:

e g(&,n) = 1: Punktprocessen opfgrer sig som en Poisson proces, og der er ingen inter-
aktion mellem punkterne ¢ og 7.

e g(&,m) > 1: Der er en positiv korrelation mellem punkterne, hvilket indikerer en
tendens til klustering, altsa at punkterne samler sig.

e g(&,m) < 1: Der er en negativ korrelation mellem punkterne, hvilket indikerer en
tendens til frastgdning.

e g(&,n) = 0: Punkterne £ og n kan ikke forekomme samtidig, fordi mindst ét af punk-
terne ikke eksisterer i processen (p(&)p(n) = 0).

4.0.2 Mal € samt K— og L — funktion

I denne del bliver malet (K) introduceret samt K- og L-funktionerne.

Det andenordens reduceret momentmal kan udtrykkes ved hjelp af intensitetsfunktionen
og den fplgende malfunktion K pa R%.

Definition 4.4. Andenordens reduceret momentsmaél
Antag, at X har intensitetsfunktion p og den tilhgrende malfunktion, hvor

_ 1 & HeeAn—£€B)
B = X e )
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for B C R? ikke afhzenger af valget af A C R? med 0 < |A| < oco. Hvis p(&)p(n) = 0
sa saettes leddet i summen lig 0 . Sa siges X at veere andenordens intensitetsvaegtet
stationaer, og K kaldes andenordens reduceret momentmal.

Hvis parkorrelationsfunktionenen g eksister og er invariant under forskydning, sa har vi en
andenordens intensitetsvaegtet staionaeritet givet ved

K(B) = [ sleas, B C R (4.1)

Nu kan K- og L-funktionen introduceres.

Definition 4.5. K- og L-funktion
K- og L-funktionerne for en stationser punktproces af anden orden med vaegtning er
defineret som

A\ V4
K(r) = K(b(0,7)), L(r)z(K( )> a0

Wd

Her i Definition skal b(0,7) ses som en kugle med r angivet som radius og 0 angivet

som centrum for kuglen. For L-funktionen geelder det at wy = - (’r;fl) angiver volumen af
2

den d-dimensionelle enhedskugle.
Ud fra Definitionen kan det ogsa ses, at K- og L- funktionerne afhsenger af hinanden. Her
kan det ses, at K-funktionen indgar i formlen for L-funktionen.

I praksis, si geelder det, at L-funktionen oftere bliver anvendt end K-funktionen. Arsa-
gen til dette skal findes i, at L-funktionen er mere billedlig intuitiv og kan anses som en
identitet for en Poisson proces, hvilket vil blive vist. Man kan altsa bruge den til at vurdere
om hvorvidt en punktproces er tilfeeldig eller ej. Her vil det geelde, i hvert fald for sma r,
at L(r) —r > 0 vil indikere en klustering, mens L(r) —r < 0 vil indikere en frastpdning.
Hvis IC er invariant under rotation, kan IC bestemmes med K. Hvis parkorrelationsfunk-
tionen g, fra Definition [4.3] er invariant under rotation, sa kan det ved Ligning vises,
at

K(r) = o4 /O tg(t) dt. (4.2)

ifolge [1].

Ligning 4.2| viser forholdet mellem K og g. Her angiver o4 = 27%2/T'(d/2) overfladearealet
af den d dimensionelle enhedskugle. Her geelder det dog i praksis, at man foretraekker at
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bruge K- og L-funktioner end g.Det skyldes at de er nemmere at estimere.

Proposition 4.6.
Hvis X er en homogen Poisson proces og andenordens intensitetsveegtet stationeer, sa
gaelder for K- og L-funktionerne, at

K(r)=o04=r% L(r)=r.

Bews. Hvis X er en Poisson proces og andenordens intensitetsveegtet stationeer, sa gaelder
det fra Definition at folgende lighed gaelder g(&,7) = 1. Ved nu at anvende Ligning [4.2
far man fglgende lighed

hvor K (r) nu er vist. Nu kan L(r) vises hvor det for d € N geelder at

T(d/2) = ﬁ%.

2

Heraf fas det at

d+2 dl!

Nu kan det indsaettes i formlen fra Definition .5 hvor det bliver
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K(r) Udcllrd
wg  m2)T(1+d/2)
27Td/2 71_(1/2

-1

Vr(d=2)! (2%) i . Vrd!! (2”@1)_1
2m/2, /7)) (2%“)1 1d
T2y /7(d — 2)!! (2

2! (zdél)_l

(d—2)! (2%1)1 Lpd

Her fglger den sidste lighed fra regneregler for dobbelt fakultet. Slutligt fas at
Lir) = () =1
som ogsa var det der skulle vises. O

Nu introduceres tre definitioner for Summary statistikker. Disse baseret pa afstand mellem
punkter.

Forst vil tomrumsfunktionen introduceres.

Definition 4.7. Tomrumsfunktion
Antag, at X er stationeer. Den tomrumsfunktion F' er fordelingsfunktionen for afstan-
den fra Origo (eller et andet fast punkt i R?) til det nsermeste punkt i X, dvs.

F(r)=P(XNb0,r)#0), r>0,

hvor b(0,r) er kuglen med centrum i Origo og radius 7.

Tomrumsfunktionen beskriver, hvor tomt rummet er i forhold til punktprocessen X. Det
angiver sandsynligheden for, at en kugle med en bestemt radius, centreret i Origo, inde-
holder mindst ét punkt fra punktprocessen X.
Hvis F(r) er lille, sa indikerer det store tomme omrader uden punkter, mens et hgjt F(r)
tyder pa at der er mange punkter samtlet teet.

25



Summary statistik Aalborg University

Den naeste funktion der kan introduceres er nermeste nabo funktionen.

Definition 4.8. Neermest nabo funktion
Neermeste nabo funktionen G(r) er givet ved:

G(r):ﬁE S 1(X\ &b, r) £0), >0,

teXNA

for en vilkdrlig maengde A C R? med 0 < |A| < co. Her repraesenterer p intensiteten,
|A| er volumenet af omradet A, og b(&,r) er kuglen med centrum i £ og radius 7.

Intuitivt kan nsermeste nabo funktionen fortolkes som en fordelingsfunktion, der beskriver
afstanden fra et tilfeeldigt punkt til det nsermeste nabopunkt i X. Den maler, hvor teet
punkterne er lokalt, og viser, om punkterne danner klustering, eller om de frastgder.

Den sidste summary statistik der vil blive introduceret er J funktionen.

Definition 4.9. J funktionen
Antag at X er stationser. J funktionen er givet ved

_1-G(r)

J(T)_l——F(T)’

for F'(r) < 1.

J funktionen sammenligner sandsynlighederne fra tomrumsfunktionen F'(r) og naermeste
nabo funktionen G(r). Den kan bruges til at vurdere, om punkterne i en proces kluster sig
sammen, frastgder hinanden eller er tilfeeldigt fordelt.

Hvis J(r) er storre end 1, betyder det, at punkterne frastgder hinanden og holder afstand.
Derimod hvis J(r) er mindre end 1, indikerer det, at punkterne kluster. Nar J(r) er lig
med 1, opferer punkterne sig som i en Poisson proces, hvor de er tilfeeldigt fordelt.

J-funktionen giver derfor en simpel made at analysere, hvordan punkterne fordeler sig i
rummet, og om der er tegn pa klustering eller frastgdning.
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5  Markov punktproces

Folgende afsnit tager udgangspunkt i [I].

Markov punktprocesser beskriver punktprocesser, hvor punkterne pavirker hinanden. Mo-
dellerne laves ved at definere en teethedsfunktion, der relaterer punktprocessen til en Pois-
son proces. Man sikrer, at processen har Markov egenskaber.

5.0.1 Endelige punktprocesser

Antag at en punktproces X pa S C R? har taethedsfunktionen f med hensyn til en standard
Poisson proces Y ~ Po(S,1) sa er f kun veldefineret for |S| < oo. Derfor vil der i hele
dette kapitel antages, at |\S| < co medmindre andet er angivet.

Nu kan teethedsfunktionen f defineres pa maengden

Ny ={x C S:n(zr) < oo}.

Lad F' C Ny sd er

P(XeF):ZW/S---/Su{xl,...,%}eF]f({xl,...,xn})dxl---dxn (5.1)

n=0

hvor n = 0 skal ses som exp(—|S|)1[0 € F]f(0). Hvis |S| = 0 s& geelder det at P(X = 0) =
1. Derfor vil der fremadrettet antages at |S| > 0. I de fleste tilfaelde, s& er teethedsfunk-
tionen f oftest kun kendt op til en normeringskonstant, altsa f oc h hvor h: Ny — [0, 00)
er en kendt funktion. Her er normaliseringskonstanten ¢ ukendt hvor teethedsfunktionen h
kan angives som h(z) = c¢f(x)

Definition 5.1. Papangelou-intensitet
Papangelou-intensiteten for en punktproces X med teethed f er defineret som

flzUg)

V@6 = T,

x € Ny, £ € S\ z,

hvor a/0 = 0 for a > 0.
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Det geelder yderligere, at A\*(x, &) er uatheengig af normeringskonstanten ¢, fordi:

flxUé) %h(xuﬁ) h(wUf)‘

fl@) — h(x) h(z)

Her opheaever normeringskonstanten sig selv, hvilket ggr A*(z, §) uatheengig af c.
Papangelou-intensiteten A*(x, §)d¢ kan fortolkes som den betingede sandsynlighed for, at
punktprocessen X har et punkt inden for det infinitesimale omrade d§, som indeholder &,
givet resten af processen .

Proposition 5.2.
Hvis X er en Poisson proces med intensitetsfunktion p, sa er

A(@,€) = p(8)-

Beuis. Fra Definition [5.1] geelder det, at

ey TEUE) exp(|S| = p(9) I cone (1) 1lyen P(M)(E)
MO =T T eSO e p) et P&

Her geelder den miderste omskrivning fra [1] s.82 hvor teeller og neevner gar ud med hin-
anden, mens [], . s p(n) kan omskrives til T[, ., p(n)p(£). Dette skyldes, at produktet
HnExU ) p(n) bestar af alle elementerne i = samt det ekstra punkt &, hvilket kan opdeles i:

LT o) =T]rm-p©).
nexU{¢} nex
O
Yderligere sa gaclder det, at en punktproces kaldes tiltreekkende hvis folgende ulighed er

opfyldt
N (z,8) < N(y,&), mnarz Cuy,

ellers kaldens den frastgdende hvis folgende ulighed er opfyldt

N (z,8) > XN (y,§), mnarzCy.

En punktproces siges altsa at veere tiltreekkende, hvis sandsynligheden for at finde et punkt
ved positionen £ stiger, nar der tilfgjes flere punkter til den eksisterende konfiguration.
Dette afspejles i fgrste ulighed.

Pa samme made siges processen at veere frastgdende, hvis sandsynligheden for at finde et
punkt ved £ falder, nar flere punkter tilfgjes. Dette beskrives med den anden uligheden.
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Definition 5.3. Arvelig funktion
En funktion h : N — [0, 00) er arvelige, hvilket betyder, at

h(z) >0 = h(y) >0 foralley C z.

Her skal arveligheden af en funktion intuitivt forstas som, at hvis en egenskab geelder for
en stgrre maengde, sa vil den samme egenskab ogsa gaelde for enhver mindre delmeaengde.

Nu hvor arvelighed er introduceret, sa kan fglgende Proposition introduceres.

Proposition 5.4.
Hvis f er arvelig, sa er der en en-til-en korrespondance mellem f and \*.

Beuvis. Fra Definitionen [5.1] ser vi, at nar f(z U {£}) = 0, s& er \*(x,£) defineret som 0. I
tilfeelde hvor A*(z,£) = 0, s& ma det geelde, at f(x) =0 eller f(z U{{}) =0.

Hvis f(x U{¢}) = 0, er vi feerdige. Hvis derimod f(z) = 0, folger det af, at f er arvelig,
og dermed er f(z U {£}) = 0. Fra definitionen [5.1 har vi ogsi at folgende ligheder geelder

: fle\{&ruia)) f(x)
A — = . .
Hvis punkt konfigurationen er givet som = = {1, ...,&,}, som har endelig antal elementer,

da S er begraenset, og f(x) > 0. Da f er arvelig, kan vi multiplicere begge sider med
navneren og fa

flx) = X (@ \{&}, &) e\ {&})

= N (@ \ {&) )N (2 \ {81, &) &) - A (@ \ {&, ..., &}, 6) F(D)

n

O<H/\*($\{§1,---,§z‘}>§i)- (5.3)

i=1

Her geelder den sidste lighed, da f(()) bare er en konstant og indgar i proportionalitetskon-
stanten.

Dette viser at der er en en-til-en korrespondance mellem f og \*.
O

Hvis f ikke var arvelig, sa vil det veere muligt at f (z \ {£{1}) = 0 for f(z) > 0 hvilket vil
medfgre, at der ikke er en en-til-en korrespondance mellem f og \* .
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5.0.2 Parvis interaktions punktproces

Nu kan vi undersgge et vigtigt aspekt inden for punktprocesser. I tidligere afsnit blev
Poisson punktprocesser introduceret, hvor punkterne er tilfseldigt placeret og uathsengige af
hinanden. Dog er dette sjeeldent tilfaeldet i den virkelige verden eller i observerede datasact.
Her pavirker punkterne ofte hinanden. Dette kan intuitivt illustreres gennem en skov: Traeer
i en skov er sjeldent tilfaeldigt placeret, da de konkurrerer om ressourcer som neering og
sollys. Som resultat vokser traeerne ikke taet pa hinanden, hvilket fgrer til en frastgdning
mellem punkterne.

Den klasse af punktprocesser som nu vil blive introduceret fokuserer pa hvordan punkter
interagere med hinanden.

Definition 5.5. Parvis interaktionsproces
I mange anvendelser har vi en parvis interaktionspunktproces, givet ved

f@) o [[o© ] ¢d&nd),

gex {&miCe

hvor ¢ er en interaktionsfunktion, dvs. en ikke-negativ funktion, hvor hgjresiden i
ovenstaende udtryk er integrerbar med hensyn til en Poisson proces Po(S, 1).

Vi kan ogsa introducere interaktionsrekkevide. Her refererer denne til den maksimale af-
stand inden for hvilken punkterne i processen pavirker hinanden. Den er angivet med R og
er givet ved

R =inf{r > 0:forall {{,n} C S, o({&,n})=11if || —n| >r}.

Her vil det for en Poisson punktproces geelde, at R = 0 da ¢({£,n}) = 1. Omvendt sa vil
det ligeledes geelde, at ¢({&,n}) < 1 medfgrer frastedning, mens ¢({&,n}) > 1 vil medfore
klustering.

Proposition 5.6.
Hvis X er en parvis interaktionsproces, sa er teethedsfunktionen f arvelig hvor f(z) > 0
og & ¢ x hvor

X (z,8) = (&) [ [ o€, m})-

nex

Bevis. Lad x C vy, sa fglger det af Definition [5.5 at teethedsfunktionen f er arvelig og at

N, €) = flzUg) _ Hnezug o(n) H{n,w}gzug o({n,w})
’ f(z) ILe. o) I eyce 2Um w})
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 Leo @) T yco 0Un w}) e ({n: €3)
N [Le. 20 11y wyce #m w})

= o) [[o(dn.€}).

nex

]

Yderligere sa siges en parvis interaktionsproces at veere homogen hvis det fgrsteordens led
(&) er konstant og at det andenordens led er invariant under translationer og rotation.
Intuitivt kan det forstas som, at vi kan forskyde eller rotere punkterne uden at szendre deres
sandsynligheden for konfigurationen.

For en Markov punktproces kan defineres sa skal et nabolag introduceres.

Definition 5.7. Nabolag
Lad ~ veere en relation pa maengden S, der er refleksiv og symmetrisk altsa

o {~(foralle €S,
e hvis £ ~ 7, sa geelder ogsa n ~ &.

To punkter & og 7 siges at veere naboer, hvis £ ~ 7. Nabolaget for et punkt £ € §
defineres som maengden:

Ne={ne€S:n~¢}

Intuitivt kan nabolaget forstas som de punkter, der ligger teet nok pa til at have en relation
med et punkt. Hvert punkt er altid i sit eget nabolag(refleksivitet), og hvis et punkt er
nabo til et andet, geelder det ogsad omvendt (symmetri).
Et eksempel pa et nabolag eller nabopunkter vil veere med et R-lukket nabolag, hvor man
pa baggrund af afstand

Ne={neS:[§—nl <R}

kan angive om hvorvidt punkter er i nabolag eller ej. Her vil punkter vaere i samme R-
lukket nabolag hvis de hgjst har R afstand fra hinanden.
Nu kan Markov funktionen introduceres.

Definition 5.8. Markov funktion
Lad h : Ny — [0, 00) veere en arvelig funktion. Funktionen h kaldes en Markov funktion
(med hensyn til relationen ~), hvis folgende gaelder

e For enhver konfiguration z € Ny med h(z) > 0 og ethvert punkt £ € S\ z,
atheenger forholdet
h(z U {€})

h(x)
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udelukkende af de punkter i z, der er relateret til £, givet som maengden zNN; =
{nez:n~¢h

Yderligere sa gaelder det at en taethedsfunktion h, defineret med hensyn til en Poisson proces
Po(S,1) kaldes en Markov tethedsfunktion hvis h er en Markov funktion. En punktproces
med en Markov taethedsfunktion betegnes som en Markov punktproces.

Vi siger, at funktionen ¢ : Ny — [0,00) er en interaktionsfunktion, hvis ¢(z) = 1, hver
gang der findes £, € x med £ £ .

Saetning 5.9. Hammersley-Clifford-Ripley-Kelly
En funktion h : Ny — [0,00) er en Markov funktion, hvis og kun hvis der findes en
interaktionsfunktion ¢, sadan at

=[Isw), =en,. (5.4)
yCux
For h(z) > 0 geelder da
z,8) =[] syus), zeN; €S\ (5.5)

yCuo

Beuis. Vistarter med at vise, at teethedsfunktionen h(zx) fra ligningmedf@rer Papangelou-
intensiteten fra ligning [5.5 Lad « € Ny med h(z) > 0, og lad £ € S\ z. Papangelou-
intensiteten er da givet som:

h(z U{¢})

o) =[Jewuish

yCx

A (x,8) =

Antag, at h(z) = Hygz ®(y), hvor ¢(y) > 0 for alle y C x. Vi gnsker at vise, at h(z) > 0
medforer, at h(z’) > 0 for 2/ C z. For 2/ C x geelder

= 1] @)

/C.'L’/

Day Ca = ¢ Cuz,0g ¢(y') > 0 for iy C x, folger

= I ¢

y' Ca’
Hermed er h arvelig, da h(z) >0 = h(z’) > 0 for 2’ C z.
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Nu bruger vi definitionen af Papangelou-intensiteten og indsaetter h(x):

* _ h(z U{¢}) - Hygzu{g} ?(y) B
e e T B | P [Towuish.

yCzx

Hvis ¢p(y U {&}) =1 for y C x, hvor y N N = (), bidrager disse y ikke til produktet. Derfor
afthaenger

M= ] owuie)

yCaxNNg

kun af punkterne i = N Ng, hvilket viser, at h(z) opfylder den lokale Markov egenskab. Da
h dermed er en arvelig teethedsfunktion der ogsa overholder den lokale Markov egenskab,
sa er den ogsa en Markov teethedsfunktion

Nu skal vi vise den anden vej. Vi antager nu at h er en Markov teethedsfunktion. Vi definer
interaktionsfunktionen ¢ som en gaffelfunktion

h(0), hvis z = (),
o(r) =< 1, hvis der findes n,& € x med n »~ &,
0 h(‘r;(y), ellers.
yCx

Nu ses det pa de tre muligheder, hvor det vises at ligning [5.4] er opfyldt.

For den fgrste mulighed s& antager vi, at h(z) =0 og
[[ew) =0
yCx

hvilket betyder, at veerdien for vores teethed er 0.

Hvis blot én ¢(y) = 0, vil hele produktet

[[ew) =0

yCux

hvilket sikrer, at

h(z)=0=]]o(y).

For den anden mulighed antag nu, at h(z) = 0 og [[,-, ¢(y) > 0. Dette indebeerer, at
alle delmaengder y C x bidrager positivt til produktet, hvilket vil sige, at ¢(y) > 0 for alle
y C x. Ved definitionen af Papangelou-intensiteten og ¢ geelder det dog, at

XN (x\{k},k) =0, forallex ez,
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da h(z) = 0. Samtidig geelder det, at h(y) > 0 for alle y C x, hvilket giver

N (x\{r, £}, &) >0, foralle {k,&} C x.

Hvis der eksisterer £,n € z, hvor £ o n, gelder det, at
0=XA(z\{n}n) = A(z\{&n}n) >0

hvilket er en direkte modsigelse.
Af denne modsigelse konkluderer vi, at ¢(x) = 0, og dermed er h(z) = 0 givet ved

=[] ¢ =

yCx

For det tredje tilfeelde ses pa h(x) > 0: Da h er arvelig, geelder h(y) > 0 for alle y C x.
For at vise, at h(z) har formen givet i Ligning (5.4]), anvender vi induktion over n = n(x),
hvor n(z) er antallet af punkter i .

Hvis n = 0 eller € ~ n for alle £, 1 € z sa fglger det af definitionen af ¢ og induktionsanta-
gelsen at ¢(y) > 0 for alle y C x og h(z) =[], o(y).

Ved definitionen af \* geelder:

h(zU{n})

() = X (= U {EL Az U {6)) = X' (= mh(z U {€}) = =58

h(z U{€}).

hvor x =z U &, n
Ved at kombinere dette med induktionshypotesen, har vi:

_ HyCzU{n} Ay
") = yczru[{g}cb

Dette kan omskrives til:

=[Iswunm [] ¢wuo.

yCz yC2U{&}

Eftersom ¢(y) = 1 for {£,n} C y, har vi:

=[]+

yCx

hvilket viser, at h(z) har den gnskede form.
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6 Anvendelse af punktprocesmodeller
pa redwoodfull datasaet

[ folgende afsnit er disse hjemmesider blandt andet brugt [3] og [4].

I denne del af projektet vil noget af den teori, der praesenteres tidligere, blive anvendt pa
rigtige data.

Det data som der bliver kigget pa i denne del, er dataseettet redwoodfull som angiver
positionerne af 195 traeer af typen California Giant Redwood.

Her vil der ses pa K- og L - funktioner og se hvordan disse passer pa det introduceret
data. Tidligere i projektet er Poisson punktprocessen blevet introduceret, hvor den angiver
en fuld tilfeeldig punktproces. I denne del af projektet vil to andre punktprocesser, som
ikke er blevet naevnt tidligere i projektet, bruges. Der er tale om en Matérn cluster proces,
som er et specialtilfeelde af en Cox punktproces og Strauss punktproces. Disse vil blive
simuleret, og deres K- og L-funktioner vil blive sammenlignet med datasaettet. Til sidst
sammenlignes resultaterne af de simulerede processer med hinanden. Disse punktprocesser
er valgt, fordi de er gode eksempler pa processer, der udviser henholdsvis klustering og
frastgdning.

Vi starter med at kigge pa K- og L- funktionen for vores data.

install.packages("spatstat.data")
library (spatstat.data)
data(redwoodfull)

Listing 6.1: Indlasesning af det fulde Redwood Datasaet
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Figur 6.1: Det fulde datasset redwoodfull

Som det kan ses pa Figur [6.1] s er hvert tree erstattet med et punkt, men ud fra illustra-
tionen er det sveert at afggre, om punkerne er tilfeeldige fordelt eller om de kluster eller
frastgder hinanden. Dataen kan virke opdelt med en blanding af klustering og frastgdning.
For at kunne fa en stgrre indsigt i dette, kan vi se pa K- og L-funktionerne og datasacttet.

Vi ser forst pa K-funktionen.

1 |k_funktion <- Kest(redwoodfull)

K-funktion for Redwood Dataszaet
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Figur 6.2: K-funktionen opdelt for dataseettet

Pa Figur [6.2] vises forskellige metoder til estimering af K-funktionen, som bruges til at
undersgge, hvor mange naboer et punkt har inden for en radius r. Til dette bruges Kest-
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funktionen fra Rstudio.Her ses den isotropiske, translationskorrektionelle og ekskluderende
metode pa grafen, angivet med forskellige farver.

Den ekskluderende metode, angivet som Kpora, ser pa punkterne og fjerner dem, der ligger
teet pa kanten af observationsvinduet, saledes at kuglen, hvori punkterne teelles, er helt
indeholdt i vinduet. Dette indebeerer, at kun punkter, der er fuldt inde i vinduet, og hvor
hele deres radius r ligger inden for vinduets graenser, bidrager til estimeringen.

Den translationskorrektionelle metode og den isotropiske metode, angivet som [A(tmm og
Kis , tager ogsa hgjde for punkter teet pa kanten af observationsvinduet. For disse punkter
bliver det mere kompliceret, fordi en del af cirklen med radius r vil veere udenfor observa-
tionsvinduet og pa den made kan man ikke teelle praecis hvor mange naboer der er inden for
cirklen.Hvis man gjorde observationsvinduet stgrre, vil der muligvis veere flere punker. Ved
at anvende disse to metoder, prgver man altsa kompencere for den manglende information
ved at tilfgje veegtning.

Den sidste er angivet som K5 og er en K-funktion for en homogen Poisson proces, som
fungerer som et referencepunkt som man kan sammenligne K-funktionen for vores dataseet.
Ved at sammenligne disse to, kan det vurderes hvorvidt punkterne kluster eller frastgder
hinanden sammenlignet med en Poisson proces.

Pa Figur ses, at alle tilfeelde at K-funktioner for det meste ligger en smule over re-
ferencepunktet, hvilket indikerer, at der er tegn pa at punkterne har en tendens til at
kluster sig sammen. Dette geelder isger for sma veerdier af r. Jo storre r, der betragtes,
desto taettere kommer K gy pa referencekurven, og det bemeerkes, at K gora til sidst falder
under referencekurven. Dette kan indikere en tendens til frastgdning mellem punkterne pa
stgrre skalaer. Analysen indikerer pa, at traeerne ikke er tilfeeldigt fordelt for sma r, hvor
klustering kan forekomme. Klustering kan for eksempel skyldes, at traeerne er plantet teet
pa hinanden med vilje, eller at neeringsindholdet er seerligt hgjt i visse omrader og derfor
vokser der kun traeer i bestemte omrader.

Det samme kan man ggre for L-funktionen. Her anvendes funktionen Lest som ogsa allerede
er en del af Rstudio.

1_funktion <- Lest(redwoodfull)
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L-funktion for Redwood Dataset
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Figur 6.3: L-funktionen opdelt for datasaettet

Fra Figur ses noglelunde samme mgnster ved sma r-veerdier. Her indikerer det ogsa,
at der er tale om en klustering, men jo stgrre veerdi af r, jo teettere kommes der pa refe-
rencepunktet og igen ses det at Liyorq faktisk ender med at ligge under referencepunktet og
pé den méde indikere en frastodning. Arsagen til dette kan skyldes, at den ekskluderende
metode netop fjerner nogle punkter nar man kommer langt ud, og reducerer den maengde
af tilgeengelig data teet pa kanten og pa den made kan det pavirke resultatet anderledes.
Her ses ogsa, at referencepunktet ser andereldes ud end for K-funktionen, og det skyldes,
som naevnt tidligere i projektet, at L(r) = r for en Poisson punktproces.

Som det ses pa billederne, bruges den teoretiske homogene Poisson proces som reference-
punkt. For at undersgge, om det observerede datasaet afviger signifikant fra tilfseldighed,
kan vi simulere en raekke homogene Poisson processer med samme intensitet som det obser-
verede datasaet. Efter hver simulering beregnes en K-funktion, og for hver veerdi af radius
r findes en minimum- og maksimumvaerdi af K-funktionen. Disse veerdier danner en #il-
feeldighedskonvolut, som repraesenterer det forventede interval for K-funktionen under en
tilfeeldig Poisson proces. Denne tilfeeldighedskonvolut bliver angivet som et gra omrade.

k_konvelut <- envelope(redwoodfull, Kest, nsim = 20, rank = 1)
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Figur 6.4: Tilfseldighedskonvelutten efter 20 simuleringer
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Figur 6.5: Tilfeldighedskonvelutten efter 200 simuleringer

Pa Figur og Figur ses de simulerede tilfeeldighedskonvolutter for henholdsvis 20
og 200 simuleringer. For 20 simuleringer fremstar konvolutten smal og omslutter sig teet
omkring den teoretiske K-funktion. Dette medfgrer, at den observerede data for de fleste
veerdier af r afviger fra tilfeeldighed og indikerer en svag tendens til klustering. Omvendt
viser konvolutten med 200 simuleringer en bredere struktur, hvilket ggr den mere inklude-
rende for den observerede data, iseer for stgrre r.

Ved hjelp af tilfeeldighedskonvolutten vurderes, om den observerede fordeling af punk-
ter afviger signifikant fra en Poisson proces. For sma veerdier af r ligger K (r) udenfor
konvolutten, hvilket understgtter en klusteringstendens. For storre r falder K (r) indenfor
konvolutten, hvilket indikerer, at punkterne her ikke skiller sig ud fra en tilfeeldig fordeling.
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Nu kan der ses pa de to andre punktprocesser og undersgges, hvordan de passer til data-
saettet. Vi starter med en Matérn Cluster proces, som anvender tre parametre: x, radius og
1. Moderpunkterne fordeles som en homogen Poisson proces med intensitet x, og omkring
hvert moderpunkt placeres et stokastisk antal efterkommer punkter. Antallet af efterkom-
mer punkter fglger en Poisson fordeling med gennemsnit p, mens deres positioner placeres
inden for en given radius omkring moderpunktet. Denne proces skaber en kluster struktur,
hvor parametrene k, radius og p styrer hvor teet klusterne er, hvor stor frastgdningen er
og hvor mange punkter der forekommer i hver kluster.

Hvis vi simulerer en Matérn Cluster proces, kan vi se, at punkterne kluster en del mere
sammen end for datasaettet redwoodfull fra Figur

kappa <- 9

radius <- 0.1

mu <- 15

simulering <- rMatClust (kappa = kappa, r = radius, mu = mu)
k_funktion <- Kest(simulering)
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Figur 6.6: Fordeling af punkter hvis vi simulerer en punktproces. Her er k = 9, radius= 0.1 og u = 15

Nu kan vi se hvordan K-funktionen og L-funktionen vil se ud. Her veelger vi de samme
parameterveerdier.

k_funktion <- Kest(simulering)
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Figur 6.7: K-funktion for en Matérn Cluster proces

Her kan der tydeligt ses, hvordan K-funktionerne ligger langt over referencepunktet, og
pa den made indikerer det en klustering. Dette athsenger steerk af hvilke parametre man
veelger at anvende. Hvis man @endrer pa radius, og gger den, sa vil man kunne se at en
Matérn Cluster proces begynder at ligne en Poisson proces, fordi punkterne spredes sa
meget, at klusterne naesten ikke er tydelige. Hvis radius saettes til 0.6 i stedet for 0.1 sa ses
netop dette.
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Figur 6.8: K-funktion for en Matérn Cluster proces med radius = 0.6

Det samme gor sig ogsa geeldende hvis man gger . Punkterne bliver mere spredt pa
tveers af observationsvinduet, fordi flere moderpunkter betyder, at der er flere klusters at
fordele punkterne over og derfor bliver klusterne mindre synlige. Omvendt hvis man gger
i sé far man faktisk en mindre modsat effekt. Da p regulerer hvor mange punkter der
gennemsnitligt er omkrig et moderpunkt, og hvis man holder x konstant, sa gges ikke antal
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moderpunkter, men teetheden omkring enhver af de forskellige moderpunkter. Jo teettere
de eksisterende moderpunkter bliver jo mere klustering forekommer der ogsa.
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Figur 6.9: K-funktion for en Matérn Cluster proces med parametrene xk = 9, r = 0.1 og u = 30

Pa Figur ses netop denne ggening af ;1 = 30 og ud fra grafen er det fortsat klart at der
er tale om en klustering.

Det samme vil kunne ses hvis man ser pa L-funktionen med de samme parameter veerdier.
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Figur 6.10: L-funktion for en Matérn Cluster proces med parametrene k = 9, 7 = 0.1 og = 30

Her kan det tydeligt ses, nar man sammenligner med en Poisson proces, at der er tale
om en klustering. Dog, ligesom fgr, bliver denne klustering mindre tydelig jo stgrre radius
bliver.
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Nu kan Matérn Cluster processen sammenlignes med vores datasset redwoodfull for at se,
hvor god denne proces er til at forklare vores data. Her ggr vi igen brug af tilfeeldighed-
konvolut som i Figur [6.4] og [6.5] hvor der bliver brugt 200 simuleringer.

Vi starter med at se hvordan K-funktionen vil se ud fra forskellige valg af parametre og
bagefter vil funktionen kppm fra R bruges til at finde de mest optimale parametre. Vi
starter med de selvvalgte parametre Kk = 9, r = 0.1 og p = 15.
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Figur 6.11: K-funktion for en Matérn Cluster proces med parametrene x = 9, 7 = 0.1 og u = 15 sam-
menlignet med den obsereveret data fra redwoodfull ved hjzelp af tilfeeldighedskonvelut.

Fra Figur kan det ses, at den observerede data ligger under tilfeeldighedskonvelutten
for de fleste r og pa den made, sa virker det ikke til, at de valgte parametre er sa gode til
at forklare dataen fra datasaettet. Ligeledes kan det prgves med nyt udvalg af parametre.
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Figur 6.12: K-funktion for en Matérn Cluster proces med parametrene x = 20, r = 0.3 og u = 15
sammenlignet med den obsereveret data fra Redwoodfull.
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Pa Figur kan det ses, at denne valg af parametre giver en bedre model, idet den obser-
verede K-funktion for vores data for det meste ligger inden for tilfaeldighedskonvolutten.
Ved at gge veerdierne for x og r skaber vi flere klynger, hvor punkterne i hver klynge spre-
des mere omkring moderpunktet. Dette resulterer i en model, der viser mindre markant
klustring. Som det fremgar af grafen, passer denne model bedre til det observerede datasaet.

Nu kan vi bruge kppm til at finde mulige parametre til det data, vi har. Funktionen kppm
bruger her Maximum Likelihood Estimation (MLE) og maksimerer sandsynligheden for
at observere dataene givet Matérn Cluster modellen. MLE ggr dette ved at opstille en
sandsynlighedsfunktion, der beskriver, hvor sandsynligt det er at observere de givne data
for forskellige parameterveerdier. Derefter finder den de parametre, der maksimerer denne
sandsynlighed.

tilpas_matclust <- kppm(redwoodfull, ~1, "MatClust")

summary (tilpas_matclust)
konvelut_tilpas <- envelope(tilpas_matclust, Kest, nsim = 200,
global = FALSE)
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Figur 6.13: K-funktion for en Matérn Cluster proces ved anvendelse af kppm.

Nar summary(tilpas_matclust) bliver kgrt, kan vi se, at de mest optimale parametre
bliver sat til at veere: k = 84.12, r = 0.0483 og 1 = 2.3182. Det bliver repraesenteret i Figur
[6.13] Sammenlignes det med Figur [6.12] og Figur kan det ses, at de nye parametre
kan beskrive den observeret data en del bedre end de selvvalgte parametre. Det gor sig
gaeldende da vi for alle veerdier af r, stadig ligger inde i tilfseldighedskonveulutten.

Nu kan der ses pa en punktproces der er frastédende og hvordan den beskriver vores
dataseet. Vi ser nu pa Strauss punktprocess som er et eksempel pa en Markov punktproces,
da den opfylder Markov egenskaben.
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Taetheden for en Strauss-proces er givet ved fglgende formel

f(@ o 5n(m)7sR(w)7

hvor n(x) er antallet af punkter, # > 0 er intensitetsparameteren, v € [0, 1] er interak-
tionsparameteren, og sg(z) er antallet af punktpar inden for en given interaktionsradius

R.

I Strauss-processen betyder parameteren v < 1, at sandsynligheden for konfigurationen
reduceres, jo flere punktpar der findes inden for interaktionsradiusen R. Dette resulterer
i et mgnster, hvor punkterne "holder afstand"fra hinanden, da sandsynligheden for hele
konfigurationen bliver lavere, nar punkter samles tattere.

o o o

o e}

Figur 6.14: En Strauss punktproces med 5 = 100, v = 0.3 og r=0.1

Det er vigtigt at bemeaerke, at Strauss processen ikke er velegnet til at modellere klustring.
Selvom en veerdi af v > 1 teoretisk kunne indikere en form for klustering mellem punkter,
fgrer dette til, at sandsynlighedstaetheden bliver ikke-integrerbar og dermed matematisk
ugyldig. Det skyldes at hgjre siden kan stige og divegere. Strauss processen er designet til
at beskrive frastédning, hvor v < 1, og kan derfor ikke handtere klustringsmegnstre.

Nu kan vi opskrive det i R og se hvordan K- og L-funktionen vil se ud for en Strauss
punktproces. Vi starter med at simulere en Strauss proces ved hjalp af Metropolis-Hastings
algoritmen.
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r <- 0.1
gamma <- 0.9
beta <- 100

strauss_model <- rmhmodel(cif = "strauss", par = list(beta = beta,
gamma = gamma, r = r), W = obs_window)

sim_strauss <- rmh(model = strauss_model, control = list(nrep =
10000))

Nu findes K-funktionen.

K_sim <- Kest(sim_strauss)
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Figur 6.15: K-funktion for en Strauss Figur 6.16: K-funktion for en Strauss
proces med parametrene r= proces med parametrene r =
0.1, vy =10.9 og 5 = 100. 0.1, v =10.1 og 8 = 100.

Ud fra Figur[6.15|og Figur[6.16|ses en tydelig forskel mellem graferne. Som naevnt tidligere,
vil en mindre veerdi af v fgre til en stgrre indikation pa frastgdning, iseer for sma veerdier af
r. For Figur hvor v = 0.9, ligger veerdien teet pa 1, hvilket afspejler, at K-funktionen
folger referencekurven for en Poisson punktproces. Nar v reduceres betydeligt, som i Fi-
gur med v = 0.1, bliver frastpdningen tydelig for sméa r, hvilket illustreres ved, at
K-funktionen ligger under Poisson-referencekurven.

Det samme kan ses for en L-funktion med de samme parametre.

L_sim <- Lest(sim_strauss)
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Figur 6.17: L-funktion for en Strauss
proces med parametrene r =

0.1, v = 0.9 og B = 100.
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Figur 6.18: L-funktion for en Strauss
proces med parametrene r =

0.1, v = 0.1 og 5 = 100.

Nu kan vi anvende de mest opimale parametre. Her kan vi anvende funktionen ppm fra
Rstudio til at estimere disse parametre.

R <- 0.2
strauss_fit <- ppm(redwoodfull, ~1, Strauss(R))
summary (strauss_fit)

Her bruges ppm til at veelge de bedst mulige parametre. Ved at kgre summary (strauss_fit)
kan det ses, at det bedste parametre vil veere givet ved § = 553.345 og v = 0.9610556.
Hvis man anvender en tilfaeldighedskonvelut, kan vi nu vurdere hvor godt Strauss punkt-
processen passer til vores datasaet.

K_redwood <- Kest(redwoodfull)
sim_strauss <- simulate(strauss_fit, nsim = 1)
K_sim_strauss <- Kest(sim_strauss[[1]])

envelope_strauss <- envelope(strauss_fit, Kest, nsim = 200)
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Figur 6.19: K-funktion for en Strauss punktproces ved anvendelse af parametrene valgt af ppm funktio-
nen.

Det kan ses, at den observerede data ligger over tilfzeldighedskonvolutten for Strauss pro-
cessen. Dette indikerer, at Strauss modellen ikke er velegnet til at beskrive det observerede
dataseet. Arsagen er, at modellen udviser mindre klustring, end hvad der observeres i da-
tasaettet. Strauss processen er designet til at modellere frastgdning mellem punkter og kan
derfor ikke handtere den klustring der ligger i datasaettet.

Ved sammenligning af Figur [6.5], Figur [6.13] og Figur [6.19] fremgéar det ogsa, at Poisson
modellen ikke er en god beskrivelse af dataene. Selvom Poisson modellen opfanger mgnste-
ret bedre end Strauss processen for stgrre r, passer den stadig ikke til datasaettet, da den
ikke fanger klustringseffekterne ved sma 7.

Baseret pa denne sammenligning kan det konkluderes, at Matérn Cluster modellen fra
Figur [6.13| giver den bedste beskrivelse af dataene. Dette ses ved, at den observerede data i
denne model ligger inden for tilfeeldighedskonvolutten. Matérn Cluster modellen er bedre i
stand til at opfange de klustringsmgnstre, der er karakteristiske for datasaettet redwoodfull,
hvilket ggr den mere passende end bade Strauss og Poisson modellen.
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7  Konklusion

I dette projekt blev forst grundleeggende begreber om punktprocesser gennemgaet, og det
blev vist, hvordan de kan bruges til at beskrive fordelingen af punkter i tid og rum. Der
blev ogsa set pa forskellen mellem endimensionale og flerdimensionale punktprocesser, samt
hvordan man kan tilfgje ekstra information til punkterne i meerkede punktprocesser.

Derefter blev Poisson processen introduceret. Dette er en simpel model for tilfeeldigt for-
delte punkter. Noget vigtigt, som ogsa blev anvendt til sidst i projektet, var introduktionen
af K- og L-funktionerne. Disse hjalper med at afggre, om punkterne kluster sig sammen
eller frastgder hinanden. Ved at anvende disse funktioner i samspil med Poisson processen
kan man vurdere, hvorvidt de data, man arbejder med, viser klustering, frastédning eller
er tilfeeldigt fordelt.

Til sidst blev teorien afprgvet pa datassettet redwoodfull, som indeholder positioner af 195
treeer. Det kunne i projektet ses, at Poisson modellen ikke kunne forklare de mgnstre, der
blev observeret i datasaettet, da der var tegn pa klustering. Det samme gjorde sig geeldende
for Strauss processen. I stedet kunne det ses, at Matérn Cluster processen gav en langt
bedre beskrivelse af dataene. Der kan derfor konkluderes, at det er vigtigt at veelge en
korrekt model, der kan handtere det datasset, man arbejder med.
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