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Synopsis:

Øgede krav til materialebesparelse samt
forbedrede egenskaber af byggematerialer
bevirker, at konstruktioner, der har til
formål at bære mennesker, i nyere tid
konstrueres slankere og lettere. Dette
medfører dog en større risiko for, at der
opstår uhensigtsmæssigt store vibrationer
som følge af dynamisk last fra fodgængere
på konstruktioner som gangbroer.

I dette projekt undersøges det dynamiske
respons ved brug af forskellige stokastiske
lastmodeller med henblik på at belyse
hvor avancerede modeller, der bør be-
nyttes for udvalgte gangbroer. Igennem
projektet udvides lastmodellerne, så de
i stigende grad afspejler virkeligheden,
idet der tages højde for faktorer såsom,
at forskellige personer modelleres med
forskellige gangparametre, samt at in-
dividuelle personer går med varierende
skridt. Udover betydningen af at bruge
simple eller mere avancerede lastmodel-
ler undersøges det også, hvor vigtige de
enkelte gangparametre i lastmodellerne er.

Selvom modellering af stokastiske lastmo-
deller er det primære fokuspunkt i dette
projekt, undersøges det også, om det har
en indvirkning på det dynamiske respons,
at der forekommer en interaktion mellem
selve konstruktionen og de personer, der
opholder sig på den. I virkeligheden med-
fører denne interaktion nemlig, at de dyna-
miske parametre for konstruktion og per-
son påvirker hinanden.



Forord

Dette kandidatspeciale er udarbejdet af Kristian Johnsen og Alexander Albers på
civilingeniøruddannelsen Bygge- og anlægskonstruktion under Studienævnet for Byggeri,
By og Miljø. Projektet er skrevet i perioden fra d. 1. september 2023 til d. 6. juni 2024.
Der rettes stor tak til vejleder Christian Frier for samarbejde og konstruktiv kritik under
projektudarbejdelsen.

I rapporten angives kildehenvisninger med Harvard-metoden og fremgår i teksten som
[efternavn/virksomhed, udgivelsesår]. Ved flere forfattere angives første forfatter efterfulgt
af "et al.". Har det ikke været muligt at finde et udgivelsesår, angives udgivelsesåret som
"n.d."
Angives kildehenvisningen før et punktum, henviser denne til foregående sætning, og hvis
kilden står efter punktum refererer denne til ovenstående afsnit eller frem til foregående
kilde. Alle kilder samles i en litteraturliste i alfabetisk orden til slut i rapporten. Henvisning
til figurer og tabeller er angivet med kapitlets nummer efterfulgt af figur- eller tabelnummer.
Den første figur i kapitel 1 nummereres således 1.1, og den næste figur nummereres 1.2 og
så videre. Ligninger følger samme nummerering, men differentierer sig i teksten fra figurer
idet der benyttes parentes. Den første ligning i kapitel 1 nummereres således (1.1).

Alle beregningsprogrammer, der benyttes i projektet, er udarbejdet i MATLAB.

Kilde på forsidebillede: [Živanović et al., 2007a].
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Abstract

This master’s thesis is written by Kristian Johnsen and Alexander Albers in the civil
engineering program Structural and Civil Engineering at Aalborg University. The project
was written during the period from September 1st, 2023 to June 6th, 2024. The project
is titled Dynamic human loading and stochastic modelling of loads for estimating dynamic
response, and focuses on stochastic load models for pedestrians crossing footbridges, while
addressing the acceleration experienced by these footbridges due to the dynamic loads.

The increased demands for material savings and improved properties of building materials
mean that structures intended to support people are being constructed lighter and more
slender in recent times. However, this leads to a greater risk of undesirably large vibrations
due to dynamic loads from pedestrians on structures such as footbridges. These rather large
vibrations primarily occur when the lowest eigenfrequecy of the structure is located near
the frequency of the dynamic load, which can result in resonance.

In existing standards, the pedestrian walking parameters are modelled in a deterministic
manner, which means that everyone walks with the same walking frequency and step
length while having the same body weight. This does not align with reality, where
these parameters vary for each pedestrian. Therefore, it is desired to model the walking
parameters stochastically in order to use a more realistic load model. Initially, in order to
construct the stochastic model, a review of existing experiments and literature provides
an understanding of pedestrian-induced forces. Based on these experiments, a stochastic
load model is developed, considering various walking parameters, and modal analysis is
employed to determine the dynamic response. The results of these analyses are given as
cumulative distribution functions of the maximum accelerations, which gives information
about the probability of exceeding a given acceleration.

The stochastic model is compared with deterministic methods from existing standards
using two different bridge models, one fictitious and one based on a real bridge in
Montenegro. The dynamic responses of both bridge models are calculated, and the results
using deterministic and stochastic load models are compared. Further, the bridge and
stochastic load models are extended by increasing the number of included modal shapes and
harmonic load components, leading to more detailed probabilistic estimations of dynamic
responses.

A multi-harmonic load model is introduced to account for variations in walking parameters
during the movement of each individual pedestrian. In reality, these variations occur
because pedestrians don’t walk with identical steps. This provides a more accurate
reflection of the walking load. All of the aforementioned stochastic load models are
investigated within the report, and the results generally show that it highly depends on the
specific bridge model, how advanced the load models should be, although rather simple
stochastic models appear to be sufficient when working with the bridge models in this
project.

Finally, the interaction between pedestrians and the structure is explored, analyzing the
impact on the dynamic response when considering a coupled system of mass, stiffness
and damping. The results indicate that it can be relevant to include human-structure
interaction in future research on how structures respond dynamically to pedestrian loads.
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Indledning 1
I dette kapitel gennemgås de overordnede problemstillinger, der har givet anledning
til udarbejdelsen af dette projekt. Disse problemstillinger uddybes, hvorefter en samlet
problemformulering opstilles. Derudover fremgår en læsevejledning, som har til formål at
danne et overblik over kapitlerne i projektet.

1.1 Vibrationer på gangbroer

I takt med at der stilles højere krav til materialebesparelse, imens materialers mekaniske
egenskaber forbedres, observeres det, at konstruktioner i stigende grad konstrueres
både slankere, lettere og med længere spænd. Dette medfører, at det i mange tilfælde
ikke længere er brudgrænsetilstanden, men i stedet anvendelsesgrænsetilstanden, der er
dimensionsgivende for disse konstruktioner, som følge af en øget risiko for uacceptabelt
store svingninger.
Dette observeres særligt ved konstruktioner, der udsættes for dynamiske laster fra
fodgængere, fordi slanke og lette konstruktioner kan have så lave egenfrekvenser, at der kan
opstå resonans mellem konstruktionen og de passerende fodgængere. Dette forstærkes blot
af, at lettere konstruktioner ofte også har svagere dæmpning. En af de konstruktionstyper
hvor ovenstående fænomener i særdeleshed kan forårsage problemer er gangbroer, eftersom
deres primære formål er at bære gående fodgængere. [šivanovi¢, 2006]

En af årsagerne til at der i nyere tid er kommet øget fokus på vibrationer forårsaget af
ganglast er en hændelse, der fandt sted under åbningen af Millenium Bridge, som ses på
�gur 1.1, i juni 2000. Der blev afholdt en åbningsceremoni, hvor mere end 1000 mennesker
gik på broen, men det blev hurtigt bemærket, at der opstod uhensigtsmæssigt store
svingninger i broens tværretning. Svingningerne var så store, at personer på broen måtte
stoppe for at genvinde balancen. Af sikkerhedsmæssige årsager blev broen midlertidigt
lukket få dage efter, og den blev først genåbnet omkring halvandet år efter. [Newland,
2013] [Meinhardt et al., 2017]

Figur 1.1. Millenium Bridge [Adrian Pingstone, 2005].
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1.2. Modellering af ganglast Aalborg University

Det blev konkluderet, at der i de dynamiske analyser af broen ikke var taget
højde for et fænomen, som kaldes "Fujino-e�ekten". Dette fænomen dækker over en
naturlig synkronisering mellem fodgængeres gangfrekvens og en af broens egenfrekvenser.
Betydningen af ganglast fra fodgængere blev simpelthen undervurderet, og denne hændelse
beviser, at det er en nødvendighed i dimensioneringen af konstruktioner med fodgængere
at tage højde for, hvordan ganglasten modelleres. [Meinhardt et al., 2017]. I dette projekt
tages der dog blot udgangspunkt i modelleringen af ganglast samt svingninger i den
vertikale retning.

1.2 Modellering af ganglast

En forudsætning for at vibrationer som følge af fodgængere kan bestemmes med
tilstrækkelig præcision er, at ganglasten fra fodgængerne modelleres på en måde, der
afspejler virkeligheden. Dette er imidlertid en vanskelig opgave, da det kræver meget
komplekse modeller at tage højde for alle de faktorer, der har en ind�ydelse på personers
gang. [šivanovi¢, 2006]. Dette skyldes ikke blot, at mennesker har forskellige gangarter
og bevæger sig med forskellige gangfrekvenser og skridtlængder, men også at forskellige
omstændigheder bevirker, at mennesker varierer deres gang. Det er dog ikke kun forskelle
mellem personer, der gør det vanskeligt at modellere ganglast, men også det faktum
at der for hver person er forskelle på de enkelte skridt, der tages. Det er tydeligt, at
der er mange faktorer, der skal tages højde for, hvis ganglast skal modelleres tro mod
virkeligheden. I eksisterende normer såsom Eurocode og BS 5400 behandles ganglast dog
på en meget simpli�ceret måde, idet det i normerne antages, at ganglasten kan betragtes
som en harmonisk last, hvor diverse gangparametre modelleres deterministisk. Med andre
ord antages det, at alle fodgængere er identiske og bevæger sig periodisk på præcis
samme måde, hvormed enhver variation både for enkelte skridt, men også for forskellige
personer negligeres. [Pedersen og Frier, 2010]. Dette stemmer naturligvis ikke overens med
virkeligheden, og derfor implementeres der i denne rapport lastmodeller, hvor de indgående
gangparametre modelleres som stokastiske variable.

I rapporten foretages der sammenligninger mellem metoder fra de førnævnte eksisterende
normer og en stokastisk lastmodel til bestemmelse af det dynamiske respons, idet den
stokastiske lastmodel tager højde for, at gangparametre ikke er ens for alle personer.
Hvor de eksisterende normer med deterministiske parametre giver en enkelt værdi for
det dynamiske respons, opereres der i stedet med sandsynligheder for overskridelse af
accelerationer, når stokastiske modeller benyttes. Dette gør det muligt at de�nere hvor stor
en sandsynlighed for overskridelse, der kan tillades, hvilket kan være gavnligt i forbindelse
med dimensionering af den pågældende konstruktion. Med den stokastiske lastmodel
modelleres ganglasten for hver enkelt person som en sum af harmoniske lastbidrag, hvor
gangparametrene modelleres forskelligt fra person til person. Herved er det dog ikke
inkluderet, at gangparametrene i virkeligheden også er varierende i løbet af et gangforløb
for den enkelte fodgænger.

Det tilstræbes at belyse, om der forekommer nævneværdige ændringer af det dynamiske
respons, når de benyttede modeller ændres, så de i højere grad afspejler virkeligheden.
Derfor er det nærliggende ikke blot at modellere gangparametre for forskellige fodgængere,
men også at inkludere variationer i hver enkelt persons eget gangforløb. Den mest
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1.3. Interaktion mellem menneske og konstruktion Aalborg University

avancerede lastmodel for gang, som berøres i dette projekt, er en model, hvor der
netop tages højde for faktorer, såsom at en person ikke går med konstant gangfrekvens.
Formålet med projektet er herved at undersøge, om simple deterministiske modeller giver
tilstrækkeligt præcise resultater, eller om det er nødvendigt at modellere ganglasten efter
mere avancerede metoder.

1.3 Interaktion mellem menneske og konstruktion

Der er redegjort for, at det er vigtigt at udføre vibrationsanalyser af gangbroer samt
at benytte modeller for ganglasten, som giver resultater af det dynamiske respons med
tilstrækkelig præcision. Igennem �ere år er der udarbejdet adskillige undersøgelser af
gående personer med henblik på at beskrive gangforløb så detaljeret som muligt. Dette har
gjort det muligt at gøre lastmodeller mere og mere virkelighedstro, hvilket udnyttes i dette
projekt til at beskrive, hvor avancerede disse modeller bør være, når udvalgte gangbroer
undersøges. Lastmodellerne tager dog ikke højde for et andet fænomen, som forekommer,
når mennesker bevæger sig på konstruktioner som gangbroer. Dette fænomen indbefatter
en ændring af konstruktionens dynamiske parametre som følge af, at der opholder sig en
eller �ere personer på konstruktionen, hvilket omtales som interaktion mellem menneske
og konstruktion. [Erfan Shahabpoor Ardakani, 2014]

Interaktionen mellem menneske og konstruktion medfører, at de dynamiske parametre
ændres, fordi det ikke længere kun er konstruktionens eget system, der tages i betragtning.
Når menneske og konstruktion interagerer med hinanden, dannes nemlig et samlet system,
hvor masse, stivhed og dæmpning af både konstruktion og menneske har en ind�ydelse på
hinanden. I størstedelen af den tilgængelige litteratur er e�ekten af dette ikke inkluderet.
I projektet analyseres interaktionen mellem menneske og konstruktion for at påvise, om
dette er et fænomen, der bør udvikles mere detaljerede modeller for. [Erfan Shahabpoor
Ardakani, 2014]. Undersøgelser inden for dette område udføres i projektet ved at placere
en person på den pågældende bro, imens en anden person passerer denne bro. Herved er
det interaktionen mellem den stationære person og broen, som nærstuderes.

1.4 Problemformulering

Med udgangspunkt i de områder, der er forklaret i dette kapitel, opstilles en
problemformulering. Problemformuleringen danner rammerne for de analyser, der udføres
gennem projektet, da det endelige formål er at besvare problemformuleringen.

"Hvilken betydning har det for det dynamiske respons på gangbroer, at der benyttes forskel-
lige stokastiske lastmodeller for ganglast, der i varierende grad afspejler virkeligheden, og
hvilken indvirkning har det, at der tages højde for ændringer af konstruktionens dynamiske
parametre som følge af forekomsten af personer?"

I det følgende afsnit forekommer en læsevejledning, hvori der redegøres for kapitlerne i
projektet.
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1.5 Læsevejledning

I dette afsnit er der udarbejdet en læsevejledning, som har til formål at give en overordnet
forklaring af formålet med hvert kapitel. I kapitlerne introduceres løbende nye begreber,
og derfor anbefales det, at læsevejledningen benyttes, inden et nyt kapitel påbegyndes.
Herved kan læsevejledningen være med til at danne et overblik over det næste kapitel, der
læses.

Kapitel 2: Modellering af gangbelastning og bestemmelse af respons

I dette kapitel gennemgås en række eksperimenter, som er behandlet i eksisterende
litteratur, da dette giver en forståelse for, hvordan gang kan behandles. Eksperimenterne
benyttes til at forklare de kræfter, som fodgængere påvirker konstruktioner med.
Ganglasten betragtes i frekvensdomænet for at se, hvordan energi spreder sig på frekvenser.
På baggrund af den eksisterende litteratur opstilles en stokastisk lastmodel, hvor de
indgående gangparametre forklares. Der opstilles stokastiske parametermodeller, som
kan benyttes i lastmodellen, og slutteligt forklares det, hvordan det dynamiske respons
bestemmes ved brug af modalanalyse igennem projektet. Det primære formål med kapitlet
er altså at opstille en stokastisk lastmodel, der tager højde for, at forskellige fodgængere
har forskellige gangparametre.

Kapitel 3: Sammenligning med eksisterende normer

Formålet med dette kapitel er at sammenligne den førnævnte stokastiske lastmodel med de
eksisterende metoder fra Eurocode og BS 5400, som behandler ganglasten deterministisk.
Før disse kan sammenlignes, skal der dog være et grundlag for sammenligning. Derfor
introduceres to forskellige bromodeller, hvor den ene er �ktiv, imens den anden er baseret
på en virkelig gangbro i Montenegro. Da modalanalyse benyttes i dette projekt, skal det
de�neres, hvor mange egensvingningsformer, der inkluderes i de forskellige analyser. I
dette kapitel arbejdes der medj = 1 egensvingningsform for begge bromodeller, imens
den stokastiske lastmodel fra kapitel 2 udføres medk = 1 harmonisk lastkomponent,
eftersom dette er den mest simple form, som både bro- og lastmodel forekommer på.
Det dynamiske respons ved brug af Eurocode, BS 5400 og den stokastiske lastmodel,
beregnes på midten af begge broer. Resultaterne sammenlignes på to forskellige måder,
da metoderne i normerne giver deterministiske resultater, imens den stokastiske lastmodel
giver probabilistiske estimater. Ydermere undersøges de krav, der �ndes i normerne.
Slutteligt udføres et parameterstudie, hvor de maksimale accelerationers følsomhed over
for ændringer af gangparametrene i den stokastiske lastmodel undersøges. Dette gøres for
at påvise, om parametre kan betragtes som deterministiske, eller om det er nødvendigt at
modellere dem stokastisk. Derudover belyses betydningen af middelværdierne ligeledes.

Kapitel 4: Udvidede bro- og lastmodeller

I dette kapitel udvides bro- og lastmodellerne med henblik på at gøre disse mere
detaljerede end i det foregående kapitel. Udvidelserne består af, at antallet af benyttede
egensvingningsformer i modalanalysen stiger fraj = 1 til j = 4 , imens antallet af
harmoniske lastkomponenter stiger fra k = 1 til k = 4 . Som tidligere beskrevet
fås der probabilistiske estimater af det dynamiske respons, når stokastiske modeller
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benyttes, og derfor består sammenligningerne af resultaterne før og efter udvidelse af,
at fordelingsfunktioner betragtes visuelt, imens udvalgte fraktilværdier af de maksimale
accelerationer evalueres. De maksimale accelerationer beregnes i to forskellige punkter
for at danne et overordnet billede af egensvingningsformernes betydning. I kapitlet ses
det også, at der er gjort brug af modalfrekvensresponsspektre for bromodellerne samt
frekvensresponsspektre for ganglasten til at forklare, hvordan det dynamiske respons
påvirkes af udvidelserne. Det skal dog bemærkes, at spektrene først blev implementeret
efter udførelsen af analyserne i kapitlet, selvom det havde været gavnligt at benytte
spektrene inden. Spektrene danner nemlig et brugbart billede af, hvad der kan forventes af
analyserne. Der udføres igen et parameterstudie i slutningen af kapitlet, hvor lastmodellen
denne gang modelleres medk = 4 harmoniske lastkomponenter.

Kapitel 5: Multi-harmonisk lastmodel

De stokastiske lastmodeller, der er benyttet i de foregående kapitler, tager højde for, at
gangparametrene ikke er ens for alle personer. I lastmodellerne antages det dog, at hver
enkelt person går periodisk med konstante gangparametre, hvilket naturligvis ikke stemmer
overens med virkeligheden, da en fodgængers skridt ikke er identiske. Derfor introduceres
der i dette kapitel en såkaldt multi-harmonisk lastmodel, hvor det netop inkluderes,
at gangfrekvens og dynamiske lastfaktorer er varierende i løbet af en enkelt persons
gangforløb. Dette medfører, at der inkluderes en spredning af energi omkring de primære
harmoniske frekvenser samt mellemharmoniske frekvenser som følge af, at gangfrekvensen
ikke er konstant. Der er herved tale om en lastmodel, som mere præcist afspejler den
virkelige situation, hvorfor det dynamiske respons bestemt ved denne model sammenlignes
med resultaterne fra det foregående kapitel. På denne måde kan det konkluderes, om det
er nødvendigt at benytte så avanceret en model til at beskrive ganglasten. Af tidsmæssige
årsager er der ikke udført et parameterstudie med den multi-harmoniske lastmodel.
Desuden forventes det ikke, at endnu et parameterstudie vil føre til nye, betydningsfulde
konklusioner.

Kapitel 6: Interaktion mellem menneske og konstruktion

I de tidligere kapitler er det primært lastmodeller, der er blevet undersøgt. Selve bromo-
dellerne er kun blevet mere avancerede ved, at antallet af benyttede egensvingningsformer,
j , er ændret, og det er derfor endnu ikke undersøgt, hvordan dynamiske parametre på-
virkes af interaktionen mellem menneske og konstruktion. Formålet med dette kapitel er
derfor at påvise, hvordan det dynamiske respons ændrer sig, når det medregnes, at fore-
komsten af personer på broen resulterer i, at der fås et koblet system for konstruktion
og menneske, hvor disse påvirker hinandens dynamiske parametre. I kapitlet benyttes den
multi-harmoniske lastmodel til at simulere passerende fodgængere, imens et samlet system
af masse, stivhed og dæmpning for både konstruktion og person opstilles. Det er dog ikke
den passerende fodgænger, der i disse analyser modelleres til at interagere med konstruktio-
nen, men i stedet en stationær person, som placeres på broens midte. Analyserne i kapitlet
har derfor primært til formål at undersøge, om der er nogen nævneværdig e�ekt af at in-
kludere interaktion mellem menneske og konstruktion, og om dette er en problemstilling,
der er værd at arbejde med i fremtidige studier.
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Kapitel 7: Konklusion

Formålet med dette kapitel er at opsummere de væsentlige konklusioner, som er draget
gennem projektet, samt at diskutere disse. Der samles op på de udførte analyser, og
problemformuleringen besvares. Slutteligt fremlægges forslag til, hvordan der i fremtiden
kan arbejdes videre med de emner, der er blevet undersøgt.

6



Modellering af

gangbelastning og

bestemmelse af respons 2
2.1 Introduktion

I dette kapitel opstilles en stokastisk lastmodel for gangbelastningen fra en enkelt fod-
gænger på gangbroer. Denne er udarbejdet med udgangspunkt i en række eksperimenter,
der påviser, hvordan fodgængere producerer kræfter i forskellige retninger. Af afsnit 2.2
fremgår det, at det mest væsentlige kraftbidrag forekommer i vertikal retning, og derfor
fokuseres der i denne rapport udelukkende på vertikale kræfter. Igennem kapitlet gennem-
gås en række eksperimenter, hvorefter selve lastmodellen opstilles. Det forklares, hvordan
denne er opbygget og hvilke parametre, der indgår i modellen. Hernæst gennemgås de
indgående parametre med henblik på både at opstille stokastiske og deterministiske para-
metermodeller, som kan benyttes, når det dynamiske respons af udvalgte broer bestemmes
gennem rapporten. Det tilstræbes, at parametermodellerne de�neres, så disse på en reali-
stisk måde beskriver de fodgængere, der passerer broen, således at der kan opnås resultater
for det dynamiske respons, som afspejler virkeligheden. For hver passerende fodgænger ud-
føres en Monte Carlo-simulering, der tager udgangspunkt i middelværdier og spredninger,
som er de�neret i parametermodellerne, og derfor ønskes det, at værdierne i disse er re-
alistiske. Det betyder, at antallet af Monte Carlo-simuleringer, n, svarer til n passerende
fodgængere. I bilag B er metoden til Monte Carlo-simulering forklaret. Det vurderes hvilke
af parametermodellerne, der er mest detaljerede, og med udgangspunkt i disse de�neres
en referencekombination for parametermodellerne. Denne referencekombination er nyttig,
når der skal udføres analyser med den stokastiske lastmodel, og når responsets følsomhed
over for de enkelte parametre undersøges. Slutteligt gennemgås den metode, der bruges til
at beregne det dynamiske respons, når lastmodellen benyttes på en gangbro.
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2.2 Målinger af gangbelastningen for enkeltpersoner

Med henblik på at beskrive relevante parametre gennemgås en række eksperimenter, der
kan benyttes til at karakterisere ganglast. Undersøgelser udført af Andriacchi et al. [1977]
viste, at en person, der går på en konstruktion, påvirker konstruktionen med en dynamisk
kraft i tre retninger. Én i den vertikale retning, én i den tværgående retning og én i den
længdegående retning. Målinger af gangbelastningen i de tre retninger kan observeres på
�gur 2.1. [šivanovi¢ et al., 2005]

Figur 2.1. Kraftkurver for et enkelt skridt i vertikal, tværgående og længdegående retning.
[Andriacchi et al., 1977]

På �gur 2.1 kan det ses, at der er lastkomposanter i tre forskellige retninger. I dette projekt
antages det, at den vertikale komposant er den vigtigste, hvorfor gangbelastningen ikke vil
blive modelleret for de to horisontale retninger. Betragtes målinger af den vertikale kraft,
kan formen af denne beskrives nærmere. Figur 2.2 viser en tidsserie for en typisk vertikal
kraft ved et enkelt skridt.
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Figur 2.2. Tidsserie for vertikal last ved et enkelt skridt. [Kerr, 1998]

Punkt (A) viser en høj indledende belastning, som forekommer når hælen rammer
underlaget. Den første top i (B) afspejler personens vægt samt en inerti-komponent,
som opstår grundet personens momentum ved kontakt med underlaget. Belastningen i
dette punkt er højere end den statiske last, eftersom underlaget måler den kombinerede
belastning. Herefter falder belastningen under den statiske last (C), idet personen bøjer sit
knæ og svinger sit modsatte ben, hvorved kropsvægten overføres til dette ben. Den endelige
top (D) opstår ved, at personen laver et afsæt fra underlaget med fronten af foden. Slutteligt
vil belastningen bevæge sig mod 0 (E), eftersom personens kontakt med underlaget
forsvinder. På �guren ses det, at næste skridt påbegyndes, inden første skridt er afsluttet,
hvilket skyldes, at der forekommer tidspunkter ved gang, hvor begge fødder berører
underlaget. Selve formen på den vertikale kraftkurve afhænger meget af gangfrekvensen.
For en langsomt gående person kan kraftkurven beskrives ved to toppunkter, imens løb har
en tendens til kun at producere et enkelt toppunkt. Dette skyldes, at foden næsten lander
�adt på underlaget, hvilket resulterer i, at punkterne i (B) og (D) er sammenfaldende.
[Kerr, 1998]

Galbraith og Barton [2005] målte den vertikale belastning fra et skridt på en
aluminiumsplade med en ganghastighed, som varierede fra langsom gang til løb.
Resultaterne for løb viste som tidligere beskrevet, at belastningen for et enkelt skridt
gik fra at have to toppunkter til kun at have ét. Ud fra en parameterundersøgelse blev
det desuden konkluderet, at en forøgelse af en persons vægt og gangfrekvens medfører en
større vertikal kraft. Derudover blev det også konkluderet, at fodtøjet for personen ikke
har nogen stor betydning for belastningens størrelse og udformning. Ved at kombinere
de individuelle skridtbelastninger under den antagelse at mennesker altid tager identiske
skridt med både højre og venstre ben, kan en gangbelastning for �ere skridt opstilles som
vist på �gur 2.3. [šivanovi¢ et al., 2005]
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Figur 2.3. Udformningen af gangbelastning under antagelse af at mennesker tager identiske skridt
med både højre og venstre ben. [Galbraith og Barton, 2005]

På �gur 2.3 kan det observeres, at gangbelastningen er antaget at være periodisk for hver
fod, samt at der er en kort periode, hvor begge fødder berører underlaget. Dette resulterer
i et overlap for både venstre og højre fod. [Galbraith og Barton, 2005]

Wheeler [1982] undersøgte sammenhænge mellem gangparametre som skridtlængden,
ganghastigheden, den maksimale kraft og kontakttiden, idet disse blev behandlet som
funktioner af gangfrekvensen. Dette kan observeres på �gur 2.4. [Wheeler, 1982]

Figur 2.4. Skridtlængden, ganghastigheden, den maksimale kraft og kontakttiden for forskellige
gangfrekvenser. [Wheeler, 1982]
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Disse gangparametre er svingende fra person til person, men det kan konkluderes, at en
stigende gangfrekvens vil medføre en øget maksimal kraft, skridtlængde og ganghastighed,
imens kontakttiden vil falde. [Wheeler, 1982]

Siden Galbraith og Barton [2005] er der foretaget �ere forsøg, hvor kontinuerlig gang
er blevet undersøgt. Herved har det været muligt at undersøge tidligere antagelser om
identiske skridt og periodicitet. Et eksempel på et resultat af den vertikale kraft ved �ere
skridt kan observeres på �gur 2.5. [šivanovi¢ et al., 2005]

Figur 2.5. Resultater for gangbelastning fra �ere skridt. Baseret på forsøg. [šivanovi¢ et al., 2005]

Betragtes forsøgsresultaterne fra �gur 2.5, kan det ses, at kraftkurverne for både højre
og venstre ben tilnærmelsesvis er identiske. Derudover fremgår det også, at kraftkurverne
næsten er periodiske. Dette giver anledning til at undersøge, om det er hensigtsmæssigt
at opstille lastmodeller, der kan benyttes til bestemmelse af det dynamiske respons af
gangbroer, under antagelse af at ganglasten er periodisk med identiske skridt for begge
fødder.

Rainer et al. [1986] foretog målinger af de dynamiske kræfter som følge af kontinuerlig
gang. I forsøgene skulle testpersonerne følge lyden fra en højtaler med henblik på at gå
med en konstant gangfrekvens over en konstruktion med påsatte kraftmålere. Et eksempel
på en tidsserie med målte kræfter for en testperson med en gangfrekvens på 2,4 Hz fremgår
af �gur 2.6.

Figur 2.6. Ganglast målt ved forsøg på testperson med gangfrekvens på 2,4 Hz. [Rainer et al.,
1986]
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Ved transformation til frekvensdomænet påviste Rainer et al. [1986], at ganglasten kan
betragtes som en smalbåndet proces, idet størstedelen af energien fordeler sig på nogle
enkelte frekvenser. Disse frekvenser benævnes de primære harmoniske frekvenser, og på
�gur 2.7, som viser Fourieramplitude-spektret, kan det ses, at de primære harmoniske
frekvenser er multipla af den første primære harmoniske frekvens, som er givet ved
gangfrekvensen. De primære harmoniske frekvenser er nummereret fra 1 til 4 på �guren.

Figur 2.7. Fourieramplitude-spektrum og primære harmoniske frekvenser. [Rainer et al., 1986]

Foreløbigt behandles gang i dette projekt periodisk, og skridt antages at være identiske. Det
antages altså, at hver fodgænger bevæger sig med konstant gangfrekvens og skridtlængde,
samt at det dynamiske bidrag til ganglasten kan modelleres ved harmoniske sinuskurver,
hvorved der ses bort fra Fourieramplituder uden for de primære harmoniske frekvenser. I
kapitel 5 undersøges også spektre for fodgængere, hvor lasthistorien ikke antages at være
periodisk. Foreløbig inkluderes dog kun bidrag fra de primære harmoniske frekvenser, og
derfor refereres der blot til disse som de harmoniske frekvenser.

En forudsætning, som er anvendt i næsten alle laboratorieforsøg udført indenfor dette
område er, at gangbelastningerne er bestemt på meget stive og ubøjelige konstruktioner.
Dette betyder dermed, at der kan forekomme usikkerheder, når det, der er påvist i
ovenstående forsøg, overføres til konstruktioner med lavere stivhed. [šivanovi¢ et al., 2005]
[Racic et al., 2008]
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2.3 Opstilling af stokastisk lastmodel

I dette afsnit beskrives den lastmodel, der generelt benyttes, når der påføres last på
gangbroer i rapporten. På �gur 2.8 ses en model, der viser en gangbro med en belastning
f (t), som repræsenterer en fodgænger, der bevæger sig med ganghastighedenv. Figuren
viser et eksempel, hvor en gangbro er modelleret som en simpelt understøttet bjælke.
Derudover er første egensvingningsform også inkluderet.

Figur 2.8. Model af en fodgænger, der krydser en bro.

Med udgangspunkt i afsnit 2.2 kan den vertikale periodiske kraft,f (t), forårsaget af en
person, der passerer en gangbro, beskrives ved Fourierrækkeudviklingen vist i formel (2.1)
[šivanovi¢ et al., 2005]. Den samlede gangbelastning består af en statisk belastning fra
vægten af personen, der passerer broen, samt en dynamisk belastning, der afhænger af en
række parametre, som uddybes i det følgende.

f (t) = G +
kX

i =1

G � � i � sin(2 � � � i � f s � t � � i ) (2.1)

Hvor:

f (t) Gangbelastning som funktion af tid [N]
G Vægt af person [N]
i Nummer for harmonisk lastkomponent [-]
k Antal harmoniske lastkomponenter [-]
� i Fourierkoe�cient (dynamisk lastfaktor) [-]
f s Gangfrekvens [Hz]
t Tid [s]
� i Faseforskydning [rad]

Det fremgår af udtrykket på formel (2.1), at den dynamiske del af lastmodellen består
af summen af en række harmoniske belastninger. For hver harmoniske lastkomponent,
der inkluderes, haves et bidrag til den samlede last. Antagelsen om at lasten kan
de�neres ved summen af harmoniske kurver medfører, at der i Fourieramplitude-spektret
kun forekommer værdier ved de harmoniske frekvenser. Hvert bidrag har en tilhørende
Fourierkoe�cient, � i , som også kaldes en dynamisk lastfaktor. Denne beskriver forholdet
mellem kraftamplituden ved hver harmoniske frekvens og den statiske belastning fra
vægten af personen [Rainer et al., 1986]. På �gur 2.9 ses et eksempel, hvor vilkårlige
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deterministiske værdier er benyttet i lastmodellen på formel (2.1), når kun den første
harmoniske lastkomponent er inkluderet. I eksemplet benyttesG = 750 N og f s = 2 Hz,
imens � i er bestemt ved brug af formel (2.4). Faseforskydningerne� i er sat til 0.

Figur 2.9. Eksempel på lastmodel medk = 1 harmonisk lastkomponent.

Det fremgår, at lastmodellen ikke tager højde for de udsving, der forekommer i toppen af
de målte kræfter, idet lastmodellen blot modelleres som en sinuskurve. Det ses også, at
lasten �uktuerer omkring personens vægt, som i dette eksempel er sat til 750 N. På �gur
2.10 forekommer i stedet en lastmodel, hvor de 4 første harmoniske lastkomponenter er
inkluderet.

Figur 2.10. Eksempel på lastmodel medk = 4 harmoniske lastkomponenter.

Lastmodellen er stadig periodisk, men kurven følger nu mere nøjagtigt de målte kræfter.
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I visse tilfælde kan det dog være tilstrækkeligt kun at benytte den første harmoniske
lastkomponent, idet denne medfører det største bidrag til lasten. Igennem rapporten
speci�ceres antallet af benyttede harmoniske lastkomponenter,k, når lastmodellen tages i
brug.

Et af de primære formål med rapporten er at undersøge betydningen af at modellere
ganglasten med stokastiske parametre. Der skal derfor opstilles modeller for de indgående
parametre, hvor disse både modelleres deterministisk og stokastisk. Et enkelt udfald
af stokastiske parametre svarer til, at en enkelt person passerer gangbroen, og en
deterministisk tilgang vil derfor svare til, at alle personer passerer gangbroen på identisk
vis. I det følgende beskrives modelleringen af de parametre, der indgår i lastmodellen.

2.3.1 Gangfrekvens

I Matsumoto et al. [1978] fremgår de første dybdegående statistiske analyser af gangfre-
kvenser hos fodgængere. I eksperimentet blev 505 personers individuelle gangfrekvenser
målt, hvorefter resultaterne blev tilpasset en fordeling. Matsumoto et al. [1978] konklude-
rede, at en normalfordeling med en middelværdi på 1,99 Hz og en spredning på 0,173 Hz
gav et passende �t [Pedersen og Frier, 2010]. Siden publiceringen i 1978 er mange andre
lignende forsøg blevet udarbejdet. En af de mest omfattende undersøgelser blev udført af
šivanovi¢ [2006], hvor 1976 personers gangfrekvenser blev målt. I overensstemmelse med
Matsumoto et al. [1978] var šivanovi¢ et al. i stand til at opnå det bedste �t, når resul-
taterne blev tilpasset en normalfordeling med en middelværdi på 1,87 Hz og en spredning
på 0,186 Hz [šivanovi¢ et al., 2007b]. Med udgangspunkt i de to ovennævnte eksperimen-
ter antages det, at en normalfordeling er hensigtsmæssig at benytte, når gangfrekvensen
modelleres stokastisk. Derfor benyttes normalfordelingen også, når middelværdier og spred-
ninger fra Kramer og Kebe [1979] undersøges, på trods af at det ikke er påvist, at data fra
dette eksperiment passer til en normalfordeling. I Kramer og Kebe [1979] er middelværdien
bestemt til 2,2 Hz, imens spredningen er 0,3 Hz. Resultaterne fra de tre eksperimenter be-
nyttes til at opstille forskellige modeller. Der opstilles tre stokastiske modeller med henblik
på at undersøge betydningen af, hvordan gangfrekvensen modelleres. Modellerne navngi-
ves GF1, GF2 og GF3 og er baseret på henholdsvis šivanovi¢ et al. [2007b], Matsumoto
et al. [1978], og Kramer og Kebe [1979]. Gangfrekvenserne i alle tre modeller antages nor-
malfordelt med de middelværdier og spredninger, der fremgår af tabel 2.1. Slutteligt er en
deterministisk model, GF4, opstillet. Denne er sat lig med egenfrekvensen,f s = f 1, hvilket
betyder at der i alle tilfælde forekommer resonans i broens respons. Dette har til formål
at beskrive det mest kritiske tilfælde. Modellerne for gangfrekvensen fremgår af tabel 2.1.

Model � f (Hz) � f (Hz) Fordeling
GF1 1,87 0,186 Normalfordelt
GF2 1,99 0,173 Normalfordelt
GF3 2,2 0,3 Normalfordelt
GF4 f 1 - Deterministisk

Tabel 2.1. Modeller for gangfrekvens.
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