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Synopsis:

Denne specialeathandling benytter alge-
braisk netveerkskodning til at undersg-
ge muligheden for at optimere transmis-
sionen af data i et netveerk, og til at
konstruere koder som er velegnet til fejl-
korrigering. Groébner-basis teori anven-
des i fgrste del til at fastsaette eksistensen
af en lgsning til et givent netveerkskod-
ningsproblem og til at undersgge sand-
synligheden for at finde en lgsning til
et vilkarligt netveerkskodningsproblem.
I anden del af rapporten praesenterer
vi forst KK-koden som kan fejlkorrige-
re ved hjeelp af en minimumsafstandsde-
koder. Denne kode nar tilnsermelsesvis
Singleton Greensen. Efterfslgende mo-
dificeres KK-koden til MV-koden som
kan fejlkorrigere ved liste-L-dekodning.
Vi ser at MV-koden har en bedre fejlret-
ningsevne end KK-koden ved lave pakke-
hastigheder. Begge koder er konstrueret
over ringen af lineariserede polynomier,
hvorfor vi ogsad praesenterer teori vedrg-

rende disse.

Specialeathandlingens indhold er frit tilgaengeligt - offentliggarelse er tilladt

med kildeangivelse.






Abstract

The content of this project is based on Algebraic Network Coding. We are
looking into two main areas within this topic; The option to transmit multi-
ple message at the same time to multiple receivers and the option to trans-
mit information through a network without knowing the topology of the
network.

In the first part of the report Grobner base theory is presented. One of
the main results here is Buchbergers Algorithm which constructs a Grobner
basis from a basis for an ideal. Another important result is the footprint
bound, which gives the number of non-zeros for a polynomial in the finite
field Fy;. We use this theory to bound the success probability of finding a
solution to the multicast network coding problem when the network uses
random network coding.

In chapter [3] we define the network coding problem. First we look into
the multicast case. Here we show that the multicast network coding problem
has a solution if and only if the corresponding transition polynomial is non-
zero. The transition polynomial is based on the topology of the network,
which means, that we here require knowledge about this. For the general
network coding problem we show that there exists a solution if and only if
the variety of the ideal of the network coding problem is non-empty. Also
this is based on knowledge about the topology of the network.

In the second part of the report the focus is error correcting subspace co-
des. We present the KK-code and a modification of this; the MV-code. These
codes are able to correct a number of errors and erasures which happens in
the communication channel. In this part of the report the communication
channel is called the operator channel. We consider the operator channel as
a black box based on the fact, that the topology of the network is unknown.
The KK-code and MV-code are constructed over the ring of linearized po-
lynomials over the finite fields F,m and I, respectively, so in chapter 5| we
present this theory in detail.

To decode a received subspace from the KK-code we use a minimum
distance decoder. This is able to correct up to half of the codes minimum
distance and furthermore the information rate of the KK-code almost achie-
ves the Singleton Bound. This is shown in chapter [7]

The MV-codes are decoded with a list-L-decoder. This means, that given
a received subspace from the MV-code, the decoder constructs a list of size
maximum L of possible transmitted subspaces.

In the last part of chapter[9|a comparison of the minimum distance deco-
der and the list-L-decoder is made. The minimum distance decoder gives the
same package rate for the KK-kode and the MV-code. When list-L-decoding
is used to decode MV-codes, they have a better error correction ability than
the KK-code for low package rates, so depending on the requirement you
can choose to decode the MV-code with the minimum distance decoder or



the list-L-decoder.

The report includes also a number of examples, which are intended to
illustrate the presented theory and give the reader a better understanding
of introduced methods.

Forord

Denne specialeathandling er udarbejdet pa Aalborg Universitet, forar se-
mestret 2012, pa Institut for Matematiske Fag indenfor hovedretningen An-
vendt Matematik under vejledning af Olav Geil. Udgangspunktet for pro-
jektet er artiklerne “Aspects of Random Network Coding” af Olav Geil og
Casper Thomsen, “Coding for Errors and Erasures in Random Network Co-
ding” af Ralf Kotter og Frank R. Kschischang samt “Algebraic List-Decoding
of Subspace Codes” af Hessam Mahdavifar og Alexander Vardy.

Det forudseaettes at laeseren har kendskab til abstrakt algebra, lineser
algebra og grafteori.

Litteraturhenvisninger er angivet [ XXYY,ZZ], hvor XX er baseret pa for-
fatter(e), YY er arstallet for udgivelsen og ZZ informerer om hvor henvisnin-
gen kan findes i litteraturen. Litteraturlisten er at finde bagerst i rapporten
fgr bilag. Nar der henvises til seetninger, definitioner og lignende benyttes
formuleringen “seetning [2.14] mens henvisninger til ligninger er angivet i
parentes; .

Vi har i projektforlgbet benyttet matematikprogrammerne Maple til kon-
struktion af figurer og eksempler.

Maria Simonsen & Majken Svendsen
Aalborg 31.05.2012
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Kapitel

Algebraisk Netvaerkskodning

Netveaerkskodning er en metode til at optimere transmissionen af data i et
netvaerk. Idéen er at opdele det data som sendes ind i netveerket i flere
pakker, som sa har mulighed for at tage forskellige veje fra kilden til desti-
nationen. Undervejs i netvaerket kan der ske utilsigtede sendringer i nogle
af pakkerne, som maske forarsager fejl i det data som modtages ved desti-
nationen. Dog, hvis blot tilstrackkeligt mange pakker modtages med korrekt
data, sa kan modtageren udlede det originale data fra de pakker som er
modtaget. Fordele ved netvaerkskodning fremfor routing er muligheden for
fejlkorrigering, kapacitetsoptimering og i nogle tilfselde ogsd minimering af
omkostningerne. Til gengaeld kan en ulempe veere gget forsinkelse af data.

I dette projekt har vi specielt fokuseret pa algebraisk netveerkskodning.
Her kan polynomier bruges til at beskrive netveerkets topologi, og ud fra
disse kan lgsninger til et netvaerkskodningsproblem, samt sandsynligheder
for lgsninger til netveerkskodningsproblemer bestemmes. Desuden giver alge-
braisk netveerkskodning ogsa mulighed for at fejlkorrigere information trans-
mitteret gennem et netveerk, selv i situationer hvor vi ikke har kendskab til
netvaerkets topologi.

I forste del af rapporten er netveerkskodning anvendt til at optimere
transmissionen af information gennem et netveerk saledes at netvaerkets ka-
pacitet gges. Netveerkskodning er udnyttet til at sende flere informations-
beskeder til flere modtagere pa en gang. Her transmitteres informationen
gennem netvaerket som vektorer bestaende af bits. Vi betragter specielt
multicast netveerkskodningsproblemet i kapitel [3] mens det generelle net-
veerkskodningsproblem gennemgés i kapitel [} Grobner-basis teori benyttes



KAPITEL 1. ALGEBRAISK NETVARKSKODNING

til at fastseette, hvorvidt der findes en lgsning i et givent netveerkskodnings-
problem. Desuden, hvis det vides at der findes en lgsning til et netvaerks-
kodningsproblem, s& kan Grobner-basis teorien anvendes til at undersgge
sandsynligheden for at finde en lgsning ved vilkarlig netvaerkskodning.

I anden del af rapporten er fokus flyttet til fejlkorrigering. Vi betragter
ikke leengere netvaerkets topologi, men i stedet for koncentrerer vi os om at
konstruere koder som er velegnet til fejlkorrigering. Det vil sige koder hvis
kodeord sendes gennem et netveerk, der udfgrer vilkarlig netveerkskodning
og ved modtageren kan dekodes til det oprindelige afsendte kodeord. Her
bestar den afsendte information(kodeord) af underrum af et vektorrum. I
dette tilfaelde er vi kun i stand til at sende én informationsbesked ad gangen
gennem netveerket i modsaetning til fgrste del af rapporten.

1.1 Laesevejledning

Der er i rapporten lgbende inkluderet eksempler. Formélet med disse er
primeert at illustrere den gennemgaede teori, men ogsa at give laeseren en
mere konkret indsigt i og forstaelse for aspekterne ved de beskrevne metoder.

1.1.1 Begrebsforstaelse

Fortlgbende gennem rapporten benyttes forskellige betegnelser for det sam-
me. For at afthjelpe forvirring med hensyn til leeserens forstéelse opsummeres
her kort hvilke begreber som omtales pa flere mader.

Nar vi i kapitel [3] og ] snakker om “multicast netveerket” og “det ge-
nerelle netvaerk” sa er det underforstidet at vi henviser til hhv. multicast
netvaerkskodningsproblemet og det generelle netvaerkskodningsproblem.

Den information som transmitteres gennem et netveerk bliver Igbende
udtryk ved forskellige begreber. Betegnelsen “beskeder” benyttes i tilfzelde
hvor det gnskes at sende forskellig information evt. til forskellige og/eller
samme modtagere. Nar det kun er muligt at sende den samme information
ind i netvaerket betegnes den afsendte information som kodeord.

1.1.2 Legemer

Fortlgbende gennem dette projekt benyttes forskellige legemer uden yderli-
gere forklaring. Nar det er tale om et vilkarligt legeme benyttes betegnelsen



1.1. LAEASEVEJLEDNING

[, mens et endeligt legeme betegnes ;. Notationen [y betegner vektorrum-
met bestdende af alle n-tupler over det endelige legeme F,. Ved notationen
Fy[x] betegnes altid meengden af polynomier athaengig af x = (z1,...,2z,)
med koefficienter i IF,. I visse tilfaelde er vi interesseret i antallet af nulpunkt-
er for et polynomium indeholdt i et givent legeme. Der findes polynomier
uden nulpunkter i et legeme, hvilket fglgende eksempel illustrerer.

Eksempel 1.1. Betragt f = 2229+ 2122+ 1 € Fo[z1, 25]. Polynomiet f har
ingen nulpunkter i F3 da

(0,00 = 0°-04+0-0+1=1
f(1,0) = 12.04+1-04+1=1
f0,1) = 0*14+0-1+1=1
fL,1) = 12 141-1+1=1

FEn made at sikre sig at ethvert polynomium har et nulpunkt er ved at
udvidede legemet. Til dette forméal defineres den algebraiske aflukning.

Definition 1.2 (Algebraisk aflukning). Et legeme F siges at vaere algebraisk
aflukket, hvis ethvert polynomium af grad 1 eller hgjere i F[x] har en rod i
F. Den algebraiske aflukning af et legeme F skrives F. [Lan02, s.231]

Eksempel 1.3. Der ses pa legemet F = R, hvor R er de reelle tal, og
polynomiet f(x) = x? + 1, som ingen rod har i R. Det er derfor ngdvendigt
at udvide R til et legeme der indeholder en rod for f(x). Den algebraiske
aflukning af R bliver herved de komplekse tal C. A
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I denne del undersgges hvorledes netvaerkskodning kan benyttes til at trans-
mittere information til flere modtagere pa en gang. Her betragtes altid trans-
missioner der benytter lineser netveerkskodning. Dette betyder at informa-
tionen bestar af elementer fra et endeligt legeme F,, samt at kodningen
igennem netveerket kun bestdr af linesere operationer over legemet IF,. Her-
udover betragtes der kun stgjfrie kanaler, hvilket vil sige, at der ikke tilfgres
fejlinformation til det afsendte data. Desuden er der heller ikke mulighed for
at genskabe tabt information, altsa tilstreeber vi at foretage netveerkskod-
ning hvor sletninger undgas. Det vil sige at fejlkorrigering ikke er tilknyttet
netvaerkskodningen i denne del af rapporten. De efterfglgende kapitler an-
vendes i stedet til at definere samt forsta grundbegreber og metoder indenfor
netvaerkskodningsproblemet bade for multicast og generelle netvaerker.

Som forarbejde til netvaerkskodningen betragtes Grobner-baser og egen-
skaber for disse i kapitel [2 I Grobner-basis teori er Buchbergers Algoritme
og Fodaftryksgraensen de vigtigste resultater. Fodaftryksgreensen angiver det
mindst mulige antal af ikke-nulpunkter som et polynomium kan have i Fy,
hvor [F, er et endeligt legeme, mens Buchbergers Algoritme anvendes til
bestemme Grobner-baser for idealer. Disse to resultater kan bruges til at
afggre hvornar en lgsning til et netveerkskodningsproblem eksisterer.

I kapitel |3| betragter vi primaert multicast netvaerkskodningsproblemet,
men her defineres ogsa grundlaeggende begreber anvendt i netveerkskodning.
Disse vil ogsd optreaede i kapitel [, hvor det generelle netveerkskodningspro-
blem betragtes. Felles for multicast netveerkskodningsproblemet og det ge-
nerelle netveerkskodningsproblem er at kun forsinkelsesfrie samt kredsfrie
netvaerker betragtes.



Kapitel

Grobner-Baser

I dette kapitel defineres en Grobner-basis samt dens egenskaber. Desuden
betragtes varieteten af et ideal og sterrelsen af denne. Fortlgbende gennem
kapitlet benyttes bagvedliggende teori og resultater fra algebra, disse fore-

findes i bilag [A] og [B]

Det at bestemme en Grobner-basis kan veere en omstaendig proces, men
Buchberger har konstrueret en algoritme som kan udvide enhver maengde af
polynomier til en Grébner-basis. Vi vil i kapitel [4] anvende denne algoritme.
Her bliver Grobner-baser benyttet til lgsning af det generelle netveerkskod-
ningsproblem. Ved hjelp af Hilberts Nullstellensatz vedrgrende varieteten af
et ideal og Grobner-basen hgrende til dette, afggres om et givent netvaerks-
kodningsproblem har en lgsning.

2.1 Grobner-Basis

Givet et ideal er det altid muligt at bestemme en Grobner-basis som frem-
bringer idealet. Definitionen af en Grobner-basis er baseret pa egenskaber
for et ideal af ledende led.

Definition 2.1 (Ideal af Ledende Led). Lad I C F[x] veere et ideal I # {0}.

(i) Meengden af ledende led af elementerne i I betegnes ved LT(I), hvor

LT(I) = {c- x| der findes et f € I hvor LT(f) =c-x"}.

(7) Idealet frembragt af elementerne i LT(I) betegnes ved (LT(I)).



2.1. GROBNER-BASIS

[CLO92, .75]

Folgende eksempel bestemmer maengden af ledende led for et konkret
ideal.

Eksempel 2.2. Lad I = (2 +2y,3y%> + 2,9?) C Flz,y,2] hvor = >es
Y >leks zE] For at bestemme LT(I) veelges et f € I, som er givet ved

f o= alz+2y) +b(3y* +2) +cy?
= ax+ (3b+ )y + 2ay + bz,

hvor a,b,c € Flz,y, z]. Alt efter om a,b, ¢ er nulpolynomier eller ej opnas
forskellige ledende led for f. Hvis a # 0 og b,c = 0 fas at LT(f) = LT(a)z.
I tabel ses de ledende led for alle mulige tilfeelde. Desuden illustrerer
tabellen, at der ikke findes monomier med mindre grad end de angivne, som
kan veere ledende led for en funktion f € I. Bemaerk specielt at i de tilfeelde

IT(f)
a#0,b,c=0 LT(a)x
b+#0,a,c=0 LT (3b)y?
c#0,a,b=0 LT (c)y?
a,b#0,c=0 LT (az + 3by?)
b,c#0,a=0 LT((3b + c)y? + bz)
a,c#0,b=0 LT (az + cy?)

a,b,c#0 LT (az + (3b+ c)y* + bz)

Tabel 2.1: Mulige ledende led af f € 1.

hvor 3b + ¢ = 0 for b,c # 0 og a = 0 fas at det ledende led af f er LT(b)z.
Samlet giver dette at maengden af ledende led af elementer i I er givet ved

LT(I) = {dyz, doy?, d3z|dy, da, d3 er monomier i F[z,vy, 2]} .
Idealet som frembringer LT(I) er derfor givet ved (x,y?, 2) C Flz,y,2]. A

Bemeerkning 2.3. Metoden, som er anvendt i eksempel er generelt ikke
en velegnet metode til at bestemme de ledende led af et ideal. Den primeere
grund til succes i det ovenstaende er, at polynomierne som frembringer 1
indeholder fa led, og vi kan derfor hurtigt udtgmme alle mulige tilfzelde.

Ved at indfgre Grobner-baser opnér vi en lettere metode til at lgse oven-
staende problem, da en frembringende maengde for I, som er en Grobner-
basis, har den egenskab, at LT(I) kan aflacses direkte.

!Se bilag for definition af den Leksikografiske orden.
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KAPITEL 2. GROBNER-BASER

Definition 2.4 (Grébner-basis). Lad en monomiel ordning veere givet og
lad I veere et ideal. En endelig delmaengde G = {g1,...,g:} er en Grobner-
basis for I hvis

(LT(g1), ..., LT(gr)) = (LT(T)) .
[CLO92, 5.77]

En given basis, som opfylder definition [2.4] er ikke ngdvendigvis den
mindste eller mest optimale Grobner-basis for det frembringende ideal, hvil-
ket fglgende eksempel illustrerer.

Eksempel 2.5. Lad G = {x,y — z, 23+ 2,y> + 2} veere en Grobner-basis for
I hvor & >ieks ¥ >leks zE| Da G er en Grobner-basis er definition opfyldt,
og derfor geelder at

(LT(T)) = (LT(x), LT(y - 2), LT(z + 2), LTy + 2) ) = (w9, 2%, %) .

Bemeaerk at LT(y3 +2) = y3 = y? -y = y> LT (y — 2) € (x,9,2%). S& idealet
frembragt af de ledende led af G kan derfor frembringes af den mindre
mengde, hvorfor (LT(I)) = (z,y, 2%). Ligeledes kan G reduceres til G’ =
G — {y® + 2}, og samtidig forblive en Grobner-basis da G’ ogsé opfylder
definition 2.4 for I.

(LT(G)) = (2,y,2°) = (LT(D)) .

Desuden gzelder at polynomiet y3 4 z kan frembringes af elementerne i G';

0-24(y° +yz+2°) - (y—2)+1-(z° +2)

= PPty rylt -2+ B34

y3 +z.

Mangden G’ er heraf en ny Grobner-basis for I. A
Der gaelder generelt, at G’ fra ovenstaende eksempel er en Grobner-basis

ses i det naeste lemma.

Lemma 2.6. Lad G vere en Grébner-basis for et ideal 1. Lad p € G veere et
polynomium hvorom der gelder, at LT(p) € (LT(G — {p})). Da er G — {p}
ogsd en Grobner-basis. [CLO92, s.91]

Bevis. Da G er en Grébner-basis geelder at

(LT(G)) = (LT(D)) . (2.1)

Hvis LT(p) € (LT(G — {p})) sa geelder at (LT(G — {p})) = (LT(G)). Fra
og definition [2.4) fplger at G — {p} er en Grobner-basis. O

2Ved anvendelse af algoritme [1| fra afsnit [2.3[ses at G er en Grébner-basis.

8



2.2. METODE TIL KONSTRUKTION AF GROBNER-BASER

En reduceret Grobner-basis kan derfor defineres.

Definition 2.7 (Reduceret Grobner-basis). En reduceret Grobner-basis for
et ideal I er en Grobner-basis G for I, hvorom der galder at

(i) LC(p) =1 for alle p € G.

(it) For alle p € G geelder at intet monomium i p ligger i idealet

(LT(G —{p}))-
[CLO92, 5.92]

Senere i kapitlet preesenteres Buchbergers algoritme, som konstruerer
Grobner-baser. Disse baser kan veaere vilkarligt store, sa i visse tilfaelde ville
det veere praktisk at kunne reducere den konstruerede basis. Naeste afsnit
danner baggrund for Buchbergers algoritme.

2.2 Metode til Konstruktion af Grobner-Baser

Lad i det folgende afsnit et ideal I = (fy,. .., fs) C F[x] veere givet, hvor F' =
{f1,..., fs} ikke er en Grobner-basis. Det vil sige at der findes minimum et
monomium a, hvorom der gaelder, at a € (LT(I)), men a ¢ (LT(f1),...,LT(fs)).
Hvis F' skal udvides til en Grobner-basis for I er det ngdvendigt, at ethvert
monomium i (LT(I)) ogsa ligger i (LT(F')). Vi har altsa brug for at kunne
tilfgje polynomier til F' med egenskaben, at deres ledende led er dem, der
mangler for at (LT(I)) = (LT(F)), hvormed F opfylder definition Fol-
gende definition af S-polynomier giver en metode til at “finde” de manglende
ledende led i en basis F, saledes at F' kan udvides til en Grobner-basis.

Definition 2.8 (S-polynomium). Lad f, g € F[x] vaere ikke-nulpolynomier.

(7) Hvis multigrad(f) = a og multigrad(g) = f sa lad v = (y1,.-.,7),
hvor v; = max{ay, 5;} for i € {1,...,n}. Det mindste feelles multiplum
af LM(f) og LM(g) betegnes x7 og skrives x” = lem(LM(f), LM(g)).

(it) S-polynomiet af f og g er givet ved

x7 x7
() i

S(f,9) = 79

[CLO92, 5.97]
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Polynomiet S(f,g) er et polynomium, som har den egenskab, at det
frembringes af polynomierne f og g, men det indeholder hverken det ledende
led fra f eller g. Folgende er et eksempel pa hvorledes et S-polynomium
konstrueres.

Eksempel 2.9. Lad f,g € F[z,y, z] med den monomielle ordning & >1eys
Y >leks 2, hvor f(z,y,2) = bxdz+ay+23 og g(w,y, 2) = vy*+2. Det mindste
feelles multiplum af LM(f) og LM(g) er givet ved lem(z3z, 2y?) = 239z,
hvorfor S-polynomiet bliver

23y22 23y22

S(f.9) = b2’z aty +27) - e (wy’ +2)

5x32

1 1
_ ggc2y3 222y gy223 ‘
Bemeerk at LM(S(f,g)) = x%y> hvilket er forskellig fra LM(f) = 23z og
LM(g) = xy?. S-polynomiet har derfor den gnskede egenskab. A

Selvom S(f, g) ikke indeholder det ledende led fra f,g € F kan S(f,g)
muligvis godt indeholde ledende monomier fra andre polynomier i den fgr-
naevnte basis F. Desuden kan det ledende monomium i S(f, g) ogsé veere et
multiplum af allerede eksisterende ledende monomier i F'. Vi gnsker derfor at
kunne reducere S-polynomiet yderligere fgr det tilfgjes til F', sdledes at det
ledende monomium af det polynomium som tilfgjes F' ikke er et multiplum
af nogen af de ledende monomier, som allerede findes i F'. Til at reducere
S-polynomiet anvendes divisionsalgoritmen fra bilag[B.1] Vi definerer derfor
resten ved division.

Definition 2.10. Lad F veere en maengde af polynomier i Flz,y, 2] og lad
f € Flx,y, z]. Resten af f ved division med F' betegnes TF.

I eksempel blev S-polynomiet af f og g konstrueret. Dette kan dog
reduceres yderligere ved division med g, da LM(S(f,g)) = 2%y® = zy-LM(g).
Resten ved division af S(f,g) med f og g giver et nyt polynomium som
bestemmes fplgende;

Eksempel 2.11 (Fortsattelse af eksempel 2.9). Lad F = {f, g} fra eksem-
pel Resten af S-polynimiet S(f,g) ved division med F' udregnes ved
hjeelp af divisionsalgoritmen (jeevnfer algoritme @;

1 1
S(f, g)F = —2%2% — Zayz 4+ —y?23.
5 5
Det ses heraf, at LT(S(f, g)F)) ¢ (LT(f),LT(g)). Resten giver derfor mu-
lighed for at udvide F, sdledes at F' stadig er en basis for I og samtidig er
teettere pa at opfylde definitionen for at vaere en Grobner-basis. A
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Nar en basis F' for idealet I er blevet udvidet tilstreckkeligt, saledes at
udvidelsen er en Grébner-basis G, opnas entydighed ved division med G.
Fglgende proposition udtaler sig om dette.

Proposition 2.12. Lad G = {g¢1,...,q:} vere en Grobner-basis for et ideal
I C F[x| og lad f € F[x|. Der eksisterer et entydigt r € F[x]| med folgende
egenskaber;

(i) Intet led i r er dividerbart med LT(g1),...,LT(gs).

(it) Der findes et g € 1 saledes at f =g+ .

Specielt gelder at r er resten ved division af f med G ved anvendelse af
divisionsalgoritmen, algoritme|6, uanset divisionsrekkefolgen af elementerne
i G. [CLOY2, 5.82]

Bewvis. Anvendes divisionsalgoritmen, algoritme [6] fra bilag [B] pa f ved di-
vision med G haves, at f = a191 + --- + atg: + r. Seetning giver at r
opfylder (7). Ved at veelge g = a1g1 + -+ arg¢ fasat g € T og at f =g+,
hvorfor (i) er opfyldt. Eksistensen af r er derfor opfyldt.

Antag at f = g+r = ¢'+1' opfylder (i) og (i) og antag modszetningsvist
at r # r’. S geelder at r — 1’ = ¢’ — g er indeholdt i I og derfor at LT(r —
r’) € (LT(I)) = (LT(g1),...,LT(g)). DaLT(g1),...,LT(g:) frembringer alle
elementer i (LT(I)), og da LT (r — ') er et monomium geelder, at LT (r — /)
er dividerbar med mindst et af LT (g1),...,LT(g¢). Dette er dog ikke muligt
da hverken r eller 7’ er dividerbar med nogen af LT(g1), ..., LT(g:), hvorfor
r — 1’ = 0. Dette er en modstrid med antagelsen og resten r er derfor
entydig. O

Entydigheden ved division med en Groébner-basis G kan udnyttes til at
afggre om et givent polynomium er indeholdt i idealet frembragt af G.

Korollar 2.13. Lad G = {q1,...,9:} vere en Grobner-basis for et ideal
I C Flx]| og lad f € F[x|. Da gelder at f € I hvis og kun hvis resten ved
division af f med G er nul. [CLO92, 5.82]

Bevis. Antag at f € 1. Sa haves at f = f + 0 opfylder begge egenskaber i
proposition Herved er resten af f ved division med G lig nul. Antag
omvendt at resten ved division af f med G er lig nul. S& folger direkte af

proposion [2.12] (ii) at f € L. O

Baseret pa det foregaende teori indeholder det fglgende afsnit Buchber-
gers algoritme som er velegnet til at konstruere en Grébner-basis.

11



KAPITEL 2. GROBNER-BASER

2.3 Buchbergers Algoritme

Buchbergers Algoritme tager udgangspunkt i en pa forhand defineret basis
for et ideal I. Denne basis udvides lgbende i algoritmen, indtil der haves
en Grobner-basis for idealet. For at kunne afggre hvornar algoritmen har
udvidet basen tilstraekkeligt, giver den fglgende seetning et kriterium for,
hvornar der haves en Grobner-basis.

Seetning 2.14 (Buchbergers Kriterium). Lad I vere et ideal. En basis G =
{91,...,9t} er en Grobner-basis for I hvis og kun hvis der for alle par i # j
fori,je{l,...,t} gelder, at resten af S(g;,g;) ved division med G er nul.
[CLOYZ, 5.85]

Bevis. Antag at G er en Grobner-basis for I. Fra definition 2.8 haves at
S-polynomier antager formen S(g;, g;) = a;g; + a;jg;, hvor a;, a; € F[x]. Da
gi,9; € I sa geelder at S(g;, gj) € I. Fra korollar haves derfor, at resten
ved division af S(g;, g;) med G er nul.

Antag omvendt at alle S-polynomier har en rest pa nul ved division
med G. Vi gnsker at fastsatte, at G er en Grobner-basis ved at vise, at
definition er opfyldt. Da I frembringes af g1,...,q; geelder direkte at
(LT(g1),--.,LT(g¢)) € (LT(T)).

Til at bevise den omvendte inklusion velges et vilkarligt f € I som
fastholdes i det fglgende. Polynomiet f kan udtrykkes pa formen

t
F=> higi, (2.2)
i=1

hvor h; € F[x]| for i =1,...,t. Fra lemma haves at
multigrad(f) < max(multigrad(h;g;)) . (2.3)

Vi lader m(i) = multigrad(h,g;) og definerer § = max(m(1),...,m(t)), sa
haves fra at multigrad(f) < 0. Selvom f € I er fast kan polynomiet
muligvis skrives pa forskellige mader pa formen . Ved at betragte alle
disse mulige mader opnas forskellige d’er. For en given monomiel ordning
veelges et f, hvor § er minimal. Da vi gnsker at vise, at multigrad(f) = J
antages modsaetningsvist at multigrad(f) < d. Det haves sa at

t
fo= Y higi= Y higi+ > hig
i=1 :

m(i)=4 m(i)<d

= > LT(h)gi+ Y (hi—LT(h))gi+ Y higi- (24)

m(i)=4 m(i)=4 m(1)<é
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2.3. BUCHBERGERS ALGORITME

Da f samt anden og tredje sum pa hgjre siden af lighedstegnet i har
multigrad skarpt mindre end ¢, ma forste sum ogsa have multigrad skarpt
mindre end ¢. Dette er kun tilfseldet hvis LC(LT(3 LT (h;)g;)) = 0 for ellers
ville multigrad(f) = 9.

Lad LT(h;) = ¢;x*®). Sa kan den forste sum i (2.4)) skrives som

S LT(h)gi= Y. ex*Wg;. (2.5)

m(i)=4 m(i)=4

Da multigrad(h;g;) = ¢ i (2.5) og multigrad(}>,,;)=s LT (hi)g:) < 9, pr.
antagelse omkring f og (2.4]), kan lemma anvendes. Sa gaelder at ([2.5)

er en sum af linear kombination af S-polynomier S(x*() gj,xo‘(k) Jk), hvor
hvert S-polynomium har multigrad mindre end §. Per definition haves at

5 5
() . X a(k)

X
_ X e, X
XD LT(g;) " %7 %o LT(gy)

_ xa gj Gk

LT(g;) LT(gx)
_ 0=k X .
= X g 9k
(LT(gj) 7 LT(gx) )

= x’7%S(g;, 91) » (2.6)

S(xDg;, xFgp) Ik

hvor x%* = lem(LM(g;), LM(gx)). Der findes altsa konstanter cj;, € F séle-
des at

S LTh)g = 3 epS0)g;, x*®) g
m(i)=9 .k

= > x4 5(g5, 9x) - (2.7)
ik

-G
Da S(gj,g9x) = 0 per antagelse folger af divisionsalgoritmen at S(g;, gx)
kan skrives pa formen

t
S(g596) = Y aijigi -
i=1
hvor a;j;, € F[x]. Fra ligning (B.5] korollar haves at
multigrad(a;;rg;) < multigrad(S(g;, gx)) -
Dette betyder ogsa at
multigrad(x° %% a;.g;) < multigrad(x°~7*S(g;, 1)) < 9 ,
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KAPITEL 2. GROBNER-BASER

hvor den sidste ulighed folger af (2.6]). Bemeaerk at
¢
> xRS (gi,gr) = Y cjpx® Tk (Z aijk.%‘)
ik ik i=1
t
= Y i <Z Xé%k@z’jk%’)
j7k

i=1
fra er givet ved en sum hvor alle led har multigrad mindre end §. Det vil
sige, at f i pa hgjresiden kan omskrives til summer af multigrad mindre
end J. Heraf er der opnéaet en modstrid med antagelsen om minimalitet af d,
og derfor ma multigrad(f) = 4. Dette giver lighed i (2.3)), hvorfor der geelder
for mindst et ¢ € {1,...,¢} at LM(f) = LM(h;¢;) og da LM(g;)| LM(h;g;)
folger at LM(g;)| LM(f) hvorfor LM(f) er dividerbar med LM(g;). Heraf
folger at LT(f) € (LT(g1),-..,LT(g:))- O

Buchbergers Kriterium udtaler sig om hvorvidt en given basis for et ideal
ogsd er en Grobner-basis. Denne egenskab bliver udnyttet i Buchbergers
Algoritme, der er praesenteret i algoritme [I] Algoritmen udvider en given
meengde af frembringere for et ideal til en Grébner-basis.

Algoritme 1 Buchbergers Algoritme.
Input: Et ideal I = (f1,..., fs).
Lad G :={f1,..., fs} og G' = 0;
while G\{G'} # 0 do

Lad G' := G;

for hvert par {f;, f;} hvor f; # f; i G’ do
Lad S == S(fi, /)" ;
if S # 0 then

Lad G := GU{S};

end if

end for

end while

Output: En Grobner-basis G = {g1,...,¢:} hvor I = (g1,..., ).

Folgende seetning beviser at Buchbergers Algoritme giver en Grobner-
basis i et endeligt antal skridt.

Seetning 2.15 (Buchbergers Algoritme). Lad I = {fi,..., fs} # {0} vere
et ideal. Der gelder for 1 at Buchbergers Algoritme [1] i et endeligt antal
skridt konstruerer en Grébner-basis for 1. [CLO92, s.90]

Bewvis. Vi viser fgrst, at algoritmen konstruerer en Groébner-basis, hvorfor
det kraeves at G C 11 alle af algoritmens etaper. Fra algoritmens begyndelse

14



2.3. BUCHBERGERS ALGORITME

er dette sandt, da G sattes lig den frembringende maengde for I. Maengden
G udvides herefter ved hvert gennemlgb af while-lpkken indtil en Grébner-
basis for I er konstrueret. Ved hver udvidelse af G tilfgjes en rest S =

S(p, q)G/ hvor p,q € G. Da G C I for udvidelsen er p,q € I og heraf er
S(p,q) € I. Da S(p,q) divideres med G’ C I fas at G U {S} C I, hvorfor
G ogsa er indeholdt i I efter udvidelsen. Bemaerk desuden at G faktisk fra
begyndelsen indeholder en basis for I, hvorfor G stadig efter udvidelsen er
en basis for I,' Ved algoritmens afslutning er G = G’ hvilket er tilfseldet nar

S = S(p, q)G = 0 for alle p,q € G. Fra setning haves da at G er en
Grobner-basis.

Vi skal ogsa sikre os at algoritmen afslutter. Dette sker efter et gen-
nemlgb af while-lgkken hvor G = G’. Efter et vilkarligt gennemlgb bestar
mangden G af G’ sammen med nogle ikke-nul rester af S-polynomier af
elementer fra G'. Da G’ C G fglger at

(LT(G")) C (LT(GQ)) . (2.8)

Hvis G’ # G sa er mindst en rest r # 0 blevet tilfgjet G. Da r er opndet
ved division med G’ er LT(r) ikke dividerbart med noget ledende led af
elementerne i G’ hvorfor LT(r) ¢ (LT(G’)). Da r € G haves derimod at
LT(r) € (LT(QG)) sa heraf er (LT(G")) strengt mindre end (LT(G)). Fra (2.8)
haves da at de pa hinanden konstrueret idealer (LT(G’)) former en stigende
keede af idealer i F[x]. Fra den Stigende Keede Saetning (se bilag seetning|B.5)
haves at efter et endeligt antal iterationer vil kaeden stabiliseres, saledes
at (LT(G")) = (LT(G)). Heraf er G’ = G og algoritmen afslutter efter et
endeligt antal skridt. O

I det folgende eksempel anvendes Buchbergers Algoritme til at bestemme
en Grobner-basis for et givet ideal.

Eksempel 2.16. Lad I = <x2y —1,2y® — z) med den monomielle ordning
T >1eks Y- For forste gennemlgb af while-lgkken haves at G = {a?y — 1, zy? —
z} og G' =1).

e Da G\{G'} = G # ) seettes G’ := {2%y — 1,2 — x}.

el
)u

— For {2%y — 1,2y% — x} fas at S(a?y — 1,2y2 —x) = 2% —y og

heraf G = {2%y — 1,2y® — z,2% — y}.
e Da G\{G'} = {2? — y} # 0 swttes G' = {2%y — 1, 29* — x,2% — y}.

el
G

— For {x%y — 1,2y* — 2} fas at S(z2y — 1,292 —2) =0.
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all
G

— For {zy? —x, 22—y} fas at S(zy? — z,22 —y) = y®—y og heraf

G= {ny_ ]-71‘:1/2 —$,£U2—y,y3 _y}
— For {z%y—1,2%2 —y} fas at S(x2y — 1,22 — y
G={a*y - Lay* —z,2° —y,y* —y,y° - 1}.

ali
)u

= y? —1 og heraf

e Da G\{G"} = {1® —y, 9% — 1} # 0 seettes G’ = {2%y — 1, 29> — x, 2 —
y,y° =y, y* — 1}

al

— For {2%y — 1,zy? — x} fas at S(a2y — 1,292 —x) =0.

el
G

— For {:L’yQ _ 3371‘2 _ y} f&s at S(l‘y2 _ IE,LEQ - ) —0.

!

2?2y —1,22—y) =0.

Q

— For {z%y — 1,22 —y} fas at S

(
— For {2%y — 1,9® — y} fas at S(a2y — 1,9° —y) =0.
)

el
G

=0.

— For {2%y — 1,9% — 1} fas at S(z2y — 1,52 — 1

— For {zy? —z,y® —y} fas at S(zy? —z,y3 —y) =
— For {xy? — z,y?> — 1} fas at S(

— For {22 —y,y® —y} fs at S(a2 —y,y3 —y) =0.

— For {2% —y,y? — 1} fas at S(22 —y,y2 — 1) =0.

Yall
G

— For {y® —y,y* =1} fas at S(y3 —y,92 - 1) =

e DaG\{G'} =0 er G ={2%y— 1,292 -, 22—y, > —y,4> — 1} en
Grobner-basis.

Bemaerk dog at G ikke er en reduceret Grobner-basis for I, idet det ses
direkte at y3 — y = y(y? — 1), hvorfor G’ kan reduceres. A

Bemerkning 2.17. Buchbergers Algoritme er meget tidskraevende, hvilket
ogsa fremgar tydeligt af ovenstaende eksempel, da algoritmen gennemregner
de sammen udsagn flere gange. En optimering af algoritmen er derfor at
foretrackke, s& snart man er interesseret i at udregne stgrre Grobner-baser.

2.4 Fodaftryksgraensen

I dette afsnit betragtes Fodaftryksgraensen, som fortaller hvor mange ikke-
nulpunkter et polynomium mindst har i Fy. Dette kan anvendes til at be-
stemme det hgjeste antal af fzelles nulpunkter et ideal kan have, nar der er
endeligt mange af disse. For endelige legemer IF, haves at der er ¢ elementer.
Det vil sige at for vektorrummet Fy geelder, der at |Fy| = ¢" og maengden
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af feelles nulpunkter for en meengde af polynomier i Fy[x] ma derfor veere
endelig. Som neevnt tidligere i afsnit er det imidlertidig muligt at finde
polynomier f € F4[x] som ingen rod har i . Hvis ethvert polynomium
skal have en rod er det ngdvendigt at udvide legemet, hvilket ggres ved den
algebraiske aflukning, jeevnfgr definition Mengden af feelles nulpunkter
for et ideal kaldes varietet og defineres ved fglgende.

Definition 2.18 (Varietet af ideal). Lad I C Flxy,...,z,] veere et ideal.
Da kaldes maengden

VI) ={p=(p1,...,pn) €F" | f(p) =0 for alle f € I}
varieteten af idealet I. [CLO92, s.79]

Bemarkning 2.19. Idet ethvert ideal I € F[x] har en endelig frembringende
meengde ifplge Hilberts Basis Seetning, seetning[B.4] haves at I = (g1,..., g:).
Det vil sige at ethvert polynomium f(x) € I kan skrives som

fx) = hi(x)gi(x),

=1

hvor g; € T og h; € F[x]. Det er derfor kun ngdvendigt at finde feelles
nulpunkter for de frembringende elementer, og varieteten af et ideal kan
derfor skrives

VI =V({g1,.--,9) ={p€F" | gi(p) =0 forie{1,...,t}}.

Folgende defineres fodaftrykket.

Definition 2.20 (Fodaftryk). Lad I C F[x] vaere et ideal og en monomiel
ordning < pa F[x] veere givet. Fodaftrykket af I under < er da meengden

A (I) = {x* € Fx]| | x* ikke er ledende monomium for f € I}.
[GT10, Definition 1.1]
I det folgende proposition gives en gvre greense for antallet af punkter

i varieteten af et ideal, nar det vides at denne er endelig. Dette resultat
benyttes i det efterfglgende til at vise Fodaftryksgrsensen.

Proposition 2.21. Lad I C Fy[x] vere et ideal, hvor V(I) er endelig. Sd
er antallet af punkter i V(I) hgjest dim(F,[x]/I). [CLO92, s.235]

Bevis. Antag at V(I) = {p1,...,pm} hvor p1,...,pm er punkter i FZ. Vi
gnsker at bestemme polynomier fi(x),..., fm(x) € F,[x], hvor fi(p;) = 1
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KAPITEL 2. GROBNER-BASER

og fi(p;) = 0 for i # j. Da ingen punkter i V(I) er ens geelder der, at p; og
p; er forskellige i mindst en position nar ¢ # j. Det antages derfor at p; og
p; er forskellige i den £’te position. For alle par p;, p; hvor ¢ # j defineres

Le — Py,
hij(x) = ——=,
#(%) Di, — Pjq
som opfylder at h; j(p;) = 1 og h; j(p;) = 0. Vi kan heraf konstruere poly-
nomierne fi(x),..., fm(x) med de gnskede egenskaber ved at lade
fix) =[] hij(x),
J#i
fori € {1,...,m}. Hvis det kan vises, at sekvivalensklasserne [f1], ..., [fm] €

F,[x]/I er linezert uatheengige folger det, at

m < dim(F,[x]/T),

hvilket vil sige at antallet af punkter i V(I) er hgjest dim(F,[x]/T).

Antag at 37 a;[fi] = [0] i F,[x]/I for a; € Fq. Lad h = Y aifi €
F,[x]. Der gaelder s& af definition IJAEL at

(W)= ailfi] = (0] = {g € Fy[x] | =0 mod I}.

i=1
Det vil sige at h —0 = h € I, og for alle p; € V(I) folger heraf, at h(p;) = 0.
Derfor fas for 1 < j < m, at
0="nh(p;)=>_ aifilp;) =0+ +0+a;f;(p;) +0+---+0=aj.
i=1
Dette giver at sekvivalensklasserne [f1],...,[fm] er linesert uathengige og
hermed geelder der, at
V(D) < dim(Fy[x]/T).
[

Bemarkning 2.22. Dimensionen af kvotienten af F;[x] modulo I bestemmes
ud fra antallet af monomier indeholdt i fodaftrykket for I. Det vil sige

dim (Fyfwr, .., 2] /1) = [A<(D)].

Det er herved muligt at give Fodaftryksgraensen som fortaeller hvor man-
ge ikke-nulpunkter et polynomium f(x) mindst har i Fy nar det ledende
monomium er kendt.
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Szetning 2.23 (Fodaftryksgreensen). Lad F, vere den algebraiske aflukning

af By o9 f(z1,...,2n) € Fylz1, ..., z,] vere et ikke-nulpolynomium. Fastseet
en monomiel ordning > pd Fylz1,...,xy], og antag, at 7" - -z med 0 <
mi,...,my < q er ledende monomium i f. Sa er antallet af ikke-nulpunkter

for f(x1,...,2n) i Fy mindst (¢ —ma)---(q —my). [GTI0, s.11]

Bevis. Idet der kun gnskes punkter i Fy betragtes forst hi(z1,...,2,) =
xl —x; for i € {1,...,n}, som er definerende polynomier for g . Det vil sige

at V((h1, ..., hn)) = F2. Lad
I:<f7h17"‘7hn>7

sa geelder der, at V(I) er endelig og bestar af nulpunkterne for f i Fy.
Af proposition fas at [V(I)| < dim(Fy[z1,...,2,]/I) = |A<(I)|. Da
xz]" - z)' er ledende monomium for f fas, at ethvert monomium x® €
F,[x], hvorom der geelder, at o; < m; for et eller andet i € {1,...,n}, vil
ligge i A-(I). Heraf fas, at det maksimale antal nulpunkter for f er

IAc(D)|=q¢" — (g —m1)- (g —my),

da der i alt haves ¢" punkter i Fy. Det vil sige at f minimum har

"= (¢"=(g—m1) (¢ —mn)) = (g —m1) (¢ —mn)

ikke-nulpunkter i Fy. O
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Kapitel

Netveerkskodningsproblemet

Givet et netvaerk bestdende af et antal enheder og kanaler, hvor nogle af
enhederne er kilder og/eller modtagere, kan en grafrepraesentation af net-
veerket konstrueres. Grafrepraesentationen kan benyttes til en vurdering af,
om det er muligt at optimere forsendelsen af meddelelser ved at kode net-
veerket. Altsd om flere meddelelser kan sendes til alle modtagere pa en gang
i stedet for at sende meddelelserne af sted til en modtager ad gangen. For
at se hvorvidt det er muligt at kode meddelelserne pa en sadan made, at
der kan dekodes ved modtageren, opstilles et netveerkskodningsproblem. Et
netvaerkskodningsproblem bestar i at bestemme om de ngdvendige kom-
munikationsveje er tilgeengelige i et netvaerk, hvis modtagerne skal kunne
dekode de modtaget meddelelser. I dette kapitel praesenteres det kreds- og
forsinkelsesfrie multicast netvaerkskodningsproblem, samt afggres hvornar
det har en lgsning.

3.1 Linezer Netveerkskodning

I dette afsnit defineres netveerkskodningsproblemet. Her betragtes specielt
multicast netvaerket og herunder bestemmes netvaerksovergange, samt under
hvilke forudsaetninger netvaerkskodningsproblemet har en lgsning.

3.1.1 Prasentation af Netvaerkskodningsproblemet

Grafrepraesentationen af et givent netvaerk er en orienteret graf G = (V, E)
hvor enhederne giver punktmeengden V' og kanalerne kantmeengden E. Kil-
derne samles i en kildemsengde S = {s1,...,s5)} € V, og modtager-
ne angives i modtagermeengden R = {r,...,7g/} € V. Informationen
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3.1. LINEAR NETVARKSKODNING

som gnskes sendt gennem netveerket udtrykkes ved en meddelelsesmeeng-
de X = {X1,..., Xn}, hvor X; er en variabel, der antager veerdier i Fy. Ud
fra disse meddelelser konstueres en meddelelsesvektor X = (X1,...,Xp),
dvs. X € IFZ.

Til at definere hvilke kilder der skal generere meddelelser X; for j €
{1, ..., h} haves kildefunktionen K : X — S. Det vil sige at hvis K (X;) = s;
sa genereres meddelelse X; ved kilde s;. Kildefunktionen er surjektiv, da alle
punkter i kildemzengden ngdvendigvis ma generere minimum en meddelelse
for at kunne betragtes som kilde. Antallet af beskeder X; € X, som er ge-
nereret ved kilde s;, betegnes i det folgende som v(s;). Demandfunktionen
D : R — X angiver hvilke meddelelser en modtager kraever fra X. Det vil si-
ge at hvis der for en modtager r; € R haves at D(r;) = &, = {X;,,..., X}
sa kreever r; meddelelserne X, ..., X;,. I de tilfselde hvor D(r;) = X for alle
r; € R, altsa alle modtagere kraever alle meddelelser, tales der om multicast.

Ud fra ovenstaende er det muligt opstille et netveerkskodningsproblem.

Definition 3.1 (Netveerkskodningsproblem). Et givent netvaerk repraesen-
teret ved en orienteret graf G = (V| E), en kildemangde S, en modtager-
maengde R, en meddelelsesmaengde X, en kildefunktion K og en demand-
funktion D kaldes et netveerkskodningsproblem.

Netvaerkskodningsproblemet siges at have en lgsning hvis enhver mod-
tager 7, € R kan dekode meddelelserne givet ved demandfunktionen D(ry)
korrekt.

Bemerkning 3.2. Et netveerkskodningsproblem siges at veaere linezert, hvis
meddelelsernes adfeerd gennem netvaerket kan skrives som linezere polyno-
mier over F,. Dette beskrives yderligere i afsnit

For at et multicast netvaerkskodningsproblemet, som indeholder h med-
delelser, har mulighed for at have en lgsning, erdet ngdvendigt, at der er
minimum h disjunkte veje i netveerket til hver modtager ry € R. For disse
disjunkte veje skal der desuden geelde, at v(s;) af disse veje starter i kilde
s;. 1 tilfeelde hvor der ikke er tale om et multicast netvaerkskodningsproblem
skal der vaere |D(ry)| < h disjunkte veje til modtager r, € R. Her skal der
geelde at vy, (s;) af disse veje starter i s;, hvor v, (s;) betegner antallet af
meddelelser 7, kraever som er genereret ved kilde s;. Kravet om h disjunkte
veje 1 netveerket kommer af, at en modtager r, € R kraever h meddelelser
fra kildemaengden. Hvis der konstrueres en udvidelse af netveaerket, sa kan
Minimum Snit Maximum Flow szetningen, jeevnfgr saetning anvendes
til at fastseette antallet af disjunkte veje fra s til ri, € R. Dette er lig antallet
af meddelelser, der maksimalt kan sendes til ;. Udvidelsen konstrueres ved
at tilfgje et imaginsert punkt s til punktmeengden V', hvorfra der haves v/(s;)
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KAPITEL 3. NETVERKSKODNINGSPROBLEMET

kanter fra s til hvert s; € S. Nar der gnskes at sendes h meddelelser til
r skal der altsa veere h disjunkte veje, og da alle modtagere i R gnsker h
meddelelser ved multicast, skal der veere h disjunkte veje til hver modtager
r. € R.

De disjunkte veje for en modtager rj samles i et flow F}, og alle sidanne
flows samles i et flowsystem F = {F1, F, ..., Fig|}. Hvordan flowsystemet
fastseettes vil vi ikke komme ind pa i denne rapport, der henvises i stedet til
Ford-Fulkersons Maximum Flow algoritme i [Sch09].

Inden der ses pa hvornar et netveerkskodningsproblem har en lgsning
beskrives meddelelsernes adfserd igennem netveerket forst ved hjelp af over-
gangskoefficienter. I det folgende betragtes kun multicast tilfeeldet, for det
generelle tilfaelde henvises til kapitel

3.1.2 Netvaerksovergange

Det er ngdvendigt at kende ind- og udgaende kanter af et punkt samt andre
kanter, dette defineres ved fglgende.

Definition 3.3. Lad u og v veere punkter i en orienteret graf G = (V, E)
hvor e = (u, v) er en kant mellem u og v. Da er ind(v) = {(u,v) | (u,v) € E}
og ud(u) = {(u,v) | (u,v) € E}. For en kant e = (u,v) geelder der, at
ind(e) = ind(v) og ud(e) = ud(v).

I det fglgende vil en ordning pa kanterne ogsa veere ngdvendig.

Definition 3.4. Lad G = (V, E) vere en graf. For en orienteret vej P i
G, hvor der geelder at kant e; besgges fgr kant es haves ordningen e < es.
Denne ordning kaldes en ancestral ordning.

Som tidligere naevnt genereres meddelelserne X; ved kilderne s € S.
Til at beskrive overgang fra kilde til kanal haves indkodningskoefficienter,
a;;. For disse koefficienter angiver indekset ¢ hvilken meddelelse fra X der
er tale om, dvs. 7 € {1,...,h}, mens indekset j angiver hvilken kant der ses
pa i kantmeengden FE, altsa j € {1,...,|E|}. For indkodningskoefficienterne
geelder der, at a;; = 0 hvis j ¢ ud(si) eller K(X;) # sj. Indkodningskoeffi-
cienterne samles i en indkodningsmatrix A af sterrelsen h x |E|.

Nar en meddelelse passerer en enhed sker der en overgang mellem ka-

nalerne i netvaerket, og disse overgange beskrives med kantovergangskoef-
ficienter f;;. Det vil sige at f;; beskriver overgangen fra kant(kanal) ¢ til
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kant(kanal) j, hvor der geelder, at i,j € {1,...,|F|}. Kantovergangskoeffi-
cienterne samles i en kantovergangsmatrix F', som har stgrrelsen |E| x |E].
Hvis i ¢ ind(j) sa seettes fj; til at veere nul, da det ikke er muligt at kode
mellem to kanter, der ikke er forbundet. Heraf beskriver koefficienten f;; om
der er en vej i grafen fra kant ¢ til kant j, og overgangsmatricen F' forteeller
derfor hvilke veje af leengde to netveerket har. (Det vil sige at der er brugt
to kanter, men kun en punkt er passeret). Betragt F? si fis, at den ik’te

komponent er givet ved
|E]|

[F?)ie = fij fin-
j=1

Der haves derfor at en komponent i F? kun kan vaere ikke-nul hvis der er
en vej fra kant 4 til j og fra kant j til & for mindst et j € {1,...,|E|}.
Saledes beskriver F? veje af laengde tre i netveerket. Dette argument kan
fortseettes sdledes at F™ beskriver veje af leengde m+ 1 i netveerket. Idet der
betragtes kredsfrie netveerket har enhver vej i den orienteret graf G = (V, E)
en endelig lzengde. Der eksisterer derfor et N € N, séledes at F'N = O, hvor
O er nulmatricen, hvilket vil sige, at IV er leengden af netveerkets leengste
vej. For matricen

Q=I+F+F*+...+ FN-! (3.1)

haves ud fra ovenstaende at () indeholder information om vejene i netveerket.
Her gaelder at komponent @;; er en sum, hvor ethvert led beskriver en vej
fra kant 7 til kant j, og desuden er alle veje fra ¢ til j beskrevet i denne sum.
For udtrykket i haves fglgende lemma.

Lemma 3.5. Lad F veere en kantovergangsmatriz til et netverk, G = (V, E)
og N € N veere valgt sdledes at FN = O sd gelder der, at

I+F+F*4. ... 4 FN-L = (1-F)"L

Bevis. Betragt

I+F+F+...4 FN"YI-F) = I-F+F—F>+...4 FN-1_FN
= I-FN=1.

Heraf haves, at
I+F+F?4+... 4 FN 1 =1 -F)"L
O
Ved overgange fra en kanal til en modtager r;, € R haves dekodnings-

koefficienter b;f. Her angiver i kanten si i € {1,...,|E|}, j beskeden der
betragtes, altsa j € {1,...,h} og ry € R modtageren. Koefficienten b:jk

23
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seettes lig nul hvis der geelder, at i ¢ ind(ry). Dekoningskoefficienterne b;%
samles i en dekodningsmatrix matrix B af stgrrelsen |E| x h, hvilket vil
sige, at der konstrueres en matrix B"* til hver modtager r; i R.

For et netveerkskodningsproblem defineres fglgende en variabelvektor
som samler netvaerkets overgangskoefficienter.

Definition 3.6. Lad et netveerk med overgangskoefficienterne a;;, f;; og b:]’“
vaere givet. Da er en feelles variabelvektor for netveerket defineret ved

R
§=(a11,---,ang); f11,- - flg e, b11s - - - b\l‘flfll)

Antallet af elementer i £ betegnes n.

Da komponenterne i £ benyttes til at beskrive overgange fglger af be-
meaerkning at enhver komponent i £ er et element fra [F,.

Ved hjelp af overgangskoefficienterne er det muligt at bestemme hvor-
vidt der findes en lgsning til et netvaerkskodningsproblem, givet i definition
Forst defineres imidlertid kant- og outputpolynomier.

3.1.3 Lgsning til Netvaerkskodningsproblemet

Meddelelsernes adfserd igennem netveerket kan beskrives vha. overgangsko-
efficienterne ved brug af kantpolynomier Y (j) og outputpolynomier Z;’“.
Kantpolynomiet Y (j) er et udtryk for de beskeder, som lgber pa kanten j.
Outputpolynomiet Z;’“ udtrykker en kombination af de beskeder, som det
er muligt for modtageren r, € R at modtage, nar denne gnsker at betragte
beskeden X;. Disse er defineret ved

Y(]) = ZaZ]X+ Z f’bj (32)

zEmd(])
Zi o= > by (i (3.3)
t€ind(rg)
hvor h er antallet af meddelelser i X. Kantpolynomiet Y (5) i (3.2]) er velde-
fineret ud fra en ancestral ordning pa kanterne. Dette skyldes, at Y(j) kun
kan afheenge af Y (¢) hvis kant ¢ og j optreeder pa den samme orienteret vej
i netvaerket, altsa er Y (i) blevet defineret, for Y (j) skal bestemmes.

Ud fra (3.2) kan kantpolynomierne samles i en rackkevektor, og heraf
skrives vha. meddelelsesvektoren X, indkodningsmatricen A og kantover-
gangsmatricen F’;

(Y(1) Y(©2) --- Y(E])) = (X1 Xp --- Xp)(A+AF + AF? + AFN-
= (X1 Xo - Xp)AUI +F+F24+ FNY
= (X1 Xo - XA - F)™L (3.4)
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Her folger omskrivningen til (3.4) af lemma Tilsvarende kan outputpo-

lynomierne samles i en raekkevektor og skrives som

(Z1* Zy* - Z}}) = (Y(1) Y(2) --- Y(|E])B™. (3.5)
Ved brug af (3.4)) kan (3.5) desuden omskrives til
(Z1F Zgk - ZpF) = (X1 Xa oo Xp)A(I — F)"'B™. (3.6)

Ud fra (3.6 er det muligt at definere overgangsmatricen for en modtager
rr € R i et netveerk.

Definition 3.7 (Overgangsmatrix). Lad et multicast netvaerk med indkod-
ningsmatrix A, kantovergangsmatrix F og dekodningsmatrix B"* veere givet.
Sa er overgangsmatricen for modtager r; € R givet ved

M = A(I4+F+4+F>+...4+ FN-H)B™
= A(I-F)"'Bm,

som har stgrrelsen h x h.

Her beskriver matricen (I — F)~! alle veje i netvaerket, samt A kan siges
at beskrive indkodningsvejene og B dekodningsvejene. Det vil sige enhver
komponent m:]’“ i M™ er en sum af vejene fra meddelelsen 7 til output af
meddelelsen j. Bestemmes determinanten af M"* fas derfor et polynomium,
hvor hvert led er et produkt mellem veje fra de forskellige input ¢ til de for-
skellige output j, for 7,5 € {1,...,h}. T et led i det(M"*) kan ethvert input
og output kun optreede én gang, saledes optraeder en overgangskoefficient
kun én gang i hvert led i determinanten. Heraf beskriver et led i determi-
nanten det(M") de disjunkte veje der er i netvaerket som meddelelserne
kan tage gennem netvaerket fra input til output. Dette svarer til at hvert led
i det(M"™) beskriver et flow i netvaerket fra kildemaengden S til modtager
r. € R.

Ud fra definition haves for (3.6]) at
(Z% 25 o Zp) = (X0 X - Xp)M™, (3.7)
og heraf ses at hvis overgangsmatricen M™ er reguleer, sa kan outputvek-
toren Z™ = (Z1* Zy* --- Z}*) for modtager r, € R dekodes til meddelel-
sesvektoren X. Fra lineser algebra haves at hvis alle overgangskoefficienter i

M+ er fastsatte veerdier i et legeme F,, s er M"* reguleer hvis og kun hvis
det(M" ) # 0.

Det vil sige at skal det veere muligt at 1gse netvaerkskodningsproblemet,

sa skal der for hver modtager r, € R, k € {1,...,|R|} gelde, at overgangs-
matricen er regulzer. Derfor defineres overgangspolynomiet til at vaere
T(€) = J[ det(p™). (3.8)
rrER
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Da hvert led i det(M"*) beskriver et flow F, fas at et led i T'(€) beskriver et
flowsystem F = {F1,..., Fig|} for netveerket. Der gaelder fra at hvis
alle det(M"™) # 0 for fastsatte veerdier i IF, sa er T'(§) # 0 for disse veerdier,
hvilket giver at T" ikke er nulpolynomiet. Omvendt gaelder der, at hvis T" ikke
er nulpolynomiet, eksisterer der et £ med veerdier i et legeme F,, séledes at
det(M™) # 0 for alle r, € R. Overgangspolynomiet 7'(§) benyttes til at
afggre hvorvidt et netveerkskodningsproblem har en lgsning.

Seetning 3.8. Et multicast netverkskodningsproblem har en lgsning hvis og
kun hvis det tilsvarende overgangspolynomium er ikke-nul. Huvis netverks-
kodningsproblemet har en lgsning, da vil lineer netverkskodning over Fy,
hvor q > |R|, veere tilstraekkeligt. [GT10, s.12]

Bevis. Antag at T ikke er nulpolynomiet. Da eksisterer et £ med veerdier i
et tilstreekkeligt stort legeme Iy, sdledes at der kan dekodes for netvaerket.
Altsé netvaerkskodningsproblemet har en lgsning.

Antag, at netveerkskodningsproblemet har en lgsning, hvilket vil sige der
findes overgangskoefficienter, sa det er muligt at dekode ved alle modtagere.
Lad disse veerdier ligge i &, da er T'(€) # 0, heraf er T ikke-nulpolynomiet.

Nar et netveerkskodningsproblem har en lgsning, galder der, at enhver
overgangskoefficient maksimalt kan have potens |R| i overgangspolynomiet
T (). Dette skyldes at hver koefficient kun kan optraede en gang i det(M"*)
for hver modtager r, € R. Det folger sa af fodaftrykgreensen seetning
at T'(&) har en ikke-nullgsning over F, for ¢ > |R|. O

Seetning angiver under hvilke forhold et givent netvaerkskodnings-
problem har en lgsning, men siger intet om hvorledes en sddan lgsning kan
bestemmes. Der eksisterer algoritmer til at konstruere lgsninger, disse vil
imidlertid ikke blive betragtet i dette projekt, jvf. [GT10]. I stedet betragtes
i det fglgende vilkarlig netvaerkskodning.

3.2 Vilkarlig Netvaerkskodning

Ved lineser netveerkskodning findes en lgsning ved at se pa, hvilke over-
gangskoefficienter der kan opfylde kant- og outputpolynomier saledes at en-
hver modtager 7, € R kan dekode. Det kan imidlertid godt veere komplekst
og tidskreevende at finde sadanne koefficienter. Derfor kan det veere en for-
del at veelge koefficienterne tilfeeldigt i et fastsat legeme F, og for bagefter
at undersgge om den fundne lgsning er brugbar. Nar koefficienterne vaelges
vilkarligt tales der om vilkéarlig netvaerkskodning, men kodningen foregar
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stadig ved lineaere operationer over ;. I dette afsnit undersgges sandsyn-
ligheden for at finde en brugbar lgsning til et netvaerkskodningsproblem nar
kodningen foretages vilkarligt.

3.2.1 Sandsynlighed for en Lgsning til Netvaerkskodnings-
problemet

Som naevnt i ssetning skal der gaelde, at overgangspolynomiet T'(§) er
ikke-nul for at netveerkskodningsproblemet har en lgsning, hvor £ indeholder
alle indkodnings-, kantovergangs- og dekodningskoefficienter. Ved brug af
Fodaftryksgreensen er det muligt at give en sandsynlighed for at der velges
en brugbar lgsning til netveerkskodningsproblemet i legemet Fy. Der ses forst
pa tilfeeldet hvor netveerket er kendt, hvilket vil sige at monomierne i T'(§)
er kendte. Herefter ses der pa sandsynligheden for succes ved et netveerk
hvor vejene fra kilderne s € S til modtagere r € R ikke er kendte.

Lad £ = (x1,...,x,) repraesenterer overgangskoefficienterne i det givne
netveaerket, panaer dekodningskoefficienterne b:]’“ der betragtes som konstan-
ter i det fplgende. Lad T'(z1,...,zy) € Fylz1,. .., z,] veere givet med en mo-
nomiel ordning pa de variable z1, ..., z,. Antag, at 7" - - - 2] er det leden-
de monomium i T'(z1,...,x,), s haves det fra Fodaftryksgraensen, ssetning
at der for overgangspolynomiet 7" findes mindst (¢ — my)--- (¢ — my)
ikke-nulpunkter i Fy. Dette betyder, at overgangskoefficienterne kan veelges
pa mindst (¢ —my) - - - (¢ — my,) mader saledes at overgangspolynomiet 7" vil
give ikke-nul, hvorved der er fundet en lgsning til netvaerkskodningsproblem-
et. Der er i alt ¢" mader at vaelge overgangskoefficienterne pa. Ud fra dette
er det muligt at give en nedre graense for successandsynligheden i tilfeelde
hvor netvaerket er kendt. Denne kaldes Footprint-graensen og er givet ved;

n
q—m;
Pepy =[] -, (3.9)
=1 4
I tilfeelde hvor det ledende monomium ikke er kendt for overgangspolynomiet
T(z1,...,x,) gives en svagere nedre graense;
Prp1 := min { H L a2 er et monomium i T} . (3.10)
- q
=1

Der geelder lighed imellem Prpo og Pppi i de tilfzelde, hvor det ledende
monomium i overgangspolynomiet ogsd er det monomium der giver den
mindste sandsynlighed.

Bemerkning 3.9. 1 det ovenstdende er det muligt at opna en hgjere sandsyn-
lighed for succes ved at lade nogle af koefficienterne vaere valgt pa forhand,
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hvorved antallet af variable falder. Dette gores ved at lade koefficienterne,
der beskriver tilfeelde, hvor der kun er én kant der gar ind i et punkt veere
lig en, da der ikke er brug for kodning i disse tilfselde. Samtidig veelges alle
overgangskoefficienter f;; til nul hvis j kommer fgr i i en ancestral ordning
af kanterne. Indkodningskoefficienterne a;; veelges til nul, hvis der geelder at
Jj ¢ ud(s) for s € S eller at X; ikke genereres i kilde s hvor j € ud(s).

For Footprint-graensen gaelder der, at vejene i netvaerket skal vaere kend-
te, da det ellers ikke er muligt at bestemme monomierne i overgangspolyno-
miet 7'(¢). Hvis monomierne i overgangspolynomiet hgrende til et netvaerks-
kodningsproblem ikke er kendte, s& haves fglgende graense for successand-
synligheden.

Proposition 3.10. Successandsynligheden for at finde en lgsning til et net-
veerkskodningsproblem med en lgsning er nedre afgrenset af

IRV
Psuce 2 Proo = (qu> ) (311)

for ¢ > |R|, hvor n er antallet af variable i overgangspolynomiet horende til
netverkskodningsproblemet. [HMK™ 06, Theorem 2]

Bewvis. Betragt overgangspolynomiet T'(§) = [],cr det(M"), hvor & indehol-
der alle indkodnings-, kantovergangs- og dekodningskoefficienter. Lad over-
gangskoefficienter f;; veere nul, hvis j kommer fgr i i en ancestral ordning
af kanterne. Desuden lades indkodningskoefficienterne a;; veere nul, hvis der
geelder at j ¢ ud(s) for s € S eller at X; ikke genereres i kilde s hvor
j € ud(s). Betragt dekodningskoefficienterne bi; som konstanter. Det vil si-
ge polynomiet 7'(§) har n variable, som hgjest kan optraede én gang i hvert
monomium i hver af de |R| determinanter det(M"). Af dette fas at hver
af de n variable hgjest kan have potens |R| i T'(£). Ved fodaftryksgreensen,
seetning fas herved at der findes mindst (¢ — |R|)" ikke-nulpunkter
for T'(£) ud af de ¢"7 mulige. Heraf fas at sandsynligheden for at veelge en
ikke-nullgsning er
q— R > !

Pyuce = Proo ::< q
Af (3.12)) ses det at der ngdvendigvis ma geelde at ¢ > |R|, da den nedre

graense for successandsynligheden ellers ville blive negativ, hvilket ikke er
muligt. O

(3.12)

Sandsynlighederne fra (3.9)), (3.10) og (3.11]) giver at successandsynlig-

heden er nedre afgreenset ved folgende
Psucc > PFP2 > PFPl > PHOO'

Dette skyldes, at en stgrre viden om netveerkets opbygning medfgrer et bedre
beslutningsgrundlag vedrgrende valget af koefficienterne.
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Figur 3.1: Netveerk hgrende til eksempel

3.3 Eksempel pad Multicast Netvaerkskodningspro-
blem

I dette afsnit anvendes teorien fra de to foregaende afsnit til at lgse et kon-
kret kreds- og forsinkelsesfrit multicast netveerkskodningsproblem. Dette gg-
res ved et eksempel, hvor netveerket er konstrueret sdledes at de forskellige
aspekter af teorien illustreres bedst muligt.

Eksempel 3.11. Fgrst opstilles netvaerkskodningsproblemet fra definition
som vi gnsker at lgse.

Lad et netveerk med grafrepraesentationen G = (V) E) vaere givet, se
figur Punktmeengden er V' = {s1, s2,...,7r2} og kantmeengden er £ =
{1,2,...,14}. For kanterne haves en ancestral ordning 1 < 2 < --- < 14.
Desuden haves kildemaengden S = {s1, s2}, modtagermeengden R = {ry,r2}
samt meddelelsesmaengden X = { X1, Xo, X5}. Kildefunktionen er givet ved

for X =X
K(X):{Sl or 1

so for X € {XQ,X:J,}

Da der ses pa et multicast netvaerk haves, at D(r1) = { X1, X2, X3} = D(r2),
altsa begge modtagere kraever alle meddelelser i meddelelsesvektoren X =
(X1 X2 X3l

Flowsystemet for netvaerket er F = {Fy, F»}. Her kraeves at Fy og Fh
indeholder 3 disjunkte veje hver og desuden skal v(s;) = 1 vej starte i 51 og
v(s2) = 2 veje starte i so. De to flow er givet ved

= {(1,4,7),(2,8,11),(3,6,9,13)} ,
F, = {(1,8,12),(2,5,9,14),(3,10)} ,

som har de gnskede egenskaber, da ud(s;) = {1} og ud(s2) = {2, 3}.
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Ud fra netveerket givet i figur er det muligt at lave indkodnings- og
kantovergangsmatricen;

ag 0 O O 0O O O0OOOOOO0OO0OO
A= 0 a2 0O 0 0 0 O0OO0OO0OO0OOOO0OO0],
0 O a3 00 0 OO OOO0OOOO
0g
0 0 O f14 f15 0 0 f 18 0 0 0 0 0 0
0 0 0 fag fo5 0 0 fog 0 0 0 0 0 0
000 0 0 fsg 0 0 0 fzp O 0 0 0
000 0 0 0 faix 0 O 0 0 0 0 0
000 O O O 0O 0 fs O 0 0 0 0
000 0O 0 O 0 0 fe O 0 0 0 0
r_ 000 o o 0 o 0 o0 0 0 0 0 0
0oo0oo0 o o o0 o o0 0 0  fsa1 fsaz2 O 0
000 0o o o0 o o0 o0 0 0 0 foi13z fo1
o000 o o o0 o o0 0 0 0 0 0 0
000 0o o o0 o o0 o0 0 0 0 0 0
0oo0oo0 0o o o0 o 0 0 0 0 0 0 0
000 o o 0 o o0 o0 0 0 0 0 0
Lo oo o 0 o0 0o 0 O 0 0 0 0 0
For kantovergangsmatricen geelder der, at F* = O, hvilket svarer til at

den leengste vej i netvaerket har leengden 4. Ved at betragte netveerket i
figur ses at dette ogsa er tilfeeldet. Det vil sige at [ + F + F2 + F? =
(I — F)~! beskriver alle veje i netveaerket. For de to modtagere r1,72 € R
haves dekodningsmatricer

B" =

O‘OOOOOO

O O O
—

S
O
—

b131
0

OO O o oo

=

S O
[\V)

0
bi1,2
0
b13,2
0

=2
S O

b11,3

b13,3

O O O O oo

w

0

0

0

og B™ =

0
0
0
0
0
0
0
0
0

b1o,1
0

bi2,1
0

b1

OO OO O o oo

0

b10,2
0

b12,2
0

bia,2

OO OO O o oo

0
b10,3
0
bi2,3
0

b1a,3 |

Kant- og outputpolynomierne bestemmes for indgaende kanter i r; ved
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at benytte (3.2) og (3.3)). Der haves, at ind(r;) = {7,11,13}, og kantpoly-

nomierne bliver

Y(7) = fuY(4) = frafarY (1) = a1 frafar X1,
Y(11) = fs1Y(8) = fisfs11Y (1) + fosfs,11Y (2)
a11 figfe11 X1 + aza fos f 11X ,
Y(13) = f013Y(9) = fs9f013Y (5) + feofo,13Y (5)
f15f50f0,13Y (1) + fos5f50.f0,13Y (2) + f36f69.f0,13Y (3)
= a11 /1550 9,13X1 + a22 f25 50 f9,13 X2 + as3 f36 f69.f0,13 X3 -

Heraf bestemmes outputpolynomierne til at veere

Z{l — b71Y(7) -+ b1171Y(11) + bl3,ly(13) ’

Zy' = bpY(7)+b112Y (11) + b132Y(13)

Zg' = brsY(7) + b1 3Y (11) + bi33Y (13) .
Outputpolynomierne til modtagerne 1,72 € R kan ogsad bestemmes vha.

overgangsmatricerne, M"™ og M"2 til netveerket. I M™ er komponenterne
(7,1) givet ved

for j=1:  ai1fiafarbr + a11 fisfs11b11,: + a11 fi5f50.f0,13013,i
for j=2:  agefoafarbri + asafos fs11011,: + a22 fo5 f59.f0,13013,i
for j =3:  as3f36f69f9,13013, »

hvor ¢ € {1,2,3}. For M" haves komponent (j,7) til at veere
for j=1:  ai1fisfs12b12, + a11fisfs9fo,14b14, ,

for j=2:  asfsfs12b12, + a2 fosf59fo,14b14, ,
for j=3:  as3f310b10 + a33/36.f69.f9,14b14,i

for i € {1,2,3}. Der geelder sa af (3.7)) at
7" =XM"™ og 2 = XM"™.

For at se om netvaerkskodningsproblemet har en lgsning bestemmes over-
gangspolynomiet
T (&) = det(M™) det(M"™),

som er forskelligt fra nul, hvis koefficienterne i £ bestemmes korrekt. Der
gaelder derfor fra szetning[3.8] at netvaerkskodningsproblemet har en lgsning,
hvis koefficienterne er indeholdt i F3.

Som tidligere neevnt findes der algoritmer til at bestemme en Igsning,
men da netveerket her har en begraenset stgrrelse er det muligt at bestemme
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en lgsning manuelt inden for rimelig tid. Vi bestemmer overgangskoeffici-
enterne til at veere folgende;

a1 = ax=az3 =1
fia = fis = fos = fas = f36 = f3,00 = far = f59 = feo = fs11 = fs12
= fo13=Jo1u=1

71 _ 1T _ Tl _ 11 _ 11 _ 2 _ T2 _ T2 —_ T2 _ 2 _
bri = b =biio=0b113="0bi33 =010 =b1o3 =031 =013 =03, =1
fis = faa=0

71 _ 71 —_ 1" _ 1" _ 1Tr2 _ T2 _ 12 _ T2 _
bz = biig=b131=bio =051 =013, =b33="0b133=

Af dette fas overgangsmatricer

M™ = og M™ = , (3.13)

S O =

2
1
0

— N
— N
N = O
= o O

og overgangspolynomium
T =1-1=1#0.

Heraf ses at de valgte koefficienter giver en lgsning til netveerkkodningspro-
blemet.

Ud fra overgangsmatricerne fas at
[(Z1' Z3t Z3'] = [X1 Xo XIM™ =[X; 2X;+ X2 X1+ 2Xo + X3,
og
(Z12 Zy? Z3*) =[X1 Xo X3]M™ =[X;1+2Xo+ X3 Xo+2X3 Xz

De inverse til overgangsmatricerne i (3.13]) bestemmes til

1 -2 0 1 00
M)y™t=l0 1 -2| og (M?)t=|-2 10
0o o0 1 0 -2 1
Ud fra dette burde der geelde, at
Z5(M™) P =X og ZP(M™)'=X.
For rq fas at
VAR (Mn)_l = [Xl —2X14+2X7+Xo — X7 —2Xo+ X7 +2X9+ Xg]

= [X1 X2 X3,
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og for ro

Z7(M™)7N = [Xp+2Xo + X3 —2Xo — X3 Xo +2X3 —2X3 X3
= [X1 X» X3z

Herved ses at der ved den fundne lgsning dekodes korrekt ved begge mod-
tagere. Ved denne lgsning er koefficienterne bestemt sédledes at det vides,
at der er en lgsning til netveerket, men hvis der veelges at foretages vilkalig
kodning kan vi udregne sandsynligheden for at finde en brugbar lgsning.

Forst bestemmes Footprint-graenserne Ppp 1 og Prpo, herefter ses der pa
Pioo. Fra bemeerkning [3.9] vides at nogle overgangskoefficienter kan veelges
pa forhand. Fra netvaerket i figur fas derfor, at a11 = a99 = agz = f36 =
f3,00 = far = fs11 = fsi2 = fo,13 = fo,1a = 1, desuden gaelder der, at
dekodningskoefficienterne ses som konstanter. Overgangskoefficienterne der
skal bestemmes er sa

fuu=a, fis=">b, fis=c, fas =d, fos =¢e, fos=Ff, fso =9, feo = h.

Alle andre koefficienter vaelges til at vaere nul. For de vilkarligt valgte koef-
ficienter haves en monomiel ordning hvor e >a >b>d>c¢> f > g > h.
Determinanterne af overgangsmatricerne bestemmes som ovenfor og der fas
at

det(M™) = afhky + dchky og det(M"™) = ecfks+ bfgky ,

hvorfor overgangspolynomiet bliver
T(€) = eacfghky + abf?ghky + edc®ghks + bdefghky.

Her afthsenger ki, ko, k3, kg, k1, ko, ks og k4 kun af dekodningskoefficienterne.
Det ledende monomium i T er eacfhg og derfor fas Footprint-graensen

—1)6
PFP2:7(q qﬁ) :

I tilfselde hvor den monomielle ordning ikke er kendt fas Footprint-graensen

Prp1 = laz2a 1) 22(5? milk .

Her ses at Pppg er positiv for ¢ > 2, mens Pppq er positiv for ¢ > 3, jvf.

figur

Fra proposition [3.10] haves at ndr monomierne i overgangspolynomiet
ikke er kendte, kan sandsynligheden for at bestemme en brugbar lgsning
ved vilkarlig kodning stadig findes. Her bestemmes antallet af variable i
overgangspolynomiet. For netveerket i dette eksempel haves der 8 variable,
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0.3+

0.1+

0 ; : : . : .
3 4 3
g
PHol |

PFP2 PFP1

Figur 3.2: Plot af Footprint-greenserne og P, 0 til forskellige veerdier af q.

hvis de samme koefficienter som fgr veelges pa forhand. Desuden anses de-
kodningskoefficienterne stadig som konstanter. Af dette fis en graense for

successandsynligheden til at veaere

q—2)°
PHOOZ (qs).

Ogsa denne sandsynlighed er illusteret pa figur og det ses, at der haves
en ikke-nul sandsynlighed hvis ¢ > 3. A

34



Kapitel

Det Generelle
Netveerkskodningsproblem

I kapitel [3| beskaeftigede vi os med multicast netveerkskodningsproblemet,
der kan betragtes som et seertilfzelde af det generelle netveerkskodningspro-
blem. I modsatning til multicast netvaerkskodningsproblemet kan der her
haves tilfeelde, hvor alle modtagere r € R ikke kraever alle meddelelser i
meddelelsesvektoren X. Dette betyder at der maske findes kilder s € S,
hvorfra en modtager r € R intet kreever. Inden der ses pa, hvornar et gene-
relt netveerkskodningsproblem har en lgsning betragtes overgangsmatricen
M.

Overgangsmatricen M for det generelle netvaerkskodningsproblem kan
konstrueres ud fra indkodnings-, kantovergangs- og dekodningsmatricer li-
gesom ved multicast netvaerker. Ved det generelle netvaerkskodningsproblem
gaelder der, at indkodning- og kantovergangsmatricen konstrueres pa samme
made som ved multicast netvaerket. Det vil sige at for indkodningsmatricen
A geelder der, at komponent a;; er nul, nar der geelder, at meddelelse X
ikke genereres i en kilde s € S eller j ¢ ud(s). Indkodningsmatricen A er
en h X |E| matrix. For kantovergangsmatricen F' geelder der, at komponent
fi; er nul nar i ¢ ind(j), samt at F¥ = O for N € N, hvor N er leeng-
den af den leengste vej. Kantovergangsmatricen F' har storrelsen |E| x |E].
For dekodningsmatricen B gelder der, at denne beskriver alle modtage-
re r € R samtidig, i modsaetning til multicast netveerkskodningsproblemet
hvor modtagerne betragtes enkeltvis. Altsa her beskriver de fgrste h sgjler
dekodningen til r1, de naeste h sgjler dekodningen til ro, osv. Desuden geel-
der der for matricen B, at en komponent hgrende til modtager » € R er
nul, hvis meddelelse X; ¢ X, = D(r), hvor D(-) er demandfunktionen, eller
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i ¢ ind(r). Dekodningsmatricen B er en matrix af stgrrelse |E| x (|R]| - h).
Ud fra dette fas at overgangsmatricen M er givet ved

M=A-(I-F)'. B, (4.1)

og har stgrrelsen h x (|R| - h). I overgangsmatricen M beskriver de forste h
sgjler forholdet mellem meddelelserne i X og modtager r1, de naeste h sgjler
forholdet mellem X og ry osv. For at beskrive hvilken meddelelse der ses pé
i forhold til hver modtager r; € R indfgres folgende notation.

For en komponent M;;x i M beskriver indekset ¢ 4% at der ses pa raekke
i og sgjle ((k—1)h+j) i M. Udtrykket for sgjlenumret kommer af at
det er den k’te modtager r; der betragtes og den j’te meddelelse. Det
vil sige at 4,5 € {1,...,h} og k € {1,...,|R|}.

Som ved multicast netveerkskodningsproblemet lader vi

f = (U,l,l, e ,ah,|E‘,f1,1, .. 'af\E|,\E|ab1,1v e vb|E|,\R|h)7

veere en vektor indeholdende alle overgangskoefficienter. I det fglgende an-
tages at antallet af komponenter i £ er n.

Hvis en eventuel lgsning til et givent netveerkskodningsproblem skal fin-
des er det ngdvendigt sikre, at de gnskede forbindelser eksisterer i netvaerket.
Det vil sige at der skal veere |D(r)| disjunkte veje fra kildemeengden S til
modtager r € R, samt at disse veje skal have begyndelse i de korrekte kil-
der. Altsa nar r € R kraever v,(s) meddelelser fra s € S, skal der geelde, at
der er v,(s) disjunkte veje fra s til 7. Herudover ma en forbindelse mellem
kildemaengden S og modtager r; € R ikke pavirke forbindelsen mellem S
og modtager r; € R, hvor 7 # j. Dette kan ogsad betragtes som situationen
hvor en modtager r; modtager noget information som ikke er kraevet, sé skal
r; kunne ignorere den information uden at miste noget af den kresevede in-
formation. Ud fra dette fas folgende ssetning vedrgrende hvornar et generelt
netvaerkskodningsproblem har en lgsning.

Seetning 4.1. Lad et kreds- og forsinkelsesfrit netverk G = (V,E) med
overgangsmatriz M wvere givet. Det lineere netverkskodningsproblem har
en lgsning hvis og kun hvis variablerne i £ kan velges, saledes at

1. Komponent M;;x = 0 hvis modtager ry, ikke krever meddelelse i eller
j.

2. Komponenter M. hvor modtager i krever bade meddelelse i og j
kan samles i en kvadratisk matriz My, af storrelsen |D(ry)| x |D(ry)]
som er requler.
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[KMO3, Theorem 6]

Bevis. Antag at betingelse 1. og 2. er opfyldt. Betingelse 1. sikrer at mod-
tager r; kan ignorere meddelelser som den ikke krzever. Fra betingelse 2.
geelder der at modtager r; kan inverterer My, og hermed genskabe de krae-
vede meddelelser. Fra dette fas at en lgsning til netveerkskodningsproblemet
er fundet.

Antag at netveerket har en lgsning, men at betingelse 1. eller 2. ikke er
opfyldt. Hvis betingelse 1. ikke er opfyldt vil der geelde at en modtager 1
ikke kan ignorere modtaget meddelelser, som ikke er kraevet. Sa vil output
ved modtager r; veere pavirket af de ugnskede meddelelser, da de optree-
der som fejlinformation. Da det ikke muligt at se forskel pa fejlmeddelelser
og gnskede meddelelser ved modtager 7, sa vil r ikke kunne dekode kor-
rekt. Hermed er der en modstrid med at netveerkskodningsproblemet har en
l#sning.

Idet M} fra betingelse 2. kan ses som et multicast netveerk med kun
en kilde og en modtager geelder der fra ssetning [3.8] at hvis betingelse 2.
ikke er opfyldt kan netvaerkskodningsproblemet ikke lgses. Hermed har net-
veerkskodningsproblemet en lgsning hvis og kun hvis betingelse 1. og 2. er
opfyldt. O

Afggrelsen af om der findes en lgsning ¢’ som kan opfylde betingelse 1. og
2. fra setning [£.1] kan veere en omstaendig proces. Dog, ved en omskrivning
af problemet bliver det lettere at sige, om der kan findes en lgsning &’. Lad
p1(§),p2(§), - - -, Px(§) betegne komponenterne M, x, hvor modtager r, € R
ikke kraever meddelelse ¢ eller j. Det vil sige, at hvis der findes et £, hvorom
der geelder, at pi(§) = 0 for alle k € {1,...,k} vil betingelse 1. veere opfyldt.
I tilfselde hvor modtager r; € R kraever meddelelserne i og j saettes gr(§) =
det(My), for k € {1,...,|R]|}. Lad & veere en ny variable og definer

IR|

9(&,%) =1—& [ 9x(&).

k=1

Der gaelder saledes at hvis der kan findes et £ og &, hvorom der geelder, at
9(&,&) =0 sa er gr(€) # 0 for alle k € {1,...,|R|} for dette £. Det vil sige
at g(&,&o) beskriver hvorvidt betingelse 2. er opfyldt.

Ud fra ovenstaende beskrivelse af betingelse 1. og 2. defineres idealet for
det linesere netveerkskodningsproblem ved

I(G)=(p1,--+Dx,9) -
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Herved bliver varieteten af idealet, iflg. definition [2.18§]

V(I(G)) = {(& &) € Fgt! | f(€,&) =0 for alle f € I(G)},

som er ikke-tom, hvis der findes et £ der opfylder betingelse 1. og 2. i seetning
Det er derfor muligt at omskrive seetning [4.1] til folgende:

Seetning 4.2. Lad et kreds- og forsinkelsesfrit netverk G = (V, E) vere
givet. Det lineere netverkskodningsproblem har en lgsning hvis og kun hvis
V(I(G)) er ikke-tom, og heraf at I(G) C F4[€, &]. [KMO3, Theorem 7]

Bevis. Antag, at I(G) C Fy[¢,&]. Der gaelder sa fra saetning[B.7] at V(I(G))
er en ikke-tom maengde, da 1 ¢ I(G). Det vil sige at der findes minimum et

€ og & sa p1(§),...,ps(§) = 0 og hermed er betingelse 1. fra ssetning
opfyldt. Der gaelder desuden at g(&, &) = 0, hvilket vil sige at £y # 0, og at

IR|

1T 9x(6) #0.
k=1

Af ovenstaende geelder der derfor, at gi(§) # 0 for alle k € {1,...,|R|},
hvilket vil sige, at betingelse 2. fra setning er opfyldt, og netveerkskod-
ningsproblemet har en lgsning.

Antag, at netveerkskodningsproblemet har en lgsning, men at I(G) =

F,[&, &o]. Der fas fra seetning at V(I(G)) = 0, og der findes ingen £ og
&o der opfylder betingelserne fra satning hvilket er imodstrid med at
netvaerkskodningsproblemet har en lgsning.

Fra ovenstaende fas altsa at 1 ¢ I(G), og hermed at V(I(G)) # 0, for at
netvaerkskodningsproblemet har en lgsning. O

Ved brug af seetning er det muligt at afggre om et linesert netvaerks-
kodningsproblem har en lgsning ved at konstruere idealet I(G) og herefter
bestemme en basis for I(G). Denne Grobner-basis kan fastseettes ved hjeelp
af Buchbergers Algoritme, algoritme [I| og reduceres ved at bruge definition
Hvis den reducerede Grobner-basis er forskellig fra {1} vil der geelde at
der findes en lgsning til det linesere netveerksproblem.

4.1 Eksempler pa Generelle Netvaerkskodningspro-
blemer

I det folgende illustreres teorien omkring det generelle netvaerkskodningspro-
blem gennem to eksempler. I disse eksempler ses der pa det samme netveaerk,
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Figur 4.1: Netvaerk hgrende til eksemplerne og 4

men med to forskellige netvaerkskodningsproblemer. I det ene vil der ikke
veere en lgsning, mens der ved det andet eksisterer en lgsning.

Det fglgende eksempel illustrerer netvaerkskodningsproblemet uden lgs-
ning.

Eksempel 4.3. Lad det linezre netveerk med orienteret graf i figur [{.1] veere
givet, hvor V' = {s1,89,...,72} og E = {1,...,9}. Lad meddelelsesrummet
veere givet ved X = {X1, X2, X3, X4}, modtagermaengden er R = {ry,ra}
og kildemaengden er § = {s1, s2}. Kildefunktion er givet ved

for X € {X1,X
K(x) = [ ior X e, Yo (4.2)
s for X € {Xg,X4}
For demandfunktionen, D, haves at
D(Tl) = A = {leXQ}a
D(ry) = X, ={X3,X4}. (4.3)

For overgangsmatricen M konstrueres for netveerkskodningsproblemet sik-
res der, at der eksisterer 2 disjunkte veje i netvaerket fra S til hver modtager
i R. Hvis ikke dette er tilfzeldet kan det direkte siges at netveerket ikke har
en lgsning. For netveerket givet i figur er det muligt at finde 4 disjunk-
te veje, hvor to gar til 1 og to gar til 7o, et eksempel pa sddanne veje er
{(1,4),(3),(5,8),(6,9)}. Her gar (1,4) og (3) til 71, mens (5,8) og (6,9) gar
til ro. Heraf har netveerkskodningsproblemet méaske en lgsning. For at be-
stemme overgangsmatricen M konstrueres indkodnings-, kantovergangs- og
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dekodningsmatricen. Disse bestemmes ud fra netvaerket og der fas indkod-

ningsmatrix
all 0 ais 0 0 a6 0 0 O
. any 0 ans 0 0 a6 0 0 0
A= 0 as2 0 0 ass 0 0 0 0 ’ (4'4)
0 a2 0 0 ay5 O O O O
kantovergangsmatrix
[0 0 0 fiu O 0 O 0 0 ]
0 00 fou 00 O 0 0
000 0 00 f3r O 0
000 0 0O fiz 0 O
F=]10 00 0 00 0 fss fs9 |, (4.5)
000 0 00 0 fes feo
000 0 00 0 frs fro
000 O OO0 O 0 0
1000 0 00 O 0 0
og dekodingsmatrix
[0 0O 0 0 0 0 O 0 ]
0 0O 00 0 0 O 0
b3 b2 0 0O O O O 0
bygy byis 0 0 0 0O O 0
B = 0 0O 0 0 0 0 O 0 (4.6)
0 0O 0 0 0 0 O 0
0 0O 00 0 0 O 0
0 0O 0 0 O O bgy bsg
. 0 0 0 0 O O bgy bes |
Ud fra overgangsmatricerne fas
&€= (a11,a22,...,a2, fia, foa,. .., fr9,b31,b32, ..., bog) .

Af ([4.1)) skal (I — F)~! bestemmes inden overgangsmatricen M kan bestem-

mes. Dette er gjort i Maple, og her fas at
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1 0 0 fia 0 0 fiafar frafarfrs
0 1 0 fou O O foafar foafarfrs
001 0 00 fs f3rfrs
000 1 00 far farfr8
I-F)Y'=]000 0 10 0 fss
00 0 0 01 0 fes
0O 0 0 0 0O 1 frs
0O 00 0 00O 0 1
L0 00 0 00 0 0

Jrafarfro ]
Joa faz fro
f37f79
fa7 fr9
59 . (4.7)
fe9

f79
0

1




4.1. EKSEMPLER PA GENERELLE
NETVARKSKODNINGSPROBLEMER

Ved brug af (4.4), (4.7) og (4.6) konstrueres overgangsmatricen

; (4.8)

e o X Xt
o O X X
o O O O
o O O O
o O O O
o O O O
X X o e
X X o e

hvor x og e repraesenterer komponenterne, der ikke direkte er nul ud fra
konstruktionen. Komponenterne e skal evaluere til nul, dvs. at disse giver
polynomierne p;(§),...,ps(§). Komponenterne x samles i matricer M; og
Ms. Her gelder der, at de fire komponenter i gverste venstre hjgrne an-
giver M da de fire forste sgjler hgrer til modtager r;. Tilsvarende angi-
ver komponenterne i nederste hgjre hjorne Ms. Der geelder at M; og Mo
skal veere regulaere. Lad ¢1(§) = det(M;) og g2(§) = det(My), sa fas at
g(&) =1 — &y det(M7) det(Ma).

Af seetning [.2) geelder der s, at det linegere netveerkskodningsproblem
har en lgsning, hvis

V(I(G)) =V {(p1,---,18,9) # 0.

Dette afggres ved at bestemme en Grébner-basis til I(G), hvor den mono-
mielle ordning er valgt til at veere den leksikografiske ordning med a11 >jeks
22 >leks * ' >leks Dos >leks £o- Den reducerede Grobner-basis for idealet
I(G) findes ved hjzlp af Maple efter samme metode som brugt i eksempel
[D.1] i bilag D] Der fis at Grébner-basen for I(G) er {1} og hermed geel-
der der, at V(I(G)) = 0 og netveerkskodningsproblemet har derfor ikke en
lgsning. A

Ved at lave en lille sendring i netveerkskodningsproblemet givet i eksem-
pel @3] er det muligt at fa en lgsning til det givne netveerk. Dette illustreres
i folgende eksempel.

Eksempel 4.4. Vilader netveerket, V, E, S, R og kildefunktionen, K, veere
ligesom i eksempel men demandfunktionerne givet i (4.3]) sendres til

D(Tl) = Xrl = {Xl,Xg} s
D(Tg) = XTQ = {X27X4} .

Idet netveerket og kildefunktionen ikke er sendret, er indkodnings- og kant-
overgangsmatricen fra foregaende eksempel uzendret, sa A er givet ved (4.4)
og F ved (4.5)). Heraf fas ogsa at (I — F)~! stadig er givet ved (4.7). For
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dekodningsmatricen fas

0 00 00 0 0 0
0 00 00 0 0 0
bsp 0 b33 0 0 0 0 O
by 0 bys 00 0 0O O

B=|0 0 0 00 0 0 0
0 00 00 0 0 0
0 00 00 0 0 0
0 0 0 0 0 bgg 0 bsg

0 0 0 0 0 byg O bog |

For dette netvaerkskodningsproblem bliver overgangsmatricen

0
, (4.9)

o O O O
o O O O
o O O O
* @ X e
X @ Xt e

0
0
0

® X @ X
o X o X

hvor * og e har samme betydning som i eksempel Det vil sige at der
igen haves otte polynomier p;(&), ..., ps(§) fra e - komponenterne, som skal
evaluere til nul. Desuden fas

~ o M]_]_l M131 ~ o M222 M242
Ml B [ ]wiil1 M331 o8 M2 B ’

som skal veere reguleere. Heraf bestemmes g, = det(M), §o = det(My) og
g =1- f() det(Ml) det(MQ).

Idealet for netvaerkskodningsproblemet bliver sa

I(G) = <ﬁ1,-- -7ﬁ87g>>

som vi gnsker skal have en varietet forskellig fra den tomme maengde. Dette
bestemmes igen vha. af Maple og der fas, at Grobner-basen er forskellig fra
(1). Det vil sige at V(I(GQ)) er forskellig fra den tomme maengde. Grébner-
basen bestar af 34 polynomier over ringen F[¢]. Disse polynomier er vedlagt
i Bilag [D] Altsa haves der en lgsning til netveerkskodningsproblemet. Dog
er denne lgsning imidlertid ikke fundet, men det vides at den eksisterer. A
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Fejlkorrigerende
Netvaerkskodning
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Del [l indeholdt en grundleggende gennemgang af netveerkskodningspro-
blemet bade i det multicast og det generelle tilfselde. Her var fokus iseer
rettet imod, hvornar et netveerk havde en lgsning, hvilket var muligt at
bestemme ud fra netvaerkets topologi vha. Grobner-basis teori. Resultatet
om eksistensen af en lgsning byggede pa antagelsen om, at der blev sendt
over en st@jfri kanal, da det ikke var muligt at fejlkorrigere. I anden del af
rapporten betragtes, i modszetning til del [[j netvaerker hvor det er muligt
at foretage fejlkorrigering. Vi antager i denne del, at netvaerkets topologi er
ukendt, hvilket vil sige at overgangskoefficienter, kantpolynomier og lignende
fra kapitel [3] ikke kan bestemmes, desuden foretages alt kodning vilkarligt.
Netveerket betragtes derfor som én stor kanal, betegnet operatorkanalen,
som giver anledning til fejl og sletninger i transmission. Fejlene kan opsta
ved at forstyrrende information tilfgres det oprindelige data, enten ved en
fejl i netvaerket eller en bevidst tilfgrsel fra en udenforstdende kilde. Sletnin-
ger kan opsta, hvis den vilkarlige kodning ikke udfgres optimalt. Altsé at
en eller flere koefficienter veelges forkert, saledes at output ved modtageren
ikke er en uafheengig maengde af information. En anden arsag til sletninger
er, at flowet til en modtager er mindre end antallet af informationsbeskeder,
der gnskes transmitteret, hvorved output ved modtageren vil veere mindre
end input i kanalen.

I denne del betragtes to fejlkorrigeringsmetoder; Minimumsafstandsde-
kodning samt liste-L-dekodning. I kapitel [6] defineres en kode kaldet KK-
koden, som anvender minimumsafstandsdekodning og som tilnsermelsesvis
nar Singleton Graensen. Denne kode udvides i kapitel [9] til en kode kaldet
MV-koden som er anvendelig ved liste- L-dekodning. Fundamentet for begge
kodekonstruktioner er lineariserede polynomier som praesenteres i kapitel
Sidst i del [[T| betragtes KK-kodens og MV-kodens fejlretningsevner i forhold
til pakkehastigheden R*.
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Kapitel

Lineariserede Polynomier

Dette kapitel omhandler lineariserede polynomier, som senere benyttes i kon-
struktionen af koder hvis kodeord er underrum af et vektorrum. Vi indleder
med en definition af lineariserede polynomier.

Definition 5.1 (Lineariseret polynomium). Lad Fym veere givet. Et poly-
nomium L(x) over Fgm péa formen

d .
L(z) = Zaiqu , (5.1)
=0
med koefficienterne aq,...,aq € Fgm betegnes et linearseret polynomium.

Hvis alle koefficienter er nul, siledes at L(x) er nulpolynomiet, sa skrives
L(z) = 0. Desuden, hvis Li(z) — La(x) = 0 sa skrives at Li(z) = La(x).

Meaengden af lineariserede polynomier over F,m betegnes .Z,m[z], mens

,qum [z] betegner meengden af lineariserede polynomier over Fym af grad he-

jest gF1.

Lemma 5.2. Lad Li(x), La(z) € Lym[z] 0 a1, a0 € Fgm, sa gelder at
i. For A\, Ay € F, opfylder Li(x) linearitetsbetingelsen.
Li(Mag + Aeaz) = M Li(a1) + A2 Li(ag) .

it. Enhver Fym-linear kombination a1Li(x) + agLe(x) er et lineariseret
polynomium over Fgm.
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1ii. Det sammensatte polynomium af to lineariserede polynomier; Ly o
Ly(z) = L1(La(x)) er et lineariseret polynomium over Fgm.
Bevis. Lad

dy _ d .
Li@) = aa?  og Lo(@) =Y ba? . (52)
i=0 j=0

og lad aq, g € Fym.

i. Da A1, Ao € F, geelder at ij = A1 og )\gj = Mo. For et lineariseret
polynomium fés derfor at

d _
Li(Aar + Aag) = Z ai(Aroq + doag)?
=0

d1 . dl .
= Z ai)\loff + Z ai)\loff = /\1L1(041) + )\2L1(O¢2) .
=0 =0

it. For en Fym-linear kombination fés

arLi(z) + agla(z) = o Z aixqi + an Z bjxqj

= Z(alak + agbk)azqk , (5.3)
k=0

hvor d = max{d;,ds} og ag,+1,...,a4 = 0hvisd = da eller bg,11,...,bs =

0 hvis d = d;.

775. Det sammensatte polynomium giver

i

d1 do . a
LioLy(z) = Zai Z bzt
i—0  \j=0

di do P i di+d2 .
= > D ab?a® = > cpa? hvor (5.4)
i=0 j=0 k=0

k )
_ q"
L, = E a;by_, .
=0

Specielt ses at det sammensatte polynomium har grad ¢%+%, O

46



Det, at et lineariseret polynomium opfylder ovenstiende lemma er net-
op bevaeggrunden for betegnelsen “et lineariseret polynomium”. Produktet
af to lineariserede polynomier er derimod ikke ngdvendigvis et lineariseret
polynomium. Lad Li(z) og Lo(z) veere givet som i (5.2)), s& fas at

J=0

dy . da .
Li(z)Lo(z) = (Z aiqu) (Z bjxq])
i=0

0 0 0 1 1 0 d d
= apboz? T + agbix? T + arbox? T 4 -+ ag bg,x? T

di+d2 o

iy gl

= > 2w
h=0 i+j=h
i<dy,j<d2

hvilket ikke altid kan omskrives til formen (5.1)).

Saetning 5.3. Maengden Lym[x| med de to binere operationer addition +
og kompositionen o giver en ikke-kommutativ ring.

Bevis. Lad Ly, Lo, Ly € Zym[z] hvor Ly (z) = Y0y az?’, Ly(x) = Z;lio bjx?
og Ls(x) = Z#’:o cpzd". Ligning giver at (Zm,+) er lukket under ad-
dition, mens ligning giver at (Zm,o) er lukket under kompositionen.
At (ZLym,+) er associativ fplger ligeledes af da

d ds

(Li(x) + La(2)) + La(z) = > (ar +bp)a? + > cpa?"
k=0 h=0
& k dl i d” k
= Z(ak + by + cp)z? = Z a;z? + Z(bk + ¢ )2
k=0 1=0 k=0

= Li(z) + (La(x) + Li(z)) ,

hvor d = max{dy,ds},d = max{dy,ds,ds} og d’ = max{dsy,ds}. Dette er et
velkendt resultat for polynomier over en polynomiumsring. Desuden gaelder

fra (5.4) at
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(Ll ] LQ(.’L’)) o] L3<$)

d da N ds .
= Z a; Z bjxq] o Z cpx?
i=0 j=0 h=0

dy da ds gt
— Z Z albq (Z chth)
h=0

=0 57=0
ididi bq z+] z+j+h
= a;
1=0 j7=0 h=0 Z
i iib ¢ gt '
= a;
i=0 Z =0 h=0
dy ] da d3 ; N
= Zaiqu Z Z bjc ‘,]quﬁ
i=0 =0 h=0
do ds @
= a;x? cprl
(&) (£ ()
] =

- Llo( 20L3( ))

hvorfor (Zm, o) ogsa er associativ.

Betragt Li(z). Om koefficienterne i L;(z) geelder a; € Fgm for i €

{1,...,d1}, sa der findes et neutralt element e; € Fym, saledes at a;+¢; = a;
for alle 4. Ligeledes findes et element g; € Fym hvorom der geelder at a; +g; =
0 for alle . Konstruer L¢(z) = ?;0 e;zd og Ly(z) = Zf;o giz? . Heraf fas
dp ) d1
Li(x) + Le(x) = Z a;x? + Z ejxd
i=0 i=0
d1 dl
= Z:(az +e;)x? = Zaixq =Li(x) og
=0 =0
dq . dq
Li(z)+ Ly(z) = Z aiz? + Z gix?
i=0 i=0
d1 . dl
= Z:(az + gi)zd = Z()xq =0,
=0 =0

sa der findes en additiv identitet og invers for .Zm[z].

Definer et lineariseret polynomium ved L;(z) = 124" + Z?il 027", hvor 0
er nul-elementet i Fym. Desuden geelder at a;-1 = a; for alle i € {1,...,d;}.
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Heraf

hvorfor der findes en identitet for (Zm, o).

De distributive love geelder ogsa, hvilket ses folgende;

L1 @) (LQ(II?) + L3($))

hvor d = max{ds, ds}.

Sammenlagt giver det ovenstdende, at meengden Z;m former en ikke-

d1 do ) ds N ¢
Z a; Z bjflqu + Z chxq
1=0 7=0 h=0

1

dy d i 4

Z a; (Z(bk + cp)z? )

=0 k=0

d d i i ke

> > (aiby, + aic )

=0 k=0

d1 d2 X i dl d3 . .
Z Z aibzlquﬂ + Z Z aicizquﬂ
=0 k=0 =0 k=0

Lyo LQ(CC) +Ljo Lg(x) ,

kommutativ ring under addition og komposition.

Lemma 5.4. Lad d vere et positivt heltal, og lad f,g € fq%[x]. Huis
at,...,oq er lineert uafhengige elementer i et udvidelelseslegeme af Fym,
hvorom der geelder, at f(o;) = g(ey) fori € {1,...,d} sd er f(z) = g(x).

|KK08, Lemma 11]

Bevis. Definer h(z) = f(x) — g(x), sa har h(z) elementerne a1, ..., aq som
nulpunkter. Desuden er alle linezre kombinationer af aq, ..
punkter for h(z), da h(x) er et lineariseret polynomium. Heraf har h(x)
mindst ¢? forskellige nulpunkter. Dog er graden af h(z) mindre end g4, sa
h(z) her flere nulpunkter end dets grad. Dette er kun muligt hvis h(z) = 0,

hvorfor f(z) = g(z).
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5.1 Divisionsalgoritme for Lineariserede Polyno-
mier

Vi har til tider behov for at kunne dividere lineariserede polynomier med
hinanden. Lad Li(z) og La2(x) veere lineariserede polynomier, sa findes en-
tydige lineariserede polynomier qr(z),qr(x) og rr(z),r(x) siledes at

Li(x) = La(qr(x)) + rr(z) = qr(L2(2)) + ro(z) ,

hvor r,(z) = O eller deg(rr(z)) < deg(La(x)) og rr(x) = 0 eller deg(rr(z)) <
deg(Lo(x)). For at bestemme qr(x), qr.(x) og rr(x), rr(x) anvendes den hgj-
re divisionsalgoritme eller den venstre divisionsalgoritme. Begge algoritmer
er rekursive. Nedenstaende algoritme fra [KKO08] er den hgjre divisionsal-
goritme. Den venstre divisionsalgoritme vdiv(a(z), b(z)) er tilsvarende med
den forskel, at polynomiet ¢(z) defineres til

Qq qdfe

t(z) :

= T
d—e ?
b

og a'(z),V (x) defineres til
d(x) = a(z) —t(b(x)); V(z):=b(z) .
Vi benytter ikke den venstre divisionsalgoritme i denne rapport, men da dens

funktion er lignende den hgjre divisionsalgoritme er dette blot er spgrgsmaél
om valg af metode.

Algoritme 2 Hgjre division af lineariserede polynomier; hdiv(a(z), b(x)).

Input: Et par a(z), b(z) af lineariserede polynomier over Fym, hvor b(x) #

Output: Et par g(z),r(x) af lineariserede polynomier over Fym.
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Saetning 5.5. Lad Ly (x), La(x) vere lineariserede polynomier over Fgm. Sa
geelder at Algoritme[q med Li(x), Lo(z) som input konstruerer lineariserede
polynomier q,r € Fym[z], sdledes at

Ly(z) = La(q(x)) +r(z) ,

hvor r(x) = 0 eller deg(r(x)) < deg(La(x)).

Bevis. Vi viser ved induktion efter graden af L;(x), at q(z) og r(z) eksiste-

rer. Lad Ly(z) = Y%, a;z? og Ly(z) = 2?2:0 bz
Basisskridt: For d; = 0 haves at
Li(x) = apz? = apx .
Hvis deg(Li(x)) < deg(L2(z)) fas at r(x) = Li(z) og g(x) = 0 hvorfor
L1 () = L2(0) + L (x)

Hvis deg(L1(x)) > deg(Lz(z)), s& ma graden af Ly(z) veere ¢ = ¢° =1 og
i dette tilfeelde er Lo(z) = bpz? . Algoritmen definerer da

m

ap q 0 ag
t(zx) = — 9 = —ux,
(@) <bo) bo

0

hvorved L) (x) = apz — bo (‘;—gm)q = 0. Heraf er r(z) =7/(z) = 0 og ¢(x) =
t(x) = p2a. Dette giver at

0

q
20 > +0=aoz,

Li(a) = Lala(e) + r(a) = bo (3o
hvorfor g(x) er et lineariseret polynomium konstrueret fra Li(x) og La(x)
mens 7(z) = 0.

Induktionsantagelse: Vi antager at algoritme [2] producerer linearise-
rede polynomier ¢(z) og r(z), saledes at L1 (z) = La(q(z)) +r(z) for di < n.

Induktionsskridt: Antag at di = n + 1. Det vil sige at Li(z) =
Sl aad hvor apnyq # 0. Hvis deg(Ly(z)) < deg(La(z)) folger tilsvarende
basisskridtet, at r(x) = Li(z) og q(z) = 0, hvorfor g(x) og r(x) er lineari-
serede polynomier. S& vi antager at deg(L;(x)) > deg(La(x)). Algoritme
bestemmer

m—do

t(z) == (ag;)q 2T g(x) = t@) + ¢ (2); r(x) =0 (2); (5.5)
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hvor ¢'(x) og r'(z) er output fra algoritme [2l med L (z) og L, (x) som input.
Der geelder fra konstruktionen af L (z) at deg(L}(z)) < deg(Li(x)) =n+1.
Dette ses ved

L/1<x) = Li(x) — La(t(z)) = Li(x) — Lo ((an—i-l)q - an+1d2>

bd,
n+1 do—1 a 1 m—dg 1ea a 1 1
n+ n+l—dy n+ n
= a3 b, (b ) ‘ —bd2<b ) q
i=0 j=0 d2 d2
dg—1 a m—dy+j .
n—+ TL+1 n+l—do+j n+1
= an1z? + ) aa? — b ( ; ) a — an 127
i=0 j=0 dy
n da—1 a gm—da+i o
i 1 n+1—do+j
= et = Yop () e
i=0 =0 d2

sd L} (z) har hgjest grad n. Fra induktionsantagelsen folger sa at ¢/(z) og
r’'(z) er lineariserede polynomier. Da ¢(z) i er et lineariseret polyno-
mium og da en sum af to lineariserede polynomier er et nyt lineariseret
polynomium, fas at ¢(x) og r(x) i ogsa bliver lineariserede polynomier.

For at veere sikre pa at algoritme[2]giver et output, skal algoritmen afslut-
te pa et tidspunkt. Lad a(x),b(x) veere input. Hvis deg(a(x)) < deg(b(x))
allerede ved algoritmens start, sa afslutter algoritmen med det samme ved
at definere ¢(x) := 0 og r(x) := a(x). Ellers defineres da’(z) og V/(z) og dis-
se polynomier behandles som input ved endnu et gennemlgb af algoritme
Som vist ovenfor er graden af a/(z) mindre end graden af a(z), sa ved
hver rekursivt gennemlgb falder graden af input polynomiet a(z). Desuden
er b/'(z) := b(x) s& b/(r) har samme grad som b(z). Heraf sendres graden
af b/ (z) ikke ved det rekursive gennemlgb og algoritmen vil pa et tidspunkt
opna at deg(a(z)) < deg(b(x)), hvorved algoritmen afsluttes. O

Proposition 5.6. Lad Li(x)Ly(z) € ZLym[x]| vere givet. Der eksisterer en-
tydige lineariserede polynomier q(x),r(x) sdaledes at

Ly(z) = La(q(x)) +r(z) ,
hvor r(x) = 0 eller deg(r(x)) < deg(La(z)).
Bevis. Eksistenen af q(z) og r(z) folger af seetning[5.5] sa folgende vises kun
entydigheden. Lad ¢(x), r(x) og ¢'(x),r'(x) veere output fra algoritme [2] med
input Li(x), La(z) siledes at

Ly(x) = La(q(x)) + r(z) = La(q'(x)) + r'(2) ,
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hvor deg(r(z)) = 0 eller deg(r(x)) < deg(La(x)) og deg(r'(z)) = 0 eller
deg(r'(x)) < deg(La(x)). Ved omskrivning ses

(@) —r(z) = La(q(z)) — La2(d'(2))
= La(q(z) — ¢'(z)) -

Da bade r(x) og r’'(z) har grad mindre end deg(La(x)), sa geelder at r'(z) —
r(x) har grad mindre end deg(La(z)). Men konstruktionen af sammensatte
polynomier giver at deg(Ls (¢(z) — ¢'(x))) > deg(Ls(x)), hvorfor der ma
geelde at r/(z) — r(x) = 0. Heraf er v/(x) = r(z). Desuden er Ls(q(z) —
¢’ (x)) = 0 kun muligt hvis alle koefficienterne er nul-elementer og da Lo(x) #
0 pr. antagelse, mé ¢(x) — ¢'(x) = 0, hvorfor ¢(z) = ¢/(z). O

Bemaerkning 5.7. Hvis et lineariseret polynomium over Fy, hvor k = ¢", er
givet med koefficienter i Fy, er det ud fra koefficienterne muligt at definere
veaerdierne for ¢ og m. I nogle tilfelde kan der vaere flere muligheder, f.eks.
hvis de benyttede koefficienterne alle ligger i Fy, sd kan legemet betragtes
bade som Fym eller ]F(qj)% hvor j|m. Da algoritme [2| bestemmer lineariserede

polynomier ¢(z) og r(z) pa en entydig made, har det ingen betydning for det
endelige resultat hvorvidt legemet i disse tilfeelde betragtes som Fgm eller

F m.
(¢7) 7

Eksempel 5.8. Lad Li(z) og La(z) veere lineariserede polynomier over Fym
med ¢ = 2 givet ved

Li(x) = 29 427 +27

Lo(z) = 2?4 29"
Vi gnsker at dividere Li(z) med Lo(z) og anvender algoritme [2} Det ses at

deg(Li(x)) = 3 og deg(L2(z)) = 1, sa i forste omgang springer algoritmen
direkte til else i if-lgkken. Algoritmen giver

d:=3; e:=1; ag:=1; be:=1;
1qm—1
t(z) = 1 2t =27

Da det er en rekursiv algoritme gennemlgbes denne igen, med

Li(z) = Li(z) — Lo(t(z)) = 24 427 427 — (xq2 + xq3) =29 427 — 21

Ly(z) = Lo(z) =27 +27 .

Her er deg(L(z)) = 2 > deg(L)(z)) = 1, s igen springes direkte til kon-
struktion af ¢/(x). Algoritmen giver

d:=2; e:=1; ag:=—1; be:=1;

t'(z) = — x4 =2 |
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KAPITEL 5. LINEARISEREDE POLYNOMIER

hvorefter de to polynomier igen redefineres;
Li(z) = Lie) - Ly(t'(2)) =27 +a7 —a® — (a7 427 ) =27,
Li(z) = Lh(x)=2a" +27 .

Endnu en gang gennemlgbes algoritme [2f men denne gang er deg(L(z)) =
0 < deg(L4(x)) = 1, hvorfor resten bestemmes;

0

r(z) = L{(z) = 29 .

Output af dette gennemlgb er derfor ¢”(x) = 0 og "' (x) = 29", Output af
anden gennemlgb af algoritmen giver sa

¢(z)=q"(x)+1(x) =0+27 =27 og 1'(z)=r"(x)=2" .

Forste gennemlgb af algoritmen bestemmer heraf de endelige veerdier for ¢
og r til at veere

qz) =d(x) +tx) =29 +27;  r(x)=r(z) =27 .

Vi har derfor at
Li(x) = La(q(x)) +7(z) .
For kontrol ses let at

1

2 427 42 = (wa + xqz)qo + (mql + qu)q + 2

1 2 2 3 0 0 1 3
= 27 429 +29 + 279 + 27 =29 + 29 +27 .

5.2 Konstruktion af Bivariat Lineariseret Polyno-
mium

I dette afsnit preesenteres en algoritme fra [KKO0§|, som kan konstruere et

bivariat lineariseret polynomium Q(z,y).

Definition 5.9 (Bivariat lineariseret polynomium). Et bivariat lineariseret
polynomium er et polynomium Q(zx,y) pa formen

Q('% y) - Q:L’(x) + Qy(@/) ) (56)

hvor Q. (x) og Qy(y) er lineariserede polynomier over Fgm. Et bivariat line-
ariseret polynomium med et enkelt led og med ledende koefficient 1 kaldes
et bivariat lineariseret monomium.
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Et bivariat lineariseret monomium kan antage formen 24" eller yqj for
1,] € Zzo.

Til at konstruere Q(z, y) benyttes den (1, k—1)-vaegtet grad af et bivariat
lineariseret polynomium, som er defineret ved fglgende.

Definition 5.10 ((1, k—1)-veegtet grad.). Lad h(x,y) = hy(x)+hy(y) veere
et bivariat lineariseret polynomium, hvor h,(z) og hy(y) er lineariserede
polynomier med grad henholdsvis ¢% (") og ¢ Den (1,k — 1)-vaegtet
grad af h(x,y) er defineret ved

degy x—1(h(z,y)) := max{d.(h),k — 1+ dy(h)} .

I tilfeelde hvor hy(z) = 0 eller hy(y) = 0 defineres graden af h,(z) og hy(y)
til henholdsvis ¢%(") = —co eller ¢ = —o00. [KKOS]

Lad en linesert uafheengig meengde B = {(z1,v1),..., (@r,yr)} over Fy
veere givet, hvor (x;,y;) € Fgm forie {1,...,7}. Algoritmepé sidetager
B som input og giver Q(x,y) som output. Dette polynomium er konstrueret
saledes at Q(x;,y;) = 0 for alle (z;,y;) € span{B}. Folgende redeggres for
baggrunden for algoritmens opbygning.

Idéen er at der sidelgbende konstrueres to forskellige bivariate linearise-
rede polynomier, ho(z,y) og hi(x,y), som begge to opfylder, at

ho(zi,yi) = 0= hi(xi,vi) , (5.7)

for alle (z;,y;) € span{B}. Da vi senere gnsker at anvende Q(x,y) til dekod-
ning stilles der krav om, at graden af Q(z,y) er begrezenset opadtil, hvorfor
der lgbende tilstreebes at holde graden af ho(z,y) og hi(z,y) sa lille som mu-
lig i algoritmen. Som udgangspunkt defineres ho(x,y) = = og hi(z,y) = y.
Dette sikrer at polynomierne allerede antager en lineariseret form ved al-
goritmens begyndelse, og at de samtidig har minimal grad. For hver vektor
(x4,v;) € B redefineres ho(x,y) og hi(x,y), siledes at de opfylder for
denne vektor.

Lad (z;,y;) veere en given vektor i B. Veerdierne af ho(x;, y;) og hi(x;, yi)
bestemmes og defineres ved henholdsvis Ag og A;. Dette giver information
om hvorvidt polynomierne allerede opfylder . Safremt Ag = 0 behgves
ho(x,y) ikke at redefineres for denne vektor, og ligeledes geelder for hj(x,y)
hvis A1 = 0. Begyndelsesdefinitionen af ho(z,y) og hi(x,y), samt det fak-
tum at nulvektoren ikke kan vaere en vektor i B, da B bestar af linesere
uafhaengige vektorer over F,, medfgrer at vi aldrig har tilfeeldet at bade
Ag =0 o0g Ay = 0. Antag at Ag = 0. Vi har da kun brug for at redefinere
hi(z,y). Denne defineres til

hi(e,y) = (ha(z,))" — (A1)"  ha(z,y) - (5.8)
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Ved indseettelse af (x;, ;) i (5.8) ses at hi(z;,y;) = 0. Tilsvarende redefine-
ring af ho(x,y) benyttes ved Ay = 0.

Hvis bade Ag og A er forskellige fra nul er det ngdvendigt at redefinere
begge polynomier pa en sadan made at de stadig har sa lille en grad som
muligt, men samtidig er forskellige. Den (1, k — 1)-veegtede grad af ho(z,y)
og hi(z,y) sammenlignes. Hvis deg; 4 (ho) < degy ,_(h1) har hy(z,y) den
hgjeste (1,k — 1)-veegtet grad, s dennes grad sndres ikke, mens graden af
ho(z,y) stiger;

hi(xz,y) = Ajho(x,y) — Aohi(z,y), (5.9)
ho(z,y) = (ho(2,9))? = (A0)* ho(z,y) . (5.10)

Ved indseettelse af (z;,v;) i ho(z,y) og hi(z,y) fas at (5.7) er opfyldt for
redefineringen af ho(x,y) og hi(z,y). Safremt degy _,(ho) > degy j_1(h1)
redefineres ho(z,y) og hi(x,y) pa tilsvarende made ved at erstatte h; med

ho og ho med hy i (5.9) og (5.10).

Bemeaerk at maden hvorpa ho(z,y) og hi(z,y) redefineres medforer, at
de forbliver bivariate polynomier med den egenskab, at de ikke indeholder
monomier af formen x™y™2 for my, mo > 1.

Nér ho(x,y) og hi(z,y) opfylder for alle i € {1,...,r} undersgges
afsluttende hvilket polynomium der har den mindste (1, k — 1)-veegtet grad.
Dette polynomium bliver output af algoritmen og et bivariat lineariseret
polynomium Q(z,y) er konstrueret.

I seetning [5.15], som fglger pa side vises, at algoritme [3| konstruerer
Q(z,y) som gnsket. Dog definerer vi fgrst en orden pa de bivariate lineari-
serede polynomier ud fra den (1, %k — 1)-veegtet grad.

Definition 5.11 (Orden pa bivariate lineariserede polynomier.). Lad f(z,y)
og g(x,y) veere bivariate lineariserede polynomier. Hvis

degy 1 (f) < degy ,_1(9) ,

sa siges f(7,y) < g(w,y). I tilfeelde hvor deg; ;,_;(f) = deg; _1(g) geelder
at f(z,y) < g(z,y) hvis dy(f) + k =1 < degy;_1(f) og dy(g) +k -1 =
deg; j_1(g). Hvis ingen af disse tilfzelde er geeldende sé siges f (7, y) og g(7,y)
at veere ikke-sammenlignelige. [KEKO0S]

Ovenstaende definition giver at i de tilfaeldet, hvor den (1, k—1)-vaegtede
grad af to bivariate lineariserede polynomier er ens, sa er det kun muligt at
ordne polynomierne, hvis det ene polynomium f(x,y) opfylder at d,(f) >
k—1+dy(f) og det andet polynomium g(z,y) opfylder at k — 1+ dy(g) >
dq(g)-

56



5.2. KONSTRUKTION AF BIVARIAT LINEARISERET
POLYNOMIUM

Algoritme 3 Konstruktion af et bivariat lineariseret polynomium; biv(B).

Input: En linear uatheengig meengde B = {(z1,v1), ..., (zr,y:)} € W.
Lad ho(z,y) = x; hi(z,y) = y;

fori=1,...,rdo
AO f— ho(x“yz)7 Al = hl(x’uyl)’
if Ag =0 then

hi(z,y) == (hi(z,y))? — (A1) ha(z, y);
else if A; =0 then
hO(xa y) = (hO(x7y))q - (AO)qilhO(xv y)a
else
if deg; 1 (ho) < deg; j_1(h1) then
hl(‘r7y) = AlhO(‘Tvy) - thl(xa y)7
ho(z,y) == (ho(x,y))? — (A0)? ho(x,y);

else
ho(x,y) == Arho(z,y) — Doha(z,y);
hi(z,y) = (hi(2,9))" — (A1) ha(, y);
end if
end if
end for

if deng_l(hl) < degl,k_l(ho) then
Q(-T, y) = hl(l‘, y)a
else
Q(‘rv y) = hO(x7 y)7
end if
Output: Et bivariat lineariseret polynomium Q(z,y) = Q(x) + Qy(v).

Proposition 5.12. Ordnen < pd bivariate lineariserede polynomier indu-
cere en total ordning pd bivariate lineariserede monomier.

Bevis. Det er ngdvendigt at betragte tre tilfzelde;

i f(z,y) =27 og g(z,y) =27,
ii. f(z,y) =27 og g(x,y) =y og
iii. f(z,y) =y? og g(z,y) = y*.
Lad tilfeelde 7. veere givet, sd geelder at degy ,_1(f) =i og deg; ,_;(9) = J.
Hvis i < j eller ¢ > j sa giver definition henholdsvis at 29 < 27 og

29 < 29 1 tilfeelde hvor i = j er f(z,y) og g(z,y) identiske og der er ikke
noget at vise.
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Lad tilfeelde . veere givet, sa haves at deg; j_1(f) =i og deg; ;_1(9) =
k — 1+ j. Tilfeelde hvor ¢ < j giver at z? < y?. Hvis i > j definer da
h =1i—7.Safolger at y¢ < x9 hvis k—1 < hog at 29 < y? hvisk—1 > h.

Hvis tilfeelde 47i. er givet s er degy ,_;(f) =k — 1+ og degy ,_41(9) =
k—1+j. Hvis @ < j eller i > j sa haves henholdsvis at y? < y? eller
y? <y?. Hvisi=j er f(z,y) og g(w,y) identiske.

I alle de tre ovenstdende tilfeelde opnas en total ordning pa de bivariate
lineariserede monomier. O

Hvis der konstrueres et polynomium h(z,y) = f(z,y) +g(z,y) fra de tre
tilfzelde i ovenstaende bevis, sa er det i alle tre tilfselde muligt at definere
det ledende monomium i h(z,y). Derfor ggr proposition det muligt,
at definere det ledende monomium af et bivariate lineariseret polynomium
under ordenen < som monomiet af maksimal (1, k — 1)-vaegtet grad.

Lemma 5.13. Antag at f(z,y) og g(z,y) er to ikke-sammenlignelige bi-
variate lineariserede polynomier under <. For et passende valgt v kan da
konstrueres en linear kombination h(z,y) = f(z,y) + vg(z,y) hvorom det
geelder at h(z,y) < f(z,y) og h(z,y) < g(x,y). [KKOS, lemma 15]

Bevis. 1 de tilfeelde hvor f(z,y) og g(z,y) ikke er sammenlignelige ma deres

ledende monomium veere ens, LM(f) = LM(g). Ved at veelg v = E(ng ; fas

at det ledende monomium i h(z,y) = f(x,y) — vg(x,y) har mindre grad
end LM(f) og LM(g) under ordningen <. Heraf er h(z,y) < f(z,y) og

h(z,y) < g(z,y). 0

Definition 5.14 (z- og y-minimal.). Lad A veere en maengde af r linezert
uafheengige elementer (z1,y1),...,(zr,y,) € W. Et ikke-nulpolynomium
f(z,y) er x-minimal med hensyn til A, hvis f(x,y) er et minimal poly-
nomium under <, saledes at LM(f) = P og f(x,y) evaluerer til nul i
alle punkter i A. Desuden er f(z,y) y-minimal med hensyn til A, hvis f(z,y)
er et minimal polynomium under <, saledes at LM(f) = yqdym og f(z,y)

evaluerer til nul i alle punkter i A. [KKO08]

Seetning 5.15. Polynomierne ho(x,y) og h1(x,y) som er output af algorit-
me@ med en lineer uafhengig mengde over Fy; B = {(z1,y1),..., (xr,yr)}
som input, er henholdsvis x-minimal og y-minimal med hensyn til mengden
B. |[KK0S, Satning 16]

Bevis. Viskal vise at for ethvert skridt i algoritmeer polynomierne hq(z,y)
og hi(z,y) henholdsvis z-minimal og y-minimal med hensyn til den maengde
B de er konstrueret over. Dette ggres ved induktion.
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Basisskridt: Ved algoritmens begyndelse defineres de lineariserede po-
lynomier ho(z,y) = = og hi(z,y) = y. Disse bgr veere z-minimale og y-
minimale med hensyn til den tomme maengde. Monomiet 20" = 2 o
det ledende monomium af hg(z,y) da denne kun bestar af et monomium.
Den tomme mengde indeholder ikke nogen punkter sa hg(x,y) evaluerer til
nul i alle punkter i den tomme mengde. Heraf er ho(z,y) x-minimal under
den tomme mangde. Tilsvarende situation for hj(x,y) medferer, at hi(z,y)

er y-minimal under den tomme maengde.

Induktionsantagelse: Antag at ho(z,y) og hi(x,y) er henholdsvis -
minimal og y-minimal med hensyn til meengden {(z1,41),..., (z;,y;)} efter
j gennemlgb af for-lgkken i algoritme (3|, hvor j < r.

Induktionsskridt: For det j 4+ 1’te gennemlgb antages fgrst at Ag # 0
og Ay # 0 samt at hy(x,y) < ho(x,y). Da defines

ho(z,y) == Arho(z,y) — Aohi(z,y) .

Da Ao = ho(zj41,Yj+1) 08 A1 = hi(xjq1,yj4+1) ses det at hy(z,y) gi-
ver nul i punktet (2;41,y;+1). Desuden per antagelse evaluerer hg(x,y) og
hi(z,y) til nul i punkterne {(z1,v1),..., (zj,y;)} sa hy(z,y) evaluerer der-
for til nul i punkterne {(z1,v1),...,(2j4+1,Y;+1)}. Det ledende monomium
er LM(hi(z,y)) = LM(ho(z,y)) s& hi(x,y) er z-minimal da ho(z,y) er a-
minimal. Polynomiet h(z,y) redefineres til

(x,y) = ((e,)? = AT (e, y) - (5.11)

Antag at b (z, y) ikke er y-minimal med hensyn til {(z1,v1), ..., (Zj4+1,Yj+1)}-
Sa findes et andet polynomium p(z,y) # hi(z,y) der er y-minimal med hen-
syn til punkterne {(z1,y1), ..., (€j+1,yj+1)} og hvis ledende monomium har
mindre grad end graden af LM(h]). Da forskellen i grad mellem b (z,y)
og hi(z,y) er q, og da hj(x,y) per antagelsen er y-minimal med hensyn til
{(xz1,11),...,(x5,y;)}, folger at p(x,y) har samme ledende monomium som
hi(x,y). Fra lemma folger sa at der findes et polynomium h(z,y) der
er en linear kombination af p(x,y) og hi(z,y), som har ledende monomium
under < mindre end LM(p) = LM(hq). Dette er en modstrid med minimali-
teten af ho(z,y) og hi(z,y). Heraf ma h)(z,y) veere y-minimal med hensyn

til {(z1,91), -5 (i1, ¥541) }-

Hvis ho(z,y) < hi(z,y), Ao # 0 og A1 # 0 sa felger pa tilsvarendevis at
ho(z,y) og hi(z,y) er henholdsvis z-minimal og y-minimal efter det j 4 1'te
gennemlgb af for-lgkken.

Det antages folgende at Ag = 0 og A1 # 0. Da eendres ho(z,y) ikke og
heraf er denne z-minimal per antagelse. Polynomiet h(z,y) redefineres pa
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samme vis som i (5.11]). Antag at b/ (z,y) ikke er y-minimal med hensyn til
{(z1,91),- -, (zj+1,Yj+1)}. Ved samme argumentation som ovenfor sa findes
et andet polynomium p(z,y) # hi(z,y), hvorom det geelder at LM(p) =
LM(hy), som er y-minimal med hensyn til {(z1,y1),..., (xj+1,y;41)}. Fra
lemma konstrueres et polynomium h(z,y) = p(z,y) + vhi(x,y), hvor
v € Fgm, med egenskaben at h(x,y) < p(z,y) og h(z,y) < hi(z,y). Der
geelder om h(z,y) at:

i. Hvis LM(h) = yqdy(h) sa h(z,y) y-minimal da h(z,y) evaluerer til nul
pa {(z1,41), ..., (zj,y;)}. Dette er en modtrid med antagelsen om at
hl(l',y) €r y'minimal pé“ {(xlv y1)7 sy (ajjvy])}

it. Hvis h(x,y) < ho(z,y) sa haves en modstrid med antagelsen at ho(z, y)
er x-minimal.

Det antages at 4. og 7i. ikke er tilfeeldet. Sa er LM(h) = 24" hvor dy(h) >
d;(hp). Konstruktionen af h(z,y) giver, at h(z,y) ikke evaluerer til nul i
(€j4+1,Yj+1) og heraf er h(z,y) ikke en sammensaetning af ho(z,y) og et
andet polynomium. For et passende valgt ¢ kan vi sa konstruere et polyno-
mium ~”(z,y), som en linear kombination af h(z,y) og (ho(z,y))? , hvorom
der geelder, at b (z,y) < h(z,y). Polynomiet h”(z,y) har samme muligheder
i forhold til hy(z,y) og ho(z,y), som h(zx,y) havde og ovenstaende konstruk-
tion kan gentages. Fortssettende pa denne made vil vi pa et tidspunkt opna
et polynomium % (z, ) med den egenskab, at enten er LM(h) = yqdy(h) eller
h(z,y) < ho(z,y), hvorved en modstrid med y-minimaliteten af hy(x,y) er
opnaet, eller en modstrid med z-minimaliteten af ho(x,y) er opnaet. Heraf

ma K} (z,y) veere y-minimal med hensyn til {(z1,v1),. .., (zj+1,yj+1)}-

I tilfeeldet hvor Ay # 0 og A1 = 0 felger pa samme vis som ovenfor
at ho(z,y) og hi(z,y) er z-minimal og y-minimal med hensyn til maengden

{($17y1)7~-’($j+17yj+1)}- O]

Bemerkning 5.16. Kompleksiteten af algoritme [3| er domineret af konstruk-
tionen af ho(x,y) og hi(z,y). For-lgkken hvori disse frembringes gennem-
lgbes r gange. Vi definerer senere at r = dim(U), hvor U C W som har
dimension ¢ + m, hvorfor r < ¢ + m. For hvert gennemlgb af for-lgkken
er det redefineringen af h;(z,y) := (h;i(x,y))? — Agflhi(x,y) for i € {0,1}
som er den mest kraevende. Fgr forste gennemlgb af for-lpkken er antallet
af led i h;(z,y) per definition en. Ved hver redefinering gges antallet af led
hgjest med en sa i det veerst tilfselde opnas at h;(x,y) har £ + m led ved
sidste redefinering. Det er den situation, at koefficienterne i hvert led bliver
oplgftet i ¢, som er dominerende, og dette sker maksimalt én gang for hvert
led i h;(x,y) ved hver redefinering. Heraf er kompleksiteten af algoritme
O((€ +m)?).
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Kapitel

Det Fejlkorrigerende
Netveerkskodningsproblem

I dette kapitel rettes fokus mod problemstillingen at kunne rette de fejl, der
eventuelt matte opsta, nar information transmitteres via et netveerk, hvor
der undervejs udfgres vilkarlig netveerkskodning. Vi betragter her det givne
netvaerk som en “sort boks”, dvs. vi har ingen kendskab til netveerkets topo-
logi. Herved har vi heller ikke nogen viden om den kodning, som finder sted
nar informationen passerer enheder og kanaler i netveerket. Netveerket kan
derfor ses som bestaende af kun en kanal (senere betegnet operatorkanal),
der kan give anledning til sendringer i den transmitterede information. Op-
stilling af det fejlkorrigerende netveerkskodningsproblem er baseret pa single
unicast tilfeeldet. Figur illustrerer dette. Her ses at kilden S transmitte-
re information ind i netvaerket, mens enheden R modtager information fra
netvaerket.

I multicast netveerkskodningsproblemet, som blev praesenteret i kapitel
bestod den transmitterede information af linesert uathsengige vektorer
over F, og det var her muligt at dekode, hvis maengden af vektorer stadig
var linesert uafhengige ved modtagerenheden. For at indfgre fejlkorrigering

Linesert
Netveerk R

Figur 6.1: Betragning af netvaerk anvendt til fejlkorrigering.
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betrages den afsendte information som et kodeord. Et kodeord er et under-
rum af et vektorrum og en kode bestar af en maengde af underrum. Lad W
veere et N-dimensionalt vektorrum over F, og lad P(WW) betegne meengden
af alle underrum af W, mens P(W, ¢) betegner maengden af alle underrum
af W med dimension ¢ < N. En kode C er da defineret ved

C={V,.... Ve € P(W). (6.1)
Denne kode har stgrrelsen |C| og dens minimumsafstand er givet ved

D(C) = min d(V;,V}),
VAV,

hvor d er en afstandsfunktion defineret i afsnit [6.0.1l Den maksimale dimen-
sion af koden betegnes

0(C) = I‘I/léeié(dlm(‘/) .

Hyvis alle kodeord i C har samme dimension, sa siges C at veere en konstant-
dimensionskode.

En kode C bestédende af underrum af et N-dimensionalt rum over F, med
de ovenfor angivet parametre siges at veere af typen [N, £(C),log, [C|, D(C)].

Idéen bag fejlkorrigeringen af koden C ligger i, at nar et kodeord har
gennemlgbet kanalen, skal det veere muligt at bestemme det transmitterede
kodeord ved at sammenligne det modtaget underrum med kodeordene i C. Vi
har derfor brug for en metode til at bestemme forskellen mellem kodeordene.
Dette defineres i det folgende.

6.0.1 En Metrik pdA Mangden af Underrum

Vi definerer en funktion d, som giver et udtryk for forskellen mellem to
underrum baseret pa deres dimension.

Definition 6.1. Lad d: P(W) x P(W) — Z4 veere defineret ved
d(A, B) := dim(A + B) —dim(AN B) . (6.2)
[KKO08]
Bemerkning 6.2. Der gaelder om dimensionen af en sum at
dim(A + B) = dim(A) + dim(B) — dim(AN B) , (6.3)
hvorfor funktionen d kan omskrives til

d(A,B) = dim(A)+ dim(B) — 2dim(A N B) (6.4)
= 2dim(A+ B) — dim(A) — dim(B) . (6.5)
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Specielt gaelder at d er en metrik pa P(W), hvorfor d kan betragtes som
en afstandsfunktion.

Proposition 6.3. Funktionen givet i (6.2]) er en metrik pd rummet P(W).
|[KKO08, Lemma 1]

Bewis. Vi skal vise at for alle underrum A, B,C' € P(W) er definitionen for
en metrik opfyldt. Dette gores fglgende i punkt i.-77.
i. Positiv definit: Antag at A = B, sa geelder fra (6.2)) at
d(A,B) = dim(A+ B)—dim(ANB)=dim(A) —dim(A4) =0.
Antag at A # B # {0} sa haves fra (6.4) at
d(A,B) = dim(A)+dim(B) —2dim(AN B)
= dim(A4) —dim(AN B) + dim(B) —dim(ANB) > 0.
Den sidste ulighed i det ovenstaende fglger af at hvis A C B sa fas
dim(A) —dim(ANB) = 0, men dim(B) —dim(ANB) > 0. Tilsvarende
geelder for B C A. Hvis A # AN B # B sa geelder der, at dim(A) —
dim(A N B) > 0 og dim(B) — dim(A N B) > 0.
1. Symmetri: Der gaclder at A+ B =B+ A og AN B = BN A hvorfor
d(A, B) = dim(A+B)—dim(ANB) = dim(B+A)—dim(BNA) = d(B, A) .

iii. Trekantsuligheden: Ligningen d(A, B) — d(A4, X) — d(X, B) kan om-
skrives til
dim(A) + dim(B) — 2dim(A N B) — dim(A) — dim(X)
+2dim(ANX) — dim(X) — dim(B) + 2dim(X N B)
= 2dim(ANX)+2dim(X NB)—2dim(AN B) — 2dim(X)
= 2(dim(ANX+ X NB)+dim(ANXNB)—dim(AN B) — dim(X))

= 2|[dim(ANX+XNB)—dim(X)+dim(ANXNB)—dim(AN B)

<0 <0

< 0.

Uligheden i det ovenstaende folger af at (AN X + X NB) C X og
ANXNBC An B. Derfor gaelder at d(A, B) < d(A,X) + d(X, B).

O]

Hermed er fundamentet lagt for at kunne dekode et modtaget underrum
til det kodeord som er naermest, hvor afstanden mellem underrummet og
kodeordene i C er fastlagt vha. funktionen d.
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6.1 Sletninger og Fejl Forarsaget af Netveerket

Vi lader i det folgende V' € P(W) betegne et afsendt kodeord, mens U
betegner det modtaget ord. Nar et kodeord sendes over en kanal kan der ske
utilsigtede sendringer undervejs. Der er to primaere arsager til dette;

e Noget af den afsendte information forsvinder. Dette betrages som slet-
ninger, hvorfor denne sendringen kan forarsage fald i dimension mellem
det afsendte kodeord V' og den modtaget information udtrykt ved U.

e Noget af den afsendte information omformes. Dette betragtes som fejl i
transmissionen, og kan medfgre enten gget eller formindsket dimension
af U i forhold til dimensionen af V.

Vi har brug for at kunne udtrykke begge tilfaelde matematisk. Vi definerer
derfor en stokastisk operator Hy som opererer pa et underrum af W. Denne
kaldes en sletningsoperator. Lad V' € P(W). Hvis dim(V') > k s returnerer
Hi (V) et tilfeeldigt frembragt k-dimensionalt underrum af V. Ellers, hvis
dim(V') < k sa returneres V', hvilket er et udtryk for at der ingen sletninger
finder sted under transmissionen.

Til at udtrykke fejl i transmissionen veelges et underrum E af W kaldet
fejlrummet. I de tilfeelde hvor E C V sker der ingen fejl i transmissionen.
En mulighed er ogsa at E NV # {0} og at der yderligere findes noget i
FE som ikke ligger i V. Herved kan E tilfgre fejl til kodeordet eller maske
eliminere nogle sletninger frembragt af H (V). Bemzerk at givet et underrum
V kan der fra et fejlrum E altid konstrueres et nyt fejlrum E’, som har den
egenskab at V N E' = {0}. Der geelder sa at E = (ENV) @ E’, hvorfor

U = Hp(V)+E = H(V)+(ENV) D FE
= {vilvi e Hp(V)} + {va+ v3|va € (ENV),v3 € E'}
= {vilvi € Hp(V)} + {va|va € (ENV)} + {vs|vs € E'}
= {vi+wvo|lvieHp(V),vao e (ENV)}+ {vslvs € E'}  (6.6)
= Hp(V)OE', hvor k' >k .

Da (Hp(V)U(ENV))NE = {0} kan summen i betragtes som en
direkte sum. Vi far heraf at vi altid kan veelge et ¥ < k og et fejlrum FE’,
saledes at der findes en sletningsoperator Hy (V) og et fejlrum E’, sa det
modtaget ord U er givet ved U = Hy (V) @ E'. 1 det folgende betegnes £’
altid ved k og E’ altid ved E.
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Definition 6.4. En operatorkanal med et tilhgrende rum W er en kanal
med input og output alfabet P(W). Forholdet mellem input V' € P(W) og
output U er givet ved

U=H,(V)o FE, (6.7)

hvor k = dim(U N'V) og E er fejlrummet. Ved overfgrelsen af V' til U siges
operatorkanalen at overdrage p = dim (V') — k sletninger og ¢t = dim(F) fejl.
[KKO8, Definition 1]

Bemerkning 6.5. Ud fra konstruktionen fas et andet udtryk for slet-
ningsoperatoren H (V). Dette er givet ved Hi(V) = U NV. Dog er U forst
kendt efter gennemlgb af operatorkanalen, og Hx(V') kan derfor ikke be-
stemmes direkte ved denne metode fgr bade U og V' er kendt.

6.1.1 Minimumsafstandsdekoder

Som neevnt tidligere er vi interesseret i at kunne dekode et modtaget under-
rum U til det afsendte kodeord V' € C. Til dette anvendes en minimumsaf-
standsdekoder pa output af operatorkanalen. Minimumsafstandsdekoderen
har egenskaben at den tager output U fra operatorkanalen og returnerer
det naermeste kodeord V' € C, som opfylder at for alle V' € C galder at
d(U,V) < d(U,V’). Minimumsaftandsdekoderen er i stand til at dekode
til det korrekt kodeord, hvis minimumsafstanden af koden er konstrueret
passende i forhold til det antal fejl operatorkanalen tilfgrer under trans-
missionen. Afgreensningen af kodens minimumsafstand er givet i folgende
seetning.

Saetning 6.6. Antag at koden C anvendes pd operatorkanalen. Lad V € C
veere transmitteret og lad U = Hy, (V') ® E vere modtaget, hvor dim(E) = t.
Lad p = max{0,4(C) — k} betegne det maksimale antal af sletninger forar-
saget af operatorkanalen. Huvis

2t + p) < D(C) (6.8)

sa vil minimumsafstandsdekoderen for koden C frembringe det afsendte rum
V' fra det modtaget rum U. [KK08, Setning 2]

Bemerkning 6.7. Storrelsen ¢(C) er den maksimale dimensionen af koden
C, mens k er dimensionen af det rum som sletningsoperatoren frembringer.
Som tidligere naevnt geelder at hvis k& > dim(V'), hvor V' € C, sa tilfgjer
sletningsoperatoren ingen sletninger, hvorfor det maksimale antal sletnin-
ger forarsaget af operatorkanalen ngdvendigvis ma veere nul. Heraf fglger
definitionen af p.
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Beuis for setning[6.6 Antag, at (6.8) er givet, og lad V' = Hy(V). Da p
er det maksimale antal sletninger fas, at d(V, V') < p, og da t = dim(FE) er
d(U, V") < t. Heraf giver trekantsuligheden, at afstanden mellem U og V er
nedre afgraenset ved

dU, V) <d(U, V) +d(V',V)<t+p. (6.9)

Lad T # V veere et andet kodeord i C. S& er minimumsafstanden nedre
afgreenset af
D(C) < d(V,T) < d(V,U) +d(U, T). (6.10)

Ved omskrivning af (6.10) fas fra og antagelsen, at
dU,T)> D) —d(V,U)>2(t+p)—(t+p)=t+p>dUV).

Heraf geelder, at minimumsafstandsdekoderen altid vil veelge at dekode til
rummet V', da der ikke findes andre kodeord i C med samme eller mindre
afstand til U. O

6.2 Konstruktion af en Fejlkorrigerende Kode; KK-
Koden

I dette afsnit praesenteres en fejlkorrigerende kode som er konstrueret af
Kotter og Kschischangs [KKO08]|, heraf kaldet KK-koden. Vi indleder med en
konstruktion af et rum W hgrende til operatorkanalen, hvorefter vi konstru-
erer en fejlkorrigerende kode, som kan virke pa operatorkanalen.

Lad A = {a1,,...,a¢} C Fgm veere en meengde af linezert uatheengige
elementer over F,. S& udspaender disse elementer et /-dimensionalt vektor-
rum span{A} C Fym over F,. Fra dette defineres vektorrummet W over [,
ved den direkte sum,

W = span{A} ® Fyn = {(a, B)la € span{A}, B € Fyn} ,
som har dimensionen ¢ + m.

Som angivet i ligning (6.1)) bestar en kode C af en maengde underrum af
W som betegnes kodeord. Et kodeord konstrueres pa folgende made;

1. For hvert kodeord som gnskes lad u = (ug, uq,...,ux_1) € Flgm betegne
en blok af beskedsymboler. Vektoren u kan betragtes som bestdende
af k symboler over Fym eller af mk symboler over [F,.
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2. For hver blok af beskedsymboler defineres et beskedpolynomium f &€
Lhn[x] ved

k-1 .
f(z) = Zuixqz ,
i=0

saledes at f(x) er et lineariseret polynomium med koefficienter svaren-
de til u.

3. For hvert element i A defineres et par (o, [3;) hvor f; = f(«;) for
i € {1,...,¢}. Ethvert par (o, ;) kan sa betragtes som en vektor
i W. Da elementerne i A danner en linesert uathsengig meengde, sa

er {(a1,P1),..., (g, Be)} ogséa en linesert uathengig maengde som ud-
speender et ¢ dimensionelt underrum V' af W. Dette underrum er et
kodeord i C.

Den afbildning som tager et beskedpolynomium f € .fqlfﬂ [x] og afbilder
det over i et linesert underrum V € P(W,|A|) betegnes ved evy. Folgende
lemma udtaler sig om, hvornar evy er injektiv.

Lemma 6.8. Lad A = {a1,a2,...,ap} C Fgm vere en mengde af lineert
uafhangige elementer. Hvis |A| > k sa er afbildningen evp : qum [x] —
P(W,|A|) injektiv. [KKOS, Lemma 12]

Bevis. Antag at |A| > k. Vi gnsker at vise at ethvert element i £ [x]
afbildes entydigt over i et element i P(W, |A]). Lad f,g € qum [x] vaere givet
saledes at eva(f) = eva(g), og definer h(xz) = f(z) — g(x). Da geelder at
h(a;) = f(ai) —g(a;) =0 foralle i € {1,...,]A|}. Da h(z) er et lineariseret
polynomium folger, at h(z) = 0 for alle z € span{A}. Derfor har h(x)
mindst ¢4 nulpunkter. Da h(z) har grad hgjest ¢*~! er dette kun muligt
hvis h(z) = 0, hvorfor det folger at f(x) = g(z). Heraf er evy injektiv. [

Bemerkning 6.9. Da |A| = ¢ per definition af A s vil tilfaeldet hvor ¢ > k
give at afbildningen evy giver forskellige kodeord V' € P(W, ¢), nar input er

forskellige beskedpolynomier. Heraf kan veerdimeengden af afbildningen eva
betragtes som en kode C C P(W,¢) med ¢™* kodeord.

Lemma 6.10. Hvis {(a1, S1), ..., (ar, Br)} C W bestar af r lineert uafhan-
gige elementer som opfylder at B; = f(ay) for et lineariseret polynomium f
over Fgm, sd er {au,...,a,} en lineert uafhaengig maengde. [KK08, Lemma
13]
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Bevis. Lad 71,...,7 € Fq veere givet saledes at »;_; v;a; = 0. Vi gnsker
at vise at dette kun gaelder hvis vy = ... =7, = 0. Vi betragter

i%(ai?ﬁi) = (i%aui%ﬂi>
i=1 i=1 =1
= (Z%%’;Z%’f(%’))
i=1 =1
_ <O,f (2 %m)) — (0.£(0)) = (0.0) .
=1

Da {(ai1,p1),..., (o, Br)} er lineert uathengige og da >i_; vi(ai, Bi) =
(0,0) folger det gnskede og {ai,...,a,} er derfor en linesert uafhsengig
maengde. O

Seetning 6.11. Lad evy : Zjn[x] — P(W, L) vere givet hvor £ = |A| > k og
lad C veere verdimangden af eva. Da erC en kode af typen [(+m, ¢, mk,2({—
k+1)]. [KKO0S, Setning 14]

Bevis. Kodeordene i C er underrum af W, der per konstruktion har dimen-
sion £ + m. Desuden har alle kodeordene samme dimension, sé den maksi-
male dimension af C er £. Da antallet af forskellige lineariserede polynomier
i £k [x] er ¢™* bliver antallet af kodeord i C ogsé ¢"* fra lemma Heraf
er log, (IC]) = mk.

For at bestemme kodens minimumsafstand undersgges afstanden mellem
to kodeord i C. Lad f(x) og g(x) veere forskellige polynomier i .iﬂq'?n [z] og
definer kodeordene Vi = eva(f) og Vo = eva(g). Antag at dim(V; NVa) =
r. S& ma der findes r linesert uafthengige elementer (of,3)),..., (al, BL),
hvorom der geelder at f(a}) = 5 = g(a}) for i € {1,...,r}. Fra lemma
folger at of,...,al. er linesert uafhengige. Lad B = span{a],...,al}
sa geelder at for alle b € B at f(b) — g(b) = 0. Antag at » > k. Da er f og
g lineariserede polynomier af grad mindre end ¢*, som har mindst & linesert
uafhengige feelles punkter. Fra lemma fas sa at f(x) = g(x). Dette er en
modstrid med konstruktionen af f og g, s heraf ma r < k — 1. Afstanden
mellem Vi og V5 bliver sa

d(Vi,Va) = dim(V7) + dim(V) — 2dim(Vi N Va) = 20 — 2r > 2(0 — k + 1) ,

hvorfor kodens minimumsafstand er D(C) = 2(¢ — k + 1). O

I det folgende eksempel konstrueres en fejlkorrigerende kode over Fys.
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Eksempel 6.12. Definer A = {ay, as,a3} = {(10000), (01000), (00100)} C
Fos over Fo. Vektorrummet W er da givet ved

W = span{(10000), (01000), (00100)} @ Fys (6.11)
Dimensionen af W er 8 over Fs.

Vi gnsker at danne kodeordene i C ved at lade beskedpolynomierne ligge
i LZ[x], séledes at
fz) = uoﬂﬂq0 + U1$q1 5
hvor u = (ugp,u1) € F%s er beskedsymbolerne. Dette giver 252 = 210 kodeord
i C. Et eksempel pa en blok af beskedsymboler er
u = ((11100), (01010)) .

I bilag er legemet Fys konstrueret over det irreducible polynomium
25 + 2% + 1 € Fy[x]. Som primitivt element er valgt * = «. Under den-
ne konstruktion bliver beskedpolynomiet med koefficienter fra u

f(z) = (a* +a® + a2)xq0 + (a® + a)qu ,
hvorved f(a1), f(az2) og f(as) bliver
fla) = (a'+0a®+a?)(@")? + (a® + a)(a”)?
B+a"+ab+all +a
attral+a+1l ,

1

flas) = (a*+a®+a) (@) + (& + a)(a®)?
= o'+ +a’+a’+a”
= o + o,

flaz) = (o' +a®+a)(@)” + (o +a)(a?)?

= o®+a’+a'+a" +a’
= &’ +a’+a+l.
Kodeordet V' svarende til beskedpolynomiet er da rummet udspaendt af
(a1, f(a1)), (a2, f(az)) og (a3, f(a3));
V' = span{(1000010111), (0100000110), (0010001111)} . (6.12)

De resterende 20 — 1 kodeord i C konstrueres pa tilsvarende made ved at

veelge alle forskellige u’er indeholdt i F 35 og gentage ovenstaende procedure.
Koden som er konstrueret er da en kode af typen [8, 3,10, 4]. Minimumsaf-
standen er D(C) = 4 s& s@etning giver, at koden er i stand til at rette 1
fejl eller 1 sletning, da det kraeves at (t + p) < 2. A

I det fglgende afsnit praesenteres en struktur der kan anvendes til at

dekode et modtaget underrum U til det afsendte kodeord V' € C under
bestemte forudsaetninger.
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6.3 Dekodning af KK-Koden

I afsnit [6.1] blev operatorkanalen introduceret. Hvis vi sender et kodeord V' €
C over operatorkanalen og modtager et underrum U, sa forteeller satning
[6.6] at det er muligt at dekode med en minimumsafstandsdekoder hvis

D(C) > 2(t +p) . (6.13)

Her er ¢t dimensionen af fejlrummet E og p er det maksimale antal sletninger
forarsaget af operatorkanalen. Denne oplysning benyttes i det fglgende til
at fastseette under hvilke betingelser, det er muligt at dekode et modtaget
underrum til det afsendte kodeord.

Lad V veere et kodeord i koden C, der er konstrueret som i det foregdaen-
de afsnit, sdledes at dim (V') = £. Vi antager i det folgende, at dimensionen
af det underrum U, som modtages er r = ¢ — p + t, og en basis for dette
underrum betegnes ved maengden {(z1,y1),. .., (zr,yr)}. Under denne kon-
struktion er dim(U N'V)) = £ — p. En basis for U NV betegnes ved meengden
{(a1,b1), ..., (ar—p,be—p)}. Afstanden mellem U og V er da

dU,V) = dimU)+dim(V) - 2dim(UNYV)
C—p4t+L—2+20=t+p.

Fra sesetning haves at D(C) = 2({ — k + 1), sa hvis 2({ — k 4+ 1) >
2(t + p) >t + p, sdledes at betingelse (6.13)) er opfyldt, er det muligt under
denne konstruktion at dekode U til V.

I afsnit blev en algoritme praesenteret, som konstruerer et ikke-nul
bivariat lineariseret polynomium Q(z,y) pa formen . Lad den linesert
uafhasengige meengde som Q(z,y) er konstrueret over veere basen for det
modtaget rum U. S& opfylder

Qz,y) = Qz(x) + Qy(y) at Q(z;,y;) =0 for alle (x;,y;) €U . (6.14)

Hvis der yderligere geelder at Q(z,y) opfylder, at Q. (x) er et lineariseret
polynomium over F;m med grad hgjest ¢g" 1, og at Q,(y) er et lineariseret
polynomium over Fg» med grad hgjest ¢ %, sa kan Q(z,y) benyttes til
dekodning. Dette forklares yderligere i det fglgende, hvor vi ogsa redeggrer
for Q(z,y)’s egenskaber, samt bestemmer et udtryk for parameteren 7.

Lad f € Z (2] s fas at
Qx, f(2)) = Qu(w) + Qy(f (7)) = Qu(z) + Qy o f(=) . (6.15)
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Da f(z) har grad hgjest ¢“~! fglger, at Q(x, f(z)) har grad hgjest ¢" 1.
Polynomiet i (5.6) kan omskrives siledes at udtrykket i (6.15) fremkommer;

Q(x7y) = Qu(z) + Qy(y) + Qy o f(x) — Qy o f($)
= Qulz) +@Qyo fz) +Qyly) —Qyo flx)
= Q(z, (@) +Qyly — f(2)) . (6.16)
Betragtes basen for UNV giver konstruktionen af Q(x,y) at Q(a;, b;) = 0 for

i€{1,...,0—p}, mens der fra konstruktionen af V geelder, at for (a;, b;) € V
er b; = f(a;), hvor f er et lineariseret polynomium. Dette giver at

0= Q(ai,b;) = Q(a;, f(a;)) for i € {1,..., £ —p}.

Sa Q(x, f(x)) er et lineariseret polynomium med rgdder ay, ..., a,—,. Heraf
er Q(x, f(x)) et lineariseret polynomium af grad hgjest ¢"~! som evaluerer
til nul pa et rum med dimensionen ¢ — p. Hvis tilfeeldet er at

b—p>T1, (6.17)

sd ma Q(z, f(x)) have flere nulpunkter end dets grad, hvilket kun er muligt

hvis Q(z, f(z)) = 0. Under antagelsen giver sa at Q(x,y) =
Qy(y — f(x)) og —Qz(z) = Qy(f(z)), da Q(z,y) og Q(z, f(x)) er bivariate

linearerede polynomier.
Som naevnt i det foregdende er det muligt at dekode hvis
l—k+1>t+p. (6.18)

Det bemaerkes desuden at da dim(U) = r kan betragtes som et ho-
mogent ligningssystem bestaende af r ligninger med 27 — k + 1 ubekendte.
Et siddant system har en ikke-nullgsning hvis der er flere ubekendte end
ligninger. Heraf gnskes at

r=0—p4+t<2r—k+1

Denne ulighed er opfyldt hvis

r+k = {—p+t+k<2r+1
< 27,
s& ved at vealge
k
r:[r; W (6.19)

opnas det gnskede. Desuden giver (6.19)) sammen med (6.18]) at

V—p—l—t—i—kw
T = —_—mm
2

l— {— 1 1
] ]

2 2
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hvorfor

TSE—/)—I—%. (6.20)
Da 7 er et heltal er opfyldt. Heraf fis, at forudssetningerne for at
det konstruerede bivariat lineariserede polynomium Q(z,y) kan anvendes
til dekodning er, at graden af Q(z,y) er hgjest ¢"~! hvor 7 er bestemt ved
(6.19). Desuden skal koden C konstrueres saledes at minimumsafstanden er
tilstreekkelig stor som angivet i seetning [6.6]

Bemerkning 6.13. Det er muligt at bestemme 7 da bade k og r er kendt ved
dekoderen. Den oprindelige kode C er kendt, og dennes minimumsafstand er
givet ved 2(¢ — k + 1) hvorfra k kan udledes. Ellers, hvis konstruktionen af
koden ogsa er kendt, sa vides hvilken maengde .iﬂq]?n [x] beskedpolynomierne
tilhgrer, hvorfra k kan aflaeses direkte. Desuden fastseettes r fra det modtaget
rum U, da r er dimensionen af U.

Samlet giver det foregaende fglgende dekodningsmetode;

1. Lad en basis for U vaere givet og konstruer Q(z,y) ud fra algoritme
Hvis graden af Q(z,y) er hgjest ¢" ! kan Q(x,y) benyttes til dekod-
ning.

2. Ved anvendelse af algoritme [2f med input a(z) = —Q.(z) og b(z) =
Qy(z) kan g(z) = f(z) bestemmes safremt r(x) = 0.

3. Fra kodens konstruktion kendes maengden A = {ay,. e ay} sé en basis
for V bliver {(a1, f(aq)),- .., (ag, f(ap))}. Hvis d(U, V) < —k+ 1 er

opfyldt sa er V et kodeord i C.

Arsagen til at algoritme [3| benyttes til at bestemme Q(x,y) i stedet for
Gauss elimination er at lgsning af ligningssystemer er mere kraevende. Ved
Gauss elimination haves en matrix af stgrrelsen r x (27 —k+1) og der krzeves
s& i det veerste tilfaelde

rr—k+1-1)+0r-1)27—k+1-2)+---+127—k+1—-71)
<r?2r—k+4+1) < (L+m)*2r —k+1)
multiplikationer og additioner til at bestemme @Q(x,y). Heraf er kompleksi-
teten af Gauss elimination O((¢ + m)?(27 — k + 1)). Jeevnfer bemszerkning
[5.16] er algorime [3] mere effektiv.

I det fplgende eksempel benyttes algoritme [3] fra side [57] til at dekode et
modtaget rum U til et kodeord V.
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Eksempel 6.14. Lad C veere koden konstrueret i eksempel indeholdt i
vektorrummet W, jeevnfgr ligning . Denne kode er konstrueret saledes
at der ved dekodning kan fejlkorrigeres op til én fejl. Denne fejl er enten
en sletning forarsaget af operatorkanalen hvorved U = Ho(V) & {0} eller
en tilfgrelse af fejlinformation séledes at U = V & E, hvor dim (F) = 1.
Folgende illustreres forst at dekodning er muligt, nar fejlen er forarsaget af
en sletning pafert af operatorkanalen, og efterfelgende at dekodning ogsa er
mulig, nar fejlen er forarsaget af ugnsket information.

Antag at det modtaget rum U er givet ved
U = span{(1100010001), (1110011110)} .

Dimensionen af U er her r = 2. For at kunne dekode har vi ogsa brug for
at kende k. Fra kodens konstruktion ved vi at beskedpolynomierne ligger i
.,2”225 [x], hvorfor k = 2. Vi anvender algoritme (3| til at dekode U med input
B = {(1100010001), (1110011110)}. Algoritmen begynder med at definere

ho(z,y) = ;. hi(z,y) =y;
Herefter gennemlgbes for-lgkken for ¢ = 1 og 7 = 2;
For i = 1: Ag := (11000) = a* +a3; Ay := (10001) = a*+ 1. Da hverken A eller
Aj er nul undersgges (1, k — 1)-veegtet grad af ho(z,y) og hi(x,y).

d6g1,k—1(ho) =max{0,2 — 1 — oo} =0;
deg1,k—1(h1) = max{—00,2 — 1+ 0} = 1;

Da graden af ho(z,y) er mindre en graden af h;(x,y) fas at ho(z,y) <

hl(xay) sa
hi(z,y) = (a*+Da+ (a*+P)y,
ho(z,y) = 2?2+ (@*+a®)? e =22+ (' +ad)z.

Fori=2: Ag:= (a*+a®+a?)?+ (a* +a3)(a* +ad +a?) =P +a+1; Ay =
(@* +1)(a*+a?+a?)+ (ot +a?)(a* +a® +a?+a) = a* +a+1; Igen
er hverken Ag eller A nul sa den (1, k — 1)-vaegtet grad bestemmes;

degy j_1(ho) = max{1,2 — 1 — oo} = 1;
deg; _1(h1) = max{0,2 - 1+0} = 1;

Der haves lighed, sa

hi(z,y) = (@*4+a+1)(@?+ (@*+a®)z)+ (@ +a+1)((a*+ 1z + (ot + ad)y)
= (@4a+D)?+ @ +Dz+ (0t +ad+a+a)y,
ho(z,y) = (@®+ (o' + o)) + (@ + a4+ 1) (2? + (o' + ¥)2)

= 2 +(a+ D22+ (0  +aP +a’ +a)z.
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Den (1,k — 1)-vaegtet grad af ho(z,y) og hi(z,y) sammenlignes for at
afggre output af algoritmen.

degl,k—l(hO(xv y)) = max{2, 2—-1+ 0} = 2;
degl,k—1(h1($ay)) =max{1,2-1+0} =1;
Da hi(x,y) < ho(z,y) bliver output
Q(z,y) == hi(z,y) = (&' +a+1)a* + (@’ + Dz + (o' +’ + > + o)y .

Hvis Q(z,y) skal kunne benyttes til dekodning er det en forudssetning at
graden af Q. () er hgjest ¢" 1, og graden af @, (y) er hojest ¢"F. Konstant-

en 7 er givet ved 7 = [%W =2dar=2og k=2 Dadeg(Q.(r)) = ¢ og
deg(Qy(y)) = ¢° er dette opfyldt og vi har opnéet succes ved anvendelse af
algoritme [3]

For at feerdigggre dekodningen skal algoritme [2 benyttes til at bestemme
beskedpolynomiet f(z). Vilader a(z) := —Q.(z) = (a*+a+1)z?+ (a3 +1)z
og b(z) == Qy(z) = (a* + a3 + a? + a)z og gennemlgber algoritmen. Dette
giver output

q(z) = (&P +a)2? + (a* +® +a®)z;  r(z) =0;
hvorfor beskedpolynomiet er
fx):=qx) = (® + a)2? + (a* + a® + ?)z. (6.21)
Ved at benytte maengden A fra konstruktionen af koden C opnéas kodeordet

V = span{(1000010111), (0100000110), (0010001111)} . (6.22)

dU, V) = 2dim(U + V) — dim(U) — dim(V)
2.3-2-3=1<(—k+1=2,

er det lykkedes at dekode U til et kodeord i C. Desuden er dette kodeord
preaecis kodeordet fra (6.12)).

Dekodningsalgoritmen bgr ogsa veere i stand til at fejlkorrigere nar det
underrum U, som er modtaget, har konstruktionen U =V @ E, hvor V € C
og dim(F) = 1. Dette undersgges ved at lade E = {(0000000001)} séledes
at det modtaget underrum bliver

U = span{(1100010001), (1110011111), (0110001001), (0010001111)}
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Algoritme [3| benyttes pa sammen vis som ovenfor til at bestemme Q(z,y).
Dette giver

Qz,y) = hi(z,y) = 2% (@ + o+’ +a)z® +r+ay? + (@B +a’+1)y

I dette tilfeelde er 7 = [%W = 3 54 Qu(z) og Qy(y) opfylder betingelserne

for dekodning. Igen benyttes algoritme [2 med a(z) := Qu(z) = 22° + (a* +
P +a?+a)r? +z og b(z) == Qy(z) = a*2? + (a3 +a? + 1)z til at bestemme
beskedpolynomiet. Her fas at r(z) = 0 sa

f(z):=qx) = (@3 +a)z? + (a* + ® + o)z .

Dette beskedpolynomium er det sammen som i (6.21]) hvorved det dekodet
kodeord igen bliver V' i (6.22)). A
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Kapitel

Singleton Graensen

I dette kapitel ses der pa Singleton Graensen for koder C over rummet
P (W, £). Vi bestemmer graensen for konstant-dimensionskoder. Sidst i kapit-
let ses der pa KK-kodens evne til at na Singleton Graensen. Fgrst beskrives
imidlertid hvorledes det er muligt at bestemme nye koder ud fra en allerede
eksisterende kode.

7.1 Den Punkterede Kode

Forst betragtes hvordan koder over rummet P (W, ¢) kan punkteres. Antag,
at C er en kode af konstant dimension over rummet P(W, /). Her har W
dimensionen N, og C bestar af underrum fra W af dimension ¢. Lad W*
veere et underrum af W af dimension N — 1. Den punkterede kode C* af C
opnas sa ved at erstatte ethvert kodeord V € C med V* = H,_1(V N W*),
hvor Hy_q er sletningsoperatoren. Der er to mulige situationer for dette.
Hvis VN W™ har dimension £ —1sa V ¢ W*, og der geelder at V* =V W*
bliver kodeord i C*. Hvis V er et underrum i W* erstattes kodeordet V € C
med et £ — 1 dimensionalt underrum af V', som s& bliver et kodeord i den
punkterede kode C*. Heraf ses at punkteringskoden ikke ngdvendigvis er
entydig. For den punkterede kode haves folgende seetning.

Szetning 7.1. Lad C C P(W,{) vere en [N, log,|C|,D(C)] kode med
D(C) > 2, hvor alle kodeord i C har dimension £, og lad W* wvere et
(N — 1)-dimensionalt underrum of W. Sda gelder der, at C* er en [N —
1,£—1,log, |C|, D(C*)] kode med konstant dimension hvor D(C*) > D(C)—2.
[KKO0S, Satning 8]
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Bevis. Konstruktionen af C* giver at det kun er kardinaliteten og minimums-
afstanden af koden der skal vises. Minimumsafstanden betragtes fgrst. Lad
Vi og Vi veere to forskellige kodeord i C, sa er Vi* = Hy_1(Vi N W*) og
Vo' = Hi—1(Va N W*) kodeord i C*. Her geelder der, at V" C Vj og V5 C Vs
og derfor er V;* N V5" C Vi N Va. Dette giver, at

2dim(Vy NVy) < 2dim(V; N Va) < 20 — D(C),
da d(Vi,V2) = 2¢ — 2dim(Vh N Va) > D(C). For den punkterede kode C*

haves derfor
AV, Vy) = dim(V;) + dim(V5") — 2dim (VN Vy)
200 — 1) — 2dim (Vi N V5
20—-2— (20— D(C)) (7.1)
= D) -2.

A%

Da V; og V; var valgt arbitreert i C geelder ulighed ([7.1]) for alle kodeord V;*
og V5 i C*, hvor Vi # Vi, og der fas at D(C*) > D(C) — 2.

Per antagelse er D(C) > 2, sa minimumsafstanden for C* er d(V}*, V5) >
0 for alle Vi*, V5" € C*, hvor Vi # V5 i C. Derfor er Vi* og V5" forskellige i
C*. Dette giver at antallet af kodeord i C* er lig antallet af kodeord i C, og
kardinaliteten af C* er log, |C|. O

Bemerkning 7.2. Hvis der foretages en punktering i koden C*, fis en ny kode
C* hvis minimumsafstand er begraenset ved D(C*) > D(C*) — 2 > (D(C) —
2) —2 = D(C) — 4. Af dette fas at foretages der k punkteringer i koden C sa
har minimumsafstanden i den nye kode C* egenskaben at D(C*) > D(C)—2k.

7.2 Komplementaerkoden

Udover punkteringskoden C* er det ogsd muligt at konstruere komplemen-
taerkoden C* til koden C C P(W, ¢). Forst bestemmes komplementaermaeng-
den til et kodeord i C. For et kodeord V' € C, som er et underrum i W, er
komplementaermaengden V-+ i W givet ved

Vi={FeW|v.-v=0foralleveV},

hvor ¥ - v betegner det indre produkt mellem vektorerne v og v. Nar kode-
ordet V har dimension ¢ s& har V1 dimension N — ¢. Det er heraf muligt
definere komplementaerkoden.

Definition 7.3 (Komplementeerkode). Lad C veere en kode i P(W, () sa er
komplementzerkoden til C givet ved

ct={vtcw|Vvec}
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For komplementaerkoden til en konstant-dimensionskode haves felgende.

Seetning 7.4. Lad C vere en [N,{,log,|C|, D(C)] kode med konstant di-
mension, si er komplementerkoden C+ en [N, N — ¢, log, |C|, D(C)] kode
med konstant dimension. [KK08, s.8]

Bevis. Da begge koder C og C* bestar af underrum fra W, der har dimension
N, skal kun dimensionen af kodeordene, kardinaliteten og minimumsafstand
bestemmes for C+. Fgrst betragtes dimensionen af kodeordene i C*; Der
geelder for et kodeord V € C at dim(V) + dim(V1) = dim(W), og af dette
fas
dim(V+) = dim(W) — dim(V) = N — ¢,

da alle V € C har dimension ¢. Det vil sige at alle kodeord i C*+ har dimension
N — /.

For kardinaliteten haves, at da V- kun er et kodeord i Ct, hvis V er et
kodeord i C, ma der gzelde at [C1| = |C|.

Lad Vit, Vit € C* sa er afstanden mellem disse kodeord
d(Vit, V) = dim(Vi" +V5) = dim(Vy- N V5H)
= dim((Vi N Va)*) — dim((V4 + V2)™F)
= N —dim(Vi; N Vy) — (N — dim(V; + V2))
= dim(Vi 4 V2) — dim(V; N'V3)
= d(V1, Vo).
Heraf er afstanden mellem to kodeord Vi, Vs € C bevaret. Dette geelder

specielt for minimumsafstanden hvilket vil sige at D(Ct) = D(C). Koden
C+ er derfor en [N, N — ¢,log, |C|, D(C)] kode. O

Fra komplementaerkodens egenskaber fas derfor at for koder med kon-
stant dimension kan vi begraense os selv til at kigge pa koder af typen
[N, £,log, |C|, D(C)] hvor £ < N — £. Dette skyldes at for en kode C hvor
¢ > N — ( kan vi erstatte C med C men bevare afstandsforholdene, hvilket
betyder at C*+ har de samme fejlretningsevner.

7.3 Den Gaussiske Koefficient og Singleton Gran-
sen

Inden Singleton Graensen gives defineres den ¢-sere Gaussiske koefficient,
som giver antallet af forskellige underrum af dimension r i et m-dimensionalt
vektorrum over [Fy.
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Definition 7.5 (g-zr Gaussisk koefficient). For ikke-negative heltal m og
r, hvor r < m, er den g-zere Gaussiske koefficient givet ved

m _(qm_l)(qul_l).__(mwrl rlqml_l
[7“ . @=D@ =1 (g-1) }_[()q”—l

I tilfeelde = 0 haves at [T]q = 1. [KKO0g]

Den Gaussiske koefficient har fglgende egenskaber.

Lemma 7.6. Den g-ere Gaussiske koefficient er symmetrisk og pd inter-
vallerne [0, L%H og H%] ,m| er den hhv. stigende og aftagende.

Bewvis. Det vises forst at den g-zere Gaussiske koefficient er symmetrisk. Be-
tragt

[m] (" = (g™ - 1) e (gmT =)

(¢ =1 t=1)-(¢g—1)
(@ =D =1 (@ =g 1) (g — 1)
(=D t=1)-(g—1(""—1)-(¢—1)
(@" =D ' =1 (¢ —1)
¢ =1t = 1) (g = 1)

heraf er [T]q = [m”ir]q for alle r € [0,m]. Specielt fas at koefficienten er

symmetrisk omkring

Den g-zere Gaussiske koefficient betragtes pa intervallet [0, |%]], hvis
koefficienten er stigende pa dette interval geelder der af symmetrien, at den
er aftagende pé intervallet [[3],m]. Antag, at k € [1,|%]], s& haves

m k—1 qm—i -1 qm—k+1 -1 k=2 qm—i -1 qm—k—H -1 m
[ ]q:qu—i_lz qk—l qu—l—i_1: qk—l |ﬁ_1]q

=0 =0

k+1_1

Der geelder, at L > 1 for k € [1,|%]], altsa er m]q > [k’fl]q, og

koefficienten er stlgende pa intervallet. O

Ovenstaende lemma medfgrer at for ¢ > 1 har den Gaussiske koefficient
en gvre begraensning.

79



KAPITEL 7. SINGLETON GRANSEN

Lemma 7.7. Lad q > 1, da opfylder den q-ere Gaussiske koefficient, [T]q,

at
qfr(mfr) [m‘| < 47
r
q

for 0 <r <m. [KKO0S, lemma 4]

Bevis. Der geelder for den Gaussiske koefficient at denne kan skrives som

m (" = Dlg" = 1) (g = )

r (q'l’_l)(qr—l_l)_“(q_l)
qm—l - qm—T’-l-l ' (1 _ q—m)(l _ q—m+1) . (1 _ q_m+r_1)

qrqr‘fl...q (1 _qfr)(l_qfrJrl),”(l _qfl)
r(m—r) (1 — q—m)(l _ q—m—I—l) . (1 _ q—m-i-r—l)

(=g )@ —g ) (1-g1)
1

m

q

r(m—r)
< 7.2
R Ry py s -2
rom-—r Sad 1
< ¢ >H1_q_j. (7.3)
7j=1

Ulighederne i (7.2) og (7.3)) folger af at 1 —¢~% < 1 for k > 1. Da q > 2 fas
at

© < 1
I—=<Il—55-5 <%
SAl-g7 Tl 127 Qo

hvor Qo ~ 0, 2888, [Ber80, s.577]. Af dette fas at ¢~ 7("") ], <4 O

Folgende gives Singleton Graensen.

Szetning 7.8 (Singleton Graensen). Lad C C P(W, L) veere en [N, £,1og, |C|, D(C)]
kode, hvor W er et N-dimensionalt vektorrum over F,. Sd gelder der om

C, at
N _ D)2 ]
q

< 2
cl= [max{E,N —(}

[KKO08, Satning 9]

Bevis. Fgrst gnskes det at punktere C i alt % gange, hvilket er muligt,
da enhver afstand mellem kodeord i C er lige, s& D(CQ)_Q er et heltal. Af disse
punkteringer opnas koden C* af typen [N - D(%)_Q,E - D(CQ)_Q ,log, |C], D(C*)},

hvor alle kodeord i C* har dimension ¢ — D(CT)_Z. Fra bemserkning [7.2| geelder
at minimumsafstanden D(C*) > 2. Det vil sige at C* stadig har det samme
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D(CZ)—Q)'

Koden C* kan ikke have flere kodeord end der er underrum af dimension
l— % i W, og antallet af disse er givet ved den ¢-sere Gaussiske koeffi-

cient. Der haves derfor at
D(CQ)—2 [N- D(C2)—2 - )
pe)-2 | = N7 =a. (7.4)
2 q q

antal kodeord som C, men at den optreeder i rummet P (W,€ —

7] <

Ved at kigge pa den punkterede komplementaerkode til C fas tilsvarende, at

D(C)—-2 _
2 = =0.
q q

1 y*
(CoME Die)- ¢

<

Hvis det antages, at { < N — £ geelder der, at
D(C) -2
2
Lemma og ligning ([7.4)) giver séledes at a < b hvis og kun hvis £ < N —/.

{— <l{<N-—-/.

Da koderne C,C* og (C*)* alle indeholder det samme antal kodeord gzel-

der der, at
N _ DO-2
IC| < 2 .
max{l, N — (} .

O

Udover at have en gvre grense for antallet af mulige kodeord er det
ogsa interessant at bestemme en gvre graense for informationshastigheden
for koden. Informationshastigheden for en kode er defineret ved folgende.

Definition 7.9. Lad C vaere en kode af typen [N, ¢, log, |C|, D(C)]. Da er
informationshastigheden for C

log, (IC|)
R=—Nr

Til greensen for informationshastigheden behgves lille-o notation, den er
givet ved folgende.

Definition 7.10. Lad f,g : Z* — R veaeret givet. Funktionen f(z) siges
at vaere lille-o af g(x), skrives f(x) = o(g(z)), hvis der for ¢ € Z™ eksisterer
k € Z*, sdledes at for k < z geelder der, at f(z) < cg(x).

Den gvre greense for informationshastigheden for C kan bestemmes vha.
Singleton Graensen.
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Korollar 7.11. Lad C vere en [N, (,log, |C|, D(C)] kode med konstant di-
mension, hvor £ < %, da er informationshastigheden for C suvre begrenset

af
¢(+1 1 D) D) o1)
<1-— " 1= _
Rel==%7"% T~ "o

hvor % — 0 for N = oo. [KKO0S, Korollar 10]

Bewis. For koden C gaelder der af deﬁnition at R = log]\‘}llcl. Fra Singleton
graensen haves der, at

N-D@)=2 N_D©)=2
logq |C‘ < logq <[max{€,]\2f—é}] q) logq ([ Nf% }q)
- Nt — NY N NY ’
da det er antaget, at £ < % Fra lemma fas derfor at

g, (14025220
q
Ne
(N =0) (6= 29=2)  10g, (4)
N¢ Ne
Ne- MOOD oy WDOD g, (4)
N¢ N¢
(41 . 1 D) D) log,(4)
N "¢ 20 TN TN

Da log, (4) er konstant geelder der, at log,(4) = o(1), og korollaret er vist.
O

R <

Det er interessant at finde koder der kan na Singleton Graensen, saledes
at det maksimale antal mulige kodeord i en kode C opnas og hermed hgjeste
informationshastighed. Vi betragter KK-koden konstrueret i afsnit Der
geelder af setning at KK-koden er en [¢ +m, ¢, mk,2(¢ — k + 1)] kode
af konstant dimension, og ud fra dette bliver informationshastigheden for

KK-koden log. [C
og mk
R=—"1— = : 7.5
NY (€ +m)t (7:5)
Af korollar er Singleton Graensen for KK-koden

(41 1 200—k+1) 2A0—k+1)  ofl)

R < 1

Cltm 4 20 200+m) | (t+m)l
_k k o(1)
T4 U4+ m (+m)

mk o(1)

Crmyt T Gxmye
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Da stgrrelsen (Z‘jr(;z)e gar imod nul for £ + m — oo, fas at informations-

hastigheden R for KK-koden, (7.5), har samme asymptotiske opfersel som
Singleton Graensen, ([7.6)). KK-koden opnér derfor tilnsermelsesvis Singleton
Greaensen.
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Kapitel

Forberedelse til Liste-L-Dekodning

Vi har i de foregaende kapitler fokuseret pa det fejlkorrigerende netvaerks-
kodningsproblem, hvor dekodning var baseret pa en minimumsafstandsde-
koder. Vi gnsker at forbedre dekodningsradiusen i det efterfglgende, hvorfor
vi modificerer KK-koden séledes at den kan benyttes til liste- L-dekodning.
Dette medfgrer yderligere at det er ngdvendigt at udvide de resterende be-
greber, som er benyttet i konstruktionen og dekodningen af KK-koden. Dette
kapitel indeholder derfor en konstruktion af en kommutativ delring, kon-
struktion af et multivariat lineariseret polynomium og en algoritme, som
kan lgse ligninger over ringen af lineariserede polynomier.

Det multivariate lineariserede polynomium er givet tilsvarende det biva-
riate lineariserede polynomium i definition Vi antager i det folgende at
det multivariate lineariseret polynomium altid er et polynomium i (L + 1)
variable.

Definition 8.1. Et multivariat lineariseret polynomium er et polynomium
pa formen

Q(xo,...,xr) = Qo(xo) + Q1(x1) + -+ Qr(xr) ,

hvor Q;(x;) er et lineariseret polynomium med grad ¢%(®@) for i € {0,...,L}.
I tilfeelde hvor Q;(x;) = 0 defineres d;(Q)) = —oc.

8.1 Kommutativ Delring

I dette afsnit bestemmes en kommutativ delring af Zm[z] og antallet af
nullgsninger til et (L + 1)-variat lineariseret polynomium over denne del-
ring fastsaettes. Inden delringen betragtes indfgres en notation for at tage
kompositionen af et lineariseret polynomium f(z) med sig selv i gange.
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Definition 8.2. Lad f(z) vaere et lineariseret polynomium og i € N, da
betegnes kompositionen af f(z) med sig selv i gange ved

foia) = fUfC- flx)-0))

I tilfeelde @ = 0 defineres f°0(z) = .

Ringen af lineariserede polynomier .= [x] praesenteret i kapitel er ikke
kommutativ og for et polynomium af formen

L

Y Qiof(x) =0 hvor f(z)€ Zmla], (8.1)

=0

kan der derfor eksistere mere end L lineariserede polynomier f(z) € Zym[z]
som opfylder ligning ({8.1]). Dette illustreres ved hjeelp af folgende eksempel.

Eksempel 8.3. Vi betragter polynomiet
2

z? — f%x) =0, (8.2)

som er et lineariseret polynomium pa formen givet i . Dette ses ved at
lade L = 2, Qo(z) = 27", Q1(z) = 0, Qa(z) = —z og lade f° € Lym| 7]
for i € {0,1,2}. Ligning har herved lgsninger f(z) = ax?, hvorom der
geelder at a?tt =11 Fym.

Der geelder at 24" —z = 0 er definerende polynomium for legemet Fym, og
dette har derfor ¢ forskellige rgdder i Fym . Hvis der ses bort fra nullgsningen
fas polynomiet

2"t —1=0, (8.3)

som sa har ¢ — 1 forskellige rgdder i Fgm. Hvis m er lige sa geelder der, at

q" —1
q+1

:qul_qm*2+qm73_...+q—17

altsa (¢ +1)|(¢™ — 1), og heraf fas at (z9+! —1)|(z4"~! —1). Da kan
faktoriseres til
(.’E - a) ’
a€F,m\{0}

geelder der for m lige, at 291 —1 = (z—ay) -+ (T—ags1) hvor aq, ..., a1 €
Fym. Derfor haves g + 1 forskellige lgsninger for x € Fym til zdth —1=0.

Erstattes = 1 ovenstaende med a fés saledes at der er g + 1 lgsninger til
(8-2), nar m er lige, og da ¢ > 2 fas at der er flere lpsninger for f(z) € Zym[z]
end L =2. A

85



KAPITEL 8. FORBEREDELSE TIL LISTE-L-DEKODNING

Da der kan findes mere end L lgsninger for f(z) € Zm[x], der opfylder
(8-1), onsker vi at bestemme en kommutativ delring af .Zm[z], hvor der vil
eksistere maksimalt L lgsninger til . Dette vises i seetning|8.5| Fagrst gives
et lemma, som forteeller hvornar to lineariserede polynomier kommuterer.

Lemma 8.4. Lad f(x) og g(x) vere lineariserede polynomier over legemet
Fy, sd kommuterer de, dvs.

f(x)og(x) = f(x)og(x).

IMV12, Lemma 1]

Bevis. Lad f(x) = ?;0 a;x’ og g(x) = 2?2:0 bjz?, hvor a;,b; € F,. Ved
brug af ligning (5.4]) fas
di+ds . k s
f(z)og(x) = Z cpx? , hvor ¢, = Zaibi_i ,
k=0 i=0

0g

di+ds . k i
g(x)o f(z) = Z érax? | hvor ¢ = Zag b—; -
k=0 i=0

—1

Idet a;,b; € F, haves, at agk = a; og bziﬂ. = by_; for alle i,j og k. For

ethvert k fglger, at

k k k
i k—i
— § q — § : — § q —
Ci = aibk_i = aibk,i = a, bkfi = Cf -
1=0 =0 =0

Der gaelder derfor at f(z) og g(x) kommuterer, altsa f(x) o g(x) = g(z) o
f(x). O

De lineariserede polynomier over legemet F, kan samles i maengden
Z,|z], som sammen med de bingere operationer 4+ og o giver en kommutativ
ring ved brug af seetning [5.3] og lemma

Seetning 8.5. Lad Q; for 0 € {1,..., L} vere lineariserede polynomier over
Fym, hvor mindst et Q; er ikke-nul. Da har

L
> Qio f(z)=0 (8.4)

=0

hgjest L losninger for f(x) i Zy(z]. [MV12, Theorem 2]
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Bewis. Der laves induktion efter L for L > 0.

Basisskridt: For L = 0 haves ligningen Qg o f°°(x) = Qg o x, og der
ma derfor gaelde at Qg er ikke-nul. Der eksisterer derfor ingen f(z) i .Z;[z]
saledes at (8.4) er opfyldt.

Induktionsantagelse: Antag at ssetningen er opfyldt for L — 1.

Induktionsskridt: Antag, at L > 1. Hvis der ikke findes f(z) € .Z[z]
som opfylder (8.4)) haves, at seetningen er opfyldt, da L > 0.

Antag der eksisterer en l@sning fo(z) € Zlx] til (8.4)), hvilket giver at

Z Qio 0. (8.5)

Det skal sa vises at der hgjest er L — 1 lgsninger i .Z[z] til ( . ) hvis der
ses bort fra fo(z). Antag at f(x) € Zlz] og f(x) # fo( ). Ved at traekke

fra fas

L
> _Qio(f(x) = f5'(x)) =0. (8.6)
i=1

Summen starter her med i = 1 da f(x) = z = f§°(x). Da lgsningerne

gnskes fundet i .%[z] geelder der af lemma [8.4]at f(z) og fo(x) kommuterer.
Heraf fas for 7 > 1 at

(Z fo 7N °j(93)) o (f(z) - folx)) (8.7)

— Z Oz Jj— 1 0]+1 Z Ol j (.CL')
= f‘”(w)— o () .
Ved at saette ind i ) fas

i—1
ZQZ (Z( S (@) o f°j(w))0(f(w)—fo(x)))

7=0

(ZQz Z o Oj(ﬂv)) o (f(z) = fo(x)) =0, (88)

da ringen af lineariserede polynomier er associativ. Da der geelder, at f— fy #
0 kan der divideres med dette pa begge sider af (8.8)), og der fas

ZQZ Z oz J— 1 O]((L‘)

- 2(2@ >)of°f<x>=o. (8.9)

i=j+1
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Per induktionsantagelse gzelder der, at hgjest har L — 1 lgsninger for
f(x) 1 Z,[x], og heraf haves sammen med fy(z) hgjest L lpsninger til (8.4]).
O

Folgende eksempel er en fortseettelse pa eksempel som illustrerer at
nar vi betragter lgsninger i .7} [x] eksisterer der maksimalt L lgsninger.

Eksempel 8.6 (Fortsattelse af eksempel . Betragt ligningen givet i
(8.2), vi ¢gnsker at bestemme lgsninger i .Z[z] istedet for i Zym[z]. Der
geelder stadig at lgsningerne er pa formen f(z) = az?, hvor der skal gaelde
at a9l = 1, men da der arbejdes over legemet F, fis, at a7l = a9 - a =
a-a = a®. Altsa er det ligningen a? = 1 der skal bestemmes lgsninger til

over g, og der gaelder at denne maksimalt kan have 2 Igsninger. Det vil sige
at der hgjest er L = 2 lgsninger f(x) til (8.2) over .Z,[x]. A

8.2 Konstruktion af Multivariat Lineariseret Po-
lynomium

Det multivariate lineariserede polynomium Q(z,yi,...,yr) skal benyttes
ved liste-L-dekodening. I dette afsnit praesenteres to forskellige metoder til
at konstruere (). Fgrst konstrueres () ved hjeelp af en interpolationsalgoritme
og efterfglgende ved lgsning af ligningssystemer.

8.2.1 Interpolationsalgoritme

I dette afsnit praesenteres en algoritme fra [XYS11], som konstruerer et mul-
tivariat lineariseret polynomium Q(z,y1,...,yr) € ZLymlx,y1,...,y1]. Al-
goritme [3| fra afsnit er et special tilfeelde af denne algoritme. Algoritmen
i [XYSII] er beskrevet i et generelt setup, hvor den algebraiske struktur er
et vilkarligt frit modul. Beskrivelsen som folger i dette afsnit er en over-
saettelse til tilfaeldet, hvor den algebraiske struktur er ringen af lineariserede
polynomier.

Bemerkning 8.7. Vi veksler mellem at lade det (L + 1)-variate lineariserede

polynomium @ veere indeholdt i Zym [z, y1,...,yr] eller Lgm|zo, x1,...,2z1].
Arsagen er at vi gerne vil konstruere et (L + 1)-variat lineariseret polyno-
mium, som afhsenger af variablene x,y1,...,yr. Dog har vi til tider brug

for at have kendskab til hvilken orden monomierne i ) optraeder i, og i
dette tilfzelde simplificerer det notationen, hvis @) afhsenger af variablene
Ly L1y TL-
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Lad

P = {(3?173/1,1, <o yL), (T2,Y2,1, - Y2,L), - - - ($|P|,y\7>|,17---ay\m,L)}
veere en meengde af punkter indeholdt i F4H! kaldet interpolationspunkter.
Sa gnskes det at konstruere Q(z,y1,...,yr), siledes at

Q(xi,yin,-..,yir) =0forallei e {1,...,|P|}. (8.10)

Néar @ er konstrueret over en maengde af interpolationspunkter siledes at
(8.10) er opfyldt, kaldes @ for et interpolationspolynomium. Graden af et
(L 4 1)-variat lineariseret polynomium defineres til folgende.

Definition 8.8 ((k — 1)L-veegtet grad). Lad et (L + 1)-variat lineariseret
polynomium Q(xo, x1,...,25) = Qo(xo)+Q1(x1)+...+Qr(xr) veere givet,
hvor Q;(z;) har grad ¢%(Q) for i € {0,...,L}. Den (k — 1)L-vaegtet grad af
Q er defineret ved

deg(,_1)(Q) = max{do(Q), k — 1+ d1(Q),...,(k = 1)L +dL(Q)} .

I den efterfglgende algoritme har vi brug for at bestemme det polyno-
mium som er minimalt under en ordning. Fglgende defineres derfor fgrst
en ordning pa monomierne i et (L + 1)-variat lineariseret polynomium og
efterfplgende en orden pa (L + 1)-variate lineariserede polynomier.

a b
Definition 8.9 (Total orden pa monomier). Lad x? og xj veere givet. Hvis

deg(k_l)L(:L‘g-a) < deg(k_l)L(xzb) sa siges w?a < a:%b. I tilfeelde hvor

a b

deg(p_1y(x] ) = deggp_1yL(F) (8.11)

a b
og j < h defineres at 2 < xj . Hvis j = h i (8.11) er der tale om samme

b

q* _ g
o=y

monomium og heraf er z

Eksempel 8.10. Lad Q(xg,x1,x2) = :L‘gs + xgo + i € fq‘% veere givet. Vi
gnsker at bestemme det ledende monomium i () for £ = 2. Fra definition
fas at

3

0
degp_1y(zg ) =0, degy_yy(zg)=3 og degy_y(23) =3.

Monomierne :1:83 og x4 har samme (k — 1) L-vaegtet grad, men da 0 < 2 fglger

3 0 3
af definitionen at 2 < x. Monomierne i @ kan derfor ordnes z{ < z{ <
zd og heraf ses at LM(Q) = zd. A
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Vi udvider fra monomier til at betragte (L + 1)-variate lineariserede
polynomier. Lad f,g veere to (L + 1)-variate lineariserede polynomier og
antag at deg(,_1y,(f) = degg_1).(g). Der geelder s at

max{do(f),k —1+di(f), (k= 1)2+da(f),..., (k= 1)L +dr(f)}
g)7k -1+ dl(Q)? (k - 1)2 + d2<g)7 ) (k - I)L =+ dL(g)} )

hvorfor der findes ¢, j € {0, ..., L} saledes at (k—1)i+d;(f) = (k—1)j+d;(g).
Dette kan omskrives til d;(f) = d;(g) + (k — 1)(j — 7). Antag uden tab af
generalitet at ¢ < j s giver definition [8.9] at

= max{dp(

s d;j(g)+(k—1)(j—4) d;(9)
x?dm:xfjg i <x319’
sa LM(f) < LM(g). Her er det muligt at ordne f og g pa trods af lighed i den
(k — 1) L-vaegtet grad. Hvis ¢ = j s har f og g samme ledende monomium
og i dette tilfzelde er det ikke muligt at sammenligne de to (L 4 1)-variate

lineariserede polynomier.

Ovenstéaende giver anledning til en orden pa (L + 1)-variate lineariserede
polynomier.

Definition 8.11 (Orden pa (L + 1)-variate lineariserede polynomier). Lad
f(zo,21,...,21) og g(xo,z1,...,21) veere (L + 1)-variate lineariserede po-
lynomier. Hvis deg,_1)1(f) < deg(,_1)1(g) s& geelder at

flxo, 21, ... 2p) < g(wo, 21, ..., 2L) . (8.12)

I tilfeelde hvor deg(,_1y.(f) = degp_1)r(g9) men LM(f) < LM(g) geelder
(8.12). Safremt LM(f) = LM(g) siges f og g at veere ikke-sammenlignelige.

Det fglgende lemma vedrgrende ikke-sammenlignelige (L + 1)-variate li-
neariserede polynomier er tilsvarende lemma fra afsnit

Lemma 8.12. Antag at f(-) og g(-) er to ikke-sammenlignelige (L + 1)-
variate lineariserede polynomier under orden <. For et passende valgt v €
Fym kan da konstrueres en linear kombination h(-) = f(-) + vg(-), hvorom
det geelder at h(-) < f(-) og h(:) < g(-).

Tilsvarende algoritme [3] er idéen bag algoritme [ iterativt at konstruere
L + 1 forskellige (L 4 1)-variate lineariserede polynomier, som alle opfylder
, for til sidst at udveelge det polynomium, som er mindst under den
fastsatte orden. For at kunne konstruere et (L + 1)-variat lineariseret poly-
nomium har vi brug for lgbende at evaluere de konstruerede polynomier i
interpolationspunkterne. Til dette defineres en maengde af funktionaler D;
fori e {1,...,|P|}, som tager et (L+1)-variat lineariseret polynomium som
input og givet et output i Fym.
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Definition 8.13. Lad Q(z,y1, .. .,yr) veere et (L+1)-variat lineariseret po-
lynomium og lad (x4, yi1,...,¥i1) € Fqu?f ! Da er funktionalen D; defineret
ved

Di(Q) = Q(4,Yi1,s-- - ¥i,r) = Qo(xi) + Qu(yin) + ... +Qr(vir) -

For hver funktionale D; antag at K; er kernen af D;. Det vil sige at Kj;
indeholder alle de (L + 1)-variate lineariserede polynomier, som evaluerer til
nul i punktet (z;,vi1,...,%i,1) € Ffﬁ{l. Definer K; = K1 N Ky N ---NK;,
sd gnsker vi med algoritme [4] at bestemme det interpolationspolynomium
Q € K|p|, som er minimalt under orden <.

Lemma 8.14. En funktion ifm som er minimal under orden < er entydig
op til en skalar. [XYS11, Lemma 1]

Bevis. Antag at bade f og ¢ er minimale i ?IPI' Sa ma de have samme
ledende monomium, hvorved de er ikke-sammenlignelige. Fra lemma [8.12
folger sa, at der findes et (L 4 1)-variat lineariseret polynomium h = f +~g,
som opfylder, at h < f samt h < g, og som desuden fra konstruktionen er
minimalt i ?\PI' Men dette er i modstrid med antagelsen om, at f og g er
minimale i FIP\' Heraf ma h = 0, og derfor er f og g ens op til en skalar. [

Udover at vide om et givent (L + 1)-variat lineariseret polynomium
Q(zo,x1,...,xr) er minimalt under orden <, er vi ogsa interesseret i at
have kendskab til hvilken variabel, der indgar i det ledende monomium i @,
nar () er minimal. Lad L(x) € Zm[x] sa defineres funktionen ind(-) i dette
afsnit ved ind(L(z) o z;) = j og ind(Q) = ind(LM(Q)). Funktionen, ind(-),
indikere altsa hvilken variabel som indgar i det ledende monomium i Q.

Desuden defineres meengden S; = {Q € Lym |z, 21,...,21] | ind(Q) =
j}. Meengden S; bestar altsa af alle de (L 4 1)-variate lineariserede polyno-
mier hvis ledende monomium er i variablen ;.

I algoritme |4| benyttes notationen j* til at indikere hvilket polynomium
blandt en meengde af polynomier, som er minimalt under ordenen pa (L+1)-
variate lineariserede polynomier. Lad h; g, hi1,. .., hin veere forskellige (L +
1)-variate lineariserede polynomier, hvor n < L. Vi gnsker sa at bestemme
det j € {0,...,n}, som opfylder at h;; < h;4 for alle g # j, hvor g €
{0,...,n}. Heraf notationen

J ={j€eH | hij=<hgfor g#jhvor ge H},

hvor H € {0,1,...,L}.
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Algoritme 4 Konstruktion af et (L + 1)-variat lineariseret polynomium;
Lvar(B).
Input: Interpolationspunkter P = { (z1,y1,1,- -, Y1,L)s - - > (TP} Yp|15
- YpLL) EW.
ho,o = x;
for j=1,...,L do
ho.; = yj;
end for
fori=0,...,|P|—1do
for j=0,...,L do
hit1,j = hig;
Aty = Diy1(hij);
end for
H = {j|Ai15 # 0};
if H # () then
J ={j € H|hi; < higq for g # j hvor g € H};
for j € H do
if j # i* then
hiv1j = Air1jehij — Digajhige;
else if j = j* then
hit1j = Diy1(hi)? = Diga((hig)?)hig;
end if
end for
end if
end for
Q= {h|p|7j | h|p|7j =< h|P|,g for g # j hvor g € {0, .. .,L}};
Output: Et (L + 1)-variat lineariseret polynomium Q(x,y1,...,yr) =
Qo(z) + Q1(y1) + ...+ Qr(yr)-
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Til at bevise at output af algoritme [4| altid er et @ € Fl'p|, som er
minimalt under orden <, defineres fglgende for hvert iterativt skridt i €

{1,...,|P|};

Ti,j = FZ‘QS]‘ og
hz"j = hrg%?]{h}7 (8.13)

hvor minimum i refererer til orden pa de (L + 1)-variate lineariserede
polynomier. Desuden defineres Tp ; := Zm[]N.S;. Som naevnt tidligere kon-
struerer algoritme [4|sidelobende L+1 forskellige (L+ 1)-variate lineariserede
polynomier. Vi gnsker at vise at disse polynomier specielt opfylder (8.13])
for j € {0,..., L}, nar tilfeeldet er at polynomiet h;;1 ; altid konstrueres fra
h; j forudsat at en begyndelsesveerdi for hg ; er givet.

Lemma 8.15. Fori e {0,...,|P| -1} gelder at hiy1; konstrueret i algo-
ritme |4 er minimal under orden < i T ;. [XYS11, Lemma 2]

Bewvis. Dette vises ved induktion efter 1.

Basisskridt: Indledningsvist definerer algoritmen de lineariserede po-
lynomier hgg = x og ho; = y; for j € {1,...,L}. Der gelder for disse
lineariserede polynomier at hg; er minimal i S; for j € {0,...,L}, da der
ikke findes polynomier hvis ledende monomium er et monomium i variablen
x eller y; som har mindre grad. Heraf er hg; minimal under < i Tp ;.

Induktionsantagelse: Det antages at for i > 0 er h; ; minimal i 75 ;.

Induktionsskridt: Algoritme kan konstruere polynomiet h; 1 j pa tre
forskellige mader ud fra h; ;. Vi viser efterfglgende at i alle tre tilfeelde er
hiy1,; minimal i 771 ; under induktionsantagelsen.

1. Hvis hi,j S Tz‘+1,j sa& defineres hi—i—l,j = hl‘,j. Da hi,j er minimal i TiJ
og da Ti11,; CT;; sa er hj41,; ogsd minimal i T;11 ;.

For alle de j € {0,...,L} hvorom det geelder, at h; ; ¢ Tj;1;, bestemmer
algoritmen det polynomium, som er minimalt under orden <. Dette poly-
nomium betegnes h; ;.

7. Hvis hiﬂ‘ 75 h@j* sa defineres hi-l—l,j = Di+1(hi7j*)hi7j — Di+1(hi7j)hi7j*.
Denne konstruktion giver at Dji1(hit1,;) = 0, hvorved hiyq; € Kit1.
Da h; j« < h;; sa er graden af h; ; bevaret siledes at ind(hiy1,;) =
ind(h; ), hvilket betyder at h;41,; € Sj, hvorved hiy1; € Tit1,5. Des-
uden, da h; ; er minimal i T} ; er h;;q j ligeledes minimal i T} ;, og da
T’iJrl,j C E,j sa ma, hi+1,j 0gsa veere minimal i 1—;;+1’j.
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iti. Hvis h; j = h; j« sa konstrueres h;q j+ ved
hiv1,j+ = Dig1(hij+)(hij=)? — Dig1((hij=)?)hi= -

Denne konstruktion giver at Djyi(hit1;+) = 0, s& hijp1+ € Kiq1.
Desuden, da h; j« € K; s& geelder at (h; ;«)? € K;. Dette medferer at
for k < i er Dg(hjt1,4+) = 0, hvorfor hiy1 j« € K;t1. Dette betyder
yderligere at hi+1,j* € T%+17j*.
Det antages modssetningsvist at der findes et fi4q1 j+ € Tj11 4+, som
opfylder at

fit1,5= < g5+ (8.14)

Da T;y1,+ C T;;« sa geelder at fiy1+ € T;,+. Polynomiet h; j« er
minimal i 75 j«, s& degy_1)1(hij*) < degg_q1yr(fi+1,5+). Bemaerk at
LM(hH_Lj*) = LM((hiJ‘*)q) sa (8.14) giver at

deg(kq)L(hi,j*) < deg(kfl)L(fi-H,j*) < deg(kfl)L((hiJ*)q) . (8.15)

Den skarpe ulighed i folger af at bade fiy1,j+ og (hi -)? ligger
i Sj, s& de ma& have ledende monomium i samme variabel, men hvis
LM( fit1,5+) = LM((h; +)?), sa er de ikke-sammenlignelige, hvilket er
en modstrid med (8.14). Desuden da h; j«, (hij+)? € Sj+, sa findes intet
fi+1,;+ € Sj+ som opfylder at

deg(kq)L(hi,j*) < deg(kq)L(fiH,j*) < deg(kq)L((hi,j*)q) .

Heraf er den eneste mulighed at LM( fi+1,5+) = LM(h; ;+). Fra lemma
folger sa at der findes et polynomium h = fiy1 j+ +vhi = € T; j+,
for v € Fym, hvorom der geelder at h < h;;+. Dette er en modstrid
med at h; j« er minimal i 7; j«. Heraf findes fj1q j+ ikke og hjtq j+ er
minimal i 7511 ;+.

O]

Seetning 8.16. Det (L+1)-variate lineariserede polynomium Q(x,y1,...,yr)
som er output af algom'tme med input P er minimal under orden < iF|p|.

Bewvis. Output af algoritme [4] er det polynomium som er minimal under <
i maengden {h‘pw,h‘pu,...,h‘p‘7L}. Lad @ veere dette polynomium. Fra
lemma, geelder, at for hvert j € {0,...,L} er hyp|; minimal i Tjp| ; =
K\p NS;. Da alle hyp; er indeholdt i Kp|, og da () er minimal blandt
alle h|7>"j ma () veere indeholdt i Kp. Desuden, da Sy U S U---U S =
c.gqm [.’E,yl, v ,yL] sa er Tifpl’o U ﬂle y---u I]PLL = ?‘ph og heraf ma Q
veere minimal under < i Kpj. O
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I det folgende eksempel illustreres algoritme

Eksempel 8.17. Lad en mangde af interpolationspunkter veere givet ved

P = {(10000,01010,11100), (11010, 10110, 11000), (01100, 01110, 01000),
(00010, 00110, 10010), (00100, 10100, 11110)} C F3; |

og antag at k = 2. Legemet Fos er, som i tidligere eksempler, konstrueret
over det irreducible polynomium z® 4+ 23 + 1 € Fa[z]. Vi benytter interpola-
tionspunkterne til at konstruere Q(x,y1, y2).

Algoritme [4] definerer indledningsvist tre lineariserede polynomier, som
hvert betragtes som et tre-variat lineariseret polynomium.

hoo:=x; hoi:=y1; hoa2:=y2;

For i = 0 betragtes det fgrste interpolationspunkt; Py = (10000, 01010, 11100).
Algoritmen definerer da

hio = hop = x; A1 = Di(hop) = o
hi1 = ho1 = yi; Ay = Di(ho) = @® +
hi2 == ho2 = yo; A1 = Di(ho2) = a* + o® + o

Da Ay o,A11,A12 # 0 defineres H = {0,1,2}. Vi skal bestemme hvilket

polynomium hg; for ¢ € H, som er minimalt under ordningen <.

deg(p—1)r(hoo) = max{0,2—-1-00,4—2—00}=0;
deg(k_l)L(hovl) = max{_oov 2 - ]- + 0,4 - 2 — OO} = 1,
deg(p_1y(ho2) = max{-00,2~1-00,4—2+0}=2;

Heraf ses at j* = 0. De tre polynomier redefineres fglgende;

hio = o*z?+ Di(x)x = a'z? + (o + a® + a)x;
hia = atyr + (@2 + @)z = (o® + o)z + a'y;

4 4 3 2N (A 3 2 4, .
hia = a*ya+ (" +a’+a)z = (" +a’ + o)z + a”ys;

For i = 1 betragtes det andet interpolationspunkt; P; = (11010, 10110, 11000).
Ovenstaende procedure gentages.

hao:=hip= atz? + (a4 +ad + a)x; Ag g = Da(h1p) = ot +a+1;
hop:=hig = (o + o)z + aty; Aoy :=Dy(h1y) = ot +a+1;
hoo i=h1o = (o’ + o’ + )z + ay; Ao = Dy(h12) = o’ +a® + I
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Igen er H = {0, 1, 2}.

deg(k—l)L(hl,O) = max{l,2—1—-00,4—2— 00} =1;
deg(_1yp(h11) = max{0,2-1+0,4—2—o0}=1;
deg(k—l)L(h1,2) = max{0,2—-1—-00,4—-2+40} =2;

Det ses at hi o og hi,1 har samme (k — 1) L-veegtet grad sa det er ngdvendigt
at sammenligne de ledende monomier i hq o og hi,1 for at afggre ordningen.
Det ses at LM(h10) = 29 og LM(h;1) = y1. Fra definition haves sa at
9 < y1, da x er ordnet fgr y;. Dette medfgrer at hio < hi1 sd j* = 0.
Redefineringen bliver,

hao = a'0a827 4 101027 + DQ(asqu + o929 (atz? + oBx)
= (ot+a®+ l)acq2 +(@*+a® +a+1)z7+ (o + 1)z;
hoy = a'a®z+a'y;) +a'%a’z? + o)
= (a1t (a+ D+ {0+ Dy
hao = a0z +a'ys) +a'3(a*z? + o)

= (@ 4+ + (P + P+ +a+ Dz + (a+ 1y

For i = 2, 3,4 gentages det ovenstdaende igen. Afsluttede opnéas at

hso = (a®+a?+ a)z? + (0 +a+ D)2 + (@ + a+ 1)z
+(@® +a+ 127 + (0® + a + D2l + (o® + D
hsp = (a+1)z?+ (a+ 1)z + (o + 1)ys;
hsa = (a*+a®+a+1)2? + (@' +a?+a+Dz+(a*+a®+a+1)y;

For at afggre hvilket polynomium som bliver output af algoritmen undersg-
ges den (k — 1) L-veegtet grad,
deg(y_1)r(hs0) = max{5,2—1-00,4—2—00}=5;
deg(p_1)r(hs1) = max{l,2-1+0,4—-2—o0c}=1;
degp_1)r(hs2) = max{2,2—-1-00,4-2+0}=2;
Heraf ses at hs; har mindst (k — 1) L-veegtet grad, sa
Qz,y1,y2) = (@ + 127 + (a + 1)z + (o + 1)yy;
A

Bemerkning 8.18. Fra lemma folger at polynomiet Q(z,yi,y2) kon-
strueret i ovenstaende eksempel er entydigt op til en skalar. Heraf fglger at
polynomiet

Q(z,y1,92) =21+ +y1,
ogsa er minimalt under orden < i FW’I' I nogle tilfeelde kunne en simplifice-
ring af () veere at foretrackke og dette er heraf ogsa muligt.
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8.2.2 Lgsning af Ligningssystem

Det multivariate lineariserede polynomium

Q(x,y1,...,yL) = Qo(z) + Q1(y1) + -+ Qr(yL)

kan ogsd bestemmes ved at lgse ligningssystemer. Dette skyldes, at koef-
ficienterne i Q(x,y1,...,yr) skal bestemmes ud fra en mangde af inter-
polationspunkter (z;,y;1,...,y;1) € P for j € {0,1,...,|P| — 1}, sdledes
at Q(zj,Yj1,--.,y;0) = 0. I det fglgende gennemgar vi en metode til at
bestemme @ ved hjeelp af lgsning af ligningssystemer.

Det antages at hvert @Q; for i € {0,..., L} hgjest har grad ¢ k=11,
hvilket vil sige at @ hgjest har grad ¢™!. Saledes gzelder der, at hvert Q;
hgjest har m — i(k — 1) koefficienter, z;0,2i 1, 2 m—i(k—1)—1, sSom skal
bestemmes, hvor z;; hgrer til monomiet af grad ¢' i Q;. Heraf har Q hgjest

L(L+1)

5 (8.16)

L
> m—ilk—1)=m(L+1)— (k—1)
i=0
koefficienter, 200, ..., 20,m—1,21,0, - - - s ZLm—L(k—1)—1- Her gelder der, at ko-
efficienterne zp; hgrer til monomier af typen 27 for | € {0,...,m — 1},

l
mens koefficienter af typen z;; for i € {1,..., L} herer til monomier y{ for
1€{0,...,m—i(k—1)—1}. Koefficienterne kan saledes ud fra deres tilhg-
rende monomier opstilles i en orden ved at bruge ordningen givet i definition

Det vil sige der fas
20,0 < 201 < < ZLm—L(k=1)—1 » (8.17)

som en ordning af koefficienterne. Vi samler koefficienterne i en 1 x (m(L +
1) — (k- 1)@) vektor i reekkefplgen givet i (8.17), sdledes at forste
komponent i vektoren er zpo. Ved denne ordning af koefficienterne har vi
senere lettere ved at bestemme et multivariat lineariseret polynomium af
mindst mulig grad.

Interpolationspunkterne i P har laengden L + 1, og disse skal udvides til

punkter af leengden m(L+1) — (k — 1)%“) Dette ggres ved at bestemme
veerdien af monomierne hgrende til koefficienterne i (8.17)), for hvert punkt

(j,91,---,Y51) € P, og samle disse i en (m(L +1)— (k- 1)%) x 1

vektor. Altséa for et punkt (x,y;1,...,9;.) € P fas

q gm—Lk—1)-1 T
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hvor komponenterne er placeret, sialedes at de passer med rakkefglgen af de
tilhgrende koefficienter i (8.17)). De nye punkter p; for j € {0,...,|P| -1}
samles i en (m(L +1)— (k- 1)@) X |P| matrix;

P = [Po p1 - P|7>\71} :

Af ovenstéende fas siledes et ligningssystem

|:Z(]’0 ZO,l ZL,m—L(k;—l)—l} P: [0 0 O]’

som omskrives til
T T T
P [Zo,o 20,1 " ZL,m—L(k—l)—l} =[00---0" . (8.18)

Ved at reducere P" kan en lgsning for koefficienterne i Q bestemmes. Hvis
der gaelder, at m(L+1) — (k—1) 2 > || fis desuden altid en ikke-triviel
lgsning og herved er @) ikke-nulpolynomiet. Nar @ ikke er nulpolynomiet
s& kan den raekkereducerede af PT opskrives pa parameterform, hvorfor

koefficienterne til Q kan fastsaettes.

Falgende eksempel illustrerer, hvorledes et multivariat lineariseret poly-
nomium () bestemmes ud fra en maengde af interpolationspunkter.

Eksempel 8.19. Lad L = 2, g = 2, m = 5, k = 2 og lad interpolations-
punkterne vaere givet ved

P = {(a470[2970424)7 <a87a277a17) (alﬁ 37043)7 (04,0415,046), (a2,a30,a12),
( 7

2
(6
) )
(0670467047)7 (a2’a127a14) 4,0424,C¥28 25 7(0416704370419)} )

, (o ), (0%, 0!,
Da L = 2 skal der bestemmes et 3-variat lineariseret polynomium Q(x, y1, y2)
og af (8.16) skal 5(2+1) — (2 — 1)@ = 12 koeflicienter bestemmes. Da
|P| = 10 < 12 fas, at der kan bestemmes en ikke-nullgsning til Q. Af (8.17))

fas at ordningen pa koefficienterne bliver

20,0 < 20,1 < 21,0 < 20,2 < 21,1 <220 <20,3<?212<221<2,4<213<222.

(8.19)
Ud fra punkterne i P bestemmes de udvidede punkter af formen
3 27T
pj=lz; ol g oyl ol

hvor komponenterne er ordnet pa tilsvarende made som koefficienterne i
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(8.19) for j € {0,...,9}.
-4

a O(8 0[29

068 OélG 0[27

Oél6 a a23

a la2 ot

pT o2 lat 30
e a2 af

a? 044 0412

od | ad ot

048 Oél6 0417
L alb | a P

Heraf fas

QR QLo oL R R

o = 00 N —
(=)

—_
=]

N

[N}
N

S L L Qo Q0 00 pQ Do PR

=)}

W o= N =N W =N
N RN O O ot W

QR LR L L L LR R K
NN~ R O W o~ N
ot 0 (] ~J N

—
©

C L QLo LR Qo LR
0 W~

W~

[N}

[ee]

[

—
(=2}

—
D

Q LR LR L LR oL
S e R SR T I T O
9K 3 S S o ow

[y
N

0417 042 a15 a3 7
a3 a4 a30 aG
OéG 048 a29 Oél2
al? OélG a27 a24
0624 a 0423 0417
0414 a16 al? a28
a28 a 043 a25
a25 042 a6 a19
a19 Oé4 0412 047
047 a8 a24 a14 |

De lodrette linjer indikere at koefficienterne er delt op efter hvilken (k—1)L-
veegtet grad deres tilknyttede monomier har. Ved at reducere P T fas

PT

og ved at omskrive dette til parameterform fas

reduceret —

20,0
20,1
Z1,0
20,2
Z1,1
22,0
20,3
Z1,2
22,1
20,4
Z1,3
22,2

—_

[eoBlen Bl e B en B o B e M o I el @)

o

el elNeloNeNeoloNel

[lelelNoBoNol =]

)

SO O R PR ORF OO F,OO

OO OO o+ O OO

)

S oo o R OO OO

)

+b

o

SO DODO OO OO

O = OO = OO kMO = =

)

SO Hr OO oo oo

)

s}

OO Hr OO oo oo

[an}

OO = O OO O

hvor 291 = a, 204 = b 0g 222 = c. Idet der gnskes
polynomium af mindst mulig grad sattes b, ¢ = 0 og der fas

hvor a € Fgm. A
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8.2.3 Kompleksitet af Algoritme versus Ligningssystem

Kompleksiteten af algoritme [4] er domineret af antallet af interpolations-
punkter. I [XYS11] fastseetter de at kompleksiteten af algoritme 4 til at
vaere O(L2m?2(t + £)0).

Ved Gauss elimination har koefficientmatricen stgrrelsen

L(L+1)) |

P (m(z+ 1) = (b= )™,

Vi vil senere komme ind péa at interpolationspunkterne er konstruereret fra et
modtaget underrum U, hvis dimension er r = {4t — p, hvor ¢ er dimensionen
af det afsendte kodeord, ¢t er dimension det tilfgrte fejlrum og p er bestemt
af sletningsoperatoren. Da |P| < m(¢ + t) fas at kompleksiteten af Gauss
elimination er

0, <m2(£ +1)? (m(L +1) — (k- 1)L(L2+1))> . (8.21)

Bemeerk at
LPm2(t+ 00 er  OL*m?*(t +0)2*(k —1)).

Der geelder at m—L(k—1)—1 > 0, da graden af det lineariserede polynomium
Qr(-) ikke ma vaere negativ. Heraf folger at

L*(k—1) < (L+1)(L(k—1)+1)
< (L+1)Q2Lk—1)+2—-L(k—1)) < (L+1)(2m — L(k — 1))

< 2(m(L+1) - (k—1)

L(L+1)),

s L2m2(t+0)2(k—1) er O (m(£+ 1)% (m(L + 1) — (k = 1)) ). Heraf
geelder, at

L*m*(t+00 er O <m2(£+ t)? (m(L +1)— (k- 1)L(L2+1)>) .

Algoritme [ er derfor mere effektiv til at bestemme det multivariate linea-
riserede polynomium end lgsning af ligningssystemer. [XYS11]

8.3 Lgsning af Ligninger over Ringen af Linearise-
rede Polynomier

Lad et bivariat lineariseret polynomium Q(x,y) pa formen

Q(z,y) = Qo(x) + Q1(z) oy + -+ Qr(x) 0y, (8.22)
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veere givet. Her er Q;(x) et lineariseret polynomium over Fym fori € {0,..., L}
og y er en variabel i ringen .} [x]. Vi preesenterer i det fplgende en algoritme

fra [MV12] som finder alle r¢dderne y € £F[z] i Q(z,y) med grad hgjest
k—1
gt

Bemerkning 8.20. Formen af Q(z,y) i (8.22) kan betragtes som formen
for et bivariat lineariseret polynomium, da de lineariserede polynomier @;
for i € {1,..., L} alle atheenger af variablen y. Den lineszre egenskaben for

lineariserede polynomier medfgrer at y° er et nyt lineariseret polynomium,
og heraf er Q;(y°") igen et lineariseret polynomium, hvorved summen

Qi(x)oy+ -+ Qp(x) o y*

ogsa kan betrages som et lineariseret polynomium, der kun afhsenger af
variablen y € .L”qk [z]. Heraf kan Q(x,y) i (8.22) omskrives til formen angivet

i ligning (|5.6]).

I dette afsnit betyder formuleringen “et polynomium p er dividerbart
med 2?7, at der findes et andet polynomium p’ som opfylder at 2 o p/ =
(p')9° = p. Divisionen er altsd med hensyn til kompositionen o. Heraf siges
Q(z,y) at veere dividerbart med z?, hvis der for alle i € {0,..., L} geelder
at Q;(z) er dividerbart med 27", altsd (Q’(z))? = Q;(z). Vi definerer da

Qus(z,y) = Qp(z) + Qi () oy + -+ + Q) o y°" .

Hvis Q(z,y) er givet pa formen og Q(x,y) ikke er nulpolynomiet
s& kan algoritme |5| benyttes til at finde rgdderne y € ,,iqu [z] 1 Q(z,y). Som
input kraeves Q(z,y) # 0, det k som definerer hvilken ring rodderne gnskes
fundet i, og et A som indikerer hvor mange gange algoritmen allerede er
gennemlgbet rekursivt. Indledningsvist vaelges derfor altid A = 0.

I det fplgende bevises at meengden A produceret af algoritme [5| bestar
af alle rgdder y € .,quk [z] i Q(z,y). For hvert rekursivt gennemlgb af algo-
ritmen redefineres polynomierne @, Qs og H. Antag at det aktuelle kald af
algoritmen er LRR(Q(z,y),k,\). For A=1i € {0,...,k — 1} defineres

Pi(z,y) = Q(z,y); Ti(z,y) = Qus(z,y);  Hi(z,v) = H(z,7); (8.23)

Bemaerk at ved forste gennemlgb af algoritmen er Py(z,y) = Q(z,y) per
antagelse et ikke-nulpolynomium. Desuden, hvis P; er ikke-nul sa fglger, at
T; er ikke-nul som medfgrer, at P+ er ikke-nul. Heraf er P; og T; ikke-
nulpolynomier for i € {0,...,k — 1}. Desuden giver dette faktum, at s i
algoritme |§|, som benyttes til konstruktion af @, altid er veldefineret nar
input med A =0 er Q(x,y) # 0.
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Algoritme 5 Lgsning af ligninger over ringen af lineariserede polynomier,
LRR(Q(z,y), k, )
Input: Et bivariat lineariseret polynomium Q(x,y), ¥ € N samt \ €

NuU {0}.

if A =0 then
A =0

end if

Definer s til det sterste heltal som opfylder at Q(z,y) er dividerbart med
29
H(xa 7) = %Qis(mv 7‘1.);
Z :=A{y € F4|H(0,7) =0} ;
for all y € Z do
uy = ;
if A <k —1then
A= AULRR(Qs(x,y? +vz), k, A+ 1);
else if Q(x,ug_1z) =0 then
A= AU {upa? +uazd 4 -+ up_gz? )
end if
end for
Output: En maengde A C ,,Z”qk [z] bestaende af lineariserede polynomier

pa formen L(z) = Y ¢4 w;z?

Lemma 8.21. Lad A vere output af algoritme [5 med input (Q(z,y), k, A =
0). Da er ethvert element i A en rod i Q. [MV12, Lemma 17]

Bewvis. Lad

L(z) = oz +uyz? + -+ up_gz?

veere et element i A. Definer ¢;(x) for i € {0,...,k — 1} ved

k—i—1
bi(r) = wixr + w1 x? - Fup_gz?

Da wu;’erne er elementer i Fy sa geelder at ¢; = ¢f 1t uww. Vi gnsker at
vise at ¢; er en rod i F; ved hjeelp af bagudgéende induktion efter i =
k—1,k—2,...,0. Hvis dette er tilfeeldet, sa er ¢pg = L(z) rod i Py = Q(x,y)
og det gnskede er opnaet.

Basisskridt: Lad i = k — 1 sa geelder at ¢p—1 = ug_12. Da L(x) per
antagelse er indeholdt i A og da A = k — 1 fglger af else if-leddet sidst i
algoritme 5| at 0 = Q(x,ux_12) = Pr_1(x,up_1x). Heraf er ¢,_1 en rod i
P._.

Induktionsantagelse: Antag at ¢; 41 er en rod i P;y1 for i < k — 1.
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Induktionsskridt: Vi gnsker at vise at ¢; er rod i F;. Betragt
Pi(x,¢1) = (Tilz,6:))"
= (Ti(z, 61 +ui))”

Der geelder at T;(z, ¢f | + uix) = Piy1(z, i) sé

S

Pi(z,¢;) = (Piq1(z,¢i11))? =0,

da P;11(z, ¢i+1) = 0 per induktionsantagelse. Heraf er ¢; en rod i P;. Samlet
giver det ovenstaende at ethvert element i A er en rod i Q(z,y). O

Lemma 8.22. Lad Q(z,y) vere givet pa formen (8.22), lad

k—1

L(z) = for + fiz? 4 -+ fr_z®
og lad
1

Da er koefficienten horende til x i Q(x, L(x)) lig med H(0, fo). [MV12, Lem-
ma 16]

Bevis. Betragt L°(xz) = fo(LY) + fi(Lo71)9 4 o 4 fr_y (Lo 1)d" "
Der geelder at koefficienten hgrende til z i L° er lig f¢. Betragt desuden
Q(z,L(z)) = Qo(x) + Q1(x) o L(x) + --- + Qr(x) o L°F(x), s& geelder at
koefficienten hgrende til = i Q(z, L(x)) er koefficienten hgrende til x i

Qo(x) + Q1(for) + -+ Qu(fix) .
Observer yderligere at
zH(z, fo) = Q(x, for) = Qo(z) + Q1(for) + - + QL(fy'x) -

Koefficienten hgrende til x i H(x, fo)x er konstant leddet i H(z, fy), som
praecist bestemmes ved H (0, fo). Heraf er koefficienten hgrende til z i Q(z, L(z))
givet ved H (0, fo). O

Lemma 8.23. Lad

L(z) = for + fizt + -+ fr12? € LFla],
vere en rod ¢ Q(x,y). Lad P;,T; og H; vere defineret som i (8.23). Der
geelder fori € {0,...,k—1} at

1. Polynomiet ¢; defineret ved
i—1

k—
¢i = fix + fip1x?+ -+ fr_2? ;

er en rod i Pi(z,y).
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ii. H;(0, ;) = 0.
[MV12, Lemma 18]

Bevis. Fra definitionen af P; og T; geelder at Py = Q(z,vy),

Pl(x7y) = (1—1Z($7y)>(15I og Rj.‘.l(l’,@j) = ﬂ(.%',yq + flx) 5

hvor s; er det stgrste heltal som opfylder at P;(z,y) er dividerbart med z7™.
Desuden er H;(z,v) = 1T;(z, yx). Vi viser folgende del i. ved induktion efter
T.

Basisskridt: For ¢ = 0 er ¢g = L(z). Per antagelse er L(x) en rod i
Q(xa y) = PO'

Induktionsantagelse: Antag at ¢; er en rod i Pj(z,y) for 0 < i < k—1.

Induktionsskridt: Bemeerk at ¢; = ¢§+1 + fix, s& y = ¢;41 er en rod
i Pj(x,y?+ fix) per induktionsantagelse. Da T; er defineret ud fra P; fglger
at y = ¢;y1 ogsa er en rod i Tj(z,y? + fiz) = Piy1(x,y).

For at bevise del 7i. observer at
Pi(z, ¢i(x)) = Ti(x, ¢i(x))" =0,

medforer at T;(x, ¢;i(z)) = 0. Fra lemma folger at koefficienten hgrende
til 2 1 T;(x, ¢i(x)) er lig med H(O, f;). Da T;(x, ¢;(x)) er nulpolynomiet ma
H(0, f;) = 0. O

Lemma 8.24. Lad A vere output af algoritme [5 med input (Q(z,y), k, A =
0). Da er enhver rod i Q indeholdt i A. [MV12, Lemma 19]

Beuvis. Lad
L(z) = for + fre? + -+ fra? € LFa],

vaere en rod i Q(x,y). Vi onsker at vise ved induktion efter i for i €
{0,...,k — 1}, at der findes en rekursiv fglge i algoritme |5, hvor gennemlgb
i kalder LRR med parameterne (P;, k, ).

Basisskridt: For ¢ = 0 haves det indledende gennemlgb af algorit-
me [5| Her er Py(z,y) = Q(z,y) sd algoritmen kaldes med parameterne

(P()(:E,y), k, 0)'

Induktionsantagelse: Antag at for 0 < ¢ < k — 1 haves gennemlgbet
LRR(P;, k,1).
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Induktionsskridt: Fra lemma er H;(0,f;) =0sa~y = f; eren af
rgdderne i Pj(z,y). Da i < k — 1 per induktionsantagelse sé fas ved det
naeste rekursive kald med v = f; og A =i at

(Ti(z,y? + fiz), b, A+ 1) = (Py1(z,y), ki + 1)
Heraf er det gnskede vist.

Nar den rekursive fglge nar til det gennemlgb hvor ¢ = k — 1 sa felger af
lemma at Pr_1(x, fix) = 0 og sa tilfgjes L(x) til meengden A. O

Seetning 8.25. Lad Q(x,y) vere et bivariat lineariseret polynomium pa
formen (8.22)). Hvis (Q(x,y),k, A =0) er input i Algoritme@ sa producerer
algoritmen en maengde A bestaende af alle rodder i Q indeholdt i qu[x].
[MV12, Theorem 20]

Bewvis. Fra lemma fas at ethvert elementer i A er en rod i Q. Lemma
[8:24] giver at enhver rod i @ er indeholdt i A. Heraf bestar A af alle rodder
iQ. O
Eksempel 8.26. I afsnit eksempel blev det tre-variate linearise-
rede polynomium Q(z,y1,y2) = (o +1)a?+ (o + 1) + (a+ 1)y; konstrueret
ud fra en maengde af interpolationspunkter P. Ved at omforme dette poly-

nomium til et bivariat lineariseret polynomium kan vi benytte algoritme [f
til at finde nulpunkter i qu [x].

Lad y; = 3°! og yo = y°2. S& fas at
Q(z,y1,52) = Qz,y) = (a+ D)z’ + (a+ )z + (a+ Dzoy.

Input i algoritme 5] bliver s& Q(z,y) = (a+1)z?+(a+1)z+(a+1)zoy, k = 2
og A = 0. Da X altid bgr defineres til nul ved fgrste gennemlgb af algorit-
men konstrueres forst en tom meaengde A hvori de fundne beskedpolynomier
lgbende placeres. Da graden af Q1(x) er ¢° defineres s = 0 indledningsvist,
saledes at Qo(z,y) = (a+1)z?+(a+1)z+ (a+1)xoy. Polynomiet H(z,~)
bliver sa
H(w,v) = (a+ 127" + (a +1) + (a +1)7,

hvorved H(0,7) = (¢ + 1)+ (av+1)y. Herer y =1 enrod i Fy sa Z = {1}
ogup =1. DaA=0<k—1=1 sa gennemlgbes algoritmen igen, denne
gang med

Qr,y?" +vz) = (a+1)27+ (a+ 1)z + ((a+ 1)z) o (y? + y2)
= (a+ )29+ (a+ )20y = Q(z,y),

k=2 og X = 1. Da bade Qy og Q; har grad ¢ veelge s = 1, hvorved

Qu(x,y) =(a+z+(a+1)zoy.
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Sa bliver
H(z,vy):=(a+1)+ (a+ 1)y,

hvor v =1 er rod i H(0,7). Endnu en gang defineres Z = {1} og u1 = 1.
Da A =1 =k —1 s& undersgges hvorvidt Q(x,u1z) = 0. Dette er tilfeldet
da Q(z,u1x) = (a+1)z94 (a+ 1)z? = 0. Output af algoritmen bliver heraf

0 1 0
A=ugz? +uz? =29 +29.

Da A kun bestar af et enkelt polynomium, gaelder der, at @ kun har en rod
i ZF[x]. A
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Kapitel

Koder der er Anvendelige til
Liste-L-Dekodning

I kapitel [6] praesenterede vi en kodekonstruktion, hvor vi ved minimumsaf-
standsdekodning kunne dekode til det korrekte kodeord, sa leenge antallet af
fejl og sletninger var mindre end den halve minimumsafstand. Det vil sige at
det ud fra et modtaget underrum U kun var muligt at dekode til et kodeord.
I dette kapitel betragtes liste- L-dekodning, som dekoder til en liste af stgr-
relse maks L indeholdende underrum, som output U kan ga hen i. Heraf kan
minimumsafstandsdekodningen i kapitel [6] betragtes som liste-1-dekodning.

9.1 Konstruktion af MV-Koden

I dette afsnit laves en modifikation af KK-koden, som blev praesenteret i af-
snit denne modification er konstrueret af Mahdavifar og Vardy i [MV12],
og koden kaldes derfor MV-koden. Modifikationen bestar bl.a. af at udvi-
de rummet W, hvori kodeordene er indeholdt, saledes at kodeordene bliver
leengere. Dette medfgrer en gget fejlretningsevne for koden.

Tilsvarende KK-koden konstrueres forst et rum W hgrende til operator-
kanalen. Vi betragter derfor meengden A = {aq,...,ap} C Fym som bestar
af ¢ linezert uathaengige vektorer over F, og fastsaetter L € N. Rummet W
bliver saledes

W =span{A} @Fym & --- & Fym ,
L
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sa W er et vektorrum over F, med dimension /+Lm. En MV-kode bestar som
i kapitel [0] af en meengde underrum af W, kaldet kodeord. Konstruktionen
af kodeordene sker efter samme model som KK-koden, dog med enkelte
gndringer. Et kodeord konstrueres pa fglgende made;

1. Bestem en vektor af beskedsymboler af leengden k, givet ved u =
(ugy ..., up_1) € ]F’;.

2. For vektoren af beskedsymboler defineres et lineariseret beskedpoly-
nomium f € ZF[x], séledes

k-1
f(.%') = Z uiqu )
=0

hvis koefficienter svarer til beskedsymbolerne i u.

3. Ud fra beskedpolynomiet f(z) bestemmes kompositionerne
fOQ(J;)? f03($), ) fOL(x) .
Her geelder der, at f°'(z) € fg(k_l)ﬂ[x], for i € {2,3,...,L}.

4. For ethvert a; € A, for ¢ € {1,... ¢}, defineres en L + 1 tupel
(ai,f(ai),f°2(ai),...,f"L(ai)). Alle /¢ tupler er siledes et element

i W, og disse er linezert uafthezengige, da {aq,...,ay} er en linesert
uafhzengig maengde. Det vil sige at

V= {(a1 flan), . £ (@) oo (e Flan), o £ (ar) ) §

er et underrum i W af dimension ¢. Dette underrum er et kodeord i C.

Af 1. ses at legemet hvori beskedsymbolerne bestemmes er mindre end ved
KK-koderne, hvilket skyldes at vi gnsker lineariserede polynomier f(x) i
ringen .,quk [x], siledes at seetning er opfyldt.

Informationshastigheden for MV-koden konstrueret ved ovenstédende frem-
gangsmade er betydelig lavere end informationshastigheden KK-koden. Det-
te skyldes at valget af beskedsymboler er indeholdt i F, i stedet for Fym,
sa antallet af mulige kodeord i MV-koden er reduceret med en faktor m,
samtidig med at dimensionen af MV-koden er gget i forhold til KK-koden.
Informationshastigheden for MV-koden er fra definition [7.9]

log,(¢") k&
R= s tm) = v Im) - (9-1)

Vi definerer fglgende en kodes pakkehastighed.
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Definition 9.1. Pakkehastigheden for en kode C over [Fym, hvis kodeord har
dimension ¢ er givet ved

R — log,m [C]| _ log, |C]| ‘
L Im
I det folgende defineres en normal basis for Fgm over F,, sd vi kan udnytte
det faktum at beskedsymbolerne er over [, til at opveje reduceringen af
kodens hastighed. Forst betragtes en basis for Fym over F,.

Proposition 9.2. Lad Fyn vere et udvidelseslegeme over Fy. Da findes et
primitivt element o € Fgm sdledes at {a, al, ... 7aqm%} er en basis for Fym
over Fy. [MS77, Theorem 27]

Dette propositon giver mulighed for at definere en normal basis for Fgm.

Definition 9.3 (Normal basis for Fgm). Lad o veere et primitivt element
i Fgm. En basis for Fym over F, pad formen {a,aq, . .,oﬂm_l} kaldes en
normal basis for Fgm.

Heraf fas at en meengde A = {a}, hvor « er et primitivt element der frem-
bringer normal basen for Fym, kan udvides til meengden A’ = {o, a4, ..., d" ! }.
Da A’ er en basis over F, gaelder der at elementerne i A’ er linezert uatheen-
gige over F,. For et lineariseret polynomium f(x) € .Z,[z] haves at

k—1 ,

' — qt kol N kol i v j
f (aq]) = Zuz (aq]) = ;ui (aq) = (;0 uiozq) = f(a)? ,

=0

for j € {0,1,...,m—1},daw; € F;sa ufj = u;. Det vil sige at ved at sende
V = (a, f(@),..., f°F(a)) gennem operatorkanalen under antagelsen, at der
ingen sletninger finder sted, kan vi bestemme V' = (o, f(a?'), ..., f°X(a?))
for j € {0,...,m—1}, og herfra udlede de resterende elementer i normal ba-
sen. Dette gor at der ved dekodningen (se afsnit kan rettes flere fejl end
hvis det kun var muligt at bestemme V. Da den forbedrede fejlretningsevne
opnas ved kun at sende V gennem operatorkanalen forbedres pakkehastig-
heden for MV-koden.

Af ovenstaende idé betragtes i den restende del af dette afsnit kun koder,
hvis kodeord har dimension lig med en.

Vektorer af beskedsymboler, u € IF’; tages over i underrum V ved afbild-
ningen ew 4 : IF’; — P(W,1). Nar ew 4 er injektiv fas at underrummene V' er
forskellige, og underrummene kan derfor betragtes som kodeord. MV-koden
vil i disse tilfeelde veaere veerdimeengden af ew 4.
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Saetning 9.4. Lad o veere et element i Fgm 09 A = {a}. Hvis k < m sa er
afbildningen ew 4 : F’; — P(W,1) injektiv.

Bevis. Antag at kK < m. Vi gnsker s at vise at hvis to beskedpolynomier
afbilleder hen i det samme, sa er disse ens. Antag, at ew4(f) = ew4(g) og
definer h(z) = f(x)—g(z). Der geelder pr. antagelse, at h(a) = f(a)—g(a) =
0. Af den normale basis for Fym fas derfor at

h(a?) = F@)? — g()? = (f(a) — gla))” =0,

for j € {0,1,...,m — 1}. Af dette har h(z) i alt ¢"* nulpunkter, da ethvert
x € span{a, al, ... ,oﬂm_l} er nulpunkt for h(x). Da k < m geelder der heraf
at polynomiet A(z) har flere nulpunkter end dets grad og h(x) = 0. Af dette
fas at f(z) = g(x), og ew 4 er injektiv. O

Af ovenstéaende saetning fas at hvis & < m sa vil en kode C i P(W,1)
vaere vaerdimeengden for afbildningen ew 4.

Det fglgende eksempel illustrerer en konstruktion af en kode der kan
benyttes til liste-2-dekodning.

Eksempel 9.5. Vi gnsker at konstruere en kode bestaende af 1-dimensionale
kodeord over Fo, som kan benyttes til liste-2-dekodning. Vi kalder denne
kode for Cy. Definer A = {(10000)} C Fys og lad L = 2. Vektorrummet W
er da givet ved

W = span{(10000)} @ Fys ® Fys .
Dimensionen af W er 11 over Fa. Som besked veelges u = (1,1) € F3, siledes
at det tilsvarende beskedpolynomium f € #%[z] bliver
fl) =2 + 22 .

I bilag er legemet Fys konstrueret over det irreducible polynomium z° +
2341 € Fo[z] med x = o som det primitivt element. Da A = {(10000)} = o*
bliver f(a) = a3+ a = a® og f(a?®) = a* +a® + a?. Et kodeord svarende
til f bliver da underrummet givet ved

V' = span{ (10000, 01010, 11100)} .

Der findes tre andre kodeord i Co, som konstrueres pa tilsvarende made ved at
vaelge de tre tilbageveerende beskeder u € F til at danne beskedpolynomier
ud fra. Heraf er koden Co givet ved

¢, = {(10000,01010,11100), (10000, 10000, 10000),
(10000, 11010, 01100), (10000, 00000, 00000) }

110



9.2. DEKODNING AF MV-KODEN

9.2 Dekodning af MV-Koden

I dette afsnit betragtes liste- L-dekodningen af MV-koden konstrueret i afsnit
Til dekodningen benyttes algoritme [ og [5] praesenteret i hhv. afsnit

og 8.3}

Lad MV-koden besta af kodeord V', hvor der som tidligere naevnt, gaelder
at dim(V') = 1. Da dimensionen af de afsendte kodeord V er 1 ma der ikke
ske sletninger, nar kodeordene sendes gennem operatorkanalen. Hvis der sker
en sletning sa vil alt afsendt information forsvinde. I det fglgende betragtes
derfor kun tilfaelde, hvor det afsendte kodeord eventuelt tilfgres fejlinforma-
tion pa sin vej gennem operatorkanalen. Altsa optraeder sletningsoperatoren
Hi (V) ikke, kun fejlrummet E kan tilfgjes kodeord.

Lad V vaere et afsendt kodeord konstrueret fra beskedpolynomium f(z).
Der modtages et rum U, som har dimension r = 1 + ¢, hvor ¢ som tidligere
er dimensionen af fejlrummet F, og der gaelder at V C U. Forst bestemmes

en basis for rummet U over F,, denne bestar af elementer (x;,v;1,...,¥i.L),
hvor ¢ € {1,...,r}. Ud fra denne basis bestemmes meengden
i g i . .
P={(sf vf1 )| 1<i<n0<i<m—1}, (92

hvor punkterne i P kaldes interpolationspunkter. I det fglgende eksempel
konstrueres interpolationspunkterne for et modtaget rum U.

Eksempel 9.6. Lad U veere et modtaget underrum med basis
B = {(10000,01010,11100)} ,

over [F9 indeholdt i IF%;,. Basen betragtes som det fgrste interpolationspunkt
da ¢° = 1. Det nzeste interpolationspunkt med ¢ = 2 bliver

Pl _ ((a4)2’ (a3 +Oé)2, (a4 +Oé3 + a2)2) — (a8’a27’a17)
= (11010,10110,11000) .
Det tredje interpolationspunkt bestemmes til
Py = (@)%, (0 + )%, (o' + 0’ + a)¥) = ((o*), ()2, (')?)
= (01100,01110,01000) .

De resterende to interpolationspunkter bliver bestemt pa tilsvarende méade.
Samlet bliver interpolationspunkterne konstrueret over B

P = {(10000,01010,11100), (11010, 10110, 11000), (01100, 01110, 01000),
(00010, 00110, 10010), (00100, 10100, 11110)} C F3; .
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Interpolationspunkterne kan i algoritme [] benyttes til at konstruere et
(L + 1)-variat lineariseret polynomium

Q(z,y1,--,yr) = Qo(z) + Q1(y1) + -+ + QL(yL) , (9.3)
hvor der geelder, at
Qxi,yin,-..,yir) =0 foralle (xj,vi1,...,vi0) €EP. (9.4)

Det antages at polynomiet Q(x, 1, ..., yr) hojest har grad ¢*~!, hvor u € N.

Hvis det eneste (L + 1)-variate lineariseret polynomium der opfylder
(9.4) er nulpolynomiet, er det ikke muligt at dekode U til V. Vi antager
derfor, at Q(x,y1,...,yr) ikke er nulpolynomiet. Polynomiet Q(z,...,yr)
omskrives til et bivariat polynomium ved at lade y; = y°, sa der haves
Q(z,y°',...,y°Y) = Q(x,y). Ved anvendelse af algoritme 5| er det heraf
muligt at bestemme alle rodder f(z) € .,qu [x], saledes at

Q (2, f@),.. [ (@) =0. (9.5)

Det lineariserede polynomium f°(z) har hgjest grad ¢"*—1) sa for hvert
Qi(-) i ligningen (9.3) folger, at disse hgjest har grad ¢*—**—D-1 for ;
{0,1,...,L}.

Interpolationspolynomiet Q(x, y1, - ..,yr) # 0 og beskedpolynomiet f(x)
som har konstrueret V definerer et polynomium

L
E@) = Q (z.f(@),.... (@) = > Qio f(a). (9.6)
=0

Lemma 9.7. Lad a € Fgm. Polynomiet E(x) har rodder o for j €
{0,1,...,m —1}. [MV12, Lemma 6]

Bewvis. Da det antages, at der ikke sker sletninger i netveerket, er det afsendte
kodeord en delmaengde af det modtaget underrum, altsa V' C U. Heraf haves

at (a,f(a), o fOL(a)) € U, ogaf (0.2) fas at (aqj,f(a)qj, . .,foL(a)qj) €
span{P} for j € {0,1,...,m — 1}, da f er et lineariseret polynomium. Ud
fra (9.4]) ses herved, at

Q (o f@)”,..., fH)”) =0,

og da f(z) € ZF[x] haves desuden, at Foia)? = foi (an') fori e {0,...,L}
og j €40,...,m — 1}. Dette giver, at

B(a?) = Q (o, f(a®),....f* (a”)) = 0,

og heraf, at a? er rod i E(z) for alle j € {0,1,...,m — 1}. O
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m—1

Bemerkning 9.8. Rgdderne «a,af,..., af i F(r) kan betragtes som m
linezert uathaengige rgdder over F,.

Lemma 9.9. Lad ¢*~' vere hgjeste grad af det lineariserede polynomium
Q(z,y1,...,yr). Hvis u < m, sa er E(z) nulpolynomiet. [MV12, Korollar

7

m—1

Bevis. Antag y = m, altsé at ¢ er hgjeste grad af Q(x,y1,...,yr). Da
f(x) € qu[x] har f(z) hgjest grad ¢"~' og graden af @Q; o f(x) for i €
{0,..., L} er derfor hgjest

m—i(k—1)—14i(k—1) m-1

q =4q

Heraf fas at E(z) hojest har grad ¢™~!, men af lemma har E(x) i alt ¢™
rgdder, og F(z) ma derfor veere nulpolynomiet. O

I tilfselde hvor E(z) er nulpolynomiet fas, at beskedpolynomiet f(x)
er en lgsning til . Det vil sige at hvis der kan bestemmes et ikke-nul
interpolationspolynomium Q(z,y1,...,yr), som hgjest har grad ¢! kan
det oprindelige beskedpolynomium bestemmes.

Det gnskes derfor at afggre under hvilke forhold der altid findes en ikke-
nullgsning for Q(z,y1,...,yr), som opfylder . Dette gores ved at satte
en begraensning pé dimensionen af rummet U, der kan tolkes som en be-
graensning pa antallet af fejl, der kan korrigeres for.

Lemma 9.10. Lad U vere et underrum i W med dimension t+1, og lad P
vaere mengden af interpolationspunkter for U. Sa findes en ikke-nullgsning
for et (L + 1)-variat lineariseret polynomium Q(x,y1,...,yr) af hajest grad

m—1

q som opfylder, at

Q(wi,yin, - yiL) =0 foralle (ziyi1,...,yi,L) €EP, (9.7)

s L(L+1) (k-1
t< L — (L+D)( _).
2 m

[MV12, Lemma 4]

Beuvis. Fra haves at meengden af interpolationspunkter P indeholder
mr = m(1 + t) punkter, og heraf kan betragtes som et ligningssystem
bestaende af m(1 + t) homogene ligninger. Idet hvert lineariseret polyno-
mium Q;(-) for ¢ € {0,..., L} hgjest har grad gt k=1)=1 f35 at antallet af
ubekendte er

L

S m— itk — 1)) = (L + Dm — (k— ) 2ETD

=0 2
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For homogene ligningssystemer haves, at hvis der er flere ubekendte end
ligninger, da eksisterer en ikke-triviel lgsning til systemet. For at garantere
en ikke-triviel lgsning til (9.7) skal der derfor geelde, at

L(L+1
m(l41t) < (L+1)ym — (k—1)(2+) .
Af dette fas for dimensionen t af fejlrummet E, at
‘< (L—i—l)m_l_ L(L+1)(k-1) I L(L+1)(k—1) '
m m 2 m 2

O

Ud fra ovenstaende er metoden til liste- L-dekodning af underrummet U
med dimension 1 + ¢ folgende;

1. Bestem om ¢ < [ — MDD "Hyis dette ikke tilfeeldet er dekod-

m
ningen mislykkes.

2. Bestem en basis {(z1,¥1,1,-.-,Y1,L)s - (Tr,Yr1, ..., Yrr)} for U, hvor
r = 14t, og konstruer ud fra denne meengden af interpolationspunkter

P:{(J:gj,y%,...,yzi) ‘ 1<i<r, Ogjgm—l} .
3. Konstruer et (L+1)-variat lineariseret polynomium Q(x,y1,...,yr) #
0 af hgjest grad ¢! ved anvendelse af algoritme 4/ med P som input.

4. Transformer det (L+1)-variat lineariseret polynomium Q(x, y1,...,yr)
til et bivariate lineariseret polynomium Q(z,y).

5. Find alle rodder f(z) € fq’“ [x] til (9.5]) ved anvendelse af algoritme

Seetning 9.11. Liste-L-dekodningen angivet ovenfor i punkt 1. til 5. giver
en liste af lengde hgjest L, som indeholder den afsendte meddelelse u, nar

LL+1)(k—1)

t< L —
m 2

IMV12, Setning 8]

Bevis. Da det er antaget at t < L — M@ sd geelder der af lemma

m
at Q(z,y1,...,yr) # 0. Fra lemma [9.9) fds at E(z) = 0 og f(z) er en
lgsning til (9.5)). Da Q(x,y1,...,yr) # 0 fas af setning at (9.5) hajest
har L Igsninger i qu [x], og heraf har listen hgjest leengde L og u optreeder

som et af de lineariserede polynomier. O
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9.3 Eksempel pa Liste-2-Dekodning

I det fglgende eksempel dekodes et modtaget underrum, som er output af
operatorkanalen, til et kodeord fra koden Co konstrueret i eksempel

Eksempel 9.12. Lad det modtaget underrum veere
U = span{(a’,0?, ), (0,8, a")} .

Vi benytter metoden fra det foregaende afsnit til at dekode U til det afsendte
kodeord. Dette er muligt hvis der ingen sletninger er fundet sted i operator-
kanalen, og et eventuelt fejlrum hgjest har dimension ¢ < 2—@@ = %
Bemaerk at hvis der ingen sletninger er sket i operatorkanalen, sé er det af-
sendte kodeord V' indeholdt i speendet af U.

Interpolationspunkterne bestemmes ud fra basen til U;

P = {(a4’a297a24)’ (as’aw’aw)’ (a16’a237a3)7 (a7a15’a6)’
(QZ,Q’SO, 12)? (04,0467047)(042&12,0[14), (a4,a24,a28),
o)

(6%
a25), (a167a37a19)} '

I

Meengden af interpolationspunkter benyttes i algoritme [4] til at konstru-
ere interpolationspolynomiet Q(z,y1,y2). Dette giver output

2
Q(z,y1,y2) = oyl + Py + aPyd + o'y, . (9.8)

Bemeerk at graden af Q(z) er ¢?, mens graden af Qa(x) er ¢. Da m = 5, er
det kraevet at graden af Q1(x) hgjest er ¢> mens graden af Q2(x) hgjest er
¢?. Dette er tilfeldet s graden af Q(x,y1,y2) er hgjest ¢™ ! som kraevet.
Bemaerk desuden at ved at seette a = o'? i fas , hvilket viser
at samme interpolationspolynomium kan opnés uanset om () er bestemt
ved at benytte algoritme [4] eller ved at lgse ligningssystemer. Interpolations-
polynomiet omkrives til et bivariate lineariseret polynomium ved at veelge
y1 = y°' =y og yo = y>°.

Q(ﬂl,y) — a13yq2 +al3y + (al?)xq +a13$) oy02 ]

Vi kan herefter benytte algoritme [5| til at bestemme de y € équ [x] som
opfylder at Q(z,y) = 0. Output af algoritme [5| bliver s

A={0-29 +0-29 29 + 29} .

Det er altsa lykkedes at dekode U til en liste med to beskedpolynomier. Vi
bgr veere i stand til at afggre hvilket beskedpolynomium som er benyttet
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til konstruktion af det afsendt kodeord fra Cy. Ved at evaluere elementet
a? € Fys fra konstruktionen af koden i begge beskedpolynomier, skulle vi
gerne opna, at det ene kodeord er indeholdt i spaendet af U, mens det andet
ikke er. De to beskedpolynomier giver kodeordene;

Vi = span{(a*,a® o)}
Vs = span{(a*,0,0)}.

Da V] C U ma det afsendte kodeord veere V/, forudsat at der ingen sletninger
har fundet sted i operatorkanalen. A

9.4 Generelle MV-Koder

I afsnit praesenterede vi en kodekonstruktion af MV-koder, hvor vi foku-
serede pa koder hvis kodeord havde dimension £ = 1. Dette medfgrte imid-
lertid at der ikke matte ske sletninger i operatorkanalen, sa i dette afsnit
endrer vi pa MV-kodens konstruktion, sidledes at MV-koder med dimension
¢ > 1 ogsd kan yde fordel af normal basen fra definition [9.3] Dette gores
blandt andet ved at udvide rummet W endnu en gang.

Lad F, veere et endeligt legeme og lad ¢ | (¢ —1). S& geelder at ligningen
xf — 1 = 0 har ¢ forskellige rgdder i F,. Vi definerer e; = 1,e3,..., ¢, til at
veere disse rgdder i Fy. Lad Fem veere et udvidelseslegeme af Fy og lad
veere en frembringer for en normal basis for Fyem. For i = 1,..., ¢ defineres

=y +ent +e T 4t ef‘lyq“*l)m . (9.9)
Fglgende lemma fastseetter at o og af er elementer i Fym.

Lemma 9.13. For a; givet ved geelder at oy € Fgm og at for i €
{2,...,0} ligger af i legemet Fym. [MVI2, Lemma 9]

Bevis. Vi betragter agm;

-1 S\ ¢ -1 i e -1 i
qn g g™ _ qm jtlm. . qlthm
of = | e = Z(ei ) ta =D e
=0 =0 j=0
m 2m —2 (£—1)m /—1 £m
— e?,yq + Gi’Yq 4+ 4 61( ),yq + ez( ),}/q
-1 , (1) o -1 ,
_ i1 g™ 1) _gtm N gl gm 1
= > el e T =D e ey
Jj=1 Jj=1
-1 , -1 ,
_ j—=1_¢'™ _ —1 J@0™ -1
= Z e Y =e; Zei*yq =€, ;. (9.10)
Jj=0 Jj=0
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Ovenstdende fglger af at e; € Iy, hvorfor egm =¢;,0g dae; errodi 2—-1=0

folger at 82(2—1) =e; ! Desuden er v frembringer for Fyem sd fngm = . For

i = 1 giver (9.10) at a‘fm =ela; = a1, 88 a1 € Fym. For i € {2,...,0}
qm 4 .
folger at (af) = (e[lai> = eféaf =alfsdal €Fym. O

i

Vi gnsker i det fglgende at konstruere vektorrummet W over legemet
Fyem. Til dette har vi brug for en basis for F e over legemet F.
Lemma 9.14. Mengden

Z={a"1<i<00<j<m-—1}

er en basis for Fem. [MV12, Lemma 10]

Bevis. Definer A og T til 1 x £ vektorer givet ved

A = (a,09,...,qq)

I = (fy,'qu,...,'yq“il)m).

Lad desuden E veere en £ x £ matrix givet ved

e? el e-{ N e{il
eg €2 e-% N egil
E— 3
0 . J l—1
62 e’L PR el el
0 J /—1
I 65 ey - ee N 6( ]

S& geelder at A=TE". Da E er en Vandermonde matrix og da alle e;’erne
er forskellige for i € {1,...,¢} s geelder at determinanten af E er ikke-nul.
Heraf eksisterer den inverse matrix til £ og

= A(E—l)T

Dette udtryk viser at for j € {0,...,¢—1} er y_qjm en linear kombination af
ai,...,op Forr € {0,...,m—1} folger sa at 'yq]mw er en linear kombination
af 0/{, e o/{. Det vil sige at for 0 < h < ¢m—1er ’th en linear kombination
af elementer fra Z. Da v frembringer F m sd fglger at elementerne i Z
udspzender hele F ¢m. Dog geelder at |Z| = ¢m, s& Z ma vaere en basis for

Fqlm . D
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Lad A = {o,...,oq} C Fgm, hvor o; for i € {1,...,¢} er konstrueret
som i . Bemaerk at fra konstruktionen af «;’erne kraeves at £ < q — 1
hvorved elementerne i A er linesert uafhsengige over F,. Fastseet L € N.
Vektorrummet W defineres til

W =span{ai,...,ap} ®Fym @ - O Fpem .

L gange

Dimensionen af W er da ¢ + ¢mL over F,.

Indkodningen af et kodeord sker pa tilsvarende made som i afsnit [0.1]
En beskedvektor u € IF’; veelges og benyttes til konstruktion af et beskedpo-
lynomium f(z) € .ZF[x]. For hvert element o; € A konstrueres herefter en
(L + 1)-tupel v; € W ved

v = (e flai), 2 (@), [ a)

som udspander kodeordet

Vo= span { (a1, fln), f2(an), s fH(e)) s (as, Flas), f2(a2), ., fH(a2)),
o (o Flan), 2 (an), - [Han)) b e W

Som i afsnit[0.1 kan indkodningen af beskedvektorer til kodeord betragtes
som en afbildning ew4 : }F'; — P(W,¥). Nar A indeholder ¢ elementer fra
Fym, sa er ew 4 injektiv hvis k < fm.

Korollar 9.15. Lad A = {an,...,ap} C Fym. Hvis k < {m sa er afbild-
ningen ew 4 : FX — P(W, {) injektiv.

Bevis. Folger af seetning[9.4] Antag at k < fm, at ew4(f) = ewa(g) og vis at
for h(z) = f(x) — g(z) € .i”qk[x], er 04;-1] forie{l,...,¢},j€{0,...,m—1}
et nulpunkt i A(z). Fra lemma folger s& at h(x) har ¢“™ nulpunkter.
Heraf er h(x) nulpolynomiet og f(x) = g(x), hvorved ewy4 er injektiv. [

En MV-kode hvis kodeord har dimension ¢, kan derfor betragtes som
veerdimaengden af afbildningen ew 4, hvor A indeholder ¢ linezert uafhsengige
elementer over F, konstrueret som i .
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9.5 Dekodning af Generelle MV-Koder

Lad V vaere et kodeord i en MV-kode praesenteret i afsnit med dimension
£. Idet V sendes gennem operatorkanalen kan der ske bade sletninger og fejl.
Hvis ¢ = 1 haves tilfeeldet fra afsnit og hermed ma der ikke ske sletnin-
ger. Antallet af sletninger der finder sted udtrykkes ved sletningsoperatoren
Hi (V) og betegnes p, mens antallet af fejl der tilfgres V fra fejlrummet E
er givet ved ¢t = dim(F). Ud fra det afsendte rum V' modtages ved deko-
deren et rum U, som er et underrum i W med dimension r = ¢ — p +t. Vi
har brug for at sikre os, at hele det afsendte kodeord V' ikke bliver slettet
i operatorkanalen, s& det antages, at p < ¢, hvilket vil sige at V N U # 0.
Feellesmaengden V N U har dimension ¢ — p.

Der bestemmes en basis for rummet U, og denne er

{("L‘i?yi,lv- . 'ayi,L) | i€ {1,2,...,7’}} .

Ud fra denne basis defineres maengderne

h h h .
Ph:{(xg ,yZl,...,yzL> ’1§z§r} , (9.11)
for h € {0,1,...,m — 1}, og disse samles i en mengde af interpolations-
punkter, som er givet ved
m—1
P=1J Pn.
h=0

For maengderne Py, haves fglgende egenskab.
Lemma 9.16. Givet mengderne Py, P1,...,Pm—1 gelder at
span{P;} Nspan{P;} = {0},

for alle i og j, hvor i # j. [MV12, Lemma 12]

Bevis. Da z; € A for ethvert i € {1,...,r} geelder der, at
T; = o + eag + -+ vpay hvor v, ..., Equ .

Heraf fas, at

h h h h h h h
N q' 4 q 4
x, =vi oy +vygay +-+vy o,

h h h
hvilket vil sige at 2! € span{af ,...,az }. Fra lemma haves at vek-

h h
torrummene span{af ,...,af } er disjunkte for h € {0,...,m — 1}. Dette
giver at span{Py} ogsa er disjunkte for 0 <h <m — 1. O
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Som i afsnit kan interpolationspunkterne fra P anvendes til at be-

stemme et (L + 1)-variat lineariseret polynomium Q(x,y1,...,yr), som op-
fylder at
Q(l’i, Yily-- - ,yLL) =0 for alle (:L‘i, Yily - yi,L) cP. (9.12)

Det antages at @ hgjest har grad ¢!, hvilket vil sige at hvert Q; hgjest
har grad ¢v~**=D~1 Hyis Q er nulpolynomiet er det ikke muligt at dekode
og det gnskes derfor at bestemme under hvilke forhold for w det er muligt
at garantere en ikke-nullgsning til Q).

Lemma 9.17. Lad U vere et underrum af W med dimension r og P vere
maengden af interpolationspunkter for U. Da findes et ikke-nul multivariat
lineariseret polynomium Q(z,y1,...,yr) af grad hdjest ¢“~1, som opfylder

(9.12), hvis

" [mr—&—l L(k—l)l . (9.13)

L+1 * 2
[MV12, Lemma 11]

Bevis. Af (9.12)) fas et ligningssystem bestédende af mr homogene ligninger
da |P| = mr. Da ethver @Q; hgjest har grad w —i(k — 1) — 1 haves der

L(L+1)
2

7

L
(w—i(k—1)) = (L+ Dw— (k— 1)
=0

ubekendte som gnskes bestemt. Hvorfor der skal gzelde at

mr<(L+1)w—(k—1)L(L2+1)7

som giver at
mr+1 Lk—1)
>
“ETrr T2
hvilket er opfyldt ved valget i (9.13)). O

I det folgende antages det at (9.13) er opfyldt, sa Q(x,y1,...,yr) er

forskelligt fra nulpolynomiet. Vi gnsker at bestemme hvilke lineariserede
polynomier f € .L”qk [z] der opfylder, at

Q2. f@),....f " @) =0, (9.14)
hvilket er muligt ved anvendelse af algoritme |5 hvis Q(z,y1,...,yr) er bi-

variat i stedet for (L + 1)-variat. For at opna et bivariat polynomium re-
defineres de variable som Q(z,y1,...,yr) athenger af, sdledes at x := = og
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y; =y fori € {1,..., L}. Det vil sige at der haves et bivariat polynomium

Q(x,y) = Q(xvyOI’ cees yOL)'

Det bivariate lineariserede polynomium Q(z,v°!,...,y°") som opfylder
(19.12)), og beskedpolynomiet som har frembragt V' definerer et lineariseret
polynomium tilsvarende , altsa

Det gnskes at bestemme hvor mange linezert uatheengige rodder E(z) har i
F,.

Lemma 9.18. Det lineariserede polynomium E(x) har mindst (¢ — p)m
lineert uafhaengige rodder over Fy. [MV12, Lemma 13]

Bevis. Lad U’ = V N U, s& har U’ dimension ¢ — p. Der gelder for et-
hvert element (x,y1,...,yr) € U’ at (th,y‘fh,...,y%h) € span{Py} for
h € {0,1,...,m —1}, da U" C U. Da Q er et (L + 1)-variat lineariseret
polynomium bestemt ud fra P geelder der, at

Q(th,ygh,...,y%h) =0 for (z,y1,...,y1) €U og0<h<m-—1. (9.15)

Da U’ C V gaelder der desuden at (z,y1,...,yr) € V, det vil sige at

(2,91 5y0) = (B, F(B), .. f71(8)) for B € span{an,...,ar} .

Beskedpolynomiet f () er et element i .Z[z], hvilket betyder, at
(o7 u ol ) = (877 (B7) o R (87) (9.16)
samt at (5(1", f (th) L foL (mh)) € span{Py} for 0 < h <m — 1.
Det vil sige at ved at satte ind i fés
QB (B") . (7)) =0for 0<h<m-—1.

Fra lemma haves at span{P,} er disjunkte for 0 < h < m — 1, og da
dim(U’) = £ — p er antallet af linezert uatheengige rodder i Fy, for E(z) lig
med (¢ — p)m. O

Korollar 9.19. Lad Q vere et (L + 1)-variat lineariseret polynomium af
grad hgjest ¢°~1. Hvis w < ({ — p)m sd er E(x) nulpolynomiet. [MV132,
Korollar 14]
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Bevis. Beskedpolynomiet f(x) har hojest grad ¢*~!, da f(x) € £F[2]. Heraf
geelder der, at graden af Q; o f°'(x) hgjest er

A e Gt By O = {0,1,...,L}.

Dette giver at graden af F(x) hgjest er ¢*~. Af lemma fas imidlertid
at E(z) har ¢'“=?™ nulpunkter, og E(z) har derfor lavere grad end antallet
af nulpunkter, hvilket medfgrer at F(z) er nulpolynomiet. O

Nar E(z) er nulpolynomiet geelder der, at f(z) er lpsning til (9.14]), og
herved vil beskedpolynomiet som konstruerede V' optraede som output ved
dekoderen.

Liste- L-dekodningen af rummet U med dimension r = ¢ — p 4 t foregar
af ovenstaende ved fglgende skridt;

—

. Bestem parameteren

_[mr4+1  L(k—1)
w_h+1+ 2 1

2. Bestem en basis {(zi,¥i1,...,¥ir) | 1 < ¢ < r} for U. Konstruer
maengderne P som i (9.11]), og bestem maengden af interpolations-
punkter

m—1

P=J Pn.
h=0

3. Konstruer et (L+1)-variat lineariseret polynomium Q(x, y1,...,yr) #
0 af grad hgjest ¢*~! ved anvendelse af algoritme [4/ med P som input.

4. Transformer det (L+1)-variat lineariseret polynomium Q(x, y1, .. .,yr)
til et bivariate lineariseret polynomium Q(z,y).

5. Find alle rgdder f(z) af hgjest grad ¢*~! til (9.14) ved anvendelse af
algoritme

Seetning 9.20. Liste-L-dekodningen angivet i 1.- 5. giver en liste af lengde
hgjest L, som indeholder beskedpolynomiet f(x) til det afsendte kodeord V,
hvis
L(L+1)(k—-1 1
Lp+t</{L— (L +1)( )——.
2m m

[MV12, Satning 15]
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Bevis. Af lemma geelder der at der findes et ikke-nul (L + 1)-variat
lineariseret polynomium ), som opfylder (9.12) nar

B {mr—i—l_’_l}(kz—l)"
| L+1 2 '

Af korollar fas at F(z) er nulpolynomiet og hermed at f(z) er lgsning
til (9.14]), hvis der geelder, at

mr+1 Lk—1)

< (¢ —
I+1 + 5 < w<{l—pm =
mr+1 Lk—1)
< — .
I+1 T 2 s (E=p)m

Dar=4¢—p+tfas at

L(L+1)(k-1)
2m

< UL—-Lp+l—p&

L(L+1 -1 1
Lp+t < (4L — (L+ 1)k )——.
2m m

1
C—p+t+ —+
m

Ovenstaende begraensning pa antallet af sletninger og fejl giver at F(x) er
nulpolynomiet, og hermed optraeder beskedpolynomiet pa listen der kon-
strueres ved dekodning. Da @ ikke er nulpolynomiet galder der af s@tning
at hgjest har L lgsninger, og heraf far listen hgjest leengde L. [

9.6 Eksempel pa Generelle MV-koder

Folgende eksempel illustrerer de generelle MV-koders konstruktion og dekod-
ning nar der benyttes liste-2-dekodning. Koden i eksemplet er over det ende-
lige legeme F310, som er konstrueret ved Fgio = Fa[z]/ (210 + 227 + 22 + 2).

Eksempel 9.21. Lad ¢ =3, m =5,¢ =2, L = 2, k = 2 og lad vy veere
en frembringer for Fs25. Det gnskes sdledes at konstruere en kode C3 med
kodeord af dimension to, som kan benyttes til liste-2-dekodning ud fra en
maengde A C Fgi0 og beskedpolynomier f(x) € Z2[x]. For at bestemme
mangden A konstrueres oy og as som angivet i . Fogrst ses at ligningen
x? — 1 = 0 har de to lgsninger = 1 og = 2 i F3 og heraf fis

A={(v+7), (v+24*%)} C Fau .

Rummet W er saledes givet ved

W = span{A} (o) IF310 ) F310 R
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og har dimension 22 over F3. Som beskedvektor veelges u = (2,1) € F3 og
ud fra denne bestemmes beskedpolynomiet f(z) € .Z2[x] til

flx) = 42z .
Heraf fas et kodeord i koden Cs til at veere
Vo= span{(v+727° +2° + P + 7,7 £+ 20+ 2t 7 + 27+ 2),
(v4+292,29° 49549329 + 298 + 2 40+ + 27+ 297+ 1)}
(9.17)

De resterende kodeord i C3 bestemmes pa tilsvarende méade ved at veaelge
andre beskedvektorer u € F3, hvorfra beskedpolynomium og kodeord kon-
strueres.

Vi antager at kodeordet V' fra (9.17)) sendes gennem operatorkanalen og
at der modtages et rum

U = span{(v+7 47 +20° + P+ 7,75 477+ 290 + 29 442 + 2y + 2),
(7274_77297712,,}/46)} :

som dekodes ved metoden beskrevet i afsnit Dimensionen af U bestem-
mes til 7 = 2 og heraf bliver w = 5, hvilket vil sige at polynomiet Q(x, y1,y2)
hgjest ma have grad 3*.

Ud fra basen for U konstrueres interpolationspunkterne ved metoden i
9.11)). Maengden af interpolationspunkter P anvendes som input i algoritme
E| til at konstruere interpolationspolynomiet Q(x,y1,y2) og der fas output

Qz,y1,y2) = (78+2'y7+276+’y5+2fy+1)a:3

+ 279+78+276+2,y5+,y4+272_|_,y>x3
279+78+2,y7+75_1_73_‘_2,}/2_‘_2)1,3
2’yg+2’y5+’y4+’y)x3
27+ 98+ 27 + 20+ + 2 + 242 4 9)

277 4298 + 297 + 200 + 45 + 47+ 2y +2) o
277+ 98+ 290+ 297 + 4 4P+ +2) o
79+278+276+275+74+273+72+27+1>yl
2794-278+2’y7+2’y5+274+273+’>/2) yg’

(
+(
(
(
(2F +97+40 42+ +2) o}
(
(
(
(
(

27 4+ 49T+ 297+ 292 4 1) e
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Der gelder for Q(x,y1,y2) at hvert Q; for i € {0,1,2} hgjest har grad
¢~ k=D=1 g8 O kan anvendes til dekodningen. Interpolationspolynomiet
@ omskrives derfor til et bivariat lineariseret polynomium Q(z,y) ved at
lade y1 = y° og y» = y°2. Hermed kan algoritme 5| benyttes til bestemme
de lineariserede polynomier y € ZZ[z] som er rod i Q(z,y). Output af
algoritmen er

A={1-2% +2.2%}.

Altsé er det lykkedes at dekode det modtaget rum U til en liste indeholdende
et polynomium. Ved at evaluere elementerne oy og as i dette polynomium
fés et kodeord svarende til det afsendte kodeord V' fra (9.17). Heraf giver
dekodningen et korrekt resultat. A

9.7 Minimumsafstand for MV-Koden

I dette afsnit betragtes minimumsafstanden af MV-koder. Dette er relevant,
da vi er interesseret i at dekodningen af MV-koderne, beskrevet i afsnit
er liste-L-dekodning. Det vil sige at fejlretningsevnen ved liste- L-dekodning
bgr veere mindst lige s& god som minimumsafstandsdekoderen ved nogle
pakkehastigheder.

Afstanden mellem kodeord i MV-koder males ved samme afstandsfunk-
tion som ved KK-koder givet i definition Det vil sige for to kodeord V;
og V5 i en MV-kode fas afstanden til at veere

dim(V1) 4+ dim(V2) — 2dim(V; N'Va) = 2¢ — 2dim(Vh N Va)

da MV-koder har konstant dimension ¢. For at bestemme minimumsafstand-
en skal

Jmax (dim(Vi N'Va))

for to kodeord i MV-koden findes. Metoden til dette er tilsvarende meto-
den anvendt i bevis til seetning hvor minimumsafstanden af KK-koden
fastsaettes.

Seetning 9.22. For en MV-kode over F om konstrueret med parametrene k
og L er minimumsafstanden

2 <£ - m + 1) .
[Mahi9]

125



KAPITEL 9. KODER DER ER ANVENDELIGE TIL
LISTE-L-DEKODNING

Bevis. Lad f,g € .qu[x], hvor der geelder, at f # g, og definer V; = ew 4(f)
og Vo =ewa(g). Antag, at dim(V3 NVa2) = r, da findes r linezert uatheengige

elementer ((a )e", ( ) ), (@), (84" for hvert h € {0,...,m — 1},
hvor f( )4 ) ((o/)qh) for ¢ € {1,...,r}. Heraf fplger, at
(a ) , - ( )qh er hneaert uafhaengige. Ud fra dette fas, at for alle b €
span{(al) ..., ()7} haves at f(b) — g(b) = 0, hvilket vil sige at f og

[%W og lad kK = f — g. Graden

af f og g er hgjest ¢*~!. Det vil sige at s hgjest kan have grad ¢*~!, men

g har ¢ feelles punkter. Antag, at r >

har ¢™" > ¢™ m[] > q™m TIZ = q nulpunkter, hvorved x = 0. Heraf galder
at f = g, hvilket strider imod antagelsen at f # g, og derfor geelder, at
r < [%W — 1. Hermed fas at afstanden mellem V; og V5 er nedre begraenset
af

dim(V3) + dim(V3) — 2dim (Vi N Vy) = 20— 25 > 2 (e - [m + 1) L (9.18)

Den hgjeste feelles dimension to kodeord kan have er £ — 1, da de er ens
hvis de har feaelles dimension £. Det vil sige at for r = £ — 1 haves

20—2(0—1) >2 (6— Fﬂ + 1) , (9.19)

m

af (9.18). Fra korollar [9.15| haves at k < ¢m, hvilket giver at % < [ W </,
sa der geelder, at

252(51)952(“] 1> | (9.20)
m
Af (079) og (0.20) s, at

(o[£ ) sa-s 53(o-[£] ).

og minimumsafstanden for koden er 2 (E — [%—‘ + 1). ]

Vi gnsker at betragte MV-kodens fejlretningsevne i forhold til pakke-
hastigheden for koden, angivet i definition For den generelle MV-kode
bliver pakkehastigheden saledes

. k
RMV:%v

og da k < ¢m geelder der, at R* € [0,1]. Ved dekodning af MV-koden kon-
strueres det (L+ 1)-variate lineariserede polynomium Q(-) = Qo(-)+Q1(-)+
--4+Qr(+), hvis lineariserede polynomier Q;(-) har grad hgjest g™~ (*k=1)i-1,
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Det vil sige at fm — (k — 1)L —1 > 0, da Q1(-) ikke ma have negativ grad.
Heraf fas, at
m—1 1

L< R~ 9.21
- k-1 Ry ( )
hvilket giver at pakkehastigheden opfylder, at
. 1
Ry < I (9.22)

Dette betyder at for en kode konstrueret med et givet L er fejlretningsevnen
mest optimal, nar er opfyldt, eller sagt med andre ord, for R}y > %,
s findes en MV-kode konstrueret med L’ < L, som har en bedre fejlret-
ningsevne. Desuden, hvis uligheden i ikke er opfyldt, sa kan vi ikke
garantere dekodning og dermed heller ikke fejlkorrigering, jeevnfar afsnit

Da fejlretningsevnen for MV-koderne gnskes bestemt generelt og ikke
kun for en kode med bestemte parametre betragtes den normaliserede mini-
mumsafstand

k k
P Gt 1 e B Gl 1 i R
20 l ’

for { — oo. Her divideres med 2, da vi gnsker at bestemme hvor mange
fejl der kan rettes ved minimumsafstandsdekodning, hvilket er begraenset
af den halve minimumsafstand. Idet minimumsafstanden for MV-koder ikke
afheenger af parameteren L gealder der, at fejlretningsevnen med en mini-
mumsafstandsdekoder er ens for alle MV-koder.

Nar dekodning fra afsnit betragtes haves fra ssetning[9.20] at hvis

L(L+1)(k—-1 1
Lp+t<(L— (L+1)( )_77
2m m

sa kan der dekodes, hvilket er en begraensning pa antallet af fejl og sletninger.
Af dette fas dekodningsradius for MV-koden til at veere

g HZADGE=D) 1

2m m

som beskriver fejlretningsevnen for MV-koden nar liste- L-dekodningen an-
vendes. Som ved minimumsafstanden gnskes den normaliserede dekodnings-
radius, hvilken er givet ved

L(L+1)(k-1) 1 L(L+1)

~L—-——R".

— I _ L
T 20m m 2

Det er ikke muligt at ggre dekodningsradiusen for MV-koder uathsengig af
parameteren L. Dette er vi dog heller ikke interesseret i, da vi gerne vil
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undersgge hvilken indflydelse liste-stgrrelsen har pa fejlretningsevnen. Dette
betyder yderligere, at selvom 7 beskriver dekodningsradiusen for MV-koder
generelt, skal den bestemmes for ethvert L vi gnsker at betragte.

Da vi ved at KK-koden tilnzermelsesvis nar Singleton Graensen gnskes
det at sammenligne fejlretningsevne for KK-koden ved minimumsafstands-
dekodning med fejlretningsevnerne for MV-koden ved miminumsafstands-
og liste-L-dekodning. For KK-koden bestemmes derfor pakkehastigheden

N k
Rk = 7
og den normaliserede minimumsafstand

20 —k+1) —k+1

1_*
20 ¢ iR

KK =
for ¢ — oo.

Forholdene mellem de forskellige fejlretningsevner for KK-koden og MV-
koden er illustreret pa figur Her er valgt kun at betragte liste-2-, liste-3-
og liste-4-dekodning for MV-koden. Det ses, at fejlretningsevnen for MV-

_L_

Mormaliseret
Fejlretnings- 2
gvne

0 02 04 . 0.6 0.8 1

R

—— MV-kode Liste-4 ——— MV-kode Liste-3 MV-kode Liste-2
— MV-kode & KE-kode Min of stand

Figur 9.1: Fejlretningsevnen ved minimumsafstandsdekodning for KK-kode
og MV-kode, samt fejlretningsevnen for MV-kode ved liste-2-, liste-3- og
liste-4-dekodning.

koden ved benyttelse af minimumsafstandsdekodning nar fejlretningsevnen
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1.7
1.6
1.5 4
1.4 4
Normaliserat

Fejlretnings- 1.3 o
evne

12
1.1
o \
I)'g_l T T T T T T T T T T T T T 1
022 0.24 0.26 028, 030 0.32 0.34 0.36
R
[—— MV-Kode Liste-4 —— MV-Kode Liste-3 MV -K ode Liste-2 |

Figur 9.2: Udsnit af figur med MV-koderne af liste-2, liste-3 og liste-4.

for KK-koden. Ved pakkehastigheder R}, < % ses at der ved liste-L-
dekodningen kan opnas en hgjere fejlretningsevne end hvis minimumsaf-
standsdekodning benyttes.

Figur er et udsnit af figur hvor kun fejlretningsevnen for liste-2-,
liste-3- og liste-4-dekodning er illustreret. Det ses her at MV-koden liste-4
har den bedste fejlretningsevne for R}, < %, hvorefter MV-koden liste-3
har bedst fejlretningsevne for % < Ry < % MV-koden liste-2 har den
bedste fejlretningsevne for R}, > % blandt de 3 illusterede koder. Dette er
som forventet jeevnfor (9.22)).
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e 10

Opsamling

Vi har i denne specialeathandling fokuseret pa algebraisk netveerkskodning
med to indgangsvinkler; gnsket om at kunne optimere maengden af afsendt
data i et netveerk og gnsket om at kunne korrigere for fejl opstaet i data
under transmission.

I forste del af rapporten, “Grobner Baser og Deres Anvendelse i Net-
veerkskodning”, havde vi opstillet et netvaerkskodningsproblem. Dette be-
stod her i at bestemme om de ngdvendige kommunikationsveje var tilgaen-
gelige i netveerket, nar vi gnskede at sende flere meddelelser til flere modta-
gere pa en gang. Vi viste at multicast netvaerkskodningsproblemet havde en
lgsning hvis og kun hvis det tilhgrende overgangspolynomium, som var kon-
strueret ud fra netveerkets topologi, var forskelligt fra nul. Desuden havde
det generelle netvaerkskodningsproblem en lgsning hvis og kun hvis variete-
ten af idealet for det generelle netveerkskodningsproblem var ikke-tom. Vi
undersggte yderligere successandsynligheden for at finde en lgsning til net-
veerkskodningsproblemet, bade i tilfselde hvor netveerkets topologi er kendt
og ukendt. Det viste sig at successandsynlighed er hgjest nar netveerkets
topologi er kendt.

I del [T} “Fejlkorrigerende Netveerkskodning”, introducerede vi operator-
kanalen. Denne var et udtryk for, at vi per antagelse intet kendskab havde
til netveerks topologien. Vi havde derfor heller ingen kendskab til, hvad der
konkret var arsagen til eventuelle fejl i operatorkanalen. Netvaerkskodnings-
problemet bestod derfor i at finde eller konstruere en kode, som var velegnet
til fejlkorrigering ved modtagerenheden. Vi praesenterede KK-koden og MV-
koden som er velegnet til fejlkorrigering ved henholdsvis minimumsafstands-
dekodning og liste-L-dekodning. Det viste sig at med MV-koden kunne vi
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opna en bedre fejlretningsevne ved lave pakkehastigheder end KK-koden.
Pakkehastigheden ved minimumsafstandsdekoderen var ens for KK-koden og
MV-koden, sa ved hgjere pakkehastigheder kan det vaere en fordel at benytte
minimumsafstandsdekodning ved MV-koden i stedet for liste-L-dekodning.

Forbedring af Fejlretningsevnen for MV-Koden

H. Mahdavifar og A. Vardy har udgivet en anden artikel, [MV11], som op-
timere MV-kodens fejlretningsevne, séledes at liste-L-dekodning ogsa giver
en god fejlretningsevne ved hgjere pakkehastigheder. De introducerer mul-
tiplicitet i ringen af lineariserede polynomier, saledes at det er muligt med
multiple rgdder i de lineariserede polynomier. Dette ggres ved at define-
re en isomorfi mellem ringen af lineariserede polynomier over F, og ringen
af polynomier over [F,. Idéen er si at afbillede det konstruerede interpola-
tionspolynomium over i ringen af polynomier over [F,. Her “gennemtvinges”
multiple rgdder, hvorefter det “nye” polynomium afbildes tilbage i ringen af
lineariserede polynomier over F,. Vi har ikke beskaeftiget os med dette, men
for yderligere optimering af den fejlkorrigerende MV-koden (sammenlignet
med denne rapport) er dette omrade en undersggelse veerd.
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Bilag

Generelle Begreber fra Algebra

Dette bilag indeholder grundleeggende definitioner og lemmaer som danner
baggrund for en del af den teori som er blevet praesenteret igennem projekt-
rapporten. Disse er primeert anvendt uden yderligere forklaring. Fgrst defi-
neres et ideal.

Definition A.1 (Ideal). En delmeengde I C F[x] er et ideal hvis folgende
betingelser er opfyldt;

(i) 0 el

(it) Hvis f,g € I sa geelder at f +g¢g € 1.

(#ii) Hvis f € I og h € F[x] sa geelder at hf € 1.
[CLO92, 5.30]

I afsnit [2.4] benyttes de fplgende tre definitioner inddirekte i beviset for
proposition [2.21}

Definition A.2. Lad I C F[x] veere et ideal og f, g € F[x]. Da siges f og g
at veere kongruente modulo I, hvis f — g € I, dette skrive

f=g modl.

[CLO92, 5.222]
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Definition A.3 (Zkvivalensklasse). Lad I C F[x] veere et ideal og f € F[x].
Da er @kvivalensklassen for f maengden

[f]={9€Fx]|g=f modI}.
[CLO92, 5.222]

Definition A.4 (Kvotientring). Kvotienten af F[x] modulo I er maengden
af sekvivalensklasser for kongruens modulo I;

Flx]/T={[f] | f € F[x]}.
[CLO92, s.223]

En helt grundleeggende egenskab i dette projekt er at veere i stand til
at ordne leddene i et polynomium. Derfor handler det fglgende afsnit om
dette.

A.1 Ordning af Led

Et polynomium f € F[x] bestar af en raekke led, hvor hvert led er et produkt
af variablene i x = (x1,...,z,). I mange situationer er det fordelagtigt
at kunne ordne de indgaende led i f pa en entydig made. Dette kunne
f.eks. veere i tilfzelde hvor division mellem polynomier er impliceret eller
ved sammenligning af polynomier. Til dette formal defineres fglgende et
monomium.

Definition A.5 (Monomium). Et monomium x* € F[x] et produkt af
T1,...,Ty givet ved

(67

x =t xg? e ann

n I

hvor a = (a1, a,...,a,) € Z%,.
Fra ovenstédende definition fglger, at hvis et polynomium kun bestar af
et enkelt led kaldes dette polynomium et monomium.

For at veere i stand til at ordne leddene pa en passende made ma vi
kraeve at ordningen er en total ordning. Det vil sige at for ethvert par af
monomier x, x” € F[x] geelder kun et af folgende tilfzelde;

x® < xP eller x*=x" eller x*>xP.

Ligeledes kraeves at ordningen er velordet. En ordning er velordnet hvis det
er muligt at liste leddene i en aftagende folge, saledes at ordningen har et
mindste element.
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Lemma A.6. En ordensrelation > pd Z%, er velordnet hvis og kun hvis
enhver strengt aftagende folge pa Z% er endelig. |CLOI2, 5.55]

Bevis. Vi antager kontra-positivt at > ikke er velordnet hvis og kun hvis der
findes en uendelig strengt aftagende fglge i Z%,. Hvis > ikke er velordnet sa
mé der findes en delmaengde S C Z2, som ikke har noget mindste element.
Vi veelger et element fra S kaldet a(1). Da a(1) ikke er det mindste element
findes et andet element a(2) < «(1) i S. Dette element er heller ikke det
mindste element, sa endnu et element fra S kan veelges a(3) < a(2). Ved at
fortseette argumentationen pa denne made fas en uendelig stengt aftagende
folge;
a(l) > a(2) > a(3) > - .

Omvendt geelder at hvis en uendelig strengt aftagende folge findes sa er
meengden {a(1),a(2),a(3),...} en ikke-tom delmzengde af Z%, som ikke
indeholder noget mindste element. Heraf er > ikke velordnet. O

Definition A.7 (Monomiel Ordning). En monomiel ordning er en relation
> pd ZY, som opfylder fplgende betingelser;

(7) Relationen > er en total ordning pa Z%,,.
(7) Lad o, 8,7 € Z%,. Hvis a > 8 s& geelder at a +7v > 3+ 7.

(7ii) Relationen > er velordnet pa Z%,
[CLO92, s.55]

Bemark at der er en en-til-en korrespondance mellem et monomium
x® = 27" - xpn € F[x] og n-tuplen o = (ay,...,a,) € Z%. Det vil sige at
en monomiel ordning > pa Z%, tilsvarende giver en ordning af monomier
i F[x]. Givet en monomiel ordning > pa Z%, og o, 3 € Z%, hvor a >
3, haves derfor at for x* x% € F[x] er x* > x7. Fylgende defineres den
Leksikografiske orden, som er en monomiel ordning.

Definition A.8 (Leksikografisk Orden). Lad tuplerne o = (ay,...,ay), 8 =
(B1,...,Bn) € Z5, veere givet. Lad v = o — 8. Hvis komponenten forskellig
fra nul leengst mod venstre i 7y er positiv sa siges a >eks 5. [CLO92, s.56]

Proposition A.9. Den Leksikografiske orden pd ZY, er en monomiel ord-
ning. [CLO92, s.57]

Bewvis. At den Leksikografiske ordning opfylder punkt (7)-(7) fra definition
ses folgende;
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(7)

(i)

(iid)

Lad «, 8 € Z%, og betragt v = o — 3. Hvis den fgrste ikke-nul kompo-
nent iy er p(;sitiv folger af definition [A-§at o > 5. Hvis den forste
ikke-nul komponent i v er negativ fglger ved ombytning af « og 5 at
B >1eks @, 0g hvis alle komponenterne i v er nul, fglger at a = 3. Heraf
er den Leksikografiske ordning en total ordning.

Antag at o, B € Z% og at a >1eks 8. S haves at ikke-nul komponenten
laengest mod venstre i ¥ = a.— f3 er positiv. Lad denne komponent vaere
7. Lad ¢ € Z%,. Vi gnsker at vise at o + ¢ >1exs 8 + (. Dette ses ved
(@4+¢) —(B+¢) = a—B =7 >k 0. Per antagelse er ikke-nul
komponenten laengest mod venstre i v givet ved v, > 0, hvorfor det
gnskede er tilfzeldet.

Antag at >ks ikke er velordnet. Fra lemma findes sa en uendelig
strengt aftagende folge af elementer i ZZ,.

04(1) >leks 04(2) >leks 04(3) >leks ©°*

For alle a(i) € Z% betragtes den fgrste komponent. Fra definition
haves at komponenterne former en ikke-voksende fglge af ikke-negative
heltal. Da Z>( er velordnet fglger fra lemma @ at denne fglge vil
stabilisere pa et tidspunkt ved et endeligt element. Der findes altsa et
k hvorom der geelder, at alle forste komponenterne i (i) for i > k er
ens. Betragt anden komponent i fglgen fra a(k). Ved samme argument
som ovenfor vil anden komponenterne stabiliseres pa et tidspunkt, og
der findes derfor et k + j sdledes at anden komponenterne (og forste
komponenterne) i «(i) for i > k+j alle er ens. Ved at forsaette pa denne
made indtil alle n komponenter er gennemlgbet opnas elementer for
0> k+jifolgen a(f), a(£+1),... som alle er ens. Dette er en modstrid
med antagelsen om at a(¢) >1xs (€ + 1) og den Leksikografiske orden
er derfor velordnet.

Eksempel A.10. Lad f(x1,z9,23) € Flxy, 22, 23] vaere givet ved

3.2 2 4
f(z1, x2, x3) = wiw25 + T 175 + 4T 17973 .

Polynomiet f indeholder tre led. Anvendes den Leksikografiske orden pa
Flx1, T2, 73] fis at 232023 >ieks 7173 >eks 4717273, da (3,2,2) — (1,2,0) =
(2,0,2) og (1,2,0) — (1,1,4) = (0,1, —4) giver at (3,2,2) >jeks (1,2,0) >1eks
(1,1,4). a

Den monomielle ordning giver anledning til at definere det ledende mo-
nomium og den ledende koefficient, hvorfra det ledende led kan bestemmes.
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Definition A.11. Lad en monomiel ordning > veere givet og lad f =
>0 ax® € F[x] hvor a € Z%,. Om funktionen f geelder at;

(i) Multigraden af f er givet ved
multigrad(f) = max{a € ZZylan # 0} .
(it) Den ledende koefficient af f er givet ved
LC(f) = amutigrad(s) € F -

(ii7) Det ledende monomium af f er givet ved

LM(f) _ Xmultigrad(f) )

(iv) Det ledende led af f er givet ved
LT(f) = LC(f) - LM(f)

[CLO92, 5.59]

Multigraden af et produkt eller en sum af polynomier er givet i folgende
lemma;

Lemma A.12. Lad f, g € F[x] vere ikke-nulpolynomier. Der gelder at

(7) multigrad(fg) = multigrad(f) + multigrad(g).

(#) Hwvis f4+g # 0 sd gelder at multigrad(f+¢) < max{multigrad(f), multigrad(g)}.
Huis der specielt gelder at multigrad(f) # multigrad(g) sa opnds lig-
hed.

[CLO93, 5.60]

Bevis. Lad f = >, aax% oglad g = > 5 ngﬁ. Definer meengden A til at
indeholde alle o € Z%, hvor a, # 0 og definer maengden B til at indeholde
alle 8 € Z%, hvor bg # 0. Vi beviser forst del () og herefter (ii).

(i) Multigraden af fg kan bestemmes til

multigrad(fg) = max{a +BeZlacApBc B}

= max{a € Zla € A} + max {ﬂ €788 € B}
= multigrad(f) + multigrad(g) .
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(#9) Antag at f + g # 0. Der gaelder sa at

multigrad(f + g) = max {max {04 € Z|a € A\B} ,
max {a € Z3pla € (AN B)} ,

max {ﬁ € Z%|B € B\A}}
< max {max{a € Z|a € A\B} , (A1)

max {8 € Z%| € B\A}}
= max {multigrad(f), multigrad(g)} .

Hvis f og g har samme multigrad, a; = f;, risikere monomiet med
denne multigrad i summen f + g at forsvinde. Dette er tilfeeldet hvis
aq; + bg, = 0. Derfor er uligheden i (A.1)) veldefineret.

O]

Det fglgende lemma benyttes i beviset hgrende til ssetning Vi be-
viser det ikke, men henviser den interesserede laeser til [CLO92].

Lemma A.13. Lad en sum vere givet ved

Zcifi hvor ¢; € F og multigrad(f;) = d for alle i .

=1

Hvis multigrad(3>-5_; ¢;fi) < § sd er Y7 ¢ifi en linear kombination med

koefficienter i F af S-polynomier S(f;, fi) for 1 < j,k < s. Desuden gelder
at hvert S-polynomium har multigrad mindre end §. [CLO92, s.84]
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Resultater fra Algebra

Dette bilag indeholder en divisionsalgoritme for en meengde af polynomier,
Hilberts Basis Seetning og Hilberts Nullstellensatz. Alle tre emner er en del
abstrakt algebra.

B.1 Divisionsalgoritme

Givet et polynomium f € F[x]| og en maengde af polynomier {fi,..., fi} €
F[x] kan det veere interessant at undersgge, hvorvidt polynomiet f kan ud-
trykkes ved en kombination af polynomierne fi, ..., f;. Divisionsalgoritmen,
algoritme [0 kan anvendes til denne undersggelse. Folgende satning fastseet-
ter egenskaberne ved Divisionsalgoritmen.

Saetning B.1. Lad F = (fi,...,f;) og f € F[x]| vere givet. Algoritme [(]
konstruerer polynomier ay, ..., a,r € F[x]| sdledes at

f=afi+ - +afitr
hvor r kaldes resten. Desuden geelder der, at ingen monomier ¢ r er divider-
bare med LT(f1),...,LT(f:).
Beuvis. Det skal vises at der for ethvert skridt i algoritmen geelder, at
f=afi+-+afi+p+r (B.1)

Dette er sandt for de angivne begyndelsesveerdier af aq, ..., a:, r og p i algo-
ritme [6] idet der haves, at

f=afi+Fafitp+r=0fi+---+0fi+f+0=F.
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Algoritme 6 Divisionsalgoritme i F[x]

Input: En ordnet t-tupel F' = (f1,..., f), et polynomium f € F[x], og
en monomiel ordning > pa Z%.
Lad a; :=0;...;a, = 0;7 = 0;p := f;
while p # 0 do

1 := 1; divisionstilfaelde:=falsk;

while ¢ <t and divisionstilfeelde=falsk do

if LT(f;) dividerer LT(p) then

@i = i + (i
pi=p— B fi
divisionstilfzelde:=sand;
else
1i=14+1;
end if
end while
if divisionstilfeelde=falsk then
r:=r+ LT(p);
p:=p—LT(p);
end if
end while

Output: Polynomier ai,...,as,r hvor der gelder, at f = a1f1 + - +
aft + .

Det kan derfor antages at (B.1]) holder for det forste skridt i algoritme[6] Der
er to muligheder for algoritmens naeste skridt; divisionsskridt eller restskridt.
Der ses forst pa tilfeeldet ved et divisionsskridt. Her geelder der, at LT(p) er

dividerbar med et LT(f;) og algoritmen forgger a; med Iljg((ﬁ)) og formindsker

p med IIJ%F((}?) fi. Af dette ses, at

L), (T N TR . LT()
(az—i_LT(fi))fl—i_(p LT(fi)fZ> zfl—i_LT(fi)fl—i_p LT(fi)fz Zfz+p7

og hermed er summen a;f; + p fra skridtet for usendret, og geelder
stadig efter et divisionsskridt. I tilfseldet hvor nzeste skridt er et restskridt
forpges resten r med LT (p) og polynomiet p formindskes med LT (p). Det vil
sige at summen p + r er usendret i , da

(p—LT(p)) + (r+LT(p)) =p+r+LT(p) —LT(p) =p+r

Ud fra dette er (B.1]) usendret bade efter et divisionsskridt og et restskridt,
desuden galder der at algoritme [6] stopper nar p = 0 og herved fas, at

f=afi+ - Fafi+r
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Der galder at resten r kun forgges, nar LT (p) ikke er dividerbar med nogle
af LT(f;)’erne for i € {1,...,t}, og polynomierne aq,...,a; og r har derfor
de gnskede egenskaber.

Det er ngdvendigt at vise at algoritme [6] afsluttes pa et tidspunkt. Dette
gores ud fra observationen at nér p redefineres sé formindskes multigraden
af polynomiet p eller p = 0. For divisionsskridtet redefineres p til

; LT(p)
“PTIT()
LT

For at se at multigraden af p falder ses der pa det ledende led af 1 f ) fl, og
der fas folgende:

r(E0 )~ oL ((p; LMG). ) gy (LCOLNG) )

fi- (B.2)

LT(fi) fi M( ) LC(fZ)LM(ffL)
- o) ®) LC(p) LM(p)
~ LO( i)LC(LM(fl) )L (LC(fZ)LM(m)LM(fZ)
= LS Lo s
_ M
RS IAD AR
_ LI
= [a(gy T = 1T0) (B.3)

Ud fra dette ses det at p og %(jfi)) fi har samme ledende led, sa dette forsvin-

der i (B.2), hvorfor multigrad(p’) < multigrad(p) for p’ # 0. Ved restskridtet
redefineres p ved fglgende

p'=p—LT(p),

og det ses direkte, at multigrad(p’) < multigrad(p) for p’ # 0. Heraf falder
multigraden af p i begge tilfaelde. Hvis ikke algoritmen afslutter fas en uen-
delig fglge af aftagende multigrader for p, men da den monomielle ordning
> er velordnet, er dette ikke muligt i folge lemma Altsa der er kun en
endelig aftagende fglge af multigrader, hvilket giver at p = 0 vil optraede pa
et tidspunkt og algoritmen afsluttes. O

Fglgende korollar er en direkte konsekvens af Divisionsalgoritmen og sset-
ning

Korollar B.2. Fastset en monomiel ordning > pd Z% og lad F' = (f1, ..., fi)
veere en ordnet t-tupel af polynomier i F[x]. Sa gelder der, at ethvert f €
F[x] kan skrives som

f=afi+-+afi+r, (B.4)
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hvor a;,r € F[x]. Der gelder enten, at r = 0, eller at r er en linear kombi-
nation af monomier med koefficienter ¢ F. Der gelder for monomierne i r,
at ingen af disse er dividerbare med LT(f1),...,LT(ft). Polynomiet r kal-
des en rest af f ved division med F. Der gelder desuden at hvis a;f; # 0 sa

haves at
multigrad(f) > multigrad(a; f;). (B.5)

[CLOY, s.64]

Beuvis. At der findes ay,...,a; og r der opfylder fglger af ssetning
B.1, og ud fra dette har r ogsa de gnskede egenskaber. Det er derfor kun
ngdvendigt at undersgge forholdet mellem multigrad(f) og multigrad(a; f;).
Ethvert led i a; er af formen % for en eller anden vaerdi af p. Der gaelder
fra algoritme [6] at p = f som startveerdi og ifplge seetning geelder der
at multigraden af p falder. Det vil sige, at LT (p) < LT(f). Fra fas at
LT(aifi) = LT(p) for et eller andet p, og heraf at LT(a;f;) < LT(f). Ud fra

dette og definition fas, at multigrad(a; f;) < multigrad(f). O

Bemerkning B.3. Ulighed (B.5)) folger ogsa direkte ved anvendelse af lemma
AI12

B.2 Hilberts Basis Saetning

Hilberts Basis Seetning giver et fundamentalt resultat vedrgrende idealer.

Saetning B.4 (Hilberts Basis Seetning). Ethvert ideal I € F[x] har en ende-
lig frembringende mangde. Det vil sige I = (f1,..., fi) for nogle f1,..., fi €
I. [CLO92, s.76]

Bevis. Hvis I = (0) veelges {0} som den endelige frembringende maengde
og saetningen er sand. Det antages derfor at I indeholder mindst et ikke-
nulpolynomium. Fra proposition 3 [CLO92, s.76] geelder der, at der findes
polynomier fi,..., f; € I saledes at (LT(f1),...LT(f:)) = (LT(I)). Heraf
gnskes at udlede at (f1,..., fi) = I. Der geelder direkte at (f1,..., fi) C I,
da fieIforie{l,... t}.

Lad f € I. Ved brug af divisionsalgoritmen, algoritme [0}, fas at f kan
udtrykkes ved
f=afit+ - +afi+r

Her gaelder der, at r ikke er dividerbar med nogle af LT(f1),...,LT(f;) fra
korollar Desuden gezelder, at

r=f-afi——afiel
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Hvis r # 0 sa geelder der, at LT(r) € (LT(I)) = (LT(f1),...,LT(f:)), hvilket
betyder at LT (r) er dividerbar med et LT(f;), men sa kan r ikke vaere resten
jeevnfer det ovennaevnte. Der geelder altsd at » = 0 og heraf at

f=afit-Fafi+0e(fi,.... fr)

for alle f € I, hvorfor I C (fi,..., fi). Derfor ma ethvert ideal I have en
endelig frembringende maengde. O

Et andet interessant resultat om idealer omhandler en stigende kaede af
idealer.

Seetning B.5 (Stigende Kaede). Lad
Lch,cIycC---, (Bﬁ)
veere en stigende kede af idealer i F[x|. Sd findes et N > 1 sdledes at

In=Iny1=Inj2="---.

[CLOYZ, 5.78]

Bevis. Lad den stigende kaede i veere givet og lad I = J;2, I;. Daer I
ogsa et ideal i F[x] hvilket ses ved anvendelse af definition

(7) Der geelder at 0 € I, da 0 € I; for alle 4.

(7) Antag at f,g € I, sa geelder per definition af I at f € I; og g € I,
for nogle 7 og j. Da er en stigende kaede ma geelde at ¢ > j eller
J > 1, sa ved en evt. ombytning af indeks fas at I; C I;, s& bade f
og g er indeholdt i I;. Da I er et ideal geelder at f + g € I; hvorfor
f+gel

(i) Antag at f € I og at r € F[x], sd gaelder som ovenstiaende at f € I;
for nogle i, hvorved r- f € I; C L.

Da I er et ideal folger af Hilberts Basis Seetning[B.4]at I har en endelig frem-
bringende meengde; I = (fi,..., fs). Fra konstruktionen af I vides at hvert
af disse frembringere f; er indeholdet i et af idealerne i den stigende kaede

(B.6)). Antag at for i € {1,...,s} haves at f; € I,. Lad N = max{ji, ..., Js}
sa folger at f; € Iy for alle ¢ € {1,...,s}. Vi har sa at

I:<f17"‘7fs>CINCIN+1C~--CI

Heraf fglger at den stigende keede stabiliseres saledes at for et NV > 1 geelder
a’tIN:IN-‘rl:"- D
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B.3 Hilberts Nullstellensatz

I afsnit [2.4] er definitionen for varieteten af et ideal givet. De folgende saet-
ninger knytter en sammenhseng mellem varieteten af et ideal og de polyno-
mier som frembringer idealet.

Proposition B.6 (Den svage Nullstellensatz). Lad F vere et algebraisk
aflukket legeme og I C F[x] vere et ideal der opfylder, at V(I) = (0. Sd

geelder der, at I =F[x]. [CLO92, s.170]

For beviset af den svage Nullstellensatz henvises den interesserede lacser
til [CLOY2).
Seetning B.7. Lad I C F[x| vere et ideal. Sa gelder der, at 1 € 1 hvis og
kun hvis V(I) = (.
Bevis. Antag, at 1 € I sa geelder der direkte at V(I) = (), da et konstant

polynomium ingen nulpunkter har.

Antag omvendt, at V(I) = () sa fas af den svage Nullstellensatz at I =
F[x], hvilket vil sige at 1 € 1. O
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Grafteori

Opstillingen af et netvaerkskodningsproblem givet i definition [3.1] bygger pa
en grafrepraesentation af det givne netveerk. I det folgende gives derfor et
udpluk af den bagvedliggende grafteori som benyttes i kapitel [3| og kapitel
4

C.1 Minimum Snit Maximum Flow

Vi praesenterer Minimum Snit Maximum Flow ssetningen. Denne benyttes
i afsnit til at konkludere, at der skal bruges h disjunkte veje for at
sende h meddelelser. Fgr minimum snit maximum flow seetningen gives de-
fineres fgrst grundleeggende begreber fra grafteorien vedrgrende netveerker.
Her defineres fgrst et snit og et s — 7 snit.

Definition C.1 (Snit). Lad G = (V, E) vare en graf og {V1,Va} veere en
opdeling af V. Da kaldes E(Vj,V3), som er meengden af kanter mellem V3
og Vb, et snit.

For s,r € V, er et s —r snit er en meengde E' C FE, hvor E' = ud(U) for
en maengde U C V', hvor s € U men r ¢ U.

Folgende proposition giver forholdet mellem disjunkte veje og snit i et
netvaerk.

Proposition C.2 (Mengers Sezetning). Lad G = (V, E) veret en orienteret
graf og lad s,r € V. Sd er det maksimale antal s — r disjunkte veje lig med
den mindste s — r snit. [Sch09, Korollar 4.1b]
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For at beskrive hvor meget information der kan sendes over hver kant
i netvaerket tales der om kapacitet. Kapacitetsfunktionen for et netveerk er
givet ved ¢ : E — R,. Denne afbilledes her over i de positive reelle tal, da
en kant med kapacitet nul kan betragtes som en kanal hvor intet kan sendes
over. Denne kant kan da ignoreres i det givne netvaerk. Kapaciteten af et
s — r snit er givet ved

c(ud(U)) = Z c(e) .

ecud(U)

For at beskrive den information der skal sendes mellem s og r haves et s —r
flow, som er en funtion f : F — R med egenskaberne

1. f(e) >0forallee€ FE,

2. Zeeind(v) f(e) = EeEud(v) f(e) for alle v € V\{S, T}'

Den samlede maengde af flow i et netvaerk beskrives ved veerdien af et flow,
som er givet ved

wlie(f)= 3 fle)- Y fle).

ecud(s) e€ind(s)

Et s —r flow f siges at vaere under kapacitetsfunktionen ¢, hvis der geelder,
at f(e) < c(e) for alle e € E.

Seetning C.3 (Minimum Snit Maximum Flow). For en orienteret graf G =
(V, E), med punkter s,r € V og kapacitetsfunktion ¢ : E — Ry er den
maksimale verdi af et s — r flow under ¢ lig med den mindste kapacitet af
et s —r snit. [Sch09, Setning 4.2/

Der galder at den mindste kapacitet af et snit kan betragtes som det
mindste snit i netveerket, hvis vi antager at alle kanter har enhedskapacitet.
Af proposition fas derfor at den maksimale veerdi af et s — r flow er lig
med antallet af disjunkte veje mellem s og r. Desuden geelder der, at den
maksimale veerdi af et flow er lig den stgrste meengde af information der
kan sendes igennem netveerket. Heraf fglger det, at hvis der i alt haves h
disjunkte veje i netveerket mellem s og r sa kan der hgjest sendes h beskeder.
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Eksempler

Dette bilag indeholder en gennemgang af metoder brugt i eksempler i ho-
vedteksten. Desuden haves ogsa Grobner-basen hgrende til eksempel

Eksempel D.1 (Udregning af Grobner-basis ved Maple). Lad idealet I =
(x +2y,3y? + z,y%) i Flx, y, 2] veere givet. Vi gnsker at bestemme en Grébner-
basis for I nar der haves en leksikografisk ordning med & >jeks ¥ >leks 2-
Dette ggres ved hjeelp af Maple ved fglgende kode;

Definition af polynomierne i idealet I

[> fi=me+2-y

[> fa ::3-y2+z

[> f3:=y?

Pakke til at bestemme den reducerede Grobner-basis
[> with{Groebner} :

Msaengden for hvilken basen gnskes fundet

[> B :={f1, f2, f3}

Ordningen af de variable z,y, z

[> T := plex(z,y, 2)

Grobner-basen bestemmes ved funktionen Basis
[> GB := Basis(B,T)

GB = [z +2y,y% 7]

Det vil sige at Grébner-basen for idealet I er {x + 2y,4?%, 2}. A
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Eksempel D.2 (Grobner-basen hgrende til eksempel. I dette eksempel
gives de 34 polynomier i Grobner-basen fra eksempel [4.4]

q1 = — farf18[50 + farfr0 /58,

a2 = fesfarfs8 ]2 — fesfarfs0 79 78 — foofsr fssfr0fr8 + foof37 o0 f2s,

g3 = a42,

q4 = a3s f58 fr9 — a3s fs0 frs,

q5 = asa foafar fro + ass fso,

g6 = a3z fo4 fa7 frs + azs fss,

q7 = a3,

qs = fesf3raz1 fro — feof3ra21f7s,

qo = f3ra21 fro faz,

q10 = [f3raz1 frs faz,

q11 = a1 f14,

q12 = ass faraz,

q13 = a16.fes fro — a16f69 f78,

q14 = a6 far,

q15 = 16035,

Q16 = —26045C0b31016 fos foybosbssbazasa fas+2a26a45c0b31a16 foo fos f59 f5sbosbssbazasa foa—
a26a45C0b31016 [39 foxbocbssbazasa foa + aseasscobsiaie fas f2bosbsebazasa foa —
2a26a45¢0b31a16 f60 f6s f50 [58bosbssbasasa faa+asaascobsiaie f3g fasbosbssbazass fas+
a26a45C0b33a16 33 2 bosbssbat asa foa—2az6aascobszaie feo fos 59 f53bosbssbatasa faa+
a26a45C0b33016 39 [o5bocbssba1asa foa — a26a45c0b33a16 fEs [29bosbsebatasa foa +
2a26a45¢0b33016 f69 f68 f59 [58Dosbscba1 32 foa —a6aa5cobszars fGy fosbosbsebatasa foa—
I37f58 79 + f37f50 f78,

Q17 = a26a45C0b31a16 f69 f63021 f50bo6bssbazasa faa—a26aa5c0b31a16 fG9a21 f58boebssbazass faa—
a26a45C0b31a16 f69 f63a21 f50bosbsebazasa foa+asgascobsiaie fgaz1 f5sbosbsebazass foa—
a26a45¢0b33016 f69 f68a21 f50b9sbssba1asa faa+azeauscobszais fagazn f5sbocbssbarase foa+
a26a45¢0b33a16 f69 f63a21 f50bosbseba1aza foa—assaascobszaie figaz1 f5sbosbsebatasa foa—
f3ra21 fro,

q18 = 26a45C0ob31a16 [33a21 frobosbssbazass foa—aseasscobsiate foo fosazi f53bosbssbazasa foa—
a26a45C0b31a16 fi3a21 f50bosbsebazasa faa+aseasscobsiae foo fesaz1 f5sbosbsebazasa foa—
a26a45C0bs3a16 f25a21 f50bo6bssba1 asa faa+assasscobssars foo fosaz1 f5sbosbssbar asa foa+
a26a45C0b33a16 f3321 [50bogbsebat asa foa—azeasscobszaie foo fesaz1 f58bosbsebatasa foa—
f3raz1 frs,

q19 = a26a45C0b31a%6 f69 fo8.[50b06bssba3as2 foa —asascobsiais f3g f58bocbssbazasa foa—
a26a45C0b31a1g foo fos frobosbsabazasa foa+assasscobsialy [y f5sbosbssbasass foa—
a26a45C0b33a76 f69 fos fs0boabssba1 asa foa+assasscobssals f2y f58bocbssbai asa foa+
a26a45C0b33a36 f69 f6s f59b9sbseba1ase foa—a26a45cobszads fo f5sbosbsebaraza foa—

a6 f37.f79,

G20 = A26a45C0b31a%6 [Es [50bo6bssbazasa foa—aseaascobsials foo fos f58bocbssbazasa foa—
a26a45¢0b31036 25 f50bosbsebazase foat+asasscobsi als feo fos f5sbosbssbasass faa—
a26a45C0b33076 s [50bo6bssba1 asa foa+asgasscobssals foo fos f5sbosbssbaiasa foa+
a26a45C0b33a 76 33 f50b9sbsebat as2 foa—a26aa5cobsszal feo fos f5sbosbsebar aza foa—
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a16 f37f78,

q21 = f3rfs8a13f79 — f37f50013 fr8 — a16fesf50 + a6 feo f5s,

422 = a26045C0b31a35 f68 [y bosbsebazars fro+ far f7g—ag6aa5c0bsi feo f2gbosbssbazarzass frs—
froaseasscobsiass fos f2bosbssbasars + assaascobs feo foybosbssbazaizass frs +
froaseasscobssass fos [29bosbssba1ats — azeaascobss foo f2ybosbssbaraizass frs —
froa26a45c0b33a35 fos f2ybosbssbaiars + azeasscobss feo foybosbsebatarzass frs,

423 = a26a45C0ob31a35 fos f2bosbssbaza1z—assascobsi ass foo f59 frsbogbssbazars—
a26a45C0b31a35 fos [2bosbsebazars + azeaascobsiass foo 59 f58bosbsebazars —
a26a45C0b33a35 fos [oboabssba1a1s + azeaascobszass foo f59 f58bosbssbarars +
a26a45C0b3335 fos [ 29 bosbseba1 13— a26a45c0b33ass foo f59 frsbosbsbarars — far fro,

24 = a26a45C0ob31a35 fos f59 f58bocbssbazars —aseaas cobsi ass feo f2sbogbssbazars —
a26a45C0b31a35 f6s f59 f53bosbsabazars + azeaascobsiass feo fasbosbssbazars —
a26a45C0b33a35 fos [59 f53Doebssbarars + assaascobssass foo fxbosbssbarars +
a26a45C0b3335 f68 f59 f53bosbsaba1 a13—a26aa5cobszass feo fasbosbsebarars— far frs,

G5 = C0a32 f24b43013031b88a26 f68D96a45 [50+1—Coas2 f2aba3a13b31bosaz6 foobssaas f5s—
c0a32 f24b43a13b31bs6a26 fosbogaas f59 + coasz faabazaizbsibogass feobseaas f58 —

coa32 fo4ba1a13b33b88a26 fesboeas f50 + coass faaba1ai3bszbosass feobssaas frs +

c0a32 f24b41a13b33b86a26 fesbogaas f50 — coasa faaba1a13b3zbogaze feobseass fss,

426 = — f37 fr9—a26a45C0b31a16 f69 fos f50bosbssbasasa faa+assaascobsiaie f3y f5sbosbsebazass foa+
coas2 f2ab13a13b31b86a26 fesbogaas f59 f37 fro—a26a45¢0b31 fo9 f50098bs6bas3 f3raizasa frs foa—
f37013032 fr9 f24a26a45¢0D31 fos f59bosbsgbaz+azeaascobat feo f50bo6bssbas f3rai3asa frs foat
a26a45¢0b31a16 f69 f68 f50bo6bssbazass foa—assasscobsi aie [y f58bocbssbasasa foa+
f37fr9c0a32 f24b41a13b33b83a26 f63D96 045 [59—A26045C0b33 f69 f50bosbssbat farai3ass frs foa—
a26a45¢0b33a16 69 f68 f50bocbssbai aza foa+asasscobssaie f3y f58bocbssbar asa foa—

f37 fr9c0a32 f24b41a13b33b36a26 f63098 045 f59+a26045C0b33 foo f50bosbssbat fara13as2 frs foa+
a26a45¢0b33a16 f69 f68 f50bosbseba1 asa foa — asgaascobssae f3o f53bosbsebat asa foa,

Q27 = —as3s fr9c0a32 f24b43a13031b88a26 fosbosaas fso+ass frocoass f2abarai3bs3bssasze fesbosaas f50—
coa32 f24ba1a13b33b96a26 foobssaasa3s f59 frs—ass frocoass faabarai3bszbssass fesbogaas fo+
c0a32 f24b41a13b33b98a26 foobs6a45a35 f59 fr8—Coasz f2abazai3bs1bosase feobssaasass f59 frs+
a26a45c0b31 feobosbssbaza13asa f2aass f59 frs+coasa f2abazai3bzibseaszs fosbosaas fsoass fro—
ass fr9,

q28 = f3ra21013 fr9 + a16 fegazi,

q29 = f3raz1a13 frs + a16 fesaz1,

q30 = a6 f3rarz fro + aig feo,

q31 = a16f37a13 frs + alg fes,

q32 = a11.f14fa7 fro + a13f37 fr9 + a16 feo,

q33 = a11 f1a fa7 frs + a3 f37 f78 + a16 fes,

34 = a11a35 f1a—coady [34ba1a73b33bos 26 foobssaas f37 f1s+C0a3s f34ba1a%3b33bosaes foobssaus f37 frs-
c0a3y f31b430%3b31bosase feobseaas f37 frs—Ccoa3y f31bazatsbsibosasg feobssaas far frs+

03y [34ba1073b33bs6a26 fosbosaas f37 fro—Ccoa3y f34ba10%3b33bssazes fosbosaas f37 fro—
c0a3y f31b13a33b31bsgazs fosbosaas f37 fro+ faratsads fro f34cobazbsi bssase fesbosaas
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D.1. KONSTRUKTION AF Fys

Potens af « Polynomium - | Potens af « Polynomium
af 1 alt 3 4 22
al T al? zt 4 23
a? z2 ald a4+ 1
a? a3 al? 41
at z? a?Y a4+l
a’® 3 +1 a?! s+ r+1
ab 4 a?? 22 +r+1
a’ a2 +1 a? 24?4+
a® a3+ a?t zt + 23 4 22
a? a3+ 2?41 a?® zt+1
ald 4+ +1 a6 2 4+r+1
all B4t +r+1 a?? 42?4z
al? a4 a8 2+ 1
ol3 241 29 PR
ol r+1 30 zt 4 2
al® 2+ a3l 1

Tabel D.1: Elementer i Fos.

D.1 Konstruktion af Fos

I flere eksempler er fejlkorrigerende koder konstrueret over legemet Fqs. Vi
konstruerer her Fys over det irreducible polynomium z° + 22 + 1 € Fy [x],
saledes at Fgs = Fa[x]/ (2% + 23 + 1). Vi veelger « til at veere det primitive
element. I tabel ses alle potenser af a.

Eksempel D.3. Fglgende metode benyttes i Maple til at regne med det
endelige legeme Fys.

Konstruktion af Fos = Fa[z]/ (2° + 23 + 1)
[> alias (@ = RootOf (x5 + 23 + 1)) ;

(0}

Addition af to elementer fra Fys
[> evala(a® + a?') mod 2

at+1

Multiplum af to elementer fra Fos
[> evala(a!® - @?') mod 2

a® +1
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