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Synopsis:

Malet med denne rapport er at ud-
dybe resultatet og bevisfgrelsen i
[Melas, 1992]. Heri bevises, at knude-
linjen for en anden egenfunktion til
Laplace-operatoren (over et konvekst,
begraenset omrade med glat rand), skae-
rer randen i praecist to punkter. Derfor
gives en grundig indfgrsel af de aktuelle
egenveerdier, eksistensen af tilhgrende
egenfunktioner bevises, og regulariteten
af disse egenfunktioner diskuteres. Y-
dermere indfgres knudelinjen for egen-
funktionerne, og dennes skaering med
randen karakteriseres. Desuden bevises
relevante maksimumsprincipper for vis-
se elliptiske differential-operatorer, her-
under en version af Hopfs randpunkt-
slemma. Desuden gives et bevis for
Courants knudelinjeseetning, og Hay-
mans seetning om indre radius. Afslut-
ningsvist bevises hovedseetningen fra
[Melas, 1992].
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0.1 Abstract

0.1. Abstract

This paper is written by Ann-Eva Christensen and Louis Pedersen, during the
authors sixth semester of mathematics at the Department of Mathematical Scien-
ces, Aalborg University, as a thesis in the field of Applied Mathematical Analysis.
The writing period ran from february 1. to june 6., 2007. The associated mentor
guiding the project was Thomas @stergaard Sgrensen, Department of Mathema-
tical Sciences, Aalborg University.

This thesis revolves around an article written by Antonio D. Melas ([Melas, 1992])
in the year 1992. The main result in [Melas, 1992] article, is the following: The no-
dal line for a second eigenfunction of the laplacian with zero boundary conditions
intersects the boundary of a convex bounded domain, with smooth boundary, in
precisely two points.

The goal of this thesis is to elaborate on the techniques, arguments and results
used during the proof of this theorem. These span several mathematical discipli-
nes, and therefore the reader will not only get proofs of many needed results, but
also useful references to relevant litterature for possible further study.

This paper contains a short introduction to the history of the classical Dirichlet-
problem, and a thorough statement of the eigenvalue- and eigenfunction-problem
for the laplacian defined on an open domain of finite lebesgue-measure in R?
- in this paper referred to as the Dirichlet problem. Also most of the results
are stated and proved for R?, but generalizations are possible, and if needed
the reader should be able to extract useful information for other dimensions. At
least if the references to the litterature are explored. During the paper we prove
the exsistence of eigenvalues and eigenfunction for the Dirichlet problem, and
establish results about the connection between the eigenvalue equation Au+A\u =
0 and the definition of eigenvalues as variational problems. Furthermore other
results regarding the behaviour of egenvalues are discussed.

This paper also contains a brief discussion of the regularity of egenfunctions(and
to some extent other solutions to elliptic partial differential equations). References
regarding this subject are made, since the proofs are omitted.

The regularity leads to proving maximum-principles in the forms needed for
the main theorem. This includes useful versions of a generic maximum-principle
and versions of Hopfs Boundary Point Lemma, much needed in the further study
of [Melas, 1992].

Another classic result proven in this text is the Courant Nodal Line Theorem,
which is a pivotal point. As an added bonus of the Courant Nodal Line Theorem
a proof that the first Dirichlet eigenvalues is simple is quite easy and therefore
added in the appendices in the back.

We also prove the Hayman Inner Radius Theorem, which bounds a geometrical
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property, specifically the largest disc contained in a domain, with the first egen-
value of the domain. The proof of Haymans inner radius theorem uses a version
of Wirtingers Inequality which is therefore also proven in the paper.

We conclude the paper by informing the reader about, and refering to, later
and similar results. Of course several relevant subjects are not fully elaborated
in this paper. Therefore we sum up which topics, should be considered suited for
further study.
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0.2. Indledning

Det klassiske Dirichlet-problem er et gammelt matematisk problem, hvoraf rela-
terede problemer stadigt optager matematikere. Mange matematiske problemer
er fysisk motiveret, og det klassiske Dirichlet-problem blev formuleret af Dirichlet
(1805-1859)! i 1830’erne, som folge af hans studie af stabiliteten af solsystemet.
Det klassiske Dirichlet-problem er problemet at finde en funktion, der er har-
monisk pa et omrades indre, opfyldende givne randbetingelse - f.eks. find u s&
Au =0 pa Q aben, og u = f pa 9 (Dette kan omskrives til problemet Au = g
pa Q og u = 0 pa randen.) 2.

Dette modellerer en rzkke fysiske problemer, f.eks. temperaturen i et objekt
ved varmeveksling med omgivelserne, hvor randens temperatur er fastholdt, eller
hvordan en membran over et omrade svinger, nar den er faestnet til randen af
omradet. Fysiske problemer sgges ofte lgst ved minimering af det pagaeldende
systems energi. Dette motiverer Dirichlets lgsningsforslag til Dirichlet-problemet,
som netop benytter variationsregning, og sgger at minimere et integral pa formen
Jo IVul? over funktioner med u = f pa €.

Forhen antog man blot eksistensen af en lgsning, dvs. man oversa at det
pageldende infimum ikke ngdvendigvis var et minimum. Dette blev udbedret
af Hilbert omkring ar 1900, der beviste eksistensen af lgsninger (ogsa ved haelp af
variationsregning) under passende forudseetninger pa omradet, randen og funk-
tionerne, der minimeres over. Dirichlet-problemet var i mellemtiden genstand for
diskussion, med mod-eksempler og udbedrede lgsningsmodeller 3.

Relationen mellem det klassiske Dirichlet-problem og emnet for denne rapport
er, at vi indfgrer sakaldte egenvaerdier A og egenfunktioner « som hhv. minimum
af et vist funktionale, og minimerende funktioner. Disse vises at opfylde

Au=—-Xu paf
u=>0 pa 09,

og sammenhaengen med klassiske Dirichlet ses her. Dette kaldes i denne rapport
for Dirichlet-problemet.

IFor yderligere information om Dirichlet, se [O’Connor and Robertson, 2000].

2Egentlig kunne man mere generelt formulere Dirichlet-problemet som: ,Find en funktion der
opfylder en given partial differentiallligning og en givet randbetingelse “.

3For en mere detaljeret gennemgang af Dirichlet-problemets historiske udvikling med en
tilhgrende beskrivelse af de brugte lgsningsmetoder se evt. side 277 og frem i [Kellogg, 1929]



0.3 Notation og begreber

0.3. Notation og begreber
Folgende notationer og koncepter anvendes igennem rapporten:

e Topologien der laegges pa R™ er altid den almindeligt brugte metriske topo-
logi, defineret ud fra den euklidiske afstand.

e En aben kugle med radius r omkring at punkt « skrives B, (x).
e Randen af en mezengde A, noteret som 9A, defineres ved?:
DA = A\ A, (0.3.1)
hvor A er aflukningen af A og A° betegner maengden af indre punkter af A.
e For en meengde A i R™ menes der med |A| Lebesgue-malet i R™ af A.
e Safremt andre mal ikke er naevnt, da er det benyttede mal Lebesgue-malet.
e Medmindre andet anfgres da betegner €2 altid aben delmaengde af R™.

e Desuden benyttes funktionsrummet bestaende af uendeligt ofte differenti-
able (i klassisk forstand) funktioner, over ; C*(9).

e Med betegnelsen glat menes at vaere i et passende C'*°-rum.

o Viskriver C3°(€2) om funktioner i C*°(£2), der ydermere har kompakt stotte
indeholdt i Q 5.

e En funktion f siges at ligge i C’llo’s‘ hvis der eksisterer en konstant Cx for
alle kompakte meengder K, sa

[f(z) — f(Y)| < Cklz —y|%,
og f kaldes lokalt Holder-kontinuert af orden a.

e Vi skriver Ck’a(Q)loc om de funktioner der er lokalt Holder-kontinuerte af
orden «, og har op til og med k’te ordens afledte der er Holder-kontinuerte
af orden a.

e Med D’ menes rummet af distributioner, dvs. kontinuerte linezere funktio-
naler pa rummet af testfunktioner - se [Lieb and Loss, 2001, Chapter 6 -
Distributions].

4 Alternativt 9A := AN AC,
5Stgtten for en funktion f:Q — R er defineret som {z € Q: f(z) # 0}
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Funktionsrum

Det viser sig, at det naturlige rum at arbejde i, for randveerdien konstant nul for
partielle differentialligninger pa ), er aflukningen af C§°(Q2) i sakaldt H'-norm
som nedenfor.

Definition 1. For Q € R" sa lad
HY Q) :={f:Q— C|f € L*(Q),0;f € L*(Q),i=1,...,n},
hvor 0; betegner den i’te svage afledte®. o

Rummet H'(Q) er et Hilbertrum med det indre produkt (f, g)Hl(Q) = (f, 9)L2(Q)+
Yo (0, &g)Lz(Q). Hermed haves normen

1l 220y = (||f\|i2(n) IV FZan0)?-

Se eventuelt [Lieb and Loss, 2001] afsnit 7.1-7.5 for yderligere uddybning.

Resultatet i [Lieb and Loss, 2001, 7.6 Theorem samt “remarks” side 174], er
at C§°(R™) er teet i HY(IR™), men dette geelder ikke generelt for Q C R™.

Vi indfgrer nu rummet H} (), som veerende C5°(Q) aflukket mht. tidligere
nzevnte H'-norm. Dermed er H{(2) et lukket underrum af H!(Q) per fglgende
argument: Hvis f, g € H3(£2), dvs. bade f og g kan approksimeres henholdsvist
med folger {f,} og {gn} fra C5°(£2) da kan af + bg approksimeres med folgen
{afn+bgn} € C3°(Q). Dette ses vha. trekantsuligheden, og af +bg er derfor ogsa
i H}(Q). Dermed er H}(9) et Hilbert-rum i sig selv, med samme indre produkt
og norm som H'(Q).

Vi indfgrer endnu et funktionsrum, da dette rum benyttes i visse referencer.

Definition 2.

DY Q) :={f: Q= C:feL,.(Q),0f € L*(Q),
i=1,...,n,Ya>0,|{z: f(z) >a}| < 0},

1gen med afledte 1 svag forstand. o

Dermed for [Q| < oo geelder H} () € HY(Q) C DY(Q), da f € L*(Q) medferer
fe Lt (Q) ved Hélders ulighed.

loc

6Se f.eks [Lieb and Loss, 2001, side 172] - bemzerk H1(Q) i litteraturen ogsa er Sobolev-rummet
w2 (Q)
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Svag konvergens Ved svag konvergens i D'(2) forstas, at f; — f i D'(Q) hvis
é)ifj — 8zf i LZ(Q> fori=1,...,n.

Svag konvergens er et centralt begreb, sa folgende overvejelser vil blive brugt.
Der geelder at H}(Q) € HY(Q) C L*(Q). Lad nu T veere et lineaert og be-
greenset funktional pa L2(2) (Dvs. T € L?(Q)*). Dette betyder, at for alle
¥ € Ly(€2), sa geelder [T4)| < C'[|¢)[| 2 Dermed geelder dette i seerdeleshed ogsa
for ¢ € H(Q2) og dermed for alle ¢ € H*(Q) geelder, at [T%| < C 19l 20y <
Cl[¥]l 1 (- Dermed er et linezert, begreenset funktional pa L?(Q) ogsa er et li-
neeert, begraenset funktional pa H'(Q) og H}(Q) - dvs. (H})*(Q) 2 (H')*(Q) D
(L?*)*(2)). Hermed haves at 1¢; — v i H}(Q) medfgrer 1; — 1o i H'(Q2) og i
L?(Q).

Hvis vi stgtter os til [Lieb and Loss, 2001, side 141] mht. definitionen af H!(Q2),
s& har vi, at svag konvergens i H'(€) her netop defineres som, at 1; konvergerer
svagt mod o hvis ¢; — vy i L*(Q) og 005 — Oivpo i L*(Q) for i = 1,...,n.
Herefter viser resultatet i [Lieb and Loss, 2001, side 165-166 og 6.24 Theorem], at
dette er aekvivalent med den normale definition af svag konvergens vha. linesre
kontinuerte funktionaler. Vi ser specielt fra [Lieb and Loss, 2001, 6.24 Theorem]|
at svag konvergens i L?(£) medforer svag konvergens i H'(S2).



1. Introduktion til
Dirichlet-problemet

I denne rapport vises, at knudelinjen for en anden egenfunktion til Laplace-
operatoren, defineret pa et konvekst og begraenset omrade, skaerer randen i pree-
cist to punkter. Vi arbejder med egenfunktionener der er nul pa randen af omradet.
Man kan tzenke pa problemet, som beskrivende at knudelinjen tilhgrende den
fgrste overtone, af et tilpas peent trommeskind, skeerer randen i to punkter. Ka-
pitlet giver en grundig indfgrsel af Dirichlet-egenvaerdier og egenfunktioner med
baggrund i variationsregning. Derefter vises, at disse kan opstilles i en egenveer-
diligning.

1.1. Egenvardier for Dirichlet-problemet i IR

Her samles generel information om egenveerdier og egenfunktioner til Dirichlet-
problemet, som defineres nedenfor. Vores fremgangsmade fplger [Lieb and Loss, 2001,
Chapter 12].

1.1.1. Definition af egenvaerdier

Lad Q vaere en dben delmeengde af R? med || < co. For ¢ € H{ () definerer vi

E(p) = / V() da

Vi definerer den fgrste sakaldte Dirichlet-egenveerdi, Aq, ved:
M= int{E(p) g € Hé(Q),/ o(2)]2dz = 1} (1.1.1)
Q

Dette infimum viser sig at veere et minimum, og en funktion wq, hvor £(u,) =
A1, kaldes for en (forste) egenfunktion. Indfer induktivt den k’te egenveerdi, Ag,
(idet eksistensen af de k — 1 forrige egenfunktioner antages),

)‘k = 1nf{€((p) p e H(%(Q)7 H‘)OHL2 =1, ((paui)[ﬁ =0fori= Oa vk — 1}
(1.1.2)
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Dette infimum kan ogsa bevises senere at veere et minimum. En minimerende
funktion wuy, dvs. £(ux) = A\ kaldes en k’te egenfunktion.

1.1.2. Egenfunktionerne kan antages at vare reelle

Under antagelse af, at der vitterligt eksisterer k’te egenfunktioner, vises det her, at
de kan antages vaerende reelle. Vi skriver en k’'te egenfunktion, uy, og et vilkarligt
f € C§°(R™), som hhv. up, = Reuy +iImuy samt f =Re f+4ilm f =: f1 +ifo.
Definer

up = up +ef.

Med Q(e) := (iéuzg), udregnes @’(0). Denne konstruktion giver, Q(¢) har mini-

mum for € =0 sa

d ()
e | =0
de (uk7uk)L2(Q) e=0
Ved differentiation haves
(00 (e~ € L htddye ) | =0
de Q) de Q) o
Med ¢ = 0 indsat fas nu:
L) = M (g ) e (1.13)
de =0 de (©) =0
Ved at benytte formlen
Iz +ylI> = [zl + [[y* + 2 Re (2, 9) , (1.1.4)

folger

£(ui) = [ Vu+ VS = |V Rew, + iV Inuy +Vfi +i9 Lol

= ||VReukH2L2(Q) — HVImukH%Z(Q) + 2iRe (Re Vuk,ImVuk)L2(Q)
+ 2V illT2 ) — 21V L2020 +ie? Re (V 1,V f2) 12 ()
+2eRe (Re Vuy, +iIm Vg, Vf1 +iV f2) 12y -
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Der differentieres mht. ¢ og med € = 0, giver dette

d
EE(UZ)‘EZO = 2Re((Re VUk- + iIm VUk, Vf1 + ZVf2)L2(Q))
= 2Re (Re vuk, Vfl)L2(Q) + 2 Re(l (Re VUk, va)LQ(Q))

+ 2Re(—i (Im Vug, Vf2)12q)) + 2Re (Im Vug, V f2) 12 o)

= 2 (Re Vuy, Vfl)L2(Q) + 2(VImuy, va)LQ(Q) .
Tilsvarende udregnes

d d

o2 (Wi uR) 120 le=0 = —— [lui|)”
=2 (Reus, fl)L2(Q) + 2 (Im uy, f2)L2(Q) .
Ved indsaettelse i (1.1.3) folger:
(Re Vuy,, Vfl)m(g)"'(lmvuk,Vf2)L2(Q) = Ak((Reukafl)LQ(Q)+(Imuk7f2)L2(Q))'

(1.1.5)

For et vilkarligt ¢ € C{°(2), med g =: g1 + iga2, (91,92 er reelle), gaelder
91,92 € C§° (), og (1.1.5) for hhv. g; + 0 og g2 + i0 sammenlagt giver:

(Re Vuy, Vg)Lz(Q) = Ak (Reug, g)L2(Q) :

Da Reuy, € H{(£2) kan denne approksimeres med en folge i C§°(€2) i H'-norm.
Dermed gaclder ved graenseovergang at

|| Re VukHLz(Q) = >‘kH ReukHLz(Q).

£ M = \p.
[ Reurll 12(q)

Hermed kan den forste egenfunktion u; antages reel. Hvis u; er reel og us =
Rewus +iImus sa 0 = (uy, Reus +iImus) = (u1, Reus) + i(uq, Imus).

Dvs.

Dvs. specielt sa (u1, Reus) = 0, og normaliseres Re us er denne tilladelig. Ved
dette argument kan den k’te egenfunktion antages reel for alle k£ nar de forrige er
antaget reelle.
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1.1.3. Eksistensen af den fgrste egenfunktion

Her bevises eksistensen af en minimerende funktion til (1.1.1), dvs. af en forste
egenfunktion’.

Seetning 3. Tl minimeringsproblemet (1.1.1) eksisterer en funktion uy € H}(Q)
med ||u1l|p2(q) =1 sdledes at E(ur) = A1. Ydermere opfylder uy at:

7A’LL1 = )\1&1 5 1 D/(Q) (116)

Bevis. Lad {u’}en vaere en minimerende folge i H} () med ||u/ HLQ(Q) = 1; dvs.
E(u?) — A\ for j — co. Dermed eksisterer J s& for j > J sa [\ — E(w!)| < 1.
Dermed er £(u’) begraenset af A := max{€(u'),E(u?),...,E(u’), \1+1}. Dermed
. -2 112 1 1 j
er HUJHHl(Q) = (Hu]HL2(Q) + HVUJHLQ(Q))2 < (14 4%)7% < oo, dvs. {v/}jen
er begreenset i H}(Q). Dermed findes ifglge Banach-Alaoglus satning en svag
konvergent delfglge, som vi lader overtage betegnelsen {u’}. Dvs. u/ — u° €
HJ(£2) Den svage konvergens af v/ mod u” i H(Q2) medfgrer svag konvergens af
Vu/ mod Vul i L?(Q) (se afsnit 0.3 ). Dermed fglger det af [Lieb and Loss, 2001,
2.11 Theorem], at

liminf [V 12 ) 2 [|Ve?]] 12

Med andre ord er £(u) svagt nedre semikontinuert. Dermed haves at
A = lim E(uw?) = liminf £(v) > £(u°)

Vores problem er defineret over en maengde med endeligt mal, og dermed kan
[Lieb and Loss, 2001, 8.6 Theorem] benyttes, som ogsa geelder med et abent 2 C
R? som i dette tilfeelde?, til direkte at konkludere, at da ||ujHL2(Q) =1 for alle j

sé ||uOHL2(Q) = 1. Med u; := u° er det forste udsagn bevist.

Vi mangler stadig at vise (1.1.6). For et vilkarligt f € C5°(f2) og for ¢ € R
defineres nu folgende:
ui i=uy +ef

Betragt:

Ewg)  JolVu e IVur+efliz

(W5, uf) 2y Jolu+efl? T fu+ EszLz(Q)

Q(e) =

IEt paedagogisk eksempel fra [Lieb and Loss, 2001, 267] pa hvad man kan rode sig ud i, hvis
eksistensen (som neevnt i indledningen) af en “minimizer/maximizer” blot antages: Lad N
veere det stgrste heltal. Da N € N sa N2 € N, og N2 > N, men sa N2 = N. Dvs. N = 1!

2Den nysgerrige lzeser kan leese mere herom i bemaerkningerne [Lieb and Loss, 2001, side 212-
214]

10
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Ligesom tidligere benyttes |ja + b||? = ||a||* + ||b]|* + 2Re (a, b), til at fa

V@t ehla  Vuilzeg) + € IV Iz + 2Ree (Vur, V)

2 2 2
ur +efllz2(0) lurllz2q) + €2 (1 22(q) + 2Ree (u1, f)

Qle) :

Da Q(e) antager sit minimum i £ = 0, idet u; er en minimerende funktion, sa

, 2Re (Vu1, Vf) ||u 2, — 2Re (u1, f) ||[Vu .,
0 (o) = RV VD) ) = 2Re . ) [V 0

)

4
HU1HL2(Q)

Hermed

Re (Vui, Vf) = A\ Re (uy, f)

Da u; kan antages veerende reel, og f er vilkarligt valgt fra C3°(IR™) haves re-
sultatet for vilkarlige reelle testfunktioner. Skrives en kompleks testfunktion som
summen af dens reeldel og imagineger-del fas resultatet. |

1.1.4. Eksistensen af de hgjere egenfunktioner

Ligesom med den fgrste egenveerdi, gnsker vi at bevise eksistensen af k’te egen-
funktioner. Vi minder om definitionen i (1.1.2) af den k’te egenveerdi

M = inf{&E(p) : p € HY(Q), |l@llz =1, (p,ui);2 =0 fori=1,...k—1}.
(1.1.7)
Folgende seetning giver, at et sadant infimum antages, dvs en k’te egenfunktion
up eksisterer. Desuden viser saetningen at wy opfylder egenveerdiligningen for
Laplace-operatoren i distributionsforstand, samt det delvise konverse udsagn, at
en lgsning til egenveerdiligningen er en linear-kombination af egenfunktioner.

Szetning 4. Hvis der eksistereri’te egenfunktioner, u;, i = 1,...,k—1 0og Q C R?
er aben med |Q| < co. Sa gelder folgende fire udsagn:

1. Der eksisterer en k’te egenfunktion uy i Hg(S2).
2. En k’te egenfunktion uy opfylder, at
—Aug = MNeu, , 1 D'(Q). (1.1.8)
3. Den k’te egenveerdi, N, har endelig multiplicitet.
4. Hvis p € HY(Q), (p #£0), sdledes
“Ap=2Xp , iD(Q),

m—+n

er opfyldt, si er o = 327" (Ui, ©) 2oy ui @ D'(Q), hvor u; er i’te egen-
funktioner og A\; = .

11



1.1 Egenveerdier for Dirichlet-problemet i R?

Bevis. 1. Efter samme fremgangsmade, som i beviset for, at der eksisterer en
forste egenfunktion (seetning 3), tages en minimerende fglge {ux}™ C HL ()
med ||u}]lz2 = 1 og (up,w;) = 0 for ¢ = 1,...,k — 1. Her fas igen en
svag greense, ul) € H} () med ludllpe = 1. Da uk konvergerer svagt mod
u? i H'(2), konvergerer u}, svagt mod ul i L?(Q). Riesz’ repraesentations-
seetning ([Johnsen, 2006, side 22]) giver, at alle funktionaler i dualrummet af
L?(£2) kan skrives som et indre produkt i L?(€2). Vi far, at for alle z € L?(12)
at

(“ng)Lz(Q) - (“272)142(9)'

Specielt geelder dette for z = w; for hhv. ¢ =1,... k — 1, hvorfor

0= lim (ui,ui)m(m = (ug,ui)Lz(Q) , 1=1,...,k—1.

71— 00

Da & (u%) = Mg, og u} pr. ovenstaende er tilladelig, haves resultatet med
Up = Up.

2. For at vise, at (1.1.8) er opfyldt seettes uj := uy, + ef for et f € C3°(Q)
med (f, ui)LZ(Q) =0,i=1,...,k— 1. Analogt med beviset for satning 3,

udregnes Q’'(0) med Q(e) := #, og man far
) (22 ()

(_Af7 uk)L2(Q) = A\ (f7 Uk)L2(Q) R (1.1.9)

hvormed D := (—A —\g)uy opfylder, at D(f) =01 D'(Q), for f € Choo(Q2)
med (f, ui)LQ(Q) =0,i=1,...,k—13. Ved brug af [Lieb and Loss, 2001,
6.14 Theorem] sluttes, at der eksisterer ¢;’er, sa

k—1
D = Z Ciu; i D/(Q)
i=1

Tag en folge {u]'} 1 C§°(Q), hvor u* — u;, j = 1,...,k — 1. Sa vil (da
steerk konvergens medfgrer svag konvergens)

lim D(u!") = lim ch/u uz—Zcz/u]ul—c] (1.1.10)

3Bemerk, at userne er distributioner, da u; € L2?(Q) medfgrer u; € L, (Q) ved Holders
ulighed, da || < co.

12



1.1 Egenveerdier for Dirichlet-problemet i R?

og samtidig ved definition af D:

lim D(u}”) = lim —uj" Auy, — )\k/ ul ug,
m—00 m—00 QO QO
:/ —u; Auk—)\k/ujuk (1.1.11)
Q Q
= / Vu]‘ Vuk.
Q
Ifplge (1.1.10) og (1.1.11) haves
/ Vu;Vuy = ¢j. (1.1.12)
Q

Ved partiel integration i (1.1.12):

¢ = / Vu;Vuy, = f/ Aujuy = )\j/ ujup = 0. (1.1.13)
Q Q Q

Dette viser, at ¢; = 0 for alle j = 1,...,k — 1. Dermed er D nul for alle
f e C§°(R™), og dermed opfylder u; ligningen (1.1.8).

3. Egenveerdierne har desuden endelig multiplicitet, hvilket her bevises: Antag
modsaetningsvist, at der eksisterer en egenveerdi );, der ikke har endelig
multiplicitet. Det vil sige at A\; = A4, for alle n € N. Sa eksisterer en
ortonormal fglge {u1, }nen i L2(2). En sddan fglge konvergerer svagt mod
01 L*(Q). Da ”ulJrnHHl(Q) = (||ul+n||L2(Q) + HVUHnHm(Q))% haves for alle
n € N, at

lwrnll g ) = (lwsnll L2 ) + VUl p20)? < V1I+ A <oo. (1.1.14)

Hermed er {u;y,} en begraenset folge i H}(Q), sa ifslge Banach-Alaoglu
findes en delfplge (som overtager notationen {u;4y}), der konvergerer svagt
imod et f € HZ(2). Denne delfglge konvergerer ligeledes, svagt imod 0
i L?(Q). Svag konvergens imod f i H}(Q) medforer specielt, at {u4,}
konvergerer svagt imod f i L?(Q2). Dermed er f = 0, da vi tidligere kon-
kluderede, at {u;4,} konvergerer svagt imod 0 i L?(f2), og svage graenser
er entydige - se eventuel bilag A.3. Pga. antagelsen || < oo, medfgrer
den svage konvergens mod 0, vha. [Lieb and Loss, 2001, 8.6 Theorem], at
{t4n}nen konvergerer steerkt imod 0. Dette strider mod normaliseringen,
og resultatet om endelig multiplicitet haves.

4. Antag p € H}(Q) opfylder
Ap+Xp=0 1D'(Q).

13



1.1 Egenveerdier for Dirichlet-problemet i R?

Dermed (ved approksimation af u; med en folge i C5°(€2)) folger
/(A@ +Ap)u; =0 , VjeN. (1.1.15)
Q

Desuden gaelder ved punkt 2:
AUJ' + )\lej =0 i 'D/(Q)
Dermed
0= [ (Bus+ Ao = [ (Bg+ Ao (1.1.16)
Q Q

for alle j. Traekkes (1.1.15) fra (1.1.16) fas ved partiel integration:

0:(A—Aj)/¢uj:o , VjeN. (1.1.17)
Q

Da {u;};en udger en ortonormal basis for L?(2), haves ifglge [Johnsen, 2006,
theorem 4.2.5], at
o= (Ui, 9) 2y Ui- (1.1.18)
i=1

Antag ¢ #Z 0, sa giver (1.1.18), at der eksisterer N C N, sa
(uj,cp)LQ(Q) #0, jE€N og (uj,go)Lz(Q) =0, jeN\N. (1.1.19)
Da (1.1.17) geelder for alle j, folger nu
Aj—=A=0& X=X , jEN

Ved monotonicitet af egenvaerdierne, haves at N er pa formen N =n,n+1,.. .,
dvs p;’ere for j € N er pa hinanden fglgende egenfunktioner. Den endelige
multiplicitet af egenveerdierne medfgrer, at N er en endelig maengde. Skriv
N =mn,...,n+m, og af (1.1.18) fglger:

n+m
¥ = Z (uis W)Lz(Q) ui + Z (wi, @)Lz(g) Ui = Z (ui, @)Lz(g) Wiy
ieEN iEN\N i=n

og resultatet haves.
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1.1 Egenveerdier for Dirichlet-problemet i R?

1.1.5. Min-max/max-min-principper

Vi beviser her to aekvivalente formuleringer af egenvaerdi-problemet som et vari-
tionsproblem. Lad derfor som tidligere

A\, = inf{&E(p) : ¢ € Hy (Q), lellzz) = 1, (<p7ui)L2(Q) =0, fori=1,...,n—1},
(1.1.20)
hvor uy,...,u,—1 er de n — 1 fgrste egenfunktioner.

Seetning 5. Med \,, defineret som i (1.1.20), bemeerk Ay < Xy < ..., sa gelder
1. Maz-min-princippet:

Ap = max min{€(p) : (¢, Yi)p2(0) =0,i=1,...n—1} (1.1.21)
1,1 €HY (Q)
(‘Ph%’j)L%sz):‘si]"
bj=1,em—1

2. Min-max-princippet:

M= min . max{E(g): @ € Spanlpr, . ond, Iollzae = 1}
P, €Hy ()
(th‘,SOj)m(sz):‘Sij’

ij=1,...,n
(1.1.22)
Beuis. 1. Seet
Y 1= max min{&(y) : (v, i) =0,i=1,...n—1}.
" @1, —1E€HG(Q) { VL) }
(90717907')[‘2(9):5@')‘7
i,7=1,....n—1
(1.1.23)
Da uq,...,up—1 er ortonormale er disse specielt blandt de ¢1,...,¢0n_1,
der maksimeres over i (1.1.23), hvorved
Yo 2> min{E(p) : (@, ui)p2(q) = 0,4 =1,...,n — 1} = A,
Givet @1, ..., ¢0n_1 € H}(Q), kan man ved lgsning af n—1 linezere homogene

ligninger med n ubekendte, veelge aq, ..., a, saledes

n
f = Z a; U;
i=1

15



1.1 Egenveerdier for Dirichlet-problemet i R?

opfylder, at (f, @j)L2(Q) =0,j=1,...,n—1,0g >, a? = 1. Lav fglgende

udregning:
5(f) = / |ZaNui|2 < / Zaf‘vul|2
2 =1 Qi
n n n
= ZG’ZQ/ )‘zuf = Za?)‘i < )\nZa? =\,
=1 79 i=1 i=1

Hermed ogsa v, < A, 0g A\, = 7, haves sa (1.1.21) er bevist.

. For at vise (1.1.22), seet

A = min ) max{&(p) : ¢ € Span{w1,...,on}, [|ollL2@) = 1}
Q150 €EHG ()
(Wh@J‘)LQ(Q):éija
ij=1,...m
Tag nu specielt v; =u;, i =1,...,n. For alle h pa formen:

h= ibu hvor Z:b? =1,

gaelder
£h:/Vh2:/ b V|
(n) = | 1vh) Q|; wil
<38 [ (vup =Y 0 [t <
i=1 Q i=1 Q2

Dermed ogsa 7, < A,. For et vilkarligt valg af ¢1,...p,, eksisterer g €
Span{e1,...,¢n}, dvs. g = 2?21 cjp;, saledes de n — 1 linesere homogene
ligninger [, gu; =0, j=1,...,n— 1, er opfyldt og > 7_, 5 = 1. Dermed
er g € Span{yi,...,¢n} med ||gz2(0) = 1 blandt de funktionerne, der

minimeres over i (1.1.20), saledes
£(9) = An-

Dermed ogsa 7, > \,, og seetningen er vist.
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1.2 Regularitet af egenfunktioner

1.2. Regularitet af egenfunktioner

Egenfunktioner til Laplace-operatoren over et abent omrade Q med |Q] < oo,
har som udgangspunkt visse differentiabilitets-egenskaber, men umiddelbart kun
i den svage forstand. Et meget vigtigt resultat for det videre arbejde er, at en
tilpas regularitet 02, giver en vis grad af differentiabilitet, i klassisk forstand, af
egenfunktionerne over det lukkede omrade Q.

Vi behandler emnet forholdsvist kursorisk - dvs. de anvendte seetninger formu-
leres uden bevis, men med kommentarer og henvisninger. Dette ggres da regulari-
tet er et omfangsrigt og forholdvist teknisk emne. Den nysgerrige laeser opfordres
til at folge henvisninger til litteraturen, safremt yderligere information om meto-
der og beviser gnskes. Desuden formuleres resultaterne ikke i stgrste generalitet.

Hele problemet er indtil nu, defineret i svag forstand. Dvs. vores “funktioner”
egentligt er ackvivalens-klasser, under relationen at veere ens naesten overalt, dvs.
undtaget pa en nulmeengde. Da 9Q er en nulmengde i R?, og regularitetsegen-
skaber gnskes pa randen, skal vi derfor give mening til, at v har en veerdi pa 9f2.
Dette ggres vha. trace-operatoren T' (idet vi bensevner Tu, trace af u).

T:HY(Q) — L*(09).

Ifplge [Evans, 1998, theorem 1, side 258| eksisterer en sadan operator T, som
en linezer begraenset operator, med Tu = ulg, 1 det tilfeelde hvor u er uniform
kontinuitet, hvor vi ellers kunne give mening til randveerdier. Vi kan nu sztte

yolu pa Q
| Tu pa O9Q.

Der geelder fplgende saetning (se evt. [Evans, 1998, theorem 2, side 259)).

Szetning 6. For u € H*(2) med Q begreenset og med glat rand, gelder
we€ HY Q) < Tu=0 pi 09.

Vi kan derfor taenke pa Dirichlet-problemet, som omhandlende egenveerdier A
og egenfunktioner u, der i svag forstand opfylder egenveerdiligningen

{ Au+lu=0 paQ

u=20 pa 0f. (1.2.1)

Folgende sesetning vinder os yderligere to svage afledte af en egenfunktion, i
forhold til regulariteten af det inhomogene led pa det indre.

I [Evans, 1998, afsnit 6.3] vises det, at egenfunktionerne er glatte pa €.
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1.2 Regularitet af egenfunktioner

Seetning 7. Lad u € H} vere en svag lgsning til

Au+Au=f pa Q
u=20 pa 0L,

i betydningen, at u|pg = Tu = 0. Med f € H™(Q) og 92 € C™F2. Sq vil
ue€ H™2(Q)
og folgende ulighed holder
lull () < CUfllmm @) + lullLz@))- (1.2.2)

Folgende seetning er med “p = 27 [Evans, 1998, Theorem 6 (ii), side 270], som
er en mere generel Sobolev-ulighed?.

Forudseetninger til side giver saetningen, at en funktion g € H* er k — 2 gange
Hélder-kontinuert (af enhver orden) differentiabel. Lgst sagt - har man nok svage
afledte, har man ogsa klassiske afledte.

Szetning 8. Lad Q C R? vere dbent og begrenset og lad ) vere Ct. For
u € H*Q), k> 1 og for alle 0 < v < 1 gelder

ue CF2(Q).

Lad v € H(Q2) med Q begreenset og 0 glat, siledes at u i svag forstand
opfylder

Au+du=0 pa Q
u=20 pa 09,
som fgr i den betydning, at u|sq := Tu = 0.
Seetning 7 giver, at u € H™ for vilkarligt m > 0, og ifglge seetning 8 geelder nu
at u € CF(Q) for alle k > 0 - dvs. u € C>(0Q).

For differentiable funktioner er de svage afledte lig de respektive klassiske afled-
te, sa regulariteten af egenfunktioner giver nu sammen med [Lieb and Loss, 2001,
6.5 Theorem], at (1.2.1) er

(1.2.3)

Au+du=0 pa Q
u=>0 pa 01,

i klassisk forstand.

4Denne bygger pa den sikaldte Gagliardo-Nirenberg-Sobolev ulighed - se [Evans, 1998, afsnit
5.6] for mere information.
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1.3 Egenveerdier som funktioner af omradet

Analyticitet af egenfunktioner Med glatheden af egenfunktionerne pa plads er
det muligt ydermere at vise analyticitet af egenfunktionerne over ). En made
beror sig pa som fglge af glatheden af en egenfunktion u, at vise at restleddet
i en vilkarlig ordens Taylor-udvikling af u konvergerer mod 0 i en omegn af sit
udviklingspunkt - se f.eks. [Wade, 2004, theorem 7.43] i en variabel.

I [Hellwig, 1964, side 96] vises analyticitet for harmoniske funktioner (Au =
0) vha. middelveerdi-egenskaben for disse. Analogt med dette kan man bevise
analycitet for w hvorom Awu 4+ Au = 0, safremt man etablerer en tilsvarende
middelveerdi-egenskab for v hvorom Awu + Au = 0. Vi fgrer ikke beviset her,
men analycitet af lgsninger til partielle differentialligninger er velkendt i stor
generalitet i litteraturen.

1.3. Egenvardier som funktioner af omradet

I dette afsnit overvejes hvorledes egenveerdierne for forskellige omrader €' C
forholder sig til hinanden. Desuden bevises en nedre greense, kun afheengig af
radius af den storste cirkel indeholdt i et simpelt sammenhsengende omrade, pa
den fgrste egenveerdi for omradet.

1.3.1. Monotoniprincip for egenveerdier mht. omrader

Szetning 9. Antag Q' C Q C R? er dbne maengder og || < co. Betegn den k 'te
egenveerdi for O som A\, () og en k’te egenfunktion for Q' som ul,, og tilsvarende
for Q, sa A\ (Q) = E(ug). Der gelder

M(Q) < M), VkeN. (1.3.1)

Bewvis. Betragt injektionen J : C§°(Y) — C§°(Q) givet ved:

3 f 7Q/
=J(f) = 1.3.2
Fi= a1 {0 o (152
haves || f||g1 ) = ||f|\H1(Q), sé ved aflukningerne i H'-norm, dvs. H}(Q') og

HL(Q), geelder ogsa at f € HYQY) = f € H(Q). Lad os derfor redefinere
injektionen J til J : H} (') — HE(Q) givet ved (1.3.2).

Nu benyttes resultatet i (1.1.22) (fra saetning 5), saledes den n’te egenveerdi
for et omrade G er

M (G) = min max{&E(p) : ¢ € Span{p1,...,on}, ll¢llL2) =1}
<P11<~-7WneHo(G)
(Soiv‘Pj)L%c):éij,
1j=1,...m
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1.3 Egenveerdier som funktioner af omradet

Hvis ¢1,...,¢, er ortonormale i L?(Y') er (1,..., @, ortonormale i L2().
Yderligere med

A = Span{y1,...,on} C Hy ()
B := Span{@y,...,¢n} C H&(Q)

er J(A) = B. Dermed er ¢1,. .., @, tilladelige i A, (Q)-problemet. Lad fi,..., fn
veere funktioner for hvilke minimumet antages. Det ses at:

A () =max{EY () : ¢ € Span{fi, ..., fu}, ¢l L2y = 1}
=max{€%(¢) : p € Span{f1, ..., fu}, [ Fllr2() = 1}

> min ) maX{EQ(cp) cp € Span{py,...,on} @l = 1} = A ().
@150 €EHG (2)
(Pirp5) L2 (0)=0s>
ij=1,..,n

1.3.2. Haymans satning om indre radius

Et andet resultat om sammenhsengen mellem omrader og egenvardierne over
disse, er Haymans saetning om indre radius. Denne siger, at et begranset og
simpelt sammenhgengende omrade altid har en indskrevet cirkel, hvor radius kun
atheenger af den forste egenveerdi for det pagseldende omrade. Hermed etableres
en generel sammenhaeng imellem en geometrisk parameter for et omrade, og dets
fgrste egenveerdi. For at bevise denne far vi brug for Wirtingers ulighed pa formen
i det fglgende afsnit.

Wirtingers Ulighed

Her bevises en ulighed, der undertiden kaldes Wirtingers ulighed, dog gar flere
uligheder gar under dette navn - se eventuelt [Hardy et al., 1978, side 185]. Forst
et mindre lemma:

Lemma 10. Antagp > 1, = ++ =1 og f € L?([0,a]), a € Ry. Definer

1
q

F(x):= /0“7 f(t) dt.

1
p

Der gelder, at

1
5Dette skrives ofte som F(z) = o(x4) for sma x.
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1.3 Egenveerdier som funktioner af omradet

Bews. Ved Hélders ulighed haves:

F@mpg([fuanw)pé<</ ”dQ (/‘“ de )p

- xpfl/ F ()P dt. (1.3.3)
0
1.1 p=1 _ 1
Dap+q—1:> - —qhaves
0 < lim (/ |f (¢ |pdt> =0,
z—0t a:~>0+
og resultatet haves. |

Szetning 11. Lad y' € L*([0,7]), med y(0) = 0 og y(7) = 0 Da geelder folgende
ulighed:

[wrews [vwae

Beuvis. Seet

o) = — o () = (14 (). (13.4)
Der geaelder:
i "(2) — y(x)p(x))? dz
0< [ W@ -l

AWW%@f@»M+Ameu+¢@»wwmww@mm
(1.3.5)

indseettes (1.3.4) i (1.3.5) haves ved Analysens fundamentalsaetning ([Wade, 2004,
5.28 Theorem)):

0< [ (WP@ -y@) et [ ()¢ @) -2/ @) ds
0 0
~ [ (0@ - @) e~ [ (o)) da
0 0
~ [ (@) @) o - (@) - 20)510)). (136
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1.3 Egenveerdier som funktioner af omradet

Day' € L?([0,7]), siden y(0) = 0 og y(7) = 0 haves, ved at benytte Analysens
fundamentalssetning, at

Fz) = / "y (1) dt = y(a) — y(0) = (), (1.3.7)

og tilsvarende omkring x = 7. Der geelder, at y. := /(7 — ) € L?([r — a,7|) &
y' € L*([0,a]), idet

[ wwra= [yE-opa=- [ y@Pdo= [ y@pde<s.
0 0 T T—a

(1.3.8)
Ifglge lemma 10
/ Y
0= tim ||y, [LT=2)] (1.3.9)
z—0t| g2z |z—0t T2
med z :=7 —x < x =z — 7 haves, at
/
lim |22 (1.3.10)
Zz—TT (z — 7'r)§
Dermed
lim L =0 , forbe{0,x}.
xr—b €Tz

Desuden ved brug af L'Hopitals regel (se evt.[Wade, 2004, 4.18 Theorem]), er

. . x’ . 1
im = lim — = lim —
z—btanxr z—btan'x z—b1l 4 tan‘x

=1. (1.3.11)

Hermed haves

2 2 2
1 2 =1 =1 = = lim = =0%-1, (1.3.12
xﬂ(y () obtanz | amb (x%) tanz oot ¢ tanz » )

s& i ovenstaende ikke er problemer i endepunkterne, og y?(7)p(m) —y2(0)¢(0) = 0,
saledes resultatet fglger af 1.3.6. |
Haymans satning om indre radius

Vi beviser her saetningen i to dimensioner med samme fremgangsmade som i (se
evt. [Hayman, 1978]), og benytter fplgende to lemmaer. Vi lader i det fglgende
det veere underforstaet, at en forste egenfunktion uj pa 2 udvides med u; = 0
uden for €.
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1.3 Egenveerdier som funktioner af omradet

Lemma 12. Lad uy vere en forste egenfunktion pa et begrenset og simpelt sam-
menhengende omrade . For et vilkarligt punkt zg € OS2, geelder

1
/ |V |* de > — |uy|? dac.
B, (z0) 4r B, (z0)

Bevis. Lad 0 < p < 7. Med T : (z1,22) — (p,0) veerende koordinatskiftet fra
rektangulzere til polaere koordinater. Med i1 (p,0) := ui (T~ 1(p,0)), folger det af

kaedereglen, at
u\° 1 [0\
Vo, > = [ = — =) .
| 15 2“’1‘ (ap) +p2<89

Da u; = 0 pa QF, Q er simpelt sammenhaengende, og B,.(z) har centrum i et
zo € 092, eksisterer et 6y saledes @1(p,00) = 0 = U1 (p,2m + 0p). Seet 0 := @,
og lav fglgende udregning ved at benytte Wirtingers ulighed (szetning 11)°:

2

Op+27 ™ ~ _ ™ o ~ ~
/ uy(p, 6)2do = 2/ uy(p, 20 + 90)2 do < 2/ (@M(P’ 20 + 90)> de
0o 0 0

Oo+27 aul 2
= AD (2@([),9)) deé.

Oo+-2m Oo+27 2
/ ui(p, 0)%d6 < 4/ <%(p7 9)) de.

6o 0o

Saledes er

Hidtidige udregninger er for et vilkarlig fast r og integreres r nu op haves resul-

tatet:
T Oo+27
/ u%dw:// u1(p,0)*pdfdp
B, (=0) 0 Jo,

r Oo+2m 1 au 2
<4 2/ / - (1 0 > dod
=4 | A AW (0)) pdodp
r Oo+27
< 4p? / / |Vuy|? dfdp
0 90

= 4,02/ |VU1|2 de < 47“2 Em |VU1‘2.
By (z0) !

6Da u; € H(%7 findes en i H'-norm approksimerende fglge fra C§°, og da Wirtingers ulighed
holder for alle elementer i fglgen, geelder uligheden for wuy.
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1.3 Egenveerdier som funktioner af omradet

Lemma 13. Antag Q) er begrenset og simpelt sammenhaengende, og set

d:=sup{r:B.(z) CQ} og r:=d(1+2). 7
T€EQ

For hver endelig overdekning af Q med en familie {C,(r)} of lukkede cirkelskiver
med radius r 8 , eksisterer k, sdledes {C,,(r)} kan opdeles i k delmaengder, betegnet
C.y,, der opfylder, at for By, By € C,, er By N By =0 - udsagnet er nu, at

min {k} < 36.
{Cu(f’)}{ =

Bevis. Lad kvadraterne @, ,, med sideleengde d veere beskrevet ved
Qman ={(z1,22) ER? :md < 21 < (m+1)d, nd < az9 < (n+1)d},
med m,n € N. Betragt A := {(m,n) : Q. N IQ # 0}. Bemaerk, at
09 € Upmye A Q- (1.3.13)

For ethvert (mg,ng) € A veelg zmgne € Qmone N OS2 Indfer den tilhgrende
lukkede cirkelskive

Cigmo :=1{2z € R?: |2 — Zmg ol < d(1+ \@)}9

For et vilkarligt zo € € eksisterer z; € 9 sa |zg — z1| < d. Ifglge (1.3.13)
eksisterer ydermere 2, ., sa |21 — Zmn| < d\/i, for z; € Qm,n. Dermed haves

120 — Zmn| < |20 — 21|+ |21 — Zm | = d(1+ \/5),

hvorved zg € Cy pn, 0g det ses, at 2 C UgpnyeaCmon-

Inddel {Cpn .} (m,nyea i 36 ekvivalensklasser ved at regne (m,n) mod 6. Tag nu
to elementer Cp, ,, 0og Cpy v 1 samme akvivalensklasse, dvs. [m —m/| > 6 og
|n —n/| > 6. Da haves, som fplge af konstruktionen af @, ,’erne, at

‘Zm,n - zm/,n’| — \/(xm,n - xm’,n’)g + (ym,n - ym’,n/)2
>/(m—m' —1)2d2 — (n —n/ —1)2d2
> 5d > d(1 + 2V/2).

Dermed er Cly, 5, 0g Chyr oy disjunkte. Med C,, (r) veerende den k’te sekvivalens-
klasse af {Cn.n}(m,n)ea, som overfor, k = 1,...,36, og lemmaet er vist. [ |

"I ord, d er radius i den stgrste cirkel indeholdt i det begraensede og simpelt sammenhangende
omrade €.

8Bemaerk, at der for alle faste radier p eksisterer endelige overdsekninger af Q, med lukkede
cirkelskiver af radius p, idet 2 er begraenset.

9Bemeerk, at s& er Qmg,ng selv overdeekket af cirkelskiven Cip p.
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1.3 Egenveerdier som funktioner af omradet

Nu kan vi bevise Haymans sesetning om indre radius.

Szetning 14 (Haymans szetning om indre radius). Lad Q € R? er et begrenset
og simpelt sammenhengende omrade, med Ay som forste egenverdi. Med, som
for, d :=sup,cr2{5: Bsx C Q}. Da gelder folgende ulighed:
A L 1.3.14
1>(30d)2. ( )

Beuvis. Det folger af lemma 13, at vi kan tage en familie af cirkler {C, } der over-
deekker 2 opdelt i 36 delfamilier {C,, } (med cirkler i samme delfamilie disjunkte),

=1,...,36).

Ved at benytte lemma 12 geelder for cirkelskiverne i hver skvivalensklasse, dvs.
for hvert k, geelde

Vet1—1 ve+1—1 1
|Vuy|?dz > / |V, [2dx > 7/ Juy |*de.
/Q V;k c., V;k 4d(1+v2))? Je,

Idet C,, er en overdasekning af Q for k =1, ..., 36, haves

36 Vp+1—1 36 Vi+1—1

U12$_ U12_ 2 U12
/Q| Paz <3S Y /c,,' 2 <@ +varS Y /Cuv |

k=1 v=vg k=1 v=vp

36
§4~d2(3+2\/§)2/ Vs |? §36-4-d2(3+2\/§)/ V2.
k=1 Q Q

Da Ay == inf{ [, [Vui|?/ [, [u1[* : uy € HJ(Q)} og 36-4- (34 2v2) < (30)% er
seetningen vist. |
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2. Partielle differential-uligheder

Problemstillingen i denne rapport omhandler den partielle differentialligning
Au+ Au =0, (2.0.1)

over et begreenset omrade Q C R2.

Dette afsnit omhandler derfor differential-uligheder, hvor Laplace-operatoren
er de hgjst ordens indgaende afledte. Resultaterne kan vises i en stgrre generali-
tet - for sakaldte 2. ordens elliptiske differential-operatorer: Vi henviser laeseren
til [Protter and Weinberger, 1999, chapter 2|, hvis resultaterne gnskes i storre
generalitet.! Desuden kan resultaterne og beviserne sagtens benyttes for andre
dimensioner end to, som vi her ngjes med til vores formal.

2.1. Maximumsprincipper

Vi folger i dette afsnit primeert fremgangsmaden i [Protter and Weinberger, 1999,
Chapter 2]. Operatoren A + X er veldefineret for funktioner i C?(12), og tilfael-
det vi er interesserede i, hvor u € C*°() - se afsnitl.2. Antagelse om glathed
geelder derfor videre i dette afsnit, medmindre andet er neenvt. Overvej folgende
eksempel: hvis u pa Q C R? opfylder

ox

=1

2
Aut Y a“_ >0, (2.1.1)

kan u ikke antage et maksimum i 2. Antag modsaetningsvist v har et maksimum
i@ = (21,22) € Q, sa gelder fplgende:

ou 0%u
— () = — (@ < — L.
o, ()=0 og 52 (¢)<0 , k=1,2 (2.1.2)

Dette er i modstrid med, at u opfylder (2.1.1) pa €.

1En central ingrediens hertil er at finde et koordinat-skift saledes at leddet med afledte af anden
orden, den sakaldte “principal part”, i definitionen af operatoren, netop bliver til Laplace.
Desuden arbejder vi kun med konstante koefficienter - se evt. [Protter and Weinberger, 1999,
Chapter 2.2].
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2.1 Maximumsprincipper

Det naeste mal bliver nu at bevise et tilsvarende resultat, hvis uligheden i (2.1.1)
ikke er skarp.

Seetning 15. Lad u(x) = u(x1,x2) opfylde:

2
L(u) == Au+ Y b, 38;. >0
i=1 ¢

i et dbent omrade Q C R?, med b; € R. Da gelder folgende: hvis u antager et
maksimum M i Q sau= M pa €.

Bevis. Antag modseetningsvist at der eksisterer P € Q sa u(P) = M, med P € Q,
og at u(Q) < M, med @ € . Konstruer nu en kurve v* der forbinder ) med P
parametriseret ved «(t) med ¢ € [0,1] sa v(0) = @ og v(1) = P. Definer

to ;= min{t € [0,1] : u(y(t)) = M},

og R :=7(tp) (med andre ord har vi dannet en kurve, der lgber fra @ til P hvor
R er det fgrste punkt herpa, hvor u antager maksimumsveerdien M). Definer
desuden den stgrste nedre greense for afstanden imellem et punkt pa kurven ~v*
og 0N, og kald den d :
d:=inf{le —y|:zecy,yeci}.

Velg P € v mellem Q og R, med |P, — R| < %. Da wu er kontinuert kan den
stgrste abne kugle K centreret i Py, hvorom der geelder at u er skarpt mindre
end M, dannes (se evt. figur 2.1). Lad derfor

ro = sup{r : u(x) < M,Vx € B,(P)}.

Bemerk 1o < 2 ud fra valget af Pj, samt definitionen af R, da u(R) = M.
Nu kan skrives K = B,,(P1). Muligvis eksisterer der et eller flere punkter, hvor
M antages teettere pa P; end R, men vi noterer os, at rg < % geelder. Dermed
haves at K C €. Ifglge definitionen af K eksisterer der mindst ét punkt, kaldet
S med S € 0K og u(S) = M. Vi konstruerer den abne kugle K; := B, (Z) med
OK1 NOK = S og K1 C K (dvs & ligger pa radiallinien ud til S i K). Radius r
af K saettes til 7 := 7).

Vi fortseetter med endnu en konstruktion og danner Ky = B, (S) med ro = 5.

Ogsa K er helt indeholdt i 2, da rg + ry < 2rg < d.
Definer de to meengder C' og D som folger:

C:=0K>N (K1 U0K;) og D:=0K)\C.

Dermed er C' den del af randen af K5, der ligger indenfor K, samt de to punkter
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2.1 Maximumsprincipper

Figur 2.1.: Illustration af konstruktionen med ~*.

Figur 2.2.: Hlustration af konstruktionen af K; og K.
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2.1 Maximumsprincipper

i 0Ky N 0Ky, mens D er den del af randen, der ligger strengt udenfor 0K (se
evt. figur 2.2). Bemerk, at C er en lukket og begraenset (kompakt) meengde.
Det folger af definitionen af K, samt at K; \ S C K, at u < M pa C. Da C
er kompakt, og u er kontinuert, antager u et maksimum M;, med M; < M sa
(:=M — M; >0, og pa C haves u < M;. Hermed geelder der:

w<M—(M-M)=M-¢(, iC. (2.1.3)

Pa D haves specielt at u < M. Definer hjalpefunktionen z :  — R (hvor @,
som tidligere, er centrum for K;) ved

z(x) = e~ Xin(@i=E)® _ g—arf (2.1.4)

Betragt nu de tre tilfeelde med x = (1, 22) henholdvist i K, pa randen af K
samt udenfor K.

[\v]

T c K & dia(@i— Ti)? <ri
x € 0K, = Z?Zl(xi — %1)2 = ’I“%
e (K UIK)C & Y7 (z—1:)? >

For de tre tilfeelde geelder henholdsvist at det forste led i (2.1.4) er strengt storre
end, lig med og strengt mindre det andet led i (2.1.4). Det vil sige

z2(x) >0 , xekK; (2.1.5)
z(x) =0 , xe€dK; (2.1.6)
2(x) <0 , xc (KA UIK,)° (2.1.7)

Anvendes operatoren L pa hjelpefunktionen z fas folgende:

822 aZ 82 a 2 ~\2 2
_ . — N . —ayig(zi—T)° _ ,—ary
(Z’h? * bl@w) (@) Z <8x2 b 8901) (e e )

i=1

I
NE

(Lz) ()

i=1

(68 (—20(w; — F;)e™ @ Zim @m0 — 90, (a; — 5i)e_aZ?ﬁ(m_%i)rz)
Ty

|
M)

i=1

I
NE

([—204(3% _F)Pe T e E) _ gm0 Tin (e

1=1

- 20[1)1(%1 — fi)efa Z?l(ﬂﬁ))

2
= qe— @ Ximi alwi—T:) Z (do(z; — 73)% — 2 — 2b;(w; — ;) (2.1.8)

i=1
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2.1 Maximumsprincipper

Da ro = 5 haves
> (i —3)? > T (2.1.9)

i K)2.
Vi benytter nu vurderingeren (2.1.9) i (2.1.8) og ser at

2
(L2)(@) > ae=* S (@i—50)° <ar§ —4-2) bi(a; — @)) (2.1.10)
i=1
Veelges « tilstraekkeligt stort?, sa:

(Lz)(x) >0 , x€ K. (2.1.11)

Velg et ¢ der opfylder ulighederne

0<e<

¢

1 —e™m

og saet
w(zx) :=u(x) + ez(x)

Ifplge (2.1.5) og (2.1.6) er 0 < z < 1—e~*"ipa C, hvilket medfgrer, at 0 < ez < ¢
pa C. Desuden, som i (2.1.3), er u < M — ¢ i C og disse uligheder giver folgende

w(x) =u(x)+ez(x) < (M- +¢=M , zeC

I (2.1.7) blev det konstateret, at z(x) < 0 for ¢ € (K; UJK;)®. Dermed specielt
for « € D. Heraf folger

w(z) =u(x)+ez(x) <M+ez(x) <M , xeD
Idet u(S) = M, og z(S) =0, er
w(S) =u(S) +e2(S) =M+ 0= M. (2.1.12)

Da w er en kontinuert funktion pa en kompakt meengde Ko U K>, antager w et
maksimum herpa. Dette maksimum er ifplge (2.1.12) mindst lig M, og punkter

2Her ville ellipticiteten anvendes i det mere generelle tilfzelde. Ellipticitet er netop defineret
saledes elliptiske operatorer “opfgrer sig” som Laplace, sa stgrrelsen pa venstresiden i (2.1.9)
fremkommer, da koefficienterne kan “kontrolleres”.

3Stgrrelsen Z?:l bi(xz; — ;) er endelig og uafheengig af a.
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2.1 Maximumsprincipper

herfor ligger dermed ikke pa 0Ky = C'U D, da w her er strengt mindre end M.
Vi betragter nu folgende udregning:

(Lw)(x) = (Lu)(x) + e(Lz)(x) > 0+ e(Lz)(x) >0

Modstriden ses nu, da et maksimum for w ikke kan opnas pa K5, som overvejet
forst i dette afsnit. |

Vi skal iseer benytte fglgende variant af dette resultat. Beviset benytter en
teknik fra [Gidas et al., 1979].

Saetning 16. Antag, at u opfylder

2
(Lu)(2) = (Au)(@) + b ;’Z (z) + cu(z) > 0

i=1

forx € Q, b;,c € R. Hvis u antager sit maksimum 0 i Q2 sa er u =0 pa €.

Bewis. Definer funktionen:

vi=e My . a>0 (2.1.13)
Hermed kan skrives:
& 0(e*™1v)
0 < L(u) = L(e*'v) = A(e*™v) + ; bi(‘)—xi + cey
0 ov H? O‘Ilv
. Ty ary ~ 7 ozml b 0411
axl(ae v+e o )+8x2 —|—Z v
Ov 0% le
2 7
- ea“v—i—2ae“ 8x1 te aalg axl 2+Zb ey
ov ov 3
= "1 (a2 v+2a87—|—Av+b1av+bla —i—bga—i + cv) (2.1.14)

Uligheden i (2.1.14) ganges igennem med e~ *** > 0, og

0< (a2—|—b10<—|—c)11—|— Av+(2a—|—b1)a——|—b2 v
8 X1 61'2

= (a® +ba+c)v+ L' (v)
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2.1 Maximumsprincipper

Veelg nu « s& (a? + bia + ¢) > 0, og vi har da, per antagelse, v < 0, at:
0< L'(v). (2.1.15)
Her er L’ pa en sadan form at saztning 15 giver, at hvis v = e~ *®1y antager sit
maksimum 0 sa er v = 0 pa . Da u =0 < v = 0 haves dette ogsa om u. |
2.1.1. Hopfs randpunkt-lemma

Saetning 17. Antag Q C R? med glat rand samt v opfylder

2
L(u) = Au+ Y b, g;, >0, pdf. (2.1.16)
i=1 E

Huis yderligere fire folgende udsagn er opfyldt:
e u< M iQ ogu(P)=DM med P € 01,
e Der eksisterer en aben kugle K1 C Q med P € 0K,
e u % M og kontinuert i QU P,

e En udadrettet retningsafledt g—,’j eksisterer i P,

sa gelder, at

ou

5, (F) >0 (2.1.17)

Beuis. Igen vil vi stgtte os op af beviset for ssetning 15. Ifglge antagelserne eksiste-
rer en cirkelskive K7 i 2 med P pa dets rand. Hvis 0 K1 N9 indeholder flere punk-
ter end P, kan veelges en mindre cirkelskive, sa det antages at 9K1 N9Q = {P}.
Nu konstrueres cirkelskiven Ky := B,.,(P) hvor ry := % med 7 radius i K;. Vi
definerer, som i beviset for seetning 15, hjeelpefunktionen z (se (2.1.4)), hvor «

veelges sa (Lz)(z) > 0 for © € Ky. Lad igen:
wi=u+ez (2.1.18)

Ifplge seetning 15 geelder at u ikke konstant lig M medfgrer u(x) < M for x €
K;\P). Vi vaelger en konstant ¢, ligesom i szetning 15, og herudfra vaelges igen et
€ > 0, saledes w < M i C, pa samme vis som i 15. Vi husker vores betragtninger
omkring funktionen z bl.a. at z = 0 pa 0K;. Hermed er w < M i 9(K1 N K3). Da
L(w) > 01 (K; N K3), ma maksimum af w veere i P med w(P) = M, og dermed
hvis man naermer sig P indefra omradet, ma man se en stigning - det vil sige

ow _ Ou 0z

8_V(P)_8_V(P)+58—V(P)20 (2.1.19)
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2.1 Maximumsprincipper

Vises at %(P) < 0 haves resultatet at %(P) > 0 herfra. For nemhed skyld, sa
veelges origo i vores koordinatsystem til at veere centrum for K7, som tidligere
betegnet & = (71, x2). Sa

2

z(x1,20) =€ Sii(ei—E)? _ —art (2.1.20)
Vi udregner de partielle afledte:

0z
ox i

(x1,29) = —2agze”* Tini(@i=F)? (2.1.21)

Med v veerende en udadrettet enhedsvektor, og P = (p1, p2) haves

0z 2 ~\2 2

el - = _ —a i (pi—Ti) 1.

B (P)=(Vz)(P) v=—2ce 1P zé_l pivi <0 (2.1.22)
Hvor uligheden indses da v og P begge “peger udad”. |

Vi kan bygge videre pa dette resultat, pa lignende vis som i beviset for saetning
16.

Szetning 18 (Hopfs Lemma). Antag Q2 C R? med glat rand, samt at u opfylder

ou
> 0. 2.1.2
oz, +cu>0 ( 3)

2
L(u) = Au+ Y b,
1=1

Huis yderligere fire folgende udsagn er opfyldt;

e u<0iQ ogu(P)=0 med P € 0.
e Der eksisterer en aben kugle K1 C ) med P € 0K
e u er kontinuert, og u(x) 0 i QU P.

e Den retningsafledte i den udadrettede normals retning % eksisterer i P.

sa geelder at

ou

5, (P) >0 (2.1.24)

Bevis. Velg z1-aksen tangentielt til 92 i P. Definer funktionen:

vi=e Ty, a>0 (2.1.25)
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2.1 Maximumsprincipper

Udregn som i (2.1.14) fglgende

O S L(u) — eawl (aQU —+ 20[(‘5—;)1 -+ A’U —+ blow —+ blaa—;:l —+ be;a—,;z + C’U) (2126)

Uligheden (2.1.26) ganges igennem med e~*** > 0 og vi har

0 0
0< (&®+bia+cv+ (Av + (2a + (?1)8—;1 + bza—;)
= (a® +bia+c)v+ L'(v)
Velg nu a sa (a? + bia + ¢) > 0, og da v < 0 er antaget, haves
0< L'(v), (2.1.27)

med L' pa en sadan form, at setning 17 og valget af koordinatsystem giver

v _O(e™*™1u)  am, Ou
0< a(P) - — (P)=ce¢ 8_V(P)
Da e=®"1 > (, haves resultatet
ou
—(P
81/( )>0
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3. Egenfunktioner og knudelinjer

Efter diskussionen af egenfunktionernes opfersel mht. regularitet (i afsnit 1.2),
vil vi udtale os om det centrale aspekt ved egenfunktionerne for denne tekst -
den sakaldte knudelinje:

Definition 19. For en funktion f : U — V, U C R?, V C R, defineres knude-
linjen Ny som

N :={(z,y) €U : f(z,y) = 0}. (3.0.1)

<

Maximumsprincippet fra ssetning 15, samt glatheden af egenfunktion, medfgrer
strenge begraensninger pa udseendet af egenfunktionernes knudelinjer.

Knudelinjen er glat nar gradienten af u ikke er nul Dette indses vha. implicit
funktionssaetning pa folgende vis: der haves, at u er glat i Q. Antag Vu(zo, yo) #
0, dvs. antag uden tab af generalitet, at %(mo, yo) # 0. Da haves et abent interval
U indeholdende x( og et abent interval V' indeholdende yg, samt en glat entydig
funktion y : U — V 84 (z,y) = (z,y(x)) for (z,y) € U x V, og u(x,y(z)) = 0.
Hermed parametriseres N med den glatte kurve N(t) := (¢,y(¢)) i en omegn af
(0, Yo)-
Dermed er N glat i Q bortset muligvis fra punkter med Vu = 0.

Hvordan knudelinjen stopper Andre geometriske egenskaber ved knudelinjer
fas ved at gore sig fglgende betragtning. Konstater, at hvis en egenfunktion u pa
Q har konstant fortegn pa en maengde aben maengde A og antager sit maksimum
iet punkt p € A, da er ifglge seetning 15 u = 0 pa €. Dermed haves specielt, at
u skifter fortegn henover N. Der galder folgende:

e N for en egenfunktion har ingen indre punkter (dvs. ordet knudelinje er
velvalgt.). Antag modseetningsvist, at N havde et indre punkt p. Lad B
veere et, til N tilstgdende, omrade neer p, hvorpa v > 0. Lad nu A :=
(BUN)?. Sa er u > 0 pa A. Dermed vil u = 0 pa A, og vi har en modstrid.

e N kan ikke stoppe i Q. Antag modsaetningsvist, at N stoppede i p. Sa
eksisterer et rg > 0 sa u har konstant fortegn pa A := B, (p) C €. Ved
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3.1 Courants knudelinjesaetning

samme argument som for medforer dette, at v = 0 pa 2, og vi har en
modstrid.

N stopper ikke pa sig selv - dvs. hvis N laver en lgkke i et punkt p, sa vil
N skeere sig selv. Antag N laver m lgkker i p, og antag modsaetningsvist,
at punktet p gennmlgbes af knudelinjen 2m + 1 gange, svarende til, at N
starter i et punkt g # p og stopper pa sig selv efter m’te lokke (se evt.
figur 3.1). Da N gennemlgber p et ulige antal gange, og u skifter fortegn
hen over N, vil der eksisterer et omrade B hvorpa u > 0 og u < 0 (se igen
figur 3.1). og vi har en modstrid.

Q

Figur 3.1.: En knudelinje, der modsaetningsvist stopper pa sig selv efter tre lgkker.

Plus og minus illustrerer fortegnet af wu.

3.1. Courants knudelinjesaetning

I dette afsnit vises Courants knudelinjeszetning, der giver en gvre greense pa
antallet omrader, knudelinjen for en n’te egenfunktion opdeler det pagaldende
omrade i. Vi giver her det oprindelige bevis fra [Courant, 1953, side 452|, og far
brug for fplgende saetning fra [Gladwell and Zhu, 2002], der medtages uden bevis.

Seetning 20. Lad u € H(G) opfylde Au+ A u = 0. Lad G' C G veere dben. Hvis
u=0paG sieru=0 paid.

Saetning 21 (Courants knudelinjessetning). Lad Q vere et sammenhengende
omrade og lad

Alg)\QS)\Sg”-S)\nS'“a
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3.1 Courants knudelinjesaetning

veere egenverdier som 1 afsnit 1.1.1. Hvis u.,, er den nte egenfunktion tilhorende
egenverdien N\, , da opdeler knudelinjen N for w, hgjst Q i n omrader.

Bevis. Lad egenveaerdierne for ) veere ordnet, sa
M<A<. <A< (3.1.1)

Idet vi nu modsaetningsvist antager, at knudelinjen opdeler €2 i mere end n dis-
junkte og abne omrader D,...,D,,..., indfgres w; for i =1,...,n ved

| biuy(x) forxe D
wi(x) := { 0 ellers,

hvor

1
by = ——,
' fDi ‘un|2

/wiwi :/ |wi|2 :b?/ |un|2 =1,
Q D, D,

i

saledes

Da D;’erne er disjunkte, galder
/wiwj:/ wi~0—|—/ 0-wj=0 , 1<7<i<m.
Q D; D;

Indfer funktionen
m
V= Z C;W;,
i=1

med ¢;’erne saledes, at

m

m
JREEED ST T SE RS
£ i=1 Di i=1

Ved partiel integration (se evt. Greens forste seetning side 557 1 [Courant and John, 2000]),
hvor det benyttes, at w; = 0 pa 0D; og v er den udadrettede normalvektor til
09, folger

ow;
Vwizz/waszr/ Wi ——
/Q| P —wr [ w

=— b2 (Auy )u, = )\n/ b2 un|? = M.
>/, Py

=1
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3.1 Courants knudelinjesaetning

Sa geelder
/ Vo2 = Zc?/ |Vw; |* = ZC?)\H = A, (3.1.2)
2 i=1 2 i=1
E(w) = A\ (3.1.3)
Lad
DW=y D;
Da man kan veelge c1, ..., ¢y, sa de n—1 linesere, homogene ligninger fD(l) VU; =

0,7=1,...,n— 1 er opfyldt, geelder om den n’te egenvaerdi )\S) pa DM at

A =inf{E(p:p € HY (DY), ll@lrapwy =1, (0,)2(payy =0, i =1,...,n— 1}
<EW) =M.

I folge seetning 9 gaelder ogsa )\%1) > Ay, hvor ved )\%1) = A\

Nu vises, at det ikke er ikke muligt for et omrade at have et delomrade med
samme n’te egenveerdi, sa delomradet er strengt indeholdt i omradet i passende
forstand *.

Lav en folge af omrader D*) C Q s& D#—D C D®) og iseer DY) C D@ Lad
)\Slk) veere den n’te egenveerdi pa D) sa gaelder fra saetning 9, at
An = A0 > AP >\,

saledes )\Slk) = )\, for alle sadanne D®) . Da vi har ordnet egenvaerdierne som i
(3.1.1) eksisterer et m > n saledes

Am > A (3.1.4)
Betragt nu DM, ... D™, Den n’te egenveerdi pa hver af disse omrader er A,,.
Tag nu @4, ..., a4\, sa ul er en tilhgrende egenfunktion pa D@, og seet
" 0 ellers.
Ved at benytte ssetning 20 fas, at usLj) # 0 pa abne D C DU, Med et induktivt
argument kan det indses, at ug), e ,u;m) er linesert uathaengige. Betragt derfor
Py k' = 0. Pa D™ \ D=1 er ulD) = = mD = 0, s

0= Zklugf) = kmugm) < kn=0 pa pim) \D(mfl),
i=1

1Hermed bevises faktsik streng monotonicitet af egenvaerdierne mht. omrader strengt indeholdt
i hinanden.
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3.1 Courants knudelinjesaetning

da u%m) # 0 herpa. Dermed er
0= Z kiun(i) pa .
Antag nu, at kj4 1 =0,...,k, =0, sd er ogsa k; = 0, da pa DY)\ DU~Y geelder
O—Zkul):ku ) & k=0, pa DY\DUD

idet uSﬂ ) # 0 herpa. Dermed haves
0=> kul) & k= kn=0,

saledes u( ) . ,u%m) er linesert uatheengige. Lad derfor

o= kulM + .+ kpul™

Da ikke alle ky, ..., ky, er lig nul kan kq,..., k,, veelges saledes de m — 1 linezre,
homogene ligninger

/ﬁuiz/ vu; =0 for i=1,....m— 1.
Q D(m)

er opfyldt. Og da © # 0 kan vi yderligere veelge ki, ..., k,,, saledes ¥ er normali-
seret. Dermed er
E(0) > .

Lav fplgende udregning ved partiel integration, hvor det udnyttes at ugf ) lop@ =0
E(®) = / (V(krul) + ...+ kpul™))?
Q

Q

hvor led pa formen fQ kjAn u(J) O = =0, da usf)’erne er egenfunktioner. Dermed
er A\, > A\, men da m er valgt i (3 1.4) sa Ay, > A, haves en modstrid, hvorved
knudelinjen for den n’te egenfunktion ikke inddeler € i mere end n omrader. W

Bemeerkning 22. En konsekvens af setning 21 er, at man for en anden egen-
Sfunktion kan slutte, at denne opdeler det pageldende omrade i to. Argumentet
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3.2 Lemmaer til hovedsaetning

er som folger: Fra setning 21 vil den forste egenfunktion, uy, ikke skifte fortegn
hen over ). Den anden egenfunktion, us, er defineret sa fQ uiug = 0. Dermed
ma us nodvendiguis skifte fortegn hen over Q. Da ug er kontinuert pa € wvil
omraderne med forskellig fortegn veere adskilt af knudelinjen. Der er mindst to af
disse omrader. Fra satning 21 er der samtidig hgjst to af disse omrader. Derfor
opdeler knudelinjen for us € i precist to omrader, og us har forskelligt fortegn
pa hver af disse. )

3.2. Lemmaer til hovedsa®tning

I dette kapitel samler vi nogle veerktgjer, i form af lemmaer, vi benytter til at
vise vores hovedsaetning.

3.2.1. Egenfunktioner og knudelinjers opfdrsel naer randen

I dette afsnit bevises, et for de efterfolgende sesetninger, centralt lemma. Forst
defineres for glatte funktioner hvad det vil sige at forsvinde af uendelig orden.

Definition 23. Lad f : D — R hvor D C R? er dben, med f € C*°(D). Da
siges xo at vere et nulpunkt for f af orden k € N, hvis for alle j € {0,...,k—1}

o f

W(OUO)ZQ 1=0,...,J

Huis xy er et nulpunkt for f af orden k, da siges f at forsvinde af orden k i
xo. Hvis f forsvinder af enhver orden k € N, da siges f at forsvinde af uendelig
orden 1 x. o

En lignende definition for funktioner, der blot er malelige, er fglgende

Definition 24. Lad g : D — R hvor D C R? er dben, veere en mdlelig funktion,
a€R,a>0samtl < p < oo. Da siges g at vere et nulpunkt af orden a i
LP-middel, hvis

[ ls@p o,
|x—axo|<r
Huvis xg er et nulpunkt for g af orden o © LP-middel, da siges g at forsvinde af

orden o 1 LP-middel i xy. Hvis g forsvinder af enhver orden o > 0 ¢ LP-middel 1
xg, da siges g at forsvinde af uendelig orden i LP-middel i xq. o

Bemezerkning 25. Vi viser her, at hvis g er en glat funktion med et nulpunkt i z°
af orden k, sa er xg ogsa et nulpunkt af orden k i LP-middel for alle 1 < p < co.
Antag g € C°°(D) med x° et nulpunkt af orden k. I Taylor-udviklingen (se evt.
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3.2 Lemmaer til hovedsaetning

[Wade, 2004, 11.37 Theorem]) af g omkring x° af orden k, falder alle led med
afledte af orden skarpt mindre end k vek, og restleddet star tilbage dvs.

T H Z ( ) 333183: 7(2) (@1 — ) (wz —23)" (3.2.1)

for et z € Lz, o] := {(/\.’B + (1 =Nzo) : A€ [0;1]}. Da g er glat sa

okg
C:= sup — (@) p < oo, (3.2.2)
z€B;s (x 61‘1833
1€{0,.. }

geelder for r < §

k P
1 k ) )
sor=[ 23 ()55 @ - -
Jeras 7 = Jo e 25 (el e
k
(45 / ( > 0ym—i [P
< xy —a) (wg — 2§)™ "
(kl)p |lx—axo|<r | ZX; |
cp k
B (k'|)p /| < (@1 =) + (22 —22)) [
: r—xo|<r
§ Cl’l’karQ _ 0(7”pk+2),
og resultatet haves. )

Fglgende saetning fra [Aronszajn, 1957, s. 235-236], her formuleret for R? og
Laplace-operatoren, istedet for en generel elliptisk partiel differential-operator,
medtages uden bevis.

Seetning 26. Antag h : D — R, D C R?, med h € C%*(D) med forste- og
anden-ordens partielle afledte i L*(D), for et M € R, M > 0, opfylder

2
|Ah(x |2<M<Z

=1

a:

o0x;

+ |h(:c)|2> : (3.2.3)

Hvis h forsvinder af uendelig orden i L'-middel i zq, sd er h =0 pd D.

Lemma 27. Lad u € C®(Q), hvor Q C R? er et begreenset, konvekst omrdde
med glat rand, opfylde egenvardiligningen, dvs.

{ Au+Adu=0 pafd

u =0 pa 0f). (3.24)

Hvis q € 090, galder om u folgende 3 udsagn:
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3.2 Lemmaer til hovedsaetning

1. u forsvinder ikke af uendelig orden i q

2. Lad N betegne knudelinjen for u. Hvis ¢ € N gar N ikke mod q tangentielt
til 092 i q.

3. Der eksisterer € > 0, sa

0
u|—|—‘87u >0 deﬂ{xERQ:O<|$—(I|<5}
1

Beuwis. 1. T beviset for det forste punkt foretages en udglatning af randen,
idet dette giver en mere handgribelig made at omtale en udvidelse af u
til den anden side af randen. Seet nu H = {(x1,22) : 2o > 0} og lad
[+ H — Q veere en konform afbildning. Eksistensen af en sadan afbild-
ning folger af Riemann mapping theorem, se [Krantz, 1999, Chapter 6.4].
Dette fglger af antagelserne om 2, da §2 specielt er homeomorf med en-
hedskuglen, og der eksisterer konforme afbildninger fra enhedskuglen til
halvplaner - se f.eks. Cayley-transformationen z +— ;J_r—i i [Krantz, 1999,
side 85]. Ifplge [Steven R. Bell and Steven G. Krantz, 1987, side 23 og T-
heorem A] udvider f og alle dens afledte kontinuert til funktioner pa H, og
vi lader udvidelsen af f overtager betegnelsen f. Antag nu f(0) = ¢g. En
konform afbildning, set som en funktion fra C til C, er specielt holomorf
[Krantz, 1999, s.25]. Skrives

f(@1,22) = (fi(z1,22), fa(21,22)) =t (T1,72)
gaelder Cauchy-Riemann-ligningerne

ofi  0fs 0f1 dfa
— = = — = =, 2.
8331 8332 8 8932 a(ﬂl (3 5)

Lad v = uo f. Sa geelder at v € C(B,,(q)N H) og v =0 pa B,,(q) NOH,
idet v “arver” disser egenskaber fra u. Udfgr nu fglgende udregning.

0
(901,902) = 8—U(f1($1,$2),f2($1,902))
T
_0udf | oudf
N 8%1 6.%‘1 8%2 8$1 ’

—
8331

Saledes
9% 0 [ Oudfi  Ou Of
%f%ﬂ%%*@%>
Ou (0fi\°  Ou 9%fi  0%u [(0f\>  Ou 8fs
:8_%%<8_x1) o1y 0% 8_%%<8_x1) 0Ty a3
O?u  Of1 Ofs
071072 Oy Oy
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3.2 Lemmaer til hovedsaetning

Tilsvarende fas ved anvendelse af Cauchy-Riemann-ligningerne (3.2.5)

v 0% (0fi\°  Ou 9 fi  0%u [0f\  Ou 2fs
O*u  Of1 0fs
851(9.%2 6.%‘2 8I2
P <8f2>2 du &*f;  u <8f1>2 du 0 f
9w Of, Of

B 851(9.%2 67.’1?1 8I1 '

Ved at benytte at realdelen og imaginaerdelen af en holomorf funktion er
harmoniske?, fas fra de to ovenstaende formellinjer, at

_ 0% (0N (0ANT) L %u ((0f\ | (0£2)7) _ :
A_@«%) +(%) >+ﬁ<(£) +(£> — Au(f)If).

Da den kontinuerte funktion |f’| antager sit maksimum pa den kompakte
maengde By, (q) N H og da Au = —Au, se (3.2.4), fas

S

|Av| = [Au()||f']* < Clo|  pa Br,(q) N H. (3.2.6)
Indfer folgende funktion

5 ) = v(x1, x2) for ;>0
U(T1,T2) = fv(xl’ —;['2) for To < 0.

Da v € C*®(B,,(0) N H) eksisterer de partielle afledte i hele R%. Da

. Ov(xy,h) . w(x1,h) —0(0,0)  Ov
hli)rg:, h B hli)rg:, h B 8582
= lim _’U(xh_h) +U(O7O) = lim _’U(xla_h‘)’
h—0_ h h—0_ h

og det udelukkende er i punkter (-,0), at der kan veere problemer med
kontinuiteten (idet denne ellers fplger af glatheden af v), haves at 9v/dxs
er kontinuert. For et fast zo arver v glathedsegenskaberne fra v, hvormed

o0/0xy, 0°0/0x10x9 og 0°V/0x?

2Hvilket egentligt ogsa fglger direkte fra Cauchy-Riemann-ligningerne.
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3.2 Lemmaer til hovedsaetning

er kontinuerte. For at have kontinuitet af % skal 9%0/023(-,0) = 0, da
2

00/0xq er lige. Dav =0 pa B,,(0)NIH, sa er dv/0x1(-,0) = 0 pa B,,,(0)N
OH. Dermed er §%0/0x2 = 0 pa B,,(0) N JH. Fra (3.2.6) folger
*v| ‘ 0*v 9

2 2 2
O3 Ox{  Oz3

= |Av| < Clv| =0, pa B,,(0)NOH,

og kontinuiteten af 9%v/923 pa B,,(0) er vist. Dermed haves v € C?(B,,(0)).
Bemszerk nu, at

|Av| < Clv| pa B,,(0)NH og |Av|<Clv| pa B,,(0)NHC

Dermed gaelder

|Av] < Clo] pa By, (0).

Dette viser, at v opfylder en ulighed pa formen i (3.2.3). Yderligere medfgrer
v € C?(B,,(0)), at de afledte af fgrste og anden orden antager maksimum
og minimum pa B, (0), hvorfor disse er i L?(B,,(0)). Da v # 0 pa B, (0)
medfgrer seetning 26, at v ikke forsvinder af uendelig orden i 0 i L'-middel.
Dermed forsvinder v ikke af uendelig orden i 0 i L'-middel. Kommenta-
ren 25 giver, at da v ikke forsvinder af uendelig orden i L'-middel i 0, s&
forsvinder u ikke af uendelig orden i q 3.

2. Da u ikke forsvinder af uendelig orden i g, eksisterer et m og en m’te ordens
partiel afledt af u der ikke er lig 0 i q, med alle partielle afledte, af orden
mindre end m, lig 0 i g. © < m. St g = 0. Taylorudviklingen for u i 0 er
som fglger

u(x) = pm(x) + f(x) for |x|] <d<1, (3.2.7)

hvor p,, er et homogent polynomium af grad m og f € O(|z|™*!) er rest-
leddet. Bemeerk, at Af € O(|x|™1) for |z] < § < 1 pga. af formen af f (se
evt. udregninger ved kommentar 25). Da p,, er et homogent polynomium
af grad m, vil Ap,, veere et homogent polynomium af grad m — 2. Og det
haves, at

Au = App (@) + Af ().
Benyttes Au + Au = 0, fas

Ao () — M f () = —du(x) = Au = App(x) + Af(x) for |x| <6 < 1.
Hvis |z| < 1 vil |z|"7! > |z|™ > |z|™t!, siledes, at

App () = =Apm(x) — Mf(x) — Af(x) € O(|2|™ ") for |z|<d < 1.
(3.2.8)

3Her tillader vi os at benytte definitionerne af nulpunkter af en vis orden pa randen af et
omrade. Dette kan ggres da vi her arbejder med glathed op til og med en glat rand.
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3.2 Lemmaer til hovedsaetning

Bemzerk specielt, at p,, € O(|z|™ 1), hvilket indses ved at anvende bi-
nomialformlen og konveksiteten af ¢ +— t2. Udfra (3.2.8) kan vi med et
scalingsargument indse, at

Givet ¢ € H = {(z1,72) : x3 > 0} 4, s& folger det af (3.2.8), at der
eksisterer K € R, sa for alle £ > K > 0 gaelder fglgende

1 m—2 1 1 ) 1 m—1 )
= — - < - m— < - m—
<k> App () Apm<kw> _C(Ikwl ) _C<k) |le|™ ",
hvilket medfgrer
kApm(x) < Clz|™ 1.

Dette er umuligt for tilstrackkeligt store k. Dermed Ap,,(x) = 0 for = €
H = {(z1,22) : 2 > 0}, idet Ap,, er et homogent polynomium. Da u =0
specielt pa 002N B, (0), er p,, = 0 pa 92N B,,(0). Idet p,, er et homogent
polynomium haves sa, at p,,(z1,22) = 0 pa OH. Ideen er nu, at omskrive
Pm til poleere koordinater. Indse nu, at homogeniteten af p,, giver

(r,0) =r"g(0),
hvor g = Y7 a; cos'(0) sin™“(0). Sa fas

0= Ap(r,6) = r2 (m(m — 1)g(6) + mg(6) + o"(9))
= 2 (% (0) + 4 (0)),

da p,, er harmonisk. Et generelt resultat om lgsningsformen af ordineere
differentialligninger (se evt. [Jensen, 2000, seetning 5.3]) haves,

g(r,0) = bcos(mb) + csin(md).
Da p,, =0 pa OH er b =0 og den polere repraesentation af p,, bliver
P (r,0) = er™sin(mb) , ¢ #0. (3.2.9)

Betragt et 7, 0 < r < ro. Kald skeeringspunkterne mellem B,.(0) og 0f2 for
henholdsvist (r,67) og (r,07), sa

0<6” <O <m
Lad (r,0) veere punktet hvor N N skeerer B,.(0). Da Q er konveks haves

0<6 <h<0"<m.

4Idet z1-aksen er valgt tangentielt til 9Q i 0 og x2 langs den indadrettede normal i 0.
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3.2 Lemmaer til hovedsaetning

Malet er at vurdere 0 skarpt vaek fra 0 og 7 for alle tilstraekkeligt sma radier.
Da u specielt er nul pa 92 N B,.(0) og pa N er

u(r,07) = u(r,0) = u(r,67) = 0.

Ved at benytte Rolles seetning ([Wade, 2004, 4.12 lemmal), idet u er glat,
folger eksistensen af 6, og 02, med

0<0 < <O0<by<0" <m, (3.2.10)
sa 5 5
u U
%(7”,91) = %(7’, f2) = 0.
Lav fplgende udregning ved at benytte (3.2.9)
o . of B .
%(r, 0;) = cmr™ cos(mb;) + %(r, 0;))=0 , i=1,2

hvor f (r,0) er den poleere repraesentation af f. Fra formen af f haves, at
g—g € O(rm*t1). Sa er

—k m—+1
cos(mb;) < LL—o , 1=1,2
crm
hvor ¢ =1, 2.
|cos(mb;)| < Cyr , med Cy >0 , i=1,2. (3.2.11)
For r < (2C1)~! geelder vha. (3.2.11), at
C 1
cos(mby) < |cos(mby)| < ﬁ =3
og samtidigt med c; := - er
1 1
cos(mey) = COS% = 7 >5 > cos(mby),

Da cos @ er aftagende for § € [0,7] er §; > ¢; . Tilsvarende fas for ¢y =
w/m —7/4m, at

1 1
cos(meg) = cos (7r - E) =5 <5< cos(mby),

4 V2

og dermed ¢y > 0. Da ¢; > 0, co < , fas ved indsattelse i 3.2.10, at
0<cp <01 <0<l <cy <. (3212)

Da nu (3.2.12) geelder for alle 0 < r < (207)~! viser dette, at 0 < § < 7
for alle disse radier, saledes at N ikke neermer sig 0, dvs. g, tangentielt.
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3. Lad igen ¢ = 0 € 9. Hvis 0 ¢ N, er |u| > 0 pa en omegn om 0, og der
er ikke veere noget at vise. Antag derfor, at 0 € N. Dermed kan vi, vha.
beviset for punkt 2 ovenfor, slutte, at for et punkt (r,0) € N (sa u(r,8) = 0)
eksisterer § > 0 og vinkler 61, fy safor 0 <r <der0 <, <0 <b <,
saledes at

sinf > c3 > 0,

med ¢3 = min{sinfq,sinfy}. Kald koordinatskiftet fra rektanguleere ko-
ordinater til polaere koordinater T : (x1,22) — (1,0), sa pm(x1,22) =
(T (r,0), Ty (r,0)) med @y = T, *(r,0) = rcosf og a9 = Ty *(r,0) =
rsin §. Differentier udtrykket i (3.2.7) ved at benytte (3.2.9) og keedereglen

8pm _ 8pm 8Tl_l apm 8T2_1
or  9dxy Or Oxy Or

sa
8 m 8 m .
mer™ L sinmf = 8L:cl os 6 + 8];:2 sin 6. (3.2.13)
Tilsvarende
Opm Opm Ipm. . Opm
% = mer™ cosmb = % =—r 81;1 sin 0 + 7“8L:E2 cos 6. (3.2.14)
For cos # 0, og sin # 0 haves
mer™ 1 sinm cos § = 8p—mcos29—|— %COSGSinG (3.2.15)
333‘1 333‘2
og
—mer™ ! cosmf sin @ = 9P sin? 6 — Opm sin @ cos 6. (3.2.16)
8%1 333‘2
Ved at addere (3.2.15) og (3.2.16) fas
gpﬁ = mer™ ! (sinmf cos § — cosmf sin @) = mer™sin(m — 1)6,
1
(3.2.17)
idet
(sinmf cos @ — cosm@ sin f) = sin(m — 1)6. (3.2.18)

Ved at betragte (3.2.13) i tilfseldet sin @ = 0, fas
Ipm 1

oz, sinmf = mer™ sin(m — 1)6,

= mer™

47



3.2 Lemmaer til hovedsaetning

hvilket folger af (3.2.18). Tilsvarende betragtes (3.2.14) i tilfzeldet cos 6 = 0.
Dermed gealder (3.2.17) for alle 6.

au _ m—1 _: 8f~
8—:E1(T’ 0) = emr™™ " sin(m — 1)0 + B (r,0), (3.2.19)

hvor f € O(r™*1) er den polzre reprasentation af f (se (3.2.7)), og 0f /dx, €
O(r™) ved at betragte formen af f. Hvis u(r,0) = du/0x1(r,0) =0, er

0 = u(r,0) = cr™ sinmb + f(r,6),

sa
|sinmf| < Cr,
og tilsvarende
B of
0= a_::l(r, 0) = cmr™ Lsin(m — 1)0 + 8—951(T’ 0)
medfgrer
|sin(m —1)8] < Cr.
Nu fas, at

|sinm@| = |sin((m — 1) + 1)8] = | sin(m — 1)0 cos 6 + sin 6 cos(—1)6)|
<||sin(m — 1)8|| cos 0] + | sin || cos(m — 1)0| < 2C'r.
Vi har, altsa, at u(r,0) = Ou/0xz1(r,0) = 0, vil medfore, at
e <sinf < |sinf] <2Cr |, 0<r<d.
Men sa er u(r, ) og Ou/0x(r,0) ikke begge nul for r < ¢3/2C. Pastanden

er nu vist, med £ = min{4, ¢3/2C}.
|

3.2.2. Karakterisering af rand - knudelinje skaringer

Folgende lemma fra [Lin, 1987] karakteriserer for et givent omrade, skeerings-
punkter mellem knudelinjen for en egenfunktion og randen.

Lemma 28. Antag Q C R? er begrenset, konvekst og har glat rand. Lad P €
0 og lad g—z veere den retningsafledte af en egenfunktion uw 1 retning af den
udadrettede normal af 02 i P. Da gelder, at

%(P) —0& PeN, (3.2.20)

hvor N er knudelinjen for u.
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Bevis. Antag P = (0,0) og valg tangent-retningen af 92 i P som z-akse og
y-aksen i den udadrettede normals retning.

° %Z =0= P € N: Antag P ¢ N. Af Hopfs lemma (s@tning 18), folger at
Gu(P)#0.

e PeN = J4P)=0:
Antag g—Z(P) = ¢ # 0. Fra afsnit 1.2 haves u € C>(1Q).

Udglat nu 0 i en d4ben omegn U C R? af P med et koordinatskift® T :
U — V, givet ved T(z,y) = (T1(z,y), To(z,y)) =: (Z,7), med V C R? en
aben omegn af T'(P). Seet

Wz, 7)== u(TH(,7)). (3.2.21)

Der haves T(QNU) = {(z,9) € V : § < 0}. Reflekter @ omkring Z-aksen
vha. af funktionen v : V' — R, givet ved

_ Ja@g  §<o0
v(&,9) = {_a@ ) @0 (3.2.22)

Da u € C*(Q), indses evt. konkret ved at betragte differential-kvotienter,
at v e CH(V)6

Ved brug af keedereglen, da u = 0 pa 9 og dermed u = 0 langs Z-aksen,
sa haves 2L(T(P)) = 0, og vi far:

oz
0#c= B_y(P) = a_y(T(P)) = %(T(P))a—y(P) + @(T(P))a—y(P)
_oa aTy

= @(T(P))a—y(P)

Dermed er g—Z(T(P)) =k#0.

Det kan uden tab af generalitet antages at T(P) = 0. Da v € C1(V),

94 (x,0) = 0 og v(T(P)) = 0, eksisterer € > 0 s&

v(Z,§) =v(0,0) + 02 + ki + f(IZ* + 151> , |2 +3]° <e,

5Se [Evans, 1998, Appendix C, side 626] - bemaerk, at koordinatskiftet har samme regularitet-
segenskaber som randen.
6Se eventuelt de lignende betragtninger i beviset for punkt 1 i lemma 27
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3.2 Lemmaer til hovedsaetning

hvor f = O(|Z|> + |g]?). Dermed eksisterer der, ifglge Implicit funktions-
seetning [Wade, 2004, side 365], et abent interval W og en entydigt bestemt
funktion 7 : W — R, med 5 € CY(W), sa

v(Z,9(Z)) =0 , forallez € W. (3.2.23)

Da v = 0 pa Z-aksen er § = 0 denne entydige lgsning. Hvis v(Zg,go) = 0
med Zg € W og 7o # 0, sa strider funktionen
. 0 &#do
=49 ~ 7
i@ { Yo T = Zo,
som ogsa opfylder v(Z,7) = 0 imod fornsevnte entydighed. Hermed eksi-
sterer en aben kugle B,.(T(P)), hvor v(#,g) = 0 kun pa Z-aksen i denne.
Dermed er @ ikke nul i D := Bp, N {(Z,9) : § > 0}. Heraf folger, da
T~Y(D) er en aben omegn af P (idet koordinatskiftet er kontinuert), er

u # 0 i T7YD). Knudelinien for u er dermed ikke vilkarligt taet pa P, sa
PéN.

Herved kan bevises fglgende satning, der udtaler sig om antallet af skaeringer
mellem knudelinjen for en anden egenfunktion og randen.

Lemma 29. Antag Q C R? er begranset, konvekst og har glat rand. For en anden
egenfunktion ug til Dirichlet-problemet i 0, har Qus/Ov hgjst to nulpunkter.

Beuvis. Fra Courants knudelinjessetning (21) opdeler knudelinjen for us hgjst i
to omrader, men i sa fald skeerer knudelinjen hgjst 92 i to punkter. Fra lemma
29 folger at dus/Ov hgjst har to nulpunkter pa randen. [ |

3.2.3. Kriterium for entydighed af den anden egenfunktion

Fglgende lemma fra [Lin, 1987], omhandler entydigheden af en anden egenfunk-
tion.

Lemma 30. Antag Q C R? er begrenset, konvekst og har glat rand. Lad us veere
en anden egenfunktion. Huvis us Z 0 og Qus/Ov > 0, da er us, op til skalarmulti-
plikation, den entydige anden egenfunktion for Dirichlet-problemet.

Bevis. Antag modsatningsvist, at der eksisterer endnu en anden egenfunktion
1 til Dirichlet-problemet, dvs. saledes ¢ opfylder (1.2.3) Vi antager ¢ og us til
at veere ortogonale. Ellers, skriv ¢ = ajus + asf med fQ ugf =0 7. Lad i sa

"se [Johnsen, 2006, Theorem 4.4.1]
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3.2 Lemmaer til hovedsaetning

fald 11 = v — ajug, som er ortogonal pa us og lad herefter 1 := 1; (se desuden
seetning 4). Dermed
/ Ug’(ﬂ =0.
Q

Indfgr nu operatoren T : C=(Q) — C*(Q) givet ved

B B -
T=(@—20) g+ —w)p = ( i_;g > .V, (3.2.24)

hvor (zo,yo) er et fast punkt, der vaelges senere. Nu udregnes A(T).

# 0 (0 8% 924)
@Tﬁ’ = o (633 + (z - xo)@ +(y— y0)8x6y> (3.2.25)
_ 0% O 831p
Samt helt analogt
5?2 82¢ 83w 83¢
2T =2-7+—y)5s +(@—20)5 55 2.2
Oy? v dy? + (=) Dy’ + (z mo)ayzax (3.2.27)

Da en vilkarlig anden egenfunktion er glat, vil de kommuterer de partielle afledte.
Adderes (3.2.25) og (3.2.27) ser vi fplgende
A(TY) = 2A¢ + T(AY).

Dermed ogsa
A(TY) + XoTrp = —2Aa1).

Integreres der nu op mod uy over €, fas

[ @@ - T(86)w) = 25 [ vuz =0,
Q Q
Benyttes Greens anden saetning (se [Courant and John, 2000, side 557]) fas

8TL/) 31@
T __“
/8 Y

Uy —F— —
Q ov a0 ov ’

hvor v er den udadrettede normalvektor til 9. Da us opfylder (1.1.8) vil ug =0
pa 0f2 saledes, at

3u2
0:/ Ty=2 3.2.28
TV ( )
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3.2 Lemmaer til hovedsaetning

Ved koordinatskift til (v,7), med v-aksen i retning af den udadrettede en-
hedsnormalvektor v, og n-aksen i retning af enhedstangentvektoren 1, i et fast
vilkarligt punkt, haves

(x — 20,y — yo) = ((z — 20,y — yo) - ¥, (x — @0,y — Yo) " M), (3.2.29)
og
Vi — (V- v, Vi -n). (3.2.30)
Skalarproduktet mellem (3.2.29) og (3.2.29) giver, da ¢ = 0 pa 02 (sa den afledte
i tangentretningen er nul), samt 7 og v er ortogonale, fglgende:
Ty = ((x — 0,y — y0) - v, (& — 20,y — o) - M) - (V- v, Vi - 1)
= ((z =20,y —wo) - V)(VY - v) + ((x — 0,y —v0) - (VY - 7)
= ((@ — 20,y — y0) - V)(VV - v).
Af (3.2.28) folger yderligere:

0 [ ooy 202
0—/69Tway—/69((x Z0,Y — Yo) V)ay R (3.2.31)

Antag 0v/0v har konstant fortegn pa 0f, og uden tab af generalitet at 9v/ov >
0. Valg (zo,y0) € Q. Sa geelder ((z — zo,y — yo) - v) # 0 for (z,y) € 99, som
folge af konveksiteten af ). Samtidigt, er (z — xo,y — yo) dermed udadrettet for
en konveks meengde, sa (x — g,y — yo) - ¥ har samme fortegn pa hele 012, og

< £ ) v > 0.

Y—%

Fra lemma 29 geelder at 9v/0v hgjst har to nulpunkter, derfor geelder med A :=
{(z,y) € 0N : 0Y/Ov(x,y) = 0} at |A| = 0, saledes hgjresiden i (3.2.28) nu giver

(’9u2 8'¢ au2
0= [ ToGE = | (@=s0—w) 5o
. a’@/J 8%2
[ oy g
Dette medfgrer
6’11,2

—= = a 0N\ A
ov pa O\ A,

da (x — xo,y —yo) - v > 0 og dY/Ov > 0 pa 00\ A. Dermed som folge af
kontinuiteten af dus /v, geelder

8UQ

— = a 0f)
By 0 pa 09,
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3.2 Lemmaer til hovedsaetning

hvilket strider mod udsagnet ssening 18 (Hopfs randpunkt-lemma).

Dermed skifter 91 /0v fortegn pa 9. Desuden har 9v/0v hgjest to nulpunkter
pa randen af Q ifslge lemma 29. Da en anden egenfunktion er glat pa € og
dermed specielt glat langs 0, har 0v/0v preecis to nulpunkter pa 0. Kald
disse P og Q. Fra lemma 28 fglger, at P og @ ligger pa knudelinjen (mht. ).
Hvis tangentlinjerne tp og tg til 92 i hhv. P og @ ikke er parallele, eksisterer et
skeeringspunkt mellem ¢p og tg udenfor 2 pga. konveksitetet heraf. Betegn dette
punkt (2o, yo)-

Fortegnet af (z—x¢, y—1yo)-v og v /0v skifter begge preecist i P og @, og vi kan
derfor antage, at Ty > 0 pa 0. Konveksiteten af Q medforer (z—xg, y—yo)-v =0

tp

Figur 3.2.: De sma pile illustrerer v.

netop i punkterne P og @, da det er netop her, at (x —xg,y — yo) er tangentlinje
til randen. Det er ogsa udelukkende i P og @ at 9v/0v = 0, og der geelder

(TY)(x,y) =0 hvis og kun hvis P = (x,y) eller Q = (z,y).
Da T4 kun er nul pa nulmeengden {P, Q}, giver (3.2.28), at

O Ous / 0 Jug
0= T — 20,y — V) ——— = T — X0,y — V) — —=,
/BQ(( 0¥ = %0) V)5 o 80/{P’Q}(( 0:Y = Y0) V)5 o
hvormed
31@
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3.2 Lemmaer til hovedsaetning

idet T4 > 0 herpa. Kontinuiteten af Qus/0v giver

Ouz

= a o0f).
By 0 pa 0

Igen modstrid med Hopfs randpunkt-lemma. Dermed er det ikke muligt at ¢,
og t, skeerer hinanden. Betragt tilfaeldet hvor tg og tp er parallelle, og lad dem
ligge i z-aksens retning. Lad

0

T = —.
ox

Udregn som tidligere:

AT = 9 A= T'AY
ox
sa
0=AT") — T'Ap = AT + N\ Tt (3.2.32)
(3.2.33)

Multipliceres der i (3.2.32) med us og integreres der over 2 haves:
/(’U,QAT,w + )\Q’U,QT/’(b) = /(’U,QAT/w - A’U,QT/’lb) =0.
Q Q

Ved Greens seetning, helt analogt med (3.2.28), fas:

e _ [ 0% Our _
/mTz/;aV 7/39 o =0 (3.2.34)

Da 1) er antaget til at veere en anden egenfunktion, skifter ¢ fortegn hen over €2,
og omraderne

Q$::{az€9:¢(m)>0} og Q, ={x € Q:y(zx) <0},

indfgres. Vi har at Qfg og Q; adskilles af knudelinjen for v, der skaerer 02 i P og
Q. Da ¢ = 0 pa 9N har dv/0x konstant fortegn, ved kontinuiteten af ¢, samt at
1 > 0 pa Q:Z og ¥ < 0 pa Q; Yderligere er P og @) de eneste punkter pa 0f2, der
har tangentvektorer parallelle med z-aksen pr. konstruktion, da ) er konveks.
Dermed gaelder

a—wzo kuni P og Q.
Ox
Vi har, at (3.2.34) giver
o= [ 2¥0u2 _ / Oy Oup
80 dxr Ov 29/{P,Q} dxr Ov '
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3.2 Lemmaer til hovedsaetning

Dermed gaelder dug/0v = 0 pa IQ/{P,Q}, idet 9v/dz har konstant fortegn pa
0Q/{P,Q}. Ligesom tidligere, giver kontinuiteten af dus/0x, at

8“2
— =0 pa 0.
v ba
Igen fas en modstrid med Hopfs randpunkt-lemma, og resultatet haves. |
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4. Hovedsatningen

Hidtil har vi beskrevet en raekke nyttige vaerktojer i forbindelse med egenveerdier,
egenfunktioner og knudelinjer for Dirichlet-problemet. I dette kapitel beskeefti-
ger vi os med hovedsaetningen: Knudelinjen for en anden Dirichlet-egenfunktion
skeerer randen af et konvekst, begraenset omrade af IR? med glat rand, i preecist
to punkter.

Bevisstrategien er forst at vise udsagnet: hvis der eksisterer et sadan omrade,
hvori knudelinjen for en anden egenfunktion ikke skaerer randen i to punkter, sa
eksisterer et omrade (opfyldende samme krav, dvs. konveks og begraenset med g-
lat rand) hvori knudelinjen for dette omrades anden egenfunktion skeerer randen
i preecist et punkt - betegn dette udsagn (A).

Derefter vises udsagnet: Knudelinjen skarer ikke randen i preecist et punkt for
noget omrade af den omtalte art - betegn dette udsagn (B), og resultatet haves.
Alt dette preeciseres i det fglgende.

4.1. Dirichlet-problemet pa cirklen

I dette afsnit viser vi, at knudelinjen for en anden egenfunktion pa en cirkel-
skive skaerer randen i praecist to punkter. Vi benytter samme fremgangsmade
som [Courant, 1953, s.303]. Man kan eksplicit lgse den differentialligning, der er
tilknyttet det pageeldende egenveerdiproblem for en cirkelskive vha. polaere ko-
ordinater. Antag 2 er en enhedscirkelskive. Lad u veere en egenfunktion med
tilhgrerende egenveerdi —A, sa er den aktuelle differentialligning med randbetin-
gelser folgende:

{ Au+Adu=0 pa Q (4.1.1)

u=>0 pa 09,

Ved at benytte den polaere repraesentation af Laplace-operatoren, fundet i A.2,
er egenveerdiligningen i polaere koordinater

0%u 1 0% 10u
—(wﬂ-ﬁwﬂ-;a)ﬂ-)\u—o. (4.1.2)
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4.1 Dirichlet-problemet pa cirklen

Vi geetter pa en lgsning v(r,0) = f(r)h(0), som opfylder randbetingelserne, at
v(1,60) = 0, og benytter separation af de variable. Indsaettes dette i (4.1.2) fas

F(r)(B) + 5 FR"(0) + 1 1 (r)A(6) + Af(r)A(6) = 0
og dermed

f(r) O

Da hgjresiden er uafhaengig af r og venstresiden uafhaengig af 0 gaelder, for en
konstant £ € R

r2(f(r) + 2 f () A() _ h(6)

(1) + 3 () M) )

o =0 = k. (4.1.3)
Vi har dermed to differentialligninger
n'(0) + kh(h) =0, (4.1.4)
0g
r2f"(r) +rf (r) + A2 f(r) — kf(r) =0 med f(1)=0. (4.1.5)

Da v er en funktion er h 27-periodisk i 6.
Vi betragter nu (4.1.4), med den tilhgrende karakterligning

R*=—k k>0,
saledes en lgsning, ifplge [Jensen, 2000, setning 5.3], er pa formen
h(6) = acos(VEO) + bsin(VED).

Da h er 2n-periodisk medforer dette at vk € N, sa skriv k = n?, n € N. For at
lgse (4.1.5) indferes transformationen r = p/v/A, X > 0. Indsat i (4.1.5) haves
dermed

S () i () -5 () - (5) -0

Ved kaedereglen

2 () 52 (5) () (5)-
) e (5 er() ()



4.1 Dirichlet-problemet pa cirklen

som medfgrer, at

i ()5 (7)< (-5) (5)

S \|l—=)+t-—|—=)+(1-— — | =0. 4.1.6
dp* \V/X)  pdp \V/x pr\/X (4.16)
Dette er en Bessel-differentialligning, og lgsningerne vi sgger skal veere ikke-
singulzere. De i 0 ikke-singulzere lgsninger hertil, er de sakaldte Bessel-funktioner

af forste slags - se [Courant, 1953]. Bessel-funktioner af forste slags, J,, er pa
formen

p" P’ p*
n(p) = 1-— — ...
Tn(P) = 5o ( 22n+2) T2 d@n+2)(2n 1 4) )
(se evt. [Courant, 1953, side 303]). Da p = kr = V/Ar, gaelder
fu(r) = Jn(kr).

Bemeaerk her, at lgsningen athaenger af n. Vores begyndelsesbetingelse f,,(1) =0
medfgrer, at 0 = J,(k) = J,(v/A). Med andre ord, er kvadratroden af en egen-
veerdi et nulpunkt for Bessel-funktionerne af forste slags. Betegn disse nulpunkter
Enm » m = 1,2,.... Sammenlagt er lgsningen til (4.1.3), og dermed specielt e-
genfunktionerne, pa formen

v(r,0) = f(r)h(0) = J,(knmr)(acos(nd) + bsin(nd)). (4.1.7)
Produktet i hgjresiden i (4.1.7) medfgrer at knudelinjer bestar af
e radiallinjer, svarende til 6 der lgser a cos(nf) + bsin(nf) = 0 og
e cirkler af radius r, hvor J,,(ky, m7) = 0.

For et vilkarligt n sa bidrager acos(n#) + bsin(nf) i (4.1.7) med n radiallinier,
og dermed opdeles omradet i mindst 2n omrader. Dermed kan en anden egen-
funktion, ifslge Courants knudelinje-seetning (ssetning 21), ikke veere pa formen
i (4.1.7) med n > 1. Det er kun for n = 0 at hgjresiden i (4.1.7) har konstant
fortegn, sa n = 0 omfatter forste egenfunktioner, men ikke anden egenfunktioner.
Dermed kan anden egenfunktioner skrives pa formen (4.1.7) med n = 1.

Per definition har J; ingen nulpunkter mellem k;; og ki2. Da ki1 = 0, og
0 <r <1 medferer ky or < ky 2 bidrager Jy (k1 27) €j til knudelinjen, da 0 allere-
de er i radiallinjen.

Dermed bestar en, for en cirkelskive, anden egenfunktions knudelinje preaecist af
en radiallinje, og udsagn (C) for holder for en cirkelskive.
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4.2 Beviset for udsagn (A)

4.2. Beviset for udsagn (A)

T dette afsnit bevises ovenfornaevnte udsagn (A).

Lad som for (C) betegne udsagnet: “knudelinjen for en anden egenfunktion s
til Dirichlet-problemet over €2 skaerer randen i przecis to punkter.” Konstaterin-
gen, at (C) er sand, nar  er en cirkelskive i afsnit 4.1 kan benyttes til at vise
folgende seetning, der er den forste ingrediens i beviset for hovedresultatet (at
udsagn (C) holder for et generelt begraenset og konvekst omrade med glat rand).
Vi benytter samme fremgangsmade, som i [Melas, 1992].

Saetning 31. Lad Qo € R? vere konvekst, begraenset og havende glat rand. Hvis
(C) ikke holder for Qq, eksisterer et konvekst og begranset omrade 2 med glat
rand og en anden egenfunktion us pa §2, sa knudelinjen for us skearer 0S) i praecis
et punkt.

Bevis. Start med at lave en kontinuert deformation ¢t — Q(t), t € [0,1], af
omradet Qp = Q(0), saledes randen af Q(t) er glat og (1) = B1(0) . Ud-
sagn (C) er sand for Q(1), som set i afsnit 4.1. Da den antagelsesvist, er falsk for
Q(0) giver fglgende definition mening

to := sup{t : (C) er falsk for Q(t)}.

Tag to folger {t;} og {f;} med t; — to og t; — to, hvor t; < to < t;. For alle t;’er
eksisterer til omradet Q(¢;) en tilknyttet anden egenfunktion w;, som kan veelges
normaliseret. Tilsvarende er der en normaliseret anden egenfunktion ; pa (%;)
for alle ¢;.

Fra lemma 28 haves, at Ou;/0v hgjst har to nulpunkter pa 9. Desuden haves
for alle t; at (C) ikke geelder for Q(¢;), og dermed har du;/Ov ikke to nulpunkter.
Da u; er en anden egenfunktion og dermed u; € C*°(09(t;)), skifter den sa ikke
fortegn pa 9€(t;). Antag derfor, at

Ou;/ov >0 pa 90(L;).

Da (C) holder for @; har da;/0v to nulpunkter pa randen, ifplge lemma 28.

Ved hjeelp af elliptiske estimater fas, at ug og ug er anden egenfunktioner pa
. Desuden giver konvergensen? af egenfunktioner, at ogsa dug/0v > 0 samtdiug
har mindst et nulpunkt pa 0€y. Se [Courant, 1953, side 421] for kontinuiteten af
egenvaerdierne for kontinuerte deformationer af omradet der indgar i overvejel-
serne, samt [Stollmann, 1995] for konvergens af egenfunktionerne.

1F eks, op til translation, kan 9 “traeckkes sammen” til en cirkel indeholdt i © med radius r
ved at benytte tr””;—” + (1 —t)x pa Q for t € [0;1]
21 passende forstand, men diskussionen af dette emne medtages ikke i denne tekst.
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4.3 Beviset for udsagn (B)

Fra seetning 30 kan ved en evt. skalering antages, at
Up = ’110.

Der gaelder nu, at dug/dv > 0 og at denne har mindst et nulpunkt pa 9Q(tp).
Da ug er en anden egenfunktion pa (tg), geelder der, at up = 0 pa 9Q(to).
Ifplge lemma 27 neermer knudelinjen N, for wug, sig ikke et vilkarligt punkt
pa 0Q(to) N Ny, tangentielt mht. randen. Dermed eksisterer preecist et P sa
oN(typ) N N, = {P}. Fra lemma 28 haves, at nulpunkterne for dug/Ov ikke
udggr et stykke af 9Q(tp) - dvs. nulpunkterne er isolerede.

Det folger af bemeerkning 22, at N,, opdeler Q(¢y) i to omrader QF, Q7 og
ortogonaliteten med den ferste egenfunktion (som ikke skifter fortegn) medfgrer,
at ug har forskelligt fortegn pa Q* og Q. Antag derfor

QO (tg) = {z € Qto) : uo(x) > 0}, og Q (to) = {x € Uto) : ug(x) < 0}.

Da ug = 0 pa 99Q(to), haves dug/Iv < 0 pa IQT (to). Da samtidig dug/dv > 0
pa 0%, er
Oug/Ov =0 pa Q" (to).

Hermed er nulpunkterne for dug/0v bade sammenhaengende og isolerede, hvor
af det folger, at Jug/Ov har praecist et nulpunkt. Med

Q= Q(to) 0og uz = U,

er setningen vist. [ ]

4.3. Beviset for udsagn (B)

I dette afsnit bevises udsagn (B) - at det ikke er muligt for knudelinien N for
en anden egenfunktion us pa et konvekst begraenset omrade €2 med glat rand, at
skeere randen i praecist et punkt (eller sekvivalent, at ug/Ov har praecist et nul-
punkt pa 99 ifelge lemma 28). Dette giver en modstrid med saetning 31 og giver
sammen med denne et bevis for at knudelinjen skaerer randen i praecist to punk-
ter. Ifglge bemeerkning 22 efter Courants knudelinjeseaetning opdeler knudelinjen
Q i to omrader, hvorpa us har forskelligt fortegn. Indfer

QO ={rcQ:uy(r) <0} og O :={xcQ:uy(x) >0}, (4.3.1)
Vi veelger senere et punkt, og udfra dette fastleegge koordinatsystemet, saledes

x1-aksen peger i retning af tangentvektoren til 92 i det pagaeldende punkt og xo-
aksen peger i den indadrettede normalvektors retning i det pageeldende punkt.
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4.3 Beviset for udsagn (B)

Da Q er konveks er der preecis to liniestykker, I, .J C 0€2, der har tangenter, som
er parallelle med x;-aksen. I og/eller J kan eventuelt veere punkter

Da us = 0 pa 912, sa

0
20 pa TUJ
8331
Der gaelder at I og J er lukkede, hvilket indses ved fglgende argument: Tag en

folge {zp}nen 1 I (eller J), dvs. g—zf(xn) = 0 for alle n, og saledes at z,, — zo.

Da er g—;ﬁ(xo) = 0, idet ug € C°°(Q). af Q. Ved brug af Hopfs lemma (sztning
18) sluttes, at en udadrettet retningsafledt af us opfylder

9Us 10 pa 0N\ (1UJ). (4.3.2)
8:01

Hermed er det vist, at I og J er lukkede. Indfgr nu hjelpefunktionen v, givet ved

det®us(z)  Oug

— et = — = 4 tus. 4.3.3
vt € 8:01 8331 +tu ( )
Bemerk, at denne opfylder
A’Ut + A’Ut = O, (434)
Definer ogsa en knudelinje for v,
Ny ={z € Q:v(zx) =0} (4.3.5)

Da us = 0 pa 0f2 og g—zf er 0 pa netop I og J, og ellers forskellig fra nul, ser vi
fra definitionen af vy, at punkter pa randen, hvor v; er lig nul, er indeholdt i I
eller J - med andre ord

NyNOQCTUJ

Desuden geelder v; € C*°(Q) da uy er det.

I lyset af ssetning 31 gnsker vi at vise, under passende forudsaetninger, vha.

en fremkommen modstrid, at % ikke har preecist et nulpunkt pa 9. Derfor

bevises tre lemmaer, der udtaler sig om konsekvenser af en sadan situation. Farst
nogle indledende overvejelser vedrgrende en sadan situation. Nar % har netop

et nulpunkt, kald det o, ved vi vha. lemma 28, at N kun rgrer randen i 0. Valg

dette punkt som origo, med xi-aksen i retning af tangenten til 02 i o og zo-

aksen i retning af normalvektoren til 9 i 0. Maengden 02\ (I U J) bestar af

to buestykker. Det antages, uden tab af generalitet, at o € I, og at 02~ = N.

Dermed ligger begge linjestykkerne der udggr 0Q \ (I U J), pa 9QF. Ved brug
U2

af Hopfs lemma (18), ser vi, at ‘371 har forskelligt fortegn pa disse to “sider”.

Navngiv disse I'" og I'™ saledes, at
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4.3 Beviset for udsagn (B)

Lemma 32. Lad 2 C R? vere dben, begraenset og konveks med glat rand. Antag
% har precist et nulpunkt pa 0. Sa eksisterer for alle t en maengde ; saledes,
at demne er omsluttet af Ny, dvs. saledes, at 0y C N, UT U J.

Bevis. For punkter P med (Vu)(P) # 0 er N glat, specielt C!, som set i starten
af afsnit 3. Fra lemma 27 (ii), haves, at N ikke neermer sig o tangentielt, og fra
lemma 27 (iii), at der eksisterer € > 0, sa

9]
|U2|+‘8—52 >0 pa NN{reR?:0< |z <e}.
1

Dermed haves pa A:= NN{z € R?:0 < |z| < &}

8uz
— a A
‘aml >0 pa
Da 5
8—5?(]9)750 = NerClip,

ifglge starten af afsnit 3, er N C! pa A, og N ikke tangenter parallelle med
x1-aksen her.

Der eksisterer et 0 < n < ¢ sadan, at med
Yy =A{(z1,22) 22 < 1},

har NN, ikke tangenter parallelle med z;-aksen, som derfor bestar af to kurver-
stykker der naermer sig o uden at inkludere dette. Kald skaeringen mellem x5 = 7
og N for (z¢,n) og lad 1 veere den ene kurve, der lgber langs N med endepunkter
i(zg,m) og o (se figur 4.1).
Antag nu modsaetningsvist, at der eksisterer et tg, saledes der ikke findes et
omrade €, sa
00y, € Ny UTU .

Det haves, at Ny, skaerer 92 i bade I og J, idet vy, > 0 pa 't ogv, <Opal™,
Dermed deles Q\I U J af Ny, i to sammenheengende omrader:

Ut ={z€Q:v,(z) >0} og U ={x€Q:uvy(x) <0}

Vi kan antage, at y; er helt indeholdt i Ut 3. Da U+ er sammenhaengende og
FNOUT = {o} og 1 er simpel, er UT\~y; sammenhangende, da s& kun punktet
o er fjernet fra randen af den sammenhsengende maengde U™T. Betragt igen linjen
xo = 1 og kald dennes skeering med I'" for (yo,7), vi minder om, at skaeringen

3Bemzerk, at Ny, ikke skeerer N pd N N B.(0) da |duz/dz1| # 0 herpa.
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4.3 Beviset for udsagn (B)

r+

Figur 4.1.: Hlustration af konstruktionen for at fa ;.

mellem 7, og linjen xo = 7 betegnes (g, n). Det er nu muligt at forbinde (yo,n) og
(z0,7n) med en simpel polygonisk kurve saledes denne ikke skeerer linjen zo = 0,
da Q er konveks. Betegn denne for vo og bemaerk, at v C U™T. Betragt den del
af I'" U I, der lgber fra (yo,n) til o (begge punkter inkluderet) og kald denne for
~3. Konstruktionen er illustreret i figur 4.2.

Den lukkede kurve
Y=7U72Us
skeerer ikke sig selv i noget punkt, sa den er en simpel lukket kurve. Jordans

kurveseetning (se evt. [Veblen, 1905]) giver, at v omslutter en entydig begraenset
maengde. Denne kalder vi W. Altsa er OW = ~.

Da © er simpelt sammenhzengende - dvs. “Q har ingen huller” - sa da W C Q
er W C Q.
Samtidig er v;, > 0 pa v, 88 WNU~ = (). Da U~ er sammenhzngende gaelder

v, >0 pa W.

Ved at benytte Maksimums-princippet (ssetning 16) pa —uvy, (se (4.3.4)) sluttes,
at vy, ikke kan antage sit minimum pa det indre af W. Altsa haves

Vtq >0 pé w.



4.3 Beviset for udsagn (B)

r+

Figur 4.2.: Hlustration af konstruktionen af W.

Der eksisterer et 72, 0 < 72 < 7 sa linjen o = 1y skaerer I'" i et punkt p; :=
(T,m2) og v1 1 p2 := (Y,n2) saledes at linjestykket mellem p; og ps2, bensevnt
L[p1, p2], opfylder, at

L[p1,p2l Ny = O.

(se figur 4.3)
Der gzlder, at L [p1, p2] C W. Betragt funktionen

h(z) = e uy(x). (4.3.6)

Denne opfylder, at

h(p1) = h(p2) = 0.
Det folger af Rolles seetning [Wade, 2004, 4.12 Lemmal, at der eksisterer et
(z,m2) € [p1,p2], s& Oh/Ox1(z,m2) = 0, men det vil udfra (4.3.3) og (4.3.6)

sige, at v, (z,m2) = 0. Da samtidig (z,72) € W og v, > 0 pa W har vi naet en
modstrid, og lemmaet er vist. |

Lemma 33. Lad Q C R? vere dben, begrenset og konveks med glat rand. Antag
% har netop ét nulpunkt pa 0. For et vilkarligt t € R eksisterer der praecist
én delmengde Q; med Q CQ og 02 C N, UTUJ.

Ydermere geelder der folgende fire udsagn om omradet 2.
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4.3 Beviset for udsagn (B)

Figur 4.3.: Illustration af linjestykket L[p1, pa].

1. Enten er vy >0 i Qy eller vy <0 7€)

2. Den forste egenveerdi med Dirichlet rand-betingelser horende til 2y, er lig
den anden egenveerdi for hele Q, dvs. A1(Q¢) = Aa.

3. Qy er simpelt sammenhaengende.

4. Der eksisterer p(A2) > 0, sa Q indeholder en cirkelskive med radius p(Az).

Bevis. Fasthold ¢t € R. Fra lemma 32 ved vi der eksisterer mindst ét omrade med
09y C NyUTUJ. Antag nu modsaetningsvist, at der eksisterer mere end ét sadant
omrade med rande 1 Ny U I U J. Dermed ville der veere to disjunkte omrader €2y
og 9, sa v; = 0 pa 9y U 0y Lad

_ | b pa & .
Wi = { 0 ellers, for i=1,2,

og lav analoge udregninger med bevis for ssetning 21. Sa fas, at den anden egen-
vaerdi pa 1 U, er lig A2(€2). Igen argumenteres som i sidste del af beviset for 21,
og man opnar en modstrid. Dermed er det vist, at knudelinjen for v; omslutter
praecist et omrade €2, for alle t € R.

1. Det folger af definitionen af N;,I og J vy, at vy kun er 0 pa randen af §2;.
Da v; er glat, har v; konstant fortegn pa entydige omrade €2,
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4.3 Beviset for udsagn (B)

2. Udsagn 2 folger af overvejelserne for beviset af entydigheden, da Ay(2)
hermed (fra seetning 4) er en egenveerdi for €, men A2(Q) < () <
A3(€) ... Hermed er \2(Q2) den forste egenveerdi for €, dvs. () =
A2(Q).

3. Da € er konveks, og dermed simpelt sammenhangende, er ogsa 2; simpelt
sammnehaengende.

4. Eksistensen af en indre radius, der kun afhaenger af Ao folger af 2 og 3 ved
brug af Haymans seetning om indre radius (14).

Lemma 34. Antag % har precist et nulpunkt. Lad Q0 C R? vere begranset

og konveks med glat rand, med €; den, for et givent t € R, entydigt bestemte
delmengde Q; C Q hvor 0Qy € N, UTUJ (ifolge lemma 33). Da geelder folgende:

1. Der eksisterer c; > 0, sa for allet > ¢y er vy >0 i 4.

2. Der eksisterer co > 0, sa for alle t < —co er vy <0 i €.

Bevis. Betragt et punkt z € I't, dvs. at g—;ﬁ(z) > 0. Da uy € C>(RQ), s& eksi-
sterer 6 > 0 sa g—gf > 010N Bs(z). Da z € I't C 90T, medfsrer kontinuiteten

af u, at § kan antages vaerende valgt saledes at Bs(z) N Q~ = . Vi bemeerker,
at A\ (Q7) = A (Q), da ug > 0 QF, og samtidigt opfylder egenveerdiligningen
samt Dirichlet-randbetingelsen. Med K := Q N Bs(z) folger det af overvejel-
serne i afsnit 1.3.1, at A\a(Q) = M (QF) < A\ (QF \ K). Den forste egenveerdi
af et omrade sendres kontinuert, under kontinuerte deformationer af omradet -
[Courant, 1953, side 421]. Dermed kan vi veelge en tilstraekkelig stor kompakt
delmeengde E C Q~, og dermed approksimere Q1 \ K med Q\ (K U E), saledes
at ogsa A\ (Q\ (K UE)) > A2(€). Seet
rx € Q} .

Bemeaerk a > 0, da |uz(x)| er kontinuert og E er kompakt, sa o som infimum er
U

et minimum, og us # 0 pa E. Bédeuz>00g271>0péK,ogmedt>§>O
geelder altsa

a:=inf{lus(x)|: x € E} og [:= sup{ g—;j(m)

v >01 K. (4.3.7)
Betragt nu ogsa v; pa E med et t > g >0.Daup <0pa E,sa 22 = % < -1
Dermed haves:
31@ 31@ ﬂ 31@ 8’&2 8“2 .
= —ttus < — — — <——-f=—"—-|—|<0, iE. (438
vt 0x1 +tuz 0x1 a|u2| — 01 0x1 0x1 ! ( )
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4.3 Beviset for udsagn (B)

1

Figur 4.4.: NMlustration af approksimationen af 2~ med E.
Dav, =011UJ, og Ny er disjunkt fra K U E (per konstruktion), folger det af
(4.3.7) og (4.3.8) at NyUITUJ CQ\ (K UE). Der gaelder at
oY CNUIUJCQ\(KUE). (4.3.9)
Da 2\ K er simpelt sammenhaengende, konkluderes det at
Q0 CQ\K. (4.3.10)

(Her fraregnes F ikke som i (4.3.9) da E omsluttes af 9€); per antagelse.) Ifolge
punkt 2 i lemma 33 gaelder

AL(2) = Aa(Q) < A (Q\ (K U E)). (4.3.11)

Antag Q; CQ\ (K UE), da haves A\1(Q;) > A\ (Q\ (K U E)), ifolge afsnit 1.3.1,
og vi har en modstrid med (4.3.11). Vi konkluderer at

0 ¢\ (KUE).

Ifplge (4.3.10) geelder Q; C Q \ K. Konklusionen heraf er, at Q; N E # (). Ifplge
(4.3.8) og punkt 1 i lemma 33 er v, < 0 pa Q, for alle t > £ =1 ¢;.

Det gnskede c5 findes ved at gennemlgbe hele beviset igen, blot med z valgt i
r—. [ |
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4.3 Beviset for udsagn (B)

Lemma 35. Lad Q C R? vere begranset og konveks med glat rand, med Q; den
entydigt bestemte delmengde 2 C Q med 0% C N, UTU J.

Antag % har netop ét nulpunkt pad). Set A == {t € R : vy > 014} og
D:={tcR:v <0 pa}. Daer A og B lukkede.

Bevis. Antag modsaetningsvist, at A er aben, dvs. antag, der eksisterer en folge
{t;j} € A, med t; — to, hvor to € A. Sa er vy, > 01 €y, for alle j € N, men
vy, < 01 Qy, ifglge lemma punkt 1 i lemma 33.

Fra punkt 4 i lemma 33 haves desuden cirkelskiver Bj, saledes at

Bj = B,(z;) C Qt]‘ cQ

Da 2 er begreenset er folgen {x;} begreenset ekstraheres en konvergent delfelge,
der lades overtage betegnelsen {x;} istedet, med x; — xo € Q. For alle j ha-
ves B; C ) sa ved overgangen til greensen By “rammes” 0f2 muligvis, men der
haves, at By C . For alle punkter € By, kan skrives £ = xo + z, og det-
te er greensepunktet for fglgen af tilsvarende punkter i de tidligere cirkelskiver,
limj . o{x; + 2} = x. Idet v; er kontinuert i @, og vy, > 01 B;, haves v;; > 01
By. Kontinuitet af v; i ¢ giver nu, at

v () >0 , x€ By

Hvis vy, (x) = 0 for et € Q, er dette et minimum. Da v;, Z 0 pa , og
A(=vy,) + Aa(—ve,) > 0 pa Q, giver maksimumsprincippet (seetning 15) anvendt
pa —vy,, at

v, >0 pa By (4.3.12)

Sa vy, (xg) > 0 specielt. Da vy, < 01 Qy, kan det entydigt bestemte omrade
O, ej indeholde xy. Dermed separerer Ny, ikke xg fra 0Q\ (I U .J). Hermed kan
konstrueres en kurve (* parametriseret ved ¢ : [0,1] — €, med ((0) = xo og
C(1)y e o\ (IUJ),sa

"N (N, UTUT) = 0. (4.3.13)

For j tilstreekkeligt stort, haves xg € B; C €, og dermed ¢* N (Ny, UTUJ) # .
Da v;; = 0 pa netop meengden Ny, U T U J, haves y; € (*, med vy, (y;) = 0.
Da (* er en lukket og begraenset maengde, kan vi fra folgen {y;} € (* udtage
en konvergent delfglge, der lades overtage samme betegnelse som den oprindelige
folge, {y;}, med y; — yo € ¢*. Dermed per kontinuitet i ¢ og y, haves v, (yo) =
lim; .o v¢; (y;) = 0. Dermed geelder yo € (N, UT U J), sa

Yo € C* N (Ny, UTULT), (4.3.14)

og vi ser nu en modstrid med (4.3.13). Et tilsvarende argument kan fores for
maengden D. |
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4.4 Bevis for hovedsztningen

Det tunge forarbejde er gjort i de foregaende lemmaer, og vi kan nu bevise
vores andet hovedresultat, der sammen med sztning 31 benyttes i beviset for
hovedsaetningen i denne rapport.

Saetning 36. Lad Q C R? vere dben, begreenset og konveks med glat rand. Da

aug

kan %2 ikke have netop et nulpunkt pd 5.
Bevis. Lemma 33 giver os om A og B, som i lemma 35, at
AnNnB=0 , AUB=R

Ifglge lemma 34 haves
A#0 . B#0.

Da lemma 35 giver os, at A og B er lukkede, og da A“= B og B“= A, haves at
A og B er en aben disjunkt overdaekning af R, med A og B ikke-tomme. Dette
er i modstrid med, at R er sammenhaengende®. [ |

4.4. Bevis for hovedsatningen

Kanonerne er kort i stilling til at bevise fglgende seetning, der er malet for denne
rapport.

Seetning 37 (Hovedsaetning). For en anden egenfunktion us til Dirichlet-problemet
pd et konvekst, dbent, begraenset omrdde Q C R? med 082 glat, gelder, at knude-
linjen for us skerer ) i preecist to punkter.

Bevis. Antag modseetningsvist, at knudelinjen ikke skeerer randen af et sadan
omrade €2 i to punkter. Sa eksisterer ifglge ssetning 31 et konvekst omrade med
glat rand, hvorpa knudelinjen, for egenfunktionen pa dette omrade, skeerer randen
i praecist et punkt. Ifplge saetning 36 er dette ej muligt, og vi har naet en modstrid.

|

4Bevisskitse for, at R er sammenhsengende: Antag R overdeekkes af abne, disjunkte, ikke-
tomme mengder. Sa findes et greensepunkt pa randen af den ene meengde A, som
ngdvendigvis sa er inkluderet i en af de andre, B. Da B aben er dette punkt er et ind-
re punkt, og vi far en modstrid med disjunktheden.
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5. Konklusion

I dette afsnit opsummerer vi de centrale punkter og metoder for denne tekst. Da
denne tekst er skrevet som del i en projektforlgb, lader vi ogsa et par ord falde,
om hvad vi herved har lert. Desuden gnsker vi at ggre laeseren opmeerksom pa
emner, der er interessante og relevante for lignende problemstillinger, men som
der her ikke er blevet tid til at studere.

Konklusion

Hovedresultatet, der er blevet gjort rede for i denne tekst er, at knudelinjen for
en anden egenfunktion, for et begraenset, konvekst omrade i R? med glat rand,
skeerer randen i preecist to punkter. En delkonklusion ma vaere, at dette er et
meget interessant resultat, idet vi i denne rapport har set, hvor vidt man kommer
omkring blandt diverse matematiske emner og discipliner, for at fa en grundig
og tilfredstillende gennemarbejdning af emnet. I denne tekst er blevet benyttet
relativt abstrakte analytiske resultater, men ogsa mere geometriske fortolkninger,
ideer og argumenter.

Perspektivering

Desuden er selve udviklingen af matematiske resultater interessant. I emnet for
denne rapport, ligesom mange andre, var der i starten, dvs. for ca. 100 ar siden,
en vis forvirring omkring formuleringen af problemerne og lgsningerne, omend
man havde en vis intuitiv forstalse for, hvad der matte geelde. Disse problemer
tilhgrende lgsninger er lobende blevet mere stringent og praecist formuleret, og di-
verse argumenter og beviser er blevet fortettede og strgmlinede. Disse fremstar
gerne som satninger med elegante beviser i leerebgger. Ogsa det matematiske
sprog i sig selv har udviklet sig.

Konkret synligggres denne udvikling, hvis man kigger i de &ldre veerker, som
[Courant, 1953]. Denne kraever tilveenning at lese og forsta og man aner den fy-
sisk tilgang, der forhen har veeret dominerende. Derfor ser man ogsa at klassiske
resultater “genbevises” og udgives i nyere mere stringente udgaver.

Denne udvikling fortseetter med endnu mere preecise udsagn, og skaerpning af re-
sultaterne. Eksempelvis ser man hvorledes lignende resultater gradvist er blevet
opbygget, fra [Payne, 1973] (med forudsetning om, at omradet er konvekst, og
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4.4 Bevis for hovedsztningen

symmetrisk om den ene akse) til [Lin, 1987] (Igen forudseaettes passende symme-
tri af omradet, der desuden antages at veere konvekst og begraenset) og senere
[Melas, 1992](her er symmetri-antagelsen forsvundet). Yderligere er det siden ud-
givelsen af artiklen [Melas, 1992] blevet vist det samme resultat i [Alessandrini, 1994]
for omrader med en rand, der blot er kontinuert differentiabel, omend her benyt-
tes anderledes og mere analytiske metoder. I den forbindelse er det interessant
at bemaerke, hvorledes artiklerne fungerer som en viderebygning pa de forrige.
Eksempelvis henviser [Melas, 1992] til mange resultater beskrevet i [Lin, 1987].

Videre arbejde/fordybning

Denne tekst er, som naevnt i forordet, skrevet i lgbet af et semester, og derfor har
vi naturligvis ikke kunne gennemarbejde alt der vedrgrer emnet. Lad os derfor
her naevne interessante emner, vi gerne ville have medtaget i stgrre grad, safremt
tiden havde tilladt det, og hermed ligge op til muligt videre arbejde og fordybelse
i disse emner:

En grundig bevisferelse for regulariteten af lgsninger til elliptiske partial diffe-
rentialligninger af anden orden, hvor [Evans, 1998] og [Gilbarg and Trudinger, 2001]
kunne veere et startpunkt mht. litteratur.

Herunder ogsa analyticiteten af lgsningerne. Dette er interessante emner, der
bygger pa vigtige analytiske resultater. Hertil kommer ogsa potential-teori, i en
mulig udredning af analyticitet som i [Hellwig, 1964].

Omrade deformation og hvordan egenfunktioner athaenger heraf, samt et pas-
sende konvergens begreb er ogsa interessant. En mulig tilgang hertil er via spektral-
og operatorteori i f.eks [Stollmann, 1995].

Herudover er der rig mulighed for fordybning i problemstillinger generelt angaende
egenveaerdier. Man kunne eksempelvis undersgge de geometriske sammenhaenge
mellem disse og omradet naermere.

Efter dette oplaeg til den yderligere interesserede laser, afsluttes her med
folgede kommentar: Arbejdet med denne tekst, og de indgaende omfangsrige og
klassiske matematiske emner, har vaeret yderst laererig og interessant.
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A. Appendices

A.1. Den fdrste egenvaerdi er simpel

Ifplge Courants knudelinjessetning (21) og maksimumsprincippet (16) haves om
en fgrste egenfunktioner, ¢y # 0 for et sammenhgengende omrade Q med Q| < oo,
at g > 0 eller g < 01 €. Antag bade u og @ er egenfunktioner og dermed begge
tilhgrer L?(€2). S& haves vha. Hélders ulighed, at u,@ € L'(2), og vi kan skrive:

/911750 : /Qu;éo. (A.1.1)

Dermed mader findes en konstant K € R, sa

/QufK/Qﬂ:/Q(ufKﬂ):O. (A1.2)

Lineariteten af A giver, at u— K@ ogsa er en forste egenfunktion, sa hvis u— Ku #
0 haves u — K4 < 0 hvilket strider imod (A.1.2). Dermed geelder

u—Ki=0&u=Ka, (A.1.3)

og den fgrste egenveerdi er simpel for et sammenhaengende omrade. Med andre
ord - egenrummet tilhgrende den forste egenveerdi er én-dimensionelt.
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A.2. Laplaceoperatoren i polarekoordinater

Vi vil i dette afsnit vise hvordan man kan omskrive Laplace-operatoren til poleere
koordinater ved gentagen brug af keedereglen.

Lad T veere koordinatskiftet fra rektanguleere til poleere koordinater, og szt
z:=T; ' (r,0) =rcos® og y:Ty " (r,0) =rsind.
Lav fglgende udregning

ou  OudTyt  oudTy' Ou ou
Ou _ Ou Ju _ou au A21
or  Ox Or dy Or ox cosf + dy sin 0 ( )
Saledes
%u  0%u 0%u . 0%u .
52 = @COSQQ-I— 5—3/281n29+28x—8y cosfsing. (A.2.2)
Og tilsvarende (A.2.1)
@ = —a—ursin9 + @TCOSQ
00 Ox Ay '
Sa er
2 2 2 2
% = %72 sin? 6§ — 251(%7“2 cos 0sin 0 + g—;:r2 cos?h — Z—ZT sin @ — g—ZT cos 0.

(A.2.3)

Ved at addere (A.2.2) og (A.2.3), fas

Pu  10%u  Pu FPu 4 0%u _ Pu .,
92 + 2902 = 9.2 cos” 0 + 78y2 sin“ 6 + 28x8y cosfsinf + 922 sin” 0
2 2 1 1
-2 Ou cos@sinf + QC08297 @fsinef @70050
Oz dy Oy? oy r T T

1
= A, yu(sin® 0 + cos? §) — . (g—z sin g + g—z cos 9) .

Ved at benytte (A.2.1), ses dette at veere

0%u 1 0%u 10u
a2 Trage T et T g

saledes at
Pu  10%°u 10u

W“FT—QW'F;E (A.2.4)

Agyu =
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A.3 Svage greenser er entydige

A.3. Svage grenser er entydige

Her vises, at svage greenser er entydige, som benyttet i beviset for punkt 3 i
szetning 4. Antag at {f,} konvergerer svagt mod f og f i L*(Q). Ved hjelp af
Riesz’ repraesentationssaetning, sa for alle g € L?(Q) sa

S (o= 10y =0 o8 Jim (fu-Fig) = (A3.1)
Da disse begge er konvergente, da kan vi treekke dem fra hinanden, og for alle

g € L?(Q) gaelder sa
lim (f - f,g)LQ(Q) — 0. (A.3.2)

n—oo

Heraf ses det at f = f.
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