“thesis” — 2007/6/6 — 11:30 — page 1 — #1

Listefarvninger at
planare grater uden sma
kredse

Line Juhl
Casper Thomsen

Aalborg Universitet ﬁ

Institut for Matematiske Fag ® Gruppe G3-115 Juni 2007




“thesis” — 2007/6/6 — 11:30 — page 2 — #2



“thesis” — 2007/6/6 — 11:30 — page i — #3

Institut for Matematiske Fag

Aalborg Universitet

Titel:

Listefarvninger af planare grafer uden sma kredse

Projektperiode:
Mato, 2007

31. januar - 6. juni

Projektgruppe:
G3-115

Gruppemedlemmer:
Line Juhl

Casper Thomsen

Vejleder:

Leif Kjeer Jorgensen

Kopier: 7
Antal sider: 86

Synopsis:
Dette speciale omhandler liste-
farvninger af grafer. Listefarv-
ninger er farvninger af grafer,
hvor farven til hvert punkt skal
veelges fra en givet liste af farver.

Forste halvdel af specialet
omhandler acyklisk listefarvning,
som er farvninger, hvor ingen
kredse i grafen kun har to farver.
Vi beskeeftiger os med en stadig
ubekreeftet formodning fra 2002,
som siger, at alle planare grafer
er acyklisk 5-listefarvbare. I den-
ne del af specialet bevises en reek-
ke saetninger, som ligner formod-
ningen.

I anden halvdel beskeeftiger
vi os ferst med Grotzschs seet-
ning, som siger, at enhver pla-
nar graf uden trekanter kan far-
ves ved brug af blot tre farver.
Det viser sig nemlig, at denne seet-
ning (forholdsvist kort) kan vises
vha. et listefarvningsresultat. Be-
visstrategien brugt i dette bevis,
bruges til at bevise en nedre graen-
se for antallet af forskellige liste-
farvninger af grafer med kredse af
leengde mindst fem.
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Forord

Dette speciale er skrevet af gruppe G3-115 pa specialesemestret, mat6,
foraret 2007, pa Institut for Matematiske Fag, Aalborg Universitet.

Bagerst i specialet findes en litteraturliste med alle kilder, som
har veeret anvendt i specialet. Kildehenvisninger er noteret med (ef-
ternavn(e), arstal), og hvis der refereres til enten en specifik side,
setning, lemma eller lignende, da noteres det med (efternavn(e),
arstal, side). Henvisningen er gjort mest mulig specifik. Dvs. der
henvises til et seetningsnummer/-navn eller lignende, hvor det er
muligt; er det ikke muligt, specificeres blot sidenummeret.

Gennem specialet benyttes en del notation, som det antages, at
leeseren er bekendt med. Definitioner, som er emnespecifikke, altsa
som ikke er basale med grafteoretiske gjne, er selvsagt medtaget. Pa
side 2 findes en kortfattet introduktion; for yderligere definitioner
og notation i evrigt henvises til (Diestel, 2005) (som pé side 409-410
indeholder en udferlig notationsliste).

Kilder brugt til seetninger er angivet i slutningen af seetningen;
det samme geelder lemmaer, formodninger etc. Beviser afsluttes som
vanligt med O.

Hvor der indferes begreber, er det indferte begreb understreget
med en stiplet linje og samtidig gengivet i margin. Hvor der define-
res matematiske entiteter, er de ogsa gengivet i margin, for nemmere
at kunne finde tilbage til hvor de indferes; dog kun steder, hvor vi
har ment, det er relevante.

Slutteligt vil vi gerne rette en tak til Leif Kjeer Jorgensen for faglig
sparring.

Line Juhl Casper Thomsen

ii
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English Summary

This thesis concerns choosability (also known as list colouring) of
planar graphs. A list colouring of a graph is a colouring, where e-
very vertex is given a list of colours, to which the colour chosen for
the vertex must belong. If it is possible to list colour the graph for
every possible list with at least k colours, then the graph is called
k-list-colourable or k-choosable. Since a normal colouring is a list
colouring where all lists are equal, all k-colourable graphs are k-list-
colourable. The contrary is not true.

An acyclic colouring is a coloring where no cycle is coloured with
only two colours. This concept applies to both list colourings and
normal colourings. In 1979 it was shown that every planar graph
is acyclic 5-colourable. In 2002, this theorem was generalized to the
following conjecture: Every planar graph is acyclic 5-choosable. The
conjecture still stands. However, we prove that every planar graph
is acyclic 7-choosable—today this is the closest we get to acyclic 5-
choosability without adding restrictions to the graphs. In 2006 it was
proven that every planar graph without 4- and 5-cycles or 4- and 6-
cycles is acyclic 5-choosable. This result is shown as well.

I the second half of this thesis, further properties of graphs wit-
hout small cycles are examined. A well-known theorem of Grotzsch
is that every planar graph without 3-cycles is 3-colourable. This the-
orem can be proved with a relatively short proof using a result from
choosability. For that purpose it is proven that every planar graph
without 3- and 4-cycles is 3-choosable.

Another interesting aspect concerning choosability is how many
different colorings there exists using a given list assignment. We mo-
dify the above stated theorem and proof of the 3-choosability of pla-
nar graphs without 3- and 4-cycles, and show the following: Every
planar graph G without 3- and 4-cycles has at least [2/°/100%7 diffe-
rent list colourings, given a list assignment. Based on that proof we
find a tighter bound, that is: every such graph has at least [2/°/16%]
different list colourings. However, the essence is the same, that is, t-
he number of different list colourings depends exponentially on the
number of vertices in the graph.
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Introduktion

Her introduceres basale termer og notation, som vil blive brugt gen-
nem hele specialet. Flere definitioner dukker op i de efterfelgende
afsnit, hvis det ikke har veeret relevant at indfere dem tidligere.
Definition 1

Lad G := (V,E) veere en graf. En afbildning C : V — {1,...,k}

en betingelse pa farvningerne. Folgende definition er et eksempel
herpa.

Definition 2

Lad G veere en graf. En graf G[{v : C(v) € {cy,...,cn}}] er for vil-
karlige farvercy, . .., ¢y en p-kromatisk delgraf af G. En farvning C af

o JeyRIS JarTn

Begrebet listefarvning blev indfert uafthaengigt af hinanden i (Erdés
etal, 1979) og (Vizing, 1976). I “almindelig” farvning har man sam-
me mulighed for valg af farver til hvert punkt. I listefarvning har
hvert punkt sine egne farver, hvorfra farven skal veelges.

Definition 3

tildeling, hvor |L(v)| > k for alle v € V. Grafen G siges at veere



“thesis” — 2007/6/6 — 11:30 — page 3 — #9

KAPITEL 1. INTRODUKTION

hvis den er L-farvbar for enhver k-listetildeling L. Det mindste tal k,
sd G er L-farvbar for en vilkarlig k-listetildeling L, siges at veere det
listekromatiske tal.

Almindelig farvning er sdledes et specialtilfeelde af listefarvning,
nemlig hvor alle listerne er ens. Derfor er en k-listefarvbar graf na-
turligvis ogsa k-farvbar, sa listefarvbarhed er en steerkere egenskab.
Betingelsen om at en farvning skal veere acyklisk kan overferes til
listefarvning;:

Definition 4

for enhver k-listetildeling L.
Gennem hele specialet benytter vi folgende notation.
Definition 5

af n kanter. Betegnelsen <k-punkter er punkter med valens k eller
mindre, tilsvarende for >k-punkter, <k-kredse, etc.

L-farvbar

k-listefarvbar

listekromatiske tal

acyklisk L-farvbar

acyklisk
k-listefarvbar

n-punkt, n-kreds
n-region

<k-punkter
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Acyklisk listefar
plana

g af
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Dette og det folgende kapitel omhandler acyklisk listefarvning. Vi
ser pd en raekke saetninger, der kan ses som skridt pa vej til at bevi-
se formodning 7. Sidst i kapitlet underseger vi, om det kan hjeelpe
os pa vej, hvis vi tillader, at et antal naboer kan have samme farve
(defekt farvning).

11973 publicerer Griinbaum felgende formodning:

Formodning 6
Enhver planar graf er acyklisk 5-farvbar. (Griinbaum, 1973)

I samme artikel viser han, at enhver planar graf er acyklisk 9-
farvbar. Allerede i 1974 vises det i (Mitchem, 1974), at enhver planar
graf ogsa er acyklisk 8-farvbar. Det bliver senere vist, at man kan
ngjes 6 farver, nemlig i (Kostochka, 1976). En smule senere, i 1977,
bliver det vha. en anden bevisteknik vist, at enhver planar graf er a-
cyklisk 7-farvbar (Albertson og Berman, 1977). Den endelige bekreef-
tigelse af, at formodningen er sand, kom i 1979, hvor Borodin beviser
formodning 6 (Borodin, 1979). At denne greense er bedst mulig vi-
ses i (Kostochka og Mel'nikov, 1976), hvor de konstruerer en planar
graf, som ikke er acyklisk 4-farvbar.

I 70’erne var begrebet listefarvning stort set ikke behandlet, s&
acyklisk listefarvbarhed var endnu ikke taget op til overvejelse.

Forst i 2002 bliver formodning 6 generaliseret til listefarvbarhed
i artiklen (Borodin et al., 2002).
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Acyklisk 7-listefarvbarhed

Formodning 7
Enhver planar graf er acyklisk 5-listefarvbar.
(Borodin et al., 2002, Conj. 2, s. 84)

Denne formodning kan ses som en generalisering/styrkelse af
Thomassens seetning fra (Thomassen, 1994a), som siger, at enhver
planar graf er 5-listefarvbar. Eftersom greensen i formodning 6 er
bedst mulig, giver formodning 7 ogsa den mindste graense, hvis den
viser sig at veere sand.

De to felgende seetninger er (sa vidt vi er bekendt med) de to
nermeste resultater pa vejen mod at bevise ovenstidende formod-
ning. Forst vises at enhver planar graf er acyklisk 7-listefarvbar og
derefter to seetninger, som omhandler acyklisk 5-listefarvbarhed af
planare grafer uden kredse af specielle leengder. Til dette benyttes
folgende notation:

Definition 8
punkter og kanter vy, ep, v1, €1, - - ,€x_1, Uk, hvor v; € V oge; € E og
hvor e; = v;v;41.

En tur adskiller sig dermed fra en vej ved at turen kan indeholde

samme punkter og kanter flere gange.

Definition 9

Lad f veere en region. Notationen b( f) betegner en korteste tur, som
netop medtager samtlige punkter pa randen af f. Er denne tur en

Et n-punkt vil altid ligge pd randen af netop n regioner, hvis vi
tillader, at disse regioner kan veere ens. Et punkt kan derfor ligge pa
randen af samme region mere en én gang, hvis denne region ikke er
simpel. Med andre ord er |b(f)| antal punkter p& randen af f regnet
med multiplicitet.

Definition 10
For v € V defineres n;(v) som antallet af nabo-i-punkter til v.

2.1 Acyklisk 7-listefarvbarhed

I (Borodin et al., 2002), hvori formodning 7 er at finde, vises det, at

enhver planar graf er acyklisk 7-listefarvbar. Det har (sa vidt vi ved)

endnu ikke veeret muligt at vise resultater om acyklisk k-listefarvning
af planare grafer for k < 7 uden at have restriktioner pa grafen. Vi

vil derfor vise folgende:

Satning 11
Enhver planar graf er acyklisk 7-listefarvbar.
(Borodin et al., 2002, Thm. 1)

tur

b(f)

simpel region
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Acyklisk 7-listefarvbarhed

A

Figur 2.1: I hver region indseettes et nyt punkt, som forbindes med
punkterne pd randen.

For at vise seetningen benyttes et lemma, hvori felgende notation
benyttes:

Definition 12

regnes som w(f) := Yoep(f) 4(0)-

Lemma 13

Lad G = (V,E) veere en plan triangulering, hvor F betegner meengden af
regioner. Huis G opfylder, at

1. G ikke indeholder <3-punkter,
2. intet 4-punkt har et <6-punkt som nabo, 0g
3. intet 7-punkt har et 4-punkt og to andre smdpunkter som naboer,

sd har G en region f med w(f) < 17. (Borodin et al., 2002, Thm. 2)

Det er i (Borodin, 1990) vist, at betragtes en plan triangulering
uden <4-punkter, vil denne altid have en region med veegt hojest
17. Denne graense er mindst mulig. I lemma 13 tillades ogsa punk-
ter med valens 4, men af den grund tilfejes krav 2 og 3 i lemmaet.
Det viser sig, at vi ikke kan sleekke pa disse tre krav. Felgende tre
modeksempler viser hvorfor:

1. Ved at tillade 3-punkter, kan der dannes en trianguleret graf,
hvori alle regioner har veegt 23. Dette gores ved at indseette
et ekstra punkt i hver region i grafen set i figur 2.1 og for-
binde dette punkt med alle punkter pa randen af den region
punktet indseettes i. Pa figuren er de sorte punkter de originale
punkter, mens det hvide punkt og de stiplede linjer markerer,
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Acyklisk 7-listefarvbarhed

Figur 2.2: Der indszattes nye punkter af to omgange — forst de hvide,
derneest de gra punkter.

hvordan der tilfgjes nye punkter. De sorte punkter har heref-
ter valens 10, mens de hvide har valens 3. Det giver for hver
ny region en veegt pa 23.

2. Betragt grafen pa figur 2.2 kun bestdende af de sorte punkter.
Der indseettes nu et punkt i hver 4-region (ogsa den ydre), og
disse punkter forbindes med midten af hver kant pa randen,
sdledes at der her opstdr nye punkter. Pa figuren er de nye
punkter markeret med et hvidt punkt. Grafen bestar nu af 4-
kredse, hvor de sorte punkter har valens 3 og de hvide valens
4.

I hvert af de nye regioner indseettes endnu et punkt, som for-
bindes med hvert punkt pa randen af regionen. Dette vises pa
figuren med et grat punkt. Nu haves en triangulering, hvor de
sorte punkter har valens 6, de hvide har valens 8 og de gra
har valens 4. Bemeerk at vi her har, at et 4-punkt er nabo til at
<6-punkt og at ingen punkter er <3-punkter. Vaegten af de re-
gioner, hvor randen bestar af et sort, et grat og et hvidt punkt,
er 6 + 8 + 4 = 18 og de resterende regioner (to hvide og et grat
punkt pd randen) har en vaegt pa 8 + 8 + 4 = 20.

3. Her betragtes figur 2.3. Denne figur indseettes i de 6 oprinde-
lige regioner, der findes i grafen fra figur 2.2, som kun bestar
er de sorte punkter. Dette gores saledes, at en kant og dens to
endepunkter i figur 2.2 erstattes af de syv punkter, der udger
en af siderne i figur 2.3. Indseet nu et punkt i hver region, som
€j er en 3-region, og forbind dette punkt med punkterne pa
randen.

Herefter er grafen en triangulering, bdde uden <3-punkter og
hvor intet 4-punkt er nabo til et <6-punkt. Til gengeeld eksiste-
rer der 7-punkter, som har et 4-punkt samt to andre smépunk-
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Acyklisk 7-listefarvbarhed

Figur 2.3: Grafen, som indseettes seks steder i figur 2.2.

Figur 2.4: Et hjerne af figur 2.3, som er indsat i figur 2.2. De marke-
rede kanter svarer til en kant i figur 2.2. Desuden er der indsat hvide
punkter i hver >4-region, og vaegtene af de nye regioner er bereg-
net. Alle regioner, som optreeder i den endelige graf, er med preecis
én gang.
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Acyklisk 7-listefarvbarhed

ter som naboer (et punkt, som oprindeligt var et 4-punkt og la
pa randen af tre regioner f, hvor |b(f)| > 3 og én 3-region).
Det ses pa figur 2.4, at w(f) > 18 for alle f € F.

Nu til det egentlige bevis for lemma 13.

Bevis for lemma 13. Antag at grafen G = (V, E) er et modeksempel,
altsd at G er en plan triangulering som opfylder krav 1-3 i lemmaet,
men at ingen regioner i G har veegt under 18. Bevisteknikken, der
anvendes, er afladning, hvilket vi ogséd senere (i beviserne for seet-
ning 14 og 15) vil gere brug af.

Lad |V| = n, |E| = m og F = r, hvor F er mangden af regio-
ner i G. Da vi har at gere med en plan triangulering, giver hver re-
gion anledning til 3 kanter og hver kant giver anledning til 2 regio-
ner. Dette giver, at r = %m Indseettes dette i Eulers formel (Diestel,
2005, Thm. 4.2.9), som siger,atn —m +r = 2, fdsm — 3n = —6. Da
Y oev d(v) = 2m, omskrives det fornaevnte til

Y (d(v) —6) = —12. (2.1)

veV

En veegtfunktion w defineres ved w(v) := d(v) — 6 forallev € V.
En ny veegtfunktion w™ defineres vha. felgende afladsregler:

R1 Hvert punkt v med d(v) > 7 giver til hver region f, som v ligger
pé randen af

,hvis d(v) =7 og f har et 5-punkt pa randen,
hvis d(v) = 7 og f har et 4-punkt pa randen og

S N )
<

,hvis d(v) > 8 og f har et smdpunkt pa randen.

R2 Ladningen som tilfores hver region deles enten ligeligt mellem
de to 5-punkter, som ligger pd randen, eller ogséd gives hele
ladningen til det eneste smapunkt pa randen.

Bemeerkning B1. Der kan ikke opstd andre muligheder end beskrevet
i R2, eftersom |b(f)| = 3 for alle f € F og G ikke indeholder 3-
punkter og ej heller indeholder 4-punkter, der har et smdpunkt som
nabo.

Da den samlede sum af vaegtene er ens for bade w og w*, ma
der geelde, at Y,y w(v) = Y ey w*(v) = —12jf. lighed (2.1). Kan
vi imidlertid vise, at w*(v) > 0 for alle v € V, vil vi have opnaet
den enskede modstrid. Vi opdeler punkterne efter deres valens og
underspger alle tilfeelde.
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Acyklisk 7-listefarvbarhed

Figur 2.5: Et 5-punkt med n5(v) = 2 og dertilherende afladninger.

d(v) > 8: Punktet v kan i veerste fald give } til hver af dens d(v)
naboregioner. Dette giver, at

1

w*(v) > w(v) — Zd(v) =d(v) —6— }Id(v) = 3(d(v) —8)

) > 0.

d(v) =7: Vihar, at w(v) = 1. Hvis v er nabo til et 4-punkt w, kan
v, pr. pkt. 3 i lemma 13, hejst veere nabo til ét yderligere sma-
punkt w’ (hvor ww’ ¢ E pr. pkt 2 i lemma 13). De to punkter
w og w' ligger pa randen af netop 4 af naboregionerne til v, og
dermed er w*(v) >1—1-4=0.

Hvis v derimod ikke er nabo til et 4-punkt, kan den hgjst vaere
nabo til tre 5-punkter. Dette folger, da v ikke kan have en nabo-
region, hvor de to sidste punkter begge har valens 5, da denne
region sd ville have vaegt 17. Disse tre punkter steder op til 6
af naboregionerne til v, hvilket giver, at w*(v) > 1 — % -6 =0.

d(v) = 6: Dette punkt hverken afgiver eller optager ladning, ergo er
w*(v) =w(v) =0

d(v) = 5: Her er w(v) = —1. Et 5-punkt kan ikke have et 4-punkt
som nabo jf. pkt. 2 i lemma 13. Det kan desuden hgjst have
to 5-punkter som nabo, da vi som fer ikke kan have, at v er
nabo til en region, hvor de to andre punkter i regioner ogsa er
5-punkter, for sa er vaegten af regionen kun 15.

Hvis n5(v) = 2 ser situationen ud som pa figur 2.5. De reste-
rende tre naboer til v er nedvendigvis >8-punkter, da vi ellers
igen ville have en region med veegt mindre end 18. Disse tre
>8-punkter giver hver 1 til de to naboregioner, som ogsé har v

10
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Acyklisk 7-listefarvbarhed

>7 >6

Figur 2.6: Et 5-punkt med n5(v) = 1 og dertilherende afladninger.

pédranden. Denne vaegt gives enten direkte til v eller deles mel-
lem to 5-punkter. I alt haves, at w*(v) > -1+ % -4+ 1-2=0.

Hvis n5(v) = 1, er de resterende nabopunkter to >8-punkter,
et >7-punkt og et >6-punkt, for at vaegtene af regioner ikke
bliver under 18. Se figur 2.6. Vi har, at w*(v) > —1+ % -2+ % :
24§-2>0.

Hvis n5(v) = 0 er mindst 3 af nabopunkterne >7-punkter, for
at veegten at regionerne mindst er 18. Disse tre >7-punkter gi-
ver mindst % til hver af de 6 regioner de i alt stoder op til inde-
holdende v. Ergo er w*(v) > —1 + % -6 =0.

d(v) = 4: Vi har, at w(v) = —2. Alle nabopunkter er >7-punkter
(pr. pkt 2 i lemma 13), og dermed er w*(v) = -2+ 1.8 =0.

O
Nu til beviset for seetningen.

Bevis for seetning 11. Antag modseetningsvist, at T er et punktmini-
malt modeksempel, dvs. en triangulering, med en 7-listetildeling L,
sdledes at T ikke acyklisk kan L-farves. Forst en raekke resultater
som opsummeres i folgende pastande.

Pistand 1. For allev € V(T) erd(v) > 4.

Bevis. Antag omvendt at x er et 3-punkt med naboerne x1, x; og x3;
hvis x er et 2-punkt folger resultatet af de samme argumenter. Pga.
minimaliteten af T er T — x acyklisk L|7_,-farvbar. Fordi x; alle er
farvet forskelligt, veelges til x blot en farve fra L(x)~C({x1, x2,x3}),
hvilket saledes udger en acyklisk L-farvning af hele T. O

11
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Acyklisk 7-listefarvbarhed

Figur 2.7: Et 4-punkt med et <6-punkt som nabo.

a
7 d, 1
6 d 2
’ b
5 dy
44 o3

Figur 2.8: Et 7-punkt med et 4-punkt som nabo.

Pdstand 2. Intet 4-punkt i T er nabo til et <6-punkt.

Bevis. Lad modseetningsvist x veere et 4-punkt og y veere et <6-
punkt, som er nabo til x; navngiv de resterende punkter som pa figur
2.7.Hvisac ¢ E(T),lad T := T — x + ac, ellers lad T" := T — x. For-
di T er minimal, findes en acyklisk L|p-farvning C af T". Lad Ly :=
L(x)\C(Nr(x)); x skal farves med en farve fra L,. Hvis C(b) # C(y)
farves x blot med en farve fra Ly. Ellers hvis C(b) = C(y), vaelges en
farve fra Ly~ N (y), hvilket er muligt fordi |C(N7(x) U Ny (y))| <
6. Pa den mdde undgar vi en 2-kromatisk kreds gennem yxb. O

Pistand 3. Hvis et 7-punkt er nabo til et 4-punkt, s er ingen af 7-
punktets andre naboer smdpunkter.

Bevis. Antag modseetningsvist at et 7-punkt y er nabo til et 4-punkt x
samt et andet smapunkt; lad de resterende punkter veere navngivet
som i figur 2.8. Hvis ac ¢ E(T) betragtes T’ := T — x + ac, ellers
betragtes T' := T — x. Lad igen C vere en acyklisk L|p-farvning
af T" — som findes fordi T er punktminimal. Antag i dette tilfeelde
gerneat L(x) = {1,...,7} ogatC({a,b,c}) = {1,2,3}; se igen figur
2.8. Argumenterne fra pastand 2 er tilstreekkelige ogsa her, pd neer
hvor C(y) = 20g C({dy,...,ds}) = {4,...,7}. 1 dette tilfeelde, vil
der nemlig kunne opstd en 2-kromatisk kreds hvor d;yxb (for et i €
{1,...,4}) er endel af kredsen; antag derfor at en sddan kreds opstar
for ethvertvalg af C(x) € {4,...,7}.

Hvis L(y) # L(x), s& kan y omfarves med en farve fra L(y)\
L(x), sa farvningen stadig er en acyklisk L|p-farvning af T’. Derpé

12
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Figur 2.9: Punktet dy fra figur 2.8, hvor d(ds) = 5.

kan x farves med en farve fra L(x)~C({a,b,c,y}) og derved opna
en acyklisk L-farvning af T.

Antag derfor at L(y) = L(x). Mindst ét af punkterne d; er et
smapunkt — hverken a eller ¢ er smdpunkter jf. pastand 2, fordi de
begge er naboer til x, som er et 4-punkt. Lad d4 veere et smapunkt.
Vi omfarver y, C(y) := 7, og derpa dy, fordi ogsa C(ds) = 7.

Hvis d(ds) = 4 kan en vilkdrlig farve fra L(ds)\C(N(dy)) veel-
ges, fordi naboerne alle er farvet indbyrdes forskelligt — hvilket er
tilfeeldet pga. omfarvningen.

Hvis d(d4) = 5, lad sa naboerne veere som i figur 2.9. Eftersom
vi har antaget, at der er en 2-kromatisk vej mellem d4 og bi T, som
en del af en 2-kromatisk kreds C, 7 farvet med 2 og 7, sa er enten
C(u) = 2eller C(v) = 2; antag at C(u) = 2. Farv sé d4 med en farve
fra L(dy)~{1,2,6,7,C(v)}. Der kan ikke fremkomme en 2-kromatisk
kreds (med farverne C(d4) og 6) med vdsds som en del af kredsen,
fordi denne kreds skulle have feelles punkter med vejen bCp7u 2
x,y. Dette er ikke muligt fordi C(Cp7) = {2,7} og C(ds) ¢ {2,7}.
Farv sé blot x fra L(x)~C({a,b,c,y}). O

Ifolge disse tre pastande, 1, 2 og 3, opfylder T betingelserne i
lemma 13; ergo indeholder T en region med veegt hejst 17. Vi viser,
at dette ikke kan lade sig gore, hvis T er et modeksempel, hvilket vil
afslutte beviset. Folgende to pastande vises efterfelgende:

Pistand 4. Der eksisterer ikke en region i T med et 5-punkt og to
<é6-punkter pd randen.

Pdstand 5. Der eksisterer ikke en region i T med et 7-punkt og to
5-punkter pd randen.

Fordi T er en triangulering, bestar randen af enhver region af
netop 3 punkter; lad x, y og z vere randen af en vilkarlig region f
i T.Jf. pastand 1 er d(x),d(y),d(z) > 4. Hvis ét af punkterne har
valens 4, sa er ingen af de to andre <6-punkter jf. pastand 2. Ergo
er w(f) > 4+7+7 > 17. Hvis ét af punkterne, lad det veere x,
har valens 5, sd er d(y) + d(z) > 7 + 4 jf. pastand 4, men jf. pastand
3 udger intet 7-punkt, et 4-punkt og et andet smapunkt en region

13
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Figur 2.11: Linjerne fra h til ¢, d og e er Py o, for « = 5,6,7, mens den
stiplede linje er den mulige vej fra a til c.

i T; dvs. d(y) +d(z) > 7+ 5, men jf. pastand 5 har ingen region i
T en rand bestdende af et 7-punkt og to 5-punkter. Ergo er w(f) >
5+7+6>17.

Séledes har enhver region vaegt mindst 18, hvilket er i modstrid
med seetning 13. Tilbage er derfor blot at bevise pastand 4 og 5.

Beuis for pdstand 4. Resultatet bevises for 6-punkter og ikke for <6-
punkter; argumenterne deekker de resterende tilfeelde.

Lad modsaetningsvist xyz veere en 3-region i T, hvor d(x) = 5 og
d(y) = d(z) = 6. Navngivningen af de resterende punkter ses i figur
2.10.

Lad T’ := T — x + bh, hvis kanten bh ikke allerede eri T, ellers lad
blot T’ := T — x. Pga. minimaliteten af T findes der en acyklisk L|p/-
farvning C af T'. Antag gerne at C(h) = 1,C(a) =2o0gatC(b) = 3,
som angivet pa figuren.

Hvis y og z er farvet, sdledes at |C(N(x))| = 5, kan x problem-
frit farves uden risiko for at en 2-kromatisk kreds opstar. Bemaerk
i pvrigt at ikke bdde C(y) = 1 og C(z) = 3, fordi C er en acyklisk
L|p/-farvning.

14
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Vi ser pa to tilfeelde; hvor 2 ¢ C({y,z}) og hvor 2 € C({y, z}).

Hvis 2 ¢ C({y,z}): Antag gerne atC(y) = 1 0g C(z) = 4. Vi skal
tage hojde for, at hxy ikke bliver en del af en 2-kromatisk kreds. Til-
bageiL(x)\C(N(x)) er mindst tre farver. Antag gerne at disse tre er
5,6 0g7ogat|L(x)NC(N(x))| =3.HvisC({c,d,e}) # {5,6,7}, kan
x problemfrit farves med en tiloversbleven farve. Vi antager derfor,
atC(c) =5,C(d) = 60gC(e) =7, og at der findes tre 2-kromatiske
veje fra h til ¢, d og e, som hver iseer er farvet med 1 og o € {5,6,7}.
Kald disse tre 2-kromatiske veje for P; ,, for « = 5,6,7. Vi omfarver
y:

Hvis 2 € L(y), lad C(y) := 2. Nu kan det ske, at axy en del af en
2-kromatisk kreds. Men pga. vejene P; ,, vil hejst én vej fraa til ¢, d
og e kunne eksistere (denne gér fra a til ¢, er farvet 2 og 5). Det ses
ogsa pa figur 2.11, at en eventuel 2-kromatisk vej fra a til d (farvet
med 2 og 6) ikke kan eksistere, da den i sa fald skulle krydse en vej
P1,5.

Hvis omvendt 2 ¢ L(y), s& farves y blot med en farve fra L(y)
(L(x)UC({c,d,e})).

Derpd kan x omfarves med den farve fra {6,7}, hvad enten 2 €
L(y) eller2 ¢ L(y).

Hvis2 € C({y,z}): AntaggerneatC(y) =2ogatC(z) € {3,4}. Vi
behandler de to tilfaelde adskilt:

Antag at C(z) = 4. Sé er |L(x)~{1,...,4}| > 3. Igen kan det
gerne antages, at disse tre farver er {5,6,7} og at |L(x)~C(N(x))| =
3. En 2-kromatisk kreds kan opstd, hvis x farves med en farve fra
C({c,d,e}). Hvis C({c,d,e}) # {5,6,7} kan x problemfrit farves
med en tiloversbleven farve. Hvis derimod C({c,d,e}) = {5,6,7},
omfarves y, hvorefter situationen er den tidligere behandlede, hvor
2¢C{y, z}).

Antag at C(z) = 3.Sd er |L(x)\C(N(x))| > 4. Antag uden tab af
generalitet, at disse fire farver er {4,5,6,7}. Bemerk at [{4,5,6,7} \
C({c,d,e})| > 1, og antag gerne at 4 ¢ C({c,d,e}). Hvis x far-
ves med 4, kan der potentielt opstd en 2-kromatisk kreds fra b gen-
nem x til f eller g. (Sker dette ikke, giver C(x) = 4 den enskede
modstrid.) En sadan kreds forhindrer en 2-kromatisk kreds fra a til
¢, d eller e farvet med 2 og en farve forskellig fra 3 og 4, da dis-
se ikke kan krydse hinanden. Farv derfor blot x med en farve fra

L(x)~({1,2,3,4}UC({e, f,g}))- O
Bevis for pdstand 5. Antag at xyz er punkter pa randen af en 3-region

iT.Lad d(x) =7,d(y) = d(z) = 5. Se figur 2.12(a) for navngivning
af naboerne til x, y og z. En ny graf T’ fés ved at fjerne punkterne
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(b) Grafen T'.

Figur 2.12: En 3-region xyz med d(x) = 7 og d(y) = d(z) = 5.

y og z og tilfeje kanterne ce, eg og gc, medmindre disse kanter al-
lerede tilherer E(T). Se figur 2.12(b). Eftersom T’ har feerre punkter
end T, eksisterer der en acyklisk L|p-farvning C af T’. Uden tab af
generalitet antages, at C(e) = 1, C(c) = 2 og C(g) = 3. Punktet x
er enten farvet med 1 eller en endnu ubrugt farve, lad denne veere
4. Vi betragter nu to tilfeelde: C(x) = 1 og C(x) = 4. Betragt forst
sidstnaevnte.

C(x) = 4: Bemeerk forst at f hverken er farvet 1 eller 3. Er f hver-
ken farvet med 2 eller 4, kan vi uden tab af generalitet antage, at
C(f) = 5. Punktet d er hverken farvet med 1 eller 2. Hvis d hverken
er farvet med 3, 4 eller 5, kan d gerne antages at veere farvet med 6.

Vi inddeler nu i tre tilfeelde: (1) hvor hverken f eller d er farvet
med 4, (2) hvor kun ét af punkterne er farvet med 4 (antag at d er
farvet med 4), og (3) hvor begge punkter er farvet med 4.

Ad (1). AntagatC(f) # 4 # C(d), dvs.C(f) € {2,5}. Der geelder
sd, at d er farvet med 3, 5 eller en endnu ubrugt farve; lad det veere
6, dvs. C(d) € {3,5,6}. Hvis C(d) € {3,5}, kan to farver til y og
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z veelges vilkérligt fra hhv. L(y)~{1,...,5} og L(z)~{1,...,5}. Er
derimod C(d) = 6, sa farves forst y med en endnu ubrugt farve, lad
det veere 7. Efterfolgende farves z fra L(z)\C(N(z))).

Ad (2). Antag at C(f) € {2,5} og at C(d) = 4. Nér y farves, kan
vi risikere, at dyx er en del af en 2-kromatisk kreds. Punktet y kan
ikke farves med farverne {1, 2,4} og onskes ikke farvet med 3, s& der
er mindst 3 muligheder for valg af farve til y. Hvis y kan farves med
en farve, sa dyx ej er en del af en 2-kromatisk kreds, kan z derefter
farves med vilkarlig farve storre end 5 fra dens liste forskellig fra
C(y)-

Antag at dette ikke kan lade sig gore, dvs. at |[L(y)~{1,...,4}| =
3, og at uanset hvilken farve y farves med blandt de tiloversblevne,
sd opstar der en 2-kromatisk kreds, som dyx og h, a eller b er en del
af. Disse 2-kromatiske kredse er farvet med 4 og «, for & € L(y)~
{1,...,4}. Omfarv sa x med en tilladelig farve fra dens liste; der er
tre muligheder, C(x) =1, C(x) =50g C(x) > 5:

Hvis C(x) = 1, kan vi risikere, at xze eller xye er en del af en
2-kromatisk kreds. For at modvirke dette, farves z med en farve
fra L(z)~{1,...,5,C(h)}. Punktet y farves med en farve fra L(y)~
{1,...,4,C(z),C(h)}. Bemeerk at C(z) og C(y) ikke behever veere for-
skellige fra C(a) og C(b) pga. den 2-kromatiske vej fra d til h, efter-
som 2-kromatiske veje uden felles farver ikke kan have punkter til
feelles.

Hvis C(x) = 5, kan vi risikere en 2-kromatisk kreds indeholden-
de xzf. Her veelges en farve til z blandt L(z)~{1,...,5,C(h)}. Far-
ven til y veelges blandt farvernei L(y)~{1,...,5,C(z)}.

Hvis C(x) > 5,kanvitil z veelge en farve fra L(z)~{1,...,5,C(x)}
ogen farve til y fra L(y)~{1,...,4,C(x),C(z) }.

Ad (3). Nu til tilfeeldet, hvor C(f) = C(d) = 4. Vi viser forst, at
det altid er muligt at veelge en farve til y (hhv. z), uden at der dannes
2-kromatiske kredsei T — z (hhv. T — y).

Pastand 6. Vi kan antage, at y kan farves med en farve fra L(y)\
{1,2,3,4}, uden at der dannes 2-kromatiske kredse i T — z. Tilsva-
rende for z.

Bevis. Hvis y kan farves med en farve « fra L(y)~{1,...,4} uden
at der dannes en 2-kromatisk kreds i T — z, skal blot z farves. An-
tag derfor at det ikke er tilfeeldet. Situationen er altsd, at |L(y)
{1,...,4}] = 3, og at der er 2-kromatiske veje fra d til i, a og b og
videre til x; farverne der bruges er 4 og « € L(y)~{1,...,4}. Sa-
ledes giver ethvert valg af en tilladelig farve fra L(y) anledning til
en 2-kromatisk kreds (som i tilfeelde (1b)). Vi udferer nu felgende
omfarvninger for at opna en acyklisk L-farvning af T. Ferst omfar-
ves x med en farve fra L(x)\ ({2,3,4} UC({h,a,b})). Der dannes
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ikke nye 2-kromatiske kredse i T/, da alle naboerne til x i T’ er farvet
forskelligt.

Hvis x omfarves med en farve forskellig fra 1, kan y farves med
en farve fra L(y)~{1,...,4,C(x)}, og z kan farves med en farve fra
L(z)~{1,...,4,C(x),C(y)}.

Hyvis x derimod omfarves med farven 1, kan vi risikere, at xze el-
ler xye er en del af en 2-kromatisk kreds. Her veelges en farve til y fra
L(y)~{1,...,4,C(h)} ogenfarvetilzfraL(z)~{1,...,4,C(h),C(y)}.
Den 2-kromatiske vej mellem d og & serger som fer for, at hverken
xze eller xye bliver en del af en 2-kromatisk kreds.

Tilsvarende argumenter geelder for z. O

Vi kan derfor vaelge en farve o ¢ {1,2,3,4} til y og en farve B ¢
{1,2,3,4} til z, séledes at hhv. G — z og G — y har en acyklisk 7-
listefarvning.

Kan vi veelge « og B forskellige, er vi feerdige. Folgeligt under-
soges tilfeeldet, hvor der kun kan veelges ét « til y og ét f til z, hvor
« = B. Det kan uden tab af generalitet antages, at « = = 5 og at
bade d og f er forbundet til {/,a, b} med to 2-kromatiske veje, farvet
med hhv. 4,y og 4,6, hvor {v,6} = (L(y) N L(z))~{1,...,5}. Antag
uden tab af generalitetat y = 60gd =7.

Vi ensker at omfarve x. Lad P := ghabc og lad u,v € P. Det kan
ske, at vi ved omfarvningen af x danner en 2-kromatisk kreds, som
uxv er en del af. I s& fald geelder det, at blandt farverne brugt til P,
dvs. {2,3,6,7}, er farven C(u) = C(v) brugt to gange, mens de tre
resterende farver kun bruges én gang. Desuden ligger u og v ikke
efter hinanden pa P, og der er derfor et punkt w med farven 6 eller 7
imellem dem. Folgeligt kan der ikke eksistere en kreds gennem uxv
farvet udelukkende vha. C(x) og C(u) = C(v), da denne i s fald
skulle krydse vejen fra w til d, som er farvet med 4 # C(x) og C(w).
Det er derfor muligt at omfarve x med en farve fra L(x)~ (C(P) U
{4,5}) = L(x)~{2,...,7}. Omfarv x.

Hyvis punktet x omfarves med farven 1, kan vi som tidligere ri-
sikere, at xye eller xze indgar i en 2-kromatisk kreds. Eftersom 6 og
7 optreeder som farver til {h,a,b}, kan vi uden tab af generalitet an-
tage, at kun u € {h,a,b} har C(u) = 6. Der er altsa en 2-kromatisk
vej fra f til u og en 2-kromatisk vej fra d til u som benytter farverne
4 og 6. Den eneste mulige 2-kromatiske vej fra e til et af punkterne i
{h,a,b}, er derfor farvet med 1 og 6. Derfor omfarves z med en farve
fra L(z)~{1,...,6} og opnd en acyklisk L-farvning af T; y forbliver
farveta = 5.

Hvis derimod x omfarves med en farve C(x) ¢ {1,...,7} kan z
omfarves med en farve fra L(z)~{1,...,5,C(x)}, mens y igen forbli-
ver farvet w = 5.
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C(x) =1: Punktet f kan farves med farven 2, som c er farvet med,
og en endnu ubenyttet farve, lad det veere 4. Punktet d kan farves
med enten 3, som g er farvet med, farven 4, som f muligvis er farvet
med, og en helt tredje ubenyttet farve, lad det veere 5. Ergo haves, at
C(f) € {2,4} ogatC(d) € {3,4,5}.

Igen er det hensigtsmeessigt at y og z farves med farver storre
end 4 pd en sddan made, at xye og xze ikke indgar i en 2-kromatisk
kreds. Der vil veere |L(y)~{1,...,5}| > 2 farver til rddighed til y,
og er y blevet farvet, er der |[L(z)~{1,...,4,C(y)}| > 2 til rddighed
til z. Vi kan farve y med en farve fra L(y)~{1,...,5} og farve z med
en farve fra L(z)~{1,...,4,C(y)}, medmindre der findes mindst to
2-kromatiske veje fra e til {h,a,b}, som er farvet med 1,a og 1,8,
hvor a,f € L(y)~{1,...,5} eller o, p € L(z)~{1,...,4,C(y)}. Pa
den mdde bliver enten y eller z en del af en 2-kromatisk kreds.

Vi viser nu, at det altid er muligt at omfarve x, sledes at vi er
tilbage i tilfeeldet, hvor C(x) = 4. Antag modsaetningsvist at x ikke
kan omfarves. Dette ma betyde (som i tilfeelde (2), hvor x forseges
omfarvet efter pastanden er vist), at en af farverne {2, 3, «, B} optree-
der mere end én gang pa vejen P := ghabc. Antag at det er farven
v € {2,3,a, B}, som farver punkterne u,v € P og giver anledning
til en 2-kromatisk vej mellem u og v. Denne vej er farvet med 7 og
en farve 6 ¢ {1,2,3,a,B}. Igen vil punkterne u og v veere adskilt
af et punkt w pa P, hvor C(w) € {a, B}, og hvor w er det eneste
punkt pa P som har farven C(w). Uden tab af generalitet antages
det, at C(w) = a. Dette ma betyde, at der mellem e og w findes en
2-kromatisk vej farvet med 1 og a. Ergo kan der ikke eksistere en
2-kromatisk vej mellem u og v, da hverken u eller v er farvet med 1
eller &, og dermed ikke kan krydse den 2-kromatiske vej mellem e
og w. Det er dermed altid muligt at omfarve x. O

O

2.2 Acyklisk 5-listefarvbarhed

Det har som skrevet endnu ikke veeret muligt at vise formodning 7.
Begreenser vi os derimod til at betragte planare grafer uden kredse af
visse leengder, kan formodningen vises for disse grafer. I dette afsnit
vises folgende to setninger:

Satning 14
Enhver planar graf uden kredse af leengde 4 0g 5 er acyklisk 5-listefarvbar.
(Montassier et al., 2006, Thm. 1)

Satning 15
Enhver planar graf uden kredse af leengde 4 og 6 er acyklisk 5-listefarvbar.
(Montassier et al., 2006, Thm. 1)
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Figur 2.13: (Lemma 18.) 2-punktet x, der er nabo til et punkt v med
heijst 4 naboer.

For at bevise disse to seetninger har vi brug for en reekke egen-
skaber, som praesenteres i lemma 17-25. I disse lemmaer antages det,
at H er en planar graf uden 4- og 5-kredse eller uden 4- og 6-kredse,
og antag at H ikke er acyklisk 5-listefarvbar. Antag endvidere at |H]|
er minimal, samt at C er en acyklisk L-farvning for en vilkarlig 5-
listetildeling L. I figurene er punkter, som ikke kan have flere nabo-
er, markeret med et hvidt punkt — de som kan have flere naboer, er
markeret med et sort punkt. Desuden benyttes folgende notation i
beviset for bdde lemmaerne og setningerne:

Definition 16

Ingen af de folgende 9 lemmaer udnytter at grafen H enten hver-
ken har 4- og 5-kredse eller 4- og 6-kredse. Disse lemmaer geelder
derfor for et eventuelt modeksempel til formodning 7.

Lemma 17
H har intet 1-punkt. (Montassier et al., 2006, Lem. 1)
Bevis. Trivielt pga. minimaliteten af H. O

De folgende beviser bruger alle samme bevisteknik. Da H er et
minimalt modeksempel, vil der for et vilkdrligt punkt x geelde, at
H — x er acyklisk 5-listefarvbar. Hvis det lader sig gere at farve x
saledes at enhver kreds indeholdende x har punkter med (mindst)
3 forskellige farver, sd er H ogsa acyklisk 5-listefarvbar, og vi har en
modstrid.

Lemma 18
Intet 2-punkt i H er nabo med et punkt med valens mindre end 5.
(Montassier et al., 2006, Lem. 1)

Bevis. Lad x veere et 2-punkt med naboerne x; og v, hvor N(v) =
{x,v1,...,0t}, k < 4. Se figur 2.13. Da H er minimal, har H — x en
acyklisk 5-listefarvning, C. Vi seger at udvide denne farvning til en
acyklisk 5-listefarvning af H. Hvis C(x1) # C(v), farv da x med en
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Figur 2.14: (Lemma 19, del 1.) 3-punktet x dens naboer: et 3-punkt u
og et punkt v med hejst 4 naboer.

farve fra L(x)\C({x1,v}). Er derimod C(x;) = C(v), kan x farves
med en farve fra L(x)~C({v,v1,...,v;}). Dette er i modstrid med
valget af H som et modeksempel. O

Lemma 19
Lad x veere et 3-punkt i H. Der gaelder sd, at

1. hois x er nabo til et 3-punkt u, sd er d(v) > 5 forallev € N(x)~\
{u}, og at

2. der findes ingen let pendant til x.

(Montassier et al., 2006, Lem. 1)

Bevis. Ad 1. Lad x1, u og v veere naboerne til x, lad u;, uy veere na-
boer til u og lad v4, ..., vy, k € {2,3}, veere naboer til v. Se figur 2.14.
Igen vil H — x have en acyklisk L-farvning C.

Er alle tre naboer til x farvet forskelligt, kan der til x velges en
farve forskellig fra disse tre.

Hvis C(u) = C(v) # C(x1) kan der til x veelges en farve blandt
L(x)~C({u,x1,u1,uz}). Er C(x1) = C(u) # C(v), kan vi pa samme
mdéde veelge en farve til til x fra L(x)\C({u, v, u3, up}).

I tilfeeldet C(x1) = C(v) # C(u), kan vi farve x, hvis der findes
en farve i L(x)\C({u,v,v1,...,v;}). Er dette ikke tilfeeldet er k = 3
og v1, U, v3 har parvist forskellige farver. Vi kan nu udskifte farven
til v med en farve fra L(v)\C({v,v1,v2,v3}). Dette leder os tilbage
til et af de foregaende tilfeelde.

Som et sidste tilfeelde kan der gelde, at C(x1) = C(u) = C(v).
Hvis C(u1) = C(up) og der findes i,j € {1,2,3},i # j saledes at
C(v;) = C(v;), sd kan x farves med en farve fra L(x)\C({u, u1, v;, vt } ).
Er dette ikke tilfeeldet, kan vi i stedet udskifte farven til u eller v med
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01 X1

U2 X2

Figur 2.15: (Lemma 19, del 2.) 3-punktet x med en let pendant v som
nabo.

uq (1) 17 (2)

x (1)
x1 (4)

Figur 2.16: (Lemma 20.) Et 4-punkt x med to lette pendanter u og v
som nabo.

en farve fra L(u)\C({u, u1, uz}) hhv. L(v)\C({v,v1,...,v¢}). Igen
er vi tilbage i et af de forrige tilfeelde.

Ad 2. Lad v veere en let pendant til x og lad v; og v, vere na-
boerne til v forskellig fra x; se figur 2.15. Da v er en let pendant til
x, er v1vy € E(H), séledes at H[{v,v1,v2}] er en 3-kreds. Lad des-
uden x1,xp veere de to naboer til x forskellig fra v. Grafen H — v
har en acyklisk 5-listefarvning C, som nemt kan udvides til H for-
di: Hvis C(x) ¢ C({v1,v2}) kan v farves med en farve fra L(v)
C({x,v1,v2}). Hvis derimod C(x) € C({v1,v2}), s& kan farven til v
veelges blandt L(v)\C({v1,v2, x1, x2}). O

Lemma 20
Intet 4-punkt x i H er nabo til mere end ét 3-punkt, som er en let pendant
tl x. (Montassier et al., 2006, Lem. 1)

Bevis. Antag modseetningsvist at et 4-punkt x er nabo til to 3-punkter
u og v, som er lette pendanter til x, og lad de resterende punkter vee-
re navngivet som i figur 2.16 (og ignorér tallene i parentes). Antag
endvidere at C er en acyklisk L-farvning af H — u; vi udvider den-
ne acykliske farvning til en acyklisk farvning af hele H. Bemeerk at
C(u1) # C(uz) ogat C(vq) # C(v2).

Hvis C(x) ¢ C({uy,uz}), veelg da C(u) € L(u)~C(N(u)). Sa
antag uden tab af generalitet, at C(x) = C(u;) og endvidere, at
L(u) ={1,...,5}.
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(3) x1 u u1 (1)
(4) x2 x (1)

5

) @5 % ()

Figur 2.17: (Lemma 21, pkt. 1.) 5-punkt x med to 2-punkter som na-
bo.

Hvis der findes en farve i L(u)~\C({u1,uz,v,x1,x2}), farv da u
med denne farve. Si antag yderligere at C(x) = C(u1) =1, C(up) =
2,C(v) =3,C(x1) =4,C(xy) =5samtat1 € C({vy,v2}); se igen
figur 2.16, hvor farverne er angivet i parentes.

Er det tilfeeldet, at L(x) # L(u), sa omfarves x med en farve,
som ikke er i L(u), hvorefter u kan farves med en farve fra L(u)~
C({x,u1, un}).

Hvis derimod L(x) = L(u), ser vi pa, om C({vy,v2}) = {1,2}.
Hvis det er tilfeeldet, laver vi om pd farvningen: Set C(x) := 3,
C(v) € L(v)~{1,2,3} og C(u) := 4. Hvis {1,2} # C({v1,v2}); lad
2¢ C({v1,v2}).Seetsa C(x) :=20g C(u) := 3. O

Lemma 21
Huis x er et 5-punkt, sd gaelder at

1. x er ikke nabo til mere end ét 2-punkt,

2. hvis x har én nabo, som er et 2-punkt, sd er x ikke nabo til noget let
3-punkt, som er en pendant til x, samt at

3. x er ikke nabo til mere end fire lette 3-punkter, som alle er pendanter
til x.

(Montassier et al., 2006, Lem. 1)

Bevis. Ad 1. Antag at x har to 2-punkter # og v som naboer; lad de
resterende punkter veere navngivet som i figur 2.17. Antag at C er
en acyklisk L-farvning af H — u og lad L(u) = {1,...,5}; vi udvider
denne farvning til en farvning af hele H. Hvis C(x) # C(u7) kan u
blot farves fra L(u)~C({x,u1}). Omvendt, hvis C(u;) = C(x), kan
det antages, at de er ligmed 1, samtat C(v) =2,C(x1) =3,C(xp) =
4, C(x3) = 50g C(v1) = 1. Farverne er igen angivet i parentes pd
figuren.

Hvis der er en farve i L(x)~\ L(u), omfarv s x med en sddan
farve. Vi er dermed tilbage i det foregdende tilfeelde. Hvis derimod

L(x) = L(u), seetC(x) :=2,C(u) :=30gC(v) € L(v)~C({x,v1}).
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v (1) %3
2)v x1 (3)
mg) u 012 (4)

(1) x\
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Figur 2.18: (Lemma 21, pkt. 2.) 5-punkt x der er nabo til et 2-punkt
og et let punkt, som er en pendant til x.

Figur 2.19: (Lemma 21, pkt. 3.) Punkt med 5 lette pendanter.

Ad 2. Lad 5-punktet x have et 2-punkt u som nabo. Antag sa at
x ogsa har en nabo v som er let og er en pendant til x. De resterende
punkter er navngivet som i figur 2.18. Antag uden tab af generalitet
at L(u) = {1,...,5} oglad C veere en acyklisk L-farvning af H — u.
Hvis C(x) # C(uq), farves u blot med en farve fra L(u)~C({x, u1}).
Ellers, antag atC(x) = C(v1) = C(uy) = 1samtatC(v) =2,C(x1) =
3, C(x2) = 4 og C(x3) = 5; farverne ses igen i parentes i figuren.
Bemeerk at C(vy) ¢ {1,2}.

Hvis der er mindst én farve i L(x)~\L(u) omfarves x med en sa-
dan, og vi er tilbage i det foregaende tilfeelde. Omvendt, hvis L(x) =
L(u),setC(x) :=2,C(u) :=30gC(v) € L(v)~C(N(v)) og opnd en
acyklisk farvning af H.

Ad 3. Lad x veere et 5-punkt hvor alle 5 naboer vy, ..., v5 er lette
pendanter til x; punkterne er navngivet som i figur 2.19. Lad C veere
en acyklisk L-farvning af H — {x,v1,...,v5}. Fordi |L(x)| = 5 er der
mindst én farve i L(x), som er brugt pé at farve hgjst 2 af punkter-
ne ui,...,us, u’l, cee, ug. Lad ¢ veere en sadan farve, og antag det er
blandt 1y, 1}, us, u}, at ¢ hejst forekommer 2 gange.
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Figur 2.20: (Lemma 22, pkt. 1.) 6-punktet x og dens naboer: fem 2-
punkter samt naboen vg.

Seet s& C(x) := c og farv pé gyldig vis vy, ..., vs. Saet desuden
C(v1) € L(v1)NC(N(v1) U{vy}), sdledes at v1xv; ikke bliver en del
af en 2-kromatisk kreds. Derved opnas en farvning af hele H. O

Lemma 22
Huis x er et 6-punkt, si gaelder, at

1. x er nabo til hojst fire 2-punkter, og

2. hvis x har fire naboer, som er 2-punkter, sd er x ikke nabo til noget
3-punkt.

Bevis. Ad 1. Lad vy, ..., vs veere 2-punkter og naboer til x. Navn-
givningen af de resterende punkter ses pa figur 2.20. Grafen H —
{x,v1,...,vs5} har en acyklisk L-farvning, C. Der ma findes en farve
¢ € L(x)~{C(vg)}, som hojst optreeder én gang blandt farvene brugt
til at farve uy, ..., us. Antag uden tab af generalitet, at C(u7) = c.
Farv nu x med ¢ og farv v; med en farve blandt L(v1)\C({x, vs}).
De resterende punkter kan farves ved for hverti = 2,...,5 at farve
v; med en farve fra L(v;)\C({x, u;}).

Ad 2. Kald som fer de fire naboer til x, der er 2-punkter, for
v1,...,04 0g lad vs veere et 3-punkt, som er nabo til x. Se figur 2.21
for navngivning af de resterende punkter. Igenhar H — {x, v, ..., 04}
en acyklisk L-farvning, C. Antag at C(vs) # C(vs). Der eksisterer
en farve ¢ € L(x)\C({vs, v6}), som hejst optreeder én gang blandt
farverne brugt til uq,...,us. Det kan antages, at C(u;) = c. Seet
C(x) :=cogvelg C(v1) € L(v1)~C({x,v5,v6}). Fori = 2,3,4 veel-
ges en farve til v; forskellig fra farverne brugt til x og u;.

Hvis derimod C(vs) = C(vg), kan vi ikke benytte forrige metode,
da vejen w1v5xv4 (eller wovsxv6) muligvis vil veere farvet med kun
to forskellige farver. Hvis C(w;) # C(w;) kan vi omfarve vs med
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Figur 2.21: (Lemma 22, pkt. 2.) 6-punktet x og dens naboer: fire 2-
punkter, et 3-punkt v5 samt den resterende nabo vg.

en farve blandt L(vs)\C({wy, wy, v6}), 0g ga tilbage til situationen,
hvor C(vs) # C(ve).

Er vi i situationen, hvor C(w;) = C(w), er vi sikrede, at der
findes en farve ¢ € L(x)\C({w1,vs}), som hejst optreeder én gang
blandt farverne valgt til uy, ..., u4. Antag at C(u;) = c. Veelg der-
neest C(x) := c og farv v; med en farve fra L(v1)~\C({x,v5}). For
i = 2,3,4 kan uv; farves med en farve fra L(v;)\C({x, u;}). O

Lemma 23
Et 7-punkt er ikke nabo til mere end fem 2-punkter.

Bevis. Beviset er analogt til beviset for lemma 22, pkt. 1. O

Lemma 24
Der findes ingen kreds af leengde 3 med punkter x,y,z, hvor d(x) <
d(y) < d(z), siledes at et af folgende tre udsagn er sande:

d(x) =2 2.2)
dix)=dly)=3 A d(z)<5 (2.3)
dx)=3 A dy) =d(z)=4. (2.4)

Bevis. Antag modseetningsvist at H er en planar graf med en 3-kreds
med punkter x, y og z, som opfylder ét af ovenstaende udsagn.

Ad (2.2). Antag at H — x har en acyklisk L-farvning. Eftersom y
og z er de eneste naboer til x, og disse er farvet forskelligt, kan vi
veelge C(x) € L(x)~C(N(v)).

Ad (2.3). Lad punkterne x,y,z danne en kreds af leengde 3 og
lad x1, 1 0g z1,...,2¢, 1 < k < 4 veere de naboer til hhv. x, y og z,
som ikke ligger pé& kredsen. Se figur 2.22. Grafen H — {x,y} har en
acyklisk L-farvning, C.

Hvis C(x1) # C(z) # C(y1) (evt. C(x1) = C(y1)), veelg da en
farve til x blandt L(x)~C({x1,z}) og en farve til y blandt L(y)\
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Figur 2.22: (Lemma 24, (2.3)) Kredsen xyz, hvor d(x) = d(y) = 3 og

d(z) <5.
X1 /yl
o2

y

Z1 22

Figur 2.23: (Lemma 24, (2.4)) Kredsen xyz, hvor d(x) = 3 og d(y) =
d(z) = 4.

C({x,y1,2,x1}). Hvis derimod C(x1) = C(z) og C(y1) # C(z), veelg
da farven til x blandt L(x)~\C({x1,z1, ...,z }) og en farve til y blandt
L(x)~C({x,y1,2}). Tilfeeldet, hvor C(y1) = C(z) og C(x1) # C(z),
er symmetrisk med det foregdende.

Der resterer tilfeeldet C(x1) = C(y1) = C(z). Hvis z4, ...,z har
parvist forskellige farver, kan z omfarves med en farve forskellig
fra farverne brugt til z,zy, ..., zx og vi er tilbage i det forrige tilfeel-
de. Har zy, ...,z derimod ikke parvist forskellige farver, antag at
C(z1) = C(zp), kan farven til x veelges blandt L(x)~\C({z, z2, . .., zx})
og farven til y kan veelges blandt L(y)\C({x,z,22,...,2¢})-

Ad (2.4). Lad igen x,y, z veere punkterne i en kreds af leengde 3.
Lad x; veere den resterende nabo til x og lad y1, Y2 0g z1, z» veere de
naboer til y hhv. z, som ikke er i kredsen. Se figur 2.23. Der findes
en acyklisk L-farvning C af grafen H — x. Udvid denne listefarvning
ved at farve x med en farve fra L(x)~C({y,z,x1}), hvis y, z og x;
har parvist forskellige farver. Hvis dette ikke er tilfeeldet, er enten
C(x1) = C(y) eller C(x1) = C(z) og ibegge tilfeelde er C(y) # C(z).
De to tilfeelde er symmetriske; antag derfor at C(x;) = C(y). Punktet
x kan farves med en farve fra L(x)\C({y,z,y1,¥2}). O
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Figur 2.24: (Lemma 25.) Kredsen x1 ... x5, hvor d(x;) = 2,d(xp) =5
ogd(x3) = 3.

Lemma 25
Der findes ingen kreds af leengde 5 med punkter x1, . . ., x5 siledes at

d(x1)=2 A d(xx)=5 A d(xz)=3. (2.5)

Bevis. Lad x1,...,x5 veere en kreds, hvor d(x1) = 2, d(x;) = 5
og d(x3) = 3. De resterende punkter navngives som pa figur 2.24.
Grafen H — x; har en acyklisk L-farvning C. Hvis x; og x5 er farvet
forskelligt, skal farven til x1 blot veelges blandt L(x1)~\C({x2, x5}).

Er derimod C(x;) = C(x5), kan vi uden tab af generalitet antage,
atL(x1) = {1,...,5}, samt at punkterne har folgende farver (farver-
ne er angivet i parentes pa figur 2.24):

C({x2,x5,2}) = {1}, C(x3) =2, C(x4) ¢ {1,2},
Cy1) =3, C(y2) =4, C(y3) =5

Hvis L(x1) = L(x2) kan vi omfarve x; med 2 og omfarve x3 med
en farve fra L(x3)\C({x2, x4,z}). Herefter er vi tilbage i det fore-
gdende tilfeelde. Hvis der derimod er en farve i L(xz)~\L(x7), kan
x omfarves med denne farve og vi er igen tilbage i det foregaende
tilfeelde. O

Definition 26

For en graf med en region f defineres d(f) til at veere antallet af
punkter (regnet med multiplicitet) pa randen af f; dvs. d(f) := [b(f)].
Lemma 27

Lad H = (V, E) vaere en planar graf med n punkter, m kanter og v regioner.
Lad desuden F(H) vaere meengden af regioner i H. Da geelder folgende:

Y. (2d(v)—6)+ Y (d(f)—6)=-12, (2.6)

veV feF(H)
Y (d(v)—4)+ ) (d(f)—4)=-8. (2.7)
veV feF(H)
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Bevis. Fra Eulers formel haves n — m +r = 2. Ud fra denne fas
(4m —6n) + (2m —6r) = =12 og (2m —4n)+ (2m —4r) = —8.

Eftersom Y ,cy d(0) = Lsepm)d(f) = 2m, kan vi indseette dette i
ovenstdende parenteser og fa de enskede ligheder. O

Folgende definition, som er en udvidelse af definition 10 pa si-
de 5, benyttes i beviset for seetning 14 og 15.
Definition 28
For v € V defineres n;(v) som antallet af nabo-i-punkter til v og
m3(v) defineres som antallet af 3-regioner, som v ligger pa randen af
(regnet med multiplicitet). For f € F(G), hvor F(G) er mangden af
regioner i G, defineres 1;( f) som antallet af i-punkter pa randen af f
og m3(f) antallet af 3-regioner, som har en kant feelles med f (bade
n;(f) og ms(f) telles med multiplicitet).

Bevis for saetning 14. Lad H = (V, E) veere et minimalt modeksem-
pel. Vi vil vha. afladning sege at n& en modstrid. Igen er F := F(H)
meengden af regioner i H. Resultaterne fra lemma 17-25 geelder for
H.

Vi indferer en veegtfunktion w defineret ved

(x) = 2d(x)—6, xe€V
o= d(x)—6, x€F.

Ved brug af lighed (2.6) ses det, at ey w(v) + Lrerw(f) = —12.
Ved at aflade veaegtene vha. nedenstdende afladsregler — kald den
nye vegtfunktion w* — sikrer vi os, at den samlede sum af veegtene
stadig forbliver —12.

R1 Hvert punkt v med d(v) > 4 giver fra sin veegt

e 1 til hver 3-region, som v ligger pd randen af,
e 1 til hvert nabo-2-punkt, og
o 1 til hver let pendant til v.

R2 Hvert 3-punkt v giver fra sin vaegt
e 1 til hver 3-region, som v ligger pd randen af.

Eftersom

Y wix)= ) w(x)=-12,

xeVUF xeVUF

kan der opnds en modstrid, hvis vi kan vise, at w*(x) > 0 for alle
x € VUF. Lad p(v) betegne antallet af lette pendanter til v.
Betragt forstv € V.
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Bemeerkning B1. Da H ikke har kredse af leengde 4, geelder der, at en

kantvw € E ikke kan vaere kant i to 3-kredse. Ergo er ms(v) < L@J
forallev € V.

I det folgende inddeles punkterne efter deres valens, og i alle
tilfeelde vises, at w*(v) > 0. Pr. lemma 17 ved vi, at d(v) > 2.

d(v) = 2: Vihar w(v) = —2. Da begge naboer til v har valens storre
end 4 pr. lemma 18, giver begge naboer 1 til veegten af v (R1).
Dermed er w*(v) = —2+4+2-1=0.

d(v) = 3: Punktet v ligger hejst pa randen af én 3-region jf. B1.
Antag forst at m3(v) = 0.Sd er w(v) = w*(v) = 0.

For m3(v) = 1 (kald regionen f,) giver v 1 til veegten af f,
(R2). Lad u vere den nabo til v, som ikke ligger pa randen
af f,. Punktet v er derfor en let pendant til u. Pr. lemma 18
og 19, pkt. 2 er d(u) > 4 og u giver 1 til v (R1). I alt haves
w*(v) =w(v)—1+1=0.

For et punkt v, med d(v) > 4, er w(v) > 0. Et sadant punkt kun kan
mindske sin veegt — ingen vaegt kan tilferes punktet — s vi indferer
funktionen S(v) := m3(v) + na(v) + p(v), som giver den samlede
sum, der fjernes fra w(v). Da vi skal vise, at

w*(v) = w(v) =m3(v) = n2(v) = p(v) = w(v) = S(v) 20,
vil det i det folgende veere tilstreekkeligt at vise, at S(v) < w(v).

d(v) = 4: Der geelder, at w(v) = 2 og vha. Bl fas, at m3(v) < 2.
Lemma 18 giver, at ny(v) = 0. Er m3(v) = 2, har v ingen lette
pendanter og dermed er S(v) = m3(v) + na(v) + p(v) = 2+
0+0=w(v).

Hvis derimod m3(v) < 1, har vi fra lemma 20, at p(v) < 1, og
derforer S(v) <1+0+1 = w(v).

d(v) > 5: Her er w(v) > 4. Naboerne til v, som sammen med v lig-
ger pd randen af samme 3-region, er pr. lemma 24, 2.6 og pr. de-
finition hverken 2-punkter eller lette pendanter til . Desuden
er en nabo til v ikke bade et 2-punkt og en let pendant til v pr.
defintion. Der geelder derfor, at n;(v) + p(v) + 2m3(v) < d(v).
I tilfeelde, hvor d(v) > 6, geelder der, at S(v) < ny(v) + p(v) +
2mz(v) < d(v) < 2d(v) — 6 = w(v). Antag derfor at d(v) = 5.

Der geelder, at m3(v) < 2 jf. bemeerkning Bl. Lemma 21, pkt. 1
giver, at np(v) < 1.

Hvis ny(v) = 1, har v ingen lette pendanter pr. lemma 21, pkt.
2. Dette giver,at S(v) <2+1+4+0 < w(v).
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Lad nu n,(v) = 0. Hvis m3(v) = 2 har v hejst én let pendant,
nemlig punktet u, fordi uv € E er den eneste kant incident
med v, som ikke ligger pa randen af en 3-region. Igen er S(v) <
2+0+1 < w(v). Hvis m3(v) = 1, ligger netop tre af kanterne
incident med v ikke pa randen af en 3-region. Derfor geelder,
at p(v) < 3, og dermed at S(v) < 1+0+3 = w(v). Som en
sidste mulighed haves m3(v) = 0. Lemma 21, pkt. 3 giver os,
at p(v) < 4, hvilket betyder, at S(v) <0+4+0 = w(v).

Saledes er w*(v) > 0 forallev € V.
Betragt f € F. Pr. antagelse findes ingen region f med d(f) €
{4,5}. Vi betragter de resterende tilfeelde.

|b(f)| = 3: Der geelder, at w(f) = —3. Pr. lemma 24 pkt. 1 ved vi, at
alle punkter pa randen har valens storre end 2. Ergo giver alle
naboer 1 til 3-regionen, og w*(f) = -3+3-1=0.

|b(f)| > 6: Det er klart, at w*(f) = w(f) > 0. O

Séledes videre til beviset for seetning 15, hvor kredse af leengde 4
og 6 ikke indgér i graferne.

Bevis for seetning 15. Lad H = (V, E) veere et minimalt modeksem-
pel. Bemeerk at H saledes opfylder lemma 17-25. Bevisstrategien
er tilsvarende ovenstdende bevis; her benyttes formel (2.7) pa si-
de 28. En veegtfunktion w defineres ved w(x) := d(x) — 4 for alle
x € VUF, hvor F er meengden af regioner i H. Folgende afladsreg-
ler giver anledning til en ny veegtfunktion w*:

R1 Hvert punkt v med d(v) > 5 giver fra sin veegt

. % til hvert nabo-2-punkt, og

w(©)=3m(v) til hvert nabo-3-punkt.
n3(v)

Seneres ses det (i beviset for B2), at broken i andet punkt ikke er
negativ. Lad B(u) veere vaegten, som et 3-punkt u har faet fra naboer
med valens mindst 5 jf. ovenstdende afladsregel. Med andre ord er
B(u) givet ved

_ w(v) — 3m(v)
‘B(u) - ve%(u) n3(v) ' (28)
d(v)>5

R2 Hver region f med |b(f)| > 5 giver fra sin vaegt

° % til hver 3-region pr. feelles kant,

. % til hvert 2-punkt pa randen (med multiplicitet), og
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31:15 3(&3) til hvert 3-punkt # pa randen (med multiplicitet),

nar B(u) < 1.

Bemzrkning B1. Alle punkterv medd(v) > 8 giver mindst 1 til hvert
nabo-3-punkt.

Bevis. Antag at d(v) > 8 for et punkt v. Ved udregning fas:

w(0) — 3112(0) — 3113(0) = w(v) — §(12(0) + n3(0))
> (d(v) —4) — 3d(v) >0,
(U)n;g)lz(?’) >

hvilket omskrevet giver, at = O

1
5.
Bemeaerkning B2. For alle 3-punkter u er p(u) > 0.

Bevis. Resultatet folger ved at se pa hvert led i formel (2.8) pa for-
rige side. Lad v veere et punkt som i R1 med d(v) > 5. Vi ser pd
tilfeeldene.

d(v) =5: Vi har, at w(v) — inp(v) = 1 — Iny(v), og jf. lemma 21,
pkt. lerny(v) < 1.

d(v) = 6: Vi har, at w(v) — inp(v) = 2 — Iny(v), og jf. lemma 22,
pkt. Ler ny(v) < 4.

d(v) = 7: Vihar, at w(v) — 3n2(v) = 3 — 312(v), og jf. lemma 23 er
ny(v) < 5.

Ford(v) > 8 felger resultatet af pastand B1. Ergo er w(v) — $712(0)
0 for alle v, hvor d(v) > 5, s& p(u) > 0.

O

Bemeerkning B3. Enhver region f med |b(f)| > 5 giver til hvert 3-
punkt v € b(f) hejst 3, hvis m3(v) = 1, og hejst 1 hvis m3(v) = 0.

Bevis. Lad f veere en region med |b(f)| > 5oglad v € b(f) veere et

3-punkt.
Resultatet folger nu umiddelbart af B2, fordi
Lp) 1 1B 1
2 2 3 3

O

Kan vi vise, at },cy w*(v) + Lrep w*(f) > 0, folger modstriden

af lighed (2.7) fordi }_,cyur w(x) = Yyevurw™ (x).

Betragt derfor forst et vilkérligt v € V. Jf. lemma 17 er d(v) > 2.
For tilfeeldene, hvor 2 < d(v) < 4, argumenteres som folger for, at
w*(v) > 0:
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d(v) = 2: Vihar, at w(v) = —2, samt (jf. lemma 24, pkt. 1, og an-
tagelsen om at grafen ikke indeholder 4-kredse) at for enhver
region f, hvor v € b(f), er |b(f)| > 5. Folgeligt bidrager R2
med 2 - § til w*(v).

Envidere geelder jf. lemma 18, at nabopunkterne til v har va-
lens mindst 5; dvs. R1 bidrager ogsd med 2 - % til w*(v). Folge-
ligter w*(v) = —2+4-3 =0.

d(v) = 3: AfB1 péside 30 folger det, at m3(v) < 1. Fordi grafen ikke
indeholder 4-kredse, er antallet af naboregioner til et punkt v
med valens mindst 5 lig 3 — m3(v). Vi har derfor, at

1-B(v)
m@ —m3(v)) + B(v).

w*(v) = w(v) +
Da w(v) = —1, er w*(v) = 0 hvis B(v) < 1 og w*(v) > 0 hvis
B(v) > 1.
d(v) = 4: Det folger umiddelbart, at w*(v) = w(v) = 0.

Antag séledes at d(v) > 5. Betragt R1. I tilfeeldet hvor n3(v) # 0, har
vi, at

w(v) — 3m2(v)

2(0) n3(v) = 0.

w*(v) = w(v) = 312(v) —

Hvis derimod n3(v) = 0, felger det pd samme méde som beviset for
B2, at w*(v) > 0. Séledes er det vist, at ),y w*(v) > 0; tilbage er at
vise, at ogsd Yrer w*(f) = 0.

Betragt nu et vilkdrligt f € F. Lad b(f) = x1 - - - x4. Fordi grafen
H ikke indeholder 4-kredse, har H klart ingen 4-region og ej heller 3-
regioner med en felles kant. Fordi H ikke indeholder 6-kredse, har
H ingen simpel 6-region og ej heller en 3- og en 5-region med en
feelles kant. Fordi k # 4 betragter vi forst tilfeeldet, hvor k = 3 og
siden tilfaeldene, hvor k > 5.

k = 3: I dette tilfeelde er w(f) = —1. Hver kant i 3-regionen mader
en anden region ¢ med |b(g)| > 6; sa for hver kant far f netop
1. Sammenlagt er w*(f) = —1+3-1 =0.

For k > 5, lad S(f) veere vaegten, som er overfort fra f til nabo-
3-regionerne og nabo-2- og nabo-3-punkterne pa randen af f jf. R2;
dvs.

1 1 1—B(v)
S(f) = = ,

d(v)=3,(v)<1
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Nu er w*(f) = w(f) — S(f), fordi der ikke aflades veegt til f. For at
konkludere, at 0gsa Y w*(f) > 0, viser vi, at S(f) < w(f). Forst
folger en reekke bemeerkninger.

Bemarkning B4. np(f) < L%J

Bevis. Folger af lemma 18. O
Bemarkning B5. nz(f) < L%kj

Bevis. Folger af lemma 19, pkt 1. O
Bemaerkning B6. Hvis ny(f) < %, sdernz(f) +2ny(f) +1 <k

Bevis. Teelles antallet af 2- og 3-punkter pa randen af f ses, at hvert
2-punkt giver anledning til mindst ét punkt med valens mindst 5.
Derfor er n3(f) +2ny(f) < k. Som folge af lemma 18, lemma 19, pkt.
1ogatny(f) < &, er der mindst ét punkt v, som ikke er iregnet. [J

Bemarkning B7. m3(f) <k —2ny(f) — [3n3(f)]

Bevis. Antallet af nabo-3-kredse er selvsagt hejst k. Desuden giver
hvert 2-punkt pd randen anledning til netop 2 kanter pa randen, der
ikke benyttes til en nabo-3-kreds (lemma 24, (2.2)). Disse kanter, som
ikke er kanter i en 3-kreds, kan ikke have 2-punkter som begge en-
depunkter pr. lemma 18. For et 3-punkts vedkommende er enten to
eller tre af dets kanter indeholdt i b(f). Hvis det netop er to, giver
et 3-punkt anledning til en nabo-3-kreds pa hgjst én af de to nabo-
kanter (da H ikke indeholder 4-kredse), som ligger pa randen af f.
Hvis et 3-punkt pd b(f) derimod har alle tre nabokanter indeholdt i
b(f) kan to af disse veere pd randen af samme 3-kreds. I dette tilfeel-
de bidrager punktet dog med 2 til n3(f). Dog kan to 3-punkter vee-
re naboer, og kanterne teelles derved med to gange. I alt er mindst
[in3(f)] af kanterne pa randen ikke en del af en nabo-3-kreds til

O

Videre til at vise, at S(f) < w(f),dvs. w*(f) > 0, for >5-regioner.

k=>5: Hererw(f) = 1.Pr. Bderny(f) < 2, og da H ikke indeholder
6-kredse, er m3(f) = 0.

Hvis np(f) = 2, er n3(f) = 0 pr. B6. Dermed er S(f) =0+ 1 -
240 =w(f).

Hvis np(f) = 1, er n3(f) < 2 pr. B6. Hvis n3(f) < 1, haves
S(f) <0+4-1+ % -1 < w(f) pr. B3, eftersom m3(f) = 0
medferer, at m3(v) = 0 for et 3-punkt v € b(f). Vi antager
derfor, at n3(f) = 2. Vi kan uden tab af generalitet antage, at
5-kredsen bestar af punkterne xi,...,xs, hvor d(x;) = 2 og
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Y4 Y3

Figur 2.25: En 5-region med d(x1) = 2 og d(x3) = d(x4) = 3.

d(x3) = d(x4) = 3 ihenhold til lemma 18; se ogsa figur 2.25.
Valensen af x; og x5 er mindst 6 pr. lemma 18 og 25. Lad y3
veere den resterende nabo til x3 og lad y4 veere den resterende
nabo til x4. For at vurdere, hvor stor ladning f maksimalt afgi-
ver til x3 (og x4), vurderes B(x3) (og B(x4)) mindst mulig, fordi
regionen derfor afgiver mest muligt (jf. R2, pkt. 3). Summen af
afladningen fra x, og y3 til x3 bestemmer B(x3):

w(x) — 3ma(x2)  w(ys) — %nz(ya)'

n3(x2) n3(y3) 29)

B(x3) =

For at minimere B(x3), maksimeres n,(v) (og ikke n3(v)) over

d(v), fordi % er aftagende som funktion af 1, (v).

Forst ser vi pa, hvor meget x; giver til x3. Hvis d(x;) > 8
kan B1 bruges, og x; giver dermed mindst % til x3. Er derimod
d(xy) = 7 vides fra lemma 23, at x, hejst har 5 nabo-2-punkter.
I dette tilfeelde giver xp mindst 3_75/2 = 1 til x3. Antag derfor
atd(xy) = 6. Lemma 22 giver, at n5(xp) < 3 eftersom vi ved, at
X2 har mindst et nabo-3-punkt, nemlig x3. Punktet x; afgiver

mindst 2_33 2 — % til x3. Dvs. i alt afgiver x, mindst % til x3.

Vi ser nu pa hvor meget y3 giver til x3. Der geelder, jf. lemma
19, pkt. 1, at d(y3) > 5. Hvis d(y3) > 6 afgiver y3 mindst §
til x3 ligesom xp. Hvis derimod d(y3) = 5, ved vi fra lemma
21, pkt. 1, at n(y3) < 1 og dermed afgiver ys i dette tilfeelde
mindst 1522 = }. Dermed er B(x3) > & + & = Z (jf. lighed

(2.9)).

Samme argumentation fungerer for x4. I alt er

1 1—7/24

S(f) <0451+ ——5 -2 < w(f).

Hvis ny(f) = 0, giver B5 og B3 at S(f) = 0+ 0+ in3(f) <
315 = w(f).
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X3 = X¢

X2 X1

X5 X4

Figur 2.26: En ikke-simpel 6-region.

k = 6: Vihar, at w(f) = 2. Da H ikke indeholder kredse af leengde
6, er sidanne regioner ej simple. Vi kan uden tab af generalitet
antage, at punktet x3 = x¢ er det punkt, som optreeder mere
end én gang langs randen. S& vil de resterende punkter danne
to trekanter, x3x1x2X3 0g X6X4X5X6. En sddan region ses pa figur
2.26.Vived, at d(x3) > 4, og lemma 24, pkt. 1 giver, at d(x;) >
3fori=1,2,4,5.Ergoerny(f) =0o0gn3(f) <4
Vi vil vise, at m3(f) = 0. Antag modsaetningsvist at f har en
3-region som nabo. Uden tab af generalitet kan den antages, at
denne region er givet ved x1x2y. Dabdde d(x1) > 3 0gd(x) >
3, er y # x3. Sa danner xjyxpx3x; en 4-kreds — en modstrid.
Folgeligt har f ingen nabo-3-regioner. Dette giver os, at S(f) <
0+0+ 14 < w(f)ijf. B3.

k = 7: Vi har pr. definition, at w(f) = 3, og jf. B4 at np(f) < 3. Vi
inddeler i tilfeelde efter storrelsen af ny(f).
Hvis ny(f) = 3:Saerns(f) = 0ogmz(f) < 1jf. hhv. B6 og B7.
Derforer S(f) < 1-1+1-3+0<w(f).
Hvis ny(f) = 2:Saerns(f) < 2ogmz(f) < 3jf. hhv. B6 og B7.
Dvs.S(f) < 1-34+31-2+1-2=w(f)ijf B3.
Hvis ny(f) = 1: Jf. lemma 19, pkt. 1 er n3(f) < 3, og jf. B7 er
m;;(f) <5.
Hvis n3(f) = 3, sa er m3(f) < 3 jf. B7. Saledes er S(f) < 1-
3+ %-1+1-3=w(f)jf. B3. Hvis n3(f) = 2, sa er m3(f)
jt. B7.Dvs.S(f) < -4+ 1.1+ 1.2 <w(f). Hvisns(f) <1,
har vi, at ms(f) < 5jf.B7,58S(f) < 1-5+3-1+1-1 < w(f).

Hvis np(f) = 0: Ifelge B5 er n3(f) < | 4] = 4.
Hvis n3(f) < 1,sderS(f) < 3 740+ 31 1< w(f).

Hvis n3(f) = 2,sd er ma(f) < 6jf. B7. Altsaer S(f) < -6+
0+ 1-2=w(f).

<
<
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fv’v

fyz fxy

Figur 2.27: Tilfeeldet hvor k = 7 og n3(f) = 4.

Hvis n3(f) = 3, sé er mz(f) < 4 fordi: Antag at m3(f) > 5.
Der findes s& to nabopunkter x og y pa b(f), som begge er 3-
punkter og som er en del af to forskellige nabo-3-kredste til f.
Dette er i modstrid med 19, pkt. 2. Ergoer S(f) < £-4+0+
I3 <w(f).

Hvis n3(f) = 4, sd er der to nabopunkter v og w pd randen
af f som begge er 3-punkter. Lad v’ og w’ veere de resteren-
de nabopunkter til hhv. v og w pa b(f) og lad f. veere re-
gionen, som f har kanten e felles med; se figur 2.27. Ifelge
lemma 19, pkt. 2 er hverken f,, eller f,,, 3-regioner. Yder-
mere er d(v'),d(w’) > 5 jf. lemma 19, pkt. 1, hvilket giver os,
at to af de resterende punkter pd kredsen har valens 3. An-
tag forst at d(x) = d(y) = 3. Séa er d(fyy),d(fyz) > 5. Hvis
derimod d(y) = d(z) = 3, sa er d(fxy),d(fzy) > 5. Hvis
d(x) = d(z) = 3, sa er hejst én af f,, og fr, af grad 3, fordi
der ellers ville veere en 4-kreds. Tilsvarende er hejst én af f,,
og f, af grad 3. Dvs. mindst to af regionerne f,», fxy, fyz) fzr
er af grad mindst 5.

I alt er mindst 4 af naboregionerne til f af grad mindst 5, s&
m3(f) <3.Dvs. S(f) < %-3+0+%-4=w(f).

k = 8: I dette tilfeelde er w(f) = 4 og na(f) < 4 jf. B4. Vi kigger
neermere pa de forskellige veerdier af ny(f).

Hvis n,(f) = 4, er preecis hvert andet punkt et 2-punkt, og vi
har derfor ingen 3-punkter pa randen — dette er en situation,
hvor B6 ikke kan bruges. Jf. B7 er m3(f) = 0 og dermed S(f) =

0+3-4+0<w(f)
Hvis ny(f) = 3, ved vifraB6 og B7, atnz(f) < 1ogms(f) < 2.
Dvs.S(f) <324 33+ 1 1< w(f)ijf B3.

Hvis ny(f) = 2, er n3(f) < 3 og ms(f) < 4jf. B6 og B7 og
dermeder S(f) < 1-4+1-2+1.3 <w(f), som felge af B3.
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Hvis ny(f) = 1, er n3(f) < 4 ifelge lemma 19, pkt. 1. Desuden
har vi, at m3(f) < 6if. B7. Nar n3(f) < 3erS(f) < 3.6+
T-1+1.3 = w(f). Nar n3(f) = 4, er my(f) < 4if. B7 og
S(f)<5-a+y 1+g-4<w(f)

Hvis ny(f) =0, er n3(f) < 5o0g m3(f) < 8jf. B5 og B7.

Hvis n3(f) <2,erS(f) < $-8+0+ % -2 < w(f).

Hvis derimod n3(f) € {3,4}, er m3(f) < 6jf. B7 og S(f) <
164041 4=w(f).

Er n3(f) = 5, kan vi vha. et argument lignende det brugt i
tilfeeldet k = 7, vise, at m3(f) < 4 og dermed fa, at S(f) <
3-4+0+ 35 <w(f).

k > 9: Folgende beregning beviser seetningen i dette specialtilfelde:

S(f) < 3m(f) + gralf) + y13(f) (B3)
< 3 (k= 2ma(f) ~ [3ms(A)]) + dmalf) + 3ms(F)  (B7)
< 3k = gm(f) + 3m(f)
< 3k—gmalf) + 312 (85)
< ok Zma(f)
<k-4=w()

O

Der foreligger i dag ogsa resultater omhandlende acyklisk 4-lis-
tefarvbarhed af planare grafer. Da det ikke er muligt at vise dette for
enhver planar graf, leegger sddanne resultater dog altid restriktioner
pa grafen.

2.3 Acyklisk defekt listefarvning

Resultaterne fra det tidligere afsnit antyder, at resultatet om acyklisk
5-listefarvbarhed af planare grafer ikke ligger umiddelbart for. Det
kan derfor vere interessant at betragte problemet fra en ny vinkel. Vi
har indtil nu kun arbejdet med gyldige farvninger; altsa, farvningen
C opfylder, at C(x) # C(y) for ethvert par af naboer x og y i grafen.
En sakaldt defekt farvning, er en farvning, hvor der er sleekket pa
dette krav. Det er saledes “tilladt”, at en defekt farvning opfylder, at
C(x) = C(y) for naboer x og y. Hvis alle naboer kan have samme
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O X141
v

Figur 2.28: Veje af leengde 2 tilfejes for hver kant.

farve, s& kan alle grafer defekt (liste)farves med bare én farve. Der-
for er det interessant, at der trods alt er en begraensning pa “hvor
defekt” farvningen er; lad os definere begrebet stringet.

Definition 29
hvis der findes en (ugyldlg) farvmngCaf G, saledes at et vilkarligt
punkt v hejst har ¢ naboer med samme farve som v. Grafen G siges

defekt L-farvbar for alle I-listetildelinger L.
Definition 30

defekt L-farvbar for alle I-listetildelinger L.

Med disse definitioner kunne det veaere interessant, om det kunne
vises, at enhver planar graf er acyklisk (5, ) *-listefarvbar for et eller
andet t. Derefter kunne det veere interessant om — og hvordan evt.
— t kunne mindskes. Vi vil nu sla skar i forhdbningen om séledes at
kunne neerme sig resultatet om “ren” acylisk 5-listefarvbarhed.

Satning 31

Lad I € N. Huis der findes et t € N, siledes at enhver planar graf er

acyklisk (1,t)*-listefarvbar, sd er enhver planar graf acyklisk I-listefarvbar.
(Esperet og Pinlou, 2006)
(Esperet og Pinlou, 2007)

I (Esperet og Pinlou, 2007) findes satningen publiceret. I den-
ne kilde er beviset dog udeladt. Beviset findes i (Esperet og Pinlou,
2006).

Bevis. Antag at t er valgt, sa enhver planar graf er acyklisk (I, f)*-
listefarvbar. Lad G veere en planar graf med en [-listetildeling L og
antag gerne at L(V(G)) = {1,...,M}. Lad s& G’ veere grafen G,
hvor der for hver kant tilfajes | + 1 veje af leengde 2 mellem kantens
endepunkter; se figur 2.28. Lad ydermere L’ veere en listetildeling til
G’ defineret saledes:
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Loy {10 v e V(G),
' {M+1,...,M+1}, ellers.

Fordi G’ er planar, antages C’ at veere en acyklisk t-defekt L'-farvning
af G'. Lad desuden u og v veere to vilkarlige nabopunkter og lad
x1,...,X;41 veere de punkter, som tilfejes med 2-vejene mellem u og
v.

Det er klart, at C'(x;) = C'(xj) for mindst ét par (i, f). Felgeligt
er C'(u) # C'(v), fordi G’ ellers har en gyldigt farvet 2-kromatisk
4-kreds. Ergo: C'| er en acyklisk L-farvning af G. O
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I denne sidste halvdel af specialet undersoges yderligere egenskaber
vedrorende listefarvning af grafer uden sma kredse. Forst et kort
bevis for Grotzschs velkendte seetning (Grotzsch, 1959), som siger,
at enhver trekantfri planar graf er 3-farvbar. I sidste kapitel vurderes
antallet af forskellige listefarvninger, givet en 3-listetildeling af en
planar graf med girth mindst 5.

Bade seetning 32 og 35 omhandlende listefavninger er vist af Car-
sten Thomassen. Seetning 32 felger direkte som et korollar af seetning
35. Dog medtages et serskilt bevis for setning 32, eftersom beviset
for seetning 35 er relativt langt, og vi ensker at opna et relativt kort
bevis for Grétzschs saetning. Beviserne for disse to ret ens saetninger
folger omtrent samme strategi.

Grotzschs seetning kan vises ved brug af listefarvning. Vi viser
forst, at enhver planar graf med girth mindst fem kan 3-listefarves
og dernzest, at dette resultat medferer Grotzschs setning.

Seatning 32

Lad G = (V,E) veere en planar graf med ¢(G) > 5. Lad desuden P :=
v1--+vq, 1 < g < 6 veere en kreds eller en vej, siledes at alle punkter
pd P ligger pd randen af den ydre region, C. Lad L veere en listetildeling
til punkterne i V, siledes at L(v) bestdr af C(v) for v € P, hvor C er en
L-farvning af P. For punkter v € C — P, er |L(v)| € {2,3}, mens der for
de resterende punkter geelder, at |L(v)| = 3. Antag desuden at hvis u,v €
V opfylder, at |L(u)|,|L(v)| < 2, sd er uv ¢ E, medmindre uv € P.
Farvningen C kan udvides til en L-farvning af hele G. (Thomassen, 2003)
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Figur 3.1: De viste punkter i B — u er netop de punkter, som har en
liste bestdende af kun to punkter.

Bevis. Bevisstrategien er induktion over antallet af punkter i grafen.
Basisskridtet, hvor grafen har hgjst tre punkter, geelder trivielt. An-
tag derfor at grafen G er et punktminimalt modeksempel (og der-
med at seetningen geelder for alle mindre grafer). Vi skaber en mod-
strid, sa G ikke kan eksistere. Lad os dog ferst antage, at G er sam-
menheaengende; ellers udferes argumenterne og induktionen blot pa
hver sammenheengskomponent, hvor vi i komponenter, som ikke
indeholder P, farver et punkt med to farver i sin liste inden induk-
tionsantagelsen kan anvendes.

Forst folger otte pastande, som benyttes til at frembringe den en-
delige modstrid.

Pdstand 1. Vi kan antage, at G ikke har noget snitpunkt, dvs. at C er
en kreds.

Bevis. Bemeerk forst at hvis G har et snitpunkt u i P, sa kan induk-
tionen udferes pa hver af disse komponenter, fordi punkterne pa P
— og specielt u — allerede er farvet.

Antag modseetningsvist at u ¢ P er et snitpunkt i G, som sepa-
rerer en blok B 3 u fra G\B 2 P. Pr. induktionsantagelse geelder
pastanden for G\ (B — u). 1 B er u det eneste allerede farvede punkt.
Hvis der i B ikke er punkter v, hvor |L(v)| = 2, som er nabo til
snitpunktet u, sd er ogséd B farvbar pr. induktion. Omvendt, farv alle
nabopunkter v til 1, hvor |L(v)| = 2. Fordi kun punkter pa den ydre
rand af G (og dermed B) kan have to farver, sa inddeler de netop far-
vede punkter samt snitpunktet 1 (som ogsa er farvet ved anvendelse
af induktionen pa G~ (B — u)) blokken B i dele, der har hojst tre far-
vede punkter, som udger en vej. Se figur 3.1. Induktionsantagelsen
anvendes sdledes pa hver af disse dele, hvoraf resultatet folger. [

Pistand 2. Vi kan antage, at ingen kant i P er en korde til C.

Bevis. Hvis en kant i P er en korde til C, udferes induktionen pé de
dele, som korden (korderne) inddeler grafen i. O

Vejen eller kredsen P opfylder altsd, at P C C, sa vi skrive C :=
Ul ...vq...vkvl‘
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Figur 3.2: De to hvide punkter tilherer P/, mens punkter i G — C,
som er forbundet til P, er punkter med to farver i deres lister, som
har én nabo i P. Bemeerk at de stiplede kanter ej eksisterer i G'.

Pidstand 3. Vi kan antage, at P er en vej, og atk > q + 3.

Bevis. Hvis P er en kreds, viser pastand 2, at P = C. I dette tilfeelde
fjernes blot et punkt v € C fra G og C(v) fjernes fra listen til hver
nabo til v. Det er altid muligt at veelge v, sdledes at det ikke er nabo til
et punkti G — C, som ogsa er nabo til et andet punkt pa C, og derfor
kan induktionsantagelsen benyttes pa G — v. Fordi g(G) > 5 > 3,
er ufarvede punkter med kun to farver tilbage uathaengige. Nu kan
induktionsantagelsen anvendes. Dette vil muligvis ikke virke, hvis
P ikke er en kreds, da vi sa kan risikere, at to punkter med to eller
feerre farver i deres lister bliver naboer.

Antag derfor at C # P og modsetningsvist at k < g+ 2. Der er
altsa et enkelt eller to punkter i C — P =: P’. Farv og slet P’ og slet
den brugte farve for hvert punkt i P’ fra de endnu ufarvede nabo-
ers lister; kald den resulterende graf for G’. Vi skal nu sikre os, at
induktionsantagelsen kan anvendes.

Som fer er punkter med to farver i sin liste uatheengige i G/, efter-
som der ogsa geelder, at g(G') > 5 > 4. Tilsvarende er intet sddant
ufarvet punkt nabo til to punkter pa P — omend de godt kan vee-
re nabo til ét punkt pa P, og i sd tilfeelde farves punktet. Igen fordi
punkter med kun to farver ligger pa den ydre rand af G’, inddeler
de nu farvede punkter G’ i dele, som har hejst seks farvede punk-
ter, der udger en vej. Se figur 3.2. Pr. induktion geelder seetningen pa
hver af disse dele. (Hvis k > g + 3 kan vi risikere, at |Pu| = 7, hvis
f.eks. vyuvy erenveji G, og |L(u)| =2iG') O

Pdstand 4. Vi kan antage, at C ikke har en korde.

Bevis. Antag modseetningsvist at C har en korde xy. Korden indde-
ler G i to delgrafer, kald disse G; og G». Lad G, veere den delgraf,
som indeholder faerrest punkter fra P, og derudover den delgraf,
som minimerer |V|. Pr. induktionsantagelse er G; L-farvbar. Vi en-
sker ogsa at benytte induktionsantagelsen pad Gp, men undersoger
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Figur 3.3: De to muligheder, hvor vi muligvis ikke kan bruge induk-
tion pa Gy, da vi kan risikere, at to nabopunkter far samme farve.
Den stiplede kant repraesenterer en vej.

forst, om Gy opfylder betingelserne i seetningen. Punkterne x og y er
blevet farvet. Jf. pastand 3 kan hgjst et af punkterne tilhere P. Tilhe-
rer x eller y ej P, kan disse muligvis veere naboer til punkter pa C,
som har en liste bestdende af to farver. Da G, er minimal, har den
ydre kreds i G, ingen korde, og vi kan derfor hejst have én nabo til
hver af x og y, som har en liste med kun to farver. Disse punkter
farves, og induktionsantagelsen benytter pa G,. Hvis x eller y tilho-
rer P, kan der veere yderligere hejst to punkter i G,, som tilherer P.
Antallet af farvede punkter i G, er derfor hejst fem. O

Pdstand 5. Vi kan antage, at G ikke har en vej viUYj, hvoru ¢ C,
medmindre g = 6 og vejen er enten vsuvy eller vauvy. I disse to
tilfeelde vil u kun have to naboer pa C.

Bevis. Lad v;uv; veere en sddan vej. Se figur 3.3. Definér G; og G
som i beviset for pdstand 4. Igen er der for hhv. v; 0g v; hejst ét punkt
med en liste bestdende af to farver, som er nabo til hhv. v; og v; iGo.
Sadanne punkter farves. De farvede punkter i G, danner herefter
en vej med hejst seks punkter, som ligger pa den ydre kreds. Pr.
induktionsantagelse er Gy L-farvbar. Delgrafen G, kan ogsé L-farves
pr. induktion, medmindre q = 6 og vejen er enten v4uv; eller v3uvy.
I disse tilfeelde kan det ske, at farven valgt til v; (hhv. v;) (under L-
farvningen af Gp) er den samme, som den i forvejen tildelte farve
til vg (hhv. v1), hvilket hindrer en gyldig L-farvning af G,. I disse to
tilfeelde kan u ikke have andre naboer pa C, da en evt. nabo v serger
for, at Gy veelges som den del af G, der afgreenses af vyuv (hhv. viuv).

(]

Pistand 6. Vi kan antage, at G ikke har en vej v;uwv;, hvor u,w €

G — C og |L(v;)| = 2. Desuden har G ingen vej v;uwv;, hvor u,w €
G—C, |L(vi))| =3 0gj€{l,q}.
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Figur 3.4: Delgrafen G, har maksimalt seks farvede punkter, hvis
[L(vi)| = 2.

Bevis. Antag at G har en vej v;uwv;. Opdel som for i G og G,. Efter
farvningen af Gy er v;, u, w og v; farvet i G, og muligvis yderligere
punkter, som i forvejen var en del af P, dog hejst to. Se ogsa figur 3.4.
Dette giver i alt hojst seks farvede punkter pa den ydre kreds af Gy.
Er |L(v;)| = 2, har alle dens nabopunkter tre farver i sine lister, og vi
er derfor ikke nedsagede til at farve ekstra punkter. Derved kan der
bruges induktion pé G,.

I det andet tilfeelde har v;, u, w og v; igen alle en farve i Gp, men
eftersom |L(v;)| = 3, kan v; godt have en nabo i G, som har en liste
af leengde to, og et sadant punkt farves. Fordi j € {1, g}, er der ikke
flere punkter i Gy, der er farvet pa forhand. O

Pdstand 7. Hvis C' er en kreds i G med hojst seks punkter, og C' # C,
sd er det indre af C' tomt.

Bevis. Er det indre af C’ ¢j tomt, kan induktionsantagelsen benyttes
pa C’ og dens ydre og derneest péd C' og dens indre, som dermed
hejst har seks farvede punkter pa randen af den ydre region. O

Pdstand 8. Vi kan antage, at |L(vg42)| # 3. Vi kan ogsé antage, at
ikke bade |L(vg42)| = 2 og [L(vg+4)] = 3.

Bevis. Er |L(vg42)| = 3, fjernes v fra G, og C(v;) fjernes fra alle na-
bolister til v;,. Muligvis fjernes der en farve fra L(v,11),sd |L(vy41)| =
2, men eftersom v, » har tre farver i sin liste, kan vi (ogsé jf. pastand
4 og 5) alligevel bruge induktion pa G — v,. Bemeerk at punkter med
to farver i listerne er uafhaengige, da g(G) > 5 > 3.

Hvis derimod [L(vg42)| = 2, er |L(vg43)| = 3. Hvis listen til
punktet v, 4 indeholder tre farver, L-farves v,,1 0g v;42 0og fjernes
herefter fra grafen. Farven valgt til v, fiernes fra hver naboliste til
41 for I = 1,2. Vi kan nu bruge induktion pa G — {v;11, 9442},
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medmindre et af de punkter, som har fdet fjernet en farve fra sin
liste enten nu kun har én farve tilbage i sin liste, eller er nabo til et
punkt v; pd C med |L(v;)| < 2. Jf. pastand 4 kan det forste ikke ske,
og 5 kan en sadan vej v;uv; kun opstd mellem v4 og v7 = v, (fordi
k > g+ 3 her). I dette tilfeelde farves u, og induktionsantagelsen kan
herefter bruges pa de to halvdele, som v u opdeler G — {vg41, 7442}
i

Vi kan pr. forste del af pastand 8 antage, at |L(v;42)| < 2. Da
k > g+ 3 ifelge pastand 3, er |L(v12)| = 2. Derved er |L(vg44)| < 2
(sidste del af pastand 8). Derudover er |L(vg43)| = 3. L-farv v,,3
med en farve, som ikke er i L(v,4). Punkterne v, 1 0g v;.2 L-farves
ogsd. Herefter fjernes for i = 1,2,3 punkterne v, fra G, og farven
valgt til v, ; fiernes fra hver naboliste til v, ;. Vi ensker nu at benytte
induktionsantagelsen pa G’ := G — {v441,0412,0443}. I resten af
beviset vises det, at vi kan benytte induktion pa G" og dermed kan
L-farve G.

Hvis g = 6 kan der, som i beviset for pastand 8, findes et punkt
u € G —C, sdledes at vguvy er en vej. Hvis g = 6 og k = g+ 3,
kan der eksistere et punkt #/, som er nabo til v3 og vy (se pastand
5). I dette tilfeelde L-farves u og/eller u’ forst, og derefter bruges
induktion — hvis det er muligt — pa de dele som kanten/kanterne
vau og/eller v3u’ opdeler G’ i.

Det er dog ikke sikkert, disse dele alle opfylder betingelserne i
seetningen. En sidste ting, der kunne opstd, er en vej v, 1wz0,3
(pr. pastand 6 kan der ikke udgé en sadan vej fra v, eftersom
|L(v412)| = 2). Pastand 7 giver, at der kun findes én sadan vej. Figur
3.5 viser en sadan vej og at det indre v, 11wzv,13042 er tomt. Hvis
farven brugt til v, fiernes fra L(w), og farven brugt til v, 3 fjernes
fra L(z), har vi to nabopunkter, som begge kun har to farver i deres
lister. Vi L-farver derfor w og z, fijerner dem fra grafen, fjerner C(w)
fra hver naboliste til w og C(z) fra hver naboliste til z. Kald den nye
graf G*. Findes der punkter i G/, som er nabo til to farvede punkter
(efter w og z er blevet farvet, men inden de slettes), L-farves disse
ogsa. Dette forhindrer, at et punkt v € G — C, som pga. C(w) eller
C(z) kun har to farver i sin liste i G*, er nabo til et punkt pa P. Husk
pé at u og u’ stadig kan eksistere.

Vi viser, at antagelserne i seetningen geelder for de delgrafer, som
de farvede punkter opdeler G* i, séledes at vi kan benytte induk-
tionsantagelsen.

De farvede punkter i hver del af G* bestar ikke af mere end seks
punkter, og de danner en vej. Skulle de bestd af flere end seks punk-
ter, ville det kreeve en vej af typen v, 11 wxv; eller v,,3zyvj, j € {1,4},
x,y € G —C, og dette bryder med sidste del af pastand 6. Er al-
le punkter med to farver i deres lister uaftheengige i G*? Et punkt
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Figur 3.5: De hvide punkter er punkter, som har to farver i sine lister
i G*. Punkter x farves inden induktionsantagelsen kan anvendes, da
x er nabo til bdde et punkt pd P og z. De stiplede kanter er igen en
vej.

x € G —C, som har to farver i sin liste i G* og er nabo til w eller z,
kan ikke veere nabo til et punkt pa C med to farver i sin liste, da dette
ville veere i modstrid med forste del af pastand 6. Da 1 og " kun har
to naboer pa C jf. pastand 5, er disse heller ikke naboer til et punkt i
C med to farver i sin liste. Et punkt som v; pa figur 3.5 har derfor al-
tid tre farver i sin liste. To punkter indeholdt i G — C, som begge har
to farver i deres lister, kan heller ikke veere naboer, da g(G) > 5 > 4.
Bemeerk at sddanne punkter skal veere nabo til enten w eller z fordi
vejen v, 1wzvu,43 er unik. Ergo kan induktionsantagelsen bruges pa
G*, og vi har derfor en modstrid med valget af G som det mindste
modeksempel. O

Vha. seetning 32 er det nu muligt at bevise Grotzschs saetning pa
relativ kort vis. Det oprindelige bevis for Grotzschs seetning kan ses
i (Grotzsch, 1959). Nedenstdende version af setningen siger mere
end den oprindelig seetning, men dette er blot en tilfgjelse, som gor
bevisforelsen lettere.

Setning 33 (Grotzschs setning)

Enhver planar graf G uden trekanter kan 3-farves. Desuden geelder at hvis
G har en ydre kreds C med leengde 4 eller 5, sd kan en vilkirlig faroning af
C udvides til en farvning af hele G. (Thomassen, 1994b)

Bevis. Lad G veere et punktminimalt modeksempel. I fald g(G) > 5,
udnyttes seetning 32, hvor blot L(#) = L(v) for alle u,v € V(G). An-
tag derfor at G er et punktminimalt modeksempel med en 4-kreds
C’ := vy - - - v4v1. Beviset benytter induktion tilsvarende beviset for
seetning 32.

Grundet minimaliteten af G er d(v) > 3 for allev € G — C, for
2-punkter kan efterfelgende farves uden videre.
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Figur 3.6: Situation hvor 4-kredsen er tom. Her sammentraekkes to
modstaende punkter pa kredsen.

Hvis C' # C og det indre af C’ ikke er tomt: Farv pr. induktion
det ydre af C’. Séledes farves C’, og induktionen kan nu anvendes
pé det indre af C’ (ved at benytte anden del af seetningen). Derved
kan hele G farves.

Hvis C' # C og det indre af C’ er tomt: Sammentreek v1 og v3 til v
og farv sa den resulterende graf G’ med en farvning C’ pr. induktion;
se figur 3.6. Bemeerk: Ved sammentreekningen kan der ikke opstd
en 3-kreds, fordi d(v) > 3 for de indre punkter og fordi en evt. 3-
kreds ville bevirke, at samme punkter danner en 5-kreds i G, hvor
det indre ikke er tomt. I dette tilfzelde benyttes argumentation fra
foregdende tilfeelde med 5-kredsen som C'.

Sammentraekningen af v; og v3 kan dog give en korde til C. Er
C af leengde 4 eller 5, kan punkterne pa C veere farvet pa forhand.
Kordens to endepunkter kan risikere at f4 samme farve, og vi har
dermed ikke en gyldig farvning af C, ndr vi ensker at benytte in-
duktionsantagelsen. Hvis C’ har netop et eller tre punkter tilfeelles
med C, kan i stedet v og v4 sammentraekkes, uden at en korde op-
star. Nu farves hele G med C som G/, og C(v1) := C(v3) := C'(v).
Hvis C’ netop har to punkter tilfeelles med C, og de to resterende
punkter hver har en nabo pé C, vil der opstd en korde hvadenten v;
og v3 eller v, og vy sammentraekkes. Eftersom ¢g(G) > 4, er [C| > 61
dette tilfeelde, og dermed er C aldrig farvet pd forhand.

Hvis C' = C og C’ er den eneste 4-kreds: Er C’ ikke farvet, farves
den. Indseet et punkt vs i C/, s& C' := vy - - - v5v;1 0g benyt setning
32. O
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Det er jf. seetning 32 vist, at enhver planar graf med girth mindst 5 er
3-listefarvbar. Det kunne dog veere interessant at undersoge, hvor-
vidt vi er sikret mere end én 3-listefarvning, givet en vilkarlig listetil-
deling, L. Umiddelbart giver det mening at sege efter punkter, hvis
liste ikke har mange farver tilfeelles med naboernes lister, saledes at
det er muligt at veelge mellem flere forskellige farver, og dermed fa
flere L-farvninger. Vi definerer dette formelt.

Definition 34
en ordning af V(G). Punkter v, hvor |L(v)| = 1, ordnes forst. Un-
der farvning efter ordningen kaldes punkter, som kan farves med

kan farves i den specificerede orden. Med mindre andet neevnes, er
alle farveplaner tilladelige.

Givet en graf findes der altsd mindst 27 forskellige L-farvninger,
hvis der findes (mindst) én farveplan med p positive punkter. For at
seette en nedre graense pa antallet af L-farvninger en given graf med
en listetildeling har, seger vi derfor en farveplan med flest mulig
positive punkter.

Den folgende saetning benyttes i seetning 36, som netop udtaler
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sig om antallet af L-farvninger i en graf med girth mindst 5.

Seetning 35

Lad G = (V,E) vere en planar graf med g(G) > 5. Lad desuden P :=
0109, 1 < g < 6 vaere en kreds eller en vej, siledes at alle punkter pd
P ligger pd randen af den ydre region, C. Lad L veere en listetildeling til
punkterne i V, siledes at L(v) bestdr af C(v) for v € P, hvor C er en L-
farvning af P. For punkter v € C — P, er |L(v)| € {2,3}, mens der for de
resterende punkter gaelder, at |L(v)| = 3. Antag desuden at hvis u,v € V
opfylder, at |L(u)|,|L(v)| < 2, sd er uv ¢ E, medmindre uv € P. Antag
ogsi at d(v) > 2 forv € Cogatd(v) > 3 forv e G— C. Grafen G har
en farveplan med p positive og n negative punkter sdledes at et af folgende
udsagn er sandt:

(i) p=0,Perenkredsog G = P.

(ii) p =0, P er en vej og G er en kreds bestdende af P samt yderligere ét
punkt.

(iii) p = 00g P = vy---vq er en vej med q € {5,6}, som ikke er
indeholdt i en kreds med q + 1 punkter. Desuden er |G| < 6g —19 <
17.

(iv) p > 00gn <1000(p —1) +200(g — 1).
(Thomassen, 2007, Thm. 4.2)

Bevis. Vibenytter induktion over antallet af punkter i grafen. Basis-
skridtet er klart opfyldt. Antag derfor at G er et mindste modeksem-
pel til seetningen. Folgende strategi vil blive udnyttet flere gange i
beviset:

Bemarkning B1. Del G op i to delgrafer G1 og G, med en feelles vej
mellem (med hejst seks punkter, ofte feerre). Antag at Gy indehol-
der flest punkter fra P (evt. lige sd mange som G, og evt. at G, pa
passende vis er minimal). Nu er det muligt at benytte induktions-
antagelsen og sdledes skabe en farveplan for ferst Gi og siden for
G,. Det er nadvendigt at argumentere for, at den faelles vej har en
begraenset leengde s induktionen kan bruges pd G,, da disse over-
lappende punkter er blandt de allerede farvede punkter i G,. Evt.
farves punkter med kun to farver i sin liste, som er nabo til den feel-
les vej, sd induktionen ogsd kan benyttes pd G,.

For at lette notationen i beviset, er P;, p;, n; og q; hhv. farve-
planen, antal positive punkter, antal negative punkter og antallet af
punkter pa den forfarvede vej eller kreds P; i delgrafen G;.

Det er ikke nok at vise, at induktionen kan benyttes pd begge
delgrafer. Der skal om farveplanerne geelde, at de kan samles til en
farveplan for hele grafen; denne samlede farveplan skal opfylde en

50



“thesis” — 2007/6/6 — 11:30 — page 51 — #57

KAPITEL 4. ANTAL L-FARVNINGER I SERLIGE GRAFER

af (i)-(iv). Vi ser pd alle kombinationerne af om Gy og G, har mindst
ét positivt punkt eller kun negative punkter.

Antag at bdde G og G, indeholder mindst ét positivt punkt.
Bide P, og P, opfylder (iv): n; < 1000(p; — 1) + 200(g; — 1), for
i = 1,2. Desuden gelder, at n < ny+ny, at p = p; + pp og at
g +m = q1 + q2, hvor m er antallet af ekstra forfarvede punkter i de
to delgrafer. Ergo haves

n < np +mny < 1000(py + p2 —2) +200(gq; + 492 — 2)
= 1000(p — 2) +200(q + m — 2)
= 1000(p — 1) — 1000 +200(g — 1) + 200(m — 1),

hvilket giver, at n < 1000(p — 1) 4+200(q — 1), ndr blot m < 6.

Hvis derimod enten G; eller G, (eller begge) ikke har noget po-
sitivt punkt, er den respektive delgraf “lille” (opfylder en af (i)-(iii),
dvs. indeholder hejst 17 punkter). I pdgeeldende situationer vil det
vise sig muligt atter at fa en samlet farveplan, som opfylder en af

(i)-(iv).

stande, som daekker seertilfeelde.
Pistand 1. Vi kan antage, at G er sammenhangende.

Bevis. Antag at G ikke er sammenheengende. Lad G;, ..., G veere
sammenheaengskomponenterne og lad P C G;. Anvend forst induk-
tionsantagelsen pa Gj. For Gy, . . ., G farves forst et punkt pd randen
af den ydre region. Vaelg om muligt et punkt med 2 farver til radig-
hed, thi dermed kan induktionsantagelsen benyttes — komponenten
har et positivt punkt, da den opfylder (iv). Er der i en komponent
kun punkter med 3 farver til rddighed, kan induktionsantagelsen
klart benyttes, og igen indeholder komponenten positive punkter.
Hyvis (i)-(iii) er opfyldt for G, sa er (iv) opfyldt for G; U Gy, fordi
p12 >1ogqia >3+4q2> (g1 —1) +go. Hvis Gy U - - - U G; opfylder
(iv), s& er ogsa (iv) opfyldt for Gy U --- U Gjyq, fordi gy ;11 +1 =
q1,..,i + gi+1- (Se B1, hvor bade G; og G, har positive punkter.) O

Pdstand 2. Vi kan antage, at G ikke har noget snitpunkt pa randen af
den ydre region, dvs. C er en kreds.

Bevis. Lad modsatningsvist u veere et snitpunkt pa C indeholdtien
punktminimal endeblok B, hvor BN P antages at veere minimal, dvs.
hgjst indeholdende tre punkter.

Vi definerer nu (entydigt) en vej Q := uuy - - - u,, hvor u, er det
forste punkt foruden u, som har valens mindst tre hvor uy, ..., u, ¢
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Figur 4.1: Tllustration af G/, Q og u.

B. Hvis u har mindst to naboer, som ikke er fra B, saettes Q := u. Lad
desuden
o {G—B— (Q—u), hvis|Q|>2
G—(B—u), hvis Q = u.

Se figur 4.1.

Forst betragtes tilfaldet, hvor PN G’ # @. Induktionsantagelsen
anvendes, og der fas en god farveplan P’ for G'.

Hvis Q — P # @, sé farves u,_1,...,uj,u. Farveplanen for Q
indeholder positive punkter, fordi mindst et af disse punkter har
mindst to valg af farver og ligemeget hvilket valg der foretages, kan
de resterende punkter pa Q farves, sa den opfylder (iv). (Medmindre
|Q| = 2.1sd fald er |L(u)| = 2 og u farves med den tiloversblevne
farve efter G’ pr. induktion er farvet. Derefter benyttes induktionen
pa B.) Hvis P’ opfylder (i)-(iii), er g’ > 4, og felgeligt er g5 < 3.
Derfor er qgiug > qo + 3 (der tillades dermed op til 600 ekstra
negative punkter), og G’ bidrager med hejst 17 negative punkter,
dvs. ngryg < ng + 17. Ydermere er pcr o = pg, sa farveplanen for
G’ U Q opfylder (iv). Hvis P’ opfylder (iv), opfylder farveplanen for
G' U Q ogsa (iv) fordi Q bidrager med punkter fra P, mindst ét posi-
tivt punkt og evt. flere punkter hvoraf mindst halvdelen er positive
(fordi for hvert par af naboer, har mindst én af dem tre farver i sin
liste).

Hvis omvendt Q — P = @, har Q ikke positive punkter. Hvis
Q = u, opfylder farveplanen for G’ U Q det samme som G/, fordi
G' = G’ UQ. Antag at Q indeholder mindst to punkter fra P. Hvis
P’ opfylder (ii), sa opfylder farveplanen for G’ U Q (iii) fordi: |G'| <
60g|Q| < 3,s8|G| <6-5—19 = 11. Hvis P’ opfylder (iii), s&
opfylder farveplanen for G’ U Q ogsa (iii) fordi g eges fra 5 til 6 og
antal punkter kun eges med én. Hvis P’ opfylder (iv), oges g og
antal negative punkter ens, sa farveplanen for G’ U Q opfylder (iv).
Vi har derfor en god farveplan for G’ U Q.

Slutteligt findes ogsa en farveplan for B pr. induktion. Hvis u ¢
P, s& kan u veere et positivt punkt. Betragt blot # som farvet med
en specifik farve, nar farveplanen for B findes; dermed er u en del
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af den forfarvede vej i B. Hvis u i B har naboer med to farver i sin
liste, sa farves ogsa disse naboer, da induktionsantagelsen ellers ik-
ke kan benyttes. Induktionen udferes pa hver af de dele som B af
disse punkter (sammen med u) inddeles i. I hver af disse dele er der
mindst ét positivt punkt, fordi der hejst er tre farvede punkter.

Antag forst at u ikke er positivt og dermed ikke har naboer med
to farver. Fordi |B N P| < 3 opfylder farveplanen for B (iv), s& B inde-
holder positive punkter. Hvis farveplanen Pg/ o for G' U Q opfylder
(1)-(iii), sd er n < np+17 0g ggrug > 4 (9 oges derfor med mindst én
nér G’ U Q tilfejes til B), sa farveplanen P for hele G opfylder (iv).
Hvis Pgr g opfylder (iv), er ig + 1 > gcrug + g, s& P opfylder (iv).

Antag dernzest at u er et positivt punkt og at det har naboer
med to farver. (Dvs. G’ U Q har et positivt punkt, s Pgr,o opfyl-
der (iv).) Lad Dy, ..., Dy veere de k dele som B opdeles i. Farvepla-
nen P; for hvert D; opfylder (iv) fordi g; < 3. Bemaerk at 111 14,5111 <
n,.,i t i1, 1.kl = P1,..i T Piv10gatqy, i1 +3 =41, + i1
Derfor kan vi sl hver del D; ssmmen med G’ U Q og de tidligere de-
le Dy, ...D;_1 og stadig f& en farveplan, som opfylder (iv).

Dernast betragtes tilfeldet, hvor PN G’ = @. Minimaliteten af
BN Pgiver,at P C Q.En farveplan for Q fas nemt. Bemeerk at farve-
planen for Q nedvendigvis indeholder mindst to positive punkter,
séd (iv) er opfyldt. (Mindst én af to naboer fra Q — P er positive, sa
for hvert negativt punkt ud over punkter pa P, er der mindst ét po-
sitivt.) Der er nu valgt en farve til endepunkterne af Q, og pr. induk-
tion fas en farveplan for B og G’, hvor Q’s endepunkter i induktio-
nen betragtes som farvede punkter. Igen kan disse have naboer med
to farver i sin liste, og samme argumenter som i det tidligere tilfeelde
giver en farveplan i dette tilfeelde.

Farveplanerne P’ og Pg for hhv. G’ og B opfylder (iv) fordi bade
g < 3 0g go < 3. Evt. har hver del af B eller G’ hgjst tre farve-
de punkter, sa farvningen af hver af delene opfylder (iv). For hver
del D; af B eller G’ udferes argumenter tilsvarende tidligere; dvs. P
opfylder (iv).

Hvis u, er et snitpunkt i G, der er nabo til mindst tre punkter som
har preecis to farver i sine lister, sd kan en anden endeblok veelges,
sdledesat P C G'. O

Pistand 3. Vi kan antage, at ingen kant i P udger en korde for C.

Bevis. Antag modseetningsvist, at der er en korde til C. Korden ind-
deler G i to delgrafer, G; og Gy; se figur 4.2. Vi kan nu uden pro-
blemer benytte induktionsantagelsen pd den ene og derefter den an-
den delgraf. Vi underseger, hvorvidt G har en god farveplan. Hvis
bade G; og G, indeholder et positivt punkt, opfylder P (iv), fordi
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Figur 4.2: Opdelingen af grafen, hvor en kant fra P udger en korde
til C.

g +2 = g1 + g2, som skrevet i starten af beviset, og vi har en mod-
strid med valget af G som et minimalt modeksempel.

Hvis derimod kun én af graferne G; eller G, indeholder mindst
et positivt punkt, antag G;, indeholder G, mindst fire punkter fra
P, da P, opfylder (i), (ii) eller (iii). Af samme grund indeholder G;
hgjst 17 punkter. Grafen G har mindst ét positivt punkt (fra Gy); vi
viser, at P opfylder(iv).

Farvplanen P; for delgrafen G; opfylder (iv), og fordi G, ikke
indeholder positive punkter, er g > 4, sd g > g1 + 2, og vi kan
tillade op til 400 ekstra negative punkter. Desuden er p = p; og
n < ny +17, s P opfylder (iv).

Et sidste tilfeelde er, hvor hverken G eller G, indeholder positi-
ve punkter. Her indeholder begge grafer mindst fire punkter fra P.
Eftersom q < 6, indeholder hver delgraf netop fire punkter fra P.
Begge delgrafer har derfor en farveplan, som opfylder (ii). Ergo er
bade Gj og G, 5-kredse. I G er P en vej med 6 punkter, som ikke er en
del af en kreds med 7 punkter. Desuden er |G| = 8 < 17 = 65 — 19,
dvs. (iii) er opfyldt. O

Vejen eller kredsen P opfylder derfor, at P C C, sa vi kan veel-
ge notationen C := vy - - - v - - - v;v, akkurat som i beviset for set-
ning 32 pa side 41.

Pistand 4. Vi kan antage, at et punkt u € G — P hejst har én nabo pd
P, medmindrek = q+1, ogu = vy.

Bevis. Antag at et punkt u € G — C (eller u € C — P) har mere end
én nabo pd P. Da g(G) > 5, har den netop to naboer, v;, vj € P, hvor
1 < i < j < 6. Grafen G inddeles i to delgrafer. Lad G; veere gra-
fen bestdende af kredsen v;v; 1 - - - vj_1v;uv; 0g dens indre og lad G,
veere grafen bestdende af kredsen v;v; 1 - - - vj;10;uv; og dens indre
(hvor indekset er regnet modulo k). Ferst benyttes induktionsanta-
gelsen pad Gy, og vi anvender ogsa induktionsantagelsen pa Gy, hvis
dette er muligt. Dette tilfeelde behandles sidst i beviset. Er det ikke
muligt, skyldes det, at u er nabo til punkter pd C, som kun har to
farver i sine lister. Disse punkter farves, og vi benytter induktions-
antagelsen pa hver af delgraferne, som er afgreenset af en farvet vej
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Figur 4.3: De hvide punkter er naboer til #, som har to farver i sine
lister. De stiplede kanter repraesenterer veje.

bestdende af tre punkter, hvoraf det midterste er u. Se figur 4.3. Vi
betragter nu de forskellige tilfeelde.

Indeholder en eller flere (men ikke alle) af disse delgrafer et po-
sitivt punkt, kan vi, vha. samme argumentation som i beviset for
pastand 3, vise, at G har en farveplan, som opfylder (iv). Bemeerk
at G1 og de to delgrafer, som indeholder v; og vj er de eneste, som
ikke nedvendigvis indeholder positive punkter. De resterende del-
grafer har tre allerede farvede punkter, sa pr. induktion opfylder de
(iv). Eftersom G; indeholder mindst fire punkter fra P, sammenseet-
tes denne graf forst med en delgraf, som har et positivt punkt. Hvad
enten Gy har et positivt punkt eller ej, vil den nye graf have en farve-
plan, som opfylder (iv). Benyt blot samme argumenter som i beviset
for pastand 3. Herefter tilfojes de resterende delgrafer en for en, og
vha. de samme argumenter opfylder farveplanen for den samlede
graf udsagn (iv), hver gang en ny delgraf tilfojes. Dette er i modstrid
med valget af G som et minimalt modeksempel.

Hyvis alle delgrafer har et positivt punkt, geelder der for alle del-
grafer Gy, -, Gy, at

n; <1000(p; —1)+200(q; — 1), i=1,...,m

hvor m er antallet af delgrafer, der skal udferes induktion pa. I G er
n<Yy"in,p=Yipiogq+3(m—1) =Y, q; dahver delgraf
(paneer Gq) har tre allerede farvede punkter, som ikke nedvendigvis
tilherer P (hvis de tilherer P er de talt med en gang for). Vi har

WMS

i(lOOO ; — 1) 4+200(g; — 1))

:1000<Zpi—m> +200(iqi—m>

i=1 i=1
= 1000(p — m) +200(q + 3m — 3 — m)
=1000(p — 1) — 1000(m — 1) +200(q — 1) + 400(m — 1)
< 1000(p — 1) +200(g — 1).
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Igen haves den enskede modstrid.

Antag derfor at hverken G; eller de resterende delgrafer inde-
holder positive punkter. Af den grund vil G; opfylde udsagn (ii), og
dermed vaere en kreds bestdende af j — i 4- 2 punkter. Da det kun er
G1 og de to delgrafer, som indeholder v; eller vj, der ikke kan inde-
holde positive punkter, har u € G — C hejst én nabo med to farver
i sin liste (eller to punkter med to farver i sin liste, hvis u € C — P).
Hver delgraf har mindst fire punkter pa den allerede farvede vej, da
de ikke indeholder positive punkter. Hvis u har netop én (to hvis
u € C) sddan nabo, geelder der, at ¢ = 6,i =2 og j = 5, eftersom ba-
de G; og de to dele, som G, er opdelt i skal have mindst fire allerede
farvede punkter. Samlet set har G kun 10 punkter (11 hvis u € C),
hvilket giver en modstrid med G som et modeksempel, da G har en
farveplan, der opfylder udsagn (iii).

Hvis u € C: Her kan u ikke have feerre end to naboer, der har to
farver i deres lister. Dette skyldes, at den delgraf, som ikke har fire
allerede farvede punkter, har et positivt punkt jf. argumenterne fra
for.

Hvis u € G — C: Vi mangler tilfeeldet, hvor u ikke er nabo til
noget punkt med to farver i sin liste (og hvor ingen af delgraferne
indeholder et postitivt punkt). Delgrafen G, har derfor mindst fire
punkter, der er farvet i forvejen. Desuden opfylder den udsagn (i),
(ii) eller (iii), og har derfor hejst 6(q — (j — i) +2) — 19 punkter. Del-
grafen G er en kreds, og derfor har G maksimalt 6(q — (j —i) +2) —
19+j—i—1=6q—19—5j+5i+ 11 punkter. Da j > i + 3 opfylder
P dermed (iii) — en modstrid.

Er det muligt at benytte induktion pa G, uden at farve yderligere
punkter er argumentationen det samme, her er blot kun to delgrafer,
hvadenten G; eller G, indeholder positive eller kun negative punk-
ter. O

Pdstand 5. Vi kan antage, at C — P har mindst ét punkt med netop to
farver i sin liste. Dvs. vi kan antage, at P er en vej og atk > q + 3.

Bevis. Antag modseetningsvist at intet punkt har netop to farver i
sin liste; altsa at alle punkter fra C — P har tre farver i sin liste.

Hvis G = C: Alle punkter pd G — P paneer muligvis ét er positive.
Vi er klart feerdige, hvis G = P ((i) er opfyldt) eller hvis P er en vej
og G en kreds bestdende af P samt endnu et punkt ((ii) er opfyldt).
Hvis |G — P| > 2, er der mindst et positivt punkt blandt de mindst
to ufarvede punkter. Da der maksimalt er ét negativt punkt blandt
de ufarvede punkter, og da p = q = 1 ikke kan opstd, opfylder P
(iv).

Hvis G # C: Antag ferst at alle punkter pa P har valens 2. Slet
P fra G samt derefter rekursivt punkter med valens 1 og kald den
resulterende graf for G'. Slet 0gsé de brugte farver fra de respektive
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nabolister. Et vilkdrligt punkt v pa randen af den ydre region af G/,
farves (det antages at veere positivt i G), og pr. induktion findes en
god farveplan for G’. Til sidst farves de slettede punkter med valens
2. Panezer muligvis to punkter (vx 0g v;41), er alle de slettede punk-
ter positive punkter. Farveplanen for G er saledes bestaende forst af
punkterne fra P, punktet v, derefter som farveplanen for G’ foreskri-
ver, og sidst de slettede punkter. Hvis v,,1 og vy er naboer og begge
har valens mindst 3, s& farv dem begge, s& den allerede farvede vej
bestér af disse to punkter (i stedet for v), nar induktionen anvendes
pa G'. Eftersom G’ har hejst to allerede farvede punkter, har den
et positivt punkt, og opfylder derfor (iv). Tilfgjes P og de slettede
punkter til G, mindskes ¢ i (iv) ikke, det positive punkt v bidrager
med én til p. Antallet af negative punkter sges maksimalt med to.
Ergo opfylder farveplanen for G ogsa (iv).

Antag derneest at et punkt pa P har valens mindst 3. Hvis g =1,
farv vy (det antages at veere positivt). I de neeste afsnit vises det, at
der findes en god farveplan, hvis g > 2. Fordi grafen kun har to
farvede punkter, indeholder den et positivt punkt, sé (iv) er opfyldt.
Hvis v, ikke er farvet, er g én mindre, men p én storre, sa (iv) er ogsa
opfyldt med kun v; farvet.

Lad derfor g > 2, og antag at v; € P, v; # v, har d(v;) > 3; even-
tuelt omnavngives punkterne pd randen af den ydre region. Farv da
vy og betragt G — v,, hvor C(v,) er fjernet fra alle naboernes lister.

Betingelser fra seetningen: (1) d(v) > 2Vv € C, (2) d(v) >3 Vv €
G — C, (3) hvis uv € EXP, sa har enten u eller v mindst tre farver.
For at (1) er opfyldt, slettes rekursivt punkter med valens én; kald
den nye graf for G'. Betingelse (2) er klart opfyldt, og jf. pastand 4
er (3) ogsa opfyldt (alle punkter i G — P antages at have tre farver),
hvisk # g+ 1.

Antag derfor forst at k > g + 2 eller k = g. De slettede punkter
farves efter brug af induktionsantagelsen p& G’. Hvis farveplanen
for G’ opfylder (iv), ger farveplanen for G ogsa, da v, bidrager med
én til g, og der er maksimalt er ét negativt punkter blandt de evrige
slettede punkter. Antag derfor at farveplanen for G’ opfylder (ii) (iii)
— den kan ikke opfylde (i). Hvis der ikke er positive punkter blandt
de slettede, opfylder farveplanen for G (iii); v; bidrager igen med
én til q, og ikke mere end 6 negative punkter kan blive slettet. Er
der derimod positive punkter blandt de slettede, skal det vises, at
farveplanen for G opfylder (iv). Men eftersom q > 2, kan vi tillade
op til 200 ekstra negative punkter, og dette overskrides ikke, da G’
hejst indeholder 17 punkter og v,11 og det sidst slettede er de eneste
mulige negative punkter blandt de slettede.

Antagsd atk = g+ 1. Fordi g(G) > 5, er ¢ > 4. Farv vy (kald det
er negativt i G), farv v, slet vy og v, samt rekurstivt punkter med
valens én, og fjern de benyttede farver fra naboernes lister. Nu en-
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U3 U4

Ok

Figur 4.4: De to punkter, som kan forbinde v7 med to punkter pa P.

sker vi at bruge induktionsantagelsen pa G’ := G — {vy, v, }. Der kan
dog eksistere et punkt # € G — C, som er nabo til et punkt pd P samt
vx. Hvis k = 7 kan der endda eksistere to sddanne punkter, u og 1/,
hvor u er nabo til v3 og vy, mens u’ er nabo til v4 og vy. Eventuelle
sadanne punkter farves forst, og dernaest benyttes induktionsanta-
gelsen pa de tre delgrafer Gy, Gy, G3, som i G’ afgreenses af kanterne
v3u og vau'; se figur 4.4.

Forst ser vi pé tilfeeldet, hvor mindst én af delgraferne G; har
et positivt punkt; vi viser, at (iv) er opfyldt for G. Lad G; vere en
delgraf med et positivt punkt. Denne slds sammen med den opad-
liggende delgraf G;. Indeholder G; ogsé et positivt punkt, opfylder
farveplanen P;; for den samlede graf G;; (iv), fordi q;; + 3 = g; + g;.
Har G; ikke et positivt punkt, opfylder G;; (iv), da antallet af punk-
ter ikke oges med mere end 17, mens antal allerede farvede punkter
mindst eges med én, dvs. hejresiden i (iv) foreges med 200. Pa den-
ne made tilfojes ogsa den sidste delgraf (hvis den findes, dvs. hvis
u' findes), og P’ opfylder derved (iv). Eftersom P’ opfylder (iv), gor
P ogsd, da punktet v, bidrager med én til g i (iv), mens vy bidrager
med én til n.

Tilbage er tilfeeldet, hvor ingen af delgraferne indeholder positi-
ve punkter. Antag atbade u og 1’ eksisterer. Bade Gy, G, og G3 bestér
kun af de punkter, som er indtegnet i figur 4.4 (pa neer vy), for er der
ekstra punkter, er der mindst to i hver delgraf (fordi G(G) > 5), og
mindst det ene er positivt; i dette tilfeelde opfylder P (iii). Antag der-
for at kun u eksisterer og lad de to grafer, som G’ opdeles i, veere Gy
og Gy, og antag gerne at u er nabo til v3 (ellers omnummerér). Lad
g = 6 (tilfeeldet hvor g = 5 felger deraf). Eftersom g(G) > 5, er der
ingen kant eller vej fra u til vy eller v, for sa vil der veere mindst ét
positivt punkt. Der kan kun veere en vej af leengde to fra u til vs. Er
der flere punkter eller kanter i Gy, er der et positivt punkt, da del-
grafen i sd fald opfylder (iv). Fordi punktet pa vejen mellem u og vs
skal have valens mindst tre, eksisterer u ej heller.
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Figur 4.5: Forst fijernes v1, v7 og v6. Inden Gy farves, fjernes u; og us.
Eksisterer de tre hvide punkter, farves de ogsa.

Farv v og betragt grafen G’ := G — {v1, vy, vy}, hvor de brugte
farver er fiernet fra de respektive nabolister. Der kan eksistere en vej,
01U1U20,. Punkterne uq og u kan begge risikere at have to farver i
sine lister, og da de er naboer, kan vi ikke benytte induktionsantagel-
sen pd G'. Grafen G’ opdeles derfor i to delgrafer, G; og G,, som har
vejen v1uqUpv, faelles, hvor P C G;. Forst benyttes induktionsanta-
gelsen pa G; og derneest evt. pad G,. Inden der benyttes induktion
pa G, farves u; (betragtes herefter som et positivt punkt) og u» (be-
tragtes som et negativt punkt) og disse fjernes fra grafen. Farverne
valgt til 117 og uy fjernes fra naboernes lister. Er der punkter i G;, som
herefter har to farver i sine lister, og er nabo til et punkt pa P, farves
disse ogsd. Som det ses pa figur 4.5, er der hejst tre sddanne punk-
ter, fordi g(G) > 5. Disse punkter giver anledning til maksimalt fire
nye inddelinger af G, hvorpa induktionsantagelsen anvendes. Da
mindst én af delgraferne (eller hele G1) ikke indeholder flere end fi-
re allerede farvede punkter, og da der ikke kan eksistere et punkt i
det indre af G, som er nabo til to punkter pa P pr. pastand 4, kan
ikke alle disse delgrafer veere 5-kredse, og mindst én af delgraferne
indeholder derfor et positivt punkt. Vha. samme argumenter som i
tilfeeldet, hvor u og u’ fandtes, vises det, at G; — {uy, ux} opfylder
(iv). Da u; er et positivt punkt og u; et negativt, opfylder G; ogsd
(iv).

Nar G, farves, er u; og up de eneste allerede farvede punkter,
og Gy har derfor et positivt punkt (eller G, bestar af kun u; og u5),
sa farveplanen opfylder (iv). Farveplanen P’ opfylder ogsa (iv), da
q' +2 = q1 + qo. Tilfejes de tre sidste punkter, vy, vy 0g ve, Oges q i
(iv), mens vy blot er et enkelt negativt punkt. Den enskede modstrid
haves, da P dermed ogsa opfylder (iv). O

Pistand 6. Vi kan antage, at 1ngen kant v;v; udger en korde for C,
medmindre j = i+ 4 og |L(viy1)| = |L(v/ 1)| = 2 og dermed
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Figur 4.6: Tilfeeldet, hvor i = 3. Her geelder, at g € {5, 6}. De stiplede
kanter er veje.

|IL(vi)| = |L(v;)| = 3. I dette tilfeelde er v;v; 10,0 13v; punkter-
ne pd randen af en 5-region.

Bevis. Antag at v;v; er korde for C. Vi deler op i to tilfeelde. Antag
forst at v; € P. Opdel grafen i G; og G, med korden som felles
punkter sdledes at G, N P er minimal og lad blandt mulighederne
Gy veere minimal. Da G; ikke indeholder flere punkter fra P end Gy,
eri € {1,2,3} (ellers omnummerér punkterne pa P), og v; € G;.

Hvis i = 3 benyttes forst induktion pa G, som har tre i forvej-
en farvede punkter. Se figur 4.6. Vi kan nu ogséa benytte induktion
pé Gi, som maksimalt har g farvede punkter (muligvis farves v; 1,
hvis |L(v;_1)| = 2). Eftersom G, farves ferst, har denne kun tre al-
lerede farvede punkter, og dermed ogsa et positivt punkt. Benyt her
argumenterne fra beviset for pastand 3 (bade hvor G har et positivt
punkt, og hvor den ikke har).

Hvis i < 3, benyttes induktionsantagelsen forst pd G;, som har
g — i+ 1 farvede punkter og derneest pa G,, som maksimalt har fire
farvede punkter (v, farves, hvis [L(vj;1)| = 2). Bemeerk at hvert
punkt hejst har én sddan nabo, da G, er punktminimal. I alle til-
feelde er vi igen sikrede, at G har en god farveplan — argumenterne
er som felger: Hvis enten Gj, Gy eller begge indeholder et positivt
punkt, er argumenterne lignende de benyttede i beviset for pastand
3. Hvis hverken G; eller G, indeholder et positivt punkt og i = 1,
har G; kun tre allerede farvede punkter, og er dermed sikret et posi-
tivt punkt. Eneste tilfeelde tilbage er derfor i = 2. Nedvendigvis har
G, fire allerede farvede punkter og P, opfylder derfor (ii). Derimod
kan P; opfylde bade (ii) og (iii). Hvis den opfylder (ii), har G hejst
tre negative punkter, som ikke ligger pa P, men mindst fem allere-
de farvede punkter, og opfylder dermed (iii). Hvis G; opfylder (iii),
oges g med én, nar G tilfejes, mens antallet af nye punkter er tre.
Ogsé her opfylder P (iii).

Antag derfor, at v; og v; har mindst to farver i sine lister. Opdel
igen i G1 og G, hvor korden er felles, og hvor G; er punktminimal.
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Vejen P er helt indeholdt i G;. Farst benyttes induktion pa Gy. 1 G
er v; 0g v; farvet. Er disse naboer til punkter, som kun har to farver i
sine lister, farves disse ogsa. Herefter benyttes induktionsantagelsen
pé G;. Hvis Gy har mindst et positivt punkt, kan vi benytte samme
argumenter som i beviset for pastand 3. Har G, derimod intet po-
sitivt punkt, opfylder P, (ii) og dermed er G, en 5-kreds med fire i
forvejen farvede punkter. I dette tilfeelde ved vi intet om G;. Efter-
som ingen punkter fra P tilherer Gy, kan vii dette tilfeelde ikke veere
sikrede, at G har en god farveplan. O

I resten af beviset antages, at g > 2. At vi kan det, skyldes, at vi i
tilfeeldet, hvor ¢ = 1 kan farve v, (punktet er nu positivt) og evt. v3,
hvis |L(v3)| = 2 (v3 er nu negativt). Kan vi vise seetningen for denne
graf, er den ogsa vist for den oprindelige graf med g = 1, da p oges
med én, og g kun mindskes med én, muligvis to.

Pdstand 7. Vi kan antage, at G ikke har en vej v;uv;, hvor u ligger i
G — C og bdde v; og v; har to farver i sine lister.

Bevis. Antag modseetningsvis at en sadan vej findes. Opdel som for
grafen i Gy og Gy, hvor v;uv; er den feelles vej, og lad P C G;. Des-
uden veelges G, punktminimal. Fordi N({v;,v;}) N C nedvendigvis
har tre farver i sine lister, fas ved induktion en farveplan for bade
G1 og G, som opfylder (iv). Dette skyldes, at G, kun har to allerede
farvede punkter og dermed indeholder et positivt punkt. Argumen-
terne er nu som i de forrige beviser — enten har G; hejst 17 punkter,
men mindst fire allerede farvede punkter, eller ogsa har G; et posi-
tivt punkt, og med g + 2 = g7 + g2 kan den nedvendige udregning
foretages. O

Pistand 8. Vi kan antage, at G ikke har en vej v;uv;, hvor u ligger i
G — C, hvor v; har to farver i sin liste, og hvor vj € P.

Bevis. Antag igen modsaetningsvist at en sddan vej findes. Opdel i-
gen grafeni G; og Gy, og antag at |Gy N P| > |G, N P|, ogat v, € G.
Benyt induktionen og opna en farveplan for G;. Herefter betragtes
v;uv; - - - v som farvet, og en farveplan for G, opnés pr. induktion.

Hvis bdde G og G, indeholder positive punkter, opfylder den
samlede farveplan (iv) (benyt g + 3 = g1 + q2). Hvis G; indeholder
et positivt punkt og G, ikke ger, opfylder den samlede farveplan
ogsa (iv), fordi g2 € {4,5} og |Gz2| < 17. Antag derfor at G; ikke
indeholder noget positivt punkt. Antag desuden at G; har et positivt
punkt. Bemeerk at kun (iii) kan veere opfyldt for farveplanen for G;,
fordi de to punkter v; og u ikke er pa P; dvs. q; > 5. Fordi q eges med
mindst to (og ny < 17 < 200), opfylder ogsa den samlede farveplan
@iv).
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Hyvis bade G; og G, kun har negative punkter, sd er j > 1. Desu-
den har G; hejst 6(g — j + 1) — 19 punkter og G, har hejst 6(j + 2) —
19 punkter. Dvs. G har hejst 6(9 —j+1) =19+ 6(j +2) —19 -3 =
69 — 23 < 6gq — 19 punkter, og (iii) er saledes opfyldt. O

Pdstand 9. Vi kan antage, at v, har netop to farver i sin liste, og at
Uq+2 dermed er den eneste nabo til v;,1, som har netop to farver i
sin liste.

Bevis. Antag modsetningsvist at v, har tre farver i sin liste. Be-
tragt da G — vy, hvor farven til v, er fjernet fra alle dens naboers li-
ster. Hvis der i G — v, er punkter med valens 1, slettes disse punkter
rekursivt, hvorved G’ opnas. Vi anvender induktionen pa G’, hvilket
er muligt jf. pastand 4 og 8, og fér en farveplan P'. Hvis PN G’ = @,
farves et punkt p4 G’ — om muligt et punkt med netop to farver, hvil-
ket sikrer, at induktionen kan anvendes. Derneest farves de slettede
punkter.

Huvis (iii) er opfyldt for P’: Da er 4 = 6 (og v, er det eneste punkt
fra P, som er slettet). Hvis v, er blandt de rekursivt slettede punk-
ter (vg42 € G"), sd er det fordi U441 0gsd er blevet slettet. I sd fald er
(iv) opfyldt, fordi G’ er lille, og enten v, 1 eller v, i G er et positivt
punkt, og for hvert par af naboer, som blev slettet, er mindst én af
dem positive. Hvis v, ikke er slettet, sé opfylder farveplanen for
G (iii) fordi g oges med én i uligheden - og er v, ikke fjernet, er
der fjernet hgjst 2 < 6 punkter. (Netop ét punkt fra P og evt. ogsa
Ug+1.)

Hvis (iv) er opfyldt for P’: For hvert punkt fra P som fjernes, kan
der veere 200 ekstra negative punkter, uden at ulighedens rigtighed
pévirkes. S& antag gerne at kun v, fra P blev slettet; hvis punkter,
som ikke ligger pd P, er blevet slettet, geelder folgende argument.
For hver to punkter pa C — P som slettes, er hejst ét negativt. Folge-
ligt kan kun v, slettes uden at p eges i uligheden i (iv). Da g oges
med mindst én, opfylder farveplanen for G ogsa (iv).

Derfor har v,> hejst to farver i sin liste. Jf. pastand 5 er v 2
ikke et punkt fra P, sd antag at v, har netop to farver i sin liste
(hvormed forste udsagn fra pastanden er vist). Ved brug af pastand 6
fas, at ethvert punkt pa C, som er nabo til Ug+1, har tre farver, hvilket
afslutter beviset for pastanden. O

Antag herfra, at |L(vg42)| = 2 og felgeligt ogsd, at |L(vg43)| = 3.

I de folgende beviser benytter vi ofte enten argumenter lignende
dem i beviset for pastand 9 eller ogsa fjerner vi et punkt fra P inden
vibruger induktion pa to delgrafer, G; og G,. Dette gores for at sikre,
at g oges med én, nar vi til sidst ser pa en farveplan til G. P4 den
mdde kan vi héndtere et storre |G| i (iii) og et storre n i (iv).
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Pdstand 10. Vi kan antage, at G ikke har en vej v, 1uv;, hvor u # v,
og v; hejst har to farver i sin liste, medmindre g = 6 ogi = 4.

Bevis. Antag modseatningsvist at en sddan vej eksisterer. Alle tre
punkter pa vejen kan ikke ligge pa C, da dette ville medfere, at
v; = vy43, hvilket er i modstrid med antagelsen om, at |L(v;43)| = 3.
Vi kan heller ikke risikere, at uv; er en korde til C, da der i sa fald
geelder, at u = vy, 0g dette er i modstrid med pdstand 6. Opdel G
1 Gy 0g Gy, hvor vy € Gy, og hvor v, 41, u og v; (hvisu € G — C) eller
vg+1 0g u (hvis u € C) er de feelles punkter. Veelg desuden v; sdledes
at Gy er punktminimal.

Forst betragtes tilfeldet, hvor v; ¢ P. Her benyttes induktionsan-
tagelsen forst pad G; — vg, hvor C(v,) er fjernet fra nabolisterne. Jf.
pastand 4, 6 og 8 opfylder G; — v, betingelserne i seetning 35. Her-
efter benyttes induktionsantagelsen pa G, hvor eventuelle punkter
med to farver i sine lister, som er nabo til et allerede farvet punkt og-
sa farves. Til sidst tilfejes punktet v, igen til grafen. At den samlede
farveplan er god, vises ved at inddele i yderligere to tilfeelde, nemlig
hvorvidt u tilherer C eller ej.

Hvis u € C: Jf. pastand 6 er u = vg,5 og |L(u)| = 3 og det
indre af v, 1 - - - 0545 er tomt. Bemeerk at nér induktionsantagelsen
benyttes pa Gy, er fire punkter allerede farvet, fordi vg42 0g v;44 jf.
pastand 6, netop har to farver i sine lister. Farveplanen P, opfylder
(ii), fordi G; er en 5-kreds. Hvadenten G; — v, indeholder et positivt
punkt eller e}, tilfgjes netop tre negative punkter samt v; og dermed
er P en god farveplan.

Hvis u ¢ C: Inden induktionsantagelsen benyttes pa Gy, farves
Ug42,da |L(vg42)| = 2. Punktet er nu negativt i G. Da v; kun har to
farver i sin liste, er netop fire punkter allerede farvet i G,, og denne
delgraf opfylder (ii) eller (iv). Hvis bade G; — v; og G, indeholder
positive punkter, er g + 5 = g1 + g2, og dette sikrer, at (iv) er opfyldt
for P. Hvis G1 — v, indeholder et positivt punkt, og G, ikke gor,
opfylder P, (ii) og G, er dermed en 5-kreds. Eftersom G, bidrager
med hejst tre negative punkter og punktet v, altid bidrager med
én til g, opfylder P igen (iv). Antag derfor at G; — v, ikke har et
positivt punkt. Delgrafen har derfor en farveplan, som opfylder (iii)
og indeholder hgjst 17 punkter. Desuden er g > 51 G; — v;. Antag
desuden at Gy har et positivt punkt, sdledes at P, opfylder (iv). Der
geelder her, at q; = 5. Dette opvejer derfor de fire allerede farvede
punkter i G, som ikke er farvede i G, og P opfylder (iv). Hvis bade
G1 — vg 0g Gy kun har negative punkter, opfylder P (iii), fordi G; —
v, har en farveplan, som opfylder (iii) og i alt tilfejes fire punkter (tre
fra G, samt vy) til G,, mens g samtidig oges med én (vy).
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Nu til tilfaeldet, hvor v; € P. Eftersom g(G) > 5, eri < 4. Hvis
u ligger pa C, ligger u enten pa P, eller ogsa er v; = vy og u = vy.
Forste tilfeelde er i modstrid med pastand 6, mens andet tilfeelde
folger af samme argumenter, som hvor v; ¢ P og u € C. Antag
derfor, at u ¢ C. Betragt forst tilfeeldet, hvor 1 < i < 3. Hvis i =
1 betragtes igen G1 — v,, og argumenterne er som i tilfeeldet, hvor
v; € Pogu ¢ C, antag derfor at 2 < i < 3. Nu farves Vg+1, 08
eftersom i € {2,3}, opfylder G; stadig betingelserne i setningen.
Punktet v,11 er positivt i G, fordi G; med v, farvet har en god
farveplan. Derfor har G altid positivt punkt, og vi viser derfor, at G
har en farveplan, som opfylder (iv). Har begge delgrafer et positivt
punkt, kan den nedvendige udregning foretages med g +4 = g1 +
g2. Har kun G; et positivt punkt, bidrager G, med hgjst 17 punkter
i alt, g mindskes ikke, men p oges med én pga. v;1. Har derimod
kun G; et positivt punkt, s& har G; (med v, farvet) mindst fire
allerede farvede punkter. Nar grafen G; fojes til G, (sa vi har G), er
Ug+1, Ug+2 0g u ikke blandt de allerede farvede punkter mere, men
mindst to andre punkter pa G; er derimod farvet i stedet. Punktet
0g+1 er et positivt punkt, og bidrager derfor med 1000 til hejresiden
af (iv). Hele grafen opfylder derfor ogsa (iv) i dette tilfeelde. Et sidste
tilfeelde er hvor hverken G eller G, indeholder et positivt punkt.
Tilsammen har G maksimalt 2 - 17 = 34 punkter. Da i € {2,3} har
G derfor mindst to farvede punkter og hejresiden i (iv) er mindst
200 > 34.

Hvis i = 4 (og derfor ¢ = 6) kan vi ikke benytte induktion forst
pa G; og dernaest Gy, da G, i sa fald har syv allerede farvede punkter.
Denne vej er den eneste tilbageveerende mulighed. O

Pdstand 11. Vi kan antage, at [L(v,14)| < 2.

Bevis. Antag modseetningsvist, at |L(v,44)| = 3. Farv punkterne
vg+1 (antag det er positivt i G) og v,42 (antag det er negativt i G),
og fijern punkterne fra G. Fjern desuden C(v,41) 0og C(v442) fra de
respektive nabolister. Evt. fremkomne punkter med valens 1 fjernes
0gsa, indtil vi har en graf uden 1-punkter. Denne graf kaldes G’. Kan
vi benytte induktionsantagelsen pa G’, geres dette.

Antag at induktionsantagelsen kan benyttes. Hvis G’ har et po-
sitivt punkt, séledes at P’ opfylder (iv), opfylder P ogsa (iv), da vi
tilfajer ét positivt punkt og ét negativt. Muligvis tilfejes ogsd nogle
punkter med valens 1, men blandt disse er hejst hvert andet punkt
ikke tilherende P negativt (hvis kun v, 3 fjernes, bestar vejen kun af
ét negativt punkt, men dette er okay, da v, 4 tillader 1000 ekstra ne-
gative punkter). Hvis G’ kun indeholder negative punkter, er g > 4
og |G| < 17. Nér vi tilfejer de slettede punkter, far vi mindst ét

64



“thesis” — 2007/6/6 — 11:30 — page 65 — #71

KAPITEL 4. ANTAL L-FARVNINGER I SERLIGE GRAFER

Ug+1_ Yg+2

Figur 4.7: Et punkt u € G — C, som er nabo til v;41 0g vs.

positivt punkt, og da g > 4, kan vi tillade op til 600 negative punk-
ter. Igen spiller negative punkter pa en evt. slettet vej ingen rolle, da
hejst hvert andet punkt, som ikke tilherende P, er negativt, hvis flere
end to punkter slettes. Igen kan vejen dog bestd af ét negativt punkt,
nemlig v,,3, men vi overskrider stadig ikke de 600 ekstra negative
punkter. Slettede punkter fra P er heller intet problem, da disse bi-
drager med én til antallet af negative punkter, men ogsa med én til
q.

Hvis hele P slettes, farves et punkt ¢ pa randen af G’ med to far-
ver i sin liste. Hvis intet 2-punkt findes, farves et vilkarligt punkt pa
randen af G'. Punktet ¢’ er positivt i G. Nar de slettede punkter tilfe-
jes, er v’ positivt, og dette kompenserer for, at punktet ikke leengere
er farvet.

Antag at vi ikke kan benytte induktionsantagelsen. Hvis den ik-
ke kan bruges pa G’ skyldes det, at et punkt u € G — C er nabo til
U441 eller v5,5 og et andet punkt pd C, som har to eller ferre far-
ver i sin liste. Jf. pastand 7 og 8 kan u ikke vaere nabo til v, fordi
|L(v442)| = 2, og u er derfor nabo til v,, 1. Bruges pastand 10 ses
det, at den anden nabo er vy og at g = 6, dvs. v511 = v7. Se figur 4.7.
Farv u (punktet er negativt i G’ og i G). Grafen G’ er herefter opdelt
ito delgrafer. Kredsen vy ... v4u ... v1 0g dens indre kaldes G1, mens
den resterende del af G’ kaldes G,. Forst benyttes induktionsanta-
gelsen pa Gy og derneest pa G,.

Bemeerk at Gy har fire allerede farvede punkter, og dermed kan
P> opfylde bade (ii) eller (iv). Dog kan G, ikke veere en 5-kreds, da
dette ville skabe en 4-kreds i G (uu’vgvy, hvor u’ er det ufarvede
punkt i 5-kredsen). Derfor har G, altid et positivt punkt. Hvis ogsa
G1 har et positivt punkt, kan den nedvendige udregning foretages
med g + 3 = q1 + o, séledes at P’ opfylder (iv). Som fer skrevet
kan vi nu tilfeje de slettede punkter, og P opfylder ogsa (iv). Antag
derfor at G; ikke indeholder et positivt punkt. Nar G; og G, seettes
sammen, er u ikke farvet leengere, men til gengeeld bidrager G; med
tre til g i kraft af vy, vy og v3. Dette oger hejresiden i (iv) med 600,
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mens venstresiden hojst oges med 17. Igen tilfgjes de slettede punk-
ter, og P opfylder dermed (iv). Hvis G; blot bestar af punkterne v,
Us, v4 0g U, fjernes vs og vg, da de begge er 2-punkter. Efter induk-
tionsantagelsen er anvendt pa G; tilfejes blot de slettede 2-punkter
(béde vs5 0g v bidrager til ) samt v;41 0g Vg2 O

I de folgende beviser farves ofte punkter, som derefter fiernes fra
grafen. Hvis der i disse situationer opstar punkter af valens 1, fijernes
disse punkter ogsa (som i beviset for pastand 11). Disse veje spiller
ingen rolle i argumentationen, da hejst hvert andet punkt, som ikke
ligger pé P, er negativt, medmindre kun ét punkt fjernes. I tilfeeldet,
hvor kun ét punkt fjernes, gir det godt, da det i hver situation vi-
ser sig, at vi kan tillade mindst et yderligere negativt punkt. Hvis
hele P er blandt de slettede punkter, farves et velvalgt punkt i den
tilbageveerende graf, som herefter er positivt.

Pdstand 12. Vi kan antage, at G ikke har en vej vy 3uv;, hvor v; har
netop to farver i sin liste.

Bevis. Antag modsetningsvist at en sddan vej eksisterer. Punktet u
kan ikke veere v, eller v, 4, da begge disse punkter har to farver
i sin liste, hvilket giver en modstrid med pastand 6. Vejen inddeler
grafenito delgrafer G; og Gy, hvor P C G; og hvor G; er punktmini-
mal. Forst benyttes induktionsantagelsen pa G; og derneest pd Go.
Delgrafen G, vil altid indeholde netop fire allerede farvede punk-
ter. Hvis u € G — C er vgy3, 4, v; 0g v,44 farveti Gy, da |[L(v;)| =
[L(0g)| = 2. Hvis u € Cer u = 017 08 |L(0g14)| = |L(vg46)| =2
jf. pastand 6. Derfor farves v;.3, U514, U546 0g U = Uy47. Folgende
argumenter geelder bade foru € G- Cogu € C.

Betragt forst tilfaeldet hvor G, indeholder et positivt punkt. Hvis
ogsd G; indeholder et positivt punkt, benyttes g +4 = g1 + g2 og
P opfylder (iv). Hvis G; derimod ikke har et positivt punkt geres
folgende. Eftersom P; ikke kan opfylde (ii), da hverken v, 3 eller u
(og €j heller v; i tilfeeldet hvor u € G — C) er farvet, er q; > 5, og
P1 opfylder derfor (iii). Nér G tilfejes Gy, er de fire allerede farvede
punkter fra G; ikke farvede leengere, men q; > 5, sé (iv) geelder for
P.

Antag derfor at G; intet positivt punkt har. Ergo er G, en 5-kreds.
Resten af beviset folger vha. de samme argumenter som i beviset for
péstand 11. Inden induktionen anvendes péa G, farves v,,1 0g v,12
(vg+1 antages at veere positivt). Fjern punkterne fra grafen og fiern
C(vg41) 0og C(vg42) fra de respektive nabolister. Se ogsa figur 4.8.
Lad G’ := Gy — {vy41,v442}.]f. pdstand 6-10 og eftersom |L(u)| = 3,
opfylder G’ betingelserne i setningen, medmindre vejen v, 11" v,
eksisterer, hvor u* € G — C. Antag at denne vej ikke findes. Forst til-
feeldet hvor P’ opfylder (iv). Punkterne v 4, 415 0g U442 (08 V416,
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Figur 4.9: Situationen i pastand 13.

hvis u € C) er muligvis alle negative, men da vi ogsé tilfejer mindst
ét positivt punkt (v4.1), opfylder P (iv). Antag derfor at G’ intet po-
sitivt punkt har. Vi kan igen slutte, at g > 5, og vi kan derfor tillade
800 ekstra negative punkter i G, som har et positivt punkt. Antallet
af negative punkter er dog hejst 17 + 4 = 21. Dermed haves den
enskede modstrid.

Hvis vejen v, u"vy4 findes, gores nejagtigt som i beviset for pé-
stand 11, hvor u findes, og vi far igen, at G’ har en god farveplan. [

Pdstand 13. Vi kan antage, at G ikke har en vejv,  juu'v;, hvoru,u’ €
G—C, |L(vj)| =20gi€ {1,2,3}.

Bevis. Igen antages det modseaetningsvist, at en sadan vej findes. Gra-
fen opdeles i to delgrafer, G; og Gy, hvor vejen v, uu'v; er felles,
hvor P C G og hvor G; er punktminimal. Situationen ses pa figur
4.9. Vi ser pa to tilfeelde: i = 1 og i € {2,3}.

Hvisi =1: Farvu,, (punktet antages at veere positivti G) og fiern
punktet fra grafen. Fjern ogsa C(v,1) fra nabolisterne. Pastand 6 og
10 (en evt. vej vg11u*vy, hvor u* € G — C, omgéds pd samme ma-
de som i beviset for pastand 11 og 12) sikrer, at G; — v;41 opfyl-
der betingelserne i seetningen. Forst benyttes induktionsantagelsen
pd Gi — vy41, derneest tilfejes v, 11 igen, og induktionsantagelsen
bruges pa G,. Delgrafen G, har fem allerede farvede punkter, da
|L(v442)| = 2, 0g v442 farves derfor ssmmen med v, 1, u, u’ 0g v;.
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Hvis G1 — v441 indeholder et positivt punkt, opfylder P; ogsa
(iv), da vg1q bidrager med én til p i (iv). Har G, ogsd et positivt
punkt, benyttes g + 5 = g1 + g2 og uligheden i (iv) fas. Har G, ikke
et positivt punkt, tilfejes hejst 17 punkter til G; — v, menda v,
bidrager med én til p, tillades yderligere 1000 negative punkter, sa
P opfylder (iv). Antag derfor at G; — v, ikke indeholder et posi-
tivt punkt. Af den grund har G; — v, mindst fire allerede farvede
punkter. Eftersom G; hejst indeholder 17 negative punkter, opfylder
Py altid (iv). Hvis G; har et positivt punkt, benyttes g +5 = g1 + ¢
og uligheden i (iv) fds. Har G; intet positivt punkt, tilfejes hejst 17
ekstra punkter. Da2-17 +1 < 600 < 1000(p — 1) +200(q — 1), ha-
ves den enskede modstrid.

Hvis i € {2,3}: Her farves v,,1 0g v,2 (punktet v, antages at
veere positivt i G) og disse punkter fjernes fra grafen. Vi kan ikke
blot fierne v, 1, som i tilfeeldet med i = 1, da |L(v442)| = 2, og dette
punkt er nu med i G;. Fjern ogsa C(v;41) og C(v,12) fra de respek-
tive nabolister. Pdstand 6-11 (en evt. vej vy 1u* vy, hvor u™ € G — C,
omgas pd samme mdde som i beviset for pastand 11 og 12) sikrer, at
G1 — {9441, 0442} opfylder betingelserne i seetningen. Induktions-
antagelsen benyttes pa G1 — {v441,0442}, og dernaest tilfgjes de to
slettede punkter og induktionsantagelsen benyttes pa G,. Delgrafen
Gy har fem allerede farvede punkter, hvis i = 3, men kun fire, hvis
i =2, eftersom |L(v;12)| = 2. Argumenterne for at P altid opfylder
(iv) er som i tilfeeldet med i = 1. Eneste naevneverdige forskel er, at
Ug+2 0gsé er et negativt punkt, sd der tilfejes 18 punkter (i stedet for
17) nér G, tilfejes. O

Pdstand 14. Vi kan antage, atq > 5.

Bevis. Er q < 4, farves v;11 0g vg42 (punktet v, antages at veere
positivt i G). Kan vi vise, at seetningen geelder for denne graf med
g + 2 farvede punkter, geelder den ogsa for grafen med g farvede
punkter, da vi tilfejer mindst et positivt punkt og hejst et negativt.
Bemeerk at det ikke er nok blot at farve v, 1, da [L(vg42)| =2. O

Pastand 15. Vi kan antage, at et punkt v € P forskelligt fra v, er et
>3-punkt.

Bevis. Hvis alle punkter pa P er 2-punkter, bortset fra muligvis vg,
fjernes v3 fra G (eftersom g > 5, er det altid muligt). Hvis C(vp) #
C(v4) indseettes en kant mellem de to punkter, ellers sammentraek-
kes de til ét punkt. P4 den made er de allerede farvede punkter i
den nye graf stadig en vej, der ligger pa C, og induktionsantagel-
sen kan sdledes benyttes derpa. Hvis ikke alle punkter paneer v, er
2-punkter, kan vi risikere, at den nye graf ikke leengere har girth
mindst 5. O
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Med disse pastande er det muligt at feerdiggere beviset. Resten
af beviset forleber sdledes: Vi ensker induktivt at fa en god farve-
plan for G — {vy,...,v,43}. Hvis ikke induktionen kan benyttes pa
denne graf, ser vi pa de tre tilfeelde, som kan veere arsag hertil — til-
feelde (a), (b) og (c). I tilfeelde (a) og (b) opdeles grafen i to delgrafer;
induktionen bruges pa hver af disse. I tilfeelde (c) opdeles grafen
ligesd, men vi er ikke sikret, at induktionsantagelsen kan benyttes
pa begge delgrafer. Igen ser vi pa tre (deekkende) tilfeelde, som kan
veere arsag til, at induktionsantagelsen ikke kan benyttes — tilfeelde
(c.1),(c.2) og (c.3).

Forst farves v;,3 med en farve fra L(v;13)\L(v;44). Dernzest
farves vg12 0g v441. Fern punkterne v, ; fra grafen og fiern ogsa
C(v44;) fra de respektive nabolister for i = 0, 1,2, 3. Punkterne v;3,
Ug+2 0g Vg4 er alle negative i G og optraeder i den naevnte reek-
kefelge i P. Definér Q := {vy,v411,0442,04+3}. Hvis der opstar 1-
punkter, fjernes disse, indtil alle punkter er >2-punkter. De slettede
punkter farves til sidst. Kald den nye graf G’. Hvis det er muligt,
benyt da induktionsantagelsen pa G’. Antag forst, at 1-punkter ikke
forekommer, nar Q fjernes.

Eftersom der tilfojes et punkt til P og hejst tilfejes tre andre nega-
tive punkter, er P god, hvis P’ er en god farveplan: Hvis P’ opfylder
(i)-(ii), er |G| < 17 - 0g q = 6, s& P opfylder (iii). Hvis P’ opfylder
(iii), gor P ogsé, fordi ¢ = q’ + 1. Hvis P’ opfylder (iv), bemerkes at
g =4q'+1,s8 ogsé P opfylder (iv).

Hvis en evt. vej fjernes, er to nabopunkter ikke begge negative,
medmindre de ligger pd P (hvormed hver punkt ogsa bidrager med
én til ). En sddan vej er derfor aldrig et problem, medmindre kun
Ug+4 fjernes (vejen bestar derved kun af negative punkter). Her fjer-
nes dog i alt kun fem negative punkter, mens g eges med én.

Antag derfor at G’ ikke opfylder betingelserne i seetningen. Der
er tre muligheder for hvordan det kan ske:

(@) En vejvquvgi3, hvoru € G —C.

(b) En vej vjuvj, hvor v; # v, har hejst to farver i sin liste, hvor
u€G—Coghvoro; € Q.

(c) En vej vjuu'vy, hvor v;, v, € Q oghvoru,u’ € G - C.

I tilfeelde (a) kan u have kun én farve tilbage i sin liste efter C(v;) og
C(vg43) er fjernet fra L(u). I tilfeelde (b) kan u have kun to farver
tilbage i sin liste (efter nabopunktet v; er blevet farvet og dens farve
er slettet fra L(u)), og er nabo til endnu et punkt v; med hejst to
farver i sin liste. I tilfeelde (c) kan naboerne u og ' begge have to
farver tilbage i sin liste, fordi C(v;) og C(v) er fiernet fra hhv. L(u)
og L(u').
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Ug  Ug41 Vg2 V43
®

Figur 4.10: Et punkt u er nabo til et punkt v; pa P samt v 3.

Bemeerk at Q ikke nedvendigyvis fjernes, nar disse tre tilfeelde be-
handles.

Ad (a). Idette tilfeelde inddeler v uv, 3 G i to delgrafer, G; og Go,
hvor P C G;. Ferst benyttes induktion pad G; — v; og dernaest pa G,.
Jf. pastand 4 og 8 opfylder G; — v, betingelserne i seetningen. Hvis
Go kun indeholder vq, u, v443, V442 0g V441, behover vi ikke anven-
de induktion pa Gy; v;41 0g v,+2 skal blot tilfejes G;. Disse er begge
negative, men opvejes af at v, bliver tilfgjet til G, sd den samlede
farveplan er god. Folgeligt er G, ikke en 5-kreds, og opfylder der-
med ikke (ii). Da G; har fire allerede farvede punkter, indeholder
den et positivt punkt, og P, opfylder dermed (iv).

Hvis ogséd Gy (G; — v; har en god farveplan, og da v, bidrager
med én til g og én til n, er P; ogsd en god farveplan) indeholder et
positivt punkt, benyttes g +4 = g1 + g». Hvis derimod G, ikke har
et positivt punkt, indeholder grafen hejst 17 punkter. Punkterne u,
Ug+3 0g Vg2 er ikke leengere farveti G, men g1 > 5, sé q eges med
mindst én, hvilket sikrer, at P ogsa opfylder (iv).

Antag derfor at ingen sddan vej eksisterer.

Ad (b). Antag ferst at v; har netop to farver i sin liste. Pastand 7 og
8 giver os, at v; hverken er v, 5 eller v;, som har hhv. to og én farve
i sin liste. Og ifelge pastand 10 og 12 er v; €j heller v, eller v 3.

Antag derfor at v; har preecis én farve i sin liste. Vi ser pa de fire
tilfaelde for v; € Q. Fordi k > g + 3, folger af pastand 4, at v; # Uq,
og ifelge pastand 8 er v; # v;2. Der er derfor tilfeeldene, hvor v; =
Ug+3 0g Vj = V41 tilbage.

Hvis v; = v,3: Situationen er som i figur 4.10. Lad G; og G; have
v;juv,3 feelles og lad G N P veere minimal. Udfer sa induktio-
nen forst pa G; og siden pa G,. Vi opdeler i to tilfeelde: j > 4
ogj<3.
Antag forst at j > 4. Dvs. G 2 v;. Farv u og antag det er
positivt. Benyt s induktionsantagelsen pa G; og fd en god far-
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veplan som opfylder (iv) pga. u, hvilket er muligt jf. pastand
4 og 8. Derefter bruges induktionsantagelsen pa G,, hvor nu
Ug+2Uv; - - - vg udger den forfarvede vej. Den samlede farve-
plan er god fordi: Hvis G, ogsé indeholder et positivt punkt,
sd er g +4 = g1 + q2. Hvis derimod G; kun har negative punk-
ter, fas (iv), fordi j < g, sa q oges.

Antag sé at j < 3. Dvs. G; > v;. Benyt samme strategi pd
G1, som i beviset for pastand 11, og fa, at G; indeholder et
positivt punkt, sa P; opfylder (iv). Den forfarvede veji G; er
i dette tilfeelde v1 - - - VUV 30414. Igen er den samlede farve-
plan god fordi: Hvis G, ogsa indeholder et positivt punkt, sé er
q+4 = q1 + 92, sa P opfylder (iv). Hvis derimod P, opfylder
(ii), er v; = vy, men P opfylder stadig (iv) fordi argumenterne
fra 11 giver os et ekstra positivt punkt, som fordi P; opfyl-
der (iv) giver mulighed for op til 1000 ekstra negative punkter.
Slutteligt, hvis P opfylder (iii), oges g pga. v1, sa P opfylder
(iv).

Hvis v; = v,1: Ifelge péastand 10 er v; = v4 (0g g = 6). Farv da

u og benyt induktion pd G’ := G — Q, hvor ogsd 1-punkter
rekursivt er fiernet fra G’. Opdel G’ i to grafer: Gy, som er gra-
fen afgreenset af uv,v3 - - -, og Gy, som er grafen afgreenset af
uv4vs. Induktionen anvendes forst pa G; (hvilket er muligt jf.
pastand 10) og siden pa Go.

Muligvis bestar G, kun af punkterne u, v4 og evt. vs. I sa fald
er vs evt. det eneste negative punkt, som tilfgjes, og en god
farveplan for G; udvides derfor nemt til at geelde G'. Antag
derfor at G, indeholder flere punkter end u, v4 0g vs. Det vises,
at P’ er god; vi ved fra tidligere, at P’ kan udvides til en god
farveplan for hele G.

Fordi G, kun har tre farvede punkter, opfylder P, pr. induk-
tion (iv). Hvis P; opfylder (i)-(iii), s& opfylder P’ (iv), fordi
q = g2 +2o0g |G| < 17. Hvis P; opfylder (iv), gor P’ ogsa,
fordig+2 > g1 + g.

Antag derfor at ingen sadan vej eksisterer.

Ad (). Fordi g(G) > 5, er der kun tre sddanne veje: vuu'v, 3,
vgut'vy o eller v juu'vy 3. Opdel grafen i to delgrafer G; og Gy,
hvor P C G;. Veelg deres feelles vej, som den vej vyuu’v, 3, som gor
G punktmaksimal, hvis vejen findes. Ellers veelg den vej af de to
andre typer (kun en af disse to typer findes), som gor G, punktmak-
simal. Ferst argumenteres for, at vejene vquu’ Ug+3 08 vquu’ Ug+2 ikke
kan eksistere. Antag modseetningsvist at v,uu'v,, 3 eller vyuu'vy, 2
eksisterer.
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Forst benyttes induktionsantagelsen pa G; — v, (hvor C(v;) er
fiernet fra nabolisterne), sa tilfejes v,, og til sidst benyttes induk-
tionsantagelsen péd G;. Jf. pastand 4 (at u ikke har en anden nabo pa
P) og 8 (at u ikke har en anden nabo pa C — P med to farver i sin
liste) opfylder G; — v, betingelserne i seetningen. Delgrafen G, har
fire eller fem allerede farvede punkter, da |L(v;12)| = 2, 0g v442
farves derfor i G, inden induktionsantagelsen benyttes, hvis vejen
er vguu'vy 3. Er den feelles vej vyuu'v, s, er der kun fire allerede
farvede punkter.

Hvis Gy — v har et positivt punkt, har G; ogsd et positivt punkt,
da vy er et allerede farvet punkt. Hvis ogsd G har et positivt punkt,
benyttes g +4 = q1 + g2 eller g +5 = q1 + g, alt efter hvilken vej, der
eksisterer. Hvis G; — v; har et positivt punkt, og G, ikke har, tilfejes
én til g i (iv) i form af v,, og vi kan derfor tillade 200 ekstra negative
punkter. Delgrafen G; indeholder hgjst 17 punkter. Dog er v, ogsa
et negativt punkt, men ikke overraskende er 200 > 18. Derfor er (iv)
opfyldt for P.

Antag derfor at Gy — v, ikke indeholder et positivt punkt og at
G har et positivt punkt. Nar G; og G, seettes sammen, er u, u’, v,12
og muligvis v,3 ikke leengere farvede. Vi ser pa to tilfeelde: Hvis
q = 6, oges g med mindst én, nar G; tilfejes. Hvis derimod g4 = 5,
har Gy — v, fire farvede punkter, hvorfor den indeholder et positivt
punkt. Séledes er vi tilbage i foregdende tilfeelde. (Farveplanen kan
ikke opfylde (ii), fordi der sa skulle eksistere et punkti G — C, som
(i modstrid med pdastand 6) er nabo til to punkter pa P.)

Vi mangler kun tilfzeldet, hvor ingen af delgraferne indeholder
et positivt punkt. Der gelder, at P, opfylder (ii), og derfor er |G~
(G1 —vg)| < 3 (de resterende tre punkter er vy, v,41 0g muligvis
Vg+2)-

Da G; — v, hverken opfylder (i) eller (ii), opfylder den (iii). Der
tilfejes to ekstra punkter fra G, samt v,, som tillader 6 ekstra punk-
ter. Igen opfylder P (iii).

Den benyttede strategi kan ikke bruges, hvis vejen er v, 1uu'v, 3,
fordi det sidst farvede punkt fra tidligere (v;41) har tre farver i sin
liste, og dermed kan farves desuagtet dens to forfarvede naboer. Det
geelder ikke, nér Ug+2 farves til sidst, for den har to forfarvede nabo-
er og netop to farver i sin liste.

I det folgende antages det, at kun vejen v, uu'v, 3 eksisterer. Vi
ved nu, at G ikke indeholder en vej af typen (a), (b) eller v uu'v, 3
eller v;uu'v, 3. Séledes mangler vi at vise, at vejen v, 1uu'v,, 3 ikke
eksisterer. Vi deekker to tilfeelde; hvor u er nabo til et punkt pa P og
hvor det ikke er.

Hyvis u er nabo til et punkt pa P, er det jf. pdstand 10 punktet vy
(og g = 6). I dette tilfeelde kan vi vha. felgende fremgangsmade vise,
at der er en god farveplan P. Farv ferst Q, fjern de brugte farver fra
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naboernes lister, og lad som tidligere G’ := G — Q. Farv sa u og u’,
og slet dernaest 1’ fra G’ og slet ogsa C(u') fra nabolisterne.

Vejen uu’ inddeler G’ i to delgrafer. Delgrafen uden punkter fra
P har netop to forfarvede punkter — efter induktionen er anvendt pa
delgrafen indeholdende P — og indeholder derfor positive punkter,
medmindre den kun bestar af u og u’. Hvis vi har en god farveplan
for delgrafen indeholdende P, haves klart en god farveplan for hele
G’. Antag derfor gerne at forstneevnte delgraf ikke eksisterer.

Vejen vgu inddeler G’ — 1’ i to delgrafer, kald disse G| og G5, hvor
G} indeholder vs. Antag ferst at det er muligt at benytte induktions-
antagelsen pa G}. Benyt induktionsantagelsen pa G}, derneest pa Gj,
tilfej u’, og tilfej til sidst Q.

Delgrafen G indeholder altid et positivt punkt, fordi g5 < 3
(medmindre G} kun bestér af de allerede farvede punkter). Hvis og-
s& G} har et positivt punkt, opfylder P’ ogséa (iv), da g’ +3 = g + g5,
og u’ blot bidrager med én til antallet af negative punkter.

Antag derfor at G ikke indeholder et positivt punkt. Hvis G}
indeholder et positivt punkt, eges ¢ i (iv) med to (fordi u ikke er far-
vet leengere), hvilket tillader 400 ekstra negative punkter. Der tilfajes
kun hejst 18 negative punkter (1’ og hejst 17 fra G}).

Dermed er P’ en god farveplan, og jf. tidligere argumenter, kan
Q (og de slettede 1-punkter) og fa en god farveplan P for hele G.

Det er dog ikke altid muligt, at benytte induktionsantagelsen pa
G}. Se figur 4.11. Enten kan en nabo til u’, som ligger p& C — P, risi-
kere kun at have én farve tilbage i sin liste, eller ogsa kan en nabo til
u' have to farver i sin liste og veere nabo til et andet punkt, som har
hejst to farver i sin liste. Jf. pdstand 12 er u’ ikke nabo til et punkt
med netop to farver i sin liste. Hvis #’ er nabo til et punkt pa C — P
med tre farver i sin liste, som igen er nabo til et punkt med to farver
i sin liste, benyt da argumenterne i (c.2) herunder.

Hvis der eksisterer en vej u'zv;, hvor z € G — C og v; € C, geel-
der der, jf. pastand 13, at |L(v;)| # 2. Punktet v; kan dog ligge pa
P, sdledes at to punkter med heijst to farver i sine lister er naboer.
For at forhindre dette, farves sidanne punkter (der kan hejst veere
tre — og disse punkter er negative i G}) inden induktionsantagelsen
anvendes pa Gj. De farvede z’er inddeler Gj i yderligere hejst fire
nye delgrafer. Disse dele har netop to punkter tilfeelles (et z og v;,
i € {1,2,3}). Induktionsantagelsen benyttes pa disse dele. Vi ser pa
to tilfeelde.

Forst antages at en af delgraferne indeholder et positivt punkt.
Denne delgraf slas sammen med en opadliggende delgraf. Hvis den
opadliggende delgraf ogséa indeholder et positivt punkt, er g + 3 =
q1 + g2, hvor g1 og g2 er antallet af allerede farvede punkter i de to
delgrafer og g er antallet af allerede farvede punkter i den nye graf.
Har denne delgraf intet positivt punkt, har den mindst fire allerede
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Ug+1 Ug+2 Ug+3

Figur 4.11: Situationen, hvor u er nabo til v4 og #’ har 1-3 naboer i
G — C (hvide punkter), som er nabo til et punkt pa P.

farvede punkter. Nar denne graf fojes til delgrafen med det positive
punkt, stiger antallet af allerede farvede punkter med mindst én,
hvilket giver mulighed for 200 ekstra negative punkter. Der tilfejes
kun hgjst 17 nye punkter. Pa denne médde samles alle disse delgrafer
til G. I dette tilfeelde opfylder P (iv).

Antag i stedet at ingen af disse hojst fire delgrafer indeholder et
positivt punkt. Vejen u’zv; kan ikke eksistere i dette tilfeelde, da vi
ellers er sikret et positivt punkt i delgrafen, som indeholder v; og
ikke vy. Vejen u'zv, kan heller ikke eksistere, fordi delgrafen inde-
holdende v; og v, kun har tre allerede farvede punkter, og dermed
et positivt punkt. Eneste mulighed er derfor, at kun vejen u’zv; ek-
sisterer.

De to tilbageveerende delgrafer bestar begge af 5-kredse, eller
blot fire allerede farvede punkter. Det giver i alt hejst 10 punkter,
0g 10 < 6-5—19, s& P opfylder (iii).

I det folgende er vi derfor i tilfeeldet, hvor vejen vy 1uu'vy 3 ek-
sisterer, og hvor en evt. vej v, 1ugv4, opfylder, at ug # u. Derfor
antages det, at u ikke har naboer pa P. Pa grund af tilsvarende argu-
menter antages, at ej heller 1’ har naboer pé P.

Vi kan her ikke benytte ovenstaende fremgangsmade, da vi ik-
ke kan farve u og benytte induktion, eftersom de allerede farvede
punkter sd ikke danner en vej. De to punkter, som skaber proble-
mer, u og i/, farves og fjernes fra G — Q (og C(u) og C(u') fjernes fra
de respektive nabolister). Opdel G — Q i G; > v og Gy, hvor u og
u" er de feelles punkter. Mindst et af punkterne u og u’ er positivt i
Gj og G, da ingen af punkterne er nabo til et punkt pa P. Vi ensker
at benytte induktionsantagelsen pa G; — {u, u'}, og derneest pa Gy,
hvor u og u’ er tilfojet.

Nar vi farver og fierner u og 1, kan der imidlertid opstd situa-
tioner, hvor det ikke er muligt at benytte induktionsantagelsen pa
Gy — {u, u'}. Nar induktionen benyttes pd Gy, kan den indeholde
endnu en vej v, 1ul'vyy3; da grafen er mindre, benyttes de folgen-
de argumenter induktivt.
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Antag forst at induktionen kan bruges. (En god farveplan fés for
Gy — {u, u'}, og tilfejes u og 1, har vi en god farveplan for G;.) Enten
bestar G, kun af u og 1/, eller ogsé indeholder G, positive punkter. I
forstnaevnte tilfeelde far vinemt, at P er god, fordi q i kraft af v, eges.
Antag derfor at G, har et positivt punkt. Hvis G; ogsa indeholder et
positivt punkt, opfylder P (iv) fordi g+ 6 > g+ 1 = g1 + go. Hvis
G; ikke indeholder et positivt punkt ((iii) er opfyldt), sa opfylder P
igen (iv), fordi g > 5 eges pga. v;, hvilket muligger op til 200 ekstra
negative punkter.

Antag sa at induktionen ikke kan bruges. Folgende tre tilfeelde
forhindrer brug af induktionsantagelsen i G; — {u, u'}:

(c.1) En vej uyxvgys, u'xyv, eller u'xyv, 11, hvor x,y € G — C.
(c.1.1) En vej uxyvg, hvorx,y € G —C.

(c.2) En vej uxv; eller u'xv;, hvor x € G — P og |L(v;)| = 2.

(c.3) En vej uxv; eller u/xv;, hvor x € G — C og v; € P.

Hvis en vej som i (c.1) findes, kan x og y ende med kun at have to
farver tilbage, nar Q, u og u’ slettes. Tilsvarende geelder for (c.1.1).
Findes en vej som i (c.2), har x og v; begge kun to farver efter u og u’
er blevet farvet. I (c.3) kan x, som er nabo til et punkt pa P, have to
farver efter u og 1’ er blevet farvet og fjernet.

Bemeerk at disse situationer ikke kan opstd i Gy, da den forfarve-
de vej kun bestér af u og u’, og fordi g(G) > 5. I behandlingen af
disse tilfeelde fjernes ikke nedvendigvis bade Q, u og u’, som tidli-
gere.

Ad (c.1). Vejenopdeler G —QiGy 3 v og Gy. (Hvis der findes flere
veje (af samme slags), veelges det x og y, som minimerer G;.) Farv
punkterne pa Q og fjern de brugte farver fra de respektive naboers
lister. Induktionen kan anvendes p& G, fordi uu’ ¢ E(G;). Bemaerk
at vi i dette tilfeelde ikke fierner u og u'. Hvis vejen er uyxv, 3, er y
ikke nabo til et punkt pa Q (fordi ¢(G) > 5), s y har tre farver i sin
liste. Hvis vejen derimod er u’'xyv; eller u'xyv, 1, er x ikke nabo til
et punkt pa Q, s& x har tre farver i sin liste. Ergo kan induktionen
anvendes pa Gj.

Farv den af u og 1/, som endnu ikke er farvet. Séledes udger
u, ', x og y den forfarvede vej i G, som nu pr. induktion har en
god farveplan. Slutteligt tilfojes Q igen. Kanten uu’ ligger ikke noed-
vendigvis pé randen af G,, men punkterne u, u’, x og y ger, hvilket
sikrer at induktionen kan anvendes pd G,.

Vi viser nu, at den samlede farveplan er god pga. v,; det bidrager
nemlig med én til q. Hvis P; og P, opfylder (iv), sa fas uligheden i
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Ug+1 Ug+2 Ug+3

Figur 4.12: Vejen uxyv, eksisterer.

Ug+1 Ug4+2 Ug+43

Figur 4.13: Vejen uxv;, hvor v; har netop to farver i sin liste findes.

(iv) fordi gg_o +4 < g1 + g2 Nér Q tilfejes oges g i (iv) med én, sa
P opfylder (iv). Antag at kun G; har et positivt punkt. S& er G, en
5-kreds. Derfor tilfejes Q samt kun to punkter fra G, som ikke er i
G1. Den samlede farveplan opfylder derfor (iv). Antag at kun G, har
et positivt punkt. I denne situation eges g i (iv) pga. v,; derfor tilla-
des 200 ekstra negative punkter, og der tilfajes hojst 17 punkter fra
G; samt 4 fra Q. Antag slutteligt at hverken G; eller G, indeholder
et positivt punkt. Igen er G, en 5-kreds, sé der tilfgjes hgjst disse to
punkter foruden punkterne pa Q, hvoraf v, er det ene. Derfor tilla-
des op til seks ekstra punkter.

Ad (c.1.1). Vejen vyyx inddeler G — {vg41, V42,0443, 4, u} i to gra-
fer G; 5 v1 og Gy; den slettede vej er farvet — u’ er positiv — og de
benyttede farver er fjernet fra naboernes lister. Se figur 4.12. (Er der
flere sddanne veje, veelges x og y sa G; er punktminimal.) Der fas
pr. induktion en god farveplan for G; og en for G,. At P ogsa er
god folger fordi g > 5 og p oges med én. (Delgrafen afgreenset af
0g4+104+204+34'u farves efterfolgende pr. induktion; er der positive
punkter, oges p, er der ikke, 2endres intet ift. det tidligere argument.)

Ad (c.2). Ifelge pastand 13 ligger x pa C, sa situationen er eksem-
pelvis som i figur 4.13. Vejen sammen med enten v, eller v, 3 op-
deler G i to grafer, G; 3 v1 og Gy; lad G, veere punktminimal. (Er x
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nabo til to punkter med to farver i sin liste pa C, veelg da v; € G».)
Vi benytter samme argumenter som i pastand 11 pd G; (hvadenten
den feelles vej er v, 1ux eller v, 3u'x) og fér en god farveplan for
Gy opfyldende (iv) (fordi v,y er positivt): Hvis der findes en vej
Ug+1400j, hvor v; har hejst to farver i sin liste, sa ved vi jf. pastand
10, at vj = V4. I denne situation farves u( og der udferes induktion
pa graferne som uyv4 inddeler G; i; argumenterne er tilsvarende an-
den halvdel af beviset for pastand 11, og vi far en god farveplan for
G1, som opfylder (iv).

Antag at den feelles vej er v, 3u'x. Med 443, 1, x og evt. v; (hvis
v; € Gp), samt v;,4, som den forfarvede vej, udferes induktionen
pé Gz og vi far P;. Vi ser, at P er god og opfylder (iv) fordi v, er
et positivt punkt og g > 5. (Hvis G — {v441,v542} ikke indeholder
positive punkter, havesialt 17 - 2 + 2 < 200 negative punkter.)

Antag sa at den feelles vej er v, 1ux. Induktionen udferes pé G
med v;42, U441, U, X 0g evt. v; som punkterne pé den forfarvede vej.
At den samlede farveplan er god, skyldes igen at v, er et positivt
punkt og g > 5.

Ad (c.3). Viantager her, at der findes veje af typen uxv; eller u’xv;,
hvor x € G — Coguv; € P.Tilfeeldethvor v; = v; og x = vy er deekket
af argumenterne i (c.2). Mindst én af vejene ux;v; eller u'x;v;, i €
{1,...,6} eksisterer. Dog kan vejen ux,v, ikke eksistere, eftersom
¢(G) > 5. Vi deler op i tilfeelde, alt efter hvilke x;’er, der findes.

Hvis x; findes: Vejen vyxju/ Ug+3 (eller vy xquu’ Ug+3) inddeler gra-
fen i to delgrafer G; og Gy, hvor v; € G;. Begge delgrafer opfyl-
der induktionsantagelsen, da vi ikke har fjernet nogle punkter. Forst
benyttes induktionsantagelsen pa G; (som har mellem fire og seks
allerede farvede punkter), og derneest pad G, (hvor Vg+3 u', xq, vy,
Ug+4 0g muligvis 0gsa u er farvet). Delgrafen G; minder nu om G i
beviset for pastand 11, eftersom ' nu spiller rollen som v 4. For-
di |L(u')| = 3, som det ogsé antages i beviset for pastand 11, kan
samme argumentation bruges til at vise, at G; har et positivt punkt.
I trdd med beviset for pastand 11 benyttes induktionsantagelsen pa
G1 — {9441, 0442}, 0g det vises, at denne delgraf altid har en god
farveplan. Derefter tilfojes v;11 0g v;42, 0g da en af disse er posi-
tive, er vi sikret, at Gy altid har et positivt punkt. Til sidst benyttes
induktionsantagelsen pa G,. Hvis G, ogsa har et positivt punkt, be-
nyttes g + 6 > g1 + q2. Antag derfor at G, ikke har et positivt punkt.
Hvis G1 — {0441, v412} ikke har et positivt punkt, indeholder G hejst
17 -2 4+ 2 = 36 punkter, og g > 5, hvilket tillader op til 800 negative
punkter. I dette tilfeelde opfylder P (iv). Hvis Gy — {v,11, vy12} deri-
mod har et positivt punkt, tillades yderligere 1000 negative punkter,
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ndr v, 1 0g U442 tilfejes. Da G, indeholder hejst 17 punkter, er (iv)
igen opfyldt for P.

Hvis x; findes: Hvis vejen er u/x,v;, geelder de samme argumen-
ter, som hvis vejen er u’'x;v1. Hvis vejen er ux,v,, argumenteres til-
svarende hvor x3, x4 eller x5 findes.

Vi antager derfor, at ux;v1, u'x101 og u’x;v, ikke eksisterer. I det
felgende kan vi ikke benytte ovenstdende argumenter, da vii sa fald
kan risikere, at G; har syv eller flere allerede farvede punkter.

Hvis x; findes: Vejen v,x,u'v,, 3 (som er den eneste mulige) ind-
deler grafen i to delgrafer, G; og Gy, hvor v; € Gy. Jf. pastand 4, 6
og 8 opfylder G; — v, betingelserne i seetningen. Derfor benyttes in-
duktionsantagelsen forst pa G1 — v,, hvorefter vy tilfgjes. Da Gy — vy
har en god farveplan, har G; ogsa, da v; € P. Til sidst benyttes in-
duktionsantagelsen pa G, (som har fem allerede farvede punkter,
fordi vg,2 ogsa farves). I G; findes v,11 og u, sd P, opfylder nod-
vendigyvis (iv). Hvis bade G; og G indeholder et positivt punkt, er
g +5 = g1 + q2. Hvis G; ikke indeholder et positivt punkt, er 4 = 6,
da vi er sikrede positive punkter i G; — v, for g = 5 (G1 — v; kan
ikke opfylde (ii)). Der tilfgjes hejst 17 punkter, nar G fejes til G,. Da
g = 6 oges antallet af farvede punkter med én, og tillader dermed
200 ekstra negative punkter.

Antag derfor at vejen u'x,;v, ikke eksisterer. Ovenstidende argu-
mentation kan ikke bruges, hvis ikke u' x40, eksisterer, da viisa fald
kan risikere, at G, har flere end seks forfarvede punkter.

Hvis x3, x4 eller x5 findes: (Vejen ux,v, kan eksistere.) I dette til-
feelde farves og fjernes Q, u og u’ (hvor u eller 1’ antages at vaere
et positivt punkt). Deres valgte farver fjernes ogsa fra de respekti-
ve nabolister. Definer to delgrafer G; og Gy, hvor G, er det indre
af kredsen vq+1vq+zvq+3u’ u og hvor G; er de resterende punkter i
G — Q —{u,u'}. Viviser, at G; har en god farveplan, og nér u og u’
tilfajes, vil ogsd denne graf have en god farveplan, da enten u eller
u' er et positivt punkt. At G ogséd har en god farveplan, nér G, og
punkterne pé Q tilfgjes, er bevist lige for vi deler op i (c.1)-(c.3).
Eftersom det kun er x, (kun i form af en vej ux;v2), x3, x4 og en-
ten x5 eller ug (punktet i G — C, som er nabo til v;,1 0g v4), der kan
sorge for, at induktionsantagelsen ikke kan benyttes pd Gy, farves
disse, hvis de eksisterer. Se ogsa figur 4.14. Disse nye inddelinger har
alle hgjst seks allerede farvede punkter. Derfor opfylder delgraferne
betingelserne i seetningen. Hvis en af disse delgrafer indeholder et
positivt punkt, slds den sammen med en opadliggende delgraf. Har
denne ogsa et positivt punkt, er g +3 = q1 + g2, hvor g1 og g er
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Ug+1 Ug+2 Ug+43

N
Ug u' \
/ uo \
]
\ X4 X3 |
P ° o
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Figur 4.14: De hvide punkter forhindrer brug af induktionsantagel-
sen pd Gj. Derfor farves disse ogsa.

antallet af allerede farvede punkter i de to delgrafer og hvor g er
antallet af allerede farvede punkter i den nye graf. Hvis den opad-
liggende graf ikke indeholder et positivt punkt, har den mindst fire
allerede farvede punkter. Den bidrager derfor med mindst ét ekstra
farvet punkt, og tillader dermed 200 ekstra punkter. Delgrafen uden
et negativt punkt indeholder dog hgjst 17 punkter. P4 denne méde
slas alle disse delgrafer sammen, og til sidst haves G, hvor P; op-
fylder (iv).

Antag derfor at ingen af disse delgrafer indeholder et positivt
punkt.

Der er ingen delgraf med hgjst tre farvede punkter, thi da har
delgrafen et positivt punkt. Vejen ux,v, kan derfor ikke eksistere, da
delgrafen indeholdende v; i sa fald indeholder et positivt punkt. Til-
svarende for vejene v, 110y, UX5U5, U X505, UX404 0g ' X404. Eneste
tilbagevaerende vej ender derfor i vs. I dette tilfeelde haves to delgra-
fer med fire forfarvede punkter (som evt. er 5-kredse) og muligvis
en delgraf med tre allerede farvede punkter (som ikke indeholder
andre end disse tre punkter). I alt haves maksimalt 10 punkter i G;
og eftersom g7 = 5 i dette tilfeelde (ellers ville den ene delgraf kun
have tre forfarvede punkter), opfylder Py (iii).

Eftersom vi kan konstruere en god farveplan til G i alle tilfeelde,
haves den enskede modstrid. O

Med denne seetning kan vi nogenlunde nemt bevise en nedre
greense for antallet af farvninger, givet en listetildeling til en planar
graf med girth mindst fem. Bemeerk at valensen af punkter pa C og
punkter i G — C til forskel fra den foregdende setning ikke behover
at have valens mindst to hhv. tre.

Satning 36

Lad G # Ky vere en planar graf med ¢(G) > 5, hvor randen af den
ydre region navngives C. Hvis C er en 5-kreds, lad P := C, og antag at
G — C # @. Huis C er lengere, lad V(P) C V(C) vare en vej med
1 < |P| < 2. Lad L veere en listetildeling til G, som opfylder, at |L(v)| = 1
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forv € P,ogat |L(v)| = 3 for v € G — P. Lad desuden C veare en
L-farvning af P. Grafen G har mindst [2/°/19%%°7 forskellige L-farvninger
som udvider C til en farvning af hele G.  (Thomassen, 2007, Thm. 4.3)

Bevis. Vibenytter induktion over antallet af punkter i G. Basistilfeel-
det, hvor |G — P| = 1, felger trivielt, da det ekstra punkt har valens
én, og dermed er positiv.

Pistand 1. Vi kan antage, at G er sammenhangende.

Bevis. Antag omvendt at G bestar af sammenhaengskomponenter-
ne Gy,...,Gy, hvor P C Gj. (Antag ogsa gerne at G| # P og at
G; # Cs.) Bemeerk at komponenter, som hver iser er Kj, for hvert
punkt giver dobbelt sd mange farvninger som tidligere. Antag der-
for, at ingen komponenter er K. Anvend induktionen og f4 2/“1//1000
L-farvninger af G1. Pa komponenter G; (i > 2), farves et, to eller fem
punkter (jf. seetningen) og induktionen anvendes. Isoleret set er der
altsd farvningen af den allerede vej P, til en farvning af G;. Dvs. der
er i alt mindst

k
HZ\Gi\/1oooo _ 22{‘{:1 G;1/ 10000 _ 2\G\/10000
i=1

L-farvninger af G. O
Pistand 2. Vi kan antage, at G ikke har noget snitpunkt.

Bevis. Antag modseetningsvist at # € B er et snitpunkt for G i en
endeblok B samt at BN P er minimal. Ferst benyttes induktionen pa
G — (B — u) og der fas mindst 2/°~#~1/1000 | _faryninger af denne
delgraf. (Antag igen gerne at G — (B —u) # P.)Hvis BNP = @,
betragtes u € B som farvet, og induktionen anvendes. Hvis BN P #
@, sa er kun u i P pga. minimaliteten af B N P. Pr. induktion fas
mindst 2//1%% faryninger af B. I alt er der folgeligt mindst 2//1000
L-farvninger af G. O

Det antages altsd, at G er 2-sammenheengende og den ydre kreds,
som folgeligt ma eksistere, benzevnes C. Det antages ydermere, at
ingen kant i P er en korde. (Hvis |P| = 5 er det klart, da P = C pr.
definition. Hvis |P| = 2, omtegnes G blot.)

Pistand 3. Vi kan antage, at ikke alle punkter i G — C har valens
sterre end eller lig 3.

Bevis. Antag at d(v) > 3 for alle v € G — C. I dette tilfeelde kan vi
benytte seetning 35. Hvis |P| € {1,2}, folger det af seetning 35, at G
indeholder et positivt punkt. Hvis |P| = 5, er P = C, og eftersom
G — C # O, opfylder P (iv), og ergo har denne graf ogsa et positivt
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punkt. Grafen G opfylder derfor altid, at n < 1000(p — 1) +200(g —
1).Fordig < 50g |G| =n+p,er |G| —p < 1000(p — 1) +200(g — 1),
sa p > [Gl/1001 > [Gl/10000. Fordi hvert positivt punkt giver anledning
til (mindst) at fordoble antallet af mulige farvninger, er der folgeligt
mindst 2///10000, O

Antag jf. ovenstdende pastand, at der eksisterer et punkt u; €
G—Cmedd(u1) =2,0glad G’ := G — u;. Hvis der i G’ — C findes
et up, hvorentend(uy) = 1, eller hvor d(uy) = 2 og uy ikke er et snit-
punkt, lad s& G’ := G’ — uy; og fortseet denne fremgangsmade indtil
G’ — C hverken indeholder 1-punkter eller 2-punkter, som ikke er
snitpunkter. Lad uy, . .., u, veere de slettede punkter. Lad desuden k
veere antallet af punkter med valens 1 i felgen.

Bemeerk at G’ er en sammenhengende graf og at C C G'. Y-
dermere er ethvert punkt i G’ — C med valens 2 et snitpunkt. Lad
sd t veere antallet af 2-punkter i G’ — C, hvor begge naboer er >3-
punkter. Disse er ikke nedvendigvis de eneste 2-punkter i G'. Evt.
eksisterer der en vej, hvor hvert punkt har valens 2. Fordi g(G) > 5,
og da de t 2-punkter er snitpunkter, er der for hvert af de t 2-punkter
med to >3-naboer mindst ét >3-punkti G’ — C. Derfor er t < |G'|/2.

Nu erstattes hvert punkt af valens to med en kant mellem dets to
nabopunkter (hvilket ikke skaber <4-kredse, fordi kun snitpunkter
blev udglattet), og seetning 35 benyttes. Denne graf kaldes G*. Der-
ved haves mindst 27" forskellige L|g«-farvninger, hvor p* er antallet
af positive punkter i G*. Tilsvarende tidligere argumenter er p* >
G*|/1001. Derfor har G* mindst 2/°” /19! forskellige L|q+-farvninger.
Tilfejes de t punkter, som har valens to, og er nabo til >3-punkter, bi-
drager disse ikke til antallet af positive punkter, da de muligvis kun
har ét valg af farve fra sin liste. Ergo haves stadig mindst 2/°"1/1001
forskellige farvninger af G’ tilfojet de t punkter. Nu tilfejes de sid-
ste punkter af valens to. Pa disse veje (som mindst har to punkter)
vil alle punkter, paneer muligvis ét, have mindst to farver at veel-
ge imellem. Der er derfor mindst et positivt punkt pr. 1001 punkter
pé disse veje. I alt har G derfor mindst 21¢17/10 forskellige L|¢-
farvninger. Derefter tilfojes punkterne u,, ..., u; (i den reekkefelge)
til G’ igen. Blandt disse har k valens 1, nar de tilfgjes, og farves punk-
terne i samme raekkefolge, er disse k punkter positive punkter. Ergo
har G mindst 2¢'-/1014k forskellige L-farvninger. Det kan dog og-
sa ske, at G’ kun bestér af allerede farvede punkter (dvs. P = C og
|P| = 5). 1 dette tilfeelde har G kun 2 L-farvninger. Bevisteknikken
er dog stadig den samme, sé vi antager, at mindst ét punkti G’ ej er
farvet pé forhénd. Fordi ¢t < |G'l/2, er (IG'|-t)/1001 + k > [G'|/2002 + k.
For at afslutte beviset, vises det, at |G'[/2002 + k > |G|/10000.

Lad til dette formal e og f veere antallet af hhv. kanter og regioner
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i G.Lad desudeney,...,e ¢ veere antallet af kanter pa randen af hver
af de f regioner. Definer

f
a(G):=) (e;—5).

i=1

Eftersom g(G) > 5, og Z{:l e; = 2e, haves vurderingen 0 < a(G) =
2e — 5f. Det bemeerkes, at 2¢ > 5f. Dette indseettes i Eulers formel,
|G| — e+ f = 2, hvilket giver os, at 3|G| > e. Ergo gelder der, at
a(G) < 2¢ —5f < 2¢ < Y|G|. Samme udregning kan foretages
med G’. Vi har derfor ogsd, at 0 < a(G') < Y|G’|. Nar vi tilfejer
punkter til G/, for igen at danne G, tilfejes enten punkter af valens
en eller to. Hvis et 1-punkt fejes til G/, oges a« med to, da vi ikke
danner en ny region. Dette sker k gange i alt. Hvis derimod et 2-
punkt tilfejes G’ mindskes « med én, da der skabes en ny region,
hvilket gor « 5 mindre, og der tilfgjes to nye kanter, hvilket gor «
4 storre. Dette sker r — k gange, nér vi udvider G’ til G. Derfor er
0 < a(G) = a(G') — (r —k) + 2k < R|G'| — r + 3k, hvilket giver,
atr < 2Q|G'| + 3k. Da vi tilfejer r punkter, nar vi gér fra G’ til G,
er |G| = |G| 4+ r. Sammen med forrige ulighed haves nu, at |G| =
|G'| +r < £|G’| + 3k. For at fa den enskede ulighed divideres med
10000. Derefter haves, at % < a5 |G| + ik < % + k, som
onsket. O

Gennem beviset for seetning 35 pa side 50 observerer vi, at green-
sen n < 1000(p — 1) 4+ 200(g — 1) ikke udnyttes skarpt. Vi far hejst
brug for, at tillade op til 36 ekstra negative punkter, hvor q oges po-
tentielt kun én. Derfor vil seetningen ogsd kunne vises, hvis (iv) er-
stattes med n < 180(p — 1) + 36(g — 1). Konstanten 180 er motiveret
af, at vi har brug for, at faktoren til p — 1 er fem gange sterre end
faktoren til g — 1 (ndr g + 6 = g1 + g for to delgrafer G; og G;). Med
dette resultat vil det veere muligt at bevise ovenstdende saetning 36
med konstanten [2/°/1907, Konstanten 1600 er fundet ved at granske
beviset for seetning 36.
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run

11979 blev det vist, at enhver planar graf er acyklisk 5-farvbar. Den-
ne setning blev i 2002 generaliseret til formodning 7 pa side 5 i (Bor-
odin et al., 2002) om, at alle planare grafer er acyklisk 5-listefarvbare.
Formodningen er endnu ikke vist. I specialet vises, at enhver graf er
acyklisk 7-listefarvbar (seetning 11 pa side 5) — dette er det neerme-
ste man i dag kommer pé acyklisk 5-listefarvbarhed uden af leegge
restriktioner pé grafen. I 2006 blev det vist, at enhver planar graf er
acyklisk 5-listefarvbar, hvis den enten ikke indeholder 4- og 5-kredse
eller 4- og 6-kredse (seetning 14 og 15 pé side 19). Dette vises ogsa.

Skal man gere sig forhdbning om at bevise formodning 7, hjeel-
per det ikke at tilfoje defekter og ad den vej se, om det er muligt
at neerme sig formodningen. Dette vises sidst i kapitel 2. Da lemma
17 til 25 pa side 20 til 27 ogsa geelder for et minimalt modeksempel
til formodningen, er det ikke uteenkeligt, at det vha. afladning (som
beviserne for setning 14 og 15) kan vises, at enhver planar graf er
acyklisk 6-listefarvbar.

I anden halvdel af specialet undersoges yderligere egenskaber
for grafer uden sma kredse. En velkendt seetning af Grotzsch er, at
enhver planar graf uden trekanter kan 3-farves. Denne seetning kan
vises vha. et forholdsvist kort listefarvningsbevis. Til dette formal
vises seetning 32 pa side 41; at enhver planar graf uden kredse af
leengde tre og fire kan 3-listefarves.

Et andet speendende aspekt ved listefarvninger er, hvor mange
forskellige farvninger man kan konstruere ud fra en given listetilde-
ling. I sidste kapitel modificeres ovennaevnte seetning og bevis for at
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KAPITEL 5. AFRUNDING

enhver planar graf uden kredse af leengde tre og fire kan 3-listefarves
og folgende vises: Enhver planar graf G uden 3- og 4-kredse har
mindst [2/°/19%7 forskellige listefarvninger for en given listetilde-
ling.

gI vores gennemgang af beviset for seetning 35 pa side 50, opda-
gede vi, at de benyttede konstanter i seetningen kunne mindskes. Vi
mener derfor at kunne forbedre graensen vist i seetning 36 pa side 79
til [2/°/160] og dermed opna felgende resultat:

Seatning 37

Lad G # Ky vare en planar graf med ¢(G) > 5, hvor randen af den
ydre region navngives C. Hvis C er en 5-kreds, lad P := C, og antag at
G — C # @. Huis C er lengere, lad V(P) C V(C) vare en vej med
1 < |P| < 2. Lad L veere en listetildeling til G, som opfylder, at |L(v)| = 1
forv € P,ogat |L(v)| = 3 forv € G — P. Lad desuden C vare en L-
faroning af P. Grafen G har mindst [2/°/16%] forskellige L-farvninger som
udvider C til en farvning af hele G.

Essensen i seetningen, at antallet af mulige farvninger for en gi-
ven listetildeling er eksponentielt i antallet af punkter i grafen, er
dog den samme i bdde seetning 36 og i ovenstdende seetning.
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