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Synopsis:

Denne rapport omhandler Hadwigers
formodning, der siger, at enhver k-
kromatisk graf har en Kj-minor,
samt den svage Hadwiger formod-
ning, som siger, at enhver k-kromatisk
graf enten har en Kj-minor eller en
KL%H%]—minon Vi viser, at en-
hver graf med n punkter og mindst
5n — 14 kanter kan sammentrekkes
til K. Desuden bestemmes, hvilke
grafer der har precis 5n — 15 kan-
ter, og som ikke kan sammentraekkes
til K. Disse grafer viser sig at ve-
re grafer isomorfe med K393 og
M Psy-cockader. Dernast vises, at en-
hver 4-sammenh&ngende graf, som har
n punkter og mindst 4n — 7 kanter, en-
ten er en K eller har en K4 4-minor.
Dette resultat benyttes til at vise, at en-
hver 7-kromatisk graf enten har en K-
minor eller en K4 4-minor, svarende til
den svage Hadwiger formodning for
k = 7. Desuden bestemmes egenska-
ber ved grafer pa formen E35 + H, som
er kant-maksimale mht. ikke at kunne
sammentrakkes til K.






Forord

Denne rapport er udarbejdet i perioden fra den 1. februar til den 16. juni af en
studerende pa Mat6-semesteret ved Aalborg Universitet, Institut for Matematiske
fag.

En fuldstendig liste over kilder findes sidst i rapporten pa side 103, og der henvi-
ses til disse vha. kantede paranteser [ - ].

Jeg vil gerne rette en stor tak til specialevejleder Leif Kjar Jgrgensen for hjelp til
projektet.

Aalborg, 16. juni, 2005

Birgitte Taagaard
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Kapitel 1

Indledning

Denne rapport omhandler Hadwigers formodning (formodning 1.1) fra 1943.

Formodning 1.1 Hadwigers formodning
For k > 1 galder, at enhver k-kromatisk graf har en K-minor.

Formodningen er pa nuvarende tidspunkt vist for k£ < 6. Hadwiger viste selv rig-
tigheden af formodningen for k < 4. For k = 5 og for £ = 6 er den vist at vaere
&kvivalent med 4-farves@tningen af hhv. Wagner [W37] og Robertson, Seymour
og Thomas [RST93]. I denne rapport beskaftiger vi os med tilfeeldet hvor k = 7.

Pa Mat5 semesteret (se http://www.cs.aau.dk/library/cgi-bin/detail.cgi?id=111040
2987 for yderligere information) beskeftigede jeg mig med Hadwigers formod-
ning for k = 5 og k = 8 samt Hadwigers formodning for kantgrafer til multigrafer
uden lgkker, og det var derfor et naturligt valg at forsette indenfor omradet. I sam-
arbejde med min vejleder besluttede jeg at se pa Hadwigers formodning samt den
svage Hadwiger formodning (formodning 1.2), som er formuleret af Chartrand,
Geller og Hedetniemi [CGH71] og Woodall [WD90], for k = 7.
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1.1. Notation

Formodning 1.2 Den svage Hadwiger formodning
For k > 1 galder, at enhver k-kromatisk graf har en K-minor eller
en KtﬂJ (wrminor.

2 2

Desuden forsggte jeg selv at bestemme nogle generelle egenskaber ved grafer pa
formen E'3+ H, som er kant-maksimale mht. ikke at kunne sammentrakkes til X7.
Dette viste sig dog hurtigt, at veere yderst tidskreevende og svart idet der blandt
andet er et stort antal tilfeelde som skal undersgges; derfor er undersggelsen ikke
feerdig gjordt.

I kapitel 2 vises, at enhver graf med n punkter og mindst 5n — 14 kanter kan sam-
mentrekkes til 7. Desuden bestemmes, hvilke grafer med n punkter og precis
5n — 15 kanter der ikke kan sammentrakkes til K.

I kapitel 3 vises, at enhver 4-sammenh@ngende graf med n punkter og mindst
4n — 7 kanter enten er en K7 eller har en K4 4-minor.

I kapitel 4 vises, at enhver 7-kromatisk graf enten har en K'7-minor eller en Ky 4-
minor.

I kapitel 5 bestemmes nogle egenskaber ved grafer pa formen E3 + H, som er
kant-maksimale mht. ikke at have en K7-minor.

1.1 Notation

Graferne i denne rapport er endelige simple grafer, safremt andet ikke er navnt.
Graferne benavnes G eller G = (V, E) for grafen G med punktmangde V' og
kantmangde F. Yderligere benyttes notationen V' (G) om punktmengden til gra-
fen G og E(G) om kantmeangden. Antallet af punkter i en punktmangde V' be-
navnes |V og tilsvarende benzvnes antallet af kanter i en kantmangde F med

Komplementzrgrafen til en graf G benzvnes G. Den komplette graf pa n punkter
ben@vnes K, og den komplette graf K, minus en eller to kanter ben@vnes hhv.
K, og K, ~. Den komplette 2-delte graf med n punkter i den ene partition og
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1.1. Notation

m punkter i den anden benavnes K, ;,,. Tilsvarende benyttes notationen Ky, ; ,, 1,
om en 4-delt komplet graf med hhv. k, [, n og m punkter i de 4 partitioner. Grafen
E; er grafen bestéende af 7 isolerede punkter, dvs. en graf hvor |V| =i og E = ().

I en graf G = (V, E) ben@vnes valensen af et punkt v € V med deg(v) eller
degi(v). Om maksimum- og minimumvalensen i en graf G benyttes hhv. notatio-
nen A(G) og 6(G).

For et punkt v € V benyttes notationen N (v) eller Ng(v) om delgrafen af G
induceret af naboerne til v. Hvis K C V, benyttes notationen N (K) eller Ng(K)
om delgrafen af G induceret af naboerne til K iV — K.

I en graf G = (V, E) benzvnes delgrafen af G induceret af en punktmangde
W C V med G[W].

For to disjunkte grafer G, H bruges notationen G + H om grafen med punkt-
mangde V(G + H) = V(G) UV (H) og kantmengde

E(G+H)=EG)UEH)U{e=vu|veV(G),uec V(H)}.

For to ikke ngdvendigvis disjunkte grafer GG,  benyttes notationen G U H om
grafen med punktmangde V(G) U V(H) og kantmangde E(G) U E(H).

Vi vil benytte notationen G — e for e € E om grafen G = (V, E') uden kanten
e, dvs. grafen med punktmengde V' og kantmangde F — e. Tilsvarende benyttes
notationen G U e om grafen med punktmangde V' og kantmangde E + e for
e ¢ E.Med G — {v} forv € V menes grafen med punktmangde V — {v} og
kantmengde F minus kanter incidente med v. Hvis V' C V, benyttes notationen
G — V'’ om grafen G uden punkterne V' og uden kanter incidente med mindst et
punkti V',

Hvis e = xzy € E, benyttes notationen G /e eller G/xy om grafen, som fas fra
grafen GG ved at sammentrakke kanten e = xy.
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Kapitel 2

Grafer, som kan sammentrakkes
til K~

Mader [M68] beviste, at for p < 7 gelder, at enhver graf med n > p punkter og
mindst n (p — 2) — (* ;1) + 1 kanter kan sammentraekkes til /,,. Vi vil i dette
kapitel bestemme de ekstremale grafer svarende til Maders s@tning for p = 7,
dvs. hvilke grafer, som har n > 7 punkter og precis n (p — 2) — (pgl) =5in—15
kanter, der ikke kan sammentrakkes til K.

Kapitlet bygger pa artiklen "Extremal graphs for contraction to K;" af Leif Kjer
Jgrgensen [KJ8S].

2.1 M P;,-cockader

Antag, at G = (V, E) er en sammenhangende graf og V; C V en punktsnit-
mengde i G. Sa kan vi fremstille G som G = G U Go, hvor G og G er
sammenhzangende xgte delgrafer af G og G1 N G2 = G[V1]. Hvis vi yderligere
har, at V; inducerer en komplet graf og G; eller G5 ogsa har en punktsnitmang-
de, som inducerer en komplet graf, kan vi skrive G; = G3 N G4 for i = 1 eller
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2.1. M P;-cockader

i = 2, hvor G5 og G4 er sammenhangende og G3 N G4 er en komplet delgraf
af G. Vi kan fortsette pa denne made indtil ingen af delgraferne G1,Ga, - -- , G,
af GG indeholder en punktsnitmangde, der inducerer en komplet graf. Graferne
G1,Ga, - -+ , G, kaldes simplicial summands af G.

Definition 2.1 M P;-cockader
Fori € NU {0} defineres en M P;-cockade som en (i + 3)-sammenhangende
graf, hvis simplicial summands er isomorfe med en af fglgende to grafer

e En 4-sammenhangende maksimal planar graf G = (V, E) hvortil der er
tilfgjet © punkter samt en kant mellem ethvert af disse punkter og ethvert
andet punkt i grafen, dvs. grafen med punktmengde

VU{’Ul,'-' ,Ui}
og kantmangde

EUu{vju|lueV,1 <j<i}U{vjug|j,ke{l,...,i},7 #k}.

e K, hvortil der er tilfgjet « punkter samt kanter mellem ethvert af disse punk-
ter og ethvert andet punkt i grafen, dvs. en K4 ;.

Hvis G og Gy er disjunkte M P;-cockader med komplette delgrafer K;. 3 ud-
spandt af hhv. x1,--- ,x;y3 02 Y1, -+ , Yi+3, Sa er grafen, som fas tra G1 U Go
ved at identificere x; med y; forj =1, ... i+ 3 en M P;-cockade.

I en M P;-cockade kaldes grafens simplicial summands ogsa for cockade-elementer
og de cockade-elementer, som hgjst har en K, 3 tilfelles med de resterende
cockade-elementer, kaldes ende-elementer. Det bemearkes, at enhver M P;-cockade
har mindst et ende-element.

Lemma 2.2
Hvis G = (V, E) er en M P5-cockade, sd er |E| = 5|V| — 15.
Bevis:
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2.1. M P;-cockader

Lemmaet bevises ved induktion pa antallet r af cockade-elementer i en M Ps-
cockade G = (V, E). Forr = 1 er G enten en K54 eller en 4-sammenhangende
maksimal planar graf, hvortil der er tilfgjet 2 punkter pa maden beskrevet i de-
finition 2.1. Hvis G = Kger |[E| = 15 = 5-6 — 15, og hvis G er en 4-
sammenha&ngende maksimal planar graf, hvortil der er tilfgjet 2 punkter samt
2(|V|—2)+1kanter,er |E| = (3(|V|—2)—6)+2(|V|—2)+1 = 5|V |—15, efter-
som en maksimal planar graf med n punkter har 3n — 6 kanter. Antag nu, at lem-
maet galder for enhver M Ps-cockade med ferre end » > 1 cockade-elementer.
Lad G = (V, E) vere en M Py-cockade med r cockade-elementer, og lad G
vere et ende-element i G. Sa er (G1 enten en Ky eller en 4-sammenhangende
maksimal planar graf, hvortil der er tilfgjet to punkter pd maden beskrevet i de-
finition 2.1. Antag ferst, at G; = Kg og V(Ks) = {v1,---,vs}, hvor vg er
punktet i G, som ikke er indeholdt i et andet cockade-element i G. Lad gra-
fen G’ vere grafen, som fas fra G ved, at fjerne vg. S& har G’ » — 1 cockade-
elementer og jf. induktionshypotesen er | E(G")| = 5(]V| — 1) — 15. Heraf fglger,
at |E| = |E(G")| + 5 = 5|V| — 15, idet degi(vg) = 5. Antag nu, at G # Kg.
Sa er G en 4-sammenhangende maksimal planar graf, hvortil der er tilfgjet 2
punkter og kanter mellem ethvert punkt i grafen og disse to punkter, dvs. G
har 3(|V(G1)| — 2) — 6 + 2(|]V(G1)| — 2) + 1 = 5|V(G1)| — 15 kanter. Lad
G = G1 UGy, hvor G1 NG9 = K. Da G har r cockade-elementer har Go r — 1
cockade-elementer og ifplge induktionsantagelsen har G pracis 5|V (G2)| — 15
kanter. Da |V| = |V(G1)| + |V (G2)| — 5 far vi, at

|E| = |E(G1)| + |E(G2)| — |E(K5)|
= 5|V(G1)| — 15 + 5|V (Go)| — 15 — 10
=5(|V(G1)] +|V(G2)| = 5) — 15
= 5|V| — 15.

Vi har dermed bevist, at enhver M P»-cockade med n punkter har praecis bn — 15
kanter.

O
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2.2. Kant-maksimale grafer, der ikke kan sammentraekkes til K7

Fglgende lemma bringes her uden bevis idet der henvises til [KJ88].

Lemma 2.3

Lad G = (V, E) vere en graf og lad z,y vere punkter i G, hvor zy € E og
|IN(x) N N(y)| = 2. Hvis G/xy er en M Py-cockade, sa er G enten en M Py-
cockade eller har en K5-minor.

2.2 Kant-maksimale grafer, der ikke kan sammentrak-
kes til K

Vi far brug for en reekke resultater vedrgrende grafer, der er kant-maksimale mht.
ikke at kunne sammentraekkes til K.

Definition 2.4 Kant-maksimal

En graf G = (V, E) siges, at vare kant-maksimal mht. en egenskab (), hvis G har
egenskaben () og der for ethvert par af punkter u,v € V, hvoruv ¢ E gelder, at
G U {uv} ikke har egenskaben Q).

Lemma 2.5

En M P,-cockade er kant-maksimal mht. ikke at have en K7-minor.

Bevis:

Lad G = (V, E) vaere en M Py-cockade oglad Gy, - - - , G, veere cockade-elemen-
terne af GG. Hvert cockade-element er enten en Kg eller en 4-sammenhangende
maksimal planar graf, hvortil der er tilfgjet to punkter som beskrevet i definition
2.1. Hvis G kun bestar af et cockade-element, som er en 4-sammenhangende
maksimal planar graf, er G kant-maksimal mht. ikke at have en K7 minor. Dette
ses ved at lade u, v € V vere de to punkter af valens |V|—1iG.Saer G —{u, v}
en maksimal planar graf. En maksimal planar graf er kant-maksimal mht. ikke at
kunne sammentrakkes til K og fglgeligt er G kant-maksimal mht. ikke at kun-
ne sammentrekkes til K7. Hvis G = Kg er lemmaet trivielt opfyldt. Antag, at
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2.2. Kant-maksimale grafer, der ikke kan sammentraekkes til K7

lemmaet gelder for M P-cockader med faerre end > 1 cockade-elementer, og
lad H vere en M Ps-cockade med r cockade-elementer. Lad H' vare et ende-
element i H, oglad z1, - - , x5 vaere punkterne i H', som H' har tilfelles med et
andet cockade-element. Sé er H'[{x1,--- ,25}] = H[{z1, - ,25}] = K;. Gra-
fen H—(H'—{x1,--- ,x5}) eren M P;-cockade med r —1 cockade-elementer og
er derfor jf. induktionsantagelsen kant-maksimal mht. ikke at kunne sammentraek-
kes til K7. Da H' enten er en K eller en 4-sammenhangende maksimal planar
graf, hvortil der er tilfgjet 2 punkter pd maden beskrevet tidligere, er H' kant-
maksimal mht. ikke at kunne sammentrakkes til K7. Dvs. tilfgjes en kant til H’
eller H — (H' —{z;}), kan H sammentrakkes til K7. Tilfgjes en kant mellem H’
og resten af H, er der to muligheder. Enten kan vi ved sammentraekning af H' eller
H—(H'—{x1,--- ,x5}) tilfgje en kant til hhv. H' eller H — (H'—{x1,- -+ ,25})
og vi far dermed en graf, som kan sammentraekkes til K7, eller vi far ved tilfgj-
ningen af kanten en graf, som indeholder en K.

g

Grafen K> 2 3, som omtales i na@ste lemma (lemma 2.6) ses pd figur 2.1.

Figur 2.1: Den komplette 4-delte graf Ko 2 2 3.

Lemma 2.6

Lad G = (V, E) vare en graf, hvor |V| > 6, |[E| = 5|V| — 15 og 6(G) > 6,
som ikke kan sammentraekkes til K7. Hvisz,y € V, hvor |[N(z) N N(y)| = 4 sa
galder, at G/xy # K 223.
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2.3. Resultater vedrgrende maksimale planare grafer

Lemma 2.6 bevises ved, at undersgge samtlige mulige tilfzlde.

Det bemarkes, at K5 2 2 3 er kant-maksimal mht. ikke at kunne sammentrakkes til
K7. Dette ses ved, at |V (K2223)| =9, dvs. vi kan hgjst sammentrakke 2 kanter
og K3 92 3 erisomorf med K9 minus 6 kanter hvoraf kun 3 er incidente.

2.3 Resultater vedrgrende maksimale planare grafer

Vi far brug for en raeekke resultater vedrgrende planare grafer, der henvises i den
forbindelse til [CL96] og [DR96] mht. beviser for reslutaterne.

Lemma 2.7

Lad G = (V, E) vere en maksimal planar graf. Sa geelder, at enhver minimal
punktsnitmangde i G udspznder en kreds. Yderligere gealder, at hvis |V | > 3, sd
er G 3-sammenhangende.

Lemma 2.8

Lad G = (V, E) vare en 4-sammenhangende maksimal planar grafog ladx € V.
Sa inducerer N (x) en kreds, og G — (N (x) U {x}) er ikke-tom og sammenhan-
gende.

Lemma 2.9
Lad G = (V,E) vare en 4-sammenha@ngende maksimal planar graf, og lad
x,y € V, hvorxy € E. S har x og y pracis 2 fzlles naboer.
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2.4. Sammentreekning til komplette grafer

2.4 Sammentrakning til komplette grafer

Mader [M68] beviste, at der for en graf G = (V, E), hvor 6(G) > 5, gelder,
at GG har en minor isomorf med K¢ minus en kant eller en minor isomorf med
icosahedron grafen, se figur 2.2. Naste lemma fglger direkte af Maders sa&tning,
da icosahedron grafen har 12 punkter.

Lemma 2.10
Lad G = (V, E) vare en graf med |V| < 11. Hvis 6(G) > 5, sd har G en minor
isomorf med K¢ minus en kant.

Figur 2.2: Icosahedron grafen.

Vi er nu klar til, at bevise hovedsatningen i dette kapitel.
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2.4. Sammentraekning til komplette grafer

Seetning 2.11
Lad G = (V, E) vare en graf med |V'| > 6 punkter og |E| > 5n — 15 kanter. Sa
er et af fglgende udsagn sande

(i) G kan sammentrekkes til K.

(ii) G er en M P,-cockade.

(iii) G er den komplette 4-delte graf K229 3.

Bevis:

S@tningen bevises ved induktion pa antallet af punkter |V'| = n.

Hvis n = 6, skal grafen have mindst 15 kanter, men den eneste graf med 6 punkter
og 15 kanter er Kg, som netop er en M Ps-cockade. Antag, at n > 7 og at s&t-
ningen holder for grafer med ferre end n punkter og det pakrevede antal kanter.
Da bédde M P»-cockader og K> 2 2 3, som tidligere omtalt, er kant-maksimale mht.
ikke at have en K'7-minor, kan vi antage, at | E| = 5n — 15. Antag, at G = (V, E)
er en graf med n punkter og 5n — 15 kanter samt, at G er et modeksempel til
setningen, dvs. hverken (7), (i¢) eller (zi7) gelder for G.

Vi starter med, at vise en rakke pastande.

(1) 6(G) > 6.

Antag, at x € V, hvor degg(z) < 5. Grafen G — {z} har n — 1 punkter og mindst
5(n — 1) — 15 kanter og opfylder derfor, jf. vores induktionsantagelse, s@tningen.
G — {z} kan ikke sammentrakkes til K, da dette ville give en modstrid med, at
G ikke kan sammentrekkes til K. Fglgeligt er G — {z} enten en M Py-cockade

Side 12



2.4. Sammentreekning til komplette grafer

elleren K322 3. Men sa er degi(x) = 5, da G — {z} ellers kan sammentrakkes
til K7. Eftersom K5 2 2 3 og M P»-cockader er kant-maksimale mht. ikke at have
en K7-minor, er N(z) = K3, da vi vi ellers kan tilfgje kanter ved at sammen-
trekke en kant incident med x og derved fir en M P»-cockade eller en K299 3
samt mindst en ekstra kant. Da K 5 o 3 ikke indeholder en K5, er G — {z} en
M P5-cockade, men sa er G en M Py-cockade, da N(x) er en punktsnitmangde
og N(z) U{x} = K442. Denne modstrid giver os, at der i G ikke findes punkter
med valens mindre end 6.

(2) G er sammenha@ngende.

Antag, at G ikke er ssmmenhangende, og lad G1, G vere to delgrafer af G, hvor
G1NGe =0 og G =G UG, DaG er et mindste modeksempel, ma der geelde,
at |E(G;)| < 5|V(G;)| — 15 fori = 1,2. Vi har s4, at

|E| = |E(G1)| + |E(G2)| < 5|V(G1)| — 15+ 5|V (G2)| — 15 = 5n — 30,

men dette er en modstrid da |E| = 5n — 15.

(3) Hvis S er en minimal punktsnitmangde i G, sa gelder, at 5|S| — 15 >
[E(GIS)] + 2A(G[S]).

Lad G og G vere @gte delgrafer af G, hvor G = G U G2 og G[S] = G1 N Gs.
Lad 2 € S vere et punkt med valens d = A(G[S]) i G[S]. Da S er en minimal
punktsnitmangde, har ethvert punkt i .S mindst én nabo i enhver komponent af
G — S, og fglgeligt far vi en graf med |V (G1)| punkter og |E(G1)| + d kanter,
hvis vi sammentrekker Ga — (S — {x}). Tilsvarende gelder for grafen, som fés
ved, at sammentraekke G1 — (S — {z}). Da disse to grafer ikke kan sammentraek-
kes til K7, eftersom GG ikke kan sammentraekkes til K7, gelder, at
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2.4. Sammentraekning til komplette grafer

|E(GY)| +d < 5|V(Gy)| — 15

og

|E(Ga)| +d < 5|V(Ga)| — 15.

Vha. ovenstaende uligheder far vi fglgende.

|E| =5n — 15 = |E(G1)| + |[E(G2)| — |E(G[S])]
< (5|V(G1)| = 15 —d) + (5|V(G2)| — 15 — d) — |E(G[S])]
=5(|V(G1)[ + [V(G2)| — |S]) +5[S] — 30 — 2d — |E(G[S])
= 51— 15+ (5|S| — 15 — 2d — |E(G]S])|).

Vi har altsa, at

5n— 15 < 5n — 15+ 5|8 — 15 — 2d — | E(G[S))],

dvs. 5|S| — 15 > |E(G[S])| + 2d.

Det bemerkes, at hvis .S er en minimal punktsnitmaengde i G, hvor G = G1 UGo,
G[S] = G1 NGz 0g 5|S| — 15 = |E(G[S])| + 2A(G[S]), sa far vi fplgende af
udregningerne ovenfor.

3)0) [E(Gy)| = 5|V (Gy)| — 15 — A(G[S]) fori = 1,2.
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(4) G er 5-sammenhangende.

Antag, at S er en minimal punktsnitmangde i G. Da | S| opfylder uligheden i (3)
far vi, at |S| > 3, eftersom 5|.S| — 15 ellers er mindre end 0. Desuden kan S ikke
indeholde 3 punkter, da der sa ville geelde, at 0 > |E(G[S])| + 2A(G[S]). Hvis
|S| = 4 geelder, at 5 > |E(G[S])| + 2A(G[S]) > 6. Vi har dermed, at |S| > 5,
dvs. G er 5-sammenhangende.

(5) Der findes ikke en minimal punktsnitmaengde S i G, hvor G[S] er en komplet
graf.

Antag, at S er en minimal punktsnitmengde i GG, hvor G[S] er en komplet graf.
Ifglge (4) er |S| > 5 og da G ikke kan sammentrakkes til K7 far vi, at |S| = 5.
Lad G og G veere egte delgrafer af G, hvor G = G1UG3 0g G[S] = G1NGy =
Ks.Davihar, at 5|S| — 15 = |E(G[S])|, far vi, at |[E(G;)| = 5|V (G;)| — 15 for
i = 1,2 jf. (3)(7). Felgeligt er G; for i = 1,2 jf. induktionsantagelsen enten en
K> 92 3 eller en M Py-cockade, eftersom ingen delgraf af G kan sammentrakkes
til K7. Da G[S]| = K5 og K5 € K223 er G, fori = 1,2 en M P,-cockade, men
sa er G en M P>-cockade, da G[S] = K. Denne modstrid beviser (5).

Fra (5) far vi, at der for enhver punktsnitmangde S gzlder, at G[S] ikke er kom-
plet. Dette fglger af, at hvis G[S] er komplet, ma vi have, at S ikke er minimal
jf. (5) og folgeligt findes der en punktsnitmangde S’ C .S, som er minimal, men
eftersom G[S] er komplet, er G[S’] ogsa komplet, hvilket er i modstrid med (5).

(6) Hvis S er en punktsnitmengde i G, sa findes der ikke et € S sadan, at
G[S — {z}] er en komplet graf.
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Vi har jf. ovenstaende, at G[S] ikke er komplet. Lad S veere en punktsnitmangde
i G og antag, at der findes et x € S, hvor G[S — {z}] er komplet. Hvis S ikke
er en minimal punktsnitmengde, findes der en delmangde S’ C S, hvor S’ er
en minimal punktsnitmangde i G og jf. (5) er G[S’] ikke komplet. Fglgeligt mé
x € S og G[S" — {x}] veere en komplet graf. Vi har, at

|E(G[S])] = %(IS'! — D(IS"] = 2) + deggen(x)

og _
AGTST) = |5 - 1 - deggys)(a)

Da S’ er minimal, fglger det af (3), at
1
591 =15 > (1] = (5] = 2) + deggisny(z) + 2(197] = 1 = deggsn) ().
Da deggs)(x) < |S’| — 2 far vi af ovenstiende ulighed, at
1 11
—=|S"P+ =191 - 16 >0

hvilket er i modstrid med (3), eftersom uligheden ingen lgsning har for |S’| € N.

(7) Lad S vere en punktsnitmangde i GG, og lad x,y € S vare to punkter, som
ikke er naboer. Sa er G[S — {x, y}] ikke en komplet graf.

Antag, at S er en punktsnitmangde i G, hvor der for x,y € S, hvor xy & F,
geelder, at G[S — {z,y}] er en komplet graf. Ifglge (5) er G[S] ikke komplet, og
ifplge (6) er graferne G[S — {z}] og G[S — {y}] ikke komplette. Hvis S ikke er
en minimal punktsnitmengde, findes der en delmengde S’ C S, hvor S’ er en
minimal punktsnitmengde, og eftersom G[S’], G[S" — {z}] og G[S" — {y}] ikke
er komplette ma bade x og y tilhgre S’. Da der for ethvert positivt heltal ¢ galder,
at (5) > 5t — 15, og S’ opfylder (3), far vi, at
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515'| — 15 > [E(GIS])] + 2A@T) > ("Z") T

> 5|5 — 15+ 1.

Anden ulighed fglger af, at G[S" — {x, y}| er komplet og zy ¢ E. Denne modstrid
beviser (7).

(8) Hvis S er en punktsnitmangde i G, sa er G[S] ikke isomorf med en af de tre
fglgende grafer Ky + Cy, Ko + Cy og L, se figur 2.3.

Figur 2.3: Grafen L.

Antag, at S er en punktsnitmengde i G, hvor G[S] er isomorf med en af grafer-
ne K1 + Cy, Ko + Cjy eller L. Hvis G[S] = K; + Cy, er S minimal, da G er
5-sammenhangende. Hvis G[S] = K2 + C4 og S ikke er minimal, findes der et
z € S sadan, at S — {z} er minimal, men fjernes et vilkarligt punkt fra Ko + Cy
far vi enten en K5 minus en kant, hvilket er i modstrid med (6), eller K1 + Cy,
som er en minimal punktsnitm@ngde. Hvis G[S] = L og S ikke er en minimal
punktsnitmengde, findes der et = € S sadan, at S — {z} er minimal. Vi fér, uanset
hvilke punkt i L vi vaelger, en modstrid med (3). Vi kan derfor antage, at S er en
minimal punktsnitmengde.
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(8)() Antag, at G[S| = K + C4.

Lad S = {z1, -, x5}, hvor z123, 2904 ¢ F, og lad G1,Go vaere xgte del-
grafer af G, hvor G = G; U Gy og G[S] = G1 N G2. Da A(G[S]) = 1 og
|E(G[S])| = 8er5|S| — 15 = |E(G[S])| + 2A(GIS]) og jf. (3)(i) har vi derfor,
at |E(G;)| = 5|V (G;)| — 16 for i = 1, 2. Sammentraekker vi Go — (S — x1) far vi
en graf G| = G1U{z 23}, og G har 5|V (G))| — 15 kanter. Ifglge induktionsan-
tagelsen kan G’1 enten sammentrakkes til K7, er en M Ps-cockade eller isomorf
med K322 3. Hvis G/ kan sammentrakkes til K7, kan G sammentrakkes til K7.
Vi har derfor, at G’1 enten er isomorf med grafen K 5 » 3 eller er en M P>-cockade.
Antag forst, at G| = K223 med partitionerne {x1,v1}, {z2, 24}, {x3,v2} 0g
{5, vs3} samt et punkt vy, som er indeholdt i en af de fire partitioner. Hvis vii G
sammentraekker kanterne x1v3, v3x3 0g T2v92, V224, har vi til G tilfgjet kanterne
x123 0g xox4. Grafen Go U {x 23, x924} har 5|V (G2)| — 14 kanter og kan derfor
jf. induktionsantagelsen sammentrakkes til K7. Denne modstrid giver, at G/ er
en M P,-cockade.

Antag nu, at S er indeholdt i et cockade-element H i G}. Da xox4 ¢ E(GIS])
er H # Kg, dvs. H er en 4-sammenha@ngende maksimal planar graf, hvortil der
er tilfgjet to punkter, som har valens |V (H)| — 1 i H. En 4-sammenhangende
maksimal planar graf indeholder ifglge lemma B.2 ikke en K4, og vi har derfor,
at mindst et af punkterne x1, z3, x5 har valens |V(H)| — 11 H. Lad v, w vare
punkterne med valens |V (H)| — 1 i H. Vi skal betragte to tilfelde, fgrst antages,
at preecis et af punkterne x1, x3, x5 ikke tilhgrer den maksimale planare graf, der-
nast at to af punkterne ikke tilhgrer der maksimale planare graf.

Vi kan WLOG antage, at {w} C {z1,x3,25}. Da vz1,vx3 € E(H) kan vi
ved at sammentreekke disse to kanter i G tilfgje kanten zix3 til Ga, og efter-
som H — {v,w} er 4-sammenhangende, findes der i H — {v,w, z1,x3, 5} en
(z2,24)-vej. Vi har dermed, at G kan sammentraekkes til K7, eftersom vi ved at
sammentraekke de to disjunkte (x1, x3) og (x2, x4)-veje kan tilfgje 2 kanter til G2,
hvorved vi far, at Gy U {x 23, z2x4} har 5|V (G2)| — 14 kanter.

Hyvis to af punkterne x1, x3, x5 har valens |V (H)| — 1 i H, far vi ligeledes, at der
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i H findes to disjunkte (z1, z3) og (x2,x4)-veje, som ikke benytter kanten x1x3
eller punktet x5.

Vi har derfor, at S ikke er indeholdt i et cockade-element i G|. Da G [S] = K,
er S indeholdt i 2 cockade-elementer Hy, Hy i G). Vi kan WLOG antage, at
xo € Hi og x4 € Hs. De resterende punkter i .S er indeholdt i Hy N Hs. Da
H; N Hy = K5 findes der yderligere to punkter v1, v i Hy N Ha. Der findes i
Hy — {x1,x3,x5,v2} en (v1, x2)-vej, da H er 5-sammenhzngende, og ligeledes
findes deri Hy — {1, 3, x5, v2} en (v1, x4)-vej. Sammentrakkes de to disjunkte
veje samt kanterne x1v2, vox3 i G, har vi til G, tilfgjet 2 kanter, og dermed har vi,
at G kan sammentrakkes til K7. Denne modstrid fuldfgrer beviset for (8)(%).

(8)(ii) Antag, at G[S] = K2 + Cy.

Lad G[S] = {x1,--- ,x6}, hvor z1x3, x9z4 & E(G[S]), se figur 2.4. Lad G1, G2
veere @gte delgrafer af G, hvor G = G1 U G2 og G[S] = G1 N Ga. Da vi har,

at 58| — 15 > |E(G[S))| + 2A(G[S]) og A(G[S]) = 1 far vi jf. (3)(4). at
|E(Gy)| = 5|V(Gy)| — 16 fori = 1, 2.

Tl X2

Ts Ze

Ty T3

Figur 2.4: Grafen Ko + Cj.

Hvis G — {5, z¢} 0g G2 — {x5, x6} begge kan tegnes i planen pa en sadan ma-
de, at z1,-- - , x4 erisamme region, er G — {x5, z¢ } planar og fglgeligt far vi, at
G er en M Py-cockade eftersom G — {x5, x6} har precis 3(n — 2) — 6 kanter da
|E| = 5n—15. Denne modstrid medfgrer, at vi kan antage, at enten G| — {5, z6 }
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eller Go — {x5, x¢} ikke kan tegnes i planen pa en sddan made, at x1, x2, 3, T4
er 1 samme region. Vi kan WLOG antage fglgende

G1 — {5, z¢} kan ikke tegnes i planen pa en sadan made, at 1, z2, 3, x4 er i
sammen region.

Lad G’ = G1 U {z1z3}. Vihar da, at |V(G')| = |[V(G1)| < |V|og |E(G")| =
|E(G1)| +1 = 5|V(G")| — 15. Desuden bemerkes, at G’ indeholder mindst to
grafer isomorfe med K. Disse grafer induceres af {z1, z;, x3, x5, 26} fori = 2
eller : = 4. Da G ikke kan sammentrekkes til K7, kan G’ heller ikke sam-
mentrakkes til K7. Fglgeligt giver vores induktionshypotese, at G’ enten er iso-
morf med K 7 o 3 eller er en M P>-cockade. Eftersom K 5 o 3 ikke indeholder en
K, far vi, at G’ er en M Py-cockade. Ligeledes er grafen G” = G1 U {zoz4}
en M Ps-cockade. Antag, at bade G’ og G” har mere end et cockade-element
og dermed begge indeholder en punktsnitmaengde, som inducerer en K5. Da G
jf. (5) ikke indeholder en punktsnitmengde, som inducerer en komplet graf og
S = {x1, - ,xz6} er en minimal punktsnitmengde i G, ma punktsnitmang-
den i G, der inducerer en K3, indeholde punkterne z1, x3, T5, ¢ samt et punkt
z7 € (V(G') — S), som er nabo til 1, x3, x5, xg, 0g punktsnitmengden i G”,
der inducerer en K5 ma indeholde punkterne zo, x4, z5, g 0g et punkt xg €
(V(G") — S), som er nabo til xo, x4, x5, x6. Hvis 27 # xg kan G sammen-
treekkes til G2 U {z 23, 924}, som kan sammentrakkes til K7, eftersom G[S] U
{123, 2924} = (K2 + Cy) U {123, 2224} = Kg og ethvert punkt i S har
mindst en nabo i Ga, da S er en minimal punktsnitmengde i GG. Fglgeligt er
x7 = zsg. Da G1 — {x5,x¢} ikke kan tegnes i planen sadan, at =1, z2, z3, 24
er i samme region, indeholder GG; et punkt, som ikke tilhgrer S U {z7}. Da G
jf. (4) er 5-sammenhangende er {zs5, z¢, 7} ikke en punktsnitmangde i G, og
fglgeligt findes der et punkt zg € (V(G1) — (S U {z7})), som er nabo til mindst
et af punkterne z1, zo, x3 eller x4. Vi kan WLOG antage, at x129 € E. Da G
jf. (7) ikke har en punktsnitmengde S’, som indeholder to punkter u,v, hvor
G[S — {u,v}] er en komplet graf, indeholder G ikke en punktsnitmengde, som
inducerer en Kg minus en kant. Punkterne x1, x2, x4, x5, g, x7 inducerer en Kg
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minus en kant og kan derfor ikke vere en punktsnitmangde i G. Fglgeligt ma
G1 — {z1,22,24, x5, 26, x7} v@ere sammenhaengende og dermed indeholde en
(z3,29)-vej. Vi har sa, at G kan sammentraekkes til Go U {x123, x274}, som
kan sammentraekkes til K7, ved at sammentrekke (x3,xg9)-vejen og en af kan-
terne xox7 eller x427. Denne modstrid giver, at G’ eller G” ikke har en punktsnit-
mangde, som inducerer en K, dvs. en af disse M P»>-cockader bestar af et enkelt
cockade-element og da G’, G” ikke kan vere isomorfe med K4 o, er en af dem en
6-sammenhangende M P»-cockade. Antag WLOG, at G’ er 6-sammenhangende.
Eftersom en maksimal planar 4-sammenh@ngende graf ikke indeholder en K4 jf.
lemma B.2, mé to af punkterne x1, x3, x5, xg have valens |V (G')| — 1i G'. Da
G1 — {zs5, z6} ikke kan tegnes i planen pa en sadan made, at =1, - - - , x4 ligger i
samme plan og G’ er 4-sammenhangende, ma mindst et af punkterne x1, x3 ha-
ve valens |V(G')] — 11 G'. Da G’ er 6-sammenhangende, har 3 valens mindst
6 1 G' og fglgeligt findes der et punkt 7 € V(G') — S, som er nabo til 3 i
G’ og dermed i G. Desuden er z7 nabo til x1, da x; er nabo til alle punkter i
G' — {x1}. Vi har, at G' — {z1, 23,25, 26,27} = G1 — {x1, 23,25, x6, 27} €T
sammenhangende, da G’ er 6-sammenhangende, og der findes derfor en (2, 4)-
veji Gy — {x1,x3, x5, x6, x7}. Sammentrakkes denne vej samt kanten x 127 eller
xsx7 i G, far vi, at G kan sammentrakkes til Go U {x123, 224}, som kan sam-
mentrakkes til 7. Denne modstrid beviser (8)(iz).

(8)(iii) Antag, at G[S] = L.

Da A(G[S]) = 20g|E(G[S])| = 11 farvi, at5|S|—15 = |E(G[S])|[+2A(G]S)).
Lad G1, Gy veere @egte delgrafer af G, hvor G = G U Gy og G[S] = G1 N Ga.
Sa har vi jf. (3)(7), at |[E(G;)| = 5|V(G;)| —17. Lad S = {x1,...,z6}, hvor
T1T3, T1T6, ToLa, T2T5 ¢ E. Sammentraekkes Gy — (S — x1) far vi grafen G| =
G1 U {z1x3, 7126}, da S er en minimal punktsnitmengde og degm(m) =

A(G[S]). Grafen G har |V (G)| — 15 kanter og er derfor jf. induktionsantagelsen
enten en M P-cockade eller isomorf med grafen K922 3. Da G’1 indeholder en
K5, er G en M P>-cockade eftersom K. 2,2.2 3 ikke indeholder en K5. Antag fgrst,
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at S er indeholdt i et cockade-element H i G). Da |S| = 6 og G|[S] # K, er
H # Kg, dvs. H er en 4-sammenhangende maksimal planar graf, hvortil der er
tilfgjet 2 punkter v, w, som har valens |V (H)|—11i H. Da en 4-sammenhzngende
maksimal planar graf ikke indeholder en K4 jf. lemma B.2 og xox4, xox5 & E(H)
er {u,v} C {x1,x3,x¢}. Et af punkterne x1, x3, xg er indeholdt i H — {v, w}.
Vi vil kalde dette punkt 2. Da H — {v, w} er 4-sammenhangende, har  en nabo
y i H — {v,w}. Vi far dermed, at vi ved, at sammentrakke kanten z1y i G kan
tilfgje kanterne x1x3, x 126 til G[S]. Yderligere har vi, at H — {v,w,z,y, x5}
er sammenhangende, og der findes derfor en (x2,x4)-vej i denne graf. Sam-
mentraekkes denne vej i G til en kant har vi tilfgjet tre kanter i G2 og derved
fa en graf med 5|V (G2)| — 14 kanter, som jf. induktionsantagelsen kan sam-
mentrakkes til K7. Denne modstrid giver, at S ikke er indeholdt i et cockade-
element i G|. Da G|[S] = Kz ma S vere indeholdt i 2 cockade-elementer
Hy, H> og vi kan WLOG antage, at xo € H; — Ho og x4,x5 € Ho — H; eller
x9 € Hy — Hso, x4 € Hy— Hy og x5 € HyN Hy. Antag forst, at o € Hy — Hs og
x4,25 € Hy— Hy. Da Hi N Hy = K5 findes der 2 punkter vy, vy i (H1 N Hs) —S.
Sammentrakkes vz 1 G tilfgjes kanterne x1x3, x126 til G[S] og eftersom G
er 5-sammenhangende er G| — {x1, x3, x¢, v1 } sammenheangende, dvs. der fin-
des en (x2,x4)-vej. Vi har igen, at vi til G kan tilfgjes 3 kanter ved, at sam-
mentrekke kanten zjv; og (2, z4)-vejen, dvs. G har en Kr-minor. Antag nu, at
r9 € Hi — Ho, x4 € Hy — Hy og x5 € Hy N He. Da Hy N Hy = K5 findes der
et punkt v € Hy N Hy — S. Sammentraekkes vz i G tilfgjes kanterne x1x3, x12¢
til Go. Da H; enten er en K eller en 4-sammenh@ngende maksimal planar graf
hvortil der er tilfgjet to punkter, som er naboer til alle andre punkter i H; er H;
5-sammenhangende og der findes derfor en (z9, z5)-vej i Hy — {1, z3,z6,v}.
Sammentrakkes denne vej til en kant i GG har vi til G, tilfgjet kanten xox5, dvs.
vi kan tilfgje tre kanter til Go. Grafen G U {x123, 176, z2x5} kan ifglge induk-
tionsantagelsen sammentraekkes til K7. Vi har hermed bevist, at G ikke har en
punktsnitmangde S, hvor G[S] = L.

Dette fuldfgrer beviset for (8).

Hvis G indeholder to punkter z, y, hvor zy € F og |[N(x) N N(y)| < 3har G/zy
n — 1 punkter og mindst 5(n — 1) — 14 kanter. Ifglge induktionsantagelsen kan
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G /xy sammentrekkes til K7. Derfor gelder for ethvert af punkter z,y € V, hvor
xy € E,at |N(z) UN(y)| > 4.

Den resterende del af beviset inddeles i to tilfelde.

Tilfeelde I Der findes z,y € V, hvor zy € E og |[N(z) N N(y)| = 4.

Tilfeelde I For ethvert x € V galder, at §(N (z)) > 5.

Fgrst betragtes tilfaelde 1.

Antag, at x,y € V, hvorzy € E og |[N(z) NN (y)| = 4. Grafen G /xy har precis
n — 1 punkter og 5(n — 1) — 15 kanter. Da G ikke kan sammentrakkes til K7,
kan G /xy heller ikke, sa jf. induktionsantagelsen er G /zy enten en K3 2 2 3 eller
en M Py-cockade, men ifplge lemma 2.6 kan G'/xy ikke vare en K22 2 3. Vi har
altsa, at G/xy er en M Py-cockade. Antag nu, at G /xy har en punktsnitmangde
S, hvor S inducerer en K5 i G/xy, dvs. G/xy har mere end et cockade-element.
Lad z veare punktet, som fas ved, at sammentrakke kanten xy i G. Da G ikke
har en punktsnitmangde, som inducerer en komplet graf, ma z € S. Lad S’ =
(S — {z}) U {z,y}. Sa er S’ en punktsnitmengde i G og |S'| = 6. Hvis S’
ikke er en minimal punktsnitmaengde i G, lader vi S” C S’ vere en minimal
punktsnitmangde i G. Sa har vi, at (S — {z}) C S”, eftersom S ellers ikke kan
veere en punktsnitmengde i G/zy, og enten x eller y ma tilhgre S " da G er 5-
sammenhangende og |S — {z}| = 4. Antag WLOG, aty ¢ S, sd er G[S" —
{z}] komplet, hvilket er i modstrid med (6). Vi har altsa, at S” er en minimal
punktsnitmengde i G. Da G[S'] jf. (5) ikke er komplet, kan punkterne i S’ —{x, y}
ikke alle vere felles naboer til © og y. Antag, at x er nabo til tre af punkterne
i 8" — {x,y}. S folger det fra (3), at y ogsé er nabo til mindst tre punkter i
S — {x,y}, se figur 2.5.

Da G/zy[S'] = K5 far vi, at G[S'] = Ko + C4y, hvilket er en modstrid med (8).
Antag nu, at z er nabo til 2 af punkterne i S" — {x,y}. Da G/xy[S’] = K5 hary
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S - {Q?, y}

€T

Figur 2.5: Grafen G[S’] uden kanter mellem y og S” — {x, y}, hvoraf det ses, at y
skal have mindst tre naboer i 5" — {z, y} for, at vi ikke far en modstrid med (3).

ogsé valens 2 og G[S’] = L, igen en modstrid med (8). Vi har dermed vist, at der
i G ikke findes to naboer x, y med precis 4 felles naboer sadan, at G /zy har en
punktsnitmangde, der inducerer en K.

Antag nu, at for ethvert par af naboer x,y i G, som har precis 4 faelles naboer,
geelder, at G /xy ikke indeholder en punktsnitmeangde, der inducerer en K5.

Jf. lemma 2.6 er G//xy ikke isomorf med K 7 2 3, sa ifplge induktionsantagelsen
er G/xy en M P»-cockade. Da G /xy ikke har en punktsnitmangde, som induce-
rer en K5 har G/xy kun et cockade-element. Da §(G) > 6 0g G # Krer|V| > 8
og felgeligter G/xy # Kg, dvs.

(9) G’ = G/xy bestar af en 4-sammenhangende maksimal planar graf samt 2
punkter, som har valens |V (G’)| — 1 = n — 21 G’ for ethvert par {x, y} af
nabo punkter, som har precis 4 falles naboer.

Lad z,y vere naboer i (G, som har precis 4 felles naboer, og lad z vere punktet
i G/, der fas ved, at ssmmentrakke kanten zy i G. Lad punkterne v, w € V(G')
have valens n — 2 oglad H = G' — {v, w}.

Vi skal undersgge to tilfelde.

(a) z € {U’w}
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(b) z € {v,w}

(a): Antag, atv,w € (Ng(z) N Ng(y)). Sahar v, w valensn — 11 G. Da|N(xz)N
N(y)| =4ogv,w € (N(z)NN(y))har x og y to feelles naboeri G — {v, w}. Da
G’ eren M P5-cockade og v, w har valens |V (G")|—11G" er G'—{v, w} en M Py-
cockade. Ifglge lemma 2.3 er G — {v, w} enten en M Py-cockade eller har en K-
minor. Heraf fglger, at G enten er en M P»-cockade eller har en K7-minor. Denne
modstrid giver, at hgjst et af punkterne v, w kan vere en felles nabo til = og .
Lad V(Ng(z)) = {z1,- -+, z1}. Vi antager forst, at {v,w} N (N (z) N N(y)) = 0.
Sa er de feelles naboer til x og y indeholdt i maengden {z1,- - , z;}. Antag, at de
4 fzlles naboer til = og y er zj, 2;, 2j 0g 2. S& har delgrafen af G udspandt af
punktmengden {z,y, 21, -, z;,v,w} en Kg-minor, idet v, w er naboer til alle
punkter i G/zy, og da G’ — {v,w} er en 4-sammenhangende maksimal planar
graf, har vi jf. lemma 2.8, at naboerne til z inducerer en kreds i H. Ethvert af
punkterne {2, 2;, 2, 2, v, w} har en nabo i grafen

G —{z,y,21, ,z,v,w} = G — (N(2) U{z})

og denne er sammenhangende jf. lemma 2.8. Vi har sé, at G’ kan sammentrekkes
til K7 og dermed, at G sammentraekkes til K.

Denne modstrid giver, at et af punkterne v, w er falles nabo til z og y. Antag
WLOG, at v € (N(xz) U N(y)), og lad N(z) N N(y) = {v, 2, zj, 2}, hvor
1 <i<j<k<I! Dawharvalens |V(G')| —1iG’, er wnabo til z1i G,
dvs. w er nabo til enten x eller y. Antag WLOG, at wx € FE og dermed wy ¢ E.
Da y jf. (1) har valens mindst 6 i G og |N(z) N N(y)| = 4, er y nabo til et
punkt z,, € ({21, -+, 21} — {2i,2j, 2, }). Vi kan WLOG antage, at i < h < j,
eftersom vi ellers blot kan om nummerere naboerne til z. Ifglge lemma 2.8 er
G’ — (N(z) U{z}) sammenhangende, og dermed er

G — {vavzla"' y Zi—1y Zi+1, " 5 Zj—1, 2541, " 7Zl}

sammenhangende og derfor indeholder denne graf en (z;, z;)-vej, men denne vej
samt delgrafen G[{x,y, z1,--- , 2z, v, w}] har en K7-minor, dvs. G har en K-
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minor. Vi har hermed vist, at z ¢ {v, w} giver en modstrid.

(b): Antag, at z € {v,w}. Vi kan WLOG antage, at z = v. Antag fgrst, at w er
en felles nabo til = og y, og lad v1, v2, v3 vaere de tre andre falles naboer til x
og y. Da G' — {v,w} jf. (9) er 4-sammenhangende er G — {z,y, w, vy, ve,v3}
sammenhangende, og eftersom z = v har valens n — 2 i G/, er ethvert punkt
i G — {x,y,w,v1,v2,v3} nabo til enten x eller y. Ifglge (1) har = og y beg-
ge mindst valens 6 i GG, og derfor findes der to forskellige punkter z1,y; 1 G —
{z,y,w,v1,v2,v3}, som er naboer til hhv. z og y. Der findes faktisk punkter
x9,y21 G — {x,y,w,v1,ve,v3} sadan, at xx9, yya2, roys € E, idet G — {z,y, w,
v1,v2,v3} er sammenhzangende. Vi har sa ifglge lemma 2.9, at x5 og y» har pre-
cis 2 feelles naboer i G/zy — {v, w}, og felgeligt har G/x2y2 n — 1 punkter og
5n — 15 — 4 = 5(n — 1) — 14 kanter, da w ogsa er felles nabo til z2 og ya.
Vi har dermed, at G/x2ys kan sammentrekkes til K7 jf. induktionsantagelsen,
men dette er en modstrid, da G sd kan sammentrakkes til 7. Vi ma derfor an-
tage, at w ikke er en felles nabo til x og y. Lad vy, --- ,vs4 vaere felles naboer
til z og y. Da w har valens n — 2 i G’, er enten x eller y nabo til w i G, og vi
kan WLOG antage, at wx € E. Antag forst, at degg(x) > 7. Sa findes der to
punkter z1,y1 € (V — {z,y,v1, -+ ,v4,w}), som er naboer til hhv. z og y i
G. Vi far sa, at x; tilhgrer en komponent H, af G — {x,y,v1, -+ ,v4,w}, hvori
ethvert punkt er nabo til = da vi ellers far, at G/x1y; kan sammentraekkes til
K7, som det var tilfeeldet for G /x2y9. Tilsvarende gelder, at y; tilhgrer en kom-
ponent H, af G — {z,y, v1,--- ,v4, w}, hvori ethvert punkt er nabo til y. Enhver
minimal punktsnitmengde S i en 4-sammenhangende maksimal planar graf, hvor
|S| = 4 udspander en kreds jf. lemma 2.7. Derfor er G[{v1,- -+ ,v4}] = C4. Vi
kan antage, at vy, - - - , v4 er nummereret langs kredsen. Vi har nu, at G indehol-
der en K7-minor (punkterne z, x1,v1, - - - ,v4, w Kanterne v1y, yvs, en (v, vy)-
vej i G[Hy U {vg, v4}] samt 4 disjunkte (z1,v;)-veje i G[Hy U {v1,--- ,v4}] for
i =1,...,4). Vi har hermed vist, at degg(x) < 7 og jf. (1) er degg(z) > 6, dvs.
degg(x) = 6.Da G — {z,y, w} er 4-sammenh@ngende har ethvert af punkterne
vy---,vgennabohhv. z1, -+ 241 G — {z,y,w, vy, - ,v4}.
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(10) Ladi € {1,...,4} oglad z; vere et punkti G — {z,y, w, v, -+ ,v4}, som
er nabo til v;. Sa geelder, at G/v;z; — {z, y, w} indeholder to punkter, som
er naboer til ethvert andet punkt i G/v;z;.

Dawv;z; € E(G/xy —{v,w}), har vi jf. lemma 2.9, at v; og z; har pracis 2 felles
naboer i G/xy — {v, w}. Desuden er w felles nabo til v; og z;, da w har valens
|[V(G/xy)| — 11 G/xy. Yderligere har vi, at x,y begge er naboer til v;, og da
z = v, er z enten nabo til x eller y. Vi har derfor, at [N (v;) N N(z;)| = 4 og
dermed jf. (9), at G/v;z; er en 4-sammenhangende maksimal planar graf samt
to punkter med valens |V (G /v;z;)| — 1. Da yw ¢ E, har hverken y eller w va-
lens |V (G/viz;)| — 11 G/viz. Yderligere gelder, at G — {z,y,w} jf. (9) er
4-sammenhangende, og derfor indeholder G — {z,y,w} mindst 6 punkter, da
vi ellers far, at G kan sammentrakkes til K7, idet w og z = v er nabo til al-
le punkter i G — {x,y,w}. Eftersom degg(x) = 6, findes der mindst et punkt
2 € G — {x,y,w}, hvor 2’ # z; og xx’ & E, dvs. x har heller ikke valens
|V(G/viz;)| — 11 G/v;z;. Vi har hermed bevist (10).

Fra (10) far vi, at G — {z, y, w} indeholder et punkt u’, som er nabo til alle andre
punkter i G — {z,y, w} undtaget v; eller z;. Ifplge lemma 2.8 inducerer N (u') en
kreds, og da G — {z, y, w} er 4-sammenhangende jf. (9), far vi, at G — {z,y, w}
er isomorf med Ey + Cj forl > 4, hvor Ey = {v/,v'} med v" € {v;, z}.

Antag, at] = 4,dvs. G —{z,y,w} = Ea+Cy, se figur 2.6. Saer G[{vy, - ,v4}]
enten isomorf med K4 minus en kant eller en kreds af lengde 4, eftersom uan-
set hvilke fire punkter vi valger i F9 + C4 inducerer de en af disse to grafer.
Hvis G[{v1, -+ ,v4}] er isomorf med K4 minus en kant, har G en K7-minor, da
vi sa har, at G[{z,y} U (N(z) N N(y))] er isomorf med en K¢ minus en kant
og w er nabo til alle punkter i G — {y,w}. Hvis G[{v1, -+ ,v4}] er en kreds af
lengde 4, sa er G = K» 223 med partitionerne {y, w}, {z, v, v'}, {vi,v3} og
{va,v4}, hvor {u/,v'} = Es, og punkterne pa kredsen Cy er nummereret sadan,
at v1v3, V24 € V.

Denne modstrid giver, at [ > 5. Da [N(z) N N(y)| = 4 og G — {z,y,w} =
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Figur 2.6: Grafen Fy + Cj.

E5 + (), findes der et punkt v; pa kredsen C, som er en falles nabo til = og y,
hvor v; har to naboer v/, v;/ pa kredsen (', som ikke begge er fzlles naboer til =
og y. Antag, at v, & N(z) N N(y). Dette er i modstrid med (10), da vi kan velge
punktet v} som z;, og grafen G /v;v} — {z,y,w} = E3 + C;_; indeholder ikke to
punkter, som er nabo til alle andre punkteri G/ vivz’».

Vi har nu vist, at der i G ikke findes to punkter, der er naboer og som har precis 4

faelles naboer.

Vi skal nu betragte tilfeelde II:

Antag, at der for z € V geelder, at deg(x) = 6. Dad(N(z)) > 5er N(x) = K
og fglgeligt er G[N(z) U {z}]| en K. Denne modstrid giver, at 6(G) > 7. Lad
x € V vere et punkt med minimum valens i G, og lad H = G[V (N (x)) U {x}].
Vi har, at G — H er ikke-tom, eftersom degi(z) = §(G) og G ikke er en komplet
graf. For enhver komponent K af G — H defineres N (K) som delgrafen af G
induceret af alle de punkter i G — K, som har en nabo i K. Da N (K) er en punkt-
snitmeangde, er N (K) ikke-komplet jf. (5). Hvis dege(z) = 7, indeholder N (z)
en Kj 299 eftersom 0(N(z)) > 5. Det bemarkes, at K222 er kant-maksimal
mht. ikke at have en Kg-minor. Da N (K) ikke er komplet, indeholder N (K) to
punkter, som ikke er naboer, dvs. G — H har en komponent K sadan, at N (K) in-
deholder to punkter, som ikke er naboer. Dette giver, at GG indeholder en K7-minor,
eftersom N (x) kan sammentrakkes til K¢ ved at sammentraekke K. Fglgeligt har
vi, at §(G) > 8.

Da |E| = 5n — 15,er §(G) < 9. Antag, at G — H = G — (N(z) U {z}) kun
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har en komponent K. Da degi(z) < 9 og §(N(x)) > 5 far vi jf. lemma 2.10,
at N(x) har en minor isomorf med K¢ minus en kant, dvs. der findes to punk-
ter u,v € N(x), hvor der gelder, at N(x) U {uv} kan sammentraekkes til K.
Da x var et punkt med minimum valens i G galder, at degi(u) > degg(z) og
degi(v) > degi(z) og falgeligt har vi, at u, v € N(K), eftersom vi har antaget,
at G — H kun har en komponent K og u, v derfor begge ma have mindst en nabo i
K. Sa kan vi sammentrekke K og derved tilfgje kanten uv til N'(z), som derved
kan sammentrakkes til K¢, dvs. G har en K7-minor.

Denne modstrid giver, at G — H har mindst to komponenter.

Antag, at deg;(z) = 8. Da §(N(z)) > 5er |[E(N(z))| > & = 20, og dermed
er |[E(H)| > 28. Hvis vi kan tilfgje 3 kanter til grafen H = G[N(z) U {z}],
kan H sammentraekkes til K7, eftersom vi jf. vores induktionsantagelse har, at
en graf med |V| > |V(H)| = 9 punkter og mindst 5 - 9 — 14 = 31 kan-
ter kan sammentraekkes til K;. Antag, at G — H har en komponent K, hvor
d(N(K)) < |V(N(K))|—3.Saindeholder N(K) to kanter e; = vy og e2 = uy.
Lad K’ vere en anden komponent af G — H. Da N(K') er en punktsnitmeeng-
de, indeholder N(K) — {y} en kant e3 jf. (6). Sa kan G sammentraekkes til
H U {ey, ez, e3}, som kan sammentraekkes til K7, idet vi kan tilfgje 3 kanter til
grafen H ved at sammentrakke K og K'. Denne modstrid giver, at der for enhver
komponent K af G — H, hvor H = G[N(z)U{z}| forx € V med degg(z) = 8,
geelder, at §(N(K)) > |V(N(K))| — 2, og da N(K) ikke er komplet far vi,
at (N (K)) = |V(N(K))| — 2. Antag, at G — H har en komponent K, hvor
|[V(N(K))| = 5.Da|V(N(K))| er en minimal punktsnitmangde i G gelder jf.
(3), at

5|V(N(K))| — 15 > |E(N(K))| + 2A(N(K)).

ad(N(K)) = |V(N(K))| — 2, far vi, at 2A(N(K)) = 2, hvilket medfgrer, at
N(K) = K1 + Cjy. Dette er i modstrid med (8). Vi har dermed, at |V (N (K))| >

o)

(=)
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Da §(N(K)) = |[V(N(K))| — 2 og §(N(z)) > 5, far vi, at

[E(N(2))] = %IV(N(K))\(IV(N(K))I —2)

8~ IV(N(K))\>

wss—voveon - (C71

= S|+ 12

Da |[V(N(K))| > 6,er |[E(N(x))| > 21 og fplgeligter |E(H)| > 29.

Lad K og K’ vare komponenter af G — H. Lad e; vare en kant i N(K), og lad
eg # e1 veere en kant i N (K”), disse kanter findes jf. (6). Sa kan G sammentrak-
kes til H U {ey, ea}. Eftersom |V| > |V(H)| =9 og |E(H U{ei,e2})| > 31 =
5-9 — 14, kan H U {ey, ea} ifglge induktionsantagelsen sammentrekkes til K.
Denne modstrid giver, at 6(G) = 9.

Dad(N(x)) > 5o0g|N(z)|=9,er|E(N(x))| > 23,0gdermeder |[E(H)| > 32.
Ifglge induktionsantagelsen kan en graf med 10 punkter og 5 - 10 — 14 = 36
kanter sammentraekkes til K7, dvs. hvis vi kan tilfgje 4 kanter til grafen H kan
denne sammentrekkes til K7. Antag, at K er en komponent af G — H, hvor
I(N(K)) < |V(N(K))| — 4. Sé findes der tre kanter ey, ea, e3 1 N (K') med fel-
les endepunkt . Lad K’ veere en anden komponent af G — H, og lad e4 veare
en kant i NV(K') — {y}, denne kant findes jf. (6). Sa kan G’ sammentraekkes til
H U{ey, e9,e3,e4}, som kan sammentrekkes til K.

Vi har altsd, at 6(N(K)) > |V(N(K))| — 3 for enhver komponent K af G — H,
hvor H = G[N (z) U {z}] og deg(x) = 9.

Antag fgrst, at |[E(N(x))| = 23. Hvis der findes en komponent K af G — H, hvor
S(N(K)) = [V(N(K))|—2, séer |[E(N(K))| = SVIN(K)I(V(N(K))| ~2)
og A(N(K)) = 1. Da |E(N(z))| = 23 far vi, at |[V(N(K))| < 5, og da G
er 5-sammenhangende er |V (N (K))| = 5. Sa er N(K) en minimal punktsnit-
mengde, og vi har derfor jf. (3), at
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SIV(N(K))[ =15 > |[E(N(K))| + 2A(N(K))
2 %\V(N(K))I(IV(N(K))I -2)+2,

men sd er N(K) = K; + C4, jf. 6(N(K)) = |V(N(K))| — 2 og (3). Dette
er i modstrid med (8)(4). Fglgeligt far vi, at 6(N(K)) # |[V(N(K))| — 2. Da
J(N(K)) =|V(N(K))| — 1 giver en modstrid med (5) og vi tidligere har vist, at
I(N(K)) > |V(N(K))| — 4, far vi, at 6(N(K)) = |V(N(K))| — 3 for enhver
komponent K af G — H.

Lad K vere en komponent af G — H, hvor V(N (K)) er en minimal punktsnit-
meangde. Da vi har antaget, at |E(N(z))| = 23 0g 6(N(K)) = |V(N(K))| — 3,
far vi, at [V/(N(K))| < 7. Hvis |[V(N(K))| = 7, er N(K) en 4-reguler graf jf.
[E(N(z))| = 23 og (3).

Lad p vere antallet af punkter med valens |V (N (K))| — 31 N(K).

Hvis |V(N(K))| = b5, fglger det af (3), at

2p+3-(5—p) <6
2 i )

da A(N(K)) = 2. Af denne ulighed fglger, at p > 3. Hvis |V(N(K))| = 6 far
vi af (3), at

3p+4-(6—p)

<11,
2

eftersom A(N(K)) = 2, og fglgeligt far vi, at p > 2.

Da |E(N(z))| = 23 og 6(N(x)) > 5, indeholder N (z) pracis et punkt y, hvor
degy(s)(y) = 6. Ifglge ovenstdende indeholder N (K') mindst to punkter, som har
valens |V (N(K))| — 31 N(K), dvs. N(K) indeholder to kanter vz, wz, hvor vi
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kan veelge z sadan, at z # y. Lad K’ vere en anden komponent af G — H. Hvis
y € {v,w}, findes der en kant e i grafen N(K') — {y, z}, da denne graf ikke er
komplet jf. (7), oghvisy ¢ {v, w}, lader vi e veere en kanti N (K')—{z}, som ik-
ke er komplet jf. (6). Vi har s, at G kan sammentrekkes til H' = HU{zv, zw, e},
ogda|E(H)| =32er|E(H')| =35=5-|V(H')| — 15. Da H' ikke kan sam-
mentrekkes til K7 og indeholder 10 punkter, er H’ jf. induktionsantagelsen en
M P,-cockade. Desuden indeholder H' pracis et punkt af valens 9, nemlig 2. Da
|V (H')| = 10 bestar H' ikke af to cockade-elementer, som er forskellige fra Kg,
ogdad(H') > 6, kan Kg ikke vere et cockade-element i H', dvs. H' har kun et
cockade-element og dermed to punkter af valens 9. Dette er en modstrid, og vi har
derfor, at |[E(N (z))| > 24.

Antag, at der findes en komponent K af G—H, hvor 6(N(K)) = |V(N(K))|—3.
Sa findes der i N(K) to incidente kanter eq, es. Lad K’ veere en anden kompo-
nent af G — H, og lad e3 vaere en kant i N(K’) — {y}, hvor y er punktet som er
incident med eq, e5 (denne kant findes, da N(K') — {y} jf. (6) ikke er komplet).
Vi har sd, at G kan sammentrakkes til H U{e1, es,e3},0gda|E(N(z))| > 24, er
|E(H')| > 36, dvs. jf. induktionsantagelsen kan H' sammentrakkes til K7. Den-
ne modstrid giver, at 6(N(K)) = |V(N(K))| — 2 for enhver komponent K af
G — H, da vi tidligere har vist, at §(N(K)) < |[V(N(K))| — 4 giver en modstrid
og 8(N(K)) < |V(N(K))| - Ljf. (5).

Lad K og K’ vare to forskellige komponenter af G — H, og lad e; vere en
kant i N(K) og ez # e; en kant i N(K’). Sa kan G sammentrakkes til H' =
H U {ej, e}, og da G ikke kan sammentrakkes til K7, far vi, at |[E(N(z))| =
24, eftersom vi ellers ville fa, at |E(H')| > 36. Sa er [V(N(K))| < 6, og
|[V(N(K))| = 5 giver en modstrid med (8)(), da 6(N(K)) = |[V(N(K))| — 2
medfgrer, at N(K) = K; + Cj. Fglgeligt er [V(N(K))| = 6 og N(K) =
K2, if. S(N(K)) = [V(N(K))| — 2. Da |E(Kz.2)| = 12, [E(N(2))| = 24,
d(N(z)) > 5og |N(z) — N(K)| = 3er G[N(z) — N(K)] = K3 og ethvert
punkti N (z) — N(K) har valens 51 N(x). Da |E(N(z))| = 24 0og 6(N(x)) > 5,
har hgjst et punkt i N(z) valens 7 i N(z), dvs. der findes et punkt y € N(z)
sddan, at der for ethvert punkt v € (N (z) — {y}) glder, at deg y(,)(v) < 6. Lad
z veere et punkt i N (z) — N(K), som er nabo til y, og lad K’ veere en komponent
af G — H sadan, at z € N(K'). Sa har vi igen, at N(K') = K»29. Lad €' veere
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en kant i N (K”), som er incident med z, og lad e vaere en kant i N (K), som ikke
er incident med ¢’ eller y. Sa kan G sammentrakkes til H' = H U {e, €'}, og da
H' indeholder pracis et punkt med valens 9, har vi en modstrid som ovenfor. Vi
har hermed bevist, at der ikke findes et modeksempel til s@tningen.

0

Vi har med s®tning 2.11, bestemt hvilke grafer, som har n > 6 punkter og precis
5n — 15 kanter, der ikke kan sammentrakkes til K. Disse grafer viste sig, at vaere
grafer isomorfe med K 2 2 3 og M P>-cockader.
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Kapitel 3

K4 4-minors

Vi vil i dette kapitel vise, at enhver 4-sammenh@ngende graf med n punkter og
mindst 4n — 7 kanter enten er en K7 eller har en K4 4-minor. Dette resultat far vi
brug for i kapitel 4.

Kapitlet bygger pa artiklen "Vertex Partitions of K4 4-Minor Free Graphs" af Leif
Kjer Jgrgensen [KJO1].

3.1 4-sammenh&ngende grafer

Vi vil i det fglgende kalde en punktsnitmengde S i en graf G triviel, hvis G — S
har pracis to komponenter, hvoraf den ene bestar af et enkelt punkt, som i G er
nabo til ethvert punkti S.

Lemma 3.1

Lad G = (V, E) vere en graf, hvor §(G) > 4 og |V| < 7. Sd er G enten 4-
sammenhangende eller indeholder en udspzndende delgraf isomorf med K3 +
(K s UK 2).

Bevis:
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Antag, at GG ikke er 4-sammenhangende. Sa findes der i G en punktsnitmangde
S C V, hvor |S| = 3. Grafen G — S er usammenhzngende og indeholder hgjst
4 punkter. Da 6(G) > 4, er (G —S) > 4 — |S| = 1. Fglgeligt ma G — S
besta af to komponenter G, Gs, hvor G1 = Go = K> og ethvert punkt i G1, Go
er nabo til ethvert punkt i .S, dvs. G har en udsp@ndende delgraf isomorf med
73 + (K o UK. 2).

0

Grafen K3 + (K2 U K9), som omtales i lemma 3.1, ses pa figur 3.1.

Figur 3.1: K3 + (K2 U K»).

Lemma 3.2

Lad G = (V,E) veare en 4-sammenhangende graf, og lad S C V vare en
punktsnitmeangde, hvor |S| = 4. Lad G og G vare agte delgrafer af G, hvor
G = G1UG2 0g G[S] = G1NGo, og lad G, G, vaere grafer, som fés fra hhv. Gy
og Gy ved, at tilfgje evt. manglende kanter séledes, at G,[S] = K4 fori = 1,2,
Sa geelder

(i) G og GY er 4-sammenhangende.

(ii) Hvis |V (G2)| > 6, findes der en graf G, som er en minor af G og G fas fra
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G| ved at fjerne hgjst en kant, der ikke findes i G1.

(iii) G7 er 3-sammenhangende, og hvis G ikke er 4-sammenhangende, kan vi
vaelge notationen sadan, at S = {x1,x2,y, 2}, hvoryz ¢ E(G7) og enhver
punktsnitmengde T i G, hvor |T| = 3, er pa formen {x,x1,x2} for et
z € (V(GT) = S).

Bevis:

(i) Lad X C V(G}), hvor | X| < 3. Da G}[S] = K4 er G}[S — X| sammenhzn-
gende, dvs. hvis G, — X er usammenhzngende, sa er S — X i samme komponent.
Eftersom G er 4-sammenhzngende findes der ifglge Mengers s@tning for ethvert
y € (V(G}) — X) fire internt disjunkte (y, S — X)-veje i G, og fglgeligt findes der
iG,—X en (y,S—X)-vej forethverty € (V(G})—X). Vi har dermed, at G, — X
er sammenhangende for enhver punktmangde X C V(GY), hvor | X| < 3, dvs.
G, er 4-sammenhzngende.

(ii) Antag, at |V(G2)| > 6. Lad S = {x1,--- ,24},0glady € V(Ga) — S.
Ifglge lemma A.3 findes der (y, z;)-veje P; fori =1,...,4, hvor P, N P; = {y}
fori # jogi,j € {1,...,4} 1 G, idet G er 4-sammenhangende. Eftersom
P,NP; = {y}, erdisse fire veje indeholdt i G». Antag, at |[P;| = 1fori =1,...,4.
Da |V(G2)| > 6, findes der et punkt z € V(G2) — (S U {y}). Da G — {y}
er 3-sammenhangende, findes der mindst tre (z,z;)-veje Q; for z; € S, hvor
QiNQ; = {z} fori # j. Sammentraekkes nogle af disse veje P;, Q; fas en graf
G, som er en minor af G, og som indeholder de samme kanter som G| undtaget
evt. en kant mellem et par af punkter i S. Antag nu, at en af vejene P; har l&ng-
de mindst 2. Vi kan WLOG antage, at | P;| > 2. Da G er 4-sammenhangende er
{y, x1} ikke en punktsnitmengde, og fglgeligt findes der en vej P fra P —{y, x1}
til en af vejene P, Ps eller Py, sa kun endepunkterne pa vejen P er indeholdt i
Py U ---U Py. Vi kan WLOG antage, at vejen P gar fra P; — {y,x1} til P,.
Da {y, 21, x2} ikke kan vere en punktsnitmengde i G findes der en vej P’ fra
(PLUPyU P3) — {y, 1,22} til P; fori = 3eller i = 4, sadan at kun endepunk-
terne pa P’ erindeholdti Py U - - - U Py U P. Sammentrakkes nogle af disse veje,
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far vi en minor G7 af G, som har de gnskede egenskaber.

(iii) Antag, at G ikke er 4-sammenha@ngende. Sd er G5 # G/, og fplgeligt findes
der et par af punkter y, z € S, som er naboeri G| menikkei G;.Lad X C V(GY)
veere en punktsnitmengde, hvor | X'| < 3. Da G er 4-sammenhe&ngende, er G — X
sammenhangende, og fplgeligt ma enhver komponent af G7 — X indeholde et
punkt fra S. Eftersom yz ¢ E(G7), tilhgrer y og z hver sin komponent af G} — X .
Lad S = {x1, 29,9, 2}. Da G} = G| — {yz}, er 1 og x2 begge naboer til bade
y og z, felgeligt ma x1, 22 € X. Yderligere ma der i X findes endnu et punkt
x € V(Gy) — S, da vi ellers far en modstrid idet vi ved, at tilfgje y eller z til X
far en punktsnitmengde i G}, som kun indeholder 3 punkter.

0

3.2 Grafer med en Ky 4-minor

Lad G = (V, E) vare en graf, oglad X = {z1,--- ,xz4} C V. Grafen G siges at
have en K3 4(X)-minor, hvis G indeholder sammenhzngende disjunkte delgrafer
Hy,---,Hy, L1, La, hvor x; € H;, og G indeholder en H; — L; kant for alle
i=1,...,40gallej =1,2.

Det bemarkes, at hvis X er en punktsnitmangde i G og G1, G er ®gte delgrafer
af G, hvor G = G U Ga, G[X]| = G1 N G2 og G, G begge har en Ky 4(X)-
minor, sd har G en K4 4-minor.

Lemma 3.3

Lad H = (V, E) vare en graf, oglad X C V, hvor | X| = 4. Lad G vere grafen,
som fas fra H ved at tilfgje kanter mellem ethvert par af punkter i X, som ikke er
naboer i H. Hvis G er 4-sammenhangende, og |E(G)| > 4|V (G)| — 9, sd har H
en K5 4(X)-minor.

Bevis:

Antag, at lemmaet ikke er sandt, dvs. der findes en graf H, hvor grafen G, som
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fas fra H pa maden beskrevet i lemmaet, er 4-sammenhangende, og |E(G)| >
4|V(G)| — 9, men hvor H ikke har en K 4(X)-minor. Lad n vare det mindste
antal punkter i et modeksempel til lemmaet, og lad H vere et modeksempel med
n punkter og feerrest muligt antal kanter.

Fgrst bemarkes, n > 6 idet grafen ellers ikke kan have mindst 4n — 9 kanter.
Desuden bemerkes, at n = 6 medfgrer, at |E(G)| > 4-6—9 = 15, dvs. G = K,
og fglgeligt indeholder H en K’ 4(X)-minor. Vi har altsa, at n > 7.

Vi vil nu vise fglgende pastand

(1) Enhver punktsnitmangde S i G, hvor |S| = 4, er triviel og bestér ikke af
mangden af naboer til et punkti X.

Vi skal altsa vise, at der ikke findes en punktsnitmangde S i G pa fire punkter,
hvor et af fglgende to tilfelde gelder.

(i) S erikke-triviel.

(i) G — S har to komponenter og den ene komponent bestar af et enkelt punkt fra
X.

Antag, at G har en punktsnitmangde S, hvor |S| = 4 og hvor S opfylder en
af ovenstaende egenskaber. Lad G; og G2 vare ®gte delgrafer af G, hvor G =
G1UG5 0g G[S] = G1NGy.Da G[X] = Ky, harvi,at X C V(GZ) fori = 1eller
i = 2. Antag WLOG, at X C V((G1), oglad S vere valgt sadan, at G har ferrest
muligt antal punkter. Da S enten er ikke-triviel eller G — S har to komponenter,
hvor den ene komponent bestér af et enkelt punkt fra X, har vi, at |V (G2)| > 6.
Ifglge lemma 3.2 har G en minor G7, hvor G7 er grafen, som fas fra G ved at
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tilfgje kanter mellem ethvert par af punkter i S, som ikke er naboer i G undtaget
evt. en enkelt kant, og vi bemarker, at |V (G7)| < |V(G)|. Desuden far vi fra
lemma 3.2, at G7 enten er 4-sammenh@ngende eller enhver punktsnitmangde i
G7 er pa formen {z,x1,x2}, hvor z1,x2 € S er naboer til samtlige punkter i
Sogaz € (V(G7) — S). Da S er valgt sadan, at G; er mindst mulig, er G
4-sammenhangende eller |V (G7)| = 5. Da G = (V. E), hvor |V| = n er et
mindste modeksempel og |V (G7)| < n, har vi, at |E(G7)| < 4|V(G7)|—10, hvis
[V(G?)| > 5 ogligeledes hvis |V (G7)| = 5, eftersom4-5—10 = 10 = |E(K5)|.
Ifglge Mengers satning (setning A.2) findes der i G 4 disjunkte (.5, X)-veje, dvs.
4 disjunkte veje fra et punkt i S til et punkt i X. Hvis G2 har en K3 4(.5)-minor,
vil denne minor sammen med de fire veje give en Ko 4(X )-minori G, se figur 3.2.

Figur 3.2: En K3 4(S)-minor i Gz og 4 disjunkte (S, X)-veje i G.

Lad G’ vare grafen, som fés fra G ved at tilfgje kanter mellem punkter i S, som
ikke er naboer i G, og lad G}, G}, veere ®gte delgrafer af G', hvor G’ = G U G,
og G'[S] = G} N GY,. Ifglge lemma 3.2 er G, 4-sammenhangende, og ifglge
ovenstaende har G, ikke en K’ 4(.S)-minor, eftersom G2 ikke har en sddan minor,
fplgeligt har vi, at |[E(G%)| < 4|V (G2)| — 10, jf. minimaliteten af n.

Af ovenstaende far vi fglgende uligheder.
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An —9 < |E(G)| = |E(GY)| — |E(GI[S)| + | E(G3)| — |E(Go[S])] + [E(G(S))]
<AV(G1)| = 10 — |[E(GL[S))] + 4[V(Ga)| — 16 + | E(G[S]))
= 4n — 10+ [E(G[S])| - [E(GT[S])]-

Af ovenstéende far vi, at |E(G[S])| > 1 + |E(G7]S])|, men dette er i modstrid
med, at |E(G7[S])| > |E(G]S])|. Denne modstrid beviser pastand (1).

Vi vil nu vise fglgende péastand.

(2) Lad = og y vare naboer, som ikke begge tilhgrer X. S& har = og y enten 4
feelles naboer eller en fzlles nabo v, hvor degg(v) = 4.

Hvis G/zy er 4-sammenhangende, far vi jf. minimaliteten af n, at | E(G/zy)| <
4(n — 1) — 10, og fglgeligt ma = og y have mindst 4 felles naboer.

Hvis G/zy ikke er 4-sammenhzngende, findes der punkter u, v, sadan at {z, y, u,
w} er en punktsnitmengde i G, og jf. (1) er dette mangden af naboer til et punkt
v € V(G) — X, dvs. z, y har en felles nabo v, hvor degg(v) = 4.

Af (2) far vi folgende.
(3) To nabo punkter, som begge har valens 4 i (G, har hgjst en feelles nabo.

Pastand (3) fglger af, at hvis | N (z) N N (y)| = 2, far vi en ikke-triviel punktsnit-
meangde (N (z) UN(y)) — {x,y}iG, hvor |[(N(x) UN(y)) — {z,y}| = 4, hvis
n # 7.Hvisn = 7,er4n —9 = |E(K7)| — 2, dvs. vi har ikke to punkter af valens
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fire. Hvis | N (x)NN (y)| = 3, far vi en modstrid med, at G er 4-sammenhzangende.

Vi vil nu vise fglgende pastand.

(4) G er 5-sammenhangende.

JE. (1) er det tilstrekkeligt at vise, at der i V(G) ikke findes et punkt =, hvor
degi () = 4. Antag, at der findes et punkt x € V(G), hvor degg(z) = 4. Ifglge
(1) harvi,at x ¢ X.Lad y € N(z). Dadegg(z) =4o0gy € N(z), kanx ogy
ikke have fire feelles naboer i G, fglgeligt ma = og y have en fzlles nabo z, hvor
degi(z) = 4jf. (2). Da x og z begge har valens 4, har de kun en felles nabo y, og
fglgeligt ma y have valens 4. Tilsvarende ma de resterende to punkteri N (x) have
valens 4. Da G er sammenhangende, fglger det, at et punkt i X ma have valens
4, hvilket er en modstrid jf. (1), da de fire naboer til dette punkt er en punktsnit-
mangde, og grafen G minus denne punktsnitmangde bestar af to komponenter,
hvoraf den ene udggres af et enkelt punkt fra X. Vi har hermed bevist, at G er
5-sammenhangende.

Da G er 5-sammenha@ngende, er en graf, som fas fra G ved at slette en kant 4-
sammenhangende, og da H er et mindste modeksempel med farrest muligt antal
kanter, far vi, at |E(G)| = 4n — 9. Fglgeligt ma G indeholde et punkt v ¢ X
af valens hgjst 7. Ifglge (2) er 6(N(v)) > 4, eftersom vi har vist, at 6(G) > 4.
Da G er 5-sammenhangende, findes der i G, jf. Mengers s@tning (s@tning A.2),
4 disjunkte (X, N (v))-veje P1, Pa, P3, Py, hvor P, N (v) = p; fori =1,...,4,
hvoraf nogle evt. har lengde 0.

Hvis N (v) er 4-sammenhangende, lader vip € N(v)—{p1,--- ,pa}, 0og vi harsa
jf. Mengers s@tning (s@tning A.2), at der i N (v) findes fire veje fra p til {p1,--- ,
pa}, som kun har p tilfelles. Disse fire veje samt vejene P, - - - , Py og punktet v
giver os en K 4(X)-minor i G, som fés ved at sammentraekke vejene Py, - -- Py
til et punkt hver.

Hvis N (v) ikke er 4-sammenhzngende, indeholder N (v) jf. lemma 3.1 en ud-
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spendende delgraf isomorf med K3 + (K3 U K3), eftersom |N(v)| < 7 og

d(N(v)) > 4. Det bemerkes, at velges fire vilkarlige punkter vy, - - - , v4 i grafen
K3+ (K2 U K3), findes der en komponent af (K3 + (K2 U K3)) — {v1, -+ ,v4},
som er nabo til ethvert af punkterne vy, --- ,v4. Lad F' vaere en sammenhaengs-
komponent af N (v) — {p1,--- ,p4}, somer nabo til p1, - - - , p4. Komponenten F,
punktet v og de fire veje Py, - - - , Py giver en Ko 4(X)-minor af G, som fés ved,
at sammentrakke F til et punkt og de fire veje P; for¢ = 1,.. .4 til et punkt hver.

O

3.3 Grafer med en K4 4-minor

Seetning 3.4

Lad G = (V, E) veare en 4-sammenhzangende graf, hvor |V | = n og |E| > 4n—T.
Sd er G = Ky eller G har en K4 4-minor.

Bevis:

Antag, at setningen er falsk, og lad G = (V, F) vare et modeksempel med fer-
rest muligt antal punkter n og feerrest muligt antal kanter.

Grafer med ferre end n = 7 punkter kan ikke have 4n — 7 kanter, og derfor har
vi,atn > 7. Men n = 7 medfgrer, at |[E| > 4-7 -7 = 21 = |E(K7)|, dvs.
G = Ky ogn = 8giver, at |E| > 25 = |E(K3g)| — 3, dvs. G har en K4 4-minor.

Vi vil fgrst vise felgende pastand.

(5) Enhver punktsnitmangde i G pa 4 punkter er triviel.

Antag, at S C V er en ikke-triviel punktsnitmengde i G, hvor |S| = 4. Lad
G1, Gy veere egte delgrafer af G, hvor G = G1 U G2 og G[S] = G1 N Ga. Sé kan
G1 og G ikke begge have en K> 4(S)-minor, da dette ville medfgre, at G har en
K4 4-minor. Antag WLOG, at G5 ikke har en K 4(S5)-minor. Lad G/, GY, vere
graferne, som fés fra hhv. G1 og G4 ved at tilfgje kanter til ethvert par af punkter
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i S, som ikke er naboer i G. Sd er GY, jf. lemma 3.2, 4-sammenhangende og jf.
lemma 3.3 har vi, at |E(G%)| < 4|V (G2)| — 10. Da [V (G1)| + |V (G2)| — 4 = n,
far vi, at

[E(G1)| = |E| = (|E(GY)] = 6) = 4n — T — (4|V(G2)| — 10) + 6
=4|V(Gy)| - T.

Heraf fglger, at |V (G1)| > 7, da uligheden ellers ikke kan vere opfyldt.

Lad S C V vere en ikke-triviel punktsnitmengde i G med |S| = 4, G = G1 UGy
og G[S] = G1 N Ga, hvor G er en graf af mindst mulig orden, som opfylder, at
|E(G1)| > 4|V (G1)| — 7. Lad igen G| veere grafen, som fés fra G; ved at tilfgje
kanter mellem ethvert par af punkter, som ikke er naboer i G[S]. Lad yderligere
grafen G} veere grafen, som fés fra G} ved at slette hgjst en kant i G[S], som
ikke findes i G, sadan at G er en minor af G. Vi har, at |V(G7)| < |V] og
|E(G7)| > 4n — 7. Da G7 er en minor af G, har G} ikke en K4 4-minor og
G7 # K7, dvs. G7 kan ikke vare 4-sammenhangende. Ifplge lemma 3.2 er G 3-
sammenha&ngende, og enhver punktsnitmangde i G, som indeholder 3 punkter er
pa formen {z, x1,z2}, hvor S = {z1,22,y, 2}, yz & E(G}) ogz € V(G}) — S.
Lad ' C V(G7) vare en punktsnitmengde i G5, hvor |F| = 3. Lad G} =
Hy, U H, og Gi[F] = HyN H,, hvory € Hy,og z € H,. Lad Hy og H}
vere graferne, som fas fra hhv. H, og H, ved at tilfgje kanterne zz og zx2
safremt disse ikke allerede findes. Sa er H;; og H minors af G] og dermed af
G. Da S er valgt saledes, at G; er en graf med minimal orden mht. at opfylde, at
B(GL)| > 4V (G1)| — Tog [V(H,)|, [V(H.)| < [V(G)]. har vi, at |E(H})| <
AV (H)| - 8 og |E(HZ)| < 4]V (H2)| — 8. Med e = |E(G}[{z, 21, 22}])] =
|E(G7[F))| far vi fglgende.
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4V (G| =7 < [E(GY)|
= |E(H})| -3+ |E(H?)| -3+
< (AV(Hy)| -8) =3+ “|V(H)|—8) —3+e
= 4V(GD)] - 10 +e.

Dae < 3, fglger det, at e = 3, dvs. G{[F| = K3, |[E(H,))| = 4|V (H,)| — 8 og
|E(H})| =4|V(H})|—-8.DaR ={y,z,z1,x2} 0g T = {2z, z,x1, z2} er punkt-
snitmangder i G, er H, — R en komponent af G — R og H, — I' en komponent
af G —7T. Lad H; og H vere graferne, som fés fra hhv. H, og H ved at tilfg-
je hhv. kanten xy og kanten zz, hvis disse kanter ikke allerede findes. Sa har vi
ifglge lemma 3.2, at H,, og H_ er 4-sammenhzngende, og ifglge lemma 3.3 har
H, en K5 4(R)-minor og H, en K5 4(T)-minor. Da {x,z2} ikke kan veare en
punktsnitmengde i Go, er G2 — {x1, z2} sammenhangende, og der findes derfor
en (y, z)-veji Go — {1, x2}. Vejen fray til zi Go — {z1, 22}, K2 4(R)-minoren
og K5 4(T')-minoren i G giver, at G har en K4 4-minor, som fas ved at sammen-
trekke (y, z)-vejen. Denne modstrid beviser pastand (5).

Lad e = zy € E. Grafen G/e kan ikke have en K4 4-minor, og da G er et
mindste modeksempel, har vi, at G/e enten ikke er 4-sammenhzangende eller
|[E(G/e)| < 4|V(G/e)| — 8 =4n — 12.

(6) For ethvert par af nabo punkter x, y i G gelder, at z og y har mindst 4 felles
naboer eller en felles nabo af valens 41 G.

Ovenstaende fglger af, at hvis |E(G/e)| < 4|V (G/e)| — 8 = 4n — 12, sa har x
og y mindst 4 feelles naboer, og hvis G/e er 3-sammenhangende, sa indeholder
G /e et punkt af valens 3. Dette punkt havde mindst valens 4 i G og ma fglgeligt
havde vearet en fzlles nabo til z og y med valens precis 41 G.
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Fra (5) far vi fglgende.

(7) To nabo punkter af valens 4 i G har hgjst en felles nabo.

Dette fglger af, at vi ellers far en punktsnitmangde pa 4 punkter i G, som er ikke-
triviel.

Vi skal nu vise fglgende pastand.

(8) G er 5-sammenhangende.

Da enhver punktsnitmengde pa 4 punkter er triviel i G, er det tilstrekkeligt at
vise, at 6(G) > 5. Antag, at x € V har valens 41 G, og lad y € N(z). Da z og
y ikke kan have 4 felles naboer, ma de jf.(6) have en felles nabo z € V, hvor
degi(z) = 4. Men x og z kan heller ikke have 4 felles naboer og har derfor ogsa
en felles nabo y af valens 4. Tilsvarende ma de to andre punkter i N(x) have
valens 4. Da GG er sammenhangende, far vi, at ethvert punkt i G har valens 4,
men dette er i modstrid med, at |E| > 4n — 7, eftersom en 4-regular graf med n
punkter har 2n kanter.

Da G er 5-sammenh@ngende ma |E| = 4n — 7, eftersom vi ellers kan slette
en kant fra G og derved fa en 4-sammenhengende graf med n punkter og ferre
kanter end G, som ikke har en K4 4-minor, hvilket er i modstrid med, at G er et
mindste modeksempel med faerrest muligt antal kanter.

Neste pastand vi skal vise er fglgende.
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(9) N(z) er 4-sammenhzngende for ethvert z € V', hvor degg(z) < 7.

Da G er 5-sammenh@ngende, indeholder G ikke punkter af valens 4, og jf. (6)
har ethvert par af punkter, som er naboer, derfor mindst 4 felles naboer, dvs.
d(N(z)) > 4. Da G ikke indeholder en K4 4, kan N (z) ikke indeholde en K3 4
og vi har derfor jf. lemma 3.1, at N (z) er 4-sammenhangende, eftersom K3 4 er
en udspendende delgraf af K3 + (K2 U Ka).

Vi vil nu vise fglgende pastand.

(10) Lad z,y € V, hvor xy ¢ E og degi(x), dege(y) < 7. Sa har z og y mindst
5 fzlles naboer.

Lad z,y € V vere et par af ikke-naboer i G, som begge hgjst har valens 7 i
G og antag, at x og y hgjst har 4 felles naboer. Lad P, P», P53, Py vere dis-
junkte (N(x),N(y))-veje i G, hvor N(z) N P; = {x;} og N(y) N P, = y;
fori = 1,...,4. Disse veje findes jf. Mengers sa@tning (s@tning A.2), da G er
5-sammenhangende. Det bemarkes, at vi tillader vejene P; at have lengde 0 sa-
fremt x; = y;. Da degg(x), dega(y) < 7, har vi jf. (9), at N(z) og N(y) er
4-sammenhangende, og fglgeligt har N(x) — {x1,--- , x4} en komponent, som
er nabo til 1, - , x4, 0g N(y) — {y1, -+ ,ys4} har en komponent, som er nabo
til y1, -« -, ya, eftersom maengderne {x1, - , x4} og {y1,- -+ ,ya}, safremt de er
punktsnitmangder i hhv. N (x) og N(y), er minimale. Sammentrakker vi disse to
komponenter til hvert sit punkt og vejene Py, - - - , Py til hvert sit punkt, far vi en
Ky 4, idet = og y begge er naboer til ethvert punkt i hhv. N(z) og N(y), dvs. G
har en K4 4-minor. Denne modstrid viser pastand (10).

Neste pastand, vi skal vise, er fglgende.
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(11) Der findes ikke et z € V, hvor degg(z) = 6.

Antag, at z € V har valens 6 i G. Da G jf. (8) er 5-sammenhzngende, findes der
en komponent K af G — (N (x) U {z}), som er nabo til mindst 5 punkter i N (z).
Lad y € N(x) vare et punkt, sd K er nabo til ethvert punkt i N(x) — {y}. Hvis
der findes et punkt z € N(z), hvor yz ¢ E, sa fglger det af (9), at y og z har
mindst 4 falles naboer i N(z), som alle er naboer til K og x. Sammentraekkes
K til et punkt, vil dette punkt og x, y, z vere punkterne i den ene partition af en
K4 4, 0g de fire punkteri N (z) —{y, z} vil udggre den anden partition, dvs. G har
en K4 4-minor. Grundet denne modstrid md vi nu antage, at y er nabo til ethvert
punkt i N(z) — {y}. Da 6(N(x) — {y}) > 3 og |N(z) — {y}| = 5 indeholder
N(x) — {y} et punkt z, som har valens 4 i N(z) — {y}. Vi har igen, at G sa har
en K4 4-minor, idet vi som i forrige tilfalde har, at y og z har 4 felles naboer i
N(x).

Vi vil nu vise fglgende péastand.

(12) 8(G) =7

Da G er 5 sammenh@ngende, har vi, at §(G) > 5, og ifglge (11) kan ingen punk-
ter i G have valens 6. Lad x € V veare et punkt af valens 5 i G. Ifglge(9) er N (z)
4-sammenhengende, dvs. N(z) = Kj5. Da G er 5-sammenheangende, kan punk-
terne i N (x) ikke have valens 5 i G, eftersom vi sa far en modstrid med, at G er
5-sammenhangende.

Da|E| = 4n—7, findes der et punkt y ¢ N (z), hvordegg(y) = 5ellerdega(y) =
7. Ifplge (10) har = og y mindst 5 falles naboer, og eftersom degi(z) = 5 har
vi derfor, at N(x) C N(y). Hvis degg(y) = 5, er N(x) = N(y). Da G er 5-
sammenhzngende, findes der en komponent K af G — (N (x) U {z,y}), som er
nabo til ethvert punkt i N(x), og fglgeligt far vi igen, at G har en K4 4-minor,
idet vi kan sammentrekke komponenten K til et punkt z g, og vi har dermed en
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K4 4, hvor den ene partition bestér af =, x, y samt et vilkarligt punkt fra N (x),
og den anden komponent bestar af de resterende 4 punkter i N (x). Denne mod-
strid giver os, at §(G) = 7, idet §(G) > 8 giver en modstrid med, at |E| = 4n—7.

Da |E| = 4n — 7, indeholder G' mindst 14 punkter af valens 7. Lad x € V vare
et punkt med valens 7. Sa findes der punkter y1, - - - , y4 af valens 7, som ikke er
naboer til x og som er forskellige fra x. Ifglge (10) har x og y; mindst 5 felles
naboer for i = 1,...,4, dvs. der findes S; C N(z) N N(y), hvor |S;| > 5 for
i=1,...,4. Da|N(x)| = 7 findes der 1 < i,j < 4 sadan, at |[S; N S;| > 4
fori # j.Lad S C S; N S;, hvor |S| = 4. Sammentraekker vi en komponent
af N(x) — S til et punkt v, har vi en K4 4 bestdende af punktet v, x, y;, y; i den
ene partition og punkterne i .S udggr den anden partition af K4 4, dvs. G har en
K4 4-minor.

g
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Kapitel 4

Grafer, som er 7-kromatiske, har
enten en Ky 4-minor eller en
K7-minor

Vi vil i dette kapitel vise, at enhver 7-kromatisk graf har en K7-minor eller en
K4 4-minor, og det bemarkes, at dette bevises uden brug af 4-farvesetningen.

Jakobsen [J71] har vist at enhver 7-kromatisk graf har en K'v minus to kanter som
minor. Der findes to ikke-isomorfe grafer af denne type og Jakobsen har altsa vist,
at enhver 7-kromatisk graf har enten den ene eller den anden som minor. Desuden
har Mader [M68] vist, at enhver graf med n punkter og mindst 5n — 14 kanter har
en Kr7-minor. I kapitel 2 bestemte vi, hvilke grafer der har n punkter og precis
5n — 15 kanter og som ikke har en K7-minor.

Kapitlet er baseret pa artiklen "Any 7-chromatic graph has K7 or K4 4 as a minor"
af Ken-ichi Kawarabayashi og Bjarne Toft [KTO5].
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4.1. Egenskaber ved 7-kromatiske grafer, som ikke har en K-minor

4.1 Egenskaber ved 7-kromatiske grafer, som ikke har en
K-7-minor

Vi skal betragte grafer GG, som opfylder fglgende fire betingelser.

(i) G er T-kromatisk.
(44) G har ikke en K7-minor.
(79i) G har ikke en K4 4-minor.

(iv) G er en T-kromatisk graf, som ikke kan sammentrakkes til en mindre 7-
kromatisk graf.

Det bemerkes, at Hadwigers formodning for k£ = 7 siger, at den eneste 7-kroma-
tiske graf, som ikke kan sammentrekkes til en mindre 7-kromatisk graf, er K7.

Vi far brug for en raekke resultater vedrgrende grafer, som opfylder betingelserne
(4), (i) og (iv).

Fglgende to resultater er bevist af Dirac [D60] og [D64].

Lemma 4.1

Lad G = (V, E) vare en graf, som opfylder betingelserne (i), (ii) og (iv). Sa
er §(G) > 7, og der findes ikke et punkt u € V af valens 7, som har tre naboer
U1, Uo 0g usz, hvor ujue, uius, uous € F.

Bevis:

Antag, at der findes et z € V, hvor deg(z) = 6. Da G ikke kan sammentrakkes til
K7, er N(z) # Kg, dvs. der findes u,v € N(x), hvor uv € E. Eftersom G ikke
kan sammentrakkes til en mindre 7-kromatisk graf, kan vi farve grafen, som fas

Side 52



4.1. Egenskaber ved 7-kromatiske grafer, som ikke har en K--minor

fra G ved at sammentrakke kanterne ux, vz til et punkt w med 6 farver. Farven,
som bruges i denne nye graf til at farve punktet w med, kan vi i G farve bade u
og v med. Vi har, at vi kan farve G — {x} med 6 farver, og da vi kun bruger 5 af
disse til at farve N (z) med fplger det, at der er en farve ledig til at farve x med,
dvs. G kan farves med 6 farver. Denne modstrid beviser, at §(G) > 7.

Antag, at der findes et punkt u € V', hvor deg(u) = 7, og hvor der for uy, ug, ug €
N(u) gelder, at ujug, ujug, ugus ¢ E. Da G ikke kan sammentrakkes til en
mindre 7-kromatisk graf, kan vi farve grafen, som fés fra G ved at sammentraekke
kanterne uui, uug, uus til et punkt w med 6 farver. Farven, som bruges i denne
nye graf til at farve punktet w med, kan vi i G bruge til at farve bade u1, us og us
med. Vi har, at vi kan farve G — {u} med 6 farver og da vi kun bruger 5 farver til
N (u) far vi, at G kan farves med 6 farver. Denne modstrid fuldfgrer beviset for
lemmaet.

g
Lemma 4.2
Lad G = (V, E) veare en graf, som opfylder (i), (ii) og (iv). Sa indeholder G
ikke en Kg.
Bevis:

Antag, at G indeholder en Kjg, og lad S = V(Kg) C V. Antag, at S er en
punktsnitmengde i G. Lad G og G vaere ®gte delgrafer af G, hvor G = G1 UG,
og G[S] = G1 N G2. Da G opfylder betingelse (iv) kan G} og G2 farves med 6
farver og vi kan veelge farvningen af G[S] i hhv. G; og G5 sadan, at disse stemmer
overens, dvs. G kan farves med 6 farver. Denne modstrid giver, at S ikke er en
punktsnitmangde i GG. Pa tilsvarende vis vises, at der for enhver punktsnitmangde
i G gaelder, at den ikke kan inducere en komplet graf i G. Vi har dermed, at G — S
kun har en komponent, og at ethvert punkt i S har en nabo i G — S, da vi ellers
far en komplet separerende delgraf i G. Sammentrakkes G — S til et punkt far vi
en K7, dvs. GG har en Ky-minor. Dette er i modstrid med, at G opfylder betingelse
(it).

O
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4.1. Egenskaber ved 7-kromatiske grafer, som ikke har en K-minor

Fglgende resultat er bevist af Mader [M68].

Lemma 4.3
Lad G = (V, E) vere en graf, som opfylder betingelserne (i), (ii) og (iv). Sd
gelder, at G er 7T-sammenhangende.

Neste resultat er bevist af Stiebitz og Toft [ST95].

Lemma 4.4
Lad G = (V, E) vare en graf, som opfylder (i), (ii) og (iv). Sd findes der mindst
tre punkter x1,x9, x3 € V, hvor deg(x;) > 8 fori = 1,2, 3.

Desuden far vi brug for s@tning 3.4, som vi beviste i kapitel 3.

Lad G = (V, E) vare en graf, som opfylder (i), (i), (ii7) og (iv). Dermed har
vi, at G # K7 og jf. lemma 4.3, at G er 7-sammenhangende. Det fglger sa af
s@tning 3.4, at

() |E| < 4|V| - 8.

Lemma 4.5

Lad G = (V, E) vere en graf, som opfylder (i), (i1), (iii) og (i ) Sa findes der
mindst 16 punkter z1,--- ,x16 € V, hvor deg(xz;) = 7 fori =1,...,16.

Bevis:

Vi har ifglge lemma 4.1, at 6(G) > 7. Antag, at G har ferre end 16 punkter af
valens 7. Vi far sa, at

7-16  8(|V|—16
+

)
= 4|V|-38.
5 5 V| -8

[E] >
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4.1. Egenskaber ved 7-kromatiske grafer, som ikke har en K--minor

Dette er i modstrid med (a), og fglgeligt indeholder G mindst 16 punkter med
valens 7.

0

Vi far ifglge lemma 4.4 og lemma 4.5, at

() [V| > 19.

Lemma 4.6

Lad G = (V, E) vere en graf, som opfylder (i), (ii), (i) og (iv). Sd indeholder
G ikke en K3 4.

Bevis:

Antag, at GG indeholder en K3 4. Da G ifglge lemma 4.3 er 7-sammenh@ngende,
findes der 7 disjunkte (v, V(K3 4))-vejei G, hvorv € (V -V (K3 4)), og folgeligt
har G en K 4-minor. Dette er i modstrid med (iv).

0

Figur 4.1: De tre mulige grafer, hvis N er sammenh@ngende.

Lemma 4.7

Lad G = (V, E) vare en graf, som opfylder (i), (ii), (iit) og (iv). Sa geelder for
ethvert punkt x € V', hvor deg(x) = 7, at N (z) enten indholder K3 og K4 som
disjunkte delgrafer eller en kreds af leengde 5, hvor to nabo punkter er erstattet af
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4.1. Egenskaber ved 7-kromatiske grafer, som ikke har en K-minor

en Ko (se figur 4.1, graf 1).

Bevis:

Lad x € V vere en punkt, hvor deg(z) = 7. Sa gelder ifglge lemma 4.1, at uaf-
hengighedstallet for N (x) er 2, dvs. a( N (z)) = 2. Vi kan ved evt. at fjerne kanter
fra N(x) fa en a-kritisk udspendende delgraf N af N(x), dvs. en graf hvor der
gelder, at for enhver kant e € E(N) er a(N —e) > «(N). Hvis N er usammen-
hengende, far vi dermed, at NV bestar af to disjunkte komplette grafer isomorfe
med hhv. K3 og K4. Hvis N er sammenh@ngende er IV ifglge [B98] isomorf med
en af de tre grafer pa figur 4.1. Da G ifglge lemma 4.3 er 7-sammenhangende,
findes der 7 (z, N(x))-veje P1,--- ,P;i G for z € V(G) — ({z} UV(N(x))),
hvor P, N P; = {z} forallei # j, hvori,j € {1,...,7}. Hvis IV er isomorf med
graf 2 pa figur 4.1, har N en K 4-minor, og fglgeligt har NU{z} UP,U---UP;
en K4 4-minor, hvilket er i modstrid med (i7). Tilsvarende gelder, hvis N er iso-
morf med graf 3 pa figur 4.1. Vi har dermed, at N (z) enten indholder to disjunkte
delgrafer isomorfe med hhv. K3 og K, eller N(z) indeholder en delgraf isomorf
med graf 1 pa figur 4.1.

0

Af ovenstaende lemma (lemma 4.7) fér vi felgende.

(c) Ethvert punkti GG, som har valens 7, er indeholdtien K5 i G.

Da G ifglge lemma 4.5 indholder mindst 16 punkter med valens 7, og ethvert
sadan punkt jf. (c) er indeholdt i en K5, far vi felgende.

(d) G indeholder mindst fire forskellige, ikke ngdvendigvis disjunkte, delgrafer
isomorfe med K.
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4.2 Grafen G minus to vilkarlige punkter er ikke-planar

Vi vil i dette afsnit vise, at der for en graf G, som opfylder betingelserne (i), (i),
(7i1) og (iv), geelder, at G — {v,u} ikke er planar for alle u,v € V. Dette fglger
direkte af fire-farves@tningen idet G — {u, v} er [-kromatisk for / > 5. Vi vil vise
dette uden brug af fire-farvesetningen.

Lemma 4.8

Lad G = (V, E) vare en graf, som opfylder betingelserne (i), (i), (iii) og (iv),
og lad u,v € V vere to forskellige punkter. Sd er G — {u, v} ikke-planar.

Bevis:

Antag, at der findes to forskellige punkter u,v € V, hvor G — {u, v} er pla-
nar. Ifglge lemma 4.3 er G 7-sammenhangende og fglgeligt er G — {u, v} 5-
sammenhangende. Lad m vere antallet af punkter i G — {u, v}, som har valens
5. Sa har vi, at

5m + 6(n —m)

3n—6>|E(G—{u,v})| > 5

og dermed, at der i G—{u, v} findes mindst 12 punkter med valens 5. Da 6(G) > 7
ifplge lemma 4.1, ma punkterne med valens 5 1 G — {u, v} have valens 7 i G,
dvs. alle 12 punkter er naboer til bade u og v. Ifglge lemma B.2 indeholder en 5-
sammenha&ngende planar graf ikke en K4 og dermed ma enhver K5 i GG indeholde
bade u og v. Vi har ifglge (c), at u og v begge er naboer til alle de mindst 12
punkter af valens 7 i G, dvs. degg(u), degg(v) > 13. Lad w € V(G — {u,v})
veere et punkt med valens 7. Sé har vi, at u, v € Ng(w) og desuden kan N (w) —
{u,v} ikke indeholde en K3, eftersom vi sa far, at {w} U (Ng(w) — {u,v})
indeholder en K. Vi far ifglge lemma 4.7, at N (w) indeholder en udspandende
delgraf isomorf med grafen, som ses pa figur 4.2, og hver af de to tilfgjede Ko
grafer i denne graf indeholder precis et af punkterne u, v, se figur 4.2.

Desuden indeholder Ng(w) — {u,v} en kreds Cs. Lad V(C5) = {z1,--- , 25},
hvor x9, x3 begge er naboer til bade u og v i Ng(w), 1 er nabo til u og x4 er
nabo til v. Da GG indeholder mindst 16 punkter med valens 7 jf. lemma 4.5, kan
vi veelge to punkter 21,29 € V, hvor degg(z;) = 7 fori = 1,2 0g 2129 ¢ E.
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Figur 4.2: De to K9 grafer, som omtales er markeret med stiplede linier.

I G — {u,v} inducerer punktm@ngden {z;} U (Ng(zi) — {u,v}) en graf iso-
morf med H; = K; + C5 for i = 1,2 jf. lemma 2.8. Da G — {u,v} ifgl-
ge lemma 4.3 er 5-sammenh&ngende, deler kredsen C5 C H;j planen i 2 re-
gioner, hvor punktet z; er i den ene region og Hs i den anden. Desuden fin-
des der 5 (21, 22)-veje Pi,---,Ps i G — {u,v}, hvor P, N P; = {21, 2} for
i,j € {l,...,5}o0gi # j.Ladz; € P;fori = 1,...,5.1 G — {u,v} har vi
fglgende 4 sammenhangende delgrafer: punktet z1, kanten z1x2, Py — {21} og
(Pg — {21,1‘3,22}) U (P5 — {21,335,22}) U (HQ — (H2 N P4)) Det bemarkes,
at delgrafen (Pg — {Zl,l'g, 2’2}) U <P5 — {Z1,$5, 2’2}) U (HQ — (HQ N P4)) inde-
holder 4 punkter fra Hy — {z2}. Punkterne u, v, z3 og x5 er alle naboer til mindst
et punkt i hver af de 4 sammenh@ngende delgrafer, dvs. sammentrakkes hver af
de 4 sammenha@ngende delgrafer til et punkt far vi en K7-minor. Denne mod-
strid giver, at de 4 sammenhangende delgrafer ikke er disjunkte. Vi har dermed,
at enten x eller 9 tilhgrer Hy eller begge tilhgrer Ho. Antag, at x; € H for
mindst et i € {1,2}. Pga. symmetri far vi, at x3 eller 4 sa ogsa ma tilhgre Ho.
Da G — {u, v} er 5-sammenhangende, far vi, at |, N Ha| = 2, og de to punkter
i H; N Hy ma veere naboer i Hy, idet vi ellers far en punktsnitmaengde bestdende
af enten 21, x1, 29 0og x3 eller z1, x2, 22 0g x4. Vi har dermed, at xo, x3 € Ho. Da
G — {u, v} indeholder mindst 12 punkter af valens 5, kan vi velge et andet punkt
zg af valens 5 og ved samme argumentation som for z, far vi, at x9, x3 € N(23).
Da G — {u,v} er planar, ma z3 enten ligge i region R;, Ry eller R3, se figur
4.3, men alle tre tilfelde medferer, at 2, x3 og z3 er en punktsnitmangde. Dette
er i modstrid med, at G — {u, v} er 5-sammenhangende og fuldfgrer beviset for
lemmaet.
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g

R3
21 z9
Figur 4.3: Delgrafen H; U Hs.

4.3 Forbudte delgrafer

Lad G vere en graf, som opfylder betingelserne (7), (i¢), (#i7) og (iv), og lad
Ly, Ly, Ly veere tre ikke ngdvendigvis disjunkte delgrafer af GG, hvor L; = K for
i=1,2,30g L; # Lj foralle 4, j € {1,2,3}, hvor i # j. Ifglge (d) findes sadan
tre delgraferi G.

Det bemerkes at vi i det fglgende benytter notationen |L; U --- U L;| og |L; N
---N Lj| forhhv. |[V(L;) U---UV(Lj)|og |V(Li) N---N V(L)

Lemma 4.9
Lad G, L1, Lo og L3 vare grafer som beskrevet ovenfor. Sd gaelder, at

(1) |Li N L;| # 3 fori # j ogi,j € {1,2,3).
2) |L1 N Ly ﬂLg’ 7& 4

(3) Der findes hgjst 5 punkter i G, som er indeholdt i mere end en af delgraferne
le L27 L3~
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Bevis:

(1): Antag, at der findes et i, j € {1,2,3},hvori # j og |L; N L;| = 3. Sé har vi,
at K3 4 er en udspendende delgraf af L; U L;, dvs. GG indeholder en K3 4, hvilket
er 1 modstrid med lemma 4.6.

(2): Antag, at | LN LaNL3| = 4. Sé har vi igen, at G indeholder en K3 4, eftersom
L1 U Ly U L3 indeholder en K3 4. Da dette er i modstrid med lemma 4.6, far vi,
at ‘Ll N Lo ﬂLg‘ #£4,

(3): Antag, at der findes mere end 5 punkter i G, som er indeholdt i mere end en
af delgraferne L1, Lo, L3. Sa indeholder I.; U Lo U Ly C G en Kg, hvilket er i
modstrid med lemma 4.2.

O

Lemma 4.10
Lad G, Ly, Lo og L3 vare grafer som ovenfor. Sa gaelder, at

’LlﬂLgﬂL3| <2og ’L1UL2UL3’29.

Bevis:

Antag, at |L; N Lo N L3| > 2. Ifglge lemma 4.9, far vi, at |Ly N LaN Lz| > 3. Men
ifplge lemma 4.9, (2) er |L1 N Lo N Lg| # 4, og f@lgeligt er |[L1 N Lo N L3| = 5,
dvs. Ly = Ly = L3. Denne modstrid giver, at | L1 N Ly N L3| < 2.

Antag, at |Ly U Ly U Lg| < 8.Da L U Ly U L3 ikke indeholder en Kj jf. lemma
4.2, er ’Ll ULy U L3’ > 7. Antag, at ‘Ll ULy U L3| = 8. Da ’Li N Lj‘ #* 3er
eneste muligheder med |L; U Lo U L3| = 8, at |L; N Lo| = 2 eller | Ly N Lo| = 4.
Hvis |L; N Lo| = 2, er |[L1 U Lo| = 8, og eftersom L3 ikke kan have 3 punkter
tilfeelles med hverken L eller Lo, ma L3 indeholde 4 punkter fra enten L, eller
Ly og et punkt fra den anden, men sé er der i G mere end 5 punkter, som er
indeholdt i mere end en af graferne L, Ly og Ls. Vi har altsa, at L N Ly| = 4.
Sé har Lg tre punkter tilfelles med L1 U Lo. Da |L; N Lg| # 3 fori = 1,2, ma
vi ngdvendigyvis fgrst velge et punkt u, som ikke er indeholdt i L1 N Lg. Vi har
dermed allerede 5 punkter, som er indeholdt i mere end en af graferne L1, Lo og
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L3, dvs. de resterende to punkter i L3 skal valges blandt punkterne i Ly N Lo,
men dette giver en modstrid med, at |L; N Lz| # 3 for ¢ = 1,2. Vi har dermed, at
|L1 U Ly UL3| > 9.

g

Lemma4.11

Lad G, Ly, Ly og L3 vare graferne fra fgr, og lad L1 N Ly = (. S4 gaelder, at
|LiﬂL3| #2fori=1,2.

Bevis:

Antag, at L og Lo er disjunkte og at [L; N Lg| = 2 foret i € {1,2}. Vi kan
WLOG antage, at ¢« = 1. Lad Ly N L3 = {z,y}. Da G ifglge lemma 4.3 er 7-
sammenhzngende, findes deri G —{z, y} 5 indbyrdes disjunkte (Ls, (L1 UL3) —
{z,y})-veje Py, -- Ps. Vejene Py, - - - , P5 samt punkterne z, y indeholder en K7-
minor. Dette er en modstrid med, at G opfylder betingelse (7).

Antag nu, at |L1 N L3| = ‘LQ N L3| =2 Lad LN Lg= {:Ul,.rQ} og LaoNLs=
{y1,y2}. Da G ifglge lemma 4.3 er 7-sammenh@ngende, er G — {z1, 2, y1,y2}
3-sammenhangende, dvs. der findes i G — {x1,x2,y1,y2} 3 indbyrdes disjunk-
te (Ll — {xl, xg}, Lo — {yl, yg})—veje Py, Py, P3. Vihar sa, at vejene Py, Po, P
samt punkterne x1, 3, Y1, y2 indeholder en K7-minor, dvs. G har en K7-minor. [

Lemma 4.12

Lad graferne G, L1, Ly og L3 vere som fgr, og antag, at Ly N Ly = {v}. Antag
yderligere, atv ¢ Ls. Sa geelder, at |L; N Ls| # 2 fori =1, 2.

Bevis:

Antag, at |[L; N Lz| = 2 fori = 1 eller i = 2. Vi kan WLOG antage, at
i = 1.Lad Ly N Ly = {x1,23}. Grafen G — {v,z1, 22} er ifglge lemma 4.3
4-sammenha&ngende, og fglgeligt findes der 4 disjunkte (Ly — {v}, (L1 U L3) —
{v,21,x2})-veje Py, -, Py i G — {v,z1,22}. Punkterne v, 1,2 0og vejene
Py, ---, Py indeholder en K7-minor, hvilket er i modstrid med, at G opfylder
betingelse (ii), og vi ma derfor konkludere, at |L; N L3| # 2 fori = 1 og i = 2.
Det bemarkes, at tilfeeldet hvor |[L; N Ls| = |L2 N L3| = 2, er indeholdt i oven-
stdende, eftersom vi sa har, at vy, ve, hvor Lo N Ly = {vy,va}, er to af vejene
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Py, By

Fglgende lemma fglger, som lemma 4.11, af at G er 7-sammenhzngende.

Lemma 4.13
Lad G, L1, Ly og L3 veare graferne fra tidligere, og antag, at |L1 N La| = 2. Sd er
LiNnLsNLs# .

Definition 4.14 Triangular
Lad vy, va, vs vaere punkterne i en delgraf T' af en graf H, hvor T' = K3. Grafen
H kaldes triangular mht. T', hvis H optylder en af fglgende tre betingelser.

(1) Der findeseti € {1,2,3}, sadan at A(H — {v;}) < 2, og grafen H — {v; } er
enten en kreds eller indeholder ingen kredse.

(2) For alle x € V(H) gelder, at degy(x) < 3, og der findes hgjst et punkt
y € (V(H)—{v1,v2,v3}), hvordeg (y) = 3. H —{v1, v2, v3} indeholder
ingen kredse.

(3) For alle x € V(H) galder, at degp(x) < 3. Der findes en K3 = C' i H —
{v1,va,v3}. For ethvert y € V(H), hvor deg(y) = 3, gaelder, at y €
({v1,v2,v3} U V(C)). Enhver kreds i G, som er forskellig fra T og C,
indeholder bade et punkt fra T' og et punkt fra C.

Fglgende lemma stammer fra [RST93], og der henvises til samme artikel for be-
vis af lemmaet. Det bemarkes, at begrebet triangular (definition 4.14) ligeledes
stammer fra [RST93].
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Lemma 4.15

Lad H veare en 4-sammenhangende ikke-planar graf, og lad T’ vere en delmang-
de af V(H), hvor T' = {v1,va,v3} og H[T] = Ks. Lad Z veare en induceret
delgraf af H, hvor {v1,vs,v3} C V(Z), og antag, at Z ikke er triangular mht. T'.
S findes der punktmeengder Z1, Zo C V(H), hvor Zy NV (Z —{v1,va,v3}) # 0
0g Zo NV (Z —{v1,v2,v3}) # 0, sddan at delgrafen af H induceret af Z1 U Zy U
{v1,v9,v3} har en K5-minor.

Lemma 4.16
Lad graferne G, L1, Lo og L3 vaere som tidligere, og antag, at | L1 N Lo| = 2. Lad
LiNLy={x,y} og L, = L; — {x,y} fori = 1,2. Sd geelder, at

(L1 U Lg) N Ly # {z,y}
og hvis L1 N Ly N L3 = {z,y}, sd gaelder yderligere, at

L, N Ls| # 2, fori=1,2.

Bevis:

Grafen H = G — {z, y} er 5-sammenhangende ifglge lemma 4.3 og ikke-planar
ifplge lemma4.8. Lad Z = (L1ULoUL3)—{x,y}. Hvis (L1ULy)NLs = {x,y},
lader vi T' = L/, og vi har s, at Z ikke er triangular mht. 7', da hverken (1), (2)
eller (3) i definition 4.14 er opfyldt. Vi har sa ifglge lemma 4.15, at H har en K-
minor, og fglgeligt har G en K7-minor. Denne modstrid giver, at (L1 U L) N L3 #
{z, v}

Antag nu, at | L, N L3| = 2. Vikan WLOG antage, ati = 1. Saer L, N Ls = (), da
vi ellers far, at G indeholder en graf isomorf med K3 4, hvilket er i modstrid med
lemma4.6.Lad T' = L. Sder Z = (L1 U Lo U L3) — {z, y} ikke triangular mht.
T, da hverken (1), (2) eller (3) i definition 4.14 er opfyldt, og vi har derfor igen
jf. lemma 4.15, at G har en K7-minor. Denne modstrid giver, at |L; N L3| # 2 for
i=1,2.

O
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Lemma 4.17

Lad graferne G, L1, Ly og L3 vare som for. Sier |L1 N Ly N L3| < 1.

Bevis:

Ifglge lemma 4.10 er |L; N Lo N L3| < 2, og ifglge lemma 4.16 medfgrer |L; N
LQﬂL3| =2, hvor LiNLsNL3 = {a:, y}, at |(LZﬂL3) —{ZE, y}‘ 7& 2fori=1,2.
Lemma 4.9 medfgrer, at |(L; N L3) — {x,y}| # 1 fori =1,2,da |L; N L;| # 3
forallei,j € {1,2,3}, hvori # j. Vi har dermed, at |(L; N L3) — {z,y}| = 0 for
i = 1,2, men dette er i modstrid med lemma 4.16, da vi har, at Ls N (L1 U Lg) =
{z,y}. Denne modstrid beviser lemmaet.

O

4.4 (G indeholder tre nesten disjunkte K 5 grafer

Lemma 4.18

Lad G, L1, Lo og L3 vere graferne fra forrige afsnit. S4 kan L1, Lo og L3 valges
sadan, at | Ly U Ly U L3| > 12.

Bevis:

Antag, at foralle Ly, Lo, L3 i G er |[L1 U Lo U L3| < 11. Veelg L; og Lo sadan,
at | L1 U Lo| er stgrst mulig.

Vi vil fgrst vise fglgende péastand.

Pastand (1) |L; U La| > 9.

Antag, at |[L1 U Lo| < 8.Da|L; N L;| # 3foralled, j € {1,2,3}, hvori # j, far
vi, at |L1 U La| = 6. Da L1, Ly er valgt sadan, at |L; U Lo| er stgrst mulig, far vi
yderligere, at |L; U L3| = 6 for ¢ = 1, 2. Dette er i modstrid med lemma 4.17, da
vinu har, at |[Ly N Ly N L3| > 1.

Antag nu, at |L; U Ly| = 8 og dermed |Ly N Lo| = 2. Lad Ly N Lg = {x1,x2},
oglad L3 # Ly, Ly vere en K5 i G, hvor Ly — (L1 U Lg) # (). Vi kan veelge
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grafen L3 sadan jf. (d). Ifglge lemma 4.13 er Lg N {x1, 22} # 0, og ifglge lemma
4.17 er |L3 N {x1,22}| = 1. Vi kan WLOG antage, at 1 € L3 og dermed, at
T2 ¢ Ls. Lad L; =L;,— {xl, xg} fori =1,2.Da |L1 ULoU Lg’ < 11, far vi, at
|LsN (L1 U Lg)| > 2o0gda Ly, Ly er valgt sadan, at |L; U Lo| er stgrst mulig, far
vi, at |[L3 U L| > 1 fori = 1,2. Lemma 4.9, (1) medfgrer, at [L3 N L}| = 1 for
i=1,2.Lady; € LsN L} ogys € Ly N L, se figur 4.4.

T2

1 Y2

Figur 4.4: De tre grafer L1, Ly og L3, hvor Ly N Ly N Ly = {x1}, L1 N Ly =
{21,272} og Ly N L = {1}, L3 N Ly = {ya}.

Vi har, at |L; U Ly U Ls| = 10, og ifglge (d) kan vi vaelge endnu en K5 = Ly,
hvor Ly # L1, Lo, L3 og Ly — (L1 U Ly U L3) # (. Med samme argumentation
som for L3 far vi, at |[L; N Ly| = 2fori =1,2,3 0g |L; N L; N Lg| = 1 for alle
kombinationer af tre forskellige 4, j, k € {1,...,4}, idet vi kan bruge vilkarlige
to af graferne L1, Ly, L3 som L1, Ly 1 argumentationen ovenfor.

Vi skal nu betragte fglgende to tilfeelde.

Tilfelde 1 z; € Ly.

Tilfelde 2 1 & La.

Tilfeelde 1: Hvis 21 € Ly, far vi, at L1 U Lo U L3 U L4 indeholder en graf isomorf
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med K34 med partitionerne {x1, z2,a} og {y1,y2,b,c}, hvor a = (L3 N Lg) —
{z1},b= (L1 N Ls) —{z1} og c = (L2 N Lg) — {x1}. Dette er i modstrid med
lemma 4.6.

Tilfelde 2: Daxy & Ly, Ly — <L1 ULy UL3) #* 0, ‘LZ ﬁL4‘ =2for:=1,2,30g
|L; N L;j N Lg| = 1 for alle kombinationer af tre forskellige ¢, j, k € {1,...,4},
far vi, at wo, y1,y2 € L4 og (L; N Ly) — {x2,y1,y2} = 0 fori = 1,2, 3. Vi har
s, at |L; U---U Ly| = 12, dvs. vi kan velge endnu en K5 = Ls, hvor L5 # L;
fori =1,...,40g L5 — (L1 U--- Ly) # () ifglge lemma 4.5 og (c). Tager vi L5
istedet for Ly, far vi ligeledes, at x2,y1,y2 € Ls, mensaer |[L1 N Ly N Ls| > 2,
hvilket er i modstrid med lemma 4.15. Vi har hermed vist, at |L; U La| > 9 for
alle L1, Lo, i G, hvor Ly og Ly er valgt sadan, at |L; U Ls| er stgrst mulig.

Vi skal nu bevise fglgende pastand.

Pastand (2) LiNLy=0,dvs. ’Ll U L2| = 10.

Antag, at L; og Lo ikke er disjunkte. Sa har vi jf. pastand (1), at |[L; U La| = 9.
Lad Ly N Ly = {1}, og lad L; veere en vilkarlig K5 i G, hvor L; # Ly, Ly og
Lj— (L1 ULy) # (. Da vi har antaget, at [L; U Ly U L;| < 11 foralle Ly, Lo, L;
i G, farvi, at |L; — (L1 U La)| < 2 og dermed, at |L; N (Ly U Lo)| > 3. Antag,
at x1 ¢ L;. Sa har vi ifglge lemma 4.12, at |L; N Lq| # 2 og |L;j N La| # 2.
Desuden har vi jf. lemma 4.9 (1), at [L; N Ly| # 3 og |L; N La| # 3, dvs. vi
har, at |L; N L;| = 4 fori = 1 eller i = 2. Vi kan WLOG antage, at i = 1, dvs.
|Lj N Li| = 4 og dermed, at L; N Ly = (), men dette er i modstrid med, at L;
og Lo er valgt sadan, at |L; U Lo| er stgrst mulig. Vi far derfor, at z; € L;, og
dermeder |[L1NLyNL;| = 1.Dadegg(x1) > 8 0g|LiULsy| =9 har vi, at grafen
G — (L1 U L9) indeholder mindst 8 punkter med valens 7 ifglge lemma 4.5 og
jf. (c) er alle disse indeholdt i en K5 i G. Vi har dermed, at der findes mindst fire
forskellige grafer L;, j = 3,4,5,6. Da vi jf. lemma 4.17 har, at |L;NL;NL;| <1
foralle L;, Lj, Ly i G, far vi,at L; N L; N (L1 U Ly) — {x1} = (. Der kan der-
for ikke findes yderligere grafer L ; foruden de 4 grafer L3, L4, L5, Lg. Vi har s,
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4.5. K7-minor eller K4 4-minor

at alle de mindst 8 punkter i G af valens 7, som ikke er indeholdt i L; U Lo, er
indholdti Lz U - - - U Lg. Dette medfgrer, at (L; N L;) — {1} = () og dermed, at
|L3 U L4 U Ls| = 13, hvilket er i modstrid med vores antagelse om, at der for alle
Li, Lj, Ly iG gelder, at |L;UL;ULg| < 11. Denne modstrid beviser pastand (2).

Ifglge pastand (2) kan vi valge to grafer L1, Ly i G sadan, at de er disjunkte.
Da G indeholder mindst 16 punkter af valens 7 jf. lemma 4.5, og alle disse er
indeholdtien K5 i G jf. (c), kan vi velge endnu en graf L3, som er isomorf med
K5 sadan, at Ly — (L1 U L2) # (). Da vi har antaget, at | L1 ULoU L3| < 11 for alle
L1, Ly, LgiG far vi, at |L3 — (Ll U Lg)‘ =1, dvs. ’Lg N (L1 U L2)| = 4. Ifglge
lemma 49 er |L; N L;j| # 3 forallei # jogi,j € {1,2,3} og ifglge lemma
4.11,er|L; N Lg| # 2fori = 1,2, nar L; og Ly er disjunkte. Vi har dermed, at
|L; N L3| = 4 fori = 1 eller i = 2. Vi kan WLOG antage, at |L; N L3| = 4,
men sa har vi, at der kun kan findes yderligere en delgraf L4 af G, som er isomorf
med K5 nemlig den hvor |La N L4| = 4, idet vi ellers far en modstrid med vores
antagelse om, at |L; U L; U Lg| < 11, jf. Ly N Ly = L3N Ly = . Vi har dermed,
at G hgjst indeholder |L; U - - - U Ly| = 12 punkter, som er indeholdt i en K,
men dette er i modstrid med lemma 4.5 og (c), som siger, at G indeholder mindst
16 punkter, der er indeholdt i en K.

O

4.5 Ky-minor eller K, 4-minor

Ien graf G = (V, E), hvor Zy,--- , Z, C V, kaldes en (x, y)-vej P god hvis der
findes to forskellige 7, j € {1,...,h} sadan,atx € Z; ogy € Z;.

Fglgende s@tning er bevist i [RST93] og er en variant af en s@tning af Mader
[M78].

Setning 4.19
Lad G = (V, E) vere en graf, lad Z1,--- , Z, CV, og lad k > 0 veare et heltal.
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Sa er preecis et af fplgende udsagn sandt.

(1) Der findes k indbyrdes disjunkte gode veje i G.

(2) Der findes en punktmangde W C V samt en partition Yy, --- Y, af V—-W
og for1 < i < n en delmengde X; C Y; sddan, at fplgende tre betingelser
er opfyldt.

@ W[+ [31X]] < k.

(b) For ethvert i, hvor 1 < ¢ < n, galder, at der ikke findes et punkt i
Y; — X;, som harennaboiV — (W UY;) ogY; N (U;L:1 Zj) C X;.

(¢) For enhver god vej P i G — W gealder, at der findes eti € {1,...,n}
sadan, at P indeholder en kant, som er incident med to punkteriY;.

Seetning 4.20

Enhver graf G, som er 7-kromatisk har en Kr-minor eller K4 4-minor.

Bevis:

Antag, at der findes en graf, som opfylder betingelserne (4), (i), (iii) og (iv), og
lad G = (V, E) vere en mindste sadan graf. Lad desuden L;, Ly, L3 vere tre
delgrafer af G isomorfe med K35, som er valgt sadan, at |L; U Lo U L3| > 12.
Det bemarkes, at vi kan velge L1, Ly og L3 sadan, at |[L; U Lo U L3| > 12 jf.
lemma 4.18. Da vi jf. lemma 4.9 har, at |L; N L;| # 3 for alle ¢, j, hvor i # j og
i,7 € {1,2,3}, findes der med betingelsen om, at |L; U Ly U L3| > 12 jf. lemma
4.9 og lemma 4.13 kun seks muligheder, se figur 4.4. Vi vil kalde en (u, v)-vej P
i G god, hvis der findes i, j, hvor i # j ogi,j € {1,2,3} sadan, at u € L; og
v € Lj. Det bemarkes, at |V (P)| = 1 er tilladt hvis L; N L; # () og en vej P,
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hvor V(P) = Ly N Ly N L3 ogsa kaldes god.
(1) Der findes ikke 7 indbyrdes disjunkte gode veje i G.

Farst bemarkes, at alle seks tilfaelde pa figur 4.5 indeholder tilstraekkeligt med
punkter til, at der er mulighed for 7 indbyrdes disjunkte gode veje i G. Antag, at
der findes 7 indbyrdes disjunkte gode veje Py, - - - , PriGoglad L = L1ULyULs.
Sa geelder for alle 4, j, hvor i # j ogi,j € {1,2,3,}, at N.(P;) NV (F;) # 0,
eftersom der findes et ¢/, hvor 1 < ¢/ < 3 sddan, at V(P;)) NV (Ly) # 0 og
V(Pj) N V(Ly) # (. Fglgeligt har vi, at V/(Py),--- , V(Pr) indeholder en K-
minor. Dette er i modstrid med, at G opfylder betingelse (ii), og beviser dermed
pastand (1).

| QQQ 2@@ 3@@
4 ) % ; 6 g g
Figur 4.5: De seks muligheder nér |L; U Ly U L3| > 12.
Vi har nu jf. pastand (1) og s@tning 4.19 fglgende.
(2) Der findes en punktmangde W C V(G) samt en partition Y7, ---,Y,, af

V(G) — W ogfor1 <i < nendelmengde X; C Y; sadan, at fglgende tre
betingelser er opfyldt.

@ W]+, [51Xil] < 7.

Side 69



4.5. K7-minor eller K4 4-minor

(b) For ethvert 7, hvor 1 < ¢ < n gelder, at der ikke findes et punkt i
Y; — X, somharennaboi V. — (WUY;) og Y;N(L1ULaUL3) C Xj.

(c) For enhver god vej P i G — W galder, at der findes eti € {1,...,n}
sadan, at P indeholder en kant, som er incident med to punkteri Y.

Lad M = (L1 N Lg) U (L N L3) U (L1 N L3), og velg W, Yi,--- .Y, og
X1, , X, sadan, at |W| er stgrst mulig. Vi kan WLOG antage, at Y; # () for
allei € {1,...,n}, davi ellers blot kan undlade Y;. Ifglge (2)(c) far vi, fglgende.

B3 MCWwW
Neste pastand, vi vil vise, er fglgende.
(4) W]+ X0, | X > 14— W]

DaY;N (L1 ULyUL3) C X; 0g M C W, far vi, at

n
|W| + Z |Xz| > |L1 U Lo UL3| > 12.
=1

Antag, at |W| > 2. Sa har vi, at |[W| + >" | |X;| > 14 — |W]|, eftersom
14—|W| < 12. Antag, at |IW| = 1.Da M C W, fglgerdet, at |L;ULyUL3| > 13,
og dermed er [W|+ >"" | |X;| > 13 = 14 — |W/|. Antag, at |[IW| = 0. Sa er
‘Ll ULy U L3| = 15, og folgeligt er ’W’ + Z?:l |Xz’ >15>14 — ’W’

(5) n>2.
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Da|LiULyUL3| > 12 0g |W| < 6 ifplge (2)(a), har vi ifglge (4),at > | | X;| >
0 og fglgeligt, at n > 1. Antag, at n = 1. Sa har vi jf. (2)(a), at 2 (|W| +
LX) < 12, 0g da 2 [11X0]] > |Xy| — 1, fir vi, ac 2 (W] + [3[X,])) >
2|W| + |X1| — 1. Ifglge (4) er |W| + | X1| > 14 — |W]|, og vi har derfor, at
2[W |+ |X1] —1 > |[W|+ 14 — [W| — 1 = 13. Samles disse uligheder, far vi
felgende.

1
122 2(W+ [51Xal]) 2 2[W]+ [ Xa] — 1
> W[+ 14— |W|-1=13,

Denne modstrid beviser (5).
(6) X; #Qforallei =1,...,n.

Antag, at der findes et i € {1,...,n}, hvor X; = (). Vi ved, at Y; # () for alle
i=1,...,n,ogifglge (2)(b) har ingen af punkterne i Y; ennaboi V — (W UY;),
men sd er W en punktsnitmengde i G. Ifglge (2)(a) er [W| < 6, hvilket er i mod-
strid med, at G er 7-sammenhzangende (lemma 4.3). Denne modstrid beviser (6).

(7) Hvis Y; — X; # 0 sdé er W U X; en punktsnitmangde i G.

Dette fglger af (2)(b) og (5), idet ingen af punkterne i Y; — X; har en nabo i
V—(WUY;)og |[WUX;| <|V—(WUY))|.

(8) Forallei =1,...,n gelder, at | X;| er ulige.
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Antag, at der findes eti € {1,...,n}, hvor | X;| er lige. Vi kan WLOG antage, at
i = 1. Vi har s4, at | X;| > 2 jf. (6). Lad v € X1, og definer W' = W U {v},
Yi=Y1—{v}, X] =X1 —{v}ogY/ =Y}, X, = X foralle j = 2,...,n.S&
opfylder W', Y/ og X for j = 1,...,n (2). Da [W'| > [W]|, har vi en modstrid
med, at W var valgt sadan, at || er stgrst mulig. Denne modstrid beviser (8).

Definer for i = 1,2, 3 punktmengden Z; som foreningsmengden af V' (P), hvor
P eren veji G, som ikke indeholder en kant incident med to punkter i et Y for
allej=1,....,nogV(P)NW = Q@ samt V(P) N L; # (.

Fra definitionen af Z; far vi fglgende.

(9) Folgende tre udsagn er sande.

(1) Li—W C Z; CV — W fori = 1,2, 3.
(2) Z;C X1U---UX, fori=1,2,3.

(3.) Z1,Zs, Z5 er indbyrdes disjunkte.

Punkt (1.) fglger direkte af definitionen af Z; og punkt (2.) fglger af definitio-
nen af Z; samt (2)(b). For at bevise punkt (3.) antager vi, at Z; N Z; # () for et
i, € {1,2,3}, hvori # j.Ladv € Z; N Z;. Dav € Z; N Z; findes der en
(Lj,v)-vej P, hvor V(P) C Z; ogen (Lj,v)-vej @, hvor V(Q) C Z;. Sa inde-
holder P U @ en (L;, L;)-vej, dvs. en god vej som jf. (2)(c) indeholder en kant,
der er incident med to punkter fra Y}, foret k € {1,--- ,n}. Dette er en modstrid,
eftersom vi sa har, at de to punkter incidente med denne kant enten er indeholdt i
Z; eller Z;, dvs. Z; eller Z; indeholder to punkter fra Yy,

(10) Enhver (Z;, Z;)-vej, fori,j € {1,2,3}, hvor i # j, i G — W indeholder
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mindst to punkter fra X}, foretk € {1,...,n}.

Antag, at der findes en (u,v)-vej Pi G — W, hvoru € Z;,v € Zjogi # j. Vi
kan WLOG antage, at i = 1 og j = 2. Jf. definitionen af Z; og Z findes der to
disjunkte veje @), R, hvor V(Q) C Z; og V(R) C Z sadan, at () eren (z, u)-vej
iG—W,hvorz € Ly og Reren (y,v)-veji G — W, hvor y € L. Sa findes
derikkeet k € {1,...,n} sadan, at R eller () indeholder en kant, som er incident
med to punkteri Yj. Vi har, at Q U PU R indeholder en (z, y)-vej, hvor x € L1 og
y € Lo, dvs. Q U P U R indeholder en god vej. Denne vej indeholder jf. (2)(c) en
kant e = x1y1, som er incident med to punkter z1,y; € Yy foretk € {1,...,n}.
Jf. vores valg af Q og Rharvi,ate € E(Q) oge ¢ E(R), dvs. e € E(P). Antag,
at P ikke indeholder to punkter, som er indeholdt i X. Men delvejen af P fra
21 til © ma indeholde mindst et punkt fra X, og tilsvarende ma delvejen af P fra
y1 til v indeholde mindst et punkt fra X, eftersom vi ellers far en modstrid med

(2)(b).
(11) Forallei = 1,2, 3 gelder, at |Z;| < 6 — |W].

Antag, at der findes et ¢ € {1,2,3} sadan, at |Z;| > 7 — |W/|. Vi kan WLOG
antage, ati = 1. Da|L1ULsUL3| > 12, er|LoUL3| > 7,0ghvis |LoUL3| = 7, er
|LoNLs| = 3, men dette er i modstrid med lemma 4.9. Vi har derfor, at | LoUL3| >
8ogat|LyULs—W| > 8—|W|. Eftersom G—W er (7—|W|)-sammenhangende
jf. lemma 4.3, findes der 7 — |WW| indbyrdes disjunkte (Z1, Ly U Ly — W)-veje
Py, Pr_jw) i G — W. Det bemarkes, at 7 — |[W| > 1 da [W] < 6 jf. (2)(a).
Ifglge (10) indeholder enhver af disse 7 — |V | indbyrdes disjunkte veje mindst to
punkter fra X; foreti € {1,...,n}, eftersom Lo U L3 — W C Zy U Z3. Vi har
dermed, at

n
D IXi| = 2(7 - (W),
=1
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og da |X;| er ulige for alle ¢ € {1,...,n}, har vi, at der for ethvert X;, som
indeholder to punkter fra en af vejene P, - - - , Pr_jyy|, gelder, at | X;| > 3. Vi far

dermed, at
n

1
Sl = 7w,
i=1
men denne ulighed er i modstrid med (2)(a).

(12) Y5 ILinW| < W[+ 3.

Antag, at 30 |L; N W| > |W|+3,dvs. >0, [L; N W| — |W| > 4. Eftersom
L1 ULy ULs| <15 =50 |[L; N W]+ |W|, da M C W jf. (3), far vi, at
|L1ULgU L3| < 15—4 = 11, hvilket er i modstrid med, at L, L2 og L3 er valgt
sadan, at |[Ly U Lo U L3| > 12.

(13) |W| < 3.

Ifglge (9) har vi, at L; — W C Z; og dermed, at |L;| — |L; N W| < |Z;]
for ¢ = 1,2,3. Vi har desuden jf. (11), at |Z;| < 6 — |[W|, og jf. (12), at
S |LinW| < |[W| + 3. Vi far derfor fglgene udregninger.

15

3
D> IL

3

| < Z(|Zz’ + |L; N W)
1 i=1
3(6—|W]|)+

(W|+3=21-2|W|

IN

Af disse udregninger fglger, at 15 < 21 — 2 |W|, dvs. |W| < 3.
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(14) |X;| > 3 fori =1,2,3.

Vi har ifglge (8), at | X;| er ulige for alle i = 1,2, 3, og vi kan derfor antage,
at der findes et m, hvor 1 < m < n, sadan at | X;| = --- = |X,,| = 1 og
| Xm+1]s -+, | Xn| > 3.Da|X;| =1fori=1,...,mog|W| < 3jf. (13), har
vi,at WU X;| <4fori=1,...,m.Derforer WU X, fori =1,...,m ikke
en punktsnitmengde idet G jf. lemma 4.3 er 7-sammenh@ngende, og fglgeligt er
X; =Y it (7).

Lad X = X; U---U X,,. Vi skal nu vise fglgende pastand.

(14)(4) Zin X = 0.

Antag, at der findes et i € {1,2,3} sadan, at Z; N X # (). Vi kan WLOG antage,
ati =1,dvs. Z1NX # (. Lad N = Ng(Z1 N X). Hvis N er en punktsnitmang-
de, er |[N| > 7, eftersom G jf. lemma 4.3 er 7-sammenhzngende, og hvis N ikke
er en punktsnitmengde, folger det, at |[N| > |V — (Z1 N X)| > 13, hvor sidste
ulighed fglger af, at |V| > 19 jf. (b) og |Z;| < 6 — |W] jf. (11). Vi har altsa, at
|N| > 7 og folgeligt, at [N — W| > 7 — |W|. Det bemerkes, at vi jf. (13) har, at
7T—|W|>4.Da|Zi| <6 —|W|jf. (11), far vi, at N — Z; — W # (), eftersom
IN-W|—|Z1|>7—|W|—-(6—|W|)=1.Ladz € (N — Z; — W), og lad
v € Ng(x)N(Z1NX).Sédharvi,at zv € Foga ¢ Z1. Dav € Zy, findes
deren (Ly,v)-vej P, hvor V(P) C Z;. Eftersom v € X, findes der et j, sadan at
1 <j<m,hvorv e X;og|X;| =1 Saharviatz ¢ X;,dvs.z € Y; — X,
men dette er i modstrid med, at Y; — X; = (. Vi har dermed vist,at Z;, N X =0
fori =1,2,3.

Da vi fra (9) har,at L; — W C Z; fori = 1,2, 3, far vi, at
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3
> 1Zi| 2 [LiULy U Lg| — [W| > 12 — [W],
i=1

eftersom >0, |Z;| > Y20 | |[Li—W|og 320 |Li—W| > |L1ULyULs| —|W|.
Ifglge (2)(a) har vi yderligere, at

SRS IDSREA

j=m+1 j=m+1
<3(6—|W|) =18 —3|W]|.

Forste ulighed fglger af, at | X;| > 3forj =m+1,...,n.
Lad N = Ng(X). Det bemarkes, at under antagelsen om, at der findes et i €
{1,...,n} sddan, at | X;| = ler X # ().

(14)(ii) NCW U X1 U---U X,

DaNg(X)NX =0,X; =Y;fori=1,... mogV-W-X =Y, 1U---UY,,
far vi, at N € W U Y41 U --- UY,,. Ifglge (2)(b) er intet punkt i Y; — X
for j = 1,...,n nabo til et punkt i V' — (W U Y;), og vi har derfor, at N C
WUXnt1U---UX,.

(14)(iéi) NN Z; = fori =1,2,3.
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Antag, at N N Z; # 0 foreti € {1,2,3}. Vi kan WLOG antage, at i = 1, dvs.
NN Z; # (. Sé findes deret v € X, hvor 1 < j < m, som er nabo til et punkt
y € Zj. Vi har dermed, at der findes en (v, L1)-vej P.Da |X;| =1og X; =Y
for 1 < j < m, indeholder P ikke en kant, som er incident med to punkter fra Y,
dvs. vi far, at v € Zj. Dette er i modstrid med (14)(7), da vi nu har, at Z; N X # ().

(14)(iv) |N| > 7.

N = Ng(X) er en punktsnitmangde, eftersom X N Z; = () fori = 1,2,3 jf.
(14)(i) og N N Z; = () for i = 1, 2, 3 jf. ovenstaende.

DaZ; C X U---UX,jf. (9)(2.)og Z;NX = D fori = 1,2,3jf. (14)(7) far vi, at
Z;i € Xm+1U- - -UX,,. Desuden har vi jf. (14)(i7),at N C WUX,,, 11 U---UX,,
og jf. (14)(iii), at N N Z; = () for i = 1, 2, 3. Dette medfgrer, at

3 n
IN[+ ) 1Zi < W[+ > Xl
=1 j=m+1
Eftersom | N| > 7 jf. (14)(iv), S°0_, | Zi| > 12 — |W| jf. tidligere og
n
> Xl <18 -3|w],
j=m+1

far vi, at

T4+12— |W| < |W|+18 —3|W| =18 — 2|W],

dvs. vi har, at 19 — |W| < 18 — 2 |W| og dermed, at || < —1. Denne modstrid
beviser (14).
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Lad Z = Jj_; Xj — (L1 U Lo U L3). Det bemerkes, at der findes i € {1,...,n}
og j € {1,2,3} sadan, at X; N L; # 0 jf. (2)(b) og (13).

(15) Hvis X;NL; # 0, sa geelder, at (X;—L;)UWUZU(L;—X;) er en punktsnit-
mengde i G, som separerer (X;NL;)U(Y;—X;) fra LiULyUL3—(WUL;).
Desuden geelder, at | (X; — L;) UW U Z U (L; — X;)| < |X; — Lj|+ W]+
2]+ Ly — (X, UW)].

De tre mangder (X; — L;) UW U Z U (L; — X;), (X; N Ly) U (Y; — X;) og
(L1U Ly U L3) — W — Lj er ikke-tomme, og desuden gzlder, at

]V'G((AXZ ﬂLj) @] (YZ — Xz)) - (Xz - LJ) UuwuZzZu (LJ — Xz)
samt
Ng(L1UL2UL3—W—Lj) - (Xi—Lj)UWUZU(Lj—Xi).

Vi har derfor, at (X; — L;) UW U Z U (L; — X;) er en punktsnitmangde i G, som
separerer (X; N L;) U (Y; — X;) fra (L1 U Ly U L3) — W — Lj.

(16) |W| < 2.

Ifglge (13) er |W| < 3. Antag, at |[WW| = 3. Sd er Z?:ﬂ%’XjH < 3 da
(W] + 35 15151 < 6. (2)(@). Da vi jf. (2) har, at L1 U Ly U Ly C
WUXjU---UX, og|L1ULyULs—W]| > 9, far vi desuden, at Z;‘L:1 | X5 > 9.
Da |X;| er ulige for alle i« = 1,...,n jf. (8) og |X;| > 3 jf. (14), fglger,
atn = 3 o0g |X1| = |Xo| = |X3] = 3. Da |[V|] > 19 jf. (b) og dermed
[V —W|=|Y1UYyUY3| > 16, fglger det, at Y, — Xy # 0 foret k € {1,2,3}.
Vi kan WLOG antage, at Y7 — X7 # (. S er X; U W en punktsnitmengde jf.
(7), men | X; U W| = 6, hvilket er i modstrid med lemma 4.3. Vi har dermed, at
[W| < 2.
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(17) >0 X <12+ n—2[W].

Ifglge (2)(a) er 2 (37, |21X;[] + [W]) < 12, og dermed er 2 Z?:ﬂ%’XjH <
12 — 2|W|. Da | X;| > 3 jf. (14) og ulige jf. (8) foralle i = 1,...,n, far vi, at
23]X;|] = |Xi| — 1 og dermed, at 237 || 3]X;]| = Y0 (| X, — 1). Af dette
folger, at

n n

1

2 ZL§|X1‘H = Z |X;| —n <12 - 2|W].
i=1 i=1

Péstand (17) fglger direkte af ovenstaende.
(18) n <4oghvis |IW|>1saern <3.

Vi har ifglge (7), at W U X; er en punktsnitmengde i G hvis YV; — X; # 0.
Der findes mindst et ¢ € {1,...,n} sadan, at Y; — X; # (), da vi ellers far, at
V =WuUXiU---UX, og dermed jf. (2)(a) en modstrid med, at |V'| > 19 jf. (b).
Fglgeligt har vi, at der findes et ¢ € {1,...,n}, hvor [ WUX;| = |[W|+|X;| > 7,
da G jf. lemma 4.3 er 7-sammenh@ngende. Sa findes der et i € {1,...,n} sa-
dan, at | X;| > 5da |[W| < 2jf. (16). Da |X;| > 3 forallei = 1,...,n, far
visd, at Y ;- |X;| > 3(n— 1)+ 5 = 3n + 2. Desuden har vi ifglge (17), at
S| Xl < 12+ n — 2|W|. Hvis [W| = 2, far vi, at 3n + 2 < 8 4 n, dvs.
n < 3. Hvis [W| = 1er findes deret ¢ € {1,...,n} sadan, at | X;| > 6, da
[W| + |X;| > 7, og eftersom |X;| er ulige, far vi, at | X;| > 7. Sa har vi, at
Yo |1Xil > 3(n—1) + 7 = 3n + 4 og dermed, at 3n + 4 < 10 + n jf. (17),
dvs.n < 3. Hvis |W| = 0, har vi igen, at | X;| > 7 for mindsteti € {1,...,n}
og dermed, at > | | X;| > 3n + 4. Fra (17) far vi, at > | | X;| < 12 —n og
dermed, at 3n +4 < 124+ n, dvs. n < 4.

(19) Lad Z = U} Xi — (L1 U Ly U Ly). Sé geelder, at | Z] < 1.
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Vi ved jf. (16), at [IW| < 2. Antag, at |[IW| = 2. S har vi jf. (17),at > | | X;| <
8+n < 11,dan < 3 for [W| > 1jf. (18). Desuden har vi, at > ;| | X;| >
S0y Lj = W > 10jf. (3), dvs. [Z] = S0 | X[ — |[Li ULy ULy — W| <
1. Antag, at |[W| = 1. Sa har vi jf. (17), at > | |X;| < 13 og desuden, at
Sry Xl > 300 | L — W > 12 jf. (3), dvs. igen har vi, at | Z| < 1.

Antag nu, at [W| = 0.Saer > " | |X;| < 16,dan < 4 for |W| = 0jf. (18) og
S| Xl > Z?:l |L;j — W| > 15, dvs. igen har vi, at | Z| < 1.

Af ovenstaende fglger, at hvis | Z| = 1, har vi fglgende tre muligheder:

(19)(i) |W| = 0ogdermeder Ly, Lo, L3 indbyrdes disjunkte.
(19)(i8) [W] = 1og X5, |L; — W] = 12.

(19)(iii) [W|=20g >3, |L; — W| = 10.
(20) |X;| > 5 forallei=1,...,n.

Vi har jf. (8) og (14), at | X;| > 3 og ulige for alle i = 1,...,n. Antag nu, at
der findeseti € {1,...,n}, hvor | X;| = 3. Vi kan WLOG antage, at i = 1, dvs.
| X1| = 3. Vi vil fgrst vise, at vi sd har, at

(20)(3) | X1 N L;| < 1.

Antag, at | X; N L;| > 2foret j € {1,2,3}. Vi kan WLOG antage, at j = 1, dvs.
|X1NLy| > 2.Saer (X;—L)UWUZU(L; — X)) jf. (15) en punktsnitmengde,
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og denne punktsnitmangde indeholder hgjst | X7 — L1 |+ |W |+ |Z| + | L1 — X1 —
W| < 1+|W|+|Z|+|L1| = | LinXy | = | LinW | < 4—|LinW |+ |W|+|Z| punk-
ter. Da G jf. lemma 4.3 er 7-sammenhzngende, far vi, at 4+|W|+|Z|—|LNW| >
7 og felgeligt, at |W| + |Z| — |L1 N W| > 3, men jf. (19) er | Z| < 1 og jf. (16)
er |W| < 2,dvs. vihar, at |W| = 2,|Z| = 1o0g |L1 N W| = 0. Ifglge (19) (i)
medfgrer | Z| = 1og |[W|=2,at > | |L; — W| = |Ly U Ly U Ly — W| = 10,
men saer |L1 NW| # 0, eftersom hvis |[L1 NW| = 0, far vi, at Ly N (L2 UL3) = 0
og ‘L1UL2UL3—W‘ = ‘Lﬂ—i—’LgULg—W’ = 10, dvs. ’LQULg—W’ =35.
Denne modstrid beviser (20)(7).

Antag, at |WW| = 2. Ifglge (20)(z) og (19) har vi, at der findes 4,j € {1,2,3}
sadan, at | X7 N L;| = |X; N L;j| = 1, hvor ¢ # j. Vi kan WLOG antage, at
1,5 =1,2,dvs. |X1 ﬂL1| = ‘Xl ﬂL2| =1.

Hvis X1 N Ly = 0, er |Z| = 1 og da |W| = 2, far vi jf. (19)(iii), at 35, |Li —
W| = 10, dvs. der findes mindst et ¢ € {1,2} sadan, at |L; N W| = 2. Hvis
X1 N L3 # 0 kan vi ved evt. at omnummerere L1, Lo, L3 igen antage, at der for
mindstet i € {1,2} geelder, at | L; N W| = 2. Vi kan WLOG antage, ati = 1, dvs.
‘Ll N W‘ = 2.

Vi bemerker, at Y1 — X7 = 0 jf. (7), da | X;| = 3 og |[W| < 2 medfgrer, at
X1 U W ikke kan vere en punktsnitmengde, eftersom | X; U W| < 5, og G
ifglge lemma 4.3 er 7-sammenhzngende. Da X7 N Ly # 0, har vi jf. (15), at
(X1 —L)UWUZU(L; —X1) = (X1 —L1)UZU (L — X1) er en punkt-
snitmengde i G og [(X1 — L1)UZU (L1 — X1)| <6+ |Z|—|ZNX;|.DaG
ifplge lemma 4.3 er 7-sammenhzngende, er | Z| — |Z N X1| > 1,dvs. |Z] =1 og
|Z N X1] = 0 eftersom |Z| < 1 jf. (19). Desuden fér vi, at Z C Ng(X; N L)
da vi ellers ville have, at (X; — L1) U (L1 — X1) var en punktsnitmaengde i G
pa kun 6 punkter. Da Z N X; = (), har vi, at X1 C Ly U Ly U L3, og da vi jf.
(20)(4) har, at | X; N L;| <1og|X1| =3, harvi,at | X1NL;| =1forj=1,2,3.
Da |Z| = 1 og [W| = 2, har vi jf. (19)(iii), at }°7_, |L; — W| = 10, og vi
kan derfor antage, at |[Lo N W| = 2, jf. ellers er |[Ls N W/| = 2 og vi kan om-
nummerere Ly, Lo, L3. Vi far desuden, at Ng(L2 N X1) N Z = (), idet vi ellers
ville have en god vej P = (X1 N L1) U Z U (X1 N Lg), som ikke indeholder en
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kant incident med to punkteri et Y;, da Z N X; = (), hvilket er i modstrid med
(2)(c). Vi har sa jf. (15), at (X; — L2) U (L2 — X1) er en punktnitmangde i G,
men |(X; — L2) U (L2 — X1)| = 2+ 4 = 6, dvs. en modstrid med, at G er
7-sammenhangende jf. lemma 4.3.

Antag, at|/W| = 1.Da |Z| < 1jf. (19) og | X1NLi| < 1fork = 1,2, 3jf. (20)(3),
har vi, at der findes ¢, j € {1,2,3} sadan, at | X1 N L;| = |X; N L;| = 1. Vi kan
WLOG antage, ati,j = 1,2,dvs. | X1NL1| = |X1NLs| = 1.Da|W| = 1, harvi
jf. (17), atder findes et k € {1,2} sddan, at L,NW # (), og vi kan WLOG antage,
atk = 1,dvs. W C Lj. Vihar dermed jf. (15), at (X; — L) UWUZU(L1—X;) =
(X1 — L) UZU(Ly — X7) er en punktsnitmaengde, og denne punktsnitmengde
indeholder hgjst | X1 — Ly| + |Z] — |Z N X1| + | L1 — X1| = 6+ |Z] — | Z N X1
punkter. Da G ifglge lemma 4.3 er 7-sammenhangende, er |Z| — |Z N X1| > 1,
og eftersom | Z| < 1jf. (19), har vi, at | Z| = 1 og Z N X = (. Yderligere har vi
it (19)(dd), at S20_y [Lj — W| = 12,idet |Z| = 1og [W| =1.Da ZN X1 =)
er X1 € (L1 U La U L3), og dermed fglger det af (20)(¢), at |[X1 N L;| =1
for j = 1,2,3. Desuden har vi, at W N L; # () for mindst et j € {2,3} jf.
Z?Zl |L; — W| = 12, og vi kan WLOG antage, at Lo N W # (). Som det var
tilfeeldet for |WW| = 2, har vi igen, at N (X1 N La) N Z = 0 jf. (2)(c) og dermed
jf. (15), at (X7 — Lo) U (Lg — X1) er en punktsnitmengde i G, som indeholder 6
punkter, hvilket er i modstrid med, at G er 7-sammenh@ngende jf. lemma 4.3.
Antag nu, at [IW| = 0. Da |Z| < 1jf. (19), | X1] =3 og |X1NL;| < 1jf. (20)(i),
har viigen, at |[X1NL;| = [X1NLg| = 1, hvor j,k € {1,2, 3}, og vikan WLOG
antage, at j, k = 1, 2. Ifglge (15) har vi s, at (X7 — L1) U Z U (L1 — X;) eren
punktsnitmengde i G, og denne punktsnitmangde indeholder hgjst | X; — L] +
|Z] — | XinZ| + |L1 — X1 = 6 + |Z| — | X1 N Z| punkter. Da G jf. lemma
4.3 er 7-sammenha@ngende, er |Z| — | X; N Z| > 1, og fplgeligt er |Z]| = 1 og
| X1 N Z| =0jf. (19). Yderligere gelder, at N(X1 N L1) N Z # (), idet vi ellers
far, at (X; — L1) U (L1 — X7) er en punktsnitm@ngde med kun 6 punkter i G.
Igen har vi jf. (2)(c), at Ng(X1NL2)NZ = (. Mensder (X1 — La) U (La — X2)
en punktsnitmangde i G og |(X; — L2) U (La — X1)| = 6, hvilket er i modstrid
med, at G jf. lemma 4.3 er 7-sammenhangende. Vi har hermed vist, at | X;| > 5
forte=1,...,n.
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(21) n=2

Vi har jf. (19), (20) og (5), at 2 < n < 3. Antag, at n = 3. Sa har vi jf. (17) og
(20),at 15 < 320 |X;| < 12+ 3 = 2|W| = 15 — 2|W/|, dvs. [W| = 0. Si er
|L1 ULy U L3| = 15jf. (3) og 320, | Xi| = 15, dvs. | X1| = | Xao| = |X3| = 5.
Ifglge (7) geelder, at hvis Y; — X; # (), er X; U W en punktsnitmangde i G, men
|X; UW| = |X;| =5, dvs. X; UW kan ikke vare en punktsnitmangde da G jf.
lemma 4.3 er 7-sammenhzngende. Fglgeligt far vi, at Y; — X; = () fori = 1,2, 3,
dvs.V = X;UXoUX3,daW = (). Dette er en modstrid, da | X1 UXoUX3| = 15
og [V| > 19f. (b).

Vi har altsa, at n = 2 og dermed, at || > 1 eftersom hvis |[W| = 0, er
‘Ll ULy U L3| = 150g L1 ULy U Ly C X7 U Xo, dvs. ‘Xl‘ + ‘XQ’ > 15,
hvilket er i modstrid med (17) jf. for n = 2 og |X1| + |X2| > 15 far vi, at
15 < 14 — 2|W/|. Vi har dermed jf. (17), at eneste muligheder er |W| = 1,
|X1| = 5 o0g | X2 = Teller |W| = 2, | X;| = |X32| = 5da|X;| > 5 ogulige jf.
(20) og (8) og L1ULyUL3—W C X;UX5. Vi skal nu undersgge disse to tilflde.

Tilfelde 1. |W| =2, |X1| =5 og | Xa| = 5.

Da (L1UL2UL3)—W C X1UXs0g |X1|—|—|X2| =10, farvi,at Z = (X1UX2)—
(L1 U Ly U L3) = . Antag, at der findes et ¢ € {1,2,3}, hvor | X; N L;| > 3. Sa
har vi, jf. (15), at (X; — L; ) UW U(L; — X1) er en punktsnitmengde i G, og denne
punktsnitma@ngde indeholder hgjst | (X7 — L; ) UW U (L; — X1)| <2+24+2=6
punkter, hvilket er i modstrid med, at G jf. lemma 4.3 er 7-sammenhangende. Vi
har altsd, at | X1 N L;| < 2fori=1,2,3.Da X; UXy =L ULyUL3z— W og
|W| = 2, kan vi WLOG antage, at | X1 N L;| = | X1 N La| =20g|XaNLs| = 2.
Antag, at |L; N W| = 2 foreti € {1,2,3}. Vi kan WLOG antage, ati = 1, dvs.
|LiNW| = 2. Saharvijf. (15), at (X; — L1)U(L; — X1) er en punktsnitmangde
iG,daW C (Ll —Xl)ogZ:(Z).Men\(Xl —Ll)U(Ll—X1)| =3+3=06,

Side 83



4.5. K7-minor eller K4 4-minor

hvilket er i modstrid med, at G er 7-sammenhangende jf. lemma 4.3. Vi har der-
med, at |L; N W| < 1 fori = 1,2, 3. Dette medfgrer, at 35, [L; — W| > 12 >
| X1| 4+ | X2|, hvilket er en modstrid da L; U Lo U Ls — W C X3 U Xo.

Tilfelde 2. |W| =1,

X1 =5o0g|Xo| =T7.

Da vi jf. (3) har, at (LlﬂLg)U(LgﬂLg)U<L1ﬂL3) C Wog ‘W‘ =1ler ‘L1UL2U
Ls| > 13 = | X3 |+| Xa|+|W],dvs. Z = (X1UX2)—(L1ULyUL3) = (). Antag, at
|X1NL;| > 3foretj € {1,2,3}. Vikan WLOG antage, ati = 1, dvs. | X1NL;| >
3. Sahar vi ifglge (15), at (X1 —L1)UWU(L1 — X1) er en punktsnitmengde i G,
men |(X1—L;)UWU(L1—X1)| < 5, hvilket er i modstrid med, at G ifglge lemma
4.3 er 7-sammenhangende. Vi har dermed, at | X; N L;| < 2forj = 1,2,3. Vi
kan WLOG antage, at | X1NL;| = 2. Da | X1|+|X2| = 12harvi,at |LiNW| =1
da viellers far, at | X1| + | Xo| > |L1| + |[Lo —W|+|Lg—W|=5+4+4=13.
Sa har vi jf. (15), at (X1 — L1) UW U (L; — X) er en punktsnitmangde i G, som
hgjst indeholder |(X1 — L1)| + |W| + |L1 — X1 — W| =3+ 1+ 2 = 6 punkter,
hvilket er i modstrid med, at GG er 7-sammenhangende ifglge lemma 4.3.

Denne modstrid fuldfgrer beviset for satning 4.20.
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Kapitel 5

Grafer, som ikke kan
sammentraekkes til K -

Wagner [W37] karakteriserede i 1937 fuldstendigt, hvilke grafer som er kant-
maksimale mht. ikke at kunne sammentraekkes til K5. En karakterisering af grafer,
som er kant-maksimale mht. ikke at kunne sammentraekkes til K¢ eller K7, findes
pa nuvarende tidspunkt ikke. Artiklen [KJ89] bestemmer nogle egenskaber ved
grafer, som er kant-maksimale mht. ikke at kunne sammentrakkes til K. Denne
artikel har vare inspiration til dette kapitel.

Vi vil i dette kapitel forsgge at bestemme nogle egenskaber ved grafer, som ikke
kan sammentraekkes til K7, dog begrenset til det tilfaelde, hvor graferne er pa
formen F5 + H.

5.1 Egenskaber ved grafer, som ikke kan sammentrak-
kes til K7

Lad G = (V, E) vare en graf pa formen G = Fs5 + H, hvor E3 = {x, z9, z3},
som ikke kan sammentrakkes til K7. Sa gaelder fglgende.
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5.1. Egenskaber ved grafer, som ikke kan sammentraekkes til K7

(1) H kan ikke sammentrakkes til Kg.
(2) Forethvertu € V(H) gelder, at H — {u} ikke kan sammentrakkes til K5.

(3) For ethvert par af forskellige punkter u,v € V(H ) galder, at H — {u, v} ikke
kan sammentraekkes til Ky .

@ |B(G)] <5|V(G)| - 15.

Péstandene (1), (2) og (3) fglger direkte idet x1, z2, x3 er naboer til alle punk-
terne i H. Pastand (4) folger af setning 2.11, som siger, at enhver graf med n
punkter og mindst 5n — 14 kanter kan sammentraekkes til K.

(5) |E(H)| < 2|V| -6 =2[V(H)|

Pastand (5) fglger af (4),da |E(H)| < 5|V|—15—-3(|]V]| —3) =2(|V| - 3) og
V(H)| = [V]-=3.

(6) 5(H) < 4.

Pastand (6) folger af, at 2|V (H)| > |E| > 5(H)|V (H)|. Desuden far vi, at hvis
0(H) =4, saer H en 4-reguler graf og |E(G)| = 5|V (G)| — 15.
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5.1. Egenskaber ved grafer, som ikke kan sammentraekkes til K

Grafer, som har |V (G)| punkter og praecis 5|V (G)| — 15 kanter og ikke kan sam-
mentrakkes til K7, viste vi i kapitel 2 var grafer isomorfe med K2 2 2 3 og M P»-
cockader. Vi har dermed, at hvis 6(H) = 4, saer G = Kg 2293 eller en M P»-
cockade. Grafen K> 5 2 3 er ikke 7-sammenh@ngende, og en M P»-cockade med
mere end et cockade-element er heller ikke 7-sammenh@ngende. Dvs. de eneste
7-sammenhangende grafer pa formen E3 + H, som ikke kan sammentraekkes til
K7, er M P>-cockader med kun et cockade-element, og dette cockade-element er
en maksimal-planar graf, samt to punkter, som er naboer til alle andre punkter
i grafen. Dette giver, at der ikke findes et modeksemple pa formen F3 + H til
formodning 5.1, som stammer fra [KTO05], idet vi netop i en M P»-cockade, be-
staende af kun et cockade-elemenet, som er forskellig fra K, har at der findes to
punkter sadan, at grafen minus de to punkter er planar.

Formodning 5.1
Enhver 7-sammenhangende graf G har en K7-minor, undtaget hvis der i G findes
to forskellige punkter a, b sadan, at G — {a, b} er planar.

Vi har yderligere jf. ovenstaende argumentation, at hvis G ikke er en M Ps-cockade
eller isomorf med K222 3, sd er 6(H) < 3.

Lemma5.2
En graf G = (V, E) kan sammentrakkes til K4, hvis og kun hvis G indeholder
en underdeling af K.

Bevis:
Antag, at G kan sammentrakkes til K4. Sa indeholder G fire disjunkte punkt-
meangder V1, -+, V4 C V, hvor G[V;] er sammenhangende fori = 1,...,4, og

der findes i G en kant e; ; for alle 4,5 € {1,...,4}, hvor i # j, mellem G[V}]
og G[Vj], se figur 5.1. Da G[V;] er sammenhzngende, findes der en vej i G[V;]
mellem ethvert par af punkter, dvs. hvis vq 2, v1,3 0g v1 4 er punkterne i V7, som
er incidente med kanterne til hhv. V5, V3 og V4, findes der i G[V}] en vej mellem
v1,2 0g v1,3 0g en vej mellem et punkt pa denne vej og vy 4, se figur 5.1. Vi har
dermed, at GG indeholder en underdeling af K.
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5.1. Egenskaber ved grafer, som ikke kan sammentraekkes til K7

Figur 5.1: En graf, som kan sammentraekkes til K.

Hvis G indeholder en underdeling af K fglger der direkte, at G kan sammen-
treekkes til K4.

O

Setning 5.3
Hvis en graf pa formen E3 + H er kant-maksimal mht. ikke at kunne sammen-
treekkes til K7, sd er H en af fglgende grafer.

(1) En underdeling af Ky + C, for r > 4, hvor kun kanterne pa C, kan veare
underdelt samt et punkt u, som er forbundet til underdelingen af K1 + C)
pa en sadan made, at der for alle v,y € V(H) galder, at H — {x,y} ikke
kan sammentrakkes til K 4.

(17) K33 samt et punkt u, som er forbundet til K3 3 pd en sadan made, at der for
alle x,y € V(H) geelder, at H — {x,y} ikke kan sammentrekkes til K.

(#i7) Prismegrafen, se figur 5.2, hvor kanterne mellem de to disjunkte trekanter
evt. er underdelte samt et punkt u. Punktet u er forbundet til grafen pa en
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5.1. Egenskaber ved grafer, som ikke kan sammentraekkes til K

sddan made, at der for alle x,y € V(H) gelder, at H — {z,y} ikke kan
sammentrakkes til K 4.

(iv) En underdeling af K4 samt et punkt u. Punktet u er forbundet til underdelin-
gen af K4 pa en sadan made, at der for alle x,y € H gelder, at H — {x,y}
ikke kan sammentrakkes til K 4.

Bevis:
Lad G = E5+ H, hvor F3 = {:Ul,.rQ, l‘3}.

(A) G kan sammentrakkes til K7, hvis og kun hvis der findes to punkter z,y €
V(H) sadan, at H — {x, y} kan sammentrakkes til K.

Antag, at G kan sammentrakkes til K'7. Hvis G—{z;, z;} fori, j € {1, 2,3}, hvor
1 # j kan sammentrakkes til K7, kan H sammentraekkes til K¢, og dermed findes
der to forskellige punkter x,y € V(H ) sadan, at H — {x, y} kan sammentrakkes
til 4. Hvis G—{x;,x;} fori,j € {1,2,3}, hvori # j, ikke kan sammentrakkes
til K7, men G — {x;} kan sammentrakkes til K7 foreti € {1,2,3},sd findes der
et punkt x € V(H) sadan, at H — {z} kan sammentraekkes til K5, og dermed
har vi, at der findes et y € (V(H) — {z}) sadan, at H — {x, y} kan sammen-
treekkes til K 4. Vi kan derfor antage, at alle punkterne x1, z2, z3 skal bruges for
at sammentrekke G til K7. Da z;2; ¢ E fori,j € {1,2,3} hvor i # j, ma vi
sammentraekke to af disse med to forskellige punkter =, y i H for at tilfgje kanter-
ne x1xs, 13, 0g roxs. Sa har vi, at K3 + (H — {x, y}) kan sammentrekkes til
K7, dvs. H — {z,y} kan sammentraekkes til K.

Hvis H — {z,y} for z,y € V(H) kan sammentrakkes til K4, fglger det trivielt,
at G kan sammentrakkes til K.
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5.1. Egenskaber ved grafer, som ikke kan sammentraekkes til K7

Det fglger af (A), at G er kant-maksimal mht. ikke at kunne sammentrakkes til
K+, hvis og kun hvis H er kant-maksimal mht. egenskab (B).

(B) H — {u} kan sammentrakkes til K4 for mindst et v € V(H), men for alle
x,y € V(H), hvor = # y, gelder, at H — {x, y} ikke kan sammentrakkes
til Ky.

Dette ses ved, at hvis der ikke findes et u € V(H) sadan, at H — {u} kan sam-
mentrakkes til Ky, kan vi tilfgje en kant x;2; mellem et par af punkter z;, z; €
V(Es), og G + z;x; kan heller ikke sammentrakkes til K7, dvs. grafen G er ikke
kant-maksimal mht. ikke at kunne sammentrakkes til /7.

Lad H vare en graf, som er kant-maksimal mht. egenskab (B). Da en graf kan
sammentraekkes til K4, hvis og kun hvis grafen indeholder en underdeling af K,
jf. lemma 5.2, geelder, at H — {u} indeholder en underdeling af K4. Eftersom
H er kant-maksimal mht. egenskaben (B), ma underdelingen af K4 i H — {u}
indeholde ethvert punkti H — {u}. Vi har sa, at §(H — {u}) > 2. Lad H* vare
grafen, som fas fra H — {u} ved at ignorere alle punkter af valens 2, dvs. hvis et
punkt v har valens 2 i H — {u} og e; = vvy, e2 = vvg er kanterne incidente med
v, vil vii H* ikke have punktet v, og kanterne e1, e2 vil give anledning til en ny
kant e = vyv9. Sa geelder, at §(H*) > 3.

Det bemearkes, at da H — {u} indeholder en underdeling af K4, som indeholder
alle punkter i H — {u}, har vi, at H* ikke indeholder multiple kanter. Dette ses
ved, at hvis H* indeholdt multiple kanter, sa har vi en overflgdig kant i forhold til
underdelingen af K4, og eftersom de multiple kanter er fremkommet ved at fjerne
punkter af valens 2, er der et punkt af valens 21 H — {u}, som ikke er indholdt i
underdelingen af K41 H — {u}.

Lad S C V(H*) vere en punktsnitmangde i H*, og antag, at |\S| < 2. Lad H7 og
HJ vere ®gte delgrafer af H*, hvor H* = Hy UH; og H*[S] = HfNH3.Da H*
indeholder en underdeling af K4, som indeholder alle punkter i H* og |S| < 2,
ma en af delgraferne H} for i € {1,2} vare en vej mellem to punkter i S. Dette
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5.1. Egenskaber ved grafer, som ikke kan sammentraekkes til K

er i modstrid med, at 6( H*) > 3. Vi har dermed, at H* er 3-sammenhzngende.

Ifglge Tutte [T61] findes der en fglge af 3-sammenhangende grafer Hy, Hy, - - -,
Hg,hvor Hy = H*, Hy, = K1+ C, og H; 11 fas fra H; ved enten, at slette en kant
eller ved at sammentrakke en kant, som ikke er indeholdti en K3 for 0 < ¢ < s.
Ifglge Dirac [D52] kan enhver 3-sammenh&ngende graf sammentraekkes til Ky,
ogda H; for 0 < ¢ < seren minor af H* og H* U {u} har egenskab (B), har
vi, at H; kan sammentrakkes til K4, og at der for alle v € V(H;) for0 < i < s
geelder, at H; — {v} ikke kan sammentrekkes til /4.

Da H, = K; + C, er kant-maksimal mht. at K + C, kan sammentrakkes til K4,
og foralle v € V(K + C,) gelder, at (K1 + C,) — {v} ikke kan sammentrakkes
til K4, har vi, at s = 0 eller Gs_1 kan fas fra G ved, at dele punktet af valens 7 i
to punker, hvor begge de nye punkter hgjst er naboer til to punkter pa kredsen C..
Af dette fglger at hvis s > 0, sd er r = 4.

Der findes to 3-regulare grafer med 6 punkter, nemlig K3 3 og prismegrafen, se
figur 5.2.

Figur 5.2: Prismegrafen.

Begge disse 3-regulare grafer er kant-maksimale mht. at grafen kan sammentraek-
kes til K4, men fjernes et vilkarligt punkt kan grafen uden punktet ikke sammen-
treekkes til K4, og vi har derfor, at H* enten er isomorf med K3 3, prismegrafen
eller K1 + C,. Dette fglger af, at hvis H,_1 = K33 eller H,_1 er isomorf med
prismegrafen, er H,_; fremkommet fra H;_o ved at sammentrekke en kant, som
ikke er indeholdt i en trekant, og da H; er 3-sammenhangende er 6(H;) > 3 for
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5.1. Egenskaber ved grafer, som ikke kan sammentraekkes til K7

alle: =0,1,...,s, dvs. vi far et punkt af valens 4 i den 3-reguleere grafi H,_1.

Grafen H — {u} er en underdeling af H* og hvis H* = K; + C, forr > 4, er
ingen af kanterne fra K til C, underdelt. Dette ses ved, at hvis blot en af kanterne
fra K til C, var underdelt, kunne vi fjerne et punkt og stadig have en graf, som
indeholdt en underdeling af K.

Hvis H* = K33, er ingen af kanterne underdelt i H — {u}, da en graf, som fas
fra K3 3 ved at slette en vilkarlig kant, er en underdeling af K4, dvs. vi kan fjerne
et punkt og stadig have en underdeling af K.

Hvis H* er isomorf med prismegrafen, er kanterne mellem de to disjunkte trekan-
ter indeholdt i enhver underdeling af K4 i H*, mens de andre kanter kan undgas.
Derfor er det kun kanterne mellem de to disjunkte trekanter, som kan vere under-
delti H — {u}.

0

Vi vil forsgge at bestemme, hvordan punktet u kan tilfgjes graferne nevnt i sat-
ning 5.3 pé en sadan made, at for ethvert par af punkter geelder, at grafen minus
de 2 punkter ikke kan sammentraekkes til /4.

Hvis H — {u} = K33, er degy(u) < 3, da vi ellers far, at der findes z,y €
V(H) sadan, at H — {x, y} kan sammentrakkes til K. Desuden har vi, at hvis
degp(u) = 3, sa er u nabo til 3 punkter i samme partition af K3 3. Dette fglger
af, at vi ellers far, at grafen minus to punkter v, w kan sammentraekkes til K4, se
figur 5.3. Hvis degy (u) = 2, er u nabo til to nabo punkter i K73 3, da vi ellers fr,
at H ikke er kant-maksimal, idet vi kan tilfgje en kant til H sadan, at u er nabo til
3 punkter i samme partition af K3 3.

Viharjf. (5),at|E(H)| < 2|V(H)|.Hvis H—{u} = K1+C, er |E(H—{u})| =
S(r+3r) = 2rog |V(H)| = r +2,dvs. |[E(H)| < 2r + 4 og dermed, at
deg(u) < 4.

Hvis H — {u} = K + C\4, far vi fglgende for degy (u) > 2.
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5.1. Egenskaber ved grafer, som ikke kan sammentraekkes til K

v w

Figur 5.3: K3 3 samt punktet u, hvor deg(u) = 3 og u ikke er nabo til 3 punkter
1 samme partition.

e Hvis degH(u) =4er N(u) = C4, dvs. G = K272,273.

Dette fglger af, at hvis u er nabo til K samt 3 vilkélige punkter pa Cj, er delgra-
fen induceret af K, u og 2 af naboerne til u pa C4 en K4, og der er yderligere to
punkter pa Cy4, som vi kan fjerne. Det bemeerkes, at vi allerede i kapitel 2 viste, at
K5 5 5 3 er kant-maksimal mht. ikke at kunne sammentraekkes til K.

144

e Hvis degy(u) = 3, er u er nabo til K; samt to ikke incidente punkter pa
Cy.

Dette fglger af, at hvis u er nabo til 3 punkter pa C'y, er grafen ikke kant-maksimal
jf. forrige tilfzelde, og hvis u er nabo til K| samt 2 nabopunkter pa Cjy, se figur
5.4, findes der to punkter v, w, hvor grafen minus v, w er en K.

Hvis degpy (u) < 20g H — {u} = Kj + C4, er H ikke maksimal mht. egenskab
(B). jf. de forrige tilfeelde.

Hvis H — {u} er isomorf med prismegrafen, hvor kanterne mellem de to disjunkte
trekanter evt. er underdelte, far vi, at deg(u) < 2, eftersom H — {u} indeholder
kredse C' af l&ngde mindst 4, hvor mindst 2 punkter i H — {u} ikke er indeholdt
i C, dvs. hvis u har 3 eller flere naboer pa en af disse kredse, har vi, at der findes
x,y € V(H), sadan at H — {z, y} kan sammetrakkes til K 4. Desuden kan u ikke
vere nabo til et punkt pa hver af vejene mellem de to disjunkte trekanter, idet vi
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5.1. Egenskaber ved grafer, som ikke kan sammentraekkes til K7

u

Figur 5.4: H — {u} = K; + Cy og degy(u) = 3, hvor w er nabo til K samt
to nabo punkter pa Cy4. Det bemarkes, at denne graf er isomorf med K 23 som
netop indeholder en K.

sa far, at mindst to punkter i grafen kan fjernes og resten sammentraekkes til /4,
se figur 5.5

Figur 5.5: Prismegrafen samt punktet u. Det bemerkes, at naboerne til u pa vejene
mellem de to disjunkte trekanter kan vare endepunkter, dvs. punkter indeholdt i
trekanterne.

Af tidsmeaessige arsager er tilfzeldet, hvor H — {u} er en underdeling af prisme-
grafen pa maden beskrevet ovenfor og degy(u) = 2 ikke blevet undersggt. Et
eksempel pa en graf H, hvor H — {u} er en underdeling af prismegrafen og
degp(u) = 2, som er kant-maksimal mht. egenskab (B), ses pa figur 5.6
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5.1. Egenskaber ved grafer, som ikke kan sammentraekkes til K

Figur 5.6: H — {u} er en underdeling af prismegrafen.

Tilfeeldet, hvor H — {u} er en underdeling af K4, er heller ikke blevet undersggt.
Grafen pa figur 5.7 er et eksempel pa en graf H, hvor H — {u} er en underdeling
af K4, som er kant-maksimal mht. egenskab (B).

<

Figur 5.7: H — {u} er en underdeling af K.

Ligeledes er tilfeeldet, hvor H — {u} er en underdeling af K + C, for r > 4 eller
H — {u} = K; + C, for r > 5, heller ikke blevet undersggt. Pa figur 5.8 ses en
graf H, hvor H — {u} er en underdeling af /; + C’, som er kant-maksimal mht.
egenskab (B).

Figur 5.8: H — {u} er en underdeling af K + Cj5.
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Kapitel 6

Summary

This Master thesis deals with Hadwiger’s Conjecture for & = 7 which says that
any 7-chromatic graph has a K7-minor and the weaker form of Hadwiger’s Conjec-
ture for £ = 7 which says that any 7-chromatic graph has K7 or K4 4 as a minor.
We show that any graph with n > 6 vertices and at least 5n — 14 edges has a K-
minor. The graphs with n vertices and exactly 5n — 15 edges without a K'7-minor
are shown to be graphs isomorphic to K2 2 2 3 and M P-cockades. Next, we prove
that any 4-connected graph with n vertices and at least 4n — 7 edges is a K7 or
has a K4 4-minor. We then use this result to prove the weaker form of Hadwiger’s
Conjecture, viz. that any 7-chromatic graph has a K7-minor or a K4 4-minor. We
prove this without using the Four Colour Theorem. In the last chapter, we deter-
mine some properties of graphs on the form F3 + H which are maximal without
a K7-minor.
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Bilag A

Resultater af Menger

Der henvises til [DR96] mht. bevis for fglgende to s@tninger.

Satning A.1 Global version af Mengers seetning
En graf G er k-sammenhangende, hvis og kun hvis GG indeholder k internt dis-
junkte veje mellem ethvert par af punkter.

Satning A.2 Menger
Lad G = (V, E) vare en graf og A, B C V. Sa er det mindste antal punkter, som
separerer A fra B i G, lig det maksimale antal disjunkte (A, B)-veje i G.

Lemma A.3

Lad G = (V, E) vere en k-sammenhzangende graf, og lad A C V, hvor |A| = k.
For ethvert u € V\A findes der k veje P,--- , Py fra u til A, hvor V(P;) N
V(P;) = {u) fori # j.

Bevis:

Tilfgj til G et punkt w ¢ V samt kanter fra w til ethvert punkt i A. Da G er k-
sammenhangende er G + w ogsa k-sammenhangende. Ifglge Mengers s@tning
(setning A.1) finder der k& internt disjunkte veje mellem ethvert par af punkter i
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en k-sammenheangende graf, dvs. vi har k internt disjunkte (u, w)-veje i G + w.
Da |A| = k og N(w) = A, har vi precis en vej igennem ethvert punkt i A. Heraf
fplger, at der i G findes k veje P, ..., Py frautil A, hvor V(P;) NV (P;) = {u}
fori # j.

O
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Bilag B

Resultater vedrgrende planare
grafer

Der henvises til [CL96] mht. bevis for fglgende s@tning.

Satning B.1 Wagner
En graf G er planar, hvis og kun hvis G ikke har en K5-minor eller en K3 3-minor.

Lemma B.2

En 4-sammenhangende planar graf indeholder ikke en K 4.

Bevis:

Antag, at G = (V, E) er en 4-sammenhangende planar graf samt, at G inde-
holder en K4. Lad S C V, hvor |S| = 4, og antag, at G[S] = K. Da G er
4-sammenhangende, indeholder G 4 disjunkte (S, v)-veje, hvorv € V — S jf.
Mengers s@tning (s@ting A.2). Sammentraekkes disse veje, far vi, at G har en K-
minor. At G har en Ks-minor, er en modstrid med, at G er planar jf. Wagners
setning (s@tning B.1).

0

Side 101






Litteratur

Litteratur

[BO98] Brandt, S.: "On the structure of dense triangle-free graphs", Electronic J.
Combin. 5, R43, (1 - 5), 1998.

[CGH71] Chartrand, G., Geller, D. P., Hedetniemi, T. : "Graphs with forbidden
subgraphs"”, J. Combin. Theory 10, (12 - 41), 1971.

[CL96] Chartrand, G. og Lesnaik, L.: "Graphs and Digraphs", 3. udgave, Chap-
man and Hall/CRC, 1996 (ISBN: 0-412-98721-x).

[D52] Dirac, G. A.: "A property of 4-chromatic graphs and some remarks on
critical graphs", J. London Math. Soc. 27, (85 - 92), 1952.

[D60] Dirac, G. A.: "Trennende Knotenpunktmengen und Reduzibilitit abstrak-
ter Graphen mit Anwendung auf das Vierfarbenproblem", J. Reine Angew.
Math. 204, (116 - 131), 1960.

[D64] Dirac, G. A.: "On the structure of 5- and 6-chromatic abstract graphs", J.
Reine Angew. Math. 214/215, (43 - 52), 1964.

[DR96] Diestel, Reinhard: "Graph Theory", 1. udgave, Springer, 1997 (ISBN:
0-387-98210-8).

[J71] Jakobsen, I. T.: "A homomorphism theorem with an application to the
conjecture of Hadwiger", Studia Sci Math. Hung. 6, (151 - 160), 1971.

[KJO1] Jgrgensen, L. K.: "Vertex Partitions of K4 4-Minor Free Graphs", Graphs
and Combinatotics 17, (265 - 274), 2001.

Side 103



Litteratur

[KJ88] Jgrgensen, L. K.: "Extremal graphs for contraction to K", Ars Combina-
toria 25C, (133 - 148), 1988.

[KJ89] Jgrgensen, L. K.: "Some maximal graphs that are not contractible to Kg",
ikke publiceret, 1989.

[KTOS5] Kawarabayashi, K. og Toft, B.: "Any 7-chromatic graph has K7 or K4 4
as a minor", Combinatorica 25 (3), (327 - 353), 2005

[M68] Mader, W: "Homomorphiesitze fiir Graphen", Math. Ann. 178, (154 -
168), 1968.

[M78] Mader, W: "Uber die Maximalzahl kreuzungfreier H-Wege", Arch. Math.
31, (387 - 402), 1978.

[RST93] Robertson, N., Seymour, P. og Thomas, R.: "Hadwiger’s conjecture for
Kg-free graphs", Combinatorica 13, (279 - 361), 1993.

[ST95] Stiebitz, M. og Toft, B.: "An abstract generalization of a map reduction
theorem of Birkhoft", J. Combin. Theory Ser. B 65, (165 - 185), 1995.

[T61] Tutte,W. T.: "A theory of 3-connected graphs", Indag. Math. 23, (441 -
455), 1961.

[W37] Wagner, K.: "Uber eine Eigenschaft der ebenen Komplexe", Math. Ann.
114, (570 - 590), 1937.

[WD90] Woodall, D. R. : "Improper colourings of graphs" i Graph Colourings
(ed. Nelson, R. og Wilson, R. J.), Pitman Research Notes 218, (45 - 63), 1990

Side 104



