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SYNOPSIS

Denne rapport undersgger beviset for den
steerke perfekte graf sstning og dokumente-
rer derigennem tre specialestuderendes under-
sogelse af beviset. Beviset for den steerke per-
fekte graf seetning blev fremsat af Maria Chud-
novsky, Neil Robinson, Paul Seymour og Ro-
bin Thomas i oktober 2002. Udganspunktet for
denne rapport er derfor artiklen The Strong
Perfect Graph Theorem [Chudnovsky, Robin-
son, Seymour & Thomas, 2002|. Hensigten
med denne rapport er at opné forstaelse for
beviset for den steerke perfekte graf ssetning
ved at undersgge bevisets holdbarhed.

Rapporten omhandler perfekte grafer og Berge
grafer. At en graf er perfekt, vil sige, at det
kromatiske tal og kliketallet er ens for en-
hver induceret delgraf. At en graf er en Berge
graf, vil sige, at hverken grafen eller dens kom-
plement indeholder inducerede kredse af ulige
leengde mindst fem. Den steerke perfekte graf
seetning siger, at en graf G er en Berge graf,
hvis og kun hvis grafen G er perfekt. Den svee-
reste del af beviset for den staerke perfekte graf
saetning er at vise, at enhver Berge graf er per-
fekt, og det er den del af beviset, som rappor-
ten hovedsagligt beskeeftiger sig med.







Forord

Denne rapport er produktet af specialeforlgbet fra medio januar til medio juni 2003 for tre speciale-
studerende ved Institut for Matematiske Fag pa Aalborg Universitet.

I denne rapport undersgges beviset for den steerke perfekte graf ssetning, som Maria Chudnovsky,
Neil Robertson, Paul Seymour og Robin Thomas fremsatte et bevis for i 2002 i [Chudnovsky,
Robertson, Seymour & Thomas, 2002].

Specialet tager udgangspunkt i artiklen The Strong Perfect Graph Theorem [Chudnovsky, Ro-
bertson, Seymour & Thomas, 2002| fra oktober 2002, men ogsé den nyere udgave [Chudnovsky,
Robertson, Seymour & Thomas, 2003] fra februar 2003 er benyttet som opslagsveerk.

Selve rapporten indeholder resultater, hvis beviser er udeladt. Beviser for disse resultater kan ses
i det medfglgende appendiks. Dog skal leeseren vaere opmerksom pa, at appendiks ikke skal ses
som en del af specialet, da arbejdet med dette ikke er faerdigt.

I forbindelse med selve rapporten er der mange definitioner, og derfor er der bagerst i rapporten
placeret en definitionsliste.

Vi retter en tak til Bert Randerath, lektor ved K&ln Universitet, der med stor iver har hjulpet
os med problemer i forbindelse med specialet. Desuden rettes en tak til Lars Dgvling Ander-
sen, professor ved Aalborg Universitet, for at stille sig til radighed, til Anders Rhod Gregersen,
systemadministrator ved Aalborg Universitet samt Ulrich Fahrenberg, Ph.D studerende ved Aal-
borg Universitet, for teknisk assistance.

Tanja Vammen Andersen Karen Margrethe Baek

Susanne Thomsen
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Abstract

This report deals with the subject of perfect graphs and Berge graphs in graph theory. A graph
is perfect if the clique number and the chromatic number of every induced subgraph is equal
and a graph is Berge if it contains no induced cycles of odd length greater than four and if the
complement of the graph contains no induced cycles of length greater than four. In particular the
report investigates the proof of The Strong Perfect Graph Theorem which states that a graph G
is perfect if and only if G is Berge. Since the theorem is an “if and only if” theorem the proof has
two parts. The first part showing that a perfect graph is a Berge graph is straightforward and
therefore the investigation mainly deals with proving that every Berge graph is perfect.

The proof of every Berge graph being perfect is a search for a minimal counter example. Here the
idea is to find different structures contained in Berge graphs and exclude them one by one from
the minimal counter example by proving that if a Berge graph contains one of the structures then
it is perfect. Structures are repeatedly excluded and finally it is shown that there is no minimal
counter example and therefore no counter example exists. When searching for a minimal counter
example it is proven that a Berge graph G either is a basic graph or has a decomposition.

A graph is basic if G or G is bipartite, G or G is the line graph of a bipartite graph, or G is a
bicograph, which is also called a doubble splitgraph. If G is a basic graph then it is shown that G
is perfect and therefore cannot be a minimal counter example.

In this report three kinds of decompositions are used, namely skew partitions, 2-joins, and 6-joins.
If G admits one of these decompositions it can be shown that G is perfect and therefore cannot
be a minimal counter example. The report mainly deals with investigating whether or not a graph
is perfect both if it admits a skew partition and if it does not admit a skew partition. In this
connection balanced skew partitions are introduced and used in the proof. The balanced skew
partition is a special and very useful kind of skew partition.

Firstly, it is proven that a minimal counter example does not admit a balanced skew partition.
It is shown elsewhere that if G contains 2-joins then G is a perfect graph. Likewise it is shown
elsewhere that if G contains 6-joins then G is a perfect graph. These results are therefore used
in the report but they are not included. After proving that a minimal counter example does not
admit a balanced skew partition it is shown that if a Berge graph G contains an induced subgraph
isomorphic to the line graph of a bipartite subdivision of Ky, then G is either a basic graph,
contains a 2-join or admits a balanced skew partition. This means that such a graph cannot be
a minimal counter example, and graphs containing an induced subgraph isomorphic to the line
graph of a bipartite subdivision of K4 are no longer considered.

Secondly, it is shown that if a Berge graph G contains an even prism, then G either contains a
2-join, admits a balanced skew partition or the graph itself is an even prism with nine vertices.
Since an even prism with nine vertices is the line graph of a bipartite graph this means that such
a graph can not be a minimal counter example. Therefore graphs containing an even prism are
no longer considered. In the same manner graphs containing odd long prisms or double diamonds
cannot be a minimal counter example. These results make it possible to show that no minimal
counter example admits a skew partition.

Following this it is shown that a minimal counter example cannot contain odd wheels or pseu-
dowheels, and this is generalised so that it can be shown that a minimal counter example cannot
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contain wheels. Then it is shown that a minimal counter example cannot contain a vertex with
three consecutive neighbours in a hole of length greater than five, and that a minimal counter
example cannot contain both a hole of length greater than five and an antihole of length greater
than five. Finally Berge graphs which does not contain any of the above mentioned structures
and decompositions are investigated and it is shown that such graphs are complete, and therefore
perfect. This means that no counter example exists and the proof is done.
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Kapitel 1

Introduktion til den staerke
perfekte graf saetning

11961 fremsatte Claude Berge den staerke perfekte graf formodning. Denne formodning postulerer,
at en graf er perfekt, hvis og kun hvis grafen er en Berge graf.

Efterfolgende har mange forsggt at bevise denne formodning, men det er ikke lykkedes fgr Maria
Chudnovsky, Neil Robertson, Paul Seymour og Robin Thomas 41 &r senere i 2002 fremfgrer, at
de har bevist den. Beviset fylder 148 sider og titlen er The Strong Perfect Graph Theorem, se
[Chudnovsky, Robertson, Seymour & Thomas, 2002]. Bevisets holdbarhed undersgges, og denne
rapport dokumenterer tre specialestuderendes undersggelse af beviset.

I rapporten gennemgaes indledningsvist strukturen i det lange bevis for at skabe et overblik over
beviset.

1.1 Strukturgennemgang af beviset

Da den steerke perfekte graf ssetning er af formen “hvis og kun hvis”, bestar beviset af to dele.
Det skal vises, at enhver perfekt graf er en Berge graf, og enhver Berge graf er en perfekt graf.
Denne rapport beskaeftiger sig hovedsageligt med beviset for, at enhver Berge graf er en perfekt
graf. Begrundelsen, for at der i denne rapport hovedsagligt fokuseres pa at vise, at enhver Berge
graf er en perfekt graf, er, at dette er det mest komplicerede at vise, det er det nyeste resultat, og
det er det, [Chudnovsky, Robertson, Seymour & Thomas, 2002] omhandler.

Idéen bag beviset er at vise, at en Berge graf enten tilhgrer en af fem klasser af grafer, som
kaldes elementeere grafer, eller har en af tre typer dekompositioner. Dette gores, da de elementeere
grafer alle kan vises at veere perfekte grafer, og det i [Chvatal & Sbihi, 1987] og [Cornuéjols &
Cunningham, 1985] for to af de her anvendte dekompositioner er vist, at hvis en Berge graf har
en given dekomposition, da er den en perfekt graf. Desuden vises det i denne rapport, at hvis en
Berge graf har den sidste type dekomposition, sa er grafen perfekt. Det skal sa vises, at for enhver
Berge graf vil en af disse to betingelser altid veere opfyldt.

Beviset tager udgangspukt i et minimalt modeksempel, og strukturen af dette undersgges. Til
dette benyttes de elementaere grafer.

De elementere grafer er fem klasser af grafer: Todelte grafer, grafer hvis komplementeergraf er en
todelt graf, liniegrafer af todelte grafer, grafer hvis komplementeergraf er en liniegraf af en todelt
graf og bicografer, ogsé kaldet dobbelt splitgrafer. For disse fem klasser af grafer kan det vises, at
de alle er perfekte grafer, og idéen med de elementaere grafer er dermed, at de ikke kan udggre et
minimalt modeksempel.
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1.1. Strukturgennemgang af beviset

En anden mulighed for en Berge graf er, at den har en dekomposition. I dette bevis benyttes tre
former for dekompositioner: Skeeve opdelinger, 2-vedhaeng og 6-vedhaeng. Fordelen ved at benytte
disse dekompositioner er, at det kan vises, at hvis en Berge graf har en sadan dekomposition,
da er den en perfekt graf. At vise, at enhver Berge graf enten er en elementeaer graf eller har en
dekomposition, er en stgrre opgave. Maden, hvorpa det vises, er ved hjelp af seetninger af fglgende
form:

Lad G veere en Berge graf. Hvis G indeholder et objekt X som delgraf, da er G enten en elementzer
graf eller har en dekomposition.

P& denne made udelukkes visse strukturer fra de minimale modeksempler. I den forste del af
beviset viser det sig dog mere hensigtsmaessigt at indfere en speciel form for skaeve opdelinger,
nemlig balancerede skaeve opdelinger. Denne type af skeeve opdelinger benyttes efterfglgende i det
meste af beviset. Derigennem opnéaes de fgrste resultater, som ggr det muligt senere at vise, at et
minimalt modeksempel ikke kan have en skaev opdeling.

Selve beviset starter med at vise, at et minimalt modeksempel ikke har en balanceret skeev op-
deling. At et minimalt modeksempel ikke har et 2-vedhezeng eller et 6-vedhaeng vises ikke her,
men der henvises til [Cornuéjols & Cunningham, 1985] og [Chvatal & Sbihi, 1987] for disse resul-
tater. Herefter undersgges tilfzeldet, hvor en Berge graf indeholder en bestemt type liniegraf som
induceret delgraf. Denne bestemte type liniegraf er en liniegraf af en todelt underdeling af en 3-
sammenhaengende graf. Her vises det, at hvis en Berge graf indeholder en induceret delgraf, der er
isomorf med liniegrafen af en todelt underdeling af K, sa vil denne graf enten veere en elementzaer
graf, indeholde et 2-vedhaeng eller have en balanceret skeev opdeling. Dermed kan denne graf ikke
veere et minimalt modeksempel. Derfor betragtes herefter kun grafer, der ikke indeholder denne
struktur.

Herefter vises det, at hvis grafen indeholder en lige prisme, s& kan grafen ikke veere et minimalt
modeksempel, idet grafen da enten vil indeholde et 2-vedhaeng, have en balanceret skeev opdeling
eller veere en lige prisme indeholdende kun ni punkter. Den sidste mulighed udggr netop liniegrafen
af en todelt graf. Dermed udelukkes ogsa de grafer, som indeholder lige prismer som delgrafer.
Fremgangsmetoden i beviset er altsa at vise, at hvis en Berge graf indeholder en bestemt struk-
tur, da kan den ikke veere et minimalt modeksempel, hvormed denne type af grafer ikke leengere
betragtes. P4 denne méade indskrsenkes mulighederne for udseendet af et minimalt modeksempel,
og det vises herefter, at et minimalt modeksempel heller ikke kan indeholde en aflang ulige prisme
eller en dobbeltdiamant.

Ved hjxlp af disse resultater bliver det muligt at vise, at et minimalt modeksempel ikke kan
have en skaev opdeling. Herefter vises det, at et minimalt modeksempel ikke kan indeholde hjul
af ulige leengde eller pseudohjul. Dette benyttes til at generalisere og dermed vise, at et minimalt
modeksempel ikke kan indeholde hjul.

Herefter vises det, at et minimalt modeksempel ikke kan indeholde et punkt, som har tre pa
hinanden fglgende naboer i et hul af lsengde mindst seks. Desuden vises det, at et minimalt
modeksempel ikke kan indeholde béde et hul og et antihul af leengde mindst seks.

Til sidst betragtes de Berge grafer, der hverken indeholder en induceret delgraf, der er isomorf med
liniegrafen af en todelt underdeling af K4, en lige prisme, en aflang ulige prisme, en dobbeltdiamant,
et pseudohjul, et hjul, et punkt, der har tre pa hinanden fslgende naboer i et hul af l&engde mindst
seks, bade et hul og et antihul af leengde mindst seks, et 2-vedhaeng, et 6-vedhaeng, har en balanceret
skeev opdeling eller er en elementeer graf. Det kan sa vises, at sddanne grafer er komplette grafer,
hvilke ogsa er perfekte grafer. P4 denne méade vises det, at der ikke kan eksistere et minimalt
modeksempel.

Eftersom der fremkommer en del strukturer, som skal udelukkes fra de Berge grafer, der betragtes,
indfgres familier af Berge grafer. Forst dannes en familie af alle Berge grafer, og herefter dannes
underfamilier af denne for hele tiden at holde styr pa hvilke strukturer, der er udelukket fra de
grafer, der betragtes. Her gives et kort overblik over de benyttede familier, hvor hver familie er en
underfamilie af enten familien af Berge grafer eller af den foregaende familie.
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1.1. Strukturgennemgang af beviset

x J1 er familien af alle Berge grafer GG, hvor det for enhver induceret delgraf af G, der er isomorf
med liniegrafen af en todelt underdeling af K, gaelder, at denne liniegraf er degenereret.

% Fy er familien af alle grafer G, hvor G € F; og G € Fi, for hvilke det geelder, at G ikke
indeholder en induceret delgraf, der er isomorf med liniegrafen af K3 3.

* JF3 er familien af alle grafer G € >, hvor det for enhver todelt underdeling H af K4 geelder,
at hverken G eller G indeholder en induceret delgraf, der er isomorf med liniegrafen af H.

* F4 er familien af alle grafer G € F3, for hvilke det geelder, at hverken G eller G indeholder
en induceret delgraf, der er isomorf med en lige prisme.

* Fs er familien af alle grafer G € Fy, for hvilke det geelder, at hverken G eller G indeholder
en induceret delgraf, der er isomorf med en aflang ulige prisme.

x JFg er familien af alle grafer G € Fj5, for hvilke det geelder, at GG ikke indeholder en induceret
delgraf, der er isomorf med en dobbeltdiamant.

* Fr er familien af alle grafer G € Fg, for hvilke det geelder, at hverken G eller G indeholder
en induceret delgraf, der er isomorf med et hjul af ulige leengde.

% Fg er familien af alle grafer G € Fy, for hvilke det gzelder, at hverken G eller G indeholder
en induceret delgraf, der er isomorf med et pseudohjul.

* Fy er familien af alle grafer G € Fg, for hvilke det geelder, at hverken G eller G indeholder
en induceret delgraf, der er isomorf med et hjul.

* Fro er familien af alle grafer G € Fy, for hvilke det gzelder, at hverken G eller G indeholder
et punkt, der har tre pa hinanden fglgende naboer i et hul af leengde mindst seks.

x JFq1 er familien af alle grafer G € Fiq, for hvilke det geelder, at ethvert antihul i G har leengde
fire.

Strukturen af selve beviset kan nu opdeles ved hjeelp af disse 11 familier i 13 hovedresultater:

() Et minimalt modeksempel til den steerke perfekte graf seetning kan ikke have en balanceret
skaev opdeling.

Dette vises i szetning 3.15.

(7i) For enhver Berge graf G vil G enten veere en liniegraf af en todelt graf, indeholde et 2-
vedhaeng, have en balanceret skeev opdeling eller tilhgre F;.

Dette vises 1 korollar 9.17.

(iii) For enhver graf G, hvor G € Fi og G € F1, vil G enten veere liniegrafen af K3 3, en af G eller
G vil indeholde et 2-vedhaeng, G vil have en balanceret skaev opdeling, eller G vil tilhgre Fs3.

Dette vises 1 korollar 9.19.

(iv) For enhver graf G € F, vil enten G veere en bicograf, en af G eller G vil indeholde et
2-vedheeng, G vil have en balanceret skeev opdeling, eller G vil tilhgre Fj.

Dette vises i szetning 9.30.

(v) For enhver graf G € F3 vil G enten veere en lige prisme med ni punkter, indeholde et
2-vedheeng, have en balanceret skaev opdeling eller tilhgre Fy.
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1.2. Indledende definitioner

Dette vises i szetning 11.6.

(vi) For enhver graf G € F, vil enten en af G eller G indeholde et 2-vedhaeng, eller sa vil G have
en balanceret skaev opdeling, et 6-vedhaeng eller tilhgre Fs5.

Dette vises i seetning 12.36.

(vii) For enhver graf G € F; vil enten en af G eller G indeholde et 2-vedhzeng, eller sa vil G have
en balanceret skeev opdeling eller tilhgre Fg.

Dette vises i seetning 14.10.
(viii) For enhver graf G € Fg vil G enten have en balanceret skeev opdeling eller tilhgre F7.
Dette vises i seetning 15.16.

(iz) For enhver graf G € F7 vil G enten have en balanceret skeev opdeling eller tilhgre Fg.
Dette vises i seetning 16.18.

() For enhver graf G € Fg vil G enten have en balanceret skeev opdeling eller tilhgre Fo.
Dette vises i seetning 17.17.

(zi) For enhver graf G € Fy vil G enten have en balanceret skeev opdeling eller tilhgre Fig.
Dette vises i szetning 18.4.
(zii) For enhver graf G € Fig vil enten G € Fy; eller G € Fy;.
Dette vises i szetning 19.3.

(ziii) For enhver graf G € Fi; vil G enten veere en todelt graf, en komplet graf eller have en
balanceret skaev opdeling.

Dette vises i seetning 20.9.

Som afslutning pa rapporten sammenholdes ovenstaende hovedresultater i kapitel 21 til et bevis
for den steerke perfekte graf seetning.

Inden beviset gennemgéaes, introduceres perfekte grafer i nzeste afsnit, og i kapitel 2 vises nogle
indledende resultater.

1.2 Indledende definitioner

I dette afsnit indfgres de grundleggende definitioner og den notation, der benyttes i resten af
rapporten.

Definition 1.1 (Kliketal)
For en graf G er en klike G’ C G en komplet delgraf i G, og kliketallet for G defineres som

w(G) = max{|V(G')| | G' er en klike i G}.
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1.2. Indledende definitioner

Kliketallet er alts& antallet af punkter i en maksimal klike G’ i G.

Definition 1.2 (Induceret delgraf)

En delgraf H af en graf G er induceret, hvis V(H) C V(G), og E(H) = {uv | u,v € V(H) og uv €
E(GQ)}. At H er en induceret delgraf af G, betegnes med (H)¢. o

En induceret delgraf bestar hermed af en delmaengde af punkterne i G og de kanter fra G, som er
incidente med punkterne i delmaengden, se figur 1.1.

A

(a) (b)

Figur 1.1: Et eksempel pa en graf og en induceret delgraf af denne.

Kliketallet for begge grafer i figur 1.1 er tre.
Med notationen G — H, hvor H er en delgraf i grafen G, menes grafen (V(G) — V(H))g.

Definition 1.3 (Kromatisk tal)
Lad punktmangden i en graf G veere opdelt i k disjunkte delmaengder G;, for 1 < ¢ < k, hvor
E((G;)¢) = 0. Da defineres det kromatiske tal som

X(G) = min{k | V(G) er opdelt i k disjunkte maengder G;, hvor E((G;)g) = 0}.

o
Det kromatiske tal for begge grafer i figur 1.1 er tre.
Definition 1.4 (Perfekt graf)
En graf G er perfekt, hvis det for alle inducerede delgrafer H af G geelder, at
w(H) = x(H)
S

Grafen i figur 1.1(a) er ikke perfekt, da det om den inducerede delgraf, der er en kreds af leengde
fem, geelder, at kliketallet er to, mens det kromatiske tal er tre. Grafen i figur 1.1(b) er perfekt,
da det om hver induceret delgraf geelder, at kliketallet og det kromatiske tal er ens.

Definition 1.5 (Komplementzrgraf) B .
Komplementaergrafen G af en graf G har punktmengde V(G) = V(G) og kantmeengde E(G)

(v | uo & E(G)}. o

En komplementeergraf bestar altsa af de kanter, som ikke findes i den oprindelige graf, se figur 1.2.

S

Figur 1.2: En graf G og dens komplementeergraf G.

Kapitel 1. Introduktion til den staerke perfekte graf seaetning Side 7



1.2. Indledende definitioner

Seetning 1.6 o
En graf G er en perfekt graf, hvis og kun hvis G er en perfekt graf. o

For bevis se [Lovész, 1984].

Definition 1.7 (Hul og antihul i graf)

En graf G siges at have et hul, hvis den indeholder en induceret kreds af lsengde mindst fire uden
korder. Det vil sige, at (Cx)e C G, for k >4, er et hul i G.

Grafen G siges at have et antihul C, hvis (C)¢ er et hul i G. Ved lseengden af et antihul C' forstaes
leengden af (C) . S

Definition 1.8 (Berge graf)
En graf G er en Berge graf, hvis ethvert hul og ethvert antihul i G har lige lzengde. o

Grafen i figur 1.1(a) er altsé ikke en Berge graf, da den indeholder et hul af leengde fem. Dette
stemmer ogsé overens med, at det tidligere i dette afsnit er vist, at grafen ikke er perfekt.

Definition 1.9 (Liniegraf)
Liniegrafen L(G) af en graf G har punktmaengde V(L(G)) = E(G) og kantmaengde E(L(QG))
{ef|e, f € E(G), oge er incident med f i G}.

o

En liniegraf af G fremkommer altsé ved at placere et punkt ud for hver kant i G og forbinde disse
punkter, hvis de tilhgrende kanter i G er incidente, se figur 1.3.

G L(G)
Figur 1.3: En graf G og dens liniegraf L(G).

Definition 1.10 (Bicograf)

Lad G veere en graf og lad {a1,...,am},{b1,...,bm},{c1,...,cn}t 0g {d1,...,dn}, for m,n > 2,
veere fire disjunkte punktmengder i G. Da kaldes G en bicograf, hvis G har punktmszngde
{a1,...,am,b1, ..., b;m,C1,. .., Cnyda, ..., dn} 0g kantmeengde, der kun indeholder folgende kanter:

e For1 <i<m era; nabo til b;.
e Forl<j<j <mnercjogd; begge naboer til bade cj og d;.

e For 1 <i<mogl<j<n findes enten alle kanterne a;c; og b;d; eller alle kanterne a;d;
og bic;.

Figur 1.4: Eksempel pa en bicograf.

En bicograf er altsa en graf, hvori punkterne a, ..., a,, og punkterne by, ..., b, kun er forbundet
med kanterne a;b;. Delgrafen ({c1, ..., ¢, } )¢ udger en komplet delgraf, og delgrafen ({d1,...,d,})a
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udger en komplet delgraf. Delgrafen ({c1,...,cn,d1,...,d,})e udger ikke en komplet delgraf, da
kanterne c;d; ikke findes i grafen. Komplementet til en bicograf er ogsa en bicograf, da a; og c¢;
samt b; og d; blot bytter roller.

Definition 1.11 (Elementzer graf)
En graf G er elementzer, hvis enten G eller G er todelt, G eller G er liniegrafen af en todelt graf,
eller G eller G er en bicograf. o

Saetning 1.12
Lad G vere en elementer graf, si er G perfekt. o

Definition 1.13 (Vej)

En sammenhangende delgraf P i en graf G kaldes en vej, hvis |V(P)| > 1, Ap(P) < 2 og
0p(P) = 1. Leengden af en vej er lig antallet af kanter i P. Endepunkterne i en vej er punkterne
v, hvor degp(v) = 1, og de indre punkter i en vej er punkterne u, hvor degp(u) = 2. S

Bemeerk, at en vej ikke ngdvendigvis er en induceret delgraf, da det kan ske, at Apy(P) > 3.

Definition 1.14 (2-vej og anti 2-vej)
En 2-vej P : p1,...,pn ien graf G er en induceret delgraf, hvor degp(p;) = 2, for2 <i<n-—1, og
degp(p;) =1 for j € {1,n}. Ved det indre af en 2-vej forstaes punkterne mellem de to endepunkter
pa 2-vejen, altsa punkterne ps,...,pn_1.
En anti 2-vej i G er en induceret delgraf Q, hvorom det geelder, at Q er en 2-vej i G. Laengden af
en anti 2-vej Q er leengden af Q. Ved det indre af en anti 2-vej forstaes det indre af Q. o

Bemerk, at en 2-vej P i G gerne ma have naboer i G — P, s graden af punkterne pa 2-vejen i G
ma gerne veaere stgrre end to.

Pa figur 1.5 ses en anti 2-vej af lige leengde mellem to punkter uw og v, hvor den stiplede linie
angiver 2-vejen i komplementeaergrafen.

Figur 1.5: En anti 2-vej af leengde fire mellem u og v.

Forskellen pa veje og 2-veje er, at da veje ikke er inducerede delgrafer, kan der godt forekomme
kanter mellem punkter i vejen, der ikke er med i vejen, mens sadanne kanter ikke kan forekomme
i 2-veje, da 2-veje er inducerede.

Bemarkning 1.15

Der er en sammenhang mellem veje af leengde mindst én i en graf H og 2-veje i L(H). Her vil det
gaelde, at for en vej P € H vil E(P) udggre punktmengden for en 2-vej i L(H).

Yderligere har lengden af en vej og leengden af den tilhgrende 2-vej i liniegrafen altid modsat
paritet, altsé |E(P)| = |E(L(P))| — 1. o

Definition 1.16 (Sti og antisti)

Lad G veaere en graf, og lad A, B og C veare disjunkte delmengder af V(G). En 2-vej, hvis forste
punkt tilhgrer A, sidste punkt tilhgrer B og hvis indre tilhgrer C, kaldes en sti.

En anti 2-vej, hvis forste punkt tilhgrer A, sidste punkt tilhgrer B og hvis indre tilhgrer C, kaldes
en antisti. o

Kapitel 1. Introduktion til den staerke perfekte graf seaetning Side 9



1.2. Indledende definitioner

Definition 1.17 (Komplet og antikomplet)

Lad G veere en graf, og lad X C V(G) veere en meengde. Et punkt v € V(G) — X siges at vaere
komplet til X, hvis v er nabo til alle punkterne i X. Punktet siges at veere antikomplet til X, hvis
v ikke er nabo til punkter i X.

En kant uv € E(G) siges at veere komplet til X, hvis dens endepunkter u og v er komplette til X.
En maengde A siges at veere komplet til X, hvis alle punkter i A er komplette til X. En mangde
B siges at vaere antikomplet til X, hvis alle punkter i B er antikomplette til X. o

Definition 1.18 (Sammenha&ngende og antisammenhzaengende)
Lad G veere en graf. En meengde X C V(G) er sammenhsengende, hvis (X ) er sammenhsengende.
En meengde X C V(G) er antisammenhaengende, hvis (X )& er sammenhangende. o

Definition 1.19 (Stjernesnitmeengde)
Lad G vere en graf. En stjernesnitmangde i G er en maengde X, hvor G — X ikke er sammen-
haengende, og X indeholder et punkt p, som er komplet til X — p. o

Definition 1.20 (Minimalt modeksempel)
En graf G siges at vaere et minimalt modeksempel, hvis G er en Berge graf, som ikke er perfekt,
og |V(G)| er mindst mulig. S

Gennem hele rapporten arbejdes med sammenhaengende grafer, som ikke indeholder multiple kan-
ter. Dette skyldes, at multiple kanter ikke har betydning for kliketallet og det kromatiske tal,
og dermed ikke har betydning for, om en graf er perfekt, og desuden har multiple kanter ikke
betydning for, om en graf er en Berge graf. Da idéen i beviset for den stzerke perfekte graf saet-
ning er at udelukke et minimalt modeksempel, er det nok at betragte en sammenhzengende graf,
da det at veere perfekt skal veere opfyldt for hver sammenhaengskomponent. Dette er nok, da
kliketallet og det kromatiske tal for hele grafen er det henholdsvis stgrste kliketal fra alle sam-
menhaengskomponenter og det stgrste kromatiske tal fra alle ssmmenhaengskomponenter. Hvis en
sammenhaengskomponent kun bestar af et isoleret punkt, sé er punktet ogsa perfekt, idet bade
kliketallet og det kromatiske tal i det tilfeelde er lig én.

Dette kapitel har saledes indeholdt en strukturgennemgang af beviset for den steerke perfekte graf
seetning samt de basale definitioner, der benyttes i denne rapport.
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Kapitel 2

Indledende resultater

I dette kapitel introduceres nogle indledende resultater, som benyttes meget gennem hele rap-
porten. I afsnit 2.1 vises resultater om Berge grafer, der indeholder 2-veje eller huller. Der tages
udgangspunkt i et resultat af Roussel og Rubio fra 2001, som er omskrevet og udbygget til stor
anvendelighed i denne rapport. Afsnit 2.2 omhandler, hvorledes et punkt og en antisammenhaen-
gende maengde kan veere forbundet til en trekant. I afsnit 2.3 introduceres balancerede par, som
senere benyttes til den meget brugte balancerede skaseve opdeling. I afsnit 2.4 vises en sammenhaeng
mellem 2-veje og anti 2-veje samt mellem huller og anti 2-veje i en Berge graf.

2.1 2-veje og huller

Definition 2.1 (Afhop for 2-vej)

Lad P vere en 2-vej bestaende af punkterne p1,...,pn, hvor n > 2. Et athop for 2-vejen P er
et par af ikke-nabopunkter a,b € V(QG), sa der findes przecis seks kanter mellem {a,b} og V(P),
nemlig kanterne ap, aps, apn, bp1, bpn_1 0g bpy,. o

P1 P2 p3 Pn—2 Pn—1 Pn

Figur 2.1: Et athop a, b for en 2-vej p1,...,pn.

Folgende lemma er en variation af Roussel-Rubios lemma, som her er omformuleret til notationen i
denne rapport. Dette lemma viser sig meget anvendeligt i en stor del af beviserne i denne rapport.

Lemma 2.2

Lad G veere en Berge graf, og lad X C V(G) veere en antisammenhaengende mangde. Lad P :
P1s...,Pn vaere en 2-vej i G — X af ulige laengde, hvor p; og p, er komplette til X. Da vil en af
folgende gaelde:

(1) En kant e € E(P) er komplet til X.

(i4) P har leengde mindst fem, og X vil indeholde et athop for P.

(#4t) P har leengde tre, og der findes en anti 2-vej af ulige leengde mellem de indre punkter i P,
hvis indre tilhgrer X .
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Korollar 2.3

Lad G vare en Berge graf, og lad X C V(@) vaere en antisammenhzngende meengde. Lad P :

P1,-..,Pn vaere en 2-vej i G — X af ulige leengde, hvor p og p,, er komplette til X, og ingen kanter

i P er komplette til X. Da vil ethvert punkt, der er komplet til X, have en nabo i det indre af P.
S

Bevis

Hvis p1 og p, er de eneste punkter i G, der er komplette til X, s& er korollaret opfyldt. Antag
derfor, at der findes et punkt udover p; og p,, i G, der er komplet til X, og lad det veere v € V(G).
Da p1 og p,, begge er komplette til X, og P ikke indeholder kanter, der er komplette til X, ma P
have ulige leengde mindst tre.

Figur 2.2: Udsnit af grafen, hvor v, p; og p, er komplette til X.

Antag, at P har leengde mindst fem. Da indeholder X ifplge lemma 2.2(i4) et athop for P, hvilket
vil sige, at der findes en 2-vej @, hvis endepunkter tilhgrer X, og hvis indre er lig det indre af P.
Idet v er komplet til X, er v nabo til @’s endepunkter, og da G er en Berge graf, indeholder G
ikke huller af ulige leengde. Det vil sige, at (V(Q) U {v})¢ ikke mé veere et hul af ulige leengde, si
v ma have en nabo i det indre af @), og dermed i det indre af P, hvormed korollaret er opfyldt.

Antag, at P har leengde tre. Da vil der ifglge lemma 2.2(i4¢) findes en anti 2-vej R af ulige leengde
fra ps til ps, hvis indre tilhgrer X. Da G og G ikke indeholder huller af ulige laengde, ma v veere
nabo til enten py eller ps, for ellers dannes et antihul R U {vps, vps} af ulige leengde. Dermed har
v en nabo i det indre af P. 0

Korollar 2.4

Lad G veere en Berge graf, og lad X C V(G) veere en antisammenhaengende mangde. Lad P :
P1,...,Pn veere en 2-vej eller et hul i G — X, hvor mindst to punkter i P er komplette til X. Lad
Q) vaere en 2-vej som er en delgraf af P, hvis endepunkter begge er komplette til X. Da vil antallet
af kanter i (), der er komplette til X, have samme paritet som laengden af @), eller endepunkterne
i Q er de eneste punkter i ), der er komplette til X. Hvis P er et hul, sa findes der enten et lige
antal kanter i P, der er komplette til X, eller der findes netop to punkter i P, som er komplette
til X, og de er nabopunkter. o

Bevis
Fogrste del af beviset fgres ved induktion over leengden af @, og det inddeles i to tilfeelde, hvor @)
har lige henholdsvis ulige leengde.

Antag, at Q : q1,...,qr har lige leengde, og antag, at korollaret er opfyldt for alle mindre 2-veje
af lige leengde, der opfylder antagelserne. Hvis det indre af () ikke indeholder punkter, der er
komplette til X, sa er korollaret opfyldt. Det kan derfor antages, at der findes punkter i det indre
af (), som er komplette til X. Hvis der i () findes en endekant, som ikke er komplet til X, lad det
veere q1qa2, da veelges i, for 3 < ¢ < k— 1, mindst muligt, sa ¢; er komplet til X. Da vil ¢1, g2, ..., q;
veere en 2-vej, hvis endepunkter er komplette til X, og hvis indre punkter ikke er komplette til X.
Hvis g1, . . ., g; har ulige leengde, sé faes en modstrid med korollar 2.3, idet punktet g er komplet til
X, men ikke har naboer i det indre af ¢, ..., ;. Dermed ma q1, ..., g; have lige leengde. Det fglger,
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at ¢i,...,qr er en 2-vej af lige leengde, der opfylder antagelserne, og per induktion er korollaret
opfyldt for ¢;,...,qx. Da q1,...,q; ikke indeholder kanter, der er komplette til X, er korollaret
desuden opfyldt for ¢, ..., qx, hvis en endekant ikke er komplet til X.

Det kan derfor antages, at begge endekanter i ) er komplette til X. Men sa er go,...,qx—1 en
2-vej af lige leengde, som opfylder antagelserne, og per induktion er korollaret dermed opfyldt for
q2,.-.,qx—1. Da begge endekanter i Q) er komplette til X, vil ) dermed indeholde et lige antal
kanter, der er komplette til X, og korollaret er opfyldt.

Antag, at @ har ulige lzengde, og antag, at korollaret er opfyldt for alle mindre 2-veje af ulige
lengde, som opfylder antagelserne. Hvis () ikke indeholder et indre punkt, der er komplet til X, sa
er korollaret opfyldt. Det antages derfor, at der i det indre af ) findes punkter, som er komplette
til X. Hvis @) indeholder et ulige antal kanter, der er komplette til X, s& er korollaret opfyldt,
hvormed det kan antages, at @) indeholder et lige antal kanter, der er komplette til X. Hvis der i
@ findes en endekant, som ikke er komplet til X, lad det veere ¢;q2, da veelges i, for 3 <i < k—1,
mindst muligt, s& ¢; er komplet til X. Da vil ¢q1,¢2,...,q; vere en 2-vej, hvis endepunkter er
komplette til X, og hvis indre punkter ikke er komplette til X. Hvis ¢1,...,q; har ulige leengde,
sa faes en modstrid med korollar 2.3, idet punktet g er komplet til X, men ikke har naboer i
det indre af q1,...,q;. Dermed ma q1, ..., q; have lige leengde, og dermed er g¢;, ..., qr en 2-vej af
ulige leengde, som opfylder antagelserne, og per induktion er korollaret dermed opfyldt, hvis en
endekant ikke er komplet til X, idet qq, ..., ¢; ikke indeholder kanter, der er komplette til X.
Det kan derfor antages, at begge endekanter i ) er komplette til X. Men s er ¢2,...,qx_1 €n
2-vej af ulige leengde, som opfylder antagelserne, og per induktion er korollaret dermed opfyldt for
q2,-..,qr—1. Det vil sige, at enten indeholder ¢, ..., qr_1 et ulige antal kanter, der er komplette
til X, eller s& er g3 samt gp_1 de eneste punkter fra ¢o, ..., qx—_1, der er komplette til X.

Hvis go, ..., qr—1 indeholder et ulige antal kanter, der er komplette til X, s& er korollaret opfyldt
for q1,...,qx.

Hvis ¢ samt gip_; er de eneste punkter i ¢g,...,qx—1, der er komplette til X, sa4 opnées en
modstrid med korollar 2.3, idet punkterne q; og g; begge er komplette til X, men ikke har naboer
i q3,...,4k—2.

Korollarets anden del skal nu vises, sa lad P veere et hul. Hvis P kun indeholder en enkelt kant,
som er komplet til X, og ikke indeholder andre punkter, der er komplette til X, sa er korollaret
opfyldt. Hvis P indeholder et lige antal kanter, der er komplette til X, s er korollaret opfyldt. Det
kan derfor antages, at P indeholder et ulige antal kanter, der er komplette til X, og indeholder
mindst tre punkter, der er komplette til X. Idet P er et hul, har P lige leengde, og der vil findes
en 2-vej @' i P, hvis endepunkter er komplette til X, og hvis indre punkter ikke er komplette til
X. Hvis @' har ulige leengde, opnées en modstrid med korollar 2.3, og hvis Q' har lige leengde,
fjernes de indre punkter i Q' fra P, og en 2-vej af lige leengde, hvis endepunkter er komplette til
X, haves. Denne 2-vej vil per antagelse indeholde et ulige antal kanter, der er komplette til X,
idet @’ ikke indeholder kanter, der er komplette til X. Men dette er i modstrid med korollarets
forste del. O

Begrebet athop defineres nu for et hul.

Definition 2.5 (Afhop og hat for hul)

Lad C veere et hul i G, og lad uv vaere en kant pa C. Et athop for C' i G ved uv er et athop for
2-vejen C' —uv i G — uv.

En hat for C i G ved uv er et punkt i G, som er nabo til u og v i C', men ikke til andre punkter i
C. o

Lemma 2.6

Lad G vaere en Berge graf. Lad X C V(G) veere en antisammenhaengende maengde, lad C vaere et
hul i G — X af laengde mindst seks, og lad e = uv vaere en kant i C. Antag, at u og v er komplette
til X, og de andre punkter i C' ikke er komplette til X. Da vil X enten indeholde en hat for C' ved
uv eller indeholde et afhop for C' ved uv. o
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Bevis
Lad C : p1,...,pn, hvor u = p; og v = p,,. Lad G; = (V(C) U X)g, og lad G = G1 —e.

Ga

Figur 2.3: De to grafer GG; og Gs.

Hvis G2 er en Berge graf, si folger af lemma 2.2(i7), at X indeholder et athop for C' — e ved
P1Pn = uv, da 2-vejen C' — e har ulige leengde mindst fem. I dette tilfeelde er lemmaet opfyldt, s&
det kan antages, at G5 ikke er en Berge graf. Dermed ma (G5 indeholde et hul eller et antihul D
af ulige leengde. Da D ikke har ulige lzengde i G1, ma D benytte bade p; og py.

Antag forst, at D er et hul af ulige leengde i G2. Idet hvert punkt i X er nabo til bade p; og pn,
ma hgjst et punkt fra X tilhgre D, da der ellers ikke haves et hul af ulige leengde. Idet G — X
ikke indeholder kredse, m& mindst ét punkt fra X tilhgre D. Det vil sige, at netop ét punkt fra
X tilhgrer D, lad det veere z. Dermed er D — {z} en 2-vej i Go — X mellem p; og p,,, hvormed
D —{a} = C —e. Idet D er et hul i Go, folger, at = ikke har naboer i meengden {pa,...,pn-1},
hvormed = € X er en hat for D ved p1p, = uv, og lemmaet er opfyldt.

Antag, at D er et antihul af ulige lzengde i G3. Idet p; og p, ikke er naboer i G2, ma de veere
fortlgbende i D, s& D : dy,...,dy, for m > 5, hvor for eksempel d; = p; og d,, = p,. Hverken dy
eller d,,_1 kan tilhgre X, da punkter i X er forbundet til bade p; = di og p, = d;,. Dermed ma
di,da,dp—1 0g dy, alle veere punkter i C. Her skal kanterne did,,—1, d2d,, og dad,,—1 findes i C,
hvilket ikke kan lade sig ggre, da n > 6, se figur 2.4.

Figur 2.4: Den prikkede linie kan ikke forekomme.

Altsa kan der ikke haves et sadant antihul D i Gs. O

Lemma 2.7

Lad G veere en Berge graf. Lad X, Y C V(G) veere disjunkte ikke-tomme antisammenhaengende
maengder, som udggr et komplet par. Lad P : p1,...,p, vere en 2-vej i G — (X UY'), hvorn > 5
er ulige, sa py er det eneste punkt fra P, der er komplet til X, og p1 og p, er de eneste punkter
fra P, som er komplette til Y. Da vil én af folgende veere opfyldt:

(i) Der findes et x € X, som er ikke-nabo til samtlige af pa, ..., pp.

(i4) Der findes to ikke-naboer x1,x2 € X, $4 x1,p2, ..., Pn, T2 €r en 2-vej.
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2.2 Forbundet til trekant

I dette afsnit preesenteres fgrst, hvordan et punkt kan veere forbundet til en trekant, hvorefter
begrebet udvides til en antisammenhangende meengde, der er forbundet til en trekant.

Definition 2.8 (Forbundet til en trekant)
Lad G veere en graf, der indeholder Cs5 : a1, as,as som delgraf. Et punkt v € V(G) kan forbindes
til trekanten {ay,as, a3} via tre 2-veje Py, Py og P3, hvis

e de tre 2-veje er disjunkte.
e a; er et endepunkt i P;, for 1 <i < 3.
e for1 <i< j<3era;a; den eneste kant i G mellem V (P;) og V(P;).

e v er det andet endepunkt for henholdsvis Py, P> og Ps.

Lemma 2.9
Lad G vare en Berge graf, og antag, at v € V(G) kan forbindes til en trekant {a1,as,a3}. Da er
v nabo til mindst to af punkterne ai,as og as. o

Bevis

Lad v veere forbundet via 2-vejene Py, P> og Ps til en trekant {a1, a2, as}, sd P; er 2-vejen mellem
v og a;, for 1 <4 < 3. Mindst to af 2-vejene vil have samme paritet, lad dette veere P; og Ps. Der
dannes nu en kreds ay, P, v, P», as af ulige leengde uden korder. Da G er en Berge graf, ma denne
kreds have laengde tre. Det betyder, at 2-vejene P; og P> har leengde en, og v dermed er nabo til
a1 og as. O

Begrebet forbundet til trekant udvides nu til at geelde for en antisammenhaengende meengde i
stedet for blot et punkt.

Definition 2.10 (Antisammenhasngende mangde forbundet til trekant)
Lad G veere en graf, og lad X veere en antisammenhsengende meengde i G. Da siges X at veere
forbundet til en trekant {a1,az, a3} via 2-vejene Py, P» og Ps, hvis

e de tre 2-veje Py, P, og Ps er disjunkte.

e a; er et endepunkt i P;, for 1 <i <3.

o for1 <i< j<3era;a; den eneste kant i G mellem V(P;) og V(P;).
e hver af P;, P, og P53 indeholder et punkt, der er komplet til X .

<

Det vil altsa sige, at der i G haves en maengde X, hvori ingen punkter er forbundet til alle de
andre punkter deri, og denne maengde er forbundet til en trekant via tre 2-veje, hvor disse 2-veje
er disjunkte.

Folgende lemma omhandler, hvorledes en antisammenhangende mengde er forbundet til en tre-
kant, og svarer til lemma 2.9 med en antisammenhangende maengde i stedet for et punkt.

Lemma 2.11

Lad G veaere en Berge graf. Lad X veere en antisammenhaengende maengde, og antag, at X kan
forbindes til en trekant {ay, az, a3} via 2-vejene Py, Py og Ps. Fori = 1,2,3 lad P; have endepunkter
a; og b;, og lad b; vaere det eneste punkt i P;, som er komplet til X. Da vil enten mindst to af
Py, P, og P53 have leengde nul, hvormed to af ay, as og as er komplette til X, eller en af Py, Py eller
P5 har leengde nul, og de andre to har leengde én. o
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2.3 Balancerede par

I dette afsnit praesenteres balancerede par, komplette par og antikomplette par, hvilke alle benyttes
meget i det resterende af rapporten. Iseer anvendes balancerede par ved den senere meget anvendte
balancerede skaeve opdeling.

Definition 2.12 (Balanceret par)

Lad G vaere en graf, og lad A, B C V(G) vaere to maengder. Parret { A, B} siges at veere balanceret,
hvis der ikke findes en 2-vej af ulige lzengde mellem to ikke-nabopunkter i B, hvis indre tilhgrer
A. Desuden skal der geelde, at der ikke findes en anti 2-vej af ulige leengde mellem to nabopunkter

i A, hvis indre tilhgrer B. o
Lemma 2.13

Lad G veaere en Berge graf, og lad A, B C V(QG) veere to disjunkte maengder. Lad v € V(G)—(AUB)
vaere et punkt, der er komplet til B og antikomplet til A. Da er { A, B} et balanceret par. o
Bevis

For at vise, at { A, B} er et balanceret par, skal det vises, at der ikke findes en 2-vej af ulige laengde
mellem to ikke-nabopunkter i B, hvis indre tilhgrer A, og at der ikke findes en anti 2-vej af ulige
leengde mellem to nabopunkter i A, hvis indre tilhgrer B.

Da v er komplet til B og antikomplet til A, vil der, hvis der findes en sadan 2-vej, findes et hul af
ulige leengde, hvilket er i modstrid med, at G er en Berge graf. Ligeledes, hvis der findes en anti
2-vej som beskrevet, s& findes der et antihul af ulige leengde, hvilket ogsa er i modstrid med, at G
er en Berge graf. Det vil sige, at der ikke findes en sddan 2-vej og anti 2-vej, hvormed {A, B} er
et balanceret par. O

Definition 2.14 (Komplet par og antikomplet par)

Lad G vaere en graf, og lad X, Y C V(G) vaere to maengder. Parret {X,Y} siges at vaere komplet,
hvis ethvert punkt i X er nabo til ethvert punkt i Y, og parret {X,Y} siges at veere antikomplet,
hvis intet punkt i X er nabo til punkteriY . o

Et komplet par er saledes to maengder, der er komplette til hinanden.

Lemma 2.15
Lad G veere en Berge graf, og lad A, B C V(G) vaere et balanceret par. Lad C C V(G) — (AU B),
sé geelder, at

(i) hvis A er ssmmenhaengende, ethvert punkt i B har en nabo i A, og {A, C} er et antikomplet
par, da er {C, B} et balanceret par i G.

(1) hvis B er antisammenhangende, intet punkt i A er komplet til B, og {B,C} er et komplet
par, da er {A,C} et balanceret par i G.

Bevis

Bemeerk, at punkt (i¢) er punkt (¢) i komplementeergrafen. Det er derfor tilstreekkeligt at vise det
ene punkt. Her vises punkt (7).

Antag, at B er antisammenhengende, intet punkt i A er komplet til B, og {B,C} er et komplet
par. Antag, at u,v € A er nabopunkter, der er forbundet af en anti 2-vej P af ulige leengde, hvis
indre tilhgrer C. Dermed er {4, C'} ikke et balanceret par. Da B er antisammenheengende, samt u
og v begge har ikke-naboer i B, vil de ogséa veere forbundet af en anti 2-vej @, hvis indre tilhgrer
B, og @ har lige leengde, idet {A, B} er et balanceret par. Nu danner P og @ sammen et antihul
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af ulige laengde. Dette kan dog ikke forekomme i G, da G er en Berge graf. Altsa kan to sddanne
punkter u og v ikke findes i grafen.

Antag, at der findes to ikke-nabopunkter u,v € V(C), der er forbundet af en 2-vej P af ulige
leengde, hvis indre tilhgrer A, hvilket er den anden mulige made, hvorpa {4, C} ikke er et balan-
ceret par. Hvis P har leengde tre, sa findes der to nabopunkter a1, as € A, hvor a; er nabo til u,
og as er nabo til v. Hermed haves en anti 2-vej af ulige leengde mellem a; og as, da a1, v,u,as er
en 2-vej i G, og dette er allerede betragtet. Hermed kan det antages, at P har laengde mindst fem.
Endepunkterne i P er komplette til B, da de tilhgrer C, og ingen af punkterne i det indre af P
er komplette til B, da de tilhgrer A. Ifplge lemma 2.2(i%) indeholder B et athop for P, og dermed
findes der en 2-vej af ulige leengde, hvis endepunkter tilhgrer B, og hvis indre tilhgrer A. Dette
kan dog ifplge definition 2.12 ikke lade sig gore, da {A, B} er et balanceret par.

Hermed er det vist, at der ikke findes 2-veje af ulige leengde mellem to ikke-nabopunkter i C', hvis
indre tilhgrer A, og der ikke findes anti 2-veje af ulige leengde mellem to nabopunkter i C', hvis
indre tilhgrer A. Hermed er {A, C} et balanceret par. O

2.4 Anti 2-veje

I dette afsnit preesenteres fgrst en sammenhseng mellem 2-veje og anti 2-veje i en Berge graf,
hvorefter en sammenhaeng mellem huller og anti 2-veje i en Berge graf vises.

Lemma 2.16

Lad G veere en Berge graf, og lad P : p1,...,pm veere en 2-vej i G. Lad 2 < s < m — 2, og lad
Q : Ps,qiy- -5 Gn, Pst+1 vaere en anti 2-vej, hvor n > 3 er ulige. Antag, at hvert punkt q1,...,q, har
en nabo i badde S = {p1,...,ps—1} 0g R = {ps+2,...,pm}. Da vil en af folgende gaelde:

(i) s > 3, og de eneste kanter, der ikke findes mellem {ps_2,Ps—1, Ps, Ps+1; Ps+2} 0 {q1s- -, qn};
€r' Ps—1Gqn; Psq1;, Ps+19n-

(i) s < m — 3, og de eneste kanter, der ikke findes mellem {ps_1,ps,Ps+1, Ps+2,Ps+3} OZ
{a1,- - an}, er Psq1, Pst10n, Pst2qr-

Lemma 2.17

Lad G vaere en Berge graf, lad C : py,...,pm veere et hul i G af lige leengde, hvor m > 6, og
lad Q : p1,q1,-..,qn,p2 veere en anti 2-vej af lige leengde, hvor n > 3. Lad R = {ps,...,Dm},
S={q, .- -yqn-1} 0g T ={q2,...,qn}. Lad z € V(G) veere komplet til Q og antikomplet til R.
Da findes hgjst ét punkt i R, som enten er komplet til S eller komplet til T', og det punkt er enten
ps eller py,. o

Bevis

Da z € V(G) er komplet til @, er alle punkterne ¢, ..., ¢, nabo til z, og da z ikke har naboer i
R, kan q, ..., g, ikke tilhgre V(C). Lad Y1 C R veere komplet til S, og lad Y2 C R veere komplet
til 7.

Pastand 1: Y1 C Yo U {pm}, 09 Yo C Y7 U{ps}.

Antag, at et punkt p; € Y7 og p; ¢ Y3, for 3 < i < m. Da p; er komplet til S, og Q@ —{p=2} er en anti
2-vej af ulige leengde, vil (Q — {p2}) U{pign, pip1} danne et antihul af ulige leengde, hvis i # m. Da
G er en Berge graf, ma ¢ = m, for der haves ikke antihuller af ulige leengde i G. Tilsvarende hvis
pj € Yo og p; ¢ Y1, for 3 < j < m, vil (Q —p1) U{p;q1,p;p2} danne et antihul af ulige laengde,
hvis j # 3, hvormed j = 3. Dette viser pastand 1.
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Pastand 2: Hvis Y1 € {pm}, sd vil ps € Y1 NYa, og hvis Yo € {p3}, sd vil p,, € Y1 NYs.

Antag, at Y1 € {pn}, og veelg i, hvor 3 < i < m — 1, mindst muligt, s& p; € Y7. Fra péstand 1
haves, at p; € Y3, da Y7 C Y5. Hvis ¢ = 3, s& er pastanden opfyldt. Antag derfor, at ¢ > 3. Hvis ¢
er ulige, sa vil 2-vejen po, ps, . . ., p; have ulige leengde og have endepunkter, der er komplette til S.
Desuden er ingen af 2-vejens indre punkter komplette til S, da ¢ er valgt mindst muligt, sa p; € Y.
Det haves, at z, som er komplet til S, ikke har en nabo blandt 2-vejens indre punkter, hvilket er
i modstrid med korollar 2.3. Dermed mé ¢ veere lige, og det vil sige, at 2-vejen U : p;, ..., Dm, D1
har ulige leengde mindst tre. Det haves, at U’s endepunkter er komplette til T', og da z, som er
komplet til T', ikke har naboer i det indre af U, er en modstrid opnaet med korollar 2.3. Det vil
sige, at en af antagelserne i korollar 2.3 ikke ma veere opfyldt. Den eneste antagelse, der ikke pa
forhand er opfyldt, er antagelsen om, at ingen kanter i 2-vejen U er komplette til T'. Det vil sige,
at der findes en kant i U, der er komplet til T, hvormed et af de indre punkter i U mé tilhgre
Y5, lad det veere v. Altsa findes der to nabopunkter i U, som begge er komplette til T', og dermed
skal der mindst findes ét punkt, udover p; og p1, som er komplet til 7. Da i > 3, vil et sadant
punkt tilhgre R, og punkter i R, som er komplette til T, tilhgrer Y5. Dermed ma v € Y; UY; ifslge
pastand 1. Men 2-vejen Z : z,po, ..., p; har ulige leengde, dens endepunkter er komplette til SUT,
og ingen indre punkter er komplette S UT. Desuden har v ingen nabo i det indre af Z, hvilket er
i modstrid med korollar 2.3. Det vil sige, at antagelsen, om at i > 3, er forkert. Dermed méa i = 3,
og pastand 2 er opfyldt. Tilsvarende kan det vises, at for Y5 g {ps} vil pr, € Y1 NY5. Dermed er
pastand 2 vist.

Hvis ps, pm € Y1NYa, sa danner @ og anti 2-vejen pa, pm, p3, p1 et antihul af ulige leengde, hvormed
begge punkter ikke kan tilhgre Y3 N Ys. Derfor kan det antages, at p3 ¢ Y1 N Y3, hvormed det fra
pastand 2 folger, at Y1 C {pn,}. Desuden haves fra pastand 1, at Yo C Y7 U {p3}, og dermed er
Y1 UYs C {p3,pm}- Det kan derfor antages, at Y1 UYs = {p3, pm }, for ellers er lemmaet opfyldt.
Specielt ma ps € Ys. Hvis ogsa p,, € Y2, séd er ps, ..., pn en 2-vej af ulige leengde, hvis endepunkter
er komplette til T', og hvis indre punkter ikke er komplette til T'. Da z, som er komplet til T, ikke har
en nabo blandt 2-vejens indre punkter, haves en modstrid med korollar 2.3. Dermed ma p,, ¢ Y2,
0g pm € Y7, men da er p3,qi,qo,.-.,qn, Pm et antihul af ulige leengde, hvilket er i en modstrid
med, at G er en Berge graf. Det vil sige, at antagelsen, om at Y3 U Y2 = {p3,pm}, er forkert,
hvormed Y7 UYs C {ps, pm } Det betyder, at der findes hgjst ét punkt i R, som er komplet til S
eller komplet til T, og det punkt er enten p3 eller p,,. O

Der haves nu nogle redskaber, som ggr det nemmere i senere beviser.
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Kapitel 3

Skaeve opdelinger

I dette kapitel praesenteres den forste type dekomposition. I 1985 postulerede Chvatal i [Chvatal,
1985], at et minimalt modeksempel til den steerke perfekte graf ssetning ikke har en skeev opdeling. I
afsnit 3.1 indfgres den type skeeve opdelinger, som anvendes i denne rapport, nemlig de balancerede
skaeve opdelinger. Desuden indfgres i afsnit 3.2 lgse skaeve opdelinger, da disse kan anvendes som
hjelp til at afggre om skeeve opdelinger er balancerede. Desuden benyttes lgse skeeve opdelinger til
at vise hovedresultat (i) fra kapitel 1, nemlig at et minimalt modeksempel til den steerke perfekte
graf seetning ikke kan have en balanceret skaev opdeling, hvilket ggres i afsnit 3.3.

Definition 3.1 (Sksev opdeling)
En skaev opdeling af en graf G er en opdeling { A, B} af V(G), sé A ikke er sammenhaengende, og
B ikke er antisammenhaengende. o

Bemeerk, at nar {A, B} er en skev opdeling i G, sa er {B, A} en skaev opdeling i G.

3.1 Balancerede skaeve opdelinger

Definition 3.2 (Balanceret skaev opdeling)
Lad G veere en Berge graf og lad {A, B} veere en skaev opdeling i G. Hvis {A, B} er et balanceret
par, da siges G at have en balanceret skeev opdeling. o

Definition 3.3 (Komponent i A og antikomponent i B)

En maksimal sammenhangende delmaengde af en ikke-tom meengde A C V(G) kaldes en kompo-
nent i A, og en maksimal antisammenhangende delmengde af en ikke-tom delmaengde B C V(QG)
kaldes en antikomponent i B, hvor komponenterne og antikomponenterne skal veere disjunkte. ©

Lad Ai,..., A, veere komponenterne i A C V(G), s& skal der ifplge definition 3.3 gaelde, at for
u,v € A; findes der en vej mellem v og v, og for u € A; og v € A;, hvor i # j, findes der ikke en vej
mellem dem. Lad By, ..., B, veere antikomponenterne i B C V(G), s skal der ifplge definition 3.3
gelde, at alle antikomponenterne er komplette til hinanden, for ellers vil de ikke veere maksimale.

Lemma 3.4
Lad G veere en Berge graf, og antag, at G har en skeev opdeling { A, B}, s& enten en komponent i
A eller en antikomponent i B kun indeholder ét punkt. Da har G en balanceret skaev opdeling. ¢

Bevis
Lad A4,...,A,, vere komponenterne i A, og lad Bi,..., B, vere antikomponenterne i B. Der-
med er meengderne Ay, ..., A,,, for m > 2, parvis disjunkte og ikke-tomme, ligesom meengderne
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Bi,...,By, for n > 2 er parvis disjunkte og ikke-tomme. Ved at tage komplementer, hvis ngd-
vendigt, kan det, pa grund af lemmaets antagelser, antages, at |A1]| = 1, lad det veere 41 = {aq}.
Lad N veere meengden af punkter i G, der er nabo til a;. Dermed er N C B, da naboer i A ville
gore, at |A1| > 1, idet mindst én nabo sa ville kunne medtages i A;. Da N C B er naboerne til
a1, er V(G) — N ikke sammenhaengende.

Antag, at N ikke er antisammenheengende. Da er {V(G)— N, N} en skaev opdeling af V(G), og det
skal vises, at {V(G) — N, N} er et balanceret par. Det vil sige vise, at der for {V(G) — N, N} ikke
findes en 2-vej af ulige leengde mellem to ikke-nabopunkter i N, hvis indre tilhgrer V(G) — N, og
der ikke findes en anti 2-vej af ulige leengde mellem to nabopunkter i V/(G) — N, hvis indre tilhgrer
N. To punkter i IV, der er ikke-naboer, méa ngdvendigvis tilhgre samme antikomponent, for da alle
antikomponenter er komplette til hinanden, vil to punkter i hver sin komponent vaere naboer. De
to ikke-nabopunkter har ogsa, som en fglge af at alle antikomponenter er komplette til hinanden,
feelles naboer. Antag, at der findes en 2-vej af ulige leengde mellem to ikke-nabopunkter i N, hvis
indre tilhgrer V(G) — N. Da danner anti 2-vejen sammen med punktet a; et hul af ulige leengde.
Dermed findes der ikke en sddan 2-vej. Da der per definition ikke findes veje mellem punkter i
forskellige komponenter i A, er komponenterne antikomplette til hinanden, og den eneste méade,
to punkter kan veere naboer i V(G) — N, er ved at tilhgre samme komponent. Det vil sige, at hvis
der findes en anti 2-vej af ulige leengde mellem to nabopunkter i V(G) — N, hvis indre tilhgrer N,
da haves et hul af ulige leengde. Dermed findes der ikke en saddan anti 2-vej. Det vil sige, at nar N
ikke er antisammenhaengende, da har G en balanceret skeev opdeling.

Antag derfor, at N er antisammenhaengende. Det vil sige, at N er en delmaengde afen af By, ..., B,,
lad det veere B;. Veelg by € Bo. Her er N’ = N U {by} ikke antisammenhzengende, idet by er kom-
plet til By, og V(G)— N’ er ikke sammenhengende. Dermed er {V(G)— N’, N’} en skaev opdeling
af V(@), hvilket analogt med ovenstaende kan vises er et balanceret par. Det vil sige, at ogsi nar
N er antisammenhangende, si har G en balanceret skeev opdeling. ([

3.2 Lgse skaeve opdelinger

I dette afsnit indfgres endnu en type skeeve opdelinger. Det vises, at hvis en graf har en sakaldt lgs
skeev opdeling, da har den en balanceret skaev opdeling. Dermed, hvis der om en skaev opdeling kan
konkluderes, at opdelingen er lgs, da kan den ikke veere et minimalt modeksempel til den steerke
perfekte graf seetning. Dette viser sig senere hensigtsmaessigt, da det ikke altid er muligt at afggre,
om en skeev opdeling er balanceret, men maske muligt at afggre, om den er en lgs skeev opdeling.

Definition 3.5 (Lgs skaev opdeling)
En skaev opdeling {A, B} af V(G) er lgs, hvis en af folgende gaelder:

(i) Et punkt i B er antikomplet til en komponent i A.

(i) Et punkt i A er komplet til en antikomponent i B.

Lemma 3.6
Lad G veere en Berge graf, der har en lgs skaev opdeling, da har G en balanceret skaev opdeling. ¢

Bevis

Lad {A, B} veere en lgs skeev opdeling af V(G), hvilket vil sige, at enten har et punkt i B ingen
naboer i en komponent i A, eller s er et punkt i A komplet til en antikomponent i B. Det
kan altsd antages ved at tage komplementer, hvis det er ngdvendigt, at et punkt i B ikke har
naboer i en komponent i A. Fasthold G, valg en skeev opdeling {A, B}, en komponent 4; i A
og en antikomponent By i B med |B| — 2|B;| mindst mulig, s et punkt i B; ikke har naboer i
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A;. Lad de andre komponenter i A veere As, ..., A, og lad de andre antikomponenter i B veere
By, ..., B,. Fralemma 3.4 kan det antages, at |4;| > 2 og |B;| > 2, for ellers har G en balanceret
skeev opdeling, og lemmaet er opfyldt. Det skal vises, at den skeeve opdeling { A, B} alligevel er et
balanceret par.

Pastand: For 2 < j < n er intet punkt i A komplet til B; eller komplet til By, og ethvert punkt i
B — B; har en nabo i A;.

For at vise forste del af pastanden antages, at et punkt v € A er komplet til By, men ikke er komplet
til By. Lad A} = Ay, hvisv ¢ Aq, og ellers lad A) veere en maksimal sammenhaengende delmaengde
af Ay — {v}. Det vil sige, at A er ikke-tom, da det blev antaget, at |A;| > 2. Lad A’ = A — {v},
og lad B’ = BU {v}. Det vil sige, at By er en antikomponent i B’, da B’ er hele B samt ét punkt,
der er komplet til By. Altsd er komponenterne i A’ ikke sammenheengende, og komponenterne i
B’ er ikke antisammenhaengende. Det vil sige, at {A’, B’} er en skeev opdeling. Da {A’, B’} er en
skeev opdeling, haves en modstrid med, at By er en antikomponent med |B| — 2|B| mindst mulig,
s& et punkt i By ingen naboer har i A;. Modstriden er opnaet, da v ikke er komplet til By, og
dermed er indeholdt i By, hvormed |B1] er blevet et punkt stgrre. Det vil sige, at |B| — 2|B;| nu
er mindre end fgr, hvilket er i modstrid med minimaliteten af |B| — 2|B;|. Antagelsen, om at der
findes et punkt i A, der er komplet til By, er forkert, sa forste del af pastanden er vist.

For at vise anden del af pastanden antages, at et punkt v € By har en ikke-nabo i A;. Da |Ba| > 2,
folger, at {A U {v}, B — {v}} er en skeev opdeling af V(G), hvilket igen er i modstrid med, at By
er en antikomponent med |B| — 2|B;| mindst mulig, si et punkt i By ingen naboer har i A;. Det
vil sige, at v € By ma have en nabo i A;, og dermed er anden del af pastanden vist.

Ifplge lemma 2.13 er {44, B;} et balanceret par, for 2 < j < n, da et punkt tilhgrende B; er
komplet til B; og ikke har naboer i A;. Da G er en Berge graf, {A;, B;} er et balanceret par for
2<j<n,og A CV(G)— (A1 UBj), kan lemma 2.15 anvendes. Idet A; er sammenhsengende,
ethvert punkt tilhgrende B; har en nabo i A;, og {41, A;} er et antikomplet par, folger af lemma
2.15(i), at {A;, Bj} er et balanceret par, for 2 < i < m og 2 < j < n. Det mangler at blive vist, at
alle par {A;, By} er balancerede par. Lad 1 < i < m, og lad A} veere meengden af punkter i A4;, der
ikke er komplette til B;. Fra pastanden haves, at intet punkt i A} er komplet til Ba, og {A}, B2}
er ifplge lemma 2.15(47) et balanceret par. P4 samme made er intet punkt i A komplet til By, og
dermed er {A}, B1} ifplge lemma 2.15(i¢) et balanceret par. Ifglge pastanden er A, = A;, da intet
punkt i A er komplet til en komponent i B, og dermed er {A;, B1} ogsi et balanceret par. Dette
viser, at {A, B} er et balanceret par, og dermed er {A, B} en balanceret skaev opdeling. O

Lemma 3.7
Lad {A, B} vaere en skaev opdeling i en Berge graf G. Hvis et af fplgende gealder:

(¢) der findes punkter u,v € B, som er forbundet af en 2-vej af ulige laengde, hvis indre tilhgrer
A, og er forbundet af en 2-vej af lige leengde, hvis indre tilhgrer A.

(i4) der findes punkter u,v € A, som er forbundet af en anti 2-vej af ulige leengde, hvis indre
tilhgrer B, og er forbundet af en anti 2-vej af lige laengde, hvis indre tilhgrer B.

Da er {A, B} en lgs skeev opdeling, og G vil derfor have en balanceret sksev opdeling. o

Definition 3.8 (2-vej par og anti 2-vej par)

Lad {A, B} vaere en skaev opdeling i en graf G. Lad Ay, ..., A,, vere komponenterne i A, og lad
Bi,..., B, veere antikomponenterne i B. Hvis der for 1 < i < m og 1 < j < n findes en 2-vej
af ulige laengde i G, hvis endepunkter ikke er nabopunkter i Bj, og hvis indre tilhgrer A;, sa
kaldes (i,7) et 2-vej par. Hvis der findes en anti 2-vej af ulige laengde i G, hvis endepunkter er
nabopunkter i A;, og hvis indre tilhgrer Bj, sa kaldes (i,j) et anti 2-vej par. S
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I en balanceret skaev opdeling er det netop 2-vejen og anti 2-vejen i et 2-vej par henholdsvis anti
2-vej par, der ikke ma findes.

Lemma 3.9
Lad {A, B} veere en skav opdeling i en Berge graf G. Lad Ay, ..., A, vere komponenterne i A,
og lad Bi,..., B, vere antikomponenterne i B. Da vil en af folgende veere opfyldt:

(i) {A, B} er et balanceret par eller en lgs skeev opdeling.
(i) For1<i<mogl<j<mner(ij) et 2-vej par for alle i og j.

(#i1) For1<i<mogl<j<mner(ij) et anti 2-vej par for alle i og j.

Bevis
Det kan antages, at {A, B} ikke er en lgs skeev opdeling og ikke er et balanceret par, for ellers ville
(i) veere opfyldt.

Pastand: Hvis der for et i,j findes en 2-vej af ulige leengde mindst fem med endepunkter ¢ B; og
indre i A;, sd er lemmaet opfyldt.

Antag, at der findes en sadan 2-vej for i = j = 1. Lad det veere Py : by,p1,...,pk, b}, hvor
b1,b) € By, og p1,...,pk € Ar. Dermed har P; endepunkter i By og indre i A;.

Da Bi,..., B, er antikomponenter i B, vil By,..., B, alle veere komplette til hinanden. Hermed
er endepunkterne by og b; i P; komplette til B;. Ingen indre punkter i P; er komplette til Bj,
da det ville betyde, at {A, B} er en lps skeev opdeling. Hermed kan lemma 2.2 benyttes, og B;
vil indeholde et afhop for P;, da P; har leengde mindst fem, og P; ikke har indre punkter, som
er komplette til B;. Et afhop for P, i B; betyder, at der findes punkter bj,b; € Bj, som ikke
er naboer, sa kanterne b;b1, bjp1, b;by, Vb1, bipy og bib} findes i G. Dermed findes der en 2-vej
bj,p1,- .., Pk, b;- af ulige leengde mindst fem. Dette betyder, at (1,7) er et 2-vej par, da der findes
en 2-vej af ulige laengde, hvis endepunkter ikke er nabopunkter i Bj, og hvis indre tilhgrer A;. Det
er nu vist, at (i7) er opfyldt fori =1 og 1 < j < n.

Lad 2 <i<mogl<j<n.Idet {A, B} ikke er en lgs skeev opdeling, vil der ikke findes punkter
i B, som ikke har naboer i en komponent i A. Dermed vil bade b; og b; have naboer i A;. Da A;
er en sammenhangende delgraf, vil der findes en 2-vej P, mellem b; og b;-, hvis indre tilhgrer A;.
Hvis P, har lige leengde, s folger af lemma 3.7(7), at {A, B} er en lgs skeev opdeling, hvilket den
er antaget ikke at veere, sd derfor m& P, have ulige leengde. Dermed er (i, j) ogsé et 2-vej par for
2<i<mogl<j<n.

Det er hermed vist, at det ved at tage udgangspunkt i 2-vej parret (1,1) kan vises, at (1, 5), for
2 < j < m, er et 2-vej par, og (4,7), for 2 < i <mog 1l < j < n, er et 2-vej par. Det vil sige, at
(1,7), for 1 <i<mogl < j<mn,er et 2-vej par, hvormed (i7) er opfyldt. Pastanden er dermed
vist.

Hermed kan det antages, at for alle i, j vil hver 2-vej af ulige leengde mindst tre med endepunkter
tilhgrende B; og indre tilhgrende A; have leengde tre. Ligeledes vil hver anti 2-vej af ulige leengde
mindst tre med endepunkter tilhgrende A; og indre tilhgrende B; have leengde tre, for ellers haves
tilfaeldet i pastanden, hvor lemmaet er opfyldt.

Da en 2-vej af leengde tre ogsa er en anti 2-vej af leengde tre, vil hvert 2-vej par ogsa veere et anti
2-vej par.

Antag, at (1,1) er et 2-vej par, altsd at der findes by,b] € By og a1,a] € Ay, s& by, a1,a),b) er en
9-vej P.

Lad 2 < i < m. Idet by og b} begge har naboer i A;, da {A, B} ellers er en lgs skaev opdeling, findes
der en 2-vej mellem dem, hvis indre tilhgrer A;. Fra lemma 3.7(7) har denne 2-vej ulige leengde.
Ifplge pastanden vil lemmaet veere opfyldt, hvis denne 2-vej har leengde mindst fem, sa derfor ma
den have leengde tre. Dermed vil der findes a;,a; € A;, s& by, a;,al, b} er en 2-vej. Altsé er (i,1) et
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3.2. Lgse skaeve opdelinger

2-vej par.

Lad 1 <i<mog2<j<n. Idet b; og b; begge har naboer i A;, findes der en 2-vej mellem dem,
hvis indre tilhgrer A;. Denne 2-vej har laengde tre. Dermed vil der findes a;, a; € A;, s b, a;, a;, b/;
er en 2-vej. Altsa er (i, ) et 2-vej par.

Det er hermed vist, at (i,j) er et 2-vej par for alle ¢ og j. Desuden er (i,j) et anti 2-vej par.
Dermed er (i1) og (iit) opfyldt. O

Lemma 3.10

Lad G veere en Berge graf. Antag, at der findes en opdeling af punktmaengden V (G) i fire ikke-
tomme mengder X, Y, L og R, sé der ikke findes kanter mellem L og R, og {X,Y} er et komplet
par. Hvis en af fplgende er opfyldt:

(i) Et punkt i X UY har ingen naboer i L eller ingen naboer i R.
(i) Et punkt i LU R er komplet til X eller komplet til Y.

(#4t) {L,Y} er et balanceret par.
Da vil G have en balanceret skav opdeling. o

Bevis

Her vil {LU R, X UY} udggre en skeev opdeling, idet L U R ikke er sammenhengende, da L og R
ikke har kanter mellem sig, og X UY ikke er antisammenhaengende, da {X,Y} er et komplet par.
Det folger af lemma 3.6, at hvis {L U R, X UY} er en lgs skaev opdeling, s& har G en balanceret
skeev opdeling. Det kan derfor antages, at {L U R, X UY} ikke er en lgs skaev opdeling. Dermed
findes der ikke et punkt i X UY', som ikke har naboer i en komponent i L U R, og der findes ikke
et punkt i L U R, som er komplet til en antikomponent i X eller komplet til en antikomponent i
Y. Det vil sige, at (i) og (i7) ikke er opfyldt. Derfor antages, at (¢i7) holder, altsa at {L,Y} er et
balanceret par.

Lad A4,..., A, vere komponenterne i LUR, og lad By, ..., B, veere antikomponenternei X UY .
Idet X,Y, L og R alle er ikke-tomme, vil der altid findes en komponent A;, hvor 4; C L, og der vil
altid findes en antikomponent B;, hvor B; C Y. Da {L,Y} er et balanceret par, vil der ikke findes
en 2-vej af ulige laengde mellem to ikke-nabopunkter i B;, hvis indre tilhgrer A;, og der findes ikke
en anti 2-vej af ulige leengde mellem to nabopunkter i A;, hvis indre tilhgrer B;. Det vil sige, at
(i,7) hverken er et 2-vej par eller et anti 2-vej par. Antagelserne i lemma 3.9 er opfyldte for den
skeeve opdeling {L U R, X UY}. Lemma 3.9(i%)-(ii) er ikke opfyldt, da (i, ) hverken er et 2-vej
par eller et anti 2-vej par, og lemma 3.9(i¢)-(i47) kreever, at det geelder for alle i og j. Dermed méa
lemma 3.9(4) geelde, og da {L U R, X UY} ikke er en lgs skeev opdeling, m& {L U R, X UY} veere
et balanceret par og dermed en balanceret skeev opdeling. O

Definition 3.11 (Kerne)

Lad {A, B} veere en skeev opdeling af en graf G. Da siges en antisammenhgengende delmaengde W
af B at veaere kerne for den skeeve opdeling, hvis en komponent i A ikke indeholder et punkt, som
er komplet til W. o

Lemma 3.12

Lad {A, B} vaere en skev opdeling i en Berge graf G. Lad W vere kerne for den skaeve opdeling.
Lad Ay veere en komponent i A, og antag, at {A;, W} er et balanceret par. Da vil G have en
balanceret skaev opdeling. o
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3.3. Minimalt modeksempel

Lemma 3.13
Lad G veere en Berge graf, lad {A, B} veere en skev opdeling i G, og lad W veere kerne for den
skseve opdeling. Lad A, veere en komponent i A, og antag folgende:

(i) Ethvert par af ikke-nabopunkter i W, som har naboer i A;, er forbundet af en 2-vej af lige
leengde, hvis indre tilhgrer A;.

(i4) Ethvert par af nabopunkter i Ay, som har ikke-naboer i W er forbundet af en anti 2-vej af
lige laengde, hvis indre tilhgrer W.

Da har G en balanceret skaev opdeling. o

Bevis

Lad wy,ws € W veere to vilkérlige ikke-nabopunkter i W, som har naboer i A;. Hvis w; og ws
ogsé er forbundet af en 2-vej af ulige leengde, hvis indre tilhgrer A;, sd har G ifglge lemma 3.7
en balanceret sksev opdeling. Det kan dermed antages, at der ikke findes en 2-vej af ulige lzengde
mellem to ikke-nabopunkter i W, hvis indre tilhgrer A;.

Lad a,b € A; veere to vilkarlige nabopunkter i A1, som har ikke-naboer i W. Hvis a og b ogsa er
forbundet af en anti 2-vej af ulige leengde med indre tilhgrende W, sé folger af lemma 3.7, at G
har en balanceret skaev opdeling. Det kan derfor antages, at der ikke findes en anti 2-vej af ulige
leengde mellem to vilkarlige nabopunkter i A;, hvis indre tilhgrer W.

Definition 2.12 giver dermed, at {A;, W} er et balanceret par, hvormed G ifplge lemma 3.12 har
en balanceret skaev opdeling. O

3.3 Minimalt modeksempel

I dette afsnit vises, at et minimalt modeksempel ikke kan have en balanceret skeev opdeling, hvilket
er hovedresultat (i) fra kapitel 1.

Lemma 3.14
Lad G veere et minimalt modeksempel, og lad { A, B} vaere en skeev opdeling i G. Lad Ay, Aa, ..., Ap,
vaere komponenterne i A, og lad By, Bs, ..., B, vare antikomponenterne i B. Da geelder, at

(i) for alle i, hvor 1 < i < m, findes der et j, hvor 1 < j < n, sd (i,j) er et 2-vej par eller et
anti 2-vej par.

(1i) for alle j, hvor 1 < j < n, findes der et i, hvor 1 < i < m, si (i,j) er et 2-vej par eller et
anti 2-vej par.

Det er nu muligt at vise hovedresultat () fra kapitel 1.

Saetning 3.15
Lad G veere et minimalt modeksempel. Da har G ikke en balanceret skaev opdeling, og dermed
har G ikke lgs skeev opdeling. o

Bevis

Ifglge definition 2.12 er en skeev opdeling { A, B} et balanceret par, hvis der ikke findes en 2-vej af
ulige laeengde mellem to ikke-nabopunkter i B, hvis indre tilhgrer A. Desuden méa der ikke findes
en anti 2-vej af ulige leengde mellem to nabopunkter i A, hvis indre tilhgrer B. Ifglge lemma 3.14
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vil der i et minimalt modeksempel indeholdende en skeev opdeling {A, B} netop findes en sddan
2-vej af ulige leengde mellem to ikke-nabopunkter i B, hvis indre tilhgrer A. Ydermere vil der ogsa
findes en anti 2-vej af ulige leengde mellem to nabopunkter i A, hvis indre tilhgrer B. Derfor kan
et minimalt modeksempel ikke have en balanceret skeev opdeling. Det fglger af lemma 3.6, at et
minimalt modeksempel ikke kan have en lgs skeev opdeling. O

Hermed er det vist, at et minimalt modeksempel til den steerke perfekte graf seetning ikke kan
have en balanceret skeev opdeling. Dette betyder, at hvis der, om de fremover betragtede grafer,
kan konkluderes, at de har en balanceret skeev opdeling, da behgves disse grafer ikke leengere at
blive betragtet. Fremover forsgges det at udelukke strukturer fra de minimale modeksempler.
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Kapitel 4

Indfgrelse af prismer og
dobbeltdiamanter

I dette kapitel introduceres de to fgrste strukturer, som senere udelukkes fra et minimalt modek-
sempel. Under forudseetninger, om at visse strukturer ikke kan eksistere i et minimalt modeksem-
pel, vises det i dette kapitel, at et minimalt modeksempel ikke kan have en skeev opdeling.

Definition 4.1 (Prisme)

En graf G kaldes en prisme, hvis den bestir af to trekanter {a1,as,as} og {b1,ba,bs} og tre 2-veje
Py, Py og P3, hvor, for 1 <i <3, a; og b; er endepunkter for P;. Desuden er a;a; og b;b; de eneste
kanter mellem V (P;) og V (P;). Her siges 2-vejene Py, P» og P3 at danne en prisme, og grafen siges
at vaere en aflang prisme, hvis mindst én af 2-vejene har lzengde mindst to. o

Bemeerk, at det for 2-vejene Pi, P> og Ps er tilladt, at P; = a;b;, hvilket vil sige, at P; er lig en
enkelt kant.

Definition 4.2 (Lige og ulige prisme)

Lad P;, for i = 1,2,3, vaere en 2-vej i G, sa de tre 2-veje danner en prisme. Prismen er lige, hvis

de tre 2-veje Py, P> og Ps har lige leengde, og prismen er ulige, hvis de tre 2-veje har ulige laengde.
S

Bemeerk, at leengden af de tre 2-veje i en prisme altid vil have samme paritet, da der ellers dannes
huller af ulige leengde. P4 figur 4.1(a) ses et eksempel pa en prisme.

Definition 4.3 (Dobbeltdiamant)
En graf G kaldes en dobbeltdiamant, hvis den bestar af otte punkter ay,...,a4, b1,...,bs 0g
folgende kanter: aias, aias, asas, asayq, azaq,bi1bs, b1bs, babs, baby, bsby og a;b; for 1 < i < 4. o

Bemseerk, at hvis G er en dobbeltdiamant, sa er G det ogsa.
P4 figur 4.1(b) ses et eksempel pa en dobbeltdiamant.

aq by
ai P by
) L as ba
b2 ‘-'
ay by
(a) (b)

Figur 4.1: Eksempel pa en prisme og en dobbeltdiamant.
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I fplgende seetning bliver K3 3 anvendt til at danne grafen L(K33 — e), som er fremkommet ved
at fjerne én kant e fra K33 og derefter at danne liniegrafen, se figur 4.2.

1 2
75
>
2]
Kss—e L(Ks,3 —e)

Figur 4.2: Eksempel pa K33 —e og L(K33 —e).
Saetning 4.4

Lad G vaere en Berge graf, der har en sksev opdeling { A, B}. Da vil enten { A, B} veere et balanceret
par, eller sa vil G eller G indeholde en aflang prisme, en dobbeltdiamant eller en L(K3 3 — €) som

induceret delgraf. o
Bevis

Antag, at { A, B} ikke er et balanceret par. Da er { A, B} ifglge lemma 3.6 ikke en lgs skeev opdeling.
Lad A;, Ao, ..., A, veere komponenterne i A, og lad By, Bs, ..., B, vere antikomponenterne i B.

Ifplge lemma 3.9 vil G enten have et 2-vej par (i, j) eller et anti 2-vej par (i, j) for alles € {1,...,m}
og j € {1,...,n}. Antag, at der findes et 2-vej par (i, j), der udggr en 2-vej P : p1,...,pk, hvor
k > 6, endepunkterne tilhgrer Bj, og de indre punkter tilhgrer A;. Det antages, at i = j = 1, da de
resterende tilfaelde kan vises analogt. Hermed vil endepunkterne i P veere komplette til de andre
Bj-maengder, for 2 < j < n. Specielt er endepunkterne p; og px komplette til By, og da {A, B}
ikke er en lgs skeev opdeling, vil de indre punkter pa,...,pr_1 ifolge definition 3.5(i7) ikke veere
komplette til By, idet de tilhgrer A;. Ifplge lemma 2.2 indeholder Bs et afhop for P. Lad dette
afhop besta af punkterne x og y, se figur 4.3.

P1 P2 p3s Pk—2Pk—1Pk
z Yy

Figur 4.3: 2-vejen P og et afhop z,y for P.

Betragt den inducerede delgraf ((V(P) U {x,y}))¢. Denne delgraf er en aflang prisme, hvor
{p1,p2, 2} og {y, pk—1,pk} udger trekanterne, hvormed seetningen er opfyldt i dette tilfzelde.

Hvis G indeholder en anti 2-vej af ulige leengde mindst fem, hvis endepunkter tilhgrer en maengde
A;, og hvis indre tilhgrer en meengde B;, vil G indeholde en 2-vej af ulige leengde mindst fem, hvis
endepunkter tilhgrer A; og hvis indre tilhgrer B;. Dermed vil G indeholde en aflang prisme som
induceret delgraf, og ssetningen er opfyldt.

Antag derfor, at der i G ikke findes en 2-vej af ulige leengde mindst fem, hvis endepunkter tilhgrer
Bj, og hvis indre tilhgrer A;, og antag, at der ikke findes en anti 2-vej af ulige leengde mindst fem,
hvis endepunkter tilhgrer A;, og hvis indre tilhgrer B;. Hermed vil ethvert 2-vej par veere et anti
2-vej par, da de tilhgrende 2-veje og anti 2-veje har leengde tre, og dermed bade er 2-veje og anti
2-veje. Altsd er for eksempel (1,1) et 2-vej par og et anti 2-vej par. Betragt (1,1) som et 2-vej
par. Det vil sige, at der findes b1,b] € By, som ikke er naboer og to nabopunkter aq,a} € A; si
b1, a1,a},b] udger en 2-vej. At {A, B} ikke er en lgs skaev opdeling, betyder blandt andet, at intet
punkt a; er komplet til en maengde B;. Derfor har punkterne a1 og a}j begge mindst én ikke-nabo
i Bo. Lad a; veere ikke-nabo til ba, og lad o) veere ikke-nabo til b}, se figur 4.4.
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Figur 4.4: 2-vejen by, a1, a}, b} og de to punkter by og bj, hvor de stiplede linier indikerer eventuelle
kanter.

Kanterne aqby og ajbs ma ngdvendigvis findes i grafen, for ellers danner by, aq,a],b],bs eller
b1, a1, al, b, by et hul af ulige leengde fem, hvilket ikke findes i en Berge graf. Altsd ma by, a}, aq, b5
udggre en 2-vej.

Da {A, B} ikke er en lps skeev opdeling, har alle punkter b; mindst én nabo i meengderne Ay, ..., Ap,.
Derfor har punkterne b; og b} begge naboer i As, si lad as veere nabo til by, og lad af, veere nabo
til b}. Da (2,1) ogsa er et 2-vej par, har by, as, ab, b} leengde tre. Kanterne asb) og abb; findes ikke
i grafen, for ellers ville a1, ag, a}, b1, b} henholdsvis a1, aj, a}, b1, b) danne antihuller af leengde fem,
se figur 4.5.

Figur 4.5: Situationen, hvor b; og b} har naboer as henholdsvis aj.

Desuden mé by veere nabo til et af punkterne ag eller a}, for ellers er b, by, as,ah,b] et hul af
leengde fem. Tilsvarende vil b}, veere nabo til et af punkterne aq eller a}. Det kan ikke forekomme,
at bo og b, har en falles nabo blandt as og a}, for hvis for eksempel as er nabo til bade by og
b, s& vil ag,be, a), a1, by veere et hul af leengde fem. Det vil sige, at der findes preecis to kanter
mellem {ag, a)} og {ba, b4}, og der er to muligheder for kanterne mellem {as, ab} og {ba, b5 }. Disse
to muligheder ses pa figur 4.6.

by a1 izll b}
bo b

(b)
Figur 4.6: De to muligheder for kanter mellem {as, a5} og {bs, b5}.

Fra figur 4.6 ses det, at (a) er isomorf med en dobbeltdiamant ved, i forhold til figur 4.1, at
ab = ay,by = a2, b} = ag,al = a4, a2 = by,by = ba, by, = b3 og ay = by. Tilsvarende er (b) isomorf
med en L(K3 3—e) ved, i forhold til figur 4.2, at by = 1,05, = 2,a; = 3,a2 = 4,a, =5,a} =6,bo =7
og by = 8. Analogt kan det vises for (7, j) veerende et anti 2-vej par. Det vil sige, at nar det antages,
at {A, B} ikke er et balanceret par, sa vil G eller G indeholde en aflang prisme, en dobbeltdiamant
eller L(K33 —e). O

Med denne s@tning er det vist, at hvis L(K3 3 — e), aflange prismer og dobbeltdiamanter kan
udelukkes som strukturer i et minimalt modeksempel, da har et minimalt modeksempel ikke en
skeev opdeling, idet szetning 3.15 giver, at et minimalt modeksempel ikke har en balanceret skeev
opdeling. Derfor betragtes i anden del af denne rapport grafer, som har en induceret delgraf, der er
isomorf med en liniegraf, i hdb om at udelukke disse grafer som minimale modeksempler. I tredje
del af denne rapport betragtes grafer, der indeholder prismer som inducerede delgrafer, for ogsa at
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udelukke disse grafer som minimale modeksempler. I fjerde del af denne rapport betragtes grafer,
der indeholder dobbeltdiamanter som inducerede delgrafer for ogsa at udelukke disse grafer.

Side 30 Kapitel 4. Indfgrelse af prismer og dobbeltdiamanter



Del 11

Liniegrafer

Side 31






Kapitel 5

Generelt om liniegrafer

I denne del af rapporten betragtes de grafer, som har en induceret delgraf, der er isomorf med en
liniegraf. Malet er at vise, at en graf, der har L(K3 3 — e) som induceret delgraf, ikke kan veere
et minimalt modeksempel. Hvis grafen K33 — e betragtes, ses det, at denne graf er en todelt
graf. Desuden er den en underdeling af K4, idet K33 — e har to punkter af grad to, som kan
betragtes som en underdeling af to kanter i Ky, hvor K4 er en 3-sammenhaengende graf. Dette
giver anledning til kun at betragte grafer, som indeholder en induceret delgraf, der er isomorf
med liniegrafen af en todelt underdeling af en 3-sammenhgengende graf. I de fglgende fire kapitler
betragtes altsa en 3-sammenhaengende graf J, en graf H, som er en todelt underdeling af J, og
grafer G, som indeholder en induceret delgraf, der er isomorf med L(H).

I kapitel 6 vises resultater om en graf H, der er en todelt underdeling af en 3-sammenhaengende
graf. I kapitel 7 betragtes liniegrafen af H, hvor denne findes i grafen G, som er en Berge graf. [
kapitel 8 betragtes en speciel form for liniegraf af en underdeling af K4, som kaldes knuder. I det
sidste kapitel i denne del af rapporten praesenteres strengsystem og samling af strenge. Kapitlet
afsluttes med at bevise hovedresultaterne (47)-(iv) fra kapitel 1.

Falles for de tre hovedresultater (ii)-(iv) er, at en Berge graf G vises enten at have en balanceret
skeev opdeling, indeholde et 2-vedhaeng, eller udseendet af G kan preeciseres. I hovedresultat (i),
praeciseres G til at kunne veere en liniegraf af en todelt graf, eller hvis G indeholder en induceret
delgraf, der er isomorf med liniegrafen af en todelt underdeling af K4, sa er liniegrafen degenereret.
I hovedresultat (ii7) og (iv) preeciseres udseendet af G, til at det for enhver todelt underdeling H
af K4 geelder, at hverken G eller G indeholder en induceret delgraf, der er isomorf med liniegrafen
af H. Desuden vil G i hovedresultat (i7i) kunne vaere liniegrafen af K 3, og i hovedresultat (iv)
vil G kunne vaere en bicograf.
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Kapitel 6

Cykliske 3-sammenhangende
gratfer

I dette kapitel betragtes graferne J og H, og der fremsaettes resultater om disse som benyttes
i de efterfolgende kapitler. Som udgangspunkt betragtes H blot som en underdeling af en 3-
sammenhaengende graf J og ikke ngdvendigvis som en todelt underdeling.

Definition 6.1 (Underdeling)

Underdeling af en kant i en graf J er en proces, hvor en kant e = uwv € E(G) fjernes, et nyt punkt
w tilfgjes grafen, og kanterne uww og wv indsaettes. Der kan foretages flere pa hinanden falgende
underdelinger. Hermed fremkommer en ny graf H, som siges at vaere en underdeling af J. o

Definition 6.2 (Forgrening og forgreningspunkt)
Et forgreningspunkt i en graf H er et punkt v, hvor deg(v) > 3. En forgrening i H er en maksimal
2-vej, saledes at ingen indre punkter pa vejen er et forgreningspunkt. o

Definition 6.3 (Cyklisk 3-sammenhangende graf)
Lad J veere en 3-sammenhzengende graf. Lad H veere en underdeling af J, da siges H at veere en
cyklisk 3-sammenhzngende graf. o

Bemerk, at nar en graf J underdeles, fremkommer kun punkter af grad to. Idet J er 3-sam-
menheengende, folger af ssetning 3.20 i [Chartrand & Lesniak, 1996], at §(J) > 3, og dermed er
V(J) C V(H) meengden af forgreningspunkter i H.

Bemeerk, at ved at fjerne et forgreningspunkt fra en cyklisk 3-sammenhaengende graf, sa er grafen
stadig sammenhzengende, da der mellem to forgreningspunkter altid findes tre veje. Dog kan der
ikke altid fjernes to forgreningspunkter, da dette i nogle tilfzelde vil dele grafen i en 2-vej, frem-
kommet ved underdelingen, og resten af grafen.

Bemeerk yderligere, at en cyklisk 3-sammenhzengende graf altid vil have en delgraf, der er iso-
morf med en underdeling af Ky. Dog er denne delgraf ikke altid induceret. Den mindste 3-
sammenhaengende graf er Ky, sa der vil altid findes mindst fire punkter i en 3-sammenhaengende
graf. Veelg fire punkter a,b,c og d i en 3-sammenhangende graf, og det skal s& vises, at grafen
indeholder en eventuelt underdelt K4. Mellem to punkter a og b findes der mindst tre veje, sa der
kan veelges en, som ikke benytter nogen af de andre punkter ¢ og d. Mellem a og c vil der ligeledes
findes en vej, som ikke benytter b og d, men denne vej kan eventuelt have noget til feelles med
vejen fra a til b. Hvis de to veje har noget til feelles, sd omveelges a til at veere det sidste punkt pa
den falles del af vejene, hvilket vil sige, at der nu er to disjunkte veje, hvor den ene er fra a til
b, og den anden er fra a til c¢. Der skal nu findes en vej fra a til d, og der vil findes en, som ikke
indeholder b og c. Hvis denne vej har noget feelles med en af de to andre veje, sa veelges a blot om,
og dermed haves tre disjunkte veje. Ligeledes findes disjunkte veje mellem b og ¢, b og d samt c
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og d. Dermed haves en delgraf, som er en underdeling af K,, men da det kun er disjunkte veje, er
delgrafen ikke ngdvendigvis induceret.

Lemma 6.4
Lad H veere en todelt og cyklisk 3-sammenhaengende graf. Da vil et af folgende geelde:

(i) H=Ksgs.
(1i) H vil veere en underdeling af K.

(#i7) H vil indeholde en delgraf H', hvor H' er en underdeling af en K4, og hvor H' ikke indeholder
en kreds, hvis punktmaengde udger maengden af forgreningspunkter 1 H'.

<

Ud fra dette lemma faes, at todelte cykliske 3-sammenhaengende grafer vil vaere en af tre typer af
grafer. Denne opdeling af de todelte cykliske 3-sammenhaengende grafer betragtes igen i kapitel 7,
hvor den benyttes til at karaktererisere liniegraferne af cykliske 3-sammenhaengende grafer.

Lemma 6.5

Lad H veere en cyklisk 3-sammenhangende graf, og lad C' og D veere delgraferi H, sa CUD = H,
[V(CND)| <2 V(C)#V(H) og V(D) # V(H). Da vil enten C eller D veere indeholdt i en
forgrening i H. o

Bevis

Antag, at der findes u € V(C)—V(CND) ogwv € V(D)—V(CND), som begge er forgreningspunk-
ter i H. Dermed skal der findes tre disjunkte veje mellem de to punkter u og v. Dette er dog ikke
muligt, da |[V(C' N D)| < 2. Det vil sige, at kun én af C eller D kan indeholde et forgreningspunkt,
som de ikke er feelles om.

Hvis |V(C N D)| = 2, og begge punkter er forgreningspunkter, s& er lemmaet opfyldt, da enten C
eller D ikke vil indeholde andre forgreningspunkter.

Der kan altsa ikke findes forskellige forgreningspunkter i C' og D, sa dermed er C' eller D indeholdt
i en forgrening. O

Lemma 6.6

Lad H veere en graf, hvor ¢1,co € V(H) ikke er naboer, og H — {c1,c2} er sammenhangende. Lad
for i = 1,2 kanterne incidente med c¢; veere opdelt i to maengder A; og B;, hvor A; # (), og mindst
én af maengderne By og Bs er ikke-tom. Antag, at for enhver kant uw € A; U As er H — {u,w}
sammenhangende, og antag, at intet punkt i H er incident med samtlige kanter i A1 U As. Da vil
et af folgende gaelde:

(1) Hvis By # 0, sa findes der en vej P : p1,pa,...,px 1 H, hvor p1pa € A1, paps € By samt
c1 = p2, og hvor px_1px € Ao samt co = pi. Det vil sige, at der findes en vej i H med
forste kant tilhgrende A, anden kant tilhgrende B;, og dermed er andet punkt ¢y, sidste
kant tilhgrer A, og sidste punkt er cs.

(13) Hvis By # (), sa findes der en vej P : py,pa,...,pr i H, hvor p1ps € As, paps € By samt
co = P2, 0g hvor py_1pr € Ay samt ¢ = pg. Det vil sige, at der findes en vej i H med
forste kant tilhgrende As, anden kant tilhgrende Bs, og dermed er andet punkt cs, sidste
kant tilhgrer A, og sidste punkt er c;.
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Bevis

Meengderne A; og A bestar begge af kanter, hvis ene endepunkt er lig ¢; henholdsvis cy. Del
punkterne, der er incidente med kanter i Ay, op i to meengder X; og {c;}. Ligeledes seettes Xo
til at veere meengden af punkter forskellig fra ¢y, som er incidente med kanter i As. Tilsvarende
seettes, for i = 1,2, Y; lig meengden af punkter forskellige fra ¢;, som er incidente med kanter i B;.
Per antagelse ma bade X; og X5 veere ikke-tomme maengder, og mindst en af meengderne Y7 og
Y5 er ikke-tom, lad det veere Y7. Da det er antaget, at der ikke findes et punkt i H, som er incident
med samtlige kanter i A; U Az, mé | X; U X5| > 2. Altsd ma der findes et 21 € X1, sd 21 ¢ X, og
H —{cy1, 21} er en sammenhengende graf. Bade X3 og Y7 findes stadigi H —{c1, x1}, s& der findes
en vej @ :qi1,qa,...,q, mellem meengden Y7 og Xo UYs, da H — {c1, 21} er sammenheengende.
Det kan antages, at ¢; € Y7 og ingen andre punkter fra vejen tilhgrer Y;. Desuden kan det antages,
at g, € X2 UY5, og ingen andre punkter fra vejen tilhgrer X5 U Ys. Hermed vaelges den korteste
vej, hvilket medfgrer, at co ¢ Q, da alle ¢co’s nabopunkter tilhgrer X5 UY3. Da x1 ¢ Q, og ¢1 ¢ Q,
er punkt (¢) i lemmaet opfyldt, hvis ¢, € Xs, hvor py = 21,p2 = ¢1,03 = @1, -, Pk—1 = Gn OF
pr = c2. Derfor antages det, at ¢, € Ya. Hvis et punkt v fra X tilhgrer @, vil punkt (i7) veere
opfyldt, hvor p; € X5, p2 = c2,px—1 = v og pr = c1, da Xs indeholder mindst ét punkt, og ingen
punkter fra X tilhgrer @. Det vil altsa sige, at ingen af punkterne i @ tilhgrer X; U Xs.

Da H — {c1,c2} er sammenhengende, findes der en korteste vej Q1 fra X til Q, og tilsvarende
findes en korteste vej Q2 fra X5 til Q 1 H — {c1, 2}, se figur 6.1.

a Q gj

Figur 6.1: Udsnit af grafen med vejene @, Q1 og Q2 samt meengderne X1, X5, Y7 og Ys.

Lad g; veere det punkt, som () har feelles med @, og lad g; veere det punkt, som ()2 har feelles med
Q. Da X7 og X5 begge indeholder mindst ét punkt, henholdsvis z1 og x2, sa findes der nu en vej

T1,€1,q1,- -, 5, Q2, T2, co, der opfylder (i), og der findes en vej x2,c2,qn, Gn-1,- -, ¢, Q1, 21,1,
der opfylder (i7). O

Definition 6.7 (og(v))
Lad H vere en graf, og lad v € V(H), da betegner oy (v) meengden af kanter, der er incidente
medviH. 3

Bemeerk, at nar liniegrafen L(H) betragtes, bliver gg(v) til punktmeengden af en klike i L(H).

Definition 6.8 (Matte L(H))

Lad H veere en todelt og cyklisk 3-sammenhaengende graf, og lad X C E(H) veere en mangde af
kanter. Da siges X at maette L(H), hvis der for hvert forgreningspunkt v € V(H) hgjst findes én
kant e € g (v), som ikke tilhgrer X. o

Det vil for eksempel sige, at der for hver delgraf K3 C L(H) findes mindst to punkter fra K3 i X,
hvis X meetter L(H).

Kapitel 6. Cykliske 3-sammenhangende grafer Side 37



Definition 6.9 (Biparitet)

Lad H vaere en sammenhangende og todelt graf. Da siges punkter u,v € H at have lige biparitet,
hvis enhver vej mellem dem har lige leengde. Tilsvarende siges de at have ulige biparitet, hvis
enhver vej mellem dem har ulige laengde. o

Lemma 6.10
Lad H vere en todelt og cyklisk 3-sammenhaengende graf. Lad X C E(H) opfylde, at

(I) for enhver vej P C H af lige leengde mindst fire, hvis endekanter tilhgrer X, og hvis indre
kanter ikke tilhgrer X, har enhver kant i X et endepunkt i det indre af P.

(II) der ikke findes tre veje i H med et endepunkt b til fzelles og ellers disjunkte, s hver vej
indeholder en kant i X, og mindst to af de tre vejes kanter, der er incidente med b, ikke
tilhgrer X .

Da vil et af fplgende geelde:

(i) Mengden X meetter L(H).
(74) Der findes en forgrening B € H, si hver kant i X har et endepunkt i B.

(#4t) For |X| =2 findes der en vej P € H af lige laengde mindst fire med begge endekanter i X, sa
der findes et forgreningspunkt af H i P, der ikke er incident med nogen af P’s endekanter.

(iv) For |X| = 4 danner kanterne i X en kreds af leengde fire, hvis punkter alle er forgrenings-
punkter.

(v) Der findes to punkter c1,co € V(H) af ulige biparitet, som ikke tilhgrer samme forgrening
af H, s& X = op(c1) U on(c2).

Bevis
Beviset begynder med at vise en pastand.

Pastand 1: Der findes ikke en sammenhengende delgraf T C H — X og tre indbyrdes disjunkte
kanter x1,x9,x3 € X, sd hver x; har mindst et endepunkt ¢ T'.

For at vise denne pastand antages, at sddanne T, x1, 2 og x3 findes, og T er en maksimal sam-
menhaengende delgraf af H — X, hvilket vil sige, at naboer til T udenfor T' er forbundet af kanter
i X. Lad z; have endepunkter a; og b; for : = 1,2, 3, hvor a;, as og as kan velges, sa de har lige
biparitet, hvilket vil sige, at veje mellem dem har lige leengde. Konstruér en graf K med punkt-
meengde {a1,as,as, by, be, b3}, hvor to punkter i K er naboer, hvis de er forbundet af en vej i T,
der ikke indeholder andre punkter i K. Da T er sammenhangende og indeholder endepunkter fra
x1, %2, 3, folger det, at der findes en vej mellem z;’s endepunkt i T" og x;’s endepunkt i 7', for
i,7 € {1,2,3},i # j. Det vil sige, at der findes en komponent i K, der indeholder et endepunkt fra
hver af disse tre kanter.

Hvis ajas € K, sa vil den tilsvarende vej i T veere af lige leengde, da a1 og as har lige biparitet.
Dermed har a; og ay ifslge definition 6.9 en vej P af lige leengde mellem sig. Vejen i T danner
sammen med a1b; og azby en vej af lige leengde mindst fire, hvis endekanter tilhgrer X, og hvis
indre kanter ikke tilhgrer X.

Hvis hverken ag eller bs tilhgrer det indre af P, s danner det modstrid med (7).

Hvis a3 tilhgrer det indre af P, s& betragtes vejen mellem as og az, som har lige leengde og
indeholder hverken a; eller by, hvilket er i modstrid med (7).

Hvis b3 tilhgrer det indre af P, sa haves tre veje med b3 som eneste fzlles punkt, hvor alle tre veje
indeholder en kant fra X, og b3 er kun incident med én kant fra X, da as har lige biparitet med
a1 og ag, hvilket er i modstrid med (I1).
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Hvis by, b2,b3 € T, vil der findes veje mellem de tre punkter, hvor for eksempel by er endepunkt
for to af vejene. Hermed haves en modstrid med (I7).
Det vil sige, at ajas ¢ K.

Hvis b1, b2,a3 € T, sa haves der veje mellem de tre punkter, hvor for eksempel by er endepunkt
for to af vejene. Hermed haves en modstrid med (I7). Det vil sige, at eneste mulige kanter i K er
kanter mellem a; og b;. Hvis a; er nabo i K til bade b; og by, hvor i # j # k og i,7,k € {1,2,3},
s& faes der tre veje, som er incidente med samme punkt a;, og hver vej indeholder en kant i X,
og hvor der blandt endekanterne i de tre veje, som er incidente med det pageeldende punkt, findes
praecis en kant i X, hvilket er i modstrid med (II). Tilsvarende opnées en modstrid med (I1),
hvis b; er nabo til bade a; og a; i K. Det vil sige, at komponenten i K, der indeholder mindst
et endepunkt fra hver af kanterne x1, x2 og x3, indeholder mindst fire af endepunkterne. Det kan
derfor antages, at a1bs, asbe, azbs € E(K), og de eneste andre mulige kanter i K er a1by, azbs og
agbl.

Figur 6.2: Grafen K, hvor de stiplede kanter er de eneste andre mulige kanter.

Lad vejene i T svarende til a1bs, baas, asbs € E(K) veere henholdsvis Py, P> og Ps. Da P3 sam-
menfgjer nabopunkterne ag og bs uden at anvende kanten x3, folger det, at |V (Ps)| > 3, for ellers
haves en multipel kant. Veelg en maksimal sammenhsengende delgraf S C T indeholdende det
indre af P3 og ikke indeholdende hverken ag eller bs, det vil sige, at |V (S)| > 1. Der findes ikke et
punkt i P3, som er forbundet til aq, b1, as eller ba, da hvis for eksempel et punkt i P; er forbundet
til b1, vil agb; og b1bs veere kanter i K, hvilket er i modstrid med, at disse kanter ikke kan findes
i K, og pa lignende vis kan et punkt i P3 ikke vaere forbundet til a1, as eller by. Da folger, at
a1,b1,a2,ba ¢ V(S), og derfor er S ogsad disjunkt fra P; og P>, da S er maksimal sammenheen-
gende. Som konsekvens, af at S er maksimal, er de eneste kanter i T mellem V' (S) U {as,b3} og
resten af H incidente med ag eller b3. Da H er cyklisk 3-sammenhzngende, og a3 samt bz er na-
boer, folger det, at H —{as, b3} er sammenhengende, og derfor findes en kant sv € H, sa s € V(S)
ogv € V(H)—(V(S)U{as,bs}). DaT C H— X er maksimal, folger det, at sv € X, og af symmetri
mellem a; og by samt mellem by og as kan det antages, at v ¢ {a1,b1}. Veelg en mindste vej i S
mellem s og det indre af Pj, sd kan den udvides ved en del af vejen P3 og ved sv til at blive en
vej Py € H af leengde mindst to fra v til b3 uden at bruge a1,b; og as, og hvor kun vejens forste
kant tilhgrer X. Men sa danner vejen b1, a1, P, bs, vejen v, Py, bs og vejen as, by en modstrid med
(II). Derfor findes der ikke en sammenhaengende delgraf T C H — X og tre indbyrdes disjunkte
kanter 1, x2,x3 € X, sa hver x; har mindst et endepunkt i T, og pastand 1 er vist.

Pastand 2: Det kan antages, at |X| > 3, for ellers er (ii) eller (iit) opfyldt.

For at vise pastanden ses forst, at hvis | X| < 1, s& geelder (i¢). Dernsest antages, at | X| = 2, sa lad
X = {a1b1, azba}, hvor a; og as har lige biparitet. Hvis punkter i en forgrening i H er incidente
med begge disse kanter, vil (i7) geelde. Det kan derfor antages, at punkterne i en forgrening i
H ikke er incidente med begge kanter, og specielt, at de fire punkter er forskellige. Da H er
cyklisk 3-sammenhangende, og by og by ikke tilhgrer samme forgrening, vil H — {by,ba} veere
sammenhaengende, idet der mellem b; og b findes mindst et forgreningspunkt, og der mellem to
vilkarlige forgreningspunkter findes mindst tre disjunkte veje, og b1 og by hver kun kan tilhgre en
af disse veje. Der findes derfor en vej P € H mellem b; og by af lige leengde mindst fire, hvor
fgrste kant er b1ai, og sidste kant er asbs. Da aq og as ikke tilhgrer samme forgrening i H, findes
et forgreningspunkt fra H i P, der ikke er incident med nogen af P’s endekanter. Dermed geaelder
(i1), og pastand 2 er vist.

Det kan antages, at X ikke maetter L(H), for ellers er (i) opfyldt, hvormed der findes et for-
greningspunkt v i H, som er incident med mindst to kanter, der ikke tilhgrer X. Dermed findes
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en sammenheengende delgraf A C H — X indeholdende v og mindst to kanter, som er incidente
med v. Veelg en sddan delgraf A, s den er sammenhsngende og maksimal. Her vil A indeholde
punkter fra mindst to forgreninger i H, da de to kanter, der er incidente med v, tilhgrer hver sin
forgrening. Fra pastand 1 findes der ikke tre kanter i X, som er parvis disjunkte, og hver kant har
et endepunkt i A, hvilket betyder, at en maksimum parring blandt kanter i X, der har mindst et
endepunkt i A, hgjst indeholder to kanter. De kanter i X, der har mindst et endepunkt i A, udger
en todelt delgraf, da H er todelt. Det folger fra Konigs seetning [Bondy & Murty, 1976, side 74],
at der findes to punkter ¢; og co, s& hver kant i X med et endepunkt i A er incident med et af ¢;
eller cs.

Pastand 3: Det kan antages, at hver kant i X er incident med et af c1 eller co, for ellers er (ii)
opfyldt.

For at bevise pastanden antages modsat, altsa at der findes en kant i X, der ikke er incident med
et punkt fra {c1,c2}. Lad B = H — V(A). Pa grund af maksimaliteten af A tilhgrer enhver af H’s
kanter mellem V(A) og V(B) maengden X og er derfor incidente med et af ¢; eller co. Dermed
findes der to delgrafer C, B C H med V(C) = V(A) U{c1,¢c2}, CUB = H, V(CNB) = {c1,c2}
og A C C. Specielt er V(C) # V(H) og V(B) # V(H). Da H er cyklisk 3-sammenheaengende,
folger af lemma 6.5, at en af C' eller B er indeholdt i en forgrening af H. Her er C' ikke indeholdt
i en forgrening af H, fordi den indeholder A, som ikke er indeholdt i en forgrening. Det vil sige,
at B er indeholdt i en forgrening E. Specielt indeholder E punkterne ¢ og ce. Hvis der findes en
kant i X, som har et endepunkt i A, vil denne kant veere incident med enten c¢; eller ¢y, altsi har
kanten et endepunkt i F. Dermed vil alle kanter i X have mindst ét endepunkt i E, hvormed (i7)
er opfyldt. Det vil sige, at hvis der findes en kant i X, der ikke er incident med et af ¢y eller co, sa
er (i) opfyldt, hvormed péastand 3 er vist.

Derfor antages, at ¢; og co ikke tilhgrer samme forgrening, for ellers gaelder (i4), og som konsekvens
er H —{c1, co} sammenheengende. I det folgende deles op i to tilfzelde: Tilfeeldet, hvor ¢; og ¢o har
lige biparitet, og tilfeeldet, hvor ¢; og co har ulige biparitet.

Antag, at ¢; og co har lige biparitet. Da | X| > 3 ifglge pastand 2, kan det ifplge pastand 3 antages,
at der findes mindst to kanter i X, der er incidente med c1, lad det veere cia1 og cias. Hvis der
findes en kant coas € X, hvor a3 # a1 og a3 # ag, s& kan der veelges en minimal vej i H — {¢1, 2}
mellem a3 og et af a; eller as, som har lige leengde mindst to, da c¢; og co har lige biparitet. Dette
danner en modstrid med (I), da ajc; € X eller aseo € X ikke er incident med et indre punkt pé
vejen. De eneste mulige kanter i X, der er incidente med co, er dermed csa; og csas. Hvis bade
coa1 0g coas findes, sa ved at gentage ovenstaende med ¢ og co ombyttet, fglger det, at der ikke
findes andre kanter, som er incidente med c¢;. Hvis ¢1, co, a1 og as alle er forgreningspunkter, sa
er (iv) opfyldt. Hvis tre af ¢, ¢z, a1 0og asg, to af ¢1,ca, a1 0g ag, et af ¢1,¢ca,a1 0g as eller ingen af
c1,C2,a1 0g ag er forgreningspunkter, s er (i7) opfyldt. Hvis en af kanterne coaq og coas findes,
sa vil en forgrening indeholdende cja; henholdsvis ¢iaz opfylde (i¢). Hvis ingen af caoay og caaso
findes, s& vil en forgrening indeholdende ¢; opfylde (i7). Dette fuldender beviset for tilfeeldet, hvor
c1 og co har lige biparitet.

Antag nu, at ¢; og ¢ har ulige biparitet. For i = 1,2 saettes A; = o (c;) N X og B; = ou(c;) — A,
hvilket vil sige, at A; bestar af kanter, der er incidente med ¢;, som tilhgrer X, og B; bestar af
kanter, der er incidente med c;, som ikke tilhgrer X. Hvis for eksempel As = (), si er ¢; incident
med samtlige kanter 1 X, og dermed er (i) opfyldt. Det antages derfor, at A; og Ay begge er
ikke-tomme. Da ¢; # co, samt ¢; og co har ulige biparitet, er intet punkt incident med alle kanter
i A; U Asy. Hvis bade B; og Bs er tomme, da geelder (v), sd det kan antages, at mindst en af dem
er ikke-tom, lad det veere B;. For enhver kant c;a; € A1 U As er H — {¢;, a;} sammenhaengende, da
de er nabopunkter, og H er cyklisk 3-sammenhzngende. Nu er antagelserne i lemma 6.6 opfyldte,
og det kan derfor antages, at der findes en vej i H, hvis fgrste kant tilhgrer A, hvis anden kant
tilhgrer By, og dermed er det andet punkt pa vejen lig ¢y, hvis sidste punkt er lig co, og hvis
sidste kant tilhgrer A,. Ved at veelge en sddan vej kortest mulig, folger det, at kun én kant i Ay er
incident med et punkt i vejens indre. Da vejen har lige leengde, og (I) skal geelde, mé |4z =1, da
alle kanter i X skal veere incidente med et punkt i vejens indre. Men sa kan co erstattes med det
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andet endepunkt i Ao, da det si er incident med alle kanter i X, som ¢; ikke er incident med, og
dermed haves det ovenstéende tilfseelde omhandlende lige biparitet, hvilket allerede er bevist. [
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Kapitel 7

Optraeden af liniegrafer

I dette kapitel betragtes de grafer, som indeholder en induceret delgraf, der er isomorf med linie-
grafen af en todelt underdeling af en 3-sammenhaengende graf. Der vises forskellige egenskaber
ved disse grafer, som benyttes i de efterfplgende kapitler. Kapitlet omhandler forst optreedener af
3-sammenhzengende grafer generelt. Derefter folger afsnit 7.1 omhandlende degenererede optrae-
dener, og til sidst afsnit 7.2 omhandlende overskyggede optraedener.

Definition 7.1 (Optrzeden)
Lad G og J vere grafer. Hvis der findes en todelt underdeling H af J, s& L(H) er isomorf med en

induceret delgraf af G, da siges G at indeholde en optrseden af J. Her kaldes L(H) en optraeden
af J i G. o

Dette vil sige, at hvis en graf indeholder en induceret delgraf, der er isomorf med en liniegraf L(H),
da er L(H) kun en optreeden i G, hvis H er en todelt underdeling af en 3-sammenhaengende graf.

Lemma 7.2

Lad G veere en Berge graf. Lad J veere en 3-sammenhangende graf, og lad L(H) vaere en optraeden
af JiG. Lady € V(G) =V (L(H)), og lad X vaere maengden af punkter i L(H), der er naboer til
y 1 G. Da geelder et af folgende:

(1) Maengden X meetter L(H).

)
(i4) Der findes et forgreningspunkt v € H, hvor X C o (v).
(#i7) Der findes en forgrening B C H, hvor X C E(B).
)
)

(iv) Der findes en forgrening B C H med endepunkter by og b, s& X — E(B) = ou(b1) — E(B).

(v

Der findes en forgrening B C H af ulige leengde med endepunkter by og be, s& X — E(B) =
(or(b1) U orr(b2)) — E(B).

(vi) Der findes to punkter ci,co € V(H) med ulige biparitet, som ikke tilhgrer den samme
forgrening i H, s X = pp(c1) U om(c2).

Specielt vil enten (i) eller (vi) gaelde, eller s& findes hgjst to forgreningspunkter i H, der er incidente
med mere end en kant i X, og det er kun hvis (v) geelder, at der kan findes to forgreningspunkter
i H, der er incidente med mere end en kant i X. o

Definition 7.3 (N, og R..)

Lad G vere en graf, lad H vare en underdeling af en 3-sammenhsengende graf J, og lad L(H)
vaere en induceret delgraf i G. For hvert punkt v € V(J) betegnes maengden af kanter i H, der er
incidente med v med N,,. For hver kant uv € E(J) betegnes maengden af kanter p& forgreningen i
H mellem u og v med Ry,. o
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Ifglge ovenstaende definition vil N, veere kanter i H, sd dermed er N, en punktmengde i L(H),
hvilket vil sige, at N, C V(L(H)). Idet meengden N,, betegner meengden af kanter i H, der er
incidente med samme punkt, er N,, i L(H) punktmengden af en klike i L(H). Desuden er R,,, en
punktmeengde i L(H), s& Ry, C V(L(H)).

Definition 7.4 (Lokal med hensyn til L(H))

Lad G vere en graf, lad H veere en underdeling af en 3-sammenhsengende graf J, og lad L(H)
vaere en induceret delgraf i G. En delmaengde X af V(L(H)) er lokal med hensyn til L(H), hvis
enten X C N, for et punkt v € V(J), eller X C Ry, for en kant uv € E(J). o

Definition 7.5 (Vedhaftning)

Lad G veere en graf, og lad K vere en induceret delgrafiG. Hvis F C V(G) er en sammenhaengende
maengde, som er disjunkt fra V(K), sé siges et punkt i V(K) at veere en vedhaeftning for F, hvis
det har en nabo i F. o

Maengden af vedheaeftninger er altsd meengden af punkter i K, som har en nabo i F.

Lemma 7.6

Lad G veere en Berge graf. Lad J veere en 3-sammenhaengende graf, og lad H veere en underdeling
af J. Lad L(H) veere en optreeden af J i G, og lad F vaere en sammenhaengende maengde af
punkter, som er disjunkt fra V(L(H)), s4 maengden af vedheaftninger for F' i L(H) ikke er lokal.
Antag, at for hvert punkt v € F' vil meengden af naboer til v i L(H) ikke maette L(H).

Da findes der en 2-vej P i G med V(P) C F med endepunkter p; og p2, s& et af folgende geelder:

(i) Der findes punkter c1,c2 € V(H), som ikke tilhgrer samme forgrening af H, s p; er komplet
til o (c;), for i = 1,2, 1 G, og der findes ikke andre kanter mellem V (P) og V(L(H)).

(i4) Der findes en kant bibs 1 J, si en af folgende er opfyldt, hvor r; er det eneste punkt i
Ny, N Rpp, fori=1,2:

(a) p1 er nabo til alle punkter i Ny, —r1 1 G, p2 har en nabo i Ry, —r1, 0og hver kant mellem
V(P) og V(L(H)) — r1 er enten mellem py og Ny, — r1 eller mellem py og Rp,p, — 1.

(b) pi er nabo til alle punkter i Ny, —r; 1 G for i = 1,2, der findes ikke andre kanter mellem
V(P) og V(L(H)) undtaget eventuelt py1 og para, og leengden af P har samme paritet
som <Rb1b2>g.

(¢) p1 = p2, p1 er nabo til alle punkter i (N, U Np,) —{r1,r2}, alle naboer til py i V(L(H))
tilhgrer Ny, U Ny, U Ry, p,, 08 <Rb1b2>G har lige leengde i G.

(d) 1 = re, p; er nabo til alle punkter i Ny, —r; i G for i = 1,2, der findes ikke andre
kanter mellem V(P) og V(L(H)) — r1, og P har lige leengde.

P4 de fglgende fire figurer ses eksempler pa tilfeeldene (a)-(d).

p1 p2

Ny

Figur 7.1: Eksempel pa (a).
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Figur 7.3: Eksempel pa (c).

P1 2

Figur 7.4: Eksempel pa (d).

Her er (d) et specialtilfeelde af (b), da p; i begge tilfeelde er nabo til alle punkter i Ny, — 74, og
(Rpyby ) 1 (d) har leengde nul, s& den har lige paritet.

Bevis
Bemeerk, at H er en todelt graf, da L(H) er en optreeden af J i H.

Det kan antages, at F' er mindst mulig, s meengden af vedheaeftninger for F' i L(H ) ikke er lokal, da
en stgrre meengde indeholdende F' sa ikke kan veere lokal. Lad X veere maengden af vedhaeftninger
for i L(H). Antag forst, at |F| = 1, og lad F' = {y}. Antagelserne i lemma 7.2 er opfyldte, og
dermed kan lemma 7.2 anvendes pa y, hvormed en af de seks konklusioner i lemma 7.2 skal veere
opfyldt. Lemma 7.2() er ikke opfyldt, da X per antagelse ikke meetter L(H). Lemma 7.2(i%)-(i4)
er ikke opfyldte, da X ikke er lokal. Det vil sige, at punkt (iv), (v) eller (vi) i lemma 7.2 mé veere
opfyldt.

Hvis lemma 7.2(iv) er opfyldt, skal der findes en forgrening B i H med endepunkter b; og be, si
X udover kanterne i B, som er punkter i G, er lig kanter i H, der er incidente med b; undtaget
kanterne i B. Kanter i H, der er incidente med b1, er desuden punkter i G. En forgrening i H
svarer til en kant i J, da H er en underdeling af .J.

om(b1) — E(B)
=X — B
)Ry er (ba) — E(B)

>b.1 . o 22 .<

(a) (b)

by

Figur 7.5: (a) Et eksempel pa en forgrening B i H. (b) Liniegrafen for (a), hvor Ny, , Rp,p, 0g
or(b1) — E(B) er markeret.
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Da F = {y}, ma y = p1 = pa. Hvis y kun har naboer i Ny, , s& er det i modstrid med, at X ikke
er lokal. Altsd mé y have en nabo i Ry,p, — 71, hvormed (i7)(a) er opfyldt.

Hvis lemma 7.2(v) er opfyldt, skal der findes en forgrening B i H af ulige leengde med endepunkter
b1 og bs, sd X udover kanterne i B er lig kanter i H, der er incidente med enten by eller by undtaget
kanterne i B. Pa figur 7.5 indeholder X — E(B), udover o5 (b;) — E(B), ogsa g (b2) — E(B). Dette
stemmer overens med (i¢)(c), da y = p; = p2 netop er nabo til alle punkter i (Np, UNp, ) —{r1,m2} =
(om(b1) U o (b)) — E(B), og alle dens naboer tilhgrer Ny, U Np, U Rp,p,, da X er y’s naboer, og
det fra lemma 7.2(v) haves, at X C op(b1) U or(ba) U E(B) = Ny, U Np, U Rp,p,. Lad u € Ny, og
w € Np,, s& er y nabo til u og w, og dermed er Ry, p, U{u,w,y} et hul, hvormed (Rp,p, ) har lige
leengde 1 G, som kraevet i (i4)(c). Altsa er (i7)(c) opfyldt, hvis lemma 7.2(v) er opfyldt.

Hvis lemma 7.2(vi) er opfyldt, skal der findes to punkter ¢; og co i H, som er forbundet af en vej
af ulige leengde, og som ikke tilhgrer den samme forgrening. Dermed er X lig de kanter, der er
incidente med c¢1, og de kanter, der er incidente med co, se figur 7.6.

o(c2)

1 g s o(e1) ; E i:

(a) (b)

Figur 7.6: (a) De to punkter ¢; og co samt vejen mellem dem i H. (b) o(c1) og 0(c2) udger sammen
maengden X i G.

I dette tilfeelde er (7) opfyldt, da y = p1 = pa er komplet til o(c1) og o(ca), da X = o(c1) U o(c2),
og X er y’s naboer. Det er hermed vist, at nar |F| = 1, s& vil lemmaet veere opfyldt. Dermed kan
det antages, at |F| > 2.

Pastand 1: Der findes to vedheftninger x1 og xo for F, sd {x1,x2} ikke er lokal.

Lad X C E(H), altsd lad X veere en maengde af kanter fra H. Antag, at B er en forgrening i H,
hvor der findes en kant 1 € X, der tilhgrer B, men ikke er incident med et forgreningspunkt i
B. Hvis X C E(B), vil X veere lokal, s& derfor er X ¢ FE(B), idet X per antagelse ikke er lokal.
Da | X| > 2, idet |F| > 2, vil der altsa findes en kant 2 € X, s& x2 ¢ B. Hermed er {z1,x2} ikke
lokal, og pastanden er opfyldt.

Antag derfor, at hver kant i X er incident med et forgreningspunkt i H. Veelg 1 € X i en forgrening
Bi i H, hvor x; er incident med et forgreningspunkt b;. Der vil findes en kant xo € X, som ikke
er incident med by, for ellers vil alle kanter i X veere incidente med by, og det vil sige, at X C Ny,
hvormed X er lokal. Hvis xo ¢ E(Bj), s& vil {x1, 22} ikke veere lokal, og pastand 1 er opfyldt,
hvormed det kan antages, at x5 € E(B1). Da x4 skal veere incident med et forgreningspunkt, mé o
veere incident med det andet endepunkt by i B;. Der mé findes en kant x3 € X, hvor 3 & FE(By),
for ellers vil X C Ry, p,. Idet x5 ikke kan veere incident med bade by og be, sa lad det veere by, som
x3 ikke er incident med. Da vil {x, x5} ikke veere lokal, hvormed pastand 1 er vist.

Idet F' er valgt mindst mulig, vil F' veere mindst mulig med hensyn til, at z; og x2 begge er
vedheeftninger for F', og hvor {x1, 2} ikke er lokal. Idet 21 og x2 ikke er naboer, da {x1, z2} si vil
veere lokal, vil F', der skal veere sammenhaengende, besta af punkterne q1, . . ., ¢n, hvor dega(q;) > 2,
for i = 1,n, og degp(q;) =2, for j € {2,...,n—1}. Her er ¢; nabo til x1 i G, og g, er nabo til x5
i G. Hermed haves en 2-vej q1,...,q, 1 G, hvis punkter er indeholdt i F. Lad X; veere meengden
af vedheeftninger i L(H) for F — {p,}, og lad Xo veere meengden af vedheeftninger i L(H) for
F —{p1}. Idet F er mindst mulig, vil bade X; og X5 veere lokale, da F' ellers kan veelges mindre.

Pastand 2: Huis der findes en kant uv i J, s X1 C N, og Xo C Ry, da vil lemmaet veere opfyldt.

Antag, at der findes en kant uv i J, s& X1 C N, og Xo C Ryy.

Lad endepunkterne for R,, veere r1 og ra, hvor r; € N,,. Idet X ikke er lokal, vil ¢; have en nabo
i N, —r1, og qn, har en nabo i Ry, — r1. Hvis ¢; er nabo til samtlige punkter i N, — 1, sa er
(7i)(a) opfyldt, hvor g1 = p1. Det kan derfor antages, at ¢; har en nabo s; og har en ikke-nabo s9
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i N, —r1. Lad P veere 2-vejen mellem r5 og s1, hvis indre tilhgrer F'U (R, — 1), se figur 7.7(b).

Figur 7.7: (a) Udsnit af H. (b) Liniegrafen af (a) samt det stiplede, som er 2-vejen F' og kanten
mellem R,, og F. Desuden er 2-vejen P markeret med prikket linie.

Veelg w € V(J), sd s1 € Ryw. Da H er en underdeling af den 3-sammenhaengende graf J, kan
alle kanter, der er incidente med u i H undtaget si, fjernes, og den fremkomne graf er stadig
sammenhaengende, idet u er et forgreningspunkt. Der findes dermed en vej i H fra u til v, hvor
den forste kant er s1, og vejen er disjunkt fra R,,. Der vil si i L(H) findes en 2-vej S fra s; til ro,
som er disjunkt fra R,, UN, undtaget dens endepunkter. Da w € V(J), er w et forgreningspunkt,
og dermed vil der mellem w og v i H findes mindst tre veje, hvoraf kun én benytter punktet wu.
Fjern kanterne, der er incidente med u i H, bortset fra kanten so, og fjern punktet w. Hermed vil
grafen stadig veere sammenheengende. Bemeerk at R,,, — s1 er forbundet til resten af grafen ved
hjeelp af dele af S;. Altsd mé der findes en 2-vej Sz i L(H) mellem s2 og r2, som er disjunkt fra
Ry U Ny U N, med undtagelse af dens endepunkter. Idet H er todelt, har leengden af S7 og Ss
samme paritet, da der ellers haves en kreds af ulige leengde. Idet S; kan udvides til et hul med
ro, P,s1, og Sz kan udvides til et hul med 79, P, s1, s2, vil et af de to huller have ulige leengde,
hvilket danner modstrid med, at de findes i en Berge graf G. Dermed ma ¢; veere nabo til samtlige
punkter i N,, — 71, hvor (ii)(a) er opfyldt for ¢; = p;, s& pastand 2 er vist.

Pastand 3: Hwvis der findes to ikke-nabopunkter vi,ve € V(J), sd X; C N,, for i = 1,2, da wvil
lemmaet veere opfyldt.

Antag, at der findes to punkter vy, vy € V(J), som ikke er naboer, sa X; C N,, for i =1,2.

Lad A; veere meengden af punkter i N,,, som er naboer til g1, og lad By = N, — A;. Det vil sige,
at By indeholder punkter fra V,,, som ikke er naboer til ¢;. Lad ligeledes As veere meengden af
punkter i N,,, som er naboer til ¢, og lad By = N,,, — A3. Dermed er X = A; U A,. Hvis bade
B; =0 og By =0, sa er (i) opfyldt, da vy og vy ikke kan tilhgre samme forgrening, idet de ikke
er naboer, og der findes ikke punkter af grad to i den 3-sammenhaengende graf .J. Det kan derfor
antages, at mindst en af Bj eller By ikke er tom. Bade A; og As er ikke-tomme, da ¢; og g, som
minimum, er nabo til henholdsvis z; og z2. Da H er sammenhsengende, findes der dermed en vej
L1 i H fra vy til vo med endekanter i henholdsvis A; og As. Bemeerk, at henholdsvis A; og As
er kantmeengder i H. Det vil sige, at der findes en 2-vej K1 = L(L1) i L(H) fra A; til A, som
er disjunkt fra V,, U NV,, med undtagelse af dens endepunkter. Idet X = A; U Ay ikke er lokal,
findes der ikke et w € V(J), s& Ay U Ay C N,,. Det er s& muligt at anvende lemma 6.6, hvoraf det,
eventuelt ved at v; og vy bytter roller, kan konkluderes, at der findes en vej Lo i H, hvis forste
kant e tilhgrer A, anden kant tilhgrer Bi, og sidste kant tilhgrer As. Hermed vil der findes en
vej Ko = L(Ls) i L(H), hvis forste punkt tilhgrer A;, andet punkt tilhgrer B;, og sidste punkt
tilhgrer As, og ellers er disjunkt fra N,, U N,,.

Da H er todelt, og L1 U (Ls — €) udggr en kreds i H, ma lengden af L; og Ly — e have samme
paritet. Altsd ma leengden af Ly og Lo have forskellig paritet. Ifplge bemeerkning 1.15 mé lseengden
af K; og K> have forskellig paritet. I grafen G vil K; U F og Ko U F' danne huller, hvor det ene
hul har lige leengde, og det andet hul har ulige leengde. Da G er en Berge graf, kan huller af ulige
leengde ikke eksistere, s& dermed m& By = By = ), hvor (i) er opfyldt. Hermed er pastand 3 vist.
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Pastand 4: Hvis der findes to nabopunkter vi,va € V(J), sd X; C N, fori=1,2, da er lemmaet
opfyldt.

Antag, at der findes to nabopunkter vy,v2 € V(J), s& X; C N,, for i = 1,2, og lad r; veere
endepunkt i IV, af Ry, ,, se figur 7.8.

RU v
H
e o o>
oo —
N.
Nuy Nugy U1 Ny
(a) (b)

Figur 7.8: (a) Udsnit af H. (b) Liniegrafen af (a).

Lad A; veere maengden af punkter i NV,,, —r1, som er naboer til ¢1, og lad B; = N,, —(A1U{r1}). Lad
ligeledes As veere meengden af punkter i N,,, —72, som er naboer til ¢,,, og lad Bs = N,,, —(AaU{r2}).
Dermed er X C A; U Ay U {ry,m2}.

Hvis A = 0, s& vil mengden X5 af vedhaeftninger for ¢, hgjst indeholde ry, og da er lemmaet
ifplge pastand 2 opfyldt, idet X; C N, og Xa C {r2} € Ry,q,. Ligeledes vil lemmaet veere opfyldt,
hvis A; = ), da A1 og Az blot bytter roller. Det kan dermed antages, at A; # () og As # 0.
Antag, at By = Bs = (). Da vil der findes en kreds af leengde mindst fire i J, som benytter
kanten v1vs, da J er 3-sammenhaengende, og naboerne til v; dermed skal forbindes til vo’s naboer,
for ellers kan vy fjernes, og grafen er ikke sammenhzengende. P4 baggrund af kredsen i J mé
der findes en 2-vej af leengde mindst to i L(H) fra A; til Ag, som ikke indeholder punkter fra
Ny, UV (Ry,v,) U Ny, undtaget dens endepunkter. Denne 2-vej danner et hul med R,,,, samt
kanterne fra 2-vejens endepunkter til henholdsvis 1 og ro. Ligeledes danner 2-vejen et hul med
F samt kanterne fra 2-vejens endepunkter til henholdsvis ¢; og ¢,. Dermed mé R,,,, og F have
leengde af samme paritet. Dermed er punkt (ii)(b) eller punkt (i7)(d) opfyldt. Det kan derfor
antages, at mindst en af By og Bs ikke er tom.

Der findes en 2-vej S fra A; til Ag, som ikke har punkter i N,, U N,, U R,,,, med undtagelse af
dens endepunkter. Antag, at der ikke findes et w € V(J), s& A1 UAs C N,,. Fjern Ry, 4, — {71, 72}
og de tilhgrende kanter fra G. Den fremkomne graf opfylder lemma 6.6, hvoraf det, eventuelt
med modsatte roller af v; og v2, kan konkluderes, at der findes en 2-vej So i L(H), hvis forste
punkt tilhgrer A;, andet punkt tilhgrer By, og sidste punkt tilhgrer As, og ellers er disjunkt fra
Ny, U Ny, URy, o, Idet H er todelt, har S; og So forskellig paritet. Bade S; og So danner et hul
sammen med F, sa det ene hul méa have ulige laengde, hvilket danner modstrid med, at G er en
Berge graf, og dermed mé der findes et w € V(J), s& A; U Ay C Ny, og dermed er A; U Ay en
komplet delgraf. Idet H er todelt, folger det, at R,,,, har lige leengde mindst to, da w, v1, Ry, v, , V2
er en kreds. Dermed har R,,,, ulige leengde i G, og specielt er 1 # r4. Desuden vil |N,, NN, | < 1,
da der ellers ville findes multiple kanter i J, og sa vil |A;| = 1,da A; # 0. Lad A; = {a;} fori =1, 2.
Idet X ikke er lokal, er X ¢ N,,, hvilket vil sige, at 71 € X eller ro € X, da X C A;UA>U{ry,ra}.
Det kan antages, at 1 € X. Idet r1 ¢ N,,, vil r1 ¢ X5, hvilket betyder, at g1 er det eneste punkt i
F', som er nabo til 1. Hullet g1, ..., gn, a2, a; mé have lige leengde, hvormed n er lige. Ved at fjerne
punktet vo og kanten a; i H er den fremkomne graf stadig sammenhangende, og der méa derfor
findes en vej fra w til v1. I L(H) vil der dermed findes en 2-vej T fra et punkt a3 € N,, til r1, som er
disjunkt fra N,, Ua;. Sammen med r1, Ry, 4,, 72, a2, a3 og sammen med 1, q1, . . ., ¢n, G2, a3 danner
T et hul, og da R,,., har ulige leengde, og n er lige, har leengden af de to veje forskellig paritet,
hvormed den ene danner et hul af ulige leengde med T', og en modstrid er opnaet, s& pastand 4
geelder.

Pastand 5: Hvis X1 N Xy ikke er tom, og hvis specielt et af qa, . ..,qn—1 har en nabo i L(H), sd er
lemmaet opfyldt.

Enhver nabo til et af go,...,q,—1 i L(H) tilhgrer X; N X5, s& det kan antages, at z € X; N Xs.
Dermed vil € R,,,,, for kun en kant vivy € E(J), og © € N, for hgjst to punkter i J, nemlig
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v1 og va. Idet bade X; og Xs er lokale, er de hver en delmaengde af en af N,,, N,, eller Ry, .,
og de er ikke delmeengder af den samme. Det kan sa antages, at X; C N,,, og dermed er enten
X9 C N,, eller Xo C R,,,. Hermed er lemmaet ifglge pastand 4 eller pastand 2 opfyldt, hvormed
pastand 5 er vist.

Pastand 6: Hvis der findes et punkt u og en kant vive © J, sa X1 C Ny o9 Xo C Ry,v,, da er
lemmaet opfyldt.

Hvis u = vy eller u = vg, s er pastand 6 ifglge pastand 2 opfyldt. Antag derfor, at u # vy, og
u # v9. Veelg en kreds C7 i H, som benytter forgreningen mellem v; og v, og som ikke benytter
u. En sddan kreds vil findes, da H er en underdeling af den 3-sammenhaengende graf J, hvormed
der mellem to forgreningspunkter méa findes tre veje. Vaelg desuden en korteste vej S'1 H — {v1,va}
mellem u og V(C1). Lad endepunkterne pa S veere u og w.

Ny, Nygy
Ny,
w vl v2
w
(a) Nw (b)

Figur 7.9: (a) Udsnit af grafen H. (b) Liniegrafen for (a).

Dermed vil der i L(H) findes tre disjunkte 2-veje fra N,,, N,, og N, til N, og der findes ingen
kanter mellem de tre 2-veje med undtagelse af den trekant 7', som de danner, hvor de mgdes i N,
se figur 7.9(b). Hvis g, har en unik nabo i R,,,, lad det vaere 7, sa er r forbundet til trekanten
T via 2-vejen 1, qp, . .., q1, Nu, L(S), Ny, 2-vejen 7, ..., Ny, ,. .., Ny 0g 2-vejen 7, ..., Nyy, ...y Ny,
hvilket er i modstrid med lemma 2.9, da r ikke har to naboer i T'. Hvis ¢,, har to naboer q og r i
Ry, vy, som ikke er naboer, sa er ¢, forbundet til trekanten T via 2-vejen gn, ..., q1, Ny, L(S), Ny,
2-vejen qpn,q, ..., Nyy, ..., Ny 0g 2-vejen g, 7, ..., Ny, ..., Ny, hvilket igen danner modstrid med
lemma 2.9. Dermed mé ¢,, have ngjagtig to naboer i R,,,,, som indbyrdes er naboer. Det vil sige, at
@n er komplet til op (w) for det w, som er incident med de to kanter i H, som i G er nabopunkter
til g,. Hvis ¢1 er nabo til alle punkter i N, s er ¢1 komplet til oy (u). Da go,...,q,—1 ifolge
pastand 5 ikke har naboer i L(H), er (i) opfyldt. Det kan derfor antages, at ¢; bade har en
nabo og en ikke-nabo i N,. Lad A veere maengden af naboer til ¢; i Ny, og lad B = N, — A.
Opdel punktet u i to punkter u; og us, sd up er incident med kanterne i A og us er incident med
kanterne i B. Da u; og v1, u1 og v, us 0g vy, samt us og ve er ikke-naboer kan Mengers saetning
i [Chartrand & Lesniak, 1996, side 80| anvendes. Anvend for eksempel Mengers seetning pé u; og
v1. Da H er en underdeling af en 3-sammenhzaengende graf, skal der fjernes mindst to punkter for
at ggre u; og v usammenhaengende. Dermed findes der ifglge [Chartrand & Lesniak, 1996, side
80] mindst to disjunkte 2-veje mellem u; og vy i H. Det vil sige, at der findes i hvert fald en 2-vej
mellem u; og v;. P4 samme made vil der findes en 2-vej mellem us og ve. Dermed vil der i H
findes en kreds Cs, som benytter forgreningen mellem v; og vo, samt de to fundne 2-veje. Det vil
sige, at Cy benytter forgreningen mellem v; og va, en kant i A og en kant i B. Dermed vil der i G
findes en 2-vej mellem N,, og N,,, som benytter en unik kant i N,,, og denne kant er mellem et
punkt a € A og et punkt i B. Dermed er a forbundet til trekanten dannet af ¢,, og dens to naboer ¢
og ri Ry, via 2-vejen a,...,N,,,...,q, 2-vejen a, ..., Ny,,...,r og 2-vejen a,qi, ..., qn, hvilket
danner en modstrid med lemma 2.9. Det vil sige, at ¢, ikke har to naboer i R,,,,, som indbyrdes
er naboer, hvormed pastand 6 er opfyldt.

Pastand 7: Hwvis der findes kanter uivi og ugve i J med X; C Ry,., for i =1,2, sa er lemmaet
opfyldt.

Da X ikke er lokal, mé ujv; og ugve veere forskellige kanter, sa det kan antages, at vo # w1, v1 # vo
og v1 # ug. Altsa er det muligt, at u1 = uo. Hvis ¢; har ngjagtig to naboer i R,,,,, som indbyrdes
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er naboer, og ¢, har ngjagtig to naboer i R,,.,, som indbyrdes er naboer, si er (i) opfyldt, da
c1 1 H veelges til at veere det punkt, hvis to nabokanter bliver til nabopunkter til ¢; i L(H), og
tilsvarende for ¢z, se figur 7.10.

wy cy v ug  Cco Vo
*—o—0o—0o o *—eo—0o—o
H
Ruqv,q Rugvy
L(H)
q1 dn

Figur 7.10: Vejene ujv; og usve indeholdende henholdsvis ¢1 og ¢o 1 H. I L(H) er qi1,...,qn
forbundet til Ry,v, 0 Ruyu,-

Dermed kan det antages, at q; enten har én nabo i R,,,, eller to naboer, som ikke indbyrdes er
naboer, i Ry, . Der findes en kreds i H, som benytter forgreningen mellem u; og v; samt us, men
ikke benytter vy, da J — {va} er 2-sammenhaengende. I L(H) vil der sa findes to disjunkte 2-veje
D og U fra N,, til N,, og fra N,, til N,,. Desuden findes en tredje 2-vej R fra q; til N,, via
q1y- -y Gn, 0H(C2), ..., Ny,. De tre 2-veje D, U og R har ingen kanter mellem sig med undtagelse
af den trekant T, som dannes i N,,. Hvis ¢; kun har en nabo r € R,,,,,, sa kan det antages, at det
tilhgrer det indre af R, ,,, da lemmaet ellers er opfyldt per pastand 6. Nar r tilhgrer det indre
af Ry, v, er v forbundet til T' via 2-vejen r,..., D, 2-vejen, r,...,U og 2-vejen r, R, hvilket er i
modstrid med lemma 2.9. Hvis ¢; har to naboer q og 7 i Ry,.,, som ikke indbyrdes er naboer, sa
er ¢; forbundet til trekanten T via 2-vejen q1,q, ..., D, 2-vejen q1,7,...,U og 2-vejen R, hvilket
er i modstrid med lemma 2.9. Hermed er pastand 7 vist.

Da X; og X er lokale, skal de begge opfylde definition 7.4, og pastand 2-4 samt pastand 6 og
pastand 7 deekker de mulige kombinationer af X; C N, eller X1 C R,,,, samt Xo C N, eller
X2 C Riyyo,- 0

7.1 Degenereret optraeden

Ifplge lemma 6.4 er todelte cykliske 3-sammenhsengende grafer enten lig K3 3, lig en underdeling
af K4 eller har en delgraf, som er isomorf med K4, hvor denne delgraf ikke indeholder en kreds,
der kun bestar af forgreningspunkterne fra K4. Denne opdeling af de cykliske 3-sammenhangende
grafer benyttes nu til at karakterisere liniegraferne af de cykliske 3-sammenhzengende grafer.

Definition 7.7 (Degenereret)
Lad H veere en underdeling af en 3-sammenhaengende graf J, og lad G veere en Berge graf. Da
siges L(H) at veere en degenereret optreeden af J i G, hvis ét af fplgende geelder:

(i) J = K4 og der i H findes en kreds C af leengde fire, som ogsé fandtes i K4, hvilket vil sige,
at ingen af kanterne pa kredsen er blevet underdelt.

(i) J = H = Ky 3.

Hvis der i H ikke findes en kreds af lsengde fire, som fandtes i J = K4, og hvis H # K3 3, da siges
L(H) at veere en ikke-degenereret optraeden af J i G. S

Definition 7.8 (Forstgrrelse)

Lad J veere en 3-sammenhaengende graf. Da siges en graf J' at veere en forstorrelse af J, hvis J'
er 3-sammenhangende og har en delgraf K, hvor K C J', og K er isomorf med en underdeling af
J. o
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Lemma 7.9

Lad G vaere en Berge graf, og lad L(H) veere en optraeden af en 3-sammenhaengende graf J i G.
Lad desuden Y vsere en antisammenhaengende meengde af punkter i V(G) — V(L(H)), og lad X
vaere maengden af punkter i L(H), som er komplette til Y. Da vil et af fplgende vaere opfyldt:

(i) J=Ksz3 eller J = Ky, og L(H) er degenereret, og der findes en forstorrelse af J, som har
en optreeden i G.

(i1) X opfylder betingelse (I) og (II) i lemma 6.10.

7.2 Overskygget optraeden

I dette afsnit indfgres begrebet overskygget optraeden, og nogle resultater vedrgrende overskyggede
optraedener pracsenteres.

Definition 7.10 (L(H)-overpunkt)
Lad G veere en graf, og lad L(H) veere en optreeden i G. Et punkt v € V(G) — V(L(H)) kaldes et
L(H)-overpunkt, hvis meengden af dets naboer i L(H) maetter L(H). o

Definition 7.11 (Overskygget optraeden)

Lad G veere en graf, og lad L(H) veere en optraeden af en 3-sammenhaengende graf J i G. Da siges
L(H) at veere en overskygget optraeden, hvis der findes en forgrening B i H af ulige leengde mindst
tre, som har endepunkter by og bs, sd der findes et punkt i G, som er ikke-nabo til hgjst et punkt
i 0om(b1) og hgjst et punkt i op (b2). S

Ifglge ovenstaende definition vil det sige, at L(H) er en overskygget optraeden, hvis der findes et
punkt i G, som er nabo til alle punkter i oz (b1) undtaget hojst et og nabo til alle punkter i g (b2)
undtaget hgjst et.

Lemma 7.12

Lad G veere en Berge graf, og lad L(H) veere en optreeden af en 3-sammenhaengende graf J i G.
Lad desuden Y veere en antisammenhsengende maengde af L(H )-overpunkter i V(G) — V(L(H)),
og lad X veere en maengde af punkter i L(H), som er komplette til Y. Antag, at X ikke meetter
L(H). Da vil J = K33 eller J = K4, og desuden gelder:

(i) Hvis J = Kz 3, sa vil der enten findes en overskygget optreeden af J i G, eller L(H) er
degenereret, og der findes en overskygget optraeden af J i G, eller L(H) er degenereret, og
der findes en forstgrrelse af J, som har en optreeden i G.

(1) Hvis J = K4, og L(H) er ikke-degenereret, si findes der en overskygget optreeden af J i G.

(#9i) Hvis J = Ky, og L(H) er degenereret, sa lad V(J) = {1,2,3,4}, og lad B, ; = Bj,, for
1 <4 < j <4, veere forgreningen i J, som forbinder i og j, lad endekanten i B; ;, der er
incident med i, veere p;;, og lad endekanten i B; ;, der er incident med j, veere pj;, lad Py
veere 2-vejen L(B; ;) 1 G, s& p;; og pji er 2-vejens endepunkter, og lad P13, P14, Paz 0g Py
have laengde nul, sa vil et af folgende gaelde:

(a) Der findes en overskygget optraeden af J i G.

(b) Der findes, op til symmetri, ikke-naboery,y’ € Y, sd naboerne tily i L(H) er pi2, p14, P32,
P34, p24 0og muligvis p13, og naboerne til y' er po1, P23, pai, pas, P13 0g muligvis paa.

(¢) P12 og P34 har laengde en.
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Bevis

Bemeerk, at ifglge definition 7.3 vil V(P;;) = R;j, idet R;; er en punktmaengde i L(H).

Det kan antages, at maengden Y er mindst mulig, s& den er antisammenhaengende, og X ikke
meetter L(H). Veelg to punkter i L(H), som i H er incidente med det samme forgreningspunkt,
og som ikke tilhgrer X. Sddanne to punkter findes, da X ellers maetter L(H). Da de to punkter
ikke tilhgrer X, er de ikke komplette til Y, og derfor vil der findes en anti 2-vej mellem dem, hvis
indre tilhgrer Y. Da Y er valgt mindst mulig, betyder det, at anti 2-vejen indeholder alle punkter
i Y. Det vil sige, at Y er punktmengden af en anti 2-vej @@ med endepunkter y; og y». Da Y
bestar af L(H )-overpunkter, s hvis |Y| =1, vil Y = {y;} veere et L(H)-overpunkt, og dermed vil
mangden X af dets naboer i L(H) per definition maette L(H ). Dermed vil |Y| > 2, s& y1 og y2 er
ikke det samme punkt. For i = 1,2 er Y; =Y — y; antisammenhangende, da y; er et endepunkt i
Y af anti 2-vejen Q). Lad X; veere meengden af punkter i L(H), som er komplette til Y;. Da Y er
valgt mindst mulig, vil badde X; og Xs meette L(H), for ellers kunne Y veere valgt mindre.

Pastand 1: For hvert forgreningspunkt b ¢ H vil X indeholde alle kanter i H, som er incidente
med b med undtagelse af hgjst to, og hvis der findes sddanne to kanter, der er incidente med b,
som ikke tilhorer X, sd vil den ene tilhore X1 — Xa, og den anden vil tilhgre Xo — X7.

Idet X7 maetter L(H), vil der blandt kanterne i H, som er incidente med b, hgjst findes én kant
e1, som ikke tilhgrer X;. Ligeledes, da X5 meetter L(H), vil der findes hgjst en kant ey blandt
kanterne i H, der er incidente med b, som ikke tilhgrer Xs. Da X; N X5 = X, vil der hgjst veere
to kanter, der er incidente med b i H, som ikke tilhgrer X, nemlig e; og e3. Dermed er pastand 1
vist.

Bemerk, at der kan findes forgreningspunkter i H, hvor samtlige kanter, der er incidente med
dette forgreningspunkt, tilhgrer X, nar blot dette ikke geelder for samtlige forgreningspunkter. Da
hvert forgreningspunkt har grad mindst tre, folger det af pastand 1, at ethvert forgreningspunkt
er incident med mindst en kant fra X.

Pastand 2: Hvis J # K4, sd er lemmaet opfyldt.

Antag, at J # Ky, og dermed er |V(J)| > 5. Antagelsen i lemma 7.9 er opfyldt, s& mindst et af
lemma 7.9(7) og lemma 7.9(i¢) mé geelde. Hvis lemma 7.9(7) er opfyldt, sa ma J = K33, L(H) er
degenereret, og der findes en forstgrrelse af J, som har en optreeden i G, og dermed er (i) i dette
lemma opfyldt. Derfor undersgges tilfeeldet, hvor lemma 7.9(i¢) er opfyldt.

Der vil ifplge lemma 7.9(ii) geelde, at X opfylder betingelse (I) og (II) i lemma 6.10, s& X ma
opfylde en af de fem konklusioner i lemma 6.10.

Lemma 6.10(¢) er ikke opfyldt, da det i lemmaet er antaget, at X ikke meetter L(H). Da J i denne
pastand har mindst fem punkter, vil H have mindst fem forgreningspunkter, og ifglge pastand 1
vil hvert forgreningspunkt veere incident med mindst en kant i X. Dermed kan lemma 6.10(i4)
og (iv) ikke veere opfyldte. Det vil sige, at enten er lemma 6.10(éi) eller (v) opfyldt. Hvis lemma
6.10(77) er opfyldt, sa lad B veere en forgrening i H med endepunkter b, og bo, s hver kant i
X har et endepunkt i V(B). Hvis lemma 6.10(v) er opfyldt, s& lad b; og bs veere punkter i H
af ulige biparitet, som ikke tilhgrer samme forgrening, s& X = pg(b1) U ou(bs), og lad B veere
delgrafen i H bestaende af punkterne b; og ba og ingen kanter. Bemeerk, at nir lemma 6.10(v) er
opfyldt, s& er by og be ikke ngdvendigvis forgreningspunkter. Lad H' = H — V(B). Da B enten er
en forgrening eller to punkter i forskellige forgreninger, er H' sammenhsengende, da der mellem
to vilkarlige forgreningspunkter er mindst tre disjunkte veje. Ingen kanter i H' tilhgrer X, da alle
kanter i X er incidente med et punkt i V(B). Da folger af pastand 1, at alle punkter i H' har grad
hgjst to, s& H' er en 2-vej eller et hul i H.

Hvis H’ er et hul, sa lad p1,...,p, vere fortlgbende forgreningspunkter i H, som tilhgrer dette
hul. Da J # Ky, og der hgjst er fjernet to forgreningspunkter fra H, vil der findes mindst tre
forgreningspunkter i H'. Lad py = p,, og lad B; veere forgreningen i H med endepunkter p;_; og
p; for 1 < i < n. Det vil sige, at H' er foreningsmeengden af forgreningerne By, ..., B,.

Hvis H' er en 2-vej, s& lad dens endepunkter veere py og p,, og lad forgreningspunkterne i H, som
tilhgrer det indre af H’, veere p1,...,pn_1, S& po,...,pn er fortlgbende. Da H’ indeholder mindst
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tre forgreningspunkter i H, er n > 2. For 1 < i < n lad B; veere 2-vejen i H' mellem p;_1 og p;.
I begge tilfeelde bensevnes endekanterne i B; med e; og f;, hvor e; er incident med p;_1, og f; er
incident med p;, for 1 <i <n.

Figur 7.11: Forgreningen B; i H' samt kanter, der er incidente med p;_1 og p;.

For 1 < ¢ <n—1vil en af kanterne e;, 1 og f; tilhgre X1, og den anden vil tilhgre X5, eftersom H'
ikke indeholder kanter i X, da alle kanter i X er incidente med et punkt i V(B). Dette er desuden
opfyldt for e og f,, hvis H' er et hul. Altsa vil der, ndr H' er et hul, for hvert forgreningspunkt i
H’ geelde, at det er incident med én kant fra X; og én kant fra X,. Fra tidligere haves, at Q) er en
anti 2-vej 1 Y, hvor endepunkterne i Y er y; og ys, og her deles op i to tilfeelde: @ har lige leengde,
og @ har ulige leengde.

Antag forst, at () har lige leengde. Hvis der i H’ findes to kanter e; og es, som ikke er incidente
med samme punkt, hvor ey tilhgrer X7, og es tilhgrer Xo, sa vil (2 sammen med e; og es danne
et antihul af ulige leengde i G, da punktet e; i G vil vaere nabo til y» men ikke til y1, og modsat
for punktet ey. Altsd findes der ikke sddanne to kanter i H'. Idet der findes et forgreningspunkt
i H' udover py og pn, har H' en kant i X; og en kant i X5. Eftersom alle kanter i X; har felles
endepunkt med alle kanter i Xs, da X7 og Xo hver iseer meetter L(H), findes der hgjst to kanter
fra X7 og to kanter fra X,. Dette skyldes, at punkter i H' hgjst har grad to, hvormed den eneste
mulighed er en kreds af leengde fire, hvor ikke-incidente kanter begge tilhgrer enten X eller Xa.
Antag, at der findes to kanter af hver af msengderne X; og X>. Da er H' et hul af leengde fire, og
dets kanter tilhgrer skiftevis X; og Xs. Hvis by ikke er et forgreningspunkt, si er lemma 6.10(v)
opfyldt, og dermed er b; ikke-nabo til by, da de ellers vil tilhgre samme forgrening. Dermed vil
alle naboer til by 1 H tilhgre H'. Hvis by er et forgreningspunkt, s& har det grad mindst tre, og
alle undtaget hgjst én nabo tilhgrer H'. Det vil sige, at b1 i begge tilfzelde har mindst to naboer i
H’, og ligeledes for by. Idet H er todelt, og H' er et hul af lseengde fire, vil b1 og by hver veere nabo
til ngjagtig to punkter, og disse to punkter er ikke-naboer. Da H er cyklisk 3-sammenhaengende,
kan by og by ikke veere naboer til det samme par af punkter 1 H’, idet der s vil findes en multipel
kant i J. Dermed er b; og by nabo til hvert sit par af ikke-nabopunkter, se figur 7.12.

Figur 7.12: Udsnit af H, hvor b; og by er nabo til hvert sit par af ikke-nabopunkter.

Da H har mindst fem forgreningspunkter, ma mindst ét af b; og bs veere forgreningspunkt. Dermed
ma bade by og by veere forgreningspunkter, da forgreningen fra den ene kun kan slutte i det andet
punkt. Dermed er B ogsa en forgrening. Da alle fire punkter i H' samt by og bz har grad mindst
tre i H, er J = K33, og dermed er lemmaet opfyldt i dette tilfeelde, hvis (i) geelder. Det vises
derfor, at (i) geelder.

Da H er todelt, vil B have ulige leengde. Lad a, b, ¢ og d veere de fire punkter i L(H), som i H er
kanter mellem V(B) og V(H’). Da a,b,c og d i H er kanter mellem V' (B) og V(H'), ma de tilhgre
X. Dermed er hvert punkt i 2-vejen @ komplet til a,b, c og d i L(H). Hvis B har leengde mindst
tre, s& er L(H) en overskygget optraeden, da hvert punkt i @ er komplet til a, b, c og d, og om(b1)
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samt op(ba) netop bestar af a,b,c og d samt to kanter i forgreningen B. Det kan derfor antages,
at B har leengde én, sa lad B indeholde kanten g, se figur 7.13.

Figur 7.13: (a): Udseendet af H. (b): Strukturen af L(H) i G.

Nu har alle forgreninger i H lsengde en, si L(H) er degenereret. Pa folgende figur ses det, at
(V(L(H)) — 9) UQ)g er en optreeden L(H*) af J* i G.

(a) (b)
Figur 7.14: (a): Udseendet af ((V(L(H)) — g) UQ)g. (b): Grafen J*.

Det vil altsa sige, at ((V(L(H)) — g) UQ)g er en optraeden af K33 i G. Da Q i G har lige lengde
mindst to, har @ 1 H* ulige leengde mindst tre, og Q’s naboer i L(H*) er punkterne eg, €1, e3 og
es. I G er g nabo til eg, e1, e og e3, sa hermed haves i H* en forgrening Q af leengde mindst tre, og
der vil geelde, at g i G er ikke-nabo til hgjst et punkt fra og-(y;) og ikke-nabo til hgjst et punkt
fra op-(y1), hvor y; og y2 er Q’s endepunkter. Dermed er ((V(L(H)) — g) U Q)¢ ifolge definition
7.11 en overskygget optreeden i G.

Det vil sige, at (¢) er opfyldt i dette tilfeelde. Det kan derfor antages, at der i H' ikke findes to
kanter i X; og to kanter i Xs.

Lad H' indeholde en kant fra X,. Da H’ ikke indeholder kanter fra X, vil hvert forgreningspunkt
i H, som er et punkt i H', ifplge pastand 1 veere incident med en kant i X; og en kant i X5. Det
vil sige, at nar der i H' kun findes en kant fra X5, s& kan kun to punkter i H' veere incidente med
kanten i X5. Dermed vil der kun findes to forgreningspunkter i H af grad to i H'. Hvis H’ er et
hul, s& opnées en modstrid med, at H' indeholder mindst tre forgreningspunkter fra H, som er
incidente med en kant i H' fra X5, da der kun findes to punkter i H’, som er incidente med kanten
i Xo. Altsd ma H’ veere en 2-vej. Her kan endepunkterne pg og p, veere forgreningspunkter, som
ikke er incidente med kanten i X5, da de kun er incidente med én kant i H'. Da kun to punkter
kan veere incidente med kanten i X5, vil n < 3, da der hgjst kan findes to forgreningspunkter i det
indre af 2-vejen H'.

Antag, at n = 3. Da vil e = fo € X3 0og f1,e3 € X;1. Idet p1 og po er forgreningspunkter i H,
er de hver iszr nabo til et af punkterne by og b2, jeevnfer figur 7.12, og de er ikke nabo til den
samme, da H er todelt, se figur 7.15.
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Po fi ;1 p2es p3
[ [

b1 ba

Figur 7.15: Forgreningspunkter p; og ps i H.

Dermed har b; og bs ulige biparitet, da 2-vejen b1, p1,p2,bs har ulige leengde, og H er todelt.
Dermed har b; og by ingen fzelles naboer i H’. Desuden skal pg og p3 begge veere nabo til et af by
eller by og ikke til det samme, si by og by har hver mindst to naboer i V(H’). Ydermere mé de
have ngjagtig to naboer, da der ikke findes flere punkter at forbinde dem til, og hvert af pg, p1, p2
og ps er nabo til ngjagtigt et af b; og by. Dermed har py og ps grad to i H, s& H har kun fire
forgreningspunkter, og en modstrid er opnaet. Det vil sige, at n = 2.

Da H skal indeholde mindst fem forgreningspunkter, mé b, ba, po, p1 0g p2 alle veere forgrenings-
punkter i H, og B er dermed en forgrening. Bade pg og p2 er forbundet til bade b1 og bs. Idet p; er
nabo til et af by og bs, har pg, p1 og p2 lige biparitet, da der ellers dannes kredse af ulige leengde.
Dermed har B; : pg,...,p1 og By : p1,...,p2 begge lige leengde, hvilket ogsa geelder for B, da
B U {pob1,p2ba} er en vej fra py til pa, ligesom By U By er en vej fra pg til p2. Det kan antages, at
f1 € X1 og ea € X5. Dermed vil e1 ¢ X5 og fo ¢ Xo, og ikke bade e; € X5 og f2 € X1, da alle
kanter i X; har et faelles punkt med alle kanter i X5. Det kan derfor antages, at e; ¢ X7 U X5. Da
bade X7 og Xo meetter L(H), tilhgrer kanterne pob; og poba bade X7 og Xo, hvilket betyder, at
de begge tilhgrer X. Da p; er nabo til et af b; eller by, lad det veere by, vil kanten p1b; € X, da
p1 allerede er incident med to kanter i H, som ikke tilhgrer X, og et forgreningspunkt i H ifglge
pastand 1 hgjst mé veere incident med to kanter, som ikke tilhgrer X. Dermed er bo, po, B1, p1, b1
en vej af lige leengde mindst fire, hvis endekanter tilhgrer X, og hvis indre kanter ikke tilhgrer
X. Denne vej i H svarer til en 2-vej i G af ulige leengde mindst tre, hvis endepunkter tilhgrer X,
og hvis indre punkter ikke tilhgrer X. Dermed kan korollar 2.3 benyttes, hvor Y er en antisam-
menhaengende maengde, som 2-vejens endepunkter er komplette til, hvormed hvert punkt fra X
i G har en nabo i det indre af vejen. Dette er ensbetydende med, at hver kant fra X i H har et
endepunkt i V(B1), hvormed po ikke kan veere incident med et punkt i X. Dermed er en modstrid
opnaet, da ps er et forgreningspunkt i H, og dermed skal veere incident med en kant i X. Dette
viser pastand 2, nar @ har lige leengde.

Lad nu @ have ulige leengde. For at bevise pastand 2 i dette tilfeelde bruges fglgende raesonnement:

Reaesonnement 1: Hvis e € X1 — Xo, e5 € Xo — X3, eg € X, og e1 samt ex har et felles ende-
punkt, sd vil enten ey eller es have et felles endepunkt med eq © H, for ellers haves et antihul
Y1, @, Y2, €1, €, €2 af ulige leengde 1 G.

Hvis H' er et hul, sa veelg to ikke-naboer p; og p;. Sddanne to ikke-naboer findes, da H' indeholder
mindst tre forgreningspunkter og har lige leengde. Der vil geelde, at den ene af f; og e;41 tilhgrer
X1, og den anden tilhgrer Xs. Desuden vil der findes en kant i X fra p; til {b1, b2}, hvilket er i
modstrid med raesonnement 1.

Det vil sige, at H' er en 2-vej. Idet en af kanterne f; og es tilhgrer X1, og den anden tilhgrer Xo,
vil hver kant i X ifglge reesonnement 1 have et endepunkt til faelles med en af disse to kanter. Da
der for 1 <i <n —1 findes en kant i X mellem p; og {b1,b2}, er n < 3.

Antag, at n = 3. Da findes der ingen kant i X, som er incident med ps i H, idet en sadan kant
ikke vil have feelles endepunkt med fi eller es, som reesonnement 1 kraever. Det vil sige, at ps
ikke er et forgreningspunkt i H. Da p; og ps hver er forbundet til enten by eller by, ma de veere
forbundet til hvert sit, da H er todelt. Hvis pg skal veere et forgreningspunkt, sa skal det veere
incident med fi, altsa er pop; = f1. Desuden skal pg forbindes til bade b, og b2, men da danner
trekanten pg, p1, b;, for i = 1,2, en modstrid med, at H er todelt. Det vil sige, at hverken pq eller
p3 er forgreningspunkter, s& H har kun fire forgreningspunkter, hvormed en modstrid er opnéet.
Det kan derfor antages, at n = 2.

Her er by, b2, po, p1 0g p2 alle forgreningspunkter, hvormed B er en forgrening. Desuden er py og po
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nabo til bade by og bs. Da der findes en kant i X mellem pg og {b1, b2}, skal den ifglge reesonnement
1 dele endepunkt med enten f; eller ey, og dermed méa By have leengde en. Ligeledes vil By have
leengde en. Da H er todelt, kan p; ikke veere nabo til hverken by eller by, hvilket er i modstrid
med, at det er et forgreningspunkt. Dermed er pastand 2 vist.

Da pastand 2 giver, at lemmaet er opfyldt, hvis J # Ky, sa kan det fremover antages, at J = Kjy.
For at simplificere notationen vil det fremover blive benyttet, at V(J) = {1,2,3,4}, desuden
vil forgreningen i H mellem ¢ og j blive betegnet med B; ; = Bj,;, og forgreningens endekanter
bengevnes p;; og pj;, hvor de er incidente med henholdsvis ¢ og j. Lad 2-vejen i G mellem punkterne
pij og pj; dannet af punkterne i G fra E(B; ;) veere betegnet med P;; = Pj; = L(B; ;), se figur
7.16.

Figur 7.16: H fremkommet fra J = K, med den i teksten neevnte notation, samt liniegrafen L(H)
derfor.

For k =1,2,3,4 betegn med D}, hullet i G induceret af de tre veje F;; for ,j # k, og betegn med
Ty trekanten {pg; | 1 < i < 4 ogi # k}. Husk, at @ er en anti 2-vej i Y med endepunkter y; og
12, 0g X; er meengden af punkter, der er komplette til Y — y;, for i = 1, 2.

Pastand 3: Hvis p31,ps2 ¢ X, sd vil hvert punkt i Dy, som tilhgrer X, vere nabo til et af punkterne
b31 09 p32-

Hvis D, har leengde fire, sa er pastand 3 opfyldt, da alle kanter i D4 s er nabo til enten p3; eller
ps2. Det kan derfor antages, at D4 har leengde mindst fem. Desuden vil D, altid have lige leengde,
da G er en Berge graf. Antag, at der findes et punkt z € X i Dy, som ikke er nabo til hverken
p31 eller ps3o. Fra pastand 1 felger, at psy € X, da hvert forgreningspunkt hgjst mé veere incident
med to kanter, der ikke tilhgrer X, og det er forgreningspunkt 3 allerede. Det kan desuden ifslge
pastand 1 antages, at p3; € X1 og p32 € Xo. Dermed vil p31,y1, @, y2, p32 veere en anti 2-vej af
leengde mindst tre. Det méa veere en anti 2-vej af lige leengde, da den sammen med pss, x, p31 danner
et antihul. Dette er dog i modstrid med szetning 2.17, hvor Dy er hullet i G, p31,y1, @, Y2, P32 €r
anti 2-vejen af lige leengde mindst fire, ps4 er komplet til Q U {ps1,ps2, y1,¥y2}, og = er komplet til
QU {y1,y2}, men er hverken det tredje eller sidste punkt i Dy, da 2 er antaget ikke at veere nabo
til hverken ps; eller pss, som er fgrste og andet punkt i Dy. Dermed er pastand 3 vist.

Pastand 4: Hvis et af D1,..., Dy ikke indeholder et punkt fra X, sd er lemmaet opfyldt.

Antag, at intet punkt i D4 tilhgrer X. Da folger af pastand 1, at pi4, p2s 0g ps34 alle tilhgrer X.
Idet D4 har lige leengde, mé en af Pjs, Pi3 eller Po3 have ulige leengde, da Dy = Pyo U P13 U Pog U
{p12p13, P31P32, P23p21 }, lad det veere Pio. Hvis p14 0g pag ikke er naboer, s er p14, p12, P12, P21, P24
en 2-vej af ulige leengde med endepunkter i X og ingen indre punkter i X, og p34 € X har ingen
nabo i det indre af 2-vejen, hvilket er i modstrid med korollar 2.3. Dermed ma pi4 og p2y veere
naboer, hvilket betyder, at P4 og P»4 begge har leengde nul. Idet det kan antages, at p21 0g pas
tilhgrer henholdsvis X; — X5 og X2 — X1, da X ikke maetter L(H), fplger det, at @ danner et
antihul med y2, pa3, P14, P21, Y1, da X1 er komplet til Y — y1, og Xo er komplet til Y — y5. Hermed
ma () have lige leengde mindst to. Ligeledes er @ det indre af en anti 2-vej af lige leengde mellem
P12 08 P13, hvor P12 08 P13 tilh@rer hver sin maengde Xl — X2 og X2 — Xl, 0og P21, P23,P13 08 P12
alle er forskellige punkter, se figur 7.17.
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Figur 7.17: Udsnit af G indeholdende L(H) og Q, her skitseret med |V (Q)| = 5.

Bemeerk, at pa figur 7.17 er punkterne {pi2, p13, P21, pes} alle naboer til det indre af @, men disse
kanter er ikke indtegnet. Desuden er figuren skitseret med pi1o € X7 — X5 og p13 € X — X1, men
p12 € Xo — X7 og p13 € X1 — X5 er ogsd en mulighed.

Der haves nu et hul D, af lige leengde, hvor Dy : p13, P13, P31, P32, P23, D23, P21, P12, P12 er et antihul
af leengde mindst fire med punkterne p13,¥1,..., Y2, p12 0g et punkt p14 € X, som er komplet til
P13, Y1, - - -, Y2, p12. Desuden har pi4 ingen naboer i Dy — {p13,p12}.

Ifglge seetning 2.17 vil D4 have leengde fire, da Dy ikke opfylder lemmaets konklusion, idet p13 og
p12 begge er komplette til @), og derfor heller ikke kan opfylde lemmaets betingelser. Da D, har
leengde fire, ma Pi3 og Pes have leengde nul, og Pjs har leengde en, idet Pi2 har ulige leengde.
Dermed méa p1o € Xo — X7 og p13 € X1 — Xo for at pastand 1 er opfyldt. Dermed er L(H)
degenereret, da der findes en kreds i H, som ogsa findes i J = Ky, se figur 7.18.

14 = P41 P13 = P31

P12
P43
P34
p2

P23 = P32
P24 = P42

Figur 7.18: Udseendet af L(H).

Det skal nu vises, at et af punkterne (ii7)(a)-(ii¢)(c) vil veere opfyldt.

Betragt nu delgrafen Ty UTo UT3UY i G, se figur 7.19(a).

P34

P21

(b)
Figur 7.19: (a): Delgrafen Ty UT, UT3 UY i G. (b): Grafen H*.

Her ses det, at Ty UT, UT3 UY er en optreeden L(H*) i G, hvor H* ses pa figur 7.19(b). Det vil
sige, at Ty UT>, UT3UY er en optreeden af K, i G. Da Q i G har lige leengde mindst to, har Q
ulige leengde mindst tre i H*. Desuden er punktet py3 ikke-nabo til hgjst et punkt i op-(y1) og
ikke-nabo til hgjst et punkt i op+(y2). Altsd er Ty UTo UT5 UY en overskygget optreeden af Ky i
G. Dermed er (iii)(a) opfyldt, s pastand 4 er vist.

Pastand 5: Huvis et af Dy, ..., Dy indeholder hgjst et punkt fra X, sa er lemmaet opfyldt.
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Fra pastand 4 kan det antages, at hvert Dy indeholder mindst et punkt fra X, da lemmaet ellers er
opfyldt. Antag derfor, at D4 indeholder ngjagtig et punkt x fra X, og af symmetrigrunde kan det
antages, at © € Pj2. Dermed tilhgrer hverken ps; eller p32 meengden X. Lemma 7.9 kan benyttes,
og hvis lemma 7.9(i) er geeldende, indeholder G en optraeden af en forstgrrelse af J og dermed
ogsé en optraeden af J, og (iii)(a) er opfyldt. Det kan derfor antages, at lemma 7.9(ii) geelder,
og det vil sige, at lemma 6.10(1) og (II) er opfyldte. Per lemma 6.10(II) findes der ikke tre veje
i H med et endepunkt b til fzelles, s hver vej indeholder en kant fra X, og der for mindst to af
vejene gaelder, at kanten, der er incident med b, ikke tilhgrer X. Betragt nu forgreningspunkt 3
og kantmeengden Y i H. Idet Y i G er en maengde af L(H)-overpunkter, vil Y veere forbundet til
mindst to af punkterne i T5. Det vil sige, at forgreningspunkt 3 i H er endepunkt for to veje mellem
forgreningspunkt 3 og kantmeengden Y. Da X opfylder lemma 6.10(11), kan der ikke findes flere
veje mellem forgreningspunkt 3 og Y. Dette betyder, at i G kan maengden Y ikke forbindes til 7.
Hvis x # p21, s& ma pay € X, og sa vil Y kunne forbindes til T3 via ps4, vejen pog, p23, Po3, p32 0g
vejen x, ..., P12, P13, P13, p31- Ligeledes hvis x # po1, s& © = p12 = po1, hvormed Pj har leengde
nul. Fra pastand 4 fglger, at x er nabo til enten ps; eller p3o, sé enten Pi3 eller Po3 har leengde
nul, lad det veere Po3. Dermed ma P;3 have ulige leengde, da der ellers dannes en kreds af ulige
leengde, hvilket ikke mé forekomme i en todelt graf. Dermed er p12, p13, P13, P31, P34 €n 2-vej af ulige
lengde, hvis endepunkter tilhgrer X, og hvis indre punkter ikke tilhgrer X. Da X er maengden
af punkter i GG, som er komplette til Y faes fra korollar 2.3, at ethvert punkt i X have en nabo i
Pi3, s& p34 er det eneste punkt fra X i Dy. Ved at bytte D4y ud med D; og gentage ovenstaende
fra begyndelsen af argumentationen for pastand 5 vil det kunne konkluderes, at p43 er det eneste
punkt fra Dy, som tilhgrer X. Altsd har P34 leengde nul. For at undga kredse af ulige leengde, mé
P14 have lige leengde, og P4 méa have ulige leengde. Dermed er P»4 en 2-vej af ulige leengde med
endepunkter i X og ingen indre punkter i X. Dermed vil ethvert punkt i X ifglge korollar 2.3 have
en nabo i Pyy. Udseendet af L(H) er nu som pa figur 7.20.

P14 g1z = p21

Palg’

P34 = P43 P23 = P32

Figur 7.20: Udseendet af L(H). Bemerk, at de stiplede linier repraesenterer 2-veje og de fuldt
optrukne linier repraesenterer kanter.

Analogt med pastand 3 kan det vises, at hvis p41, pss & X vil ethvert punkt i D3 fra X veere nabo
til pag eller pyo. Hvis X = {pi12,p34}, s& har enten P14 eller Poy leengde nul, idet p12 € X skal veere
nabo til enten py; eller pyo, lad det veere Pi3, som har lengde nul. Hvis |X| > 2, s& ma& P14 ogsa
have leengde nul, hvilket skyldes fglgende. Da D, samt D, begge kun indeholder punktet p3, fra
X, og hvert punkt fra X skal have en nabo i bade P13 og Pay, ma X, da |X| > 2, indeholde psq, p1o
samt p14 = pa1. Altsd har P4 leengde nul. Det vil sige, at Pya, Psg, P34 og Py4 alle har leengde nul,
hvormed L(H) er degenereret, og X = {p12,p3s} eller X = {p12, P34, 14}

Der er symmetri mellem Pi3 og Pia, og hvis begge 2-veje har leengde en, da er (iii)(c) opfyldt,
sa det kan antages, at P;3 har leengde mindst tre. Det kan antages, at p3; € X og p32 € X», og
som konsekvens deraf, at po4 € X;7. Da P;3 har ulige leengde mindst tre, er p12, p13, P13, P31, P34 €n
2-vej af ulige leengde mindst fem, hvis endepunkter tilhgrer X, og hvis indre punkter ikke tilhgrer
X. Da fglger af lemma 2.2, at Y indeholder et athop for pis,p1s, P13, P31, p34. Lad @ besta af
punkterne g1, qo,...,qk, S& y1 = q1 0g Y2 = qi. Det eneste punkt i Y, som ikke er nabo til ps1, er
Y1 = q1, og den eneste ikke-nabo til g1 1 Y er g2, sd ¢1,q2 danner afhoppet. Dermed vil kanterne
q1P12, Q1P13, 1P34, ¢2P12, ¢2P31 O q2p34 findes i grafen. Da ¢o er forbundet via kanten gopio, 2-
vejen qo, p31, P13, p13 samt 2-vejen s, P34, P34, P43, pa1, P14, D14, folger det af lemma 2.9, at go har
to naboer i T;. Hvis g2 er nabo til py3, s& dannes et hul ¢, p13, q1, p34, p31 af ulige leengde, derfor
kan g5 ikke veere nabo til p13, og dermed ma g5 veere nabo til p14. Nu er 2-vejen pio, pa4, Pas, pao, Pas
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af ulige leengde mindst tre mellem feelles naboer til q; og ¢2. Hvis ¢1 og g2 har en feelles nabo i
Py, sa vil det danne et hul af ulige leengde med q1, p13, P13, P31, q2. Dermed er ¢; og g2 ogsé et
afhop for 2-vejen pi2, pag, Paa, a2, pa3. Det vil sige, at de eneste naboer til ¢; i L(H) er punkterne
P12, P13, D42, P43, P23 0g eventuelt p14, og de eneste naboer til g2 er punkterne pa1, pa4, P31, P34, P14
og eventuelt pag. Dermed er (7i7)(b) opfyldt, s& pastand 5 er hermed vist.

Pastand 6: Hvis p31,ps32 ¢ X, sd vil enten lemmaet veere opfyldt, eller Dy har lengde fire, og de
to andre punkter i Dy tilhgrer X.

Fra pastand 5 kan det antages, at mindst to punkter i D, tilhgrer X. Som under beviset for
pastand 4 kan Y ikke forbindes til trekanten T3, sa der mé findes ngjagtig to punkter i X, og disse
to punkter er naboer, for ellers kan Y forbindes til T5. Fra pastand 3 er de begge naboer til et af
p31 eller psa, hvormed D4 har leengde fire, og de to punkter udover p3; og pss tilhgrer X. Dermed
er pastand 6 vist.

Pastand 7: Hvis p31,ps32 ¢ X, og P2 har lengde mindst en, sd er lemmaet opfyldt.

Hvis Pjo har leengde mindst to, s& vil pastand 6 give, at lemmaet er opfyldt, da det ikke er muligt
at Pps har leengde mindst to i tilfeeldet, hvor D4 har leengde fire. Det kan derfor antages, at Pyo har
leengde en, Pi3 og Pa3 begge har leengde nul, og p1s samt po; begge tilhgrer X. Da Y som under
beviset for pastand 4 ikke kan forbindes til T3, vil p14 ¢ X og pas ¢ X. Fra péstand 1 kan det
antages, at p13 € X1 — X5 og p14 € X2 — X1. Dermed vil po3g € X5 — X7 0g poy € X7 — X3. Da vil
P13, P21, P14, Y1, @, y2 veere et antihul, sa anti 2-vejen () ma have lige leengde. Da poy, p14, Y1, @, Y2
ikke ma veere et antihul, da det sa vil have ulige leengde, ma p14 og p24 veere naboer. For at de kan
vaere naboer, skal P4 og P»y begge have leengde nul, hvormed P;4 ma have ulige laengde, da der
ellers dannes en kreds af ulige leengde 1 H. Da p13,p14 ¢ X, kan det ved at anvende pastand 6 pa
D5 konkluderes, at Ds har leengde fire, og dermed har P4 leengde en. Hermed er (ii2)(c) opfyldt,
sa pastand 7 er vist.

Da D, altid skal have lige leengde, idet der ellers findes en kreds af ulige leengde i H, vil D, have
leengde mindst fire. Det kan derfor af symmetrigrunde antages, at ps1,ps2 ¢ X. Fra pastand 7
folger, at P> har leengde nul. Fra pastand 6 og pastand 7 felger, at det kan antages, at Pa3 har
leengde nul, og Pi3 har leengde en, hvormed pi3, p12 € X. Idet Y, som under beviset for pastand
4, ikke kan forbindes til trekanten T3, mi pas ¢ X, da punktet pss, 2-vejen pi3, ps1 og 2-vejen
a4, p32 ellers forbinder Y til T3. Ved at anvende pastand 6 og pastand 7 pa Di, kan det antages,
at Ps4 har leengde nul, Py har leengde en, og pso € X. Hvis Py4 har leengde nul, s& er (iii)(c)
opfyldt, da det bare er en permutation af nummereringen. Hvis Pj4 ikke har lzengde nul, s er
L(H) en overskygget optreeden, da der findes en forgrening By 4 i H med endepunkter 1 og 4, sa

on(1) = {p12,p13, p1a} 0g 0m(4) = {pa1, paz, pas}, og alle punkter i Y er naboer til p12,p13, paz 0g
pa3. Dermed er (iii)(a) opfyldt. Hermed er det vist, at (ii2)(a)-(¢i7)(c) vil geelde. O

Lemma 7.13
Lad G vaere en Berge graf, og lad L(H) veaere en overskygget optreeden af J i G, hvor J er en
3-sammenhangende graf. Da gealder et af folgende:

(i) Der findes en forstorrelse af J, som har en ikke-degenereret optraeden i G.

(#4) G har en balanceret skeev opdeling.
o

Der er nu blevet vist nogle resultater om, hvordan en optraeden af en 3-sammenhaengende graf har
betydning for den Berge graf, som den er en optraeden i.
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Kapitel 8

Knuder

I dette kapitel betragtes grafer, som har en induceret delgraf, der er isomorf med en degenereret
optreeden af K,. En degenereret optreeden af K4 kan bade ses som en liniegraf, savel som en
samling af 2-veje og anti 2-veje, kaldet en knude. Der gennemgaes her definitioner og resultater,
der anvendes som hjelp til at vise nogle af hovedresultaterne i rapporten. De mengder af 2-veje
og anti 2-veje, der kan ses som en degenereret optreeden af K, og som udggr en knude, defineres
indledningsvist.

Definition 8.1 (Knude)

Lad G vere en graf, lad P, og Py veere 2-veje i G, og lad Q1 samt Qo veere anti 2-veje i G, sa
P1, Py, Q1 samt Qs er parvis disjunkte. Lad a; og b; veere endepunkterne i P;, og lad x; og vy; vaere
endepunkterne i Q;, for i = 1,2. Hvis Py, P>, Q1 samt Q2 opfylder fzlgende:

(i) P1, Py, Q1 samt Q2 har leengde mindst en.
(i4) Der findes ingen kanter mellem P og P», og desuden er Q1 komplet til Q.

(t9¢) For i,j = (1,1),(1,2) og (2,1) er kanterne a;x; og b;y; de eneste kanter mellem V(P;) og
{z;,y;}, og kanterne asys samt baxs er de eneste kanter mellem V (Py) og {x2,y2}.

(tv) Fori,j = (1,1),(1,2) og (2,1) er kanterne a;y; samt b;x; de eneste kanter, der ikke findes
mellem V(Q;) og {a;, b}, og kanterne asxs samt bays er de eneste kanter, der ikke findes
mellem V(Q3) og {az,ba}.

Da kaldes K = (P1, Py, Q1,Q2) en knude i G. o
@1
1y
as @ ® ay
P! 3 P
ba ‘ ‘ b1
:chQ v

Figur 8.1: Et eksempel pa en knude i G, hvor anti 2-vejene @)1 og Q2 har leengde en, og hvor
2-vejene P} samt P» er illustreret med stiplede linier.

Bemeerk, at hvis (Py, P2, Q1,Q2) er en knude i G, sé er (P, P1,Q1, Q2) ogsé en knude i G, hvis der
blot laves en omnummerering af endepunkterne i P; og P». Desuden medfgrer definition 8.1(iv),
at det indre af Q1 og det indre af Q9 er komplet til {a1, a2, b1,b2}. Fra definition 8.1(iii) folger,
at {x1, 2,41, y2} kun har naboer i {a1,aq,b1,b2} i P; og Ps.
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Lemma 8.2

Lad G vare en Berge graf, og lad (Py, Py, Q1,Q2) vaere en knude i G. Da vil Py, P>, Q1 samt Qo
alle have ulige Izengde, og enten vil bade Py og P> have leengde en, eller sé vil bade Q1 og Q2 have
leengde en. o

Hvis G er en Berge graf, og L(H) er en degenereret optreeden af en 3-sammenhaengende graf
J=K41G, s kan L(H) betragtes som en knude i G ud fra folgende:

Lad V(J) = {1,2,3,4}, og lad Pi3, P14, Po3 0g Pa4 have leengde nul i G. Lad P; = Pjo, og lad
Py = Psy. Lad Q7 veere anti 2-vejen pi3, pes af leengde en, og lad Q)5 veere anti 2-vejen pi4, pas af
leengde en. Da vil (P}, Py, Q%, Q%) veere en knude i G.

Ovenstaende lemma viser, at (P}, Py, Q%, Q%) og (P, Py, Q%, Q%) er de eneste mulige knuder i en
Berge graf.

Altsa vil (Pf, Py, Q7, Q%) se ud som pa fglgende figur, hvor QF og @3 har leengde en.

P14 P23

P13 P42

Figur 8.2: Knuden L(H) i G, hvor Pa3, Pay, P14 samt P35 har leengde nul, og P34 samt P er
illustreret med stiplede linier.

Folgende bemseerkning giver, hvordan en knude tilsvarende kan betragtes som en degenereret op-
treeden af Kjy.

Bemaerkning 8.3

Nar Q1 og Q2 begge har lengde en, kan knuden betragtes som en degenereret optreeden af K.
Betragt figur 8.2, og konstruér den graf, som figur 8.2 er liniegrafen for. Her skal P4, Pa3, P13 0g
P>y have leengde nul, for at det er en knude, og de giver, at det er en degenereret optreeden.  ©

Definition 8.4 (Lokal med hensyn til en knude)
Lad G veere en Berge graf, og lad K = (P, P»,Q1,Q2) vaere en knude i G. En delmangde
X C V(K) siges at veere lokal med hensyn til knuden, hvis

(1) X er disjunkt fra mindst en af Py eller Ps.
(14) Hverken V(Q1) eller V(Qz) er en delmaengde af X .
(#41) Meengden X N (V(Py) UV (P,)) er komplet til meengden X N (V(Q1) UV (Q2)).

Definition 8.5 (Matte en knude)

Lad G veere en Berge graf, og lad K = (P, P»,Q1,Q2) vaere en knude i G. En delmangde
X C V(K) siges at meette knuden, hvis V(K ) — X er lokal med hensyn til knuden (Q1, Qz2, P1, P2)
iG. o

At V(K)—X er lokal med hensyn til knuden (Q1, Q2, P1, P2) i G, betyder, at V(K )— X er disjunkt
fra en af @ eller Q2, V(K)— X ikke indeholder hverken V(Py) eller V(P,), (V(K)—-X)N(V(Q1)U
V(Q2)) er komplet til (V(K) — X) N (V(P1) UV (P,)). Det vil sige, at X indeholder mindst én af
Q1 eller Qa, X NV (Py) % 0, og X NV (Ps) % 0.

Nar (V(K) — X) N (V(Q1) UV (Q2)) er komplet til (V(K) — X)N (V(P)UV(P)) i G, s findes
der ikke kanter mellem (V(K) — X) N (V(Q1) UV (Q2)) og (V(K)—X)N(V(P)UV(P))iG.
Hvis der findes en kant mellem V(P;) U V(P2) og V(Q1) U V(Q2), s& kan den ifplge ovenstaende
ikke veere mellem to punkter i V(K) — X. Derfor ma en sadan kant have mindst et endepunkt i
X. Det vil sige, at X indeholder mindst ét endepunkt fra enhver kant mellem V(P;) UV (P;) og
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V(Q1) U V(Q2).

Fglgende lemma angiver, hvornar en delmaengde af punkterne i en knude er henholdsvis lokal med
hensyn til en knude eller meetter en knude i forhold til om delmaengden er lokal med hensyn til en
optraeden i G henholdsvis meetter en optreeden i G.

Lemma 8.6

Lad G veere en Berge graf, og lad L(H) vere en optraeden 1 G. Lad K = (P1, Py, Q1,Q2) vaere en
knude i G, s& K = L(H) er en optreeden af K. Antag, at Q1 og Q2 begge har laengde en, og lad
X C V(K). Da vil fplgende to punkter gaelde:

(i) X er lokal med hensyn til knuden, hvis og kun hvis X er lokal med hensyn til L(H).

(i1) X maetter knuden, hvis og kun hvis X maetter L(H), og X har punkter felles med béde
V(Py) og V(P).

Bevis
Det kan ifglge lemma 8.2 antages, at Q1 og Q2 begge har leengde en.
I dette bevis tages udgangspunkt i notationen pa figur 8.2.

Hvis X er lokal med hensyn til knuden, sa er kravene til X, at meengden X N (V(Py) UV (F2))
er komplet til meengden X N (V(Q1) UV (Q2)), X er disjunkt fra mindst en af Py eller Py, og X
indeholder hverken V(Q1) eller V(Q2). Det skal sa ifglge definition 7.4 vises, at X C N, for et
punkt v € V(J), eller X C Ry, for en kant uv € E(J). Veelg for eksempel et punkt i P, eller Pa,
som skal tilhgre X, lad det veere py3. Da pyg € Py, vil X NV (Py) = (). Da X NV (P,) skal veere
komplet til X N (V(Q1) UV (Q2)), kan punkterne pys og p14 tilhgre X. Da X NV (Q1) # V(Q1),
og X NV(Q2) # V(Q2), kan punkterne po3 og p13 ikke tilhgre X. Heraf m& X C {p4s, pas, p14} =
{pa3, P42, 11}, hvilket medfgrer, at X C N4. Da punktet pys kan veelges vilkarligt, ma det geelde
for alle valg af punkter i K, som er endepunkt i P; eller P,. Hvis X har et punkt i det indre
af P5, sd kan X ikke indeholde punkter fra @1 U QQ2, da ingen indre punkter i P» har naboer i
{1, 22,91, y2}. Dette medforer, at X C N, for et v € V(J). Dermed vil X ifglge definition 7.4
veere lokal med hensyn til L(H) .

Hvis X er lokal med hensyn til L(H), vil X C N, eller X C Ry, for u,v € V(J). Hvis X C N,,
s& er punkterne i X komplette til hinanden, og dermed vil de opfylde definition 8.4(7)-(i4z). Hvis
X C Ryy, sder X indeholdt i Pig = Py, P34 = P eller en af Pog, Poy, P14 eller Pi3, som har leengde
nul. I alle tilfeelde vil definition 8.4 veere opfyldt.

Hvis X meetter knuden, sa skal det ifglge definition 6.8 vises, at for ethvert forgreningspunkt
v € V(H) vil hgjst en kant e € o (v) ikke tilhgre X. At X maetter knuden betyder, at X inde-
holder mindst én af @1 eller 2, X har punkter feelles med bade P, og P,, samt at X indeholder
mindst ét endepunkt fra enhver kant mellem V(P;) UV (P2) og V(Q1) UV (Q2). Det vil sige, at
enten er V(Q1) C X, eller sd er V(Q2) C X. Desuden vil mindst ét af punkterne a4 eller z1, mindst
ét af punkterne ap eller xo, mindst ét af punkterne b; eller y;, mindst ét af punkterne by eller yo,
mindst ét af punkterne as eller x1, mindst ét af punkterne as eller ys, mindst ét af punkterne by
eller y; og mindst ét af punkterne by eller x5 tilhgre X, da disse er endepunkterne for kanterne
mellem V(P1) UV (P;) og V(Q1)UV(Q2). Meengden X fremkommer altsd som en kombination af
ovenstaende muligheder. I J vil hvert forgreningspunkt altid veere incident med mindst tre kanter,
og disse kanter danner en komplet delgraf i L(H). Da L(H) kun indeholder komplette delgrafer
med tre punkter, skal der for hver trekant gaclde, at mindst to af de tre punkter vil tilhgre X, for
at X metter L(H). Ved samtlige mulige kombinationer fremkommer der en maengde, hvorom det
geelder, at meengden meetter L(H).

Hvis X maetter L(H), og X har punkter til feelles med V(P;) og V(P%), betyder dette ifplge
definition 6.8, at hgjst én kant, der er incident med hvert forgreningspunkt i H, ikke tilhgrer
X. Da L(H) er en optreeden af Ky i G, saettes {1,2,3,4} til at veere maengden af forgrenings-
punkter i H, og bensevn med p;;, for i,j € {1,2,3,4}, og ¢ # j, kanterne, der er incidente med
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forgreningspunkterne. Da X meetter L(H), betyder dette, at hgjst ét af punkterne pia,p13 eller
p14 ikke tilhgrer X . Tilsvarende vil hgjst ét af punkterne po1, pos eller poy, hgjst ét af punkterne
P31, P32 eller p3s og hgjst ét af punkterne p4i,pso eller py3 ikke tilhgre X. Da Piy, Pa3, P13 og
P>y alle har leengde nul, er p14 = pa1, P23 = P32, P13 = P31, O0F P24 = P42, 0g dermed bliver der
feerre muligheder for udseendet af X. For eksempel kan X = {p14, po3, P24, p13}. Her geelder der,
at V(K) — X = V(Ps4) UV (P12), og V(K) — X er disjunkt fra bade @1 og Q2 samt indeholder
bade V(P1) og V(P2) som delmaengde. Desuden indeholder X et endepunkt for hver kant mellem
V(Q1)UV(Q2) og V(P1) UV (P2). Dette vil geelde for samtlige mulige X-meengder, s hermed er
V(K) — X lokal med hensyn til knuden. Det vil sige, at X maetter knuden. O

Lemma 8.6 giver altsa en sammenhaeng mellem definition 7.4 og definition 8.4 samt en sammen-
heeng mellem definition 6.8 og definition 8.5.

Lemma 8.7

Lad G vaere en Berge graf, og lad K = (P1, P»,Q1,Q2) veere en knude i G. Antag, at der ikke
findes en optraeden af en forstgrrelse af K, i hverken G eller G, og antag, at der ikke findes en
overskygget optraeden af Ky i hverken G eller G. Lad F vere en sammenhsengende delmzengde af
V(G) — V(K), s meengden af vedheaftninger for F' i K ikke er lokal med hensyn til knuden. Da
vil et af fglgende geaelde:

(i) Der findes et punkt i F', s§ maengden bestdende af punktets naboer i K meetter knuden.

(i4) Op til symmetri findes der en 2-vej P i F med endepunkter p; og pa, sd p1 og aj har de
samme naboer i V(Py) UV (Q1) UV (Q2), og der ikke findes kanter mellem P — {p1} og
V(P) UV(Q1) UV (Q2). Desuden har ps en nabo i Py — {a1}, og der findes ikke kanter
mellem P — {p2} og P1 — {a1}.

(#i7) Op til symmetri findes der en 2-vej L af ulige lzengde i F' med endepunkter 11 og la, s I
og a1 har de samme naboer i V(Py) UV (Q1) UV (Q2), l2 samt by har de samme naboer i
V(P)UV(Q1)UV(Q2), der ikke findes kanter mellem V (P2) UV (Q1) UV (Q2) og det indre
af L, og der ikke findes kanter mellem L og Py, bortset fra méske kanterne lia1 og l2b.

(iv) Op til symmetri findes der et punkt f € F, s f og x1 har de samme naboer i V(P;) U
V(P) UV (Q2), og f er ikke-nabo til y;.

<

De i dette kapitel gennemgaede resultater anvendes i kapitel 9 som hjeelp i de tilfeelde, hvor grafer
med en degenereret optraeden af K, betragtes.
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Kapitel 9

Generaliserede liniegrafer

Malet er stadig at udelukke de grafer, som indeholder en induceret delgraf, der er isomorf med
en todelt underdeling af en 3-sammenhangende graf, fra at veere et minimalt modeksempel. Da
der er flere mulige todelte underdelinger af en 3-sammenhaengende graf, og intet udelukker, at
en graf indeholder flere forskellige optraedener af en 3-sammenhsengende graf, betragtes denne
situation i dette kapitel. P4 denne made generaliseres begrebet, at en graf G indeholder en op-
traeden, til, at grafen kan indeholde flere optraedener af den samme 3-sammenheaengende graf. Idet
forgreningspunkterne i underdelingerne af den 3-sammenhaengende graf altid vil veere de samme,
da forgreningspunkterne er de oprindelige punkter i den 3-sammenhangende graf, kan de forskel-
lige optraedener have falles punkter i G. Et eksempel pa dette kan veere, at det kun er en enkelt
forgrening, der underdeles forskelligt til to optraedener. Hvis der sa i G findes en induceret delgraf,
der er isomorf med den forste optreeden, en induceret delgraf, der er isomorf med den anden op-
traeden, og disse to delgrafer indeholder de samme punkter for alt andet end det, der oprindeligt
var forgreningen, som blev underdelt forskelligt, s& vil de to optreedener veere faelles om nogle
punkter, og pa denne made ligge oveni hinanden. For at holde styr pa de forskellige underdelinger
af den 3-sammenhaengende graf indfgres strengsystemer. I dette kapitel indferes ogsa den nzeste
type dekomposition, nemlig 2-vedhaeng, og hovedresultaterne (ii)-(iv) fra kapitel 1 vises.

9.1 Strengsystemer

I dette afsnit gennemgaes definitioner og resultater omhandlende strengsystemer.

Definition 9.1 (S.,)

Lad G veere en Berge graf, lad J vaere en 3-sammenheengende graf, og lad uv € E(J). For hver
underdeling H af J, hvor G indeholder en delgraf, der er isomorf med L(H), findes der i H en
forgrening mellem u og v, sa R,, er en punktmaengde i G. Her defineres Sy, i G til at veaere
meaengden af Ry, ’er for underdelinger af J, hvor G indeholder en delgraf, der er isomorf med
liniegrafen af denne underdeling. Det vil sige, at Sy, C V(Q). o

Bemeerk, at Sy, ikke ngdvendigvis er en maksimal maengde, forstaet pa den méade, at samtlige
mulige underdelinger H af J, hvor L(H) er en optreeden i G, ikke ngdvendigvis betragtes, nar Sy,
dannes.

Definition 9.2 (Ny,)
Lad G veere en Berge graf, sa G indeholder mindst én optraeden af en 3-sammenhangende graf J.
Hvis uwv € E(J), da defineres Ny, = N, NSy, 1 G. o

Bemzeerk, at Ny, # Ny, hvis kanten v er blevet underdelt. Hvis G kun indeholder én optraeden
af en 3-sammenheengende graf J, da vil Ny, 0og Ny, for uv € E(J), hver kun besta af et enkelt
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punkt.

Mengden Sy, bestar altsa af punkter pa 2-veje P, mellem N, og Ny, hvor V(P,,) = L(Ryy)
for en kantmeengde R,, i en forgrening mellem u og v i en underdeling af J. Bemeerk, at ikke
samtlige mulige todelte underdelinger af J giver anledning til 2-veje Py, i G. Kun underdelinger H
af J, hvor L(H) er en optreeden af J i G, medtages, nar maengderne S, for wv € E(J), dannes.

Definition 9.3 (uv-streng og uv-sti)

Lad G veere en Berge graf, sa G indeholder mindst en optraeden af en 3-sammenhangende graf

J, og lad wv € E(J). Her siges M = (N, Suv, N,) at vaere en uv-streng, hvis ethvert punkt i

Ny U Sy, UN, tilhgrer en 2-vej mellem N, og N,, hvis forste punkt tilhgrer N,,, hvis sidste punkt

tilhgrer N,, og hvis indre tilhgrer S, . En sadan 2-vej kaldes en sti for strengen eller blot en uv-sti.
S

Punktmengden af en uv-sti bestér altsé af V/(L(Ry,)), hvor Ry, er kantmeengden af en forgrening
mellem u og v i en underdeling H af J, hvor G indeholder en delgraf, der er isomorf med L(H).
Fglgende figur illustrerer to uv-stier.

Figur 9.1: To stier Py, : 8,...,t 0og Quo : 8 =t 1 G, hvor P,, har leengde tre, og Q.. har leengde
nul.

Definition 9.4 (Strengsystem)

Lad G veere en Berge graf, og lad J vaere en 3-sammenhsengende graf. Et strengsystem (S, N) for
J i G, hvor S er foreningen af S,,, og N er foreningen af N,, og N, for hver wv € E(J), er da
udgjort af folgende:

(I) Delmaengder Sy, = Syu € V(G), hvor uwv € E(J) er en vilkirlig kant i J.
(II) Delmsengder N,, C V(G), hvor w € V(J) er et vilkarligt punkt i J.

Disse delmaengder skal opfylde folgende:

(1) Meengderne Sy, C V(G), for uv € E(J), er disjunkte.

(iii

)

(i1) For et punkt w € V(J) er Ny C | J{Swv | v € V(J) er nabo til w}.
) For en kant uv € E(J) tilhgrer ethvert punkt fra Sy, C V(G) en uv-sti i G.
)

(iv) Hvis der haves to disjunkte kanter uwv,wz € E(J), s findes der ingen kanter mellem S,, C

V(G) og Sw. CV(G).

(v) Hvis der haves kanter uv,uw € E(J), hvor v # w er to vilkirlige nabopunkter til u, si er
Ny komplet til Ny, og dette er de eneste kanter mellem S, 0g Sy -

(vi) For en kant uwv € E(J) findes der en uv-sti i G, s4 summen af leengderne pé xy-stierne mellem
to nabopunkter x og y i enhver kreds C i J, hvor uv € E(C), vil have samme paritet som

V(O
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For et strengsystem (S, N) for J defineres V (S, N) = {Suy | Suv € S}. o

Det folger, at for en kant uv € E(J) og et punkt w € V(J), hvor w # u og w # v, er Sy, NNy, = 0,
da w € V(J) har grad mindst tre, og dermed ikke vil kunne tilhgre en forgrening mellem u og v.
Da V(S,N) = {Suv | Suv € S}, vil det geelde, at N,, C V(S, N) for alle u € V(J).

Bemeerk, at et strengsystem ikke er unikt, da Sy, = [,,c B Ry, hvor R, er en forgrening
mellem w og v i en underdeling af J. Der skal om denne underdeling geelde, at liniegrafen af
underdelingen skal veere isomorf med en delgraf af G. I et strengsystem er det derfor valgfrit,
hvor mange sadanne underdelinger, der medtages, nar Sy, = ¢ E(J) R, dannes. Det vil sige,
at |V(S,N)| kan variere for forskellige strengsystemer. Bemeerk, at N forst kan findes efter, at
meangden S, er givet. Dette skyldes, at N = queE(.]) N, UN,, hvor N,, og N,, er kantmaengder
i de underdelinger af J, der er medtaget for at danne .Sy, .

Fglgende lemma viser, at definition 9.4(v:) geelder for enhver sti, da definition 9.4(vi) giver, at der
findes én sti, s& summen af leengden af stier i kredsen har samme paritet som |V (C)|, og lemmaet
giver, at de andre stier har samme paritet som stien, hvormed der for alle stier geelder, at summen
af leengden af stierne i kredsen har samme paritet som |V (C)|.

Lemma 9.5

Lad G veere en Berge graf, og lad (S, N) vere et strengsystem i G for en 3-sammenhaengende graf

J. Da vil der for alle uv-stier, hvor uv € E(J), geelde, at leengden af uv-stierne har samme paritet.
S

Bevis

Da J er en 3-sammenheengende graf, vil der findes en kreds C' i J, hvor |V (C)| > 4 og uv € E(C),
da der altid findes en delgraf, som er isomorf med K, i en 3-sammenhaengende graf. Vaelg en
xy-sti Py, mellem ethvert par af nabopunkter z,y ¢ {u,v} pa kredsen. For enhver uv-sti P,, vil
foreningen af P,, og alle xy-stierne P, danne et hul i grafen. Hullet har lige leengde mindst fire,
da |V(C)| > 4, og G er en Berge graf. Derfor mé alle uv-stier have samme paritet. O

Bemarkning 9.6

Lad G veere en Berge graf. Hvis der haves en 3-sammenhaengende graf J, sa G indeholder et
strengsystem (S, N') for J, kan der for hver kant uv € E(J) veelges en uv-sti, sé foreningen af disse
uv-stier danner en liniegraf, som er en delgraf af G. Valget af stier siges at danne liniegrafen. Hvis
uv-stierne danner en liniegraf L(H), sa idet G er en Berge graf, vil der i L(H) kun findes huller af
lige lzengde. Det betyder, at H kun kan indeholde kredse af lige laengde, for hvis H indeholder en
kreds C' af ulige laengde, sé medfprer definition 9.4(v), at (L(C))e danner et hul af ulige laengde i
G. Altsa danner uv-stierne altid en liniegraf af en todelt underdeling af J. o

Denne metode med at veelge stier, som danner en liniegraf, benyttes i de folgende resultater.

Lemma 9.7

Lad G vere en Berge graf, og lad J vaere en 3-sammenhaengende graf, si G indeholder et streng-
system (S, N) for J. Hvis der findes en kant uwv € E(J), sd en uv-sti Q, har laeengde nul, og en
anden uv-sti P,, har lzengde mindst én, da findes en overskygget optreeden af J i G. o

Bevis

Bemerk, at en uv-sti Qq 1 G af lzengde nul fremkommer, hvis der findes en underdeling H af J,
hvor L(H) er en delgraf i G, og hvor uwv € E(H) og uv € E(J). Altsa bestar en sti af leengde nul
kun af et enkelt punkt.

Veelg en zy-sti Py, for hvert par af nabopunkter x,y € V(J), sa uv-stien P,, har leengde mindst
en, og lad dette valg danne en liniegraf L(H). Lad z € V(G) veere et punkt, der udggr en uv-sti
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af leengde nul. Det vil sige, at z ¢ V(L(H)), men der findes en underdeling H', hvor uv € E(H'),
og E(H') — uv er lig E(H) fratrukket kanterne mellem u og v, som i G udggr P,,. Det fplger af
lemma 9.5, at alle uv-stier har lige leengde i G, idet z har lige lzengde, sa P,, ma have lige leengde
mindst to. Lad B veere en forgrening i H mellem u og v, s& E(B) = V(P,,), og lad s samt ¢ veere
endepunkter for P,,. Da P,, har lige leengde mindst to, har B ulige leengde mindst tre. Desuden
findes et punkt fra N, i G, nemlig s, og et punkt fra N, i G, nemlig ¢, som z ikke er nabo til. Da
H' — B = H — B, er z nabo til alle punkter i N,, — s og N,, — ¢. Ifplge definition 7.11 er L(H) da
en overskygget optraeden af J i G. O

Eftersom strengsystemer er dannet ud fra optreedener i G, og disse optraedener enten kan veere
degenererede eller ikke-degenererede, defineres dette ogsé for strengsystemer.

Definition 9.8 (Ikke-degenereret strengsystem)

Lad G vaere en Berge graf, og lad J vaere en 3-sammenhangende graf, sa G indeholder et streng-
system for J. Hvis der for ethvert par af nabopunkter u og v i J kan veelges en uv-sti Py, i G,
sa stierne danner en ikke-degenereret optraeden af J i G, da siges strengsystemet for J at veere
ikke-degenereret. o

Fglgende er et korollar til lemma 9.7, og det anvendes som hjeelp til senere at vise hovedresultaterne
(1) og (#it) fra kapitel 1.

Korollar 9.9

Lad G veere en Berge graf, og lad J veere en 3-sammenhaengende graf, sa G indeholder et ikke-
degenereret strengsystem (S, N) for J. Hvis der ikke findes en overskygget optraeden af J i G, sé
vil ethvert valg af stier for alle par af nabopunkter i J danne en liniegraf, der er en ikke-degenereret
optreeden af J 1 G. o

Bevis

Da (S, N) er ikke-degenereret, findes der et valg af stier, som danner en ikke-degenereret optraeden
af J i G. Lad dette valg besta af ij-stier P;; for ethvert par af nabopunkter 4,j € V(J), og lad
valget danne liniegrafen L(H’). Det vil sige, at H' # K3 3, og hvis H' er en underdeling af Ky, sa
indeholder den ikke en kreds kun bestdende af forgreningspunkterne i H'.

Antag, at der findes et andet valg af stier, hvor dette valg danner en degenereret optraeden L(H™).
Lad dette valg besta af ij-stier P} for ethvert par af nabopunkter i,j € V(J). Da L(H*) er
degenereret, vil H* ifglge definition 7.7 veere lig K3 3 eller lig en underdeling af K4, hvor H* inde-
holder en kreds af leengde fire kun indeholdende forgreningspunkterne i H*. Hvis H* = K3 3, sa er
H* = J, hvormed H’ er en underdeling af K3 3. Hvis H* er en underdeling af K4, som indeholder
en kreds af leengde fire kun indeholdende forgreningspunkterne i H*, s& vil H' veere en underdeling
af Ky, som ikke indeholder en kreds af leengde fire kun indeholdende forgreningspunkterne i H*.
I begge tilfeelde vil H* # H’, si der findes to punkter z,y € V(J), s& x og y er naboer i J og
dermed i H*, samt de er forbundet af en 2-vej i H' af leengde mindst to. I G vil der dermed
findes en xy-sti af leengde nul og en xy-sti af leengde mindst en. Ifglge lemma 9.7 vil der findes en
overskygget optraeden af J i G, hvilket er i modstrid med antagelsen i korollaret. Det vil sige, at an-
tagelsen, om at der findes et valg af stier, som danner en degenereret optraeden, mé veere forkert. [J

Definition 9.10 (Matte et strengsystem)

Lad G veaere en Berge graf, og lad J vaere en 3-sammenhangende graf, sa G indeholder et streng-
system (S, N) for J. En punktmaengde X C V (S, N) siges at matte strengsystemet, hvis der for
ethvert punkt v € V(J) geelder, at der findes hgjst én nabo v til u, hvor Ny, € X.

For et valg af stier, der danner en liniegraf, siges valget at veere meettet af X, hvis X meetter
liniegrafen. o
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Bemaerk, at hvis X meaetter ethvert valg af stier for et strengsystem, s meetter X strengsystemet.

Definition 9.11 (Lokal med hensyn til et strengsystem)

Lad G vaere en Berge graf, og lad J vaere en 3-sammenhangende graf, sa G indeholder et streng-
system (S, N) for J. En punktmeengde X C V (S, N) siges at vaere lokal med hensyn til (S, N),
hvis enten X C N, for et punkt u € V(J), eller X C S, for to nabopunkter u,v € V(J). o

Definition 9.12 (Maksimalt strengsystem)

Lad G vere en Berge graf, og lad J vaere en 3-sammenhaengende graf, si G indeholder et streng-
system (S, N) for J. Da siges (S, N) at veere et maksimalt strengsystem i G, hvis der ikke findes et
strengsystem (S',N') i G, sa V(S,N) C V(S',N’), S., NV (S,N) = S, for alle kanter uv € E(J),
og N, C N| for alle punkter v € V(J). S

Det vil sige, at i et maksimalt strengsystem er samtlige mulige optraedener af J i G medtaget, nar
strengsystemet dannes.

Definition 9.13 (Strengsystemsoverpunkt)

Lad G vaere en Berge graf, og lad J veere en 3-sammenhaengende graf, si G indeholder et strengsy-
stem (S, N) for J. Et punkt y € V(G)—V (S, N) siges at veere et (S, N)-overpunkt, hvis meengden
af y’s naboer i V(S, N) metter (S, N). o

Lemma 9.14
Lad G vaere en Berge graf, og lad J veere en 3-sammenhaengende graf, si G indeholder et maksimalt
strengsystem (S, N) for J. Antag, at et af fplgende gealder:

(I) (S,N) er ikke-degenereret, og der findes ikke en forstorrelse af J med en ikke-degenereret
optraeden i G.

(II) J = K33, og der findes ikke en forstorrelse af J, som har en optraeden i enten G eller G.

Lad F C V(G) — V(S,N) vaere en sammenhsngende maengde, s intet punkt i F er et (S, N)-
overpunkt. Da vil enten J = K4, og der vil findes en overskygget optreeden af J i G, eller sa vil
meaengden af vedhaeftninger for F i (S, N) vaere lokal. o

9.2 2-vedhaeng

Ved hjeelp af seetning 9.16 kan hovedresultat (ii) og (#i¢) fra kapitel 1 vises. Til dette benyttes den
anden type dekomposition, nemlig 2-vedhaeng, som her defineres.

Definition 9.15 (2-vedhang)
Et 2-vedheeng i en graf G er en opdeling { X1, Xo} af V(G), sé der for i = 1,2 findes A;, B; C X;,
hvor A;, B; # 0 og A; N B; = (), som opfylder fplgende:

(i A, er komplet til As, og By er komplet til Bs.

)
(i4) Der findes ikke andre kanter mellem X; og X.
(#4t) For i = 1,2 vil hver komponent af (X;)q have punkter til feelles med bade A; og B;.
)

(iv) Fori=1,2, hvis |A;| = |Bi| =1 og (X;)¢ er en 2-vej mellem A; og B;, si har 2-vejen laengde
mindst tre.
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Figur 9.2: Et eksempel pa 2-vedheeng.

Lad G veere et minimalt modeksempel, der indeholder et 2-vedhaeng. Idet X; og X5 er en opdeling
af V(G), kan (X1)¢ og (X2) ¢ ikke veere minimale modeksempler. Altsa ma de veere perfekte grafer.
I [Cornuéjols & Cunningham, 1985, side 248] er det vist, at et 2-vedheeng bevarer perfekthed, sa
derfor mé (X, UX5)e = G veere en perfekt graf. Altsa kan et minimalt modeksempel ikke indeholde
et 2-vedhaeng.

Saetning 9.16
Lad G veere en Berge graf, og lad J veere en 3-sammenhzengende graf, sa et af folgende gaelder:

(7) Der findes en ikke-degenereret optraeden L(H) af J i G, og der findes ikke en forstorrelse af
J, som har en ikke-degenereret optraeden i G.

(1) J = K33, der findes en optreeden L(H) af J i G, og der findes ikke en forstgrrelse af J, der
har en optraeden i G eller G.

Da vil enten G = L(H), G indeholde et 2-vedhaeng, eller G vil have en balanceret skeev opdeling.
o

Bevis

Hvis J = Ky eller J = K33, og der findes en overskygget optraeden af J i G eller G, si er
antagelserne i lemma 7.13 opfyldte. Da det i ssetningen er antaget, at der ikke findes en forstgrrelse
af J, som har en ikke-degenereret optraeden i G, kan lemma 7.13(%) ikke geelde, og dermed vil G
have en balanceret skeev opdeling.

Det antages derfor, at hvis J = Ky eller J = K3 3, sa findes der ikke en overskygget optreeden af
J i hverken G eller G. Veelg en optreeden L(Hy) af J i G, og veelg L(Hp) som en ikke-degenereret
optraeden, hvis det er muligt. Hvis L(Hy) er degenereret, folger det af antagelserne i punkterne (4)
og (i1) 1 seetningen, at J = K3 3, og der ikke findes en forstgrrelse af J, som har en optreeden i G
eller G.

Foretag et valg af stier, sd de danner L(Hy), og veelg et strengsystem (S, N) for J, hvor stierne, der
danner L(Hy), er indeholdt. Veelg strengsystemet til et maksimalt strengsystem. Hvis L(Hj) er en
ikke-degenereret, optraeden, vil strengsystemet ifslge definition 9.8 ogsé veere ikke-degenereret.
Lad Y veere maengden af punkter fra V(G) — V(S,N), der er (S, N)-overpunkter, og lad Z =
V(G) — (V(S,N)UY). Dermed vil der ifglge definition 9.13 om Y gaelde, at meengden af Y’s
naboer 1 V (S, N) metter (S, N). Bade hvis L(Hy) er degenereret, og hvis den er ikke-degenereret,
kan lemma 9.14 benyttes, og for hver komponent i Z vil meengden af komponentens vedheftninger
i V(S,N) veere lokal.

Péastand 1: Hvis Y # 0, sd har G en balanceret skev opdeling.

Lad Y’ veere en maksimal antisammenhsengende delmaengde af Y, hvilket vil sige, at Y’ er en
antikomponent i Y, og lad X indeholde de punkter fra GG, som er komplette til Y’. For ethvert
valg af stier, der danner en liniegraf L(H ), og for hvert y € Y’, vil meengden af naboer til y i L(H)
meette L(H), day € Y/ CY, ogY bestar af (S, N)-overpunkter.

Hvis J = K4, s folger det af korollar 9.9, at L(H) er ikke-degenereret, da det er antaget, at der
hverken i G eller G findes en overskygget optraeden af J. Derfor kan det antages, at hvis J = Ky,
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sd er L(H), for alle valg af stier, ikke-degenereret. Betragt lemma 7.12. Her kan lemma 7.12(z)
ikke veere opfyldt, idet der per antagelse ikke findes en overskygget optreeden af J i hverken G
eller G og hvis L(H) er degenereret, folger det af (i) og (ii), at J = K33, og der ikke findes en
forstgrrelse af .J, som har en optraeden i G eller G. Lemma 7.12(i4) kan ikke veere opfyldt, da der
per antagelse ikke findes en overskygget optraeden af J i G. Desuden kan lemma 7.12(7i7) ikke
vaere opfyldt, da enhver optraeden af Ky i G per antagelse er ikke-degenereret. Dermed fglger det,
at X meetter L(H), da dette er den eneste antagelse i lemma 7.12, der ikke pa forhand er opfyldt.
Da X matter L(H) for ethvert valg af stier, der danner L(H), ma X meette strengsystemet.

Lad byby veere en kant i J, sd Sy, € X, hvis det er muligt. Maengderne {Ny,, | biv € E(J)}
danner en opdeling af maengden Ny, i k meengder, hvor k = deg;(b1). Her vil mindst k& — 1 af disse
meengder veere delmeengder af X, da X meetter strengsystemet. Vaelg k — 1 af disse meengder,
sé de valgte meengder alle er delmaengder af X. Undga at veelge Np,p,, hvis det er muligt. Lad
foreningen af disse meengder veere X7, sd X7 C Ny, . Analogt dannes Xo, sd Xo C N,.

Hvis der i Sp,p, findes et punkt p ¢ X, sa vil Sp,p, € X. Hvis Sy, C X, sa vil alle naboer til by
og alle naboer til by tilhgre X, da der ellers kan veaelges en anden Sp,p,, hvor Sp,p, € X. Desuden
vil Sy C X for alle kanter uv € E(J), da kanten byby er valgt, s Sp,p, € X, hvis det er muligt.
Dermed kan der veelges k — 1 maengder blandt b;’s naboer, som er delmezngder af X, uden at
benytte meengden Ny, og ligeledes for by. Hermed vil X1 N Sy,5, = 0 og Xo N Sp,p, = 0. Altsa
ma Sp,p, € X1 U Xao, X1 = Np, — Npp, samt Xo = Np, — Np,p, -

Lad X3 veere meengden af punkter fra X N V(S, N), der ikke tilhgrer X; U Xs, og lad X, veere
de punkter fra X, der ikke tilhgrer V' (S, N). Det vil sige, at X3 = X N (V(S,N) — (X1 U X)),
og Xo = XN (V(G) = V(S,N)). Hermed er Xo, X1, X5 og X3 fire disjunkte punktmeengder, og
XoUX; UXoU X5 =X.Da X er meengden af alle punkter fra V(G), der er komplette til Y, og
Xy er de punkter fra X, der ikke tilhgrer V(S, N), vilY — Y’ C Xy, da Y’ er en antikomponent i
Y.

Lad K7, ..., K; veere ssammenhaengskomponenterne i G—(Y'UXo UX1UXs), lad A = {K; | V(K;)N
(V(L(H)) — Spypy) = 0}, 0og lad B = {K; | V(K;) N (V(L(H)) — Spyp,) # 0}. Det skal nu vises,
at B ikke er tom. Der findes en kant cico € E(J), som er disjunkt fra kanten bibs, og hvis
meengden S.,., betragtes, ses det, at ingen punkter fra S¢,., tilhgrer Ny, U Np, U Spp,, da cico
og biby er disjunkte. Intet punkt fra S¢,., vil veere indeholdt i Y/, da Y’ C V(G) — V(S,N) og
Seies C V(S, N). Desuden vil intet punkt fra S, ., veere indeholdt i X; U X5, da bade Ny, og Np,
er disjunkte fra N, og N, og der ikke findes kanter mellem S¢ ., 0g Sp,s,. Ligeledes vil intet
punkt fra S.,., veere indeholdt i Xy, da S¢,c, C V(S, N). Derfor vil ingen af punkterne fra S, .,
veere indeholdt 1 Y/ U Xy U X; U X5, hvormed de tilhgrer en sammenhsengskomponent K;, og da
Shibs N Seye, = 0, ma K; € B, altsa vil punkterne i S, ., tilhgre B. Det vil sige, at B ikke er tom.
Antag, at A # ). Da maengderne A og B er en opdeling af sammenhsengskomponenterne i G —
(YYUXoUX;UXs), o8 ANB = (), er AU B ikke sammenhaengende. Da X U X; U X5 er
komplet til Y’ er (Y'U XoU X UX3)e ikke sammenhaengende. Altsa er YU XU X, U X, ikke en
antisammenhaengende meengde, og dermed er { AUB, Y'UX,UX;UX5} en skeev opdeling i G. Hvis
{AUB,Y'UXyUX;UZX>s} er en lgs skeev opdeling i G, folger det af lemma 3.6, at opdelingen er
balanceret. Derfor antages det, at opdelingen ikke er en lgs skaev opdeling. Det vil ifglge definition
3.5 sige, at alle punkter i Y/ U Xy U X1 U X5 har mindst én nabo i hver komponent i AU B, og intet
punkt i AUB er komplet til en antikomponent i Y/UX,UX;UX5. Da AUB = G—(Y/UX,UX1UX5),
X er maengden af alle punkter fra V(G), der er komplette til Y/, og X3 er meengden af punkter
fra X NV (S, N), der ikke tilhgrer X; U X5, m& X3 = (), for ellers er {AU B, Y’ U XoU X; U X5}
en lgs skaev opdeling, da X3 C AU B, og der sé vil findes et punkt i AU B, der er komplet til
en antikomponent Y’ 1 Y’ U Xy U X7 U Xo. Det vil sige, at X = Xy U X3 U Xo, og dermed er
XNV(S,N) = X1UXs, og X NV(L(H)) C Ny, UNs,. Fra tidligere haves, at X N V(L(H))
meetter strengsystemet, og dermed vil der for ethvert punkt w € V(J), hvor w # by og w # ba,
geelde, at w hgjst har én nabo i J forskellig fra b, og bs. Desuden vil w veaere nabo til bade by
og bs. Da J er 3-sammenhaengende, kan der hgjst findes to punkter w; og we, hvor ovenstaende
betingelser er opfyldte. Dermed er J = Kj. Alle w;bi-stier og w;bs-stier vil have lseengde nul,

Kapitel 9. Generaliserede liniegrafer Side 71



9.2. 2-vedhang

for i = 1,2, da X N V(L(H)) maetter strengsystemet, og X N V(L(H)) C N, U Np,. Men s er
strengsystemet degenereret, hvilket er i modstrid med antagelse (i) og (i), fordi J = Ky # K3 3,
hvormed (ii) ikke er opfyldt, og (i) giver, at der skal findes en ikke-degenereret optraeden. Derfor
er enten {AUB,Y’UXoUX; UXs} en lgs skeev opdeling i G, hvormed seetningen er opfyldt, eller
sder A=10.

Antag, at A = (). Hermed geelder der for alle sammenhzengskomponenter i G— (YU XU X UX5),
at de har punkter til feelles med V(L(H)) — Sp,p,- Da Spyp, € X1 U Xo, ma Spp, 0gsd tilhgre en
komponent i G—(Y'UXoUX;UX>3), som har punkter feelles med V(L(H))— Sp,p,. Dermed mé der
findes en 2-vej i G mellem Sy, p, 0g V(L(H))— Sp,p,, der ikke benytter punkter fra Y/ UXoUX;UX5.
Veelg en sddan 2-vej mindst mulig, og lad denne 2-vej veere P. Da maengden Sp,p, i L(H) kun er
forbundet til punkterne i X; og Xo, ma P have leengde mindst to. Alts& hvis P : p1,po, ..., pg, vil
D1 € Spib, 0g P2 € V(G) — V(L(H)). Da P er valgt mindst mulig, vil kun P’s endepunkter tilhgre
V(L(H)), for ellers kan P veelges mindre. Da Y’ U X indeholder alle strengsystemets overpunkter,
vil intet punkt i P veere et (S, N)-overpunkt. Lemma 9.14 kan nu benyttes, hvor F' i lemma 9.14
svarer til P, og da der ikke findes en overskygget optraeden af J i G, ma meengden af vedheeftninger
for P i V(L(H)) veere lokal. Da P er valgt mindst mulig, vil meengden af vedheeftninger for P
i V(L(H)) veere lig P’s endepunkter. Det vil sige, at der findes to punkter u € Sy, 0g v €
V(L(H)) — Spyby, s8 u,v ¢ X1 U Xo, og {u,v} er lokal med hensyn til strengsystemet. Da u og v
ikke tilhgrer den samme streng i strengsystemet, ma der findes et punkt z € V(J), sd u,v € N,.
Den eneste mulige made, hvorpa w € N, er, hvis z = b; eller z = bs. Antag derfor, at z = by,
og dermed vil u,v € Np,. Da hverken u eller v tilhgrer X; og ikke tilhgrer samme streng, danner
dette en modstrid med, at X vil indeholde alle punkter undtaget et i Np,. Altsd ma antagelsen,
om at A = (), veere forkert, hvilket viser pastand 1.

P4 grund af pastand 1 kan det nu antages, at Y = ). Altsa, at der ikke findes (S, N)-overpunkter
iG.

Pastand 2: Huvis der findes en komponent F i Z, si der for et punkt v € V(J) geelder, at mengden
af vedheeftninger for F i V(L(H)) er indeholdt i Ny, da vil G indeholde en balanceret skeev opdeling.

Bemeerk, at maengden af vedhaeftninger for F i V(S, N) vil veere lokal, da den er indeholdt i IV,,.
Lad F/ = V(G) — (V(F)UN,). Da vil F’ # (), og enhver 2-vej i G fra F til F’ vil veere incident
med N, eller kunne udvides, s den bliver incident med N,,. Idet (IV,)¢ udger en komplet delgraf,
kan N, ikke veere antisammenhaengende. Da F' er en sammenhsengskomponent i 7, vil U F’
ikke veere sammenheengende. Hermed er {F U F’, N,,} en skeev opdeling i G. Det skal nu vises,
at G indeholder en balanceret skeev opdeling. Hvis {F U F’, N, } er en lgs skeev opdeling, folger
det af lemma 3.6, s& det antages, at {F U F’, N, } ikke er en lgs skeev opdeling. Lad uq, ..., upn
veere v’s naboer i J. Hvis N, opdeles i antikomponenter, bliver disse delmaengder af meengderne
Nyuyyo oy Ny, . Lad w ¢ {v,us} veere nabo til uy i J, lad n1 € Ny, 0g lad na € Nyy,. Da vil
punkterne n; og ny tilhgre hver sin streng, nemlig strengene (Ny,, Su;w, Nw) 08 (Ny, Svug, Nuy)-
Ligeledes vil ujw og vus veere to disjunkte kanter i J, og dermed vil n; og nsy ikke veere naboer i
G. Lad K = {n1} U (Syu, — Nyu, ). Da ethvert punkt i S, tilhgrer en vu;-sti, og n; er komplet
til Ny, 0, er K sammenhaengende. Desuden vil ethvert punkt i N,,, have en nabo i K i en af vu;-
stierne. Da ng € Syu,, Vil ng ikke tilhgre K, og ng vil ikke have naboer i K pa grund af definition
9.4(iv), og idet ny ikke er nabo til na. Da K og N,,, er disjunkte, ny er komplet til Ny, og
antikomplet til K, er {K, Ny, } ifglge lemma 2.13 et balanceret par. Da N, indeholder meengden
af vedheeftninger for F i L(H), har F ingen naboer i K. Dermed er K antikomplet til F, og da
ethvert punkt i N,,, har en nabo i K, giver lemma 2.15(z), at {F, Ny, } er et balanceret par.
Da F' ikke har vedheeftninger i K, findes der ikke kanter mellem F' og K. Desuden er maengden
{na2} komplet til Ny, , og {K, Nyy, } er et balanceret par. Hermed er antagelserne i lemma 3.10
opfyldte, hvor L i lemma 3.10(¢i) svarer til F', R svarer til K, Y svarer til N,,,, og X svarer til
{ng}. Altsd har G en balanceret skeev opdeling, hvilket viser pastand 2.

Det kan nu ifglge definition 9.11 antages, at for enhver komponent F' i Z findes der en kant b1bs i
J, s& maengden af vedhaeftninger for F' i L(Hp) er indeholdt i Sy,p,, da der for hver komponent i
Z geelder, at maengden af dens vedhaeftninger i V (S, N) er lokal. Hvis Z = ), og hvis der for hver
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kant b1by 1 J kun findes én bibe-sti, er G = ((S,N)) = L(Hy), og seetningen er opfyldt. Dermed
kan det antages, at der findes en kant b1by i J, sa enten Sp,p, indeholder alle vedhaeftninger for
en komponent F' i Z, eller der findes mindst to bibs-stier i G. Lad A veere foreningen af maengden
Shyb, 0g de komponenter fra Z, hvis vedhaeftninger er indeholdt i Sp,p,, 0og lad B = V(G) — A.
Lad A1 = Nble; lad A2 = szbl, lad Bl = Nb1 — Nblsz og lad BQ = Nb2 — Nb2b1- Hermed vil
Aj, As € A, og By samt Bs vil vaere to disjunkte delmeengder af B. Desuden vil A; veere komplet
til B;, for i = 1,2, og der vil ikke findes andre kanter mellem A og B. Desuden er |By| > 2,
og der veelges b1by, s& hvis |A;| = |42 = 1, da er A ikke en 2-vej mellem dem. Idet A er en
komponent, vil den have noget fzelles med bade A; og As. Da meengden A fgrst dannes som
foreningen af de sammenheengskomponenter, der har vedhaftninger i Sp,s,, vil ingen komponent
i B have vedhaftninger i A, for ellers ville en sammenhaengskomponent i A kunne udvides. Altsé
kan enhver komponent i B kun have vedheeftninger i V (S, N) — Sp,p,. Da V(S,N) — Sp,p, er
sammenheengende, vil B veere sammenhangende. Dermed har hver komponent i B noget til fzelles
med bade By og Bs, idet B kun indeholder én komponent. Hvis { A, B} er et 2-vedheeng, da folger
setningen, s det kan per definition 9.15 antages, at A; N Ay # 0.

Lad a € A; N As, og hermed er a komplet til bade B; og Bs. Fra konstruktionen af A, er |A| > 2,
og {(B— (B1UB3))U(A—{a}),B1UByU{a}} er dermed en skaev opdeling. Da {a} er komplet
til By U Bo, kan {a} betragtes som en antikomponent i By U By U {a}, og ifplge lemma 3.4 har G
en balanceret skaev opdeling.

Hermed er det vist, at G altid har en balanceret sksev opdeling, et 2-vedheeng, eller er lig en
liniegraf L(H). O

Fglgende fremkommer som et korollar til seetning 9.16 og er hovedresultat (ii) fra kapitel 1.

Korollar 9.17

Lad G veere en Berge graf, og antag, at der findes en induceret delgraf i G, der er isomorf med en
ikke-degenereret optraeden L(H ), hvor H er en todelt underdeling af K4. Da vil enten G = L(H),
G vil indeholde et 2-vedhaeng, eller G vil have en balanceret skaev opdeling. o

Bevis

Velg en maksimal 3-sammenhaengende graf J, sa der findes en ikke-degenereret optraeden af J i
G. Da J er maksimal, vil der ikke findes en forstgrrelse af J, som har en ikke-degenereret optraeden
i G. Hermed fglger resultatet fra setning 9.16. 0

Ved hjeelp af dette korollar er det nu ikke lzengere ngdvendigt at betragte de Berge grafer, der
indeholder en ikke-degenereret optraeden af K, idet de ifglge korollar 9.17 ikke kan veere minimale
modeksempler.

Korollar 9.18

Lad G veere en Berge graf, og antag, at der findes en induceret delgraf i G, der er isomorf med
L(K33). Da vil enten G = L(H) eller G = L(H), G eller G vil indeholde et 2-vedhzng, eller G
har en balanceret skaev opdeling. o

Bevis

Da G indeholder en delgraf, der er isomorf med L(K33), kan der vaelges en 3-sammenheengende
graf J, som enten er isomorf med K3 3, eller som er en forstgrrelse af K3 3. Veelg J maksimal, sa
der findes en optreeden af J i G. At J er maksimal betyder, at der ikke findes en graf J’, der er
stgrre end J, som har en optraeden i G.

Hvis der i G findes en ikke-degenereret optraeden af J, sa er antagelserne i szetning 9.16 opfyldte,
og resultatet fglger deraf. Antag derfor, at der i G ikke findes en ikke-degenereret optraeden af J,
hvilket vil sige, at enhver optreeden af J i G er degenereret. Hermed méa J = K3 3. Hvis der findes
en forstgrrelse af J, der har en optreeden i G, sa er det en ikke-degenereret optraeden, og veelg den
stgrste J* blandt disse. Dermed kan saetning 9.16 benyttes pa G, hvor J i seetning 9.16 svarer til
J*. Da J* er maksimal, findes der ikke en forstgrrelse af J* i G, og resultatet folger af seetning
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9.16, da hvis G har en balanceret skeev opdeling, s& har G ogsé en balanceret skeev opdeling. Derfor
kan det antages, at der i G ikke findes en forstgrrelse af J. Da J er maksimal i G, vil der heller
ikke i G findes en forstgrrelse af J, hvis optreeden findes i G. Dermed fglger resultatet af ssetning
9.16. O

Fglgende korollar er hovedresultat (iii) fra kapitel 1.

Korollar 9.19
Lad G veere en Berge graf, og antag, at der findes en induceret delgraf i G, der er isomorf med
L(K33). Da vil et af folgende gaelde:

(1) G = L(K33).

(1) Enten G eller G indeholder en ikke-degenereret optraeden L(H) som induceret delgraf, hvor
H er en todelt underdeling af K.

(iii) Enten G eller G indeholder et 2-vedhaeng.

(tv) G har en balanceret skeev opdeling.

Bevis

Da G indeholder en delgraf, der er isomorf med L(K33), kan korollar 9.18 benyttes, og det kan
antages, at G = L(H) eller G = L(H) er en liniegraf, for ellers er korollaret vist. Da L(K33) er
isomorf med L(K33), vil tilfzeldet, hvor G = L(H) veere ens med G = L(H), sa derfor betragtes
kun tilfeldet, hvor G = L(H).

Hvis H ikke er en cyklisk 3-sammenhaengende graf, betragtes J. Denne graf er enten 1-sammen-
heengende eller 2-sammenhaengende. Hvis J er 1-sammenhaengende, sa lad v veere et snitpunkt for
J. I G vil N, udggre en komplet delgraf, som er snitmaengde for G. Da ethvert punkt i IV,, er nabo
til de resterende punkter i N,, udggr N, en stjernesnitmeengde. Ifplge [Chvatal, 1985, side 198]
har enhver graf, som indeholder mindst fem punkter, mindst en kant samt en stjernesnitmeengde,
en skeev opdeling. Da G indeholder L(K3 3) som induceret delgraf, ma G have en skeev opdeling
{A, B}, hvor B indeholder stjernesmitmeengden og A indeholder resten af grafens punkter. Da B
er en stjernesnitmaengde, kan der ikke findes en 2-vej af ulige leengde mellem to ikke-nabopunkter
i B, hvis indre tilhgrer A, idet B ikke indeholder to ikke-nabopunkter. Tilsvarende kan der ikke
findes en anti 2-vej af ulige leengde mellem to nabopunkter i A, hvis indre tilhgrer B. Dermed er
{A, B} en balanceret skaev opdeling.

Hvis J er en 2-sammenhaengdende graf, vil der findes to punkter u og v, som udggr en snitmeengde
for J. Hvis u og v er naboer, vil N, UN,, udggre en komplet delgraf i G, og som tidligere vil dette
vaere en stjernesnitmaengde, og G har dermed en balanceret skaev opdeling. Antag derfor, at u
og v ikke er naboer. Der kan laves en opdeling af V(J) i tre disjunkte meengder, A, B og {u, v},
sd A og B er to punktmengder, der fremkommer, nar u og v fjernes fra J. Bemeerk, at A og
B ikke ngdvendigvis er sammenhasengende meengder. Lad X veere meengden af kanter i A, lad
Y veere meengden af kanter i B, lad A; veere maengden af kanter fra w til punkter i A, lad As
veere maengden af kanter fra u til B, lad By veere maengden af kanter fra v til A, og lad By veere
meengden af kanter fra v til B. 1 G vil {X U A; U B1,Y U Ay U By} veere et 2-vedheeng, idet Ay
er komplet til As, By er komplet til By, og der ikke findes andre kanter mellem X U A; U By og
Y U A2 U Bs. Hermed er det vist, at hvis H ikke er cyklisk 3-sammenhzengende, sa er korollaret
opfyldt.

Det kan derfor antages, at H er cyklisk 3-sammenheengende. Det fplger, at H er todelt, da L(H) er
en optreeden 1 G. Lemma 6.4 kan nu anvendes. P4 grund af (i7) kan det antages, at L(H') er dege-
nereret for enhver induceret delgraf H' C H, der er isomorf med en underdeling af K4, s lemma
6.4(i13) er ikke opfyldt. Idet G indeholder en delgraf, der er isomorf med L(K33), kan lemma
6.4(i7) ikke vaere opfyldt. Fra lemma 6.4(7) folger det s&, at H = K3 3, og dermed er G = L(K3 3).
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O

Hermed kan grafer indeholdende L(K3 3) som induceret delgraf udelukkes som minimale modek-
sempler. Dette betyder, at sdidanne grafer fremover ikke behgves at blive betragtet. Det er dog
stadig malet at vise, at enhver Berge graf, der indeholder en optraeden af en 3-sammenhangende
graf, ikke kan veere et minimalt modeksempel. For at dette er vist mangler grafer, der indeholder
en degenereret optreeden af Ky, at blive udelukket som minimale modeksempler. Derfor betragtes
disse grafer i naeste afsnit.

9.3 Samling af strenge

For at vise, at grafer, som indeholder en degenereret optraeden af K4, men ikke indeholder L(K3 3)
som induceret delgraf, ikke kan vaere minimale modeksempler, skal strenge stadig betragtes. Derfor
indfgres de igen, men nu i en simplere form.

Eftersom kapitel 8 omhandlede grafer indeholdende en degenereret optraeden af Ky, kan resulta-
terne derfra benyttes i dette afsnit, idet enhver optraeden af K4 her er degenereret.

Definition 9.20 (Streng, sti for en streng samt omvendt streng)

Lad G veere en Berge graf, og lad A, B og C veare disjunkte delmsengder af V(G). Her siges
S = (A,C, B) at veere en streng, hvis A # (), B # 0, ethvert punkt i AU C U B tilhgrer en 2-vej
mellem A og B, hvis forste punkt er det eneste fra A, hvis sidste punkt er det eneste fra B, og
hvis indre tilhgrer C. En sadan 2-vej kaldes en sti for strengen eller blot en S-sti. Desuden er
V(S)=AUuCuUB.

Ved det omvendte af en streng (A, C, B) forstdes strengen (B, C, A). S

Definition 9.21 (Antistreng og antisti)
Lad G veere en Berge graf, og lad A, B og C veare disjunkte delmsengder af V(G). Her siges

S = (A,C, B) at veere en antistreng, hvis (A, C, B) er en streng i G. De tilhgrende stier er anti
2-veje i G og kaldes derfor antistier. o

Definition 9.22 (Parallelle og antiparallelle strenge og antistrenge)
Lad G veere en Berge graf, lad S = (A, C, B) vaere en streng i G, og lad T = (X, Z,Y) veere en
antistreng 1 G, s& V(S) NV (T) # 0. Her siges S og T at veere parallelle, hvis falgende er opfyldt:

(i) A er komplet til X.

(i) B er komplet til Y.

(iv) B er antikomplet til X.

)
)
(#4t) A er antikomplet til Y.
)
(v) C er antikomplet til X UY'.
)

(vi) Z er komplet til AU B.

Lad T’ veere den omvendte streng af T'. Da siges S og T at veere antiparallelle, hvis S og T’ er
parallelle. o

Definition 9.23 (Enig og uenig)

Lad G veere en Berge graf, lad Sy og S3 vaere strenge i G, og lad T veere en antistreng i G. Da
siges S og So at vaere enige om T', hvis enten bade S7 og T samt Se og T er parallelle, eller bade
S1 og T samt Sy og T er antiparallelle.

Desuden siges S1 og So at vaere uenige om T, hvis enten S og T er parallelle, samt Sy og T er
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antiparallelle eller omvendst.
Hvis Ty og Ty er antistrenge i G, og S er en streng i G, da siges Ty og T> at vaere enige henholdsvis
uenige om S pa tilsvarende vis. o

Definition 9.24 (Fordrejning)

Lad G vare en Berge graf, lad S1 og S veere strenge i G, og lad Ty samt T veere antistrenge i
G, sa 51,52, 11 og Ty er parvis disjunkte. Hvis S1 og So er enige om en af T} eller T og uenige
om den anden, eller hvis T1 og Ts er enige om en af Sy eller Sy og uenige om den anden, da siges
(S1,52,T1,Ts) at veere en fordrejning i G. o

Bemeerk, at hvis (S, 52, T1,T») er en fordrejning i G, og S} er den omvendte streng af Sy, da vil
(S1, S2,T1,Tz) veere en fordrejning i G, hvor de modsatte par er enige henholdsvis uenige.

Definition 9.25 (Samling af strenge og antistrenge)
Lad G vaere en Berge graf, da er en samling af strenge og antistrenge i G foreningen L bestdaende
af en mangde af strenge

{S; | for1 <i<merS; =(A;C;, B;) en streng i G}
og en mangde af antistrenge
{T;| for1<j<nerT;=(X;,Z;Y;) en antistreng i G},
hvor folgende er opfyldt:

(i) Alle strenge og antistrenge er parvis disjunkte, og deres stier og antistier har ulige laengde.

(1i) m,n > 2, hvilket vil sige, at der findes mindst to strenge og mindst to antistrenge i L.

)
)
(t9¢) For 1 <i <4 <m er S; antikomplet til S;:, og for 1 < j < j' <n er T; komplet til T}.
(tv) For1<i<mogl<j<mnerS,; ogT; enten parallelle eller antiparallelle.

)

(v) For1l < i< i <m findes der j og j', hvor j # j' og 1 < j < j' <nmn, 54 (S;, Sy, T}, Tj) er en
fordrejning i G.

(vi) For 1< j < j' <n findes der i og i, hvor i #i' og 1 <i <4 <m, sa (S;, Sy, T;,Tj) er en
fordrejning i G.

En samling L siges at vaere maksimal, hvis der ikke findes en samling L' i G, hvor V(L) C V(L').
3

Bemeerk, at hvis en streng (Ag,Ck, Bk) i en samling L byttes ud med dens omvendte streng
(Bk, Ci, Ag), s faes en ny samling L’ af strenge og antistrenge.

Hvis der haves en samling af strenge S; = (A4;,C;, B;) og antistrenge T; = (X, Z;,Y;), s& kan
det ifplge definition 9.25(v) antages, at S; og Sz er enige om T; og uenige om T5. Lad P veere
en Sp-sti, lad P veere en Sa-sti, lad @1 veere en Ti-antisti, og lad Q2 veere en Th-antisti, sa er

(P1, Py, Q1,Q2) en knude, da det giver de rigtige kanter mellem P;, Py, Q1 og Q2.

Definition 9.26 (Lokal med hensyn til en samling)
Lad G veere en Berge graf, og lad L veere en samling af strenge S, . .., Sy, og antistrenge Ty, ..., T,
i G. En maengde X C V(L) er lokal med hensyn til samlingen L, hvis folgende er opfyldt:

(1) Mindst m — 1 af meengderne X NV (Sy),..., X NV (Sy) er tomme.

(¢4) Enhver Tj-antisti, for 1 < j < n, indeholder et punkt, der ikke tilhgrer X.
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(#91) Meengden X N (V(S1)U---UV(Sp)) er komplet til meengden X N (V(Ty)U--- UV (Ty).

Definition 9.27 (Matte en samling)
Lad G veere en Berge graf, og lad L veere en samling af strenge S, . . ., Sy, og antistrenge Ty, ..., T,
i G. En delmeengde X C V(L) siges at meette samlingen, hvis folgende er opfyldt:

(i) Haojst én af Ty ..., T, er ikke en delmaengde af X .
(ii) For enhver S;-sti P; er V(P;)NX #0, for 1 <i < m.

(¢4t) For enhver kant mellem (V(S1)U---UV(Sy)) og (V(T1)U---UV(T,)) vil X indeholde
mindst ét af endepunkt.

&

Bemeerk, at nar X meetter L i G, sa vil V(L) — X veere lokal med hensyn til L i G. Dette
skyldes, at nar hgjst en af antistrengene ikke er en delmaengde af X i G, sa vil V(L) — X hgjst
indeholde punkter fra en streng i G, definition 9.27(#i) medfgrer, at mindst et punkt i hver T}-
antisti ikke tilhgrer V(L) — X i G, og definition 9.27(iii) giver, at der ikke findes kanter mellem
(VL) = X) N (V(S1)U---UV(Sy)) og V(L) = X)N(V(T1)U---UV(T,)iG, saiG erde
komplette til hinanden.

Lemma 9.28

Lad G veere en Berge graf, sa der ikke findes en optreaeden af en forstgrrelse af K4 i hverken G eller
G. Desuden ma der ikke findes en overskygget optraeden af K, i hverken G eller G. Lad L vare
en maksimal samling af strenge 1 G. Lad f € V(G) —V (L), og lad X veere meengden af naboer til
f 1 V(L). Da vil enten X veere lokal med hensyn til L, eller s vil X matte L. o

Bevis

Hvis X er lokal med hensyn til L eller meetter L, s& er lemmaet opfyldt. Det kan derfor antages,
at X ikke er lokal med hensyn til L eller meetter L. Lad strengene i L veere S; = (4;,C;, B;,) for
1 < i <m, og lad antistrengene i L veere T = (X, Z;,Y;) for 1 < j <n.

Pastand 1: Lad a;, P;,b; veere en S;-sti, og lad xj,Q;,y; vere en Tj-antisti. Da vil enten X N
V(P;) #0 eller V(Q;) € X.

Antag, at der findes i og j, sd bade X NV (P;) = 0 og V(Q;) C X, og antag, at det er for i =1 og
j = 1. Det vil sige, at det antages, at X er disjunkt fra V(P;) og samtidig indeholder V(Q1). Fra
definition 9.25(v) kan det antages, at (S1,52,T1,T2) er en fordrejning, og sa folger af definition
9.24, at Sy og Ss er enige om en af T} eller T og uenige om den anden. Det kan derfor antages, at
S1 og Ss er enige om T; og uenige om T5. Lad aq, P1, by veere en Sp-sti, og lad as, Pa, bo vaere en
So-sti. Lad a2, Q2, y2 veere en Tr-antisti, og lad 21, Q1,y1 veere en Th-antisti. Da er (Py, P2, Q1, Q2)
en knude, idet S; og S5 er enige om T3 og uenige om T5. Dette giver nemlig ved hjelp af definition
9.22 de rigtige kanter mellem P;, P>, Q1 og Q2. Ifglge lemma 8.2 har P; ulige leengde, og da er
fyx1,a1, Pr, b1,y et hul af ulige leengde i G. Altsa kan det ikke ske, at for 1 <7 <mog z;,Q;,y;
er XNV (P)=0o0gV(Q;) C X, og pastand 1 er vist.

Pa grund af pastand 1, og ved at tage komplementer hvis ngdvendigt, kan det antages, at for alle
1 < j < n og for alle Tj-antistier Q,, vil V(Q;) € X.

Pastand 2: Mengden X har kun punkter til feelles med hgjst en of mengderne V(S1),..., V(Sn).
Antag, at X har punkter til feelles med bade S; og S3. Det kan pa grund af definition 9.25(v)
antages, at (S1,S2,T1,T2) er en fordrejning i G. Veelg for i = 1,2 en S;-sti P;, s& X N V() # 0,
og veelg for j = 1,2 en Tj-antisti @);. Fra ovenstéende antagelse, om at V(Q;) € X for alle j,
har f ikke-nabopunkter i bade Q1 og Q2. Her er (Pi, Py, Q1,Q2) en knude i G, da S; og Ss er
enige om 77 og uenige om T5, idet (S1,S2,71,T2) er en fordrejning i G. Antagelserne i lemma
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8.7 er hermed opfyldte, hvor F' i lemma 8.7 svarer til {f}. Hvis lemma 8.7(¢) er opfyldt, s& vil
X meette knuden. Dette kan dog ikke lade sige ggre, da V(K) — X ikke er lokal med hensyn til
(Q1,Q2, P, P2) i G, idet X ikke indeholder hverken V(Q;) eller V(Q5). Hvis lemma 8.7(ii) er
opfyldt, sa skal f og a; have de samme naboer i V(P2) UV (Q1) UV (Q2), og f skal have en nabo
i P —{a1}. Da P, og P» ikke har kanter mellem sig, idet det er en knude, vil a; ikke have naboer
i Py, hvormed f heller ikke har naboer i Py, s& X NV (P2) = (), hvilket danner en modstrid med,
at X NV (P;) # 0. Hvis lemma 8.7(7i7) er opfyldt, s& skal der findes en 2-vej af ulige leengde i {f},
hvilket ikke er muligt, da |{f}| = 1. Hvis lemma 8.7(iv) er opfyldt, s& skal f og z1 have de samme
naboer i V(P) UV (P2) UV (Q2), og f skal veere ikke-nabo til y;. Da x; er komplet til V(Q2), og
f per antagelse har en ikke-nabo i V(Q2), opnaes en modstrid. Da der i alle tilfselde opnées en
modstrid, ma antagelsen, om at X har punkter til feelles med to maengder S; og So, veere forkert,
og dermed ma pastand 2 geaelde.

Da m—1 af meengderne XNV (S1),..., XNV (S,,) ifelge pastand 2 er tomme, og enhver T;-antisti,
for 1 < j < n, ifglge pastand 1 indeholder et punkt, der ikke tilhgrer X, vil det ifglge definition
9.26 kunne antages, at der findes en Si-sti ay, P1,b; og en Ti-antisti x1,Q1,y1, som indeholder
punkter fra X, der ikke indbyrdes er naboer. Det kan ifglge definition 9.25(iv) antages, at S7 er
parallel med alle antistrengene T}, hvor eventuelt den omvendte af en antistreng T benyttes i
stedet for antistrengen 7). Da S; er parallel med 77, vil kanten a1z, findes i G, og kanten by,
vil ogsa tilhgre G pa grund af definition 9.22(7)-(i7). Da det indre af Q; tilhgrer 71, vil det ifplge
definition 9.22(vi) vaere komplet til {a1} U {b1}, hvormed a; er komplet til V(Q1) — y1, og b1
er komplet til V(Q1) — 1. Det kan derfor antages, at 1 € X, og X N (V(P1) —a1) # 0. Lad
2<j<n,oglad z;,Q;,y; veere en vilkarlig T-antisti. Det vises for j = 2, da resten kan vises
analogt. Dermed er xa, Q2,y2 en Th-antisti. Nu vil T} og T, veere enige om Sp, da Sy er parallel
med alle antistrenge 7. Da der ifglge definition 9.25(vi) findes en fordrejning (S, S;, Th,7%), ma
der findes en streng S;, som 17 og T5 er uenige om, lad det veere S5. Lad ao, Ps, by veere en Ss-sti.
Da er (P1, P2,Q1,Q2) en knude K, idet T7 og T» er enige om S; og uenige om Sy. Da P; og Q1
indeholder punkter i X, som ikke indbyrdes er naboer, er X NV (K) ifplge definition 8.4(zi7) ikke
lokal med hensyn til K. Antagelserne i lemma 8.7 er opfyldte med {f} som sammenhengende
mengde, og lemma 8.7(4) er ikke opfyldt, da X ikke maetter knuden. Lemma 8.7(ii%) er ikke op-
fyldt, da [{f}| =1, og {f} dermed ikke kan indeholde en 2-vej af ulige leengde. Lemma 8.7(iv) er
ikke opfyldt, da x; er komplet til V(Q2), og f per antagelse har en ikke-nabo i V(Q2). Dermed vil
lemma 8.7(i7) geelde, sd f og ay har de samme naboer i V(P) UV (Q1) U V(Q2). Specielt vil der
geelde, at V(Q2) —y2 C X, da a; er nabo til samtlige punkter i Q2 — {y2}, og f dermed vil veere
nabo til samtlige punkter i Q2 — {y2}. Da V(Q2) € X, ma det veere punktet ya, der ikke tilhgrer
X. Idet dette geelder for alle valg af Th-antistier, kan det konkluderes, at X NV (T3) = X5 U Zs.
Da dette gaelder for alle antistrenge T}, undtaget 17, kan det konkluderes, at X NV (1) = X; U Z;
for 2 < j < m. Den eneste antagelse, der blev gjort omkring T}, var, at X N X; # 0, og dette
er vist at geelde for T}, hvor 2 < j < n, og derfor ma det geelde, at X NV (T;) = X, U Z; for
1 < j < n. Hermed kan f tilfgjes A1, men dette er i modstrid med, at L er en maksimal samling
af strenge og antistrenge. Dermed er det vist, at X enten er lokal med hensyn til L eller meetter L. [

Lemma 9.29
Lad G veere en Berge graf, sa der ikke findes en optreeden af en forstgrrelse af K, i hverken G eller

G, og der ikke findes en overskygget optraeden af K4 i hverken G eller G. Lad L vacre en maksimal
samling af strenge i G, og lad FF C V(G) — V(L) veere sammenhangende, si der for hvert punkt
f € V(F) gealder, at meengden af dets naboer i V(L) er lokal med hensyn til L. Da vil mseengden
af vedheeftninger for F' i V(L) veere lokal med hensyn til L. o

Hermed kan hovedresultat (iv) fra kapitel 1 vises.

Seetning 9.30 o
Lad G veere en Berge graf, sa hver optreeden af K4 i G eller G er degenereret, og der ikke findes
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en induceret delgraf af G, som er isomorf med L(K33). Da er enten G en bicograf, G har en
balanceret skeev opdeling, en af G eller G har et 2-vedhaeng, eller der findes ikke en optraeden af
K, i hverken G eller G. o

Bevis

Hvis der findes en optraeden af en forstgrrelse af K4 i G, s lad forstgrrelsen veere L(H'). Da er H'
ikke en underdeling af K4. Her er H’ todelt, da L(H’) er en optreeden i G. Det fplger af lemma 6.4,
at enten er H' = K3 3, eller der findes en delgraf H” af H', som er en todelt underdeling af K4, sa
L(H") er ikke-degenereret. Her er L(H") en ikke-degenereret optreeden, da der ifglge lemma 6.4
ikke findes en kreds, som kun bestér af forgreningspunkterne i H”. Ifglge ssetningens antagelse er
hver optraeden af K4 degenereret, og ingen delgraf er isomorf med L(K3 3), hvormed der ikke kan
findes en sddan H”, og H' = K3 3 er ikke en mulighed. Det vil sige, at der ikke findes en optraeden
af en forstorrelse af K4 i G. Ligeledes findes der ingen optraeden af en forstgrrelse af Ky i G.
Hvis der findes en overskygget optreeden af K4 i G, da fglger af lemma 7.13, at der enten findes
en forstgrrelse af K4, som har en ikke-degenereret optreeden i G, eller G har en balanceret skesev
opdeling. Den fgrste konklusion er ikke mulig pa grund af sstningens antagelser, og i det andet
tilfaelde er seetningen opfyldt, sa det kan antages, at der ikke findes en overskygget optreeden af
K, i G. Ligeledes findes der ikke en overskygget optraeden af K4 i G.

Da seetningen kun omhandler tilfeelde, hvor der findes en optreeden af K, i G eller G, kan det
antages, at der findes en optreeden L(H) af K, i G, eventuelt ved at tage komplementer, og denne
optreeden er degenereret. Da L(H) er degenereret, findes der en samling af strenge og antistrenge
i G, se figur 9.3.

Yo Y1

Figur 9.3: To strenge S; = (41, C1, B1) og Sy = (A, Ca, Bs) samt to antistrenge 77 = (X1, 0,Y7)
og Ty = (Xo,0,Y>) i en degenereret optreeden af Ky i G. Bemeerk, at de stiplede linier
angiver 2-veje, hvis indre tilhgrer henholdsvis C; og Cs.

Veelg en maksimal samling L af strenge og antistrenge. Lad L have strenge S; = (A;, C;, B;), for
1 < i <m, og antistrenge T; = (X;, Z;,Y;), for 1 < j < n. Fra lemma 9.28 fglger, at V(G) — V(L)
kan opdeles i to meengder M og N, hvor der for hvert punkt a i M geelder, at masengden af naboer
til @ 1 V(L) er lokal med hensyn til L, og for hvert punkt b1 N geelder, at maengden af naboer til
b1 V(L) maetter L. Det er muligt, at M og N er tomme.

Pastand 1: Hvis der findes et punkt f € N, som har en ikke-nabo i V(S1) U--- UV (Sy), sd er
lemmoaet opfyldt.

Lad f € N veere et punkt, som har en ikke-nabo i S;. Lad Nj veere antikomponenten af N
indeholdende f, og lad X veere meengden af punkter i V' (L), som er komplette til N;. Da Ny er en
antikomponent i N, vil der om ethvert punkt i N — N7 geelde, at punktet er komplet til Ny, for
ellers kan N7 udvides. Det vil sige, at N — N; C X. Lad A veere meengden af naboer til f i V(L)
i G. Da A maetter L i G, vil V(L) — A veere lokal med hensyn til L i G. For alle andre punkter
a; i Ny, vil V(L) — Ay, hvor A; er meengden af naboer til a;, ligeledes veere lokal med hensyn til
L i G. Lemma 9.29 er nu opfyldt, hvor F' i lemma 9.29 svarer til N;. Deraf fplger, at meengden af
vedhzeftninger for Ny i V(L) er lokal med hensyn til L i G. Det vil sige, at alle punkter i V (L),
som har en nabo i N1, udggr en maengde B, hvorom det geelder, at B er lokal med hensyn til L i
G.1Gvil V(L) — B sa maette L, og V(L) — B = X, da X bestar af de punkter i L, som ikke har
naboer i N; i G. Det vil sige, at X meetter L. Idet f har en ikke-nabo i V/(S}), findes der et punkt
u i S1, som ikke tilhgrer X. Lad U vaere komponenten af V(G) — (X U Ny), der indeholder u.
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Herunder vises, at U er disjunkt fra V(L) — V(S7). Antag modsat, at U ikke er disjunkt fra
V(L) — V(S1), det vil sige, at der findes mindst ét punkt p € U N (V(L) — V(S1)). Da U er
en komponent indeholdende v € V(S1) og p € V(L) — V(S1), findes der en 2-vej i G mellem
u og p, altsd der findes en 2-vej P mellem V(S1) og V(L) — V(S1), hvor (X UN;) N V(P) C
V(S2)U---UV(Sy,), og det er muligt, at (X UN7)NV(P) = 0, hvilket forekommer, hvis V(P) C U.
Lad P veere den mindste mulige sddanne 2-vej. Hvis et indre punkt i P tilhgrer V(L) eller X U Ny,
sd kan P vaelges mindre, da et sddant punkt enten tilhgrer V(S7) eller V(L) — V(S1). Idet X
meetter L, og der ikke findes kanter mellem V' (S1) og V(S2)U--- UV (S,,), folger det af definition
9.27, at X indeholder et endepunkt fra enhver kant mellem V(S7) og V(L) —V(S1). Dermed findes
der punkter i det indre af P, da XNV (P) C V(S1)U---UV (Sy,). Idet intet indre punkt i P tilhgrer
N eller V(L), mé de indre punkter tilhgre M, da M UN = V(G) — V(L). Dermed findes der en
komponent M7 i M, som indeholder det indre af P, da det indre af P er ssammenhangende. Da der
for ethvert punkt i M7 geelder, at meengden af dets naboer er lokal med hensyn til L, fglger det fra
lemma 9.29, at meengden af vedheeftninger for M7 i V(L) er lokal med hensyn til L. Idet M; har en
vedheeftning i V(S7), har den ifplge definition 9.26(4) ingen vedheeftninger i V(S2) U --- UV (Sp,).
Men endepunkterne i P er vedheeftninger for M7, og de er ikke-naboer. Desuden tilhgrer den ene
V(S1), og den anden tilhgrer ikke V' (S1), hvilket ifplge definition 9.26(i77) giver en modstrid. Det
er hermed vist, at U er disjunkt fra V(L) — V(S7). Det vil sige, at U C M UV (Sy). Idet U er
en sammenhengskomponent i V(G) — (X U Ny), kan U kun have vedheeftninger i X eller Ny, for
ellers kan U udvides.

Lad X' veere maengden af punkter i X med naboer i U, oglad V = V(G) — (UUN; UX'). Her er
V(S2) CV,idet UN(V(L) =V (S1)) =0, NyNV(L) = 0, og intet punkt i V(S2) har en nabo i
U, sa V(S2) € X', og dermed er V ikke-tom. Altsd er {U UV, N1 U X’} en skeev opdeling i G, da
U UV ikke er ssmmenhangende, idet U’s vedhaeftninger alle tilhgrer X U N7, og N1 U X’ ikke er
antisammenhgengende, fordi N1 og X’ er komplette til hinanden. Da X meaetter L, findes der ifglge
definition 9.27(i7) et punkt fra Ss i X, og dette punkt tilhgrer V, da V(S3) C V, og dermed findes
et punkt i V, som er komplet til N;. Deraf kan det ifglge definition 3.5(iz) konkluderes, at den
skaeve opdeling er lgs, og sé folger af lemma 3.6, at G har en balanceret skeev opdeling. Hermed
er pastand 1 vist.

Fra pastand 1 kan det antages, at N er komplet til V/(S1) U--- U V(S,,), og ved at tage komple-
menter, kan det antages, at M er antikomplet til V(Ty) U --- UV (T,).

Pastand 2: Hvis M og N begge er ikke-tomme, sd er lemmaet opfyldt.

Lad M; veere en komponent i M, og lad N; veere en antikomponent i N. Ved eventuelt at tage
komplementer kan det antages, at der findes en ikke-kant mellem M; og N;. Lad X veere maengden
af punkter i G, som er komplette til N;. Som i beviset for pastand 1 er maengden af vedheeftninger
for My 1 V(L) lokal fra lemma 9.29, og idet M; ikke har nogle vedheeftninger i V/(Th)U- - - UV (T3,),
da M er antikomplet til V(T1)U---UV(T,), og My C M, kan det ifplge definition 9.26(7) antages,
at alle vedheeftninger for M; tilhgrer V(S;). Lad V = V(G) — (M1 UN, UV (Sy)). Idet V(S1) C X,
da N er komplet til V(S1) U--- U V(S,,) ifplge pastand 1, N; C N, og X bestar af punkter,
der er komplette til Ny, sa folger det, at {M; UV, N; UV (S1)} er en skeev opdeling i G, idet
M; UV ikke er sammenhaengende, da alle vedhaeftninger for M; tilhgrer V' (S7), og N1 U V(S1)
ikke er antisammenhaengende, da Ny er komplet til V(Sy). Da {Ny,V(S1) U--- UV (Sy,)} udger
et komplet par, vil et punkt i V(S1)U--- UV (S;,) € My UV veere komplet til en antikomponent
Ny i Ny UV(S)), og dermed vil {M; UV, N; UV (S;)} ifplge definition 3.5(%) veere en lgs skeev
opdeling. Da folger af lemma 3.6, at G har en balanceret skaev opdeling, og pastand 2 er vist.

Pastand 3: Hvis M og N begge er tomme, sd er lemmaet opfyldt.

Hvis bade M og N er tomme, s& udggr L hele grafen. Det fglger af lemma 8.2, at det kan antages, at
alle @ ;j-antistier har leengde en, for 1 < j < n, og alle P;-stier har ulige leengde. Hvis |V (S1)| > 2, s&
vil {V(S1), V(L)—V(S1)} veere et 2-vedhaeeng for G, hvilket her vises, nar S; og T alle er parallelle,
da det analogt kan vises for de andre mulige kombinationer. Det skal nu vises, at definition 9.15
er opfyldt, hvor X i definition 9.15 svarer til V(S1), Xo svarer til V(L) — V(S1), A; svarer til
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A1, B; svarer til By, A svarer til X7 U X5, og Bs svarer til Y7 U Y. Definition 9.15(4)-(i4) er
opfyldte ifplge definition 9.22. Da |As| > 2 og |Ba| > 2, er definition 9.15(iv) opfyldt for i = 2.
Hvis |A1| = |B1| = 1, s& vil V(S1) veere en 2-vej af ulige leengde mindst tre, hvormed definition
9.15(iv) ogsd her er opfyldt. Det kan derfor antages, at S; kun har to punkter, og specielt at hver
S;-sti har leengde en. Ved at tage komplementer kan det ved lignende argument vises, at det kan
antages, at hver V(T}) kun indeholder to punkter. Dermed er G en bicograf, da for alle i og 7/,
hvor ¢ # 4/, er S; antlkomplet til Si/, og for alle j og j', hvor j # j/, er T} ifplge definition 9.25(@21)
komplet til T}, og lemmaet er opfyldt, sa pastand 3 er vist.

Ved eventuelt at tage komplementer kan det fra pastand 2 og pastand 3 antages, at N er tom,
og M er ikke-tom. Ifglge lemma 8.2 kan det antages, at alle S;-stier har leengde en. Det vil sige,
at for 1 <4 <mer C; = 0. For 1 < i < m lad M; veere foreningen af komponenterne i M,
som har en vedheeftning i V(.5;), og lad M veere foreningen af komponenterne i M, som ikke har
vedheeftninger i V(L). Da er My, My, ..., M, parvis disjunkte og har forenlngsmaengde M. Hvis
My er ikke-tom, s er GG ikke sammenhaengende, da My er en komponent i M, og dermed ikke har
naboer i M — My, samt M har ikke naboer i V(L). Det kan derfor antages, at My er tom. Idet M
er ikke-tom, kan det antages, at M; er ikke-tom. Antag, at z € Z1, hvor T1 = (X1, Z1,Y1). Daer z
ifglge definition 9.25(iv) komplet til A; U By. Da C; = 0, er z desuden komplet til V(S}), og hvis
V =(V(G)—M)UV(S1U{z}),sder {M1UV,V(S1)U{z}} en skeev opdeling i G. Dermed folger af
lemma 3.4, at G har en balanceret skeev opdeling, idet {z} er en antikomponent af stgrrelse én. Det
kan derfor antages, at Z; er tom, og ligeledes for hver Z;. Da er {M;UV (S1), V(G)—(M1UV(S1))}
et 2-vedhaeng i G, hvor A; i definition 9.15 svarer til Ay, B; svarer til By, Ay svarer til de X; og
Y;, der er komplette til A, og By svarer til de X; og Y, der er komplette til B;.

Det er hermed, under antagelse af at G er en Berge graf, hvor hver optreeden af K, i G eller G er
degeneret, der ikke findes en induceret delgraf isomorf med L(K3 3), og der findes en optraeden af
K4 i G eller G, vist, at G er en bicograf, G har en balanceret skeev opdeling, eller en af G eller G
har et 2-vedhaeng. O

Hermed er det vist, at grafer, der indeholder en degenereret optraeden af K4 og ikke indeholder en
L(K3 3) som induceret delgraf, ikke kan vaere minimale modeksempler.

Fglgende korollar sammenholder de tre hovedresultater, som blev vist i dette kapitel, nemlig saet-
ning 9.30, korollar 9.17 og korollar 9.18.

Korollar 9.31
Lad G vere en Berge graf, sa der findes en optreeden L(H) af K4 i G. Da vil et af folgende vaere
opfyldt:

(i

) G =L(H) eller G = L(H).
(i4) G er en bicograf.

)

v)

(iii) G eller G indeholder et 2-vedhzeng.

(i

G har en balanceret sksev opdeling.

Bevis

Korollaret er opfyldt per seetning 9.30 for enhver degenereret optraeden, hvor der ikke findes en
induceret delgraf, der er isomorf med L(K3 3). Hvis der findes en ikke-degenereret optraeden af en
todelt underdeling af K, sa er korollaret opfyldt per korollar 9.17. Nar der findes en induceret
delgraf, der er isomorf med L(K3 3), sa er korollaret opfyldt per korollar 9.18. O

Hermed er det vist, at grafer, der indeholder en optrzeden af K, ikke kan veere minimale modek-
sempler. Eftersom K33 — e er en todelt underdeling af K4, kan grafer, der indeholder L(K3 3 — €)
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som induceret delgraf, ikke veere minimale modeksempler. I henhold til seetning 4.4 er der nu kun
to muligheder tilbage for et minimalt modeksempel, der indeholder en skeev opdeling, nemlig at
det indeholder en aflang prisme eller en dobbeltdiamant som induceret delgraf.

I naeste del af rapporten betragtes Berge grafer, der ikke indeholder en optraeden af K4, men
indeholder en aflang prisme som induceret delgraf, for at vise, at sddanne grafer ikke kan veere
minimale modeksempler.

Grafer indeholdende en dobbeltdiamant som induceret delgraf betragtes i kapitel 14 i del fire af
denne rapport.

Der er i dette kapitel vist tre af rapportens hovedresultater, nemlig (i¢), som er vist i korollar 9.17,
(i4i), som er vist i korollar 9.19, og (iv), som er vist i seetning 9.30.
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Kapitel 10

Generelt om prismer

Grafer, som ikke indeholder en optrzeden af Ky, men indeholder en aflang prisme som induceret
delgraf, skal nu betragters i hab om at udelukke disse som minimale modeksempler. Dette ggres ved
at dele op i to tilfeelde, nemlig nar grafen indeholder en lige prisme, og nar grafen indeholder en af-
lang ulige prisme. P4 denne made bliver tilfeeldet, hvor grafen indeholder en aflang prisme, deekket.
Det viser sig, at grafer, der indeholder en lige prisme, kan udelukkes som minimale modeksempler,
og grafer, der indeholder en aflang ulige prisme, heller ikke kan vesere minimale modeksempler.
At grafer, som ikke indeholder en optreeden af K4, men indeholder en lige prisme, ikke kan veere
minimale modeksempler, vises i kapitel 11, og at grafer, som ikke indeholder en optraeden af Ky,
men indeholder en aflang ulige prisme, ikke kan veere minimale modeksempler, vises i kapitel 12.

I dette kapitel betragtes prismer generelt, hvilket vil sige, at der ikke skelnes mellem om en graf
indeholder en aflang, en lige eller en ulige prisme.

Lemma 10.1

Lad G veere en Berge graf, lad Y C V(G) vaere en antisammenhangende mengde, og fori =1,2,3
lad a;, P;,b; veere en 2-vej i G — Y, der danner en prisme med trekanter A = {ai,az2,a3} og
B = {b1,b2,b3}. Antag, at P1, P, og Ps alle har leengde mindst to, og ethvert punkt i Y er nabo
til mindst to punkter i A og til mindst to punkter i B. Da vil mindst to punkter i A og mindst to
punkter i B veere komplette til Y. o

Lemma 10.2

Lad G veere en Berge graf, og for i = 1,2,3 lad P; vaere en 2-vej af lige leengde mindst to fra a; til
b;, s& disse tre 2-veje danner en aflang prisme med trekanter A = {a1,a2,a3} og B = {b1,b2,b3}.
Lad A’ = {d},a2,a3} veere en trekant, si P er en 2-vej fra a} til by, og P{, P, og P3 danner en
aflang prisme. Lad y € V(G) have mindst to naboer i A og mindst to naboer i B. Da har y ogsé

mindst to naboer i A’ = {a},az,a3}. o
ay Py by
Py
a 2
a3 Ps3 b3
Py

Figur 10.1: Eksempel pé de to prismer dannet af henholdsvis Py, P» og P3 samt P|, P> og Ps.

Bevis
Da P, og Ps har lige leengde, og de sammen med P] danner en prisme, har P; lige leengde, se
figur 10.1. Lad X veere meengden af y’s naboer i G, og antag, at y € V(G) hgjst har én nabo i
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A’. Det vil sige, at kun ét af punkterne as eller as tilhgrer X, da A’ N A = {aq,as}, og da Y har
mindst to naboer i A, ma a1 € X og a} ¢ X. Desuden kan y ikke forbindes til trekanten A’, da
y ifglge lemma 2.9 skal veere nabo til mindst to af punkterne i A’ for at kunne forbindes til A’.
Dette er ikke opfyldt, da y kun er nabo til netop ét af as eller as, lad det vaere as. Da y ogsa er
nabo til mindst to punkter i B, ma et af by eller b3 tilhgre X, lad det veere by. Hvis et indre punkt
py € Pj tilhgrer X, sd veelges p| teettest pa a}. Hvis p) er i ulige afstand fra af, dannes et hul
Y, D, ..., a], a3, a1 af ulige leengde, og hvis p} er i lige afstand fra a}, dannes et hul y, p}, ..., a1, a2
af ulige leengde. Dermed kan intet indre punkt fra P; tilhgre X. Desuden mé b, ¢ X, for ellers vil
y,as,a}, P{, by veere et hul af ulige laengde. Det betyder, at bade by og bs tilhgrer X. Da G er en
Berge graf, ma a1, as, Ps, bs,y ikke veere et hul af ulige leengde, hvilket betyder, at der méa findes
et punkt fra P5 — {bs}, som tilhgrer X. Da kan y forbindes til A’ via 2-vejen bs, b1, P{, a1, 2-vejen
mellem y og a3 med indre tilhgrende V (Ps) — b3, og kanten yas, hvilket er i modstrid med lemma
2.9, da y kun er nabo til ét punkt fra A’, nemlig as. Hermed mé antagelsen, om at y kun har en
nabo i A’, veere forkert. O

Definition 10.3 (Matte en prisme)

Lad a;, P;,b;, for i = 1,2,3, veere en 2-vej i G, sa de tre 2-veje danner en prisme med trekanter
{a1,a2,a3} og {b1,b2,b3}. En delmeengde X C V(G) maetter prismen, hvis mindst to punkter fra
hver trekant tilhgrer X. o

Definition 10.4 (Prismeoverpunkt)
Lad P;, for i = 1,2,3, vaere en 2-vej i G, sa de tre 2-veje danner en prisme. Et punkt v er et
prismeoverpunkt, hvis meengden af v’s naboer maetter prismen. o

Ligesom tidligere bensevnes et prismeoverpunkt ogsd med et K-overpunkt, nar K betegner den
pageeldende prisme.

Definition 10.5 (Lokal med hensyn til en prisme)

Lad a;, P;,b;, for i = 1,2,3, vaere en 2-vej i G, sa de tre 2-veje danner en prisme K med trekanter

A ={a1,a2,a3} og B = {b1,b2,b3}. En delmaengde X C V(K) er lokal med hensyn til prismen,

hvis enten X C V(P,), for et i € {1,2,3}, eller X er en delmangde af en af trekanterne A eller B.
o

Lemma 10.6

Lad Py, P, og Ps danne en prisme K i en Berge graf G, hvor P; har endepunkter a; og b;, for
i =1,2,3, og prismen har trekanter A = {ay,a2,a3} og B = {b1,b2,b3}. Lad F C V(G) — V(K)
veere sammenhaengende, s maengden af vedheftninger for F i K ikke er lokal. Antag, at intet
punkt i F er et K-overpunkt. Da findes der en 2-vej f1,..., fn 1 F, hvor n > 1, sa et af folgende
er optyldt op til symmetri:

(i) f1 har to naboer i Py, der indbyrdes er naboer, f,, har to naboer i P», der indbyrdes er naboer,
og der findes ikke andre kanter mellem {fi,..., fo} og V(K). P4 denne baggrund kan det
konkluderes, at G har en induceret delgraf, som er liniegrafen af en todelt underdeling af
K4, og denne delgraf er (V(K)U{f1,...,fa})c-

(i1) n > 2, f1 er komplet til A, f, er komplet til B, og der findes ikke andre kanter mellem
{fla'-'afn} og V(K)

(#4t) n > 2, f1 er nabo til a1 og az, f, er nabo til by og ba, og der findes ikke andre kanter mellem

{fla"'vfn} og V(K)

(iv) f1 er nabo til a1 og as, f, har mindst en nabo i Ps — {as}, og der findes ikke andre kanter
mellem {f1,..., fn} 0g V(K) — as.
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Bevis

Det kan antages, at F' er mindst mulig, sa F' er sammenhaengende, og maengden af vedheeftninger
for F'i K ikke er lokal. Lad X veere maengden af vedheeftninger for F'i K. Hvis X NV (P;) # 0, s&
lad ¢; og d; veere de punkter fra P; i X, som er teettest pa henholdsvis a; og b; i P;, for i € {1,2,3}.
Hvis dette ikke er muligt, sa er a; = ¢; eller b; = d;. Bemaerk, at ikke bade a; = ¢; og b; = d;, da
hvis a; = ¢;, s& vil d; = a;. Lad C; veere 2-vejen mellem a; og ¢;, og lad D; veere 2-vejen mellem
d; og b;, se figur 10.2.

a1 Cq c1 dl D; b
o5 ¢
a
2 yes bo
as Ps b3

Figur 10.2: Et eksempel med X NV (Py) # 0.

Det vises, at nar forste udsagn i (i) geelder, sa vil (V(K)U{f1,..., fn})c findes som induceret
delgraf, og denne er liniegrafen af en todelt underdeling af K. P4 figur 10.3(a) ses det forste udsagn
i (i), og denne graf bensevnes L(H). Pa figur 10.3(b) ses en graf H, som L(H) er liniegrafen af,
altsd (a) er liniegrafen af (b).

(b)
Figur 10.3: (a) Hlustration af det forste udsagn i (7). (b) Grafen H, som L(H) er liniegrafen af.

Figur 10.3(b) er en underdeling af K4, hvor de store punkter er de oprindelige punkter i K4. Hvis
H ikke er todelt, vil der findes en kreds af ulige leengde i H, hvormed L(H) har et hul af ulige
leengde, hvilket ikke findes i en Berge graf. Desuden kan H ikke indeholde en kreds af leengde tre
pé grund af udseendet af L(H). Dermed er H todelt. Det vil sige, at (V(K)U{f1,...,fn})c er
liniegrafen af en todelt underdeling af K.

Pastand 1: Der findes en delmengde af X bestdende af to punkter, som ikke er lokal.

Idet X ikke er lokal, da geelder per definition 10.5, at X Z V(FP;), X € Aog X € B. Da X ¢ B,
kan det antages, at ¢; # by findes. Idet X € V(Py), kan det antages, at ds findes, hvor det blandt
andet er muligt, at do = a9 eller do = be. Hvis da # ag, sd er {c1,d2} en delmeengde af X, som
ikke er lokal. Det kan derfor antages, at do = as og ¢1 = ai. Ligeledes er d3 = ag, hvis d3 findes.
Idet X € A, er di # a1, men sé er {as,d;} en delmeengde af X, som ikke er lokal. Det vil altsi
sige, at der altid kan findes en delmeengde {x1, 22} af X som ikke er lokal, hvormed pastand 1 er
vist.

Lad {z1, 22} veere en delmaengde af X, som ikke er lokal. Desuden er 1 og x2 ikke naboer. Da F'
er valgt mindst mulig, s& den er ssammenhaengende, og maengden af vedheaeftninger for F' ikke er
lokal, vil der findes en 2-vej x1, f1,..., fn, @2, & F ={f1,..., fu}.

Pastand 2: Hvis n = 1, sd er lemmaet opfyldt.

Antag, at n = 1, sd er F = {f1}. Idet X ikke er lokal, har X punkter tilhgrende mindst to af
2-vejene Pi, P, og P3. Antag, at X kun har punkter i P, og P,. Antag desuden, at ¢; = dy, altsa
at X kun har et punkt i P;. Ved eventuelt at ombytte trekanterne A og B kan det antages, at
c1 ¢ A, da punktet hgjst kan tilhgre én af de to trekanter, og ca # ba, da hvis ¢; = by 0og c2 = ba, er
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X lokal, fordi X C B, sa c; eller ¢, tilhgrer ikke B. Nu kan ¢; forbindes til trekanten A via 2-vejen
c1,Ch, a1, 2-vejen c1, f1,c2,Co, as 0g 2-vejen ¢y, D1, b1, b3, P3, az, hvilket danner en modstrid med
lemma 2.9, da c¢; hgjst kan have én nabo i A, nemlig a;. Dermed er antagelsen, om at ¢; = dj,
forkert. Ligeledes er co # do, og specielt er co # bo.

Antag, at ¢; og di ikke er naboer. Idet f; ikke er et K-overpunkt, vil der fra en af trekanterne
A eller B hgjst findes et punkt, der tilhgrer maengden af naboer til fi. Ved eventuelt at ombytte
A og B, kan det antages, at f; hgjst har én nabo i A. Da kan f; forbindes til trekanten A via
2-vejen f1,c1,Ch, a1, 2-vejen f1,ca,Ca,as og 2-vejen f1,dy, D1, b1, bs, P3, a3, hvilket er i modstrid
med lemma 2.9, da f1 hgjst har én nabo i A. Altsd mé ¢y og d; veere naboer, og ligeledes er cs og
ds naboer, hvormed (i) i lemmaet er opfyldt. Hermed er pastanden vist i det tilfeede, hvor X kun
har punkter i P; og Ps.

Antag derfor, at X har punkter i Py, P, og P3. Ved eventuelt at ombytte A og B kan det antages,
at f1 hgjst har én nabo i A, da f; ikke er et K-overpunkt. Da f; hgjst har en nabo i A, kan f;
ifslge lemma 2.9 ikke forbindes til trekanten A. Idet f; har en nabo i alle tre 2-veje Py, Py og Ps,
ma der for mindst to af disse 2-veje geelde, at f; kun har én nabo i B, da f; ellers kan forbindes
til A. Det kan derfor antages, at ¢; = dy = by 0og ¢c3 = dy = by. Hvis ¢c3 = b3, daer X C B, og X er
lokal, hvilket danner en modstrid, s& c3 # bs. Altsd har f; mindst en nabo i P3 — {a3}, hvormed
(iv) i lemmaet er opfyldt, da n = 1. Dermed er pastand 2 vist.

Fremover kan det altsa antages, at n > 2. Lad X; veere maengden af vedhaeftninger for F — {f1}
i V(K), og lad Xs veere meengden af vedheeftninger for F' — {f,,} 1 V(K). Da F er valgt mindst
mulig, sd den er sammenhaengende, og X ikke er lokal, vil bade X; og X5 veere lokale, idet F ellers
kan veelges mindre. Desuden er X = X; U Xo, og hver nabo til f; i K, for 2 <i <n — 1, tilhgrer
X1 N X,

Pastand 3: Hvis X1 C A og Xo CV(Py), sd er lemmaet opfyldt.

Da X ikke er lokal, m& f; have mindst en nabo i P; — {a1}, og f,, méa veere nabo til mindst et af ay
eller ag, og der findes ikke andre kanter mellem F og V(K) —a;. Hvis f,, er nabo til bade as og as,
sa er (iv) i lemmaet opfyldt. Antag derfor, at f,, ikke er nabo til az. Dermed kan as forbindes til
trekanten B via 2-vejen ao, fy, ..., f1,d1, D1,b1, 2-vejen as, Po, by 0g 2-vejen asq, asz, Ps, b3, hvilket
er i modstrid med lemma 2.9, da as hgjst kan have én nabo i B, nemlig by. Altsa méa f,, veere nabo
til bade as og as, hvor (iv) er opfyldt, s& pastand 3 er vist.

Da bade X7 og X5 er lokale med hensyn til prismen K, kan det ifglge pastand 3 antages, at enten
X; C Aog Xo C B, eller X; CV(P,) og Xo CV(P). I begge tilfzelde er X3 N X = (§, hvormed
ingen af fo,..., fn—1 har naboer i V(K). Det vil sige, at X; er maengden af naboer til f,, i V(K),
og X5 er meengden af naboer til f; i V(K).

Pastand 4: Hvis X1 C A og X2 C B, sd er lemmaet opfyldt.

Det kan antages, at f,, er nabo til a;. Da X ikke er lokal, m& f; have en nabo i B, som ikke tilhgrer
P;. Det kan derfor antages, at fi er nabo til bo. Antag fgrst, at n har samme paritet som leengden
af Pp, hvilket vil sige, at leengden af F' og leengden af P; har forskellig paritet. Her er f,, og as
ikke-naboer, da det ellers vil give et hul as, Ps, bo, f1, ..., fn af ulige leengde. Ligeledes er f1 og by
ikke-naboer. Idet as, P3, b3, ba, f1,. .., fn, a1 ikke mé veere et hul af ulige leengde, er enten f,, og as
naboer, eller f1 og bs er naboer, men ikke begge, da det som fgr vil give en modstrid. Men sa er
(1v) i lemmaet opfyldt. Antag derfor, at n og leengden af Py har forskellig paritet, altsé at leengden
af F og leengden af P; har samme paritet. Her vil f,, og as veere naboer, da a1, as, P, bs, f1,..., fx
ellers danner et hul af ulige leengde. Ligeledes er fi nabo til b;. Hvis der ikke findes flere kanter
mellem F og V(K), s& er (ii7) i lemmaet opfyldt. Det kan derfor antages, at f, er nabo til as.
Da a3, Ps,bs, by, f1,..., fn ikke ma veere et hul af ulige leengde, er f1 og bs naboer, hvormed (i4) i
lemmaet er opfyldt. Hermed er pastand 4 vist.

Fra pastand 3 og pastand 4 kan det antages, at X7 C V() og Xo C V(Py), altsd at f; er
nabo til de punkter i P;, som tilhgrer X, og f, er nabo til de punkter i P», der tilhgrer X. Hvis
c1 = di, altsd at P; kun har ét punkt i X, sd kan det, ved eventuelt at ombytte A og B, an-
tages, at ¢; # a1, og c2 # ba. Nu kan ¢y forbindes til trekanten A via 2-vejen c1,C4, a1, 2-vejen
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c1, fiy- -y fn,c2,Ca, a2 0g 2-vejen c1, D1, b1, b3, P3, as, hvilket er i modstrid med lemma 2.9, da ¢;
hgjst har én nabo i A, nemlig a1. Det vil sige, at ¢; # di, og ligeledes er co # ds, og specielt er
co # bo. Hvis ¢ og dy ikke er naboer, sa kan f7 forbindes til trekanten A via 2-vejen f1, ¢, C1,aq,
2-vejen f1,..., fn,c2,Ca,a2 og 2-vejen f1,dy, D1,b1,bs3, P, a3, hvilket er i modstrid med lemma
2.9, da f; # fn hgjst har én nabo i A, nemlig a;. Det vil sige, at ¢; og d; er naboer. Ligeledes
er ¢o og dy naboer, men si er (i) i lemmaet opfyldt. Det er altsd vist, at for hver af de mulige
kombinationer af X; og X» indeholdt i meengderne A, B,V (Py;) og V(P2) er lemmaet opfyldt, og
da Pj5 er strukturmaessigt lig P; og P», s& er lemmaet opfyldt i alle tilfzelde. O

Korollar 10.7

Lad Py, P, og Ps danne en prisme K i en Berge graf G, hvor P; har endepunkter a; og b;, for
i =1,2,3, og prismen har trekanter A = {ay,a2,a3} og B = {b1,b2,b3}. Lad F C V(G) — V(K)
veere sammenhaengende, sé maengden X af vedheeftninger for F i K ikke er lokal. Antag, at intet
punkt i F er et K-overpunkt. Antag, at lemma 10.6(i) er opfyldt. Da har enten P; og P» begge
leengde en, eller der findes en ikke-degenereret optraeden af K4 1 G. o

Korollar 10.8

Lad G veere en Berge graf, sa der ikke findes en ikke-degenereret optraeeden af K, i G. Lad Py, P,
og P; danne en prisme K i G med trekanter A = {a1,a2,a3} og B = {b1,b2,b3}, hvor a; og b; er
endepunkter i P;, for i = 1,2,3. Lad F C V(G) — V(K) veere sammenhzengende, si intet punkt i
F er et K-overpunkt. Lad z1 veere en vedhaeftning for F' i det indre af Py, og antag, at der findes
en anden vedhaftning xo for F', som ikke tilhgrer P;. Da findes der en 2-vej f1,..., fn 1 F, sa, op
til symmetri mellem A og B, f1 er nabo til as og a3, og f, har mindst én nabo i P, — {a1}, og

der findes ikke andre kanter mellem {f1,..., fn} og V(K) — a;. o
Bevis

Det kan antages, at F' er mindst mulig, sa den er ssmmenhaengende, x;1 er en vedhaeftning for F' i
P, og x5 er en vedheeftning for F' i P, U P5. Dermed vil der findes en 2-vej zo,v1,...,0m, 1, hvor

F ={v1,...,0}. Fra lemma 10.6 folger, at der findes en delgraf f1,..., f, af 2-vejen vy,..., vy,
sa et af punkterne (i)-(év) i lemma 10.6 er opfyldt. Da F' er valgt mindst mulig, vil v; veere det
eneste punkt i ', som har en nabo i V(P2) UV (Ps), s& specielt vil hgjst et af punkterne f1,..., fn
have en nabo i V(P;) U V(Ps). Lemma 10.6(i7) kan ikke veere opfyldt, da f1 og f, ifslge lemma
10.6(i7) hver skal have en nabo i Py, P, og P3, hvormed der findes to punkter, som har naboer i
V(P2) U V(Ps), hvilket ikke er tilfseldet. Lemma 10.6(747) kan ligeledes ikke veere opfyldt, da f;
og fr ifolge 10.6(iii) begge er naboer til punkter i V(P2) UV (Ps). Det mangler at blive undersggt
hvilket af de to sidste punkter (i) og (iv) i lemma 10.6, der er opfyldt. Antag, at lemma 10.6(¢)
er opfyldt. Dermed har f; to naboer i P;, der indbyrdes er naboer, f, har to naboer i P», der
indbyrdes er naboer, og der findes ikke andre kanter mellem {f1,..., f,} og V(K). Antagelserne i
korollar 10.7 er opfyldte, og da der ikke findes en ikke-degenereret optraeden af K4 i G, har to af
2-vejene Py, Py og Ps ifplge korollar 10.7 leengde en. Deraf folger det, at fi,..., f, forbinder to af
2-vejene P, P> og P3, hvormed n er lige, da der ellers haves et hul af ulige leengde. Da x tilhgrer
det indre af P;, har P; leengde mindst to, men da er f; og f, to forskellige punkter, som begge
har naboer i V(P) U V(Ps), hvilket er i modstrid med, at hgjst et af punkterne f1,..., f,, har en
nabo i V(P;) UV (Ps). Altsd ma lemma 10.6(iv) vaere opfyldt. Det vil sige, at det kan antages,
at for et i € {1,2,3} vil f1 veere nabo til de to punkter i A — {a;}, og f, er nabo til mindst ét
punkt i P; — {a;}, og der findes ikke andre kanter mellem {fi,..., f,} og V(K) — a;. Antag forst,
at i > 1, og lad i = 2, da har bade f1 og f,, naboer i V(Py) UV (Ps), sa fi = fn. Da F er valgt
mindst mulig, ma f; = vq.
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v1=f1
=Jn

Figur 10.4: Tilfeeldet med f1 = f, = v1.

Her kan f; forbindes til trekanten B via 2-vejen mellem f; og by med indre i {ve, ..., v, }U(V (P —
{a1})), 2-vejen mellem f; og b med indre i V(P2 — {a2}) og 2-vejen f1,as, Ps,bs, hvilket danner
en modstrid med lemma 2.9, da f; h@jst har én nabo i B, nemlig bs. Altsd mé ¢ = 1. Det vil sige,
at 2-vejen f1,..., fn 1 F opfylder, at f1 er nabo til as og as, og f,, har mindst én nabo i P, —{a1},
og der findes ikke andre kanter mellem {fi,..., f,} og V(K) — a;. O

I folgende korollar er kravene lidt svagere i forhold til forrige korollar, da det kun er vist, at hvis
prismen er lige, er intet punkt et prismeoverpunkt, men til gengeeld mé der ikke findes vedheeft-
ninger i Ps.

Korollar 10.9

Lad G vaere en Berge graf, sa der ikke findes en ikke-degenereret optraeden af Ky i G. Lad Py, P,
og P; danne en prisme K i G, hvor prismen har trekanter A = {a1,a2,a3} og B = {b1,b2,b3},
hvor a; og b; er endepunkter i P;, fori =1,2,3. Lad F C V(G)—V (K) veere sammenhangende, s&
hvis prismen er lige, da er intet punkt i F' et K-overpunkt. Antag, at maengden af vedhaeftninger
for F i K ikke er lokal, og ingen af vedheftningerne tilhgrer Ps. Da er |F| > 2, og maengden af
vedhaeftninger for F i K er ngjagtig {a1,b1,a2,b2}. S

Dette var en introduktion til prismer, hvor de her praesenterede resultater anvendes i de naeste to
kapitler til at vise, at grafer, som ikke indeholder en optreeden af K, men indeholder enten en lige
prisme eller en aflang ulige prisme, ikke kan veere minimale modeksempler.
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Kapitel 11
Lige prismer

I dette kapitel betragtes de grafer, som ikke indeholder en optraeden af K4, men indeholder en
lige prisme som induceret delgraf. Det viser sig, at det kun er ngdvendigt at udelukke ikke-
degenererede optraedener af K, fra de betragtede grafer. For at vise, at disse grafer ikke kan veere
minimale modeksempler, benyttes en generaliseret form for lige prismer, nemlig hyperprismer,
som introduceres i afsnit 11.1. Indledningsvist vises nogle resultater om grafer, der indeholder lige
prismer.

Definition 11.1 (Trekantspunkt)
Et punkt af grad tre i en prisme kaldes for et trekantspunkt. o

I en prisme findes der ngjagtig seks trekantspunkter.

Fglgende lemma er lidt mere generelt end ngdvendigt, idet det blot kreever, at der ikke findes
en ikke-degenereret optraeden af Ky, mens det er tilstrackkeligt at vise det for grafer, der ikke
indeholder en optraeden af K, da disse grafer blev udelukket i kapitel 9.

Lemma 11.2

Lad G veere en Berge graf. Antag, at der ikke findes en ikke-degenereret optraeden af K4 i G. Hvis
der findes en lige prisme K i G, sa et punkt i G er et K-overpunkt, da har G en balanceret skaev
opdeling. o

Bevis

Lad 2-vejene a;, P;,b;, for 1 < i < 3, danne en lige prisme K, hvor A = {a1,a2,a3} og B =
{b1, b2, b3} er prismens trekanter. Lad Y C V(G) — V(K) veere en maksimal ikke-tom og antisam-
menhzengende maengde, hvor ethvert punkt tilhgrende Y er et K-overpunkt i G. Veelg K, saledes
at sa fa trekantspunkter som muligt i K er komplette til Y. Lad X veere meengden af punkter i
G, der er komplette til Y. Altsd er K valgt, s X N {a1,az,as, b1, b2, b3} er mindst mulig.

Figur 11.1: Udsnit af G indeholdende prismen K og maengden Y.
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Da det haves, at Y er antisammenhaengende, 2-vejene a;, P;, b;, for 1 < i < 3, har leengde mindst
to og danner en prisme, og hvert punkt i Y er nabo til mindst to punkter i begge af prismens
trekanter, kan lemma 10.1 anvendes. Heraf faes, at mindst to punkter i A og mindst to punkter i
B er komplette til Y, s& X ma dermed matte K. Da mindst to af punkterne i A og mindst to af
punkterne i B er komplette til Y, fglger det, at en af 2-vejene har endepunkter, der begge tilhgrer
X, lad det veere P;.

Lad Xo =X - V(K) og X1 = {al,bl}.

Pastand: Hvis F C V(G) er en sammenhengende mengde, hvor et punkt i det indre af Py har en
nabo i F', og et punkt i V(P2) UV (Ps) har en nabo i F, sd er FN(XoUX; UY) # 0.

For at vise pastanden antages, at der findes en maengde F', hvor et punkt i det indre af P; har en
nabo i F, og et punkt i V/(P,) UV (Ps) har en nabo i F', men hvor FN(XoUX; UY) = 0. Veelg '
mindst mulig, hvormed (F)¢g er en 2-vej, og (F)g samt K er disjunkte. Det vil sige, at FNX = 0,
da X bestar af Xy, X1 og punkter i K.

Antag, at et punkt v € F er et K-overpunkt. Eftersom v ¢ X, og X er maengden af punkter, der
er komplette til Y, ma v have en ikke-nabo i Y. Dermed er Y U {v} antisammenhzngende, og pé
grund af maksimaliteten af Y fglger, at v € Y, og derfor er FNY # (), hvilket danner en modstrid,
sa v kan ikke veere et K-overpunkt.

Det kan derfor antages, at intet punkt tilhgrende F' er et K-overpunkt, for ellers er pastanden
opfyldt. Lad 1 veere en vedheeftning for F' tilhgrende det indre af P;, og lad x5 veere en vedhaeftning
for F tilhgrende V(P,) U V(Ps), og sddanne vil findes, da F' har en nabo i det indre af P; og en
nabo i V(P;) UV (Ps). Da kan det ifglge korollar 10.8 antages, at der findes en 2-vej fi,..., fy
tilhgrende F', s& f1 er nabo til az og a3, f, har mindst én nabo tilhgrende P; — {a1}, og fias samt
fias er de eneste kanter mellem {f1,..., fn} og V(P2) UV (Ps). Det vil sige, at der findes en 2-vej
P med endepunkter f; og b1, hvis indre tilhgrer {fo, ..., fo} UV (P — {a1}), se figur 11.2.

Figur 11.2: Eksempel pa 2-vejen P med endepunkter f; og by med indre tilhgrende {fs,..., fr} U
V(Pl — {al}).

Dermed danner P, P, og P3 en prisme K’. Da G er en Berge graf, K og K’ er prismer, og ethvert
punkt y € Y har mindst to naboer i begge trekanter i K, kan lemma 10.2 anvendes, og heraf fglger,
at y ogsd har mindst to naboer i trekanten A" = {f1,a2,a3} i K’. Det vil sige, at ethvert punkt
tilhgrende Y er et K'-overpunkt. Da begge endepunkter i P; tilhgrer X, er a; komplet til Y. Idet
FNX =0,er f; ikke komplet til Y. Heraf folger, at |{f1,a2,a3} N X| = |{a1,az2,a3} N X|—1, da
f1 ¢ X og a; € X. Altsd haves en prisme K', hvor der er feerre trekantspunkter, som er komplette
til Y, end i prismen K. Dette er i modstrid med antagelsen om, at K er den prisme, hvorom
det geelder, at K indeholder feerrest mulige trekantspunkter, der er komplette til Y. Dette viser
pastanden.

Fra pastanden fglger, at der findes en opdeling af V(G) — (Xo U X; UY) i to meengder L og
M, som der ikke findes kanter mellem, hvor punkterne i det indre af P; er indeholdt i L, og
V(P,)UV(P;) C M.

Da L U M ikke er sammenhaengende, og Xo U X; UY ikke er antisammenh&ngende, idet X
er komplet til Y, da Xy er de punkter i G, der ikke tilhgrer V(K), som er komplette til Y, er
{LUM,XoUX;UY} en skeev opdeling af G.
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11.1. Hyperprismer

Da mindst to punkter i trekanten A tilhgrer X, og heraf kun det ene tilhgrer X, findes et punkt
fra X i M, og dermed er et punkt tilhgrende L U M komplet til komponenten Y i Xqg U X; UY,
og den skaeve opdeling {L U M, Xq U X; UY '} er dermed en lgs skeev opdeling. Da G er en Berge
graf med en lgs skeev opdeling, fglger af lemma 3.6, at G har en balanceret skeev opdeling. O

I fplgende afsnit undersgges hyperprismer, og grafer, som indeholder inducerede delgrafer, der er
isomorfe med en lige prisme, udelukkes fra at kunne veere minimale modeksempler.

11.1 Hyperprismer

Ved brug af hyperprismer i stedet for blot prismer bliver det muligt at vise, at grafer indeholdende
lige prismer, men ikke en optreeden af Ky, ikke kan veere minimale modeksempler. Derfor defineres
her en hyperprisme.

Definition 11.3 (Hyperprisme)
Lad G veere en Berge graf indeholdende en lige prisme. Lad

A G By
A2 Cs By
Ag C3 Bsj

veere en samling af ni meenger i G, der opfylder fslgende:

(i) Alle ni maengder er ikke-tomme og parvis disjunkte.

1) For 1 <i < j <3 er A; komplet til A;, B; er komplet til B;, og der findes ikke yderligere
J j
kanter mellem A; UC; U B; og A; UC; U B;.

(#i7) For 1 < ¢ < 3 tilhgrer ethvert punkt i A; U C; U B; en 2-vej mellem A; og B; med indre
tilhgrende C;.

(iv) Der findes en 2-vej mellem Ay og By med indre tilhgrende Cy, som har lige laengde.
Da siges samlingen af de ni meengder at danne en hyperprisme. o

Pa figur 11.3 ses et eksempel pé en hyperprisme.

Ay C1 By
Az Ca B
b
As Cs B3

Figur 11.3: Eksempel pa en hyperprisme.

Bemeerk, at hvis |A;| = |B;] = 1 for alle ¢, s& er hyperprismen lig en almindelig prisme. Det vil
sige, at hvis der i en graf findes en almindelig prisme, sé kan der altid veelges en hyperprisme.

Definition 11.4 (i-sti)
I en hyperprisme siges en 2-vej mellem A; og B; med indre tilhgrende C; at veere en i-sti. o
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Bemeerk, at ifglge definition 11.3(iv) har en 1-sti lige leengde.

Definition 11.5 (Lokal med hensyn til hyperprisme)

Lad G vaere en Berge graf. Lad A;, B; og C;, for 1 < i < 3, danne en hyperprisme. Lad H vere
en delgraf af G induceret over foreningen af de ni mzengder, der danner hyperprismen, og lad
S; =A,UC;UB;, A= A1 UAs U A3 og B= By UByU Bs. En delmaengde X C V(H) siges at
veere lokal med hensyn til hyperprismen, hvis X er en delmaengde af en af Sy, 55,53, A eller B. ¢

Fplgende satning er hovedresultat (v) fra kapitel 1.

Saetning 11.6
Lad G vaere en Berge graf, sa der ikke findes en ikke-degenereret optraeden af K4 i G. Hvis G
indeholder en lige prisme, sa gelder et af folgende:

(1) G er en lige prisme med |V (G)| = 9.
(14) G har et 2-vedhaeng.

(#91) G har en balanceret sksev opdeling.

Bevis

Da G indeholder en lige prisme, kan der ifglge definition 11.3 veelges ni maengder i GG, der danner en
hyperprisme. Lad H veaere en delgraf af G induceret over foreningen af de ni valgte meengder, A;, B;
og Cy, for 1 <4 < 3, der danner en hyperprisme. Veelg hyperprismen, sa |V (H)| er maksimal. Lad
S;=A;UC;UB;,lad A= A1 UAyU A3, oglad B= By U By U Bs.

Pastand 1: For 1 < i < 3 har alle i-stier lige lengde.

Ifglge definition 11.3(v) findes en 1-sti P; med endepunkter tilhgrende A; og By og med indre i
C1, som har lige leengde. Lad P veere en 2-sti. Da vil (V(P1) UV (P2))¢ inducere et hul, hvormed
P har lige leengde, da der ellers dannes et hul af ulige lzengde, og dette geelder for samtlige valg
af 2-stier, da A; er komplet til As, og B; er komplet til Bs. P4 samme méade ma en 3-sti P3 have
lige leengde. Det vil sige, at alle 2-stier og 3-stier har lige leengde, og heraf folger, at alle 1-stier
har lige leengde, da der ellers dannes et hul af ulige leengde. Dette viser pastand 1.

Pastand 2: Det kan antages, at for alle sammenhengende mengder F C V(G)—V (H) er mengden
af vedheeftninger for F lokal.

For at vise pastand 2 sattes X lig maengden af vedheeftninger for F' i H, og det antages, at X
ikke er lokal. Veelg F' mindst mulig, s& X ikke er lokal.

Idéen i beviset for denne pastand er forst at vise, at X N (C1 UC2 UC3) = 0, og derefter vise, at X
indeholder en delmaengde med kun to punkter, og denne delmaengde heller ikke er lokal. For denne
ikke-lokale maengde med to elementer vil der sd opnées en modstrid, sa det kan konkluderes, at
antagelsen, om at X ikke er lokal, ma veere forkert.

Antag, at der findes 1 € X NCy. Da X ikke er lokal, kan det antages, at der findes x5 € X N Ss.
Veelg for 1 <4 < 3 en i-sti P; med endepunkter a; € A; og b; € B;, sd x; € V(P;) for i = 1,2. Da
alle i-stier ifglge pastand 1 har lige leengde, danner Py, P> og P; en lige prisme K.

Da G er en Berge graf, hvori der ikke findes en ikke-degenereret optraeden af K4, og hvori der haves
en lige prisme K, folger af lemma 11.2, at hvis der findes et punkt i G, som er et K-overpunkt,
da har G en balanceret skeev opdeling, hvormed punkt (iii) i seetningen er opfyldt.

Det kan derfor antages, at der ikke findes punkter i F', som er K-overpunkter. Antagelserne i
korollar 10.8 er nu opfyldte. Det kan derfor antages, at der findes en 2-vej f1,..., f, tilhgrende
F, s& f1 er nabo til as og as, f, har mindst én nabo i P; — {a1}, og der ikke findes andre kanter
mellem {f1,..., fn} og V(K) — a;. Da F er valgt mindst mulig, m& F = {f1,..., fu}.
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Da korollar 10.8 omhandler en enkelt prisme, ma korollaret gaelde for ethvert valg af Ps i hyper-
prismen. Heraf fglger, at f; er komplet til A3, da hvert agz og f1 s& er naboer for alle valg af Ps.
Yderligere folger, at der for alle valg af P3 geelder, at der ikke findes kanter mellem {f1,..., fn} og
B3sUC5. Da ag € X, idet a3 er nabo til f1, vil ag veere en vedheftning for F', som ikke tilhgrer Py,
hvormed udvidelsen fra prismen K lige sa godt kan geelde for ethvert valg af P, i hyperprismen.
Dette betyder, at f1 er komplet til Ay, og der findes ikke kanter mellem { f1,..., fn} og Ba U Cs.
Men sé kan f; tilfgjes Ay, der er komplet til bade Az og As, og {f2,..., fn} kan tilfgjes Cy, som
indeholder de punkter, der ingen naboer har i Ss og S3. Dette er i modstrid med, at hyperprismen
er valgt stgrst mulig. Det vil sige, at X N C; = 0, og grundet symmetri mellem Sy, S> og S3, vil
XQCQZ(DOngCQ,:@.

Nu vises, at der findes en delmaengde af X bestaende af to elementer, som ikke er lokal, ligesom X
ikke er lokal. Dette vises ved at antage, at X N A; # (). Dermed hvis et punkt i X tilhgrer B eller
B3, findes en sadan ikke-lokal meengde bestaende af punkter i A; og punkter i By eller Bs, idet
X ikke er lokal, og dermed indeholder mindst to punkter. Hvis punktet derimod ikke tilhgrer Bs
eller B3, mé det tilhgre By, da X, som ikke er lokal, ikke er en delmeengde af A = A3 U Ay U As.
Idet X heller ikke er en delmaengde af S; = A; U B; U C1, ma X ogsa have et punkt tilhgrende
Ay U As. Dermed udggr punktet i By og punktet i A3 U A3 en delmaengde af X, som ikke er lokal.
Det vil sige, at der altid findes en delmeengde {x1, 22} af X, som ikke er lokal.

Det kan antages, at 1 € A; og x2 € Ba, da {x1,22} ikke er lokal. Eftersom F' er valgt mindst
mulig, findes en 2-vej @ : 1, f1,..., fn,x2 med F' = {f1,..., fu}, se figur 11.4.

{ 7777777777777777 fn
Q
o By
Ay
1
Co
Ag ° B
D ) AW,
C-
As 3 Bs

Figur 11.4: Udsnit af G indeholdende hyperprismen og 2-vejen Q.

Resten af beviset for pastand 2 deles op i tilfzeldet, hvor n er lige, og tilfeeldet, hvor n er ulige.

Antag forst at n er lige, hvilket betyder, at 2-vejen @ har ulige leengde. Hvis X NV (S3) = 0, vil
der for enhver 3-sti P3 med endepunkter az € A3z og by € By dannes et hul x1,Q, x2, b3, P3, az af
ulige leengde, da Ps ifplge pastand 1 har lige leengde. Dermed ma X indeholde et af endepunkterne
fra P3, hvilket vil sige, at et af f1,..., f, har en nabo tilhgrende Az eller B3, da X N C3 = ().
Grundet minimaliteten af F' har a3 ingen naboi {fa,..., fn}, 0g b3 har ingen naboi {f1,..., fn—1},
da F' sa ville kunne veelges mindre, hvormed enten f; er nabo til ag, eller f,, er nabo til b3, og
ikke begge for sa danner f1,..., fn, b3, P3, a3 et hul af ulige leengde. Pa grund af symmetri kan det
antages, at f,, er nabo til bs.

Ved at bytte om pa So og Ss folger det, at for enhver 2-sti med endepunkter as € As og b € Bs
er f1 enten nabo til aq eller f,, er nabo til by og ikke til begge. Antag, at f,, er komplet til B U Bs,
s& har fi ingen naboer i S US3, da det vil danne et hul af ulige leengde, og f, kan tilfgjes By, som
er komplet til By U B3, og f1,..., fn—1 kan tilfgjes C1, som indeholder punkter, der ingen naboer
har i Sy U Ss. Dette er i modstrid med, at hyperprismen er valgt, s& |V (H)| er stgrst mulig. Det
vil sige, at f, ikke er komplet til By U Bs, og dermed har f; en nabo i en af maengderne As eller
As, lad det veere As. Ved at ombytte S; og Sy folger det, at for enhver 1-sti med endepunkter
a1 € Ay og by € By er f enten nabo til a1, eller f, er nabo til b; og ikke til begge. Specielt har
f1 ingen naboer i B, og f, har ingen naboer i A.
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For 1 <4 < 3 lad A} veere meengden af naboer til fi 1 4;, og lad A7 = A; — A}, hvilket vil sige, at
A; = AL U A Lad B} veere maengden af naboer til f, i B;, og lad B = B, — B, hvilket vil sige,
at B; = B, UB/.

Figur 11.5: Maengderne A;, A;/, B; og By samt {f1,..., fn}.

Indtil nu er det vist, at enhver i-sti har endepunkter i A; og B} eller endepunkter i A} og B/,
da der ellers dannes et hul af ulige leengde. Lad C veere foreningen af det indre af i-stierne med
endepunkter i A} og Bi, og lad C!' veere foreningen af det indre af i-stierne med endepunkter i A7
og BY. Det vil sige, at C; = C/ U C/. Ydermere er C; N C}' = {), for ellers ville der findes en i-sti
med endepunkter i A} og B/ eller en i-sti med endepunkter i A7 og B}. Af samme grund findes
ingen kanter mellem A} U C! og C/ U B} og ingen kanter mellem A} U C}" og C! U B..

Som udgangspunkt har f; en nabo i Ay, og f,, har en nabo i Bs, og derudfra er det vist, at f; ogsé
har en nabo i A3, og f, har en nabo i Bs. Det vil sige, at A} # 0, BY # 0, A5 # 0 og BY # 0. Dette
betyder ogsé, at By # 0, Ay # 0, B # 0 og A} # (), da i-stier kun findes mellem A’ og B eller
mellem A7 og BY. Fra pastand 1 fplger, at alle i-stier har lige leengde, s& C # 0,C4 #0,C% # 0
og C4 # 0.

Det vises, at A} er komplet til AY. For hvis ikke, sa lad P” veere en i-sti med endepunkter o’ € A/
og b € B, og lad a’ € A} veere ikke-nabo til a”. Da A} # 0 og Ay # 0, vil f; have ikke-naboer
i mindst to af maengderne A1, A2 og Az, si a € A} kan veelges for j # i, og a er nabo til bade a’
og a” ifplge definition 11.3(i%), men ikke nabo til fi. Da danner a,d’, f1,..., fn,b”, P" a” et hul
af ulige leengde, hvilket ikke kan forekomme i en Berge graf. Det vil sige, at A} er komplet til A7
for alle i. Analogt kan det vises, at B} er komplet til B} for alle i. Da A} C A;, er A} komplet til
A’ for i # j. Analogt er B; komplet til B for i # j.

Men da danner

Al C1 B
AL U AL CLUCy B, U B
AVUAJUAYU{f1} CciucyuCyu{fs,...,fn} BYUBjyUBY

en hyperprisme J med |V(J)| > |V(H)|, hvilket er i modstrid med maksimaliteten af V(H).
Dermed méa antagelsen, om at X ikke er lokal, veere forkert, og pastand 2 er vist, nar n er lige.

Det skal nu vises, at der ogsa opnaes en modstrid, nar n er ulige.

Husk, at det er antaget, at 1 € A; og x2 € Bs, og der findes en 2-vej Q : x1, f1,. .., fn, T2 med
F ={fi1,..., fn}, og antag nu, at n er ulige, hvilket betyder, at @ har lige leengde. Lad P; veere
en 1-sti med endepunkter 1 og b;. Lad pa samme méade P veere en 2-sti med endepunkter as og
9. Da x9,Q, x1, P1, b ikke ma danne et hul af ulige leengde, fglger det, at b; € X, og pa samme
made folger det, at ay € X, da x1,Q, x2, P, as ikke ma veere et hul af ulige leengde. Pa grund af
at F' er valgt mindst mulig, sa er et af by eller as nabo til fi, det andet er nabo til f,,, og hverken
by eller as har flere naboer tilhgrende F'.

Antag, at f; er nabo til b1, og f, er nabo til as. Men s& danner by, fi,..., fn,x2 et hul af ulige
leengde, hvilket ikke kan forekomme i en Berge graf. Dette viser, at f,, er nabo til b1, og f1 er nabo
til ao. For alle 1 < ¢ < 3 og for alle i-stier med endepunkter a € A og b € B, vil a € X, hvis og
kun hvis b € X, da der ellers dannes et hul af ulige leengde, og i det tilfeelde er f1 nabo til a, og
fn er nabo til b. Det fglger heraf, at for alle punkter tilhgrende X N A er f; punktets eneste nabo
i F, og for alle punkter tilhgrende X N B er f,, punktets eneste nabo i F'.
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For1 <i<3lad A=A, NX, B, =B,nNX, Al = A, — A, og B = B; — Bj. Lad C] veere
foreningen af det indre af i-stierne med endepunkter i A; og B}, og lad C}' veere foreningen af det
indre af i-stierne med endepunkter i A} og B!'. Det er vist, at enhver i-sti har endepunkter i A}
og B; eller endepunkter i A/ og B/, og dermed er C; = C/ U C/'. Ydermere, da der ikke findes en
i-sti mellem A} og B! eller mellem A7 og B}, fplger det, at C; N C} = (), og der ikke findes kanter
mellem A} U C] og C U B}'. P4 samme made findes der ikke kanter mellem A} U C/ og C! U B;.
Det er vist, at f; har naboer tilhgrende mindst to af maengderne A1, A2 og As, nemlig A; og Aag,
hvormed A} # 0 og A} # 0, og det er vist, at f,, har naboer tilhgrende mindst to af meengderne
By, Bs og B3, nemlig By og Bs, hvormed B} # () og B # (). Dermed vil C} # () og C} # 0.
Det vises, at fi; desuden har ikke-naboer i mindst to af meengderne A, As og As, og f, har
ikke-naboer i mindst to af maengderne By, Bs og Bs. Antag modsat, at fi er komplet til A; U A,
hvormed f,, er komplet til B; U By. Dermed kan f; tilfgjes As, som er komplet til A; U As, f,, kan
tilfgjes Bs, som er komplet til By U Bs, og fo, ..., fn—1 kan tilfgjes C3, som indeholder de punkter,
der ikke har naboer i S; U Sy. Herved dannes en hyperprisme J med |V (J)| > |V(H)|, hvilket
er 1 modstrid med maksimaliteten af V(H). Det vil sige, at antagelsen, om at f; er komplet til
A1 UAs, og frn er komplet til By U Bs, mé veere forkert, og det er dermed vist, at f; har ikke-naboer
i mindst to af meengderne Aq, As og Az, og f, har ikke-naboer i mindst to af meengderne By, By
og Bs. Altsa AY # ) for to i € {1,2,3}, og B # 0 for to i € {1,2,3}.
Lad 1 < ¢ < 3. Det vises, at A, er komplet til A/. For at vise dette kan det antages, at i = 1.
Antag, at o’ € A} og a” € A} er ikke-naboer, og lad P” veere en 1-sti med endepunkter a” og b”.
Veelg a € AY U AY og b € By U BY, hvormed a og b ikke er naboer og a er nabo til a’ samt a” og b
er nabo til b”. Idet alle i-stier ifplge pastand 1 har lige leengde, danner a,d’, fi1,..., fn,b,b", P, a"”
et hul af ulige laengde. Dette viser, at A er komplet til A7, for 1 <4 < 3. Analogt kan det vises,
at Bj er komplet til B;'. Desuden er A} komplet til A’ for i # j, idet A] C A;. Analogt er B;
komplet til B’ for i # j.
Men sa danner
Al ol B
AL U AL CL Uy B U Bj
AUALUAZULAY O UCYUCH Uh .. fasr} BYUBJUBYU{f)

en hyperprisme J med |V (J)| > |V (H)|, hvilket er i modstrid med maksimaliteten af V (H). Dette
viser pastand 2, nar n er ulige, og dermed er péastand 2 vist.

Antag, at F' er en komponent i V(G)—V (H), da felger af pastand 2, at meengden af vedhaeftninger
for F er lokal. Resten af beviset deles op i tilfeelde, hvor vedhzeftningerne for F' tilhgrer enten
A, B, 51,55 eller Ss.

Antag, at vedhaeftningerne for F alle tilhgrer A. Her er V(G) — A ikke sammenhangende, da BUC
ikke har naboer i V(G) — V(H), og A er ikke antisammenhangende, hvormed {V(G) — A, A} er
en skaev opdeling af G. Det skal vises, at G har en balanceret skaev opdeling. For at vise, at G har
en balanceret skeev opdeling, veelges b € B og ag € Az. Her er By UC) U {b2} sammenhaengende,
alle punkter tilhgrende A; har naboer deri, og desuden er a3 komplet til A;, samt antikomplet til
B; UC; U{ba}. Dermed er antagelserne i lemma 2.13 opfyldte, og derfor ma {B; UCy U {ba2}, A1}
veere et balanceret par. Da B; U Cy U {b2} er sammenhangende, hvert punkt tilhgrende A; har
en nabo i By UCy U {bsa}, og B1 UCy U {ba} er antikomplet til F', idet vedheeftningerne for F alle
tilhgrer A, er {F, A1} ifplge lemma 2.15(7) et balanceret par. Idet der ikke findes kanter mellem
Fog (V(G)—V(H))UBUC, A3 U A3 er komplet til Ay, og {F, A1} er et balanceret par, geelder
ifglge lemma 3.10, at G har en balanceret skaev opdeling. Det kan altsa antages, at der ikke findes
en sadan komponent F'. Beviset er analogt i det tilfselde, hvor vedheeftningerne for F' alle tilhgrer
B.

Fra pastand 2 og ovenstéende afsnit folger det, at for enhver komponent i V(G) — V(H) er alle
komponentens vedheeftninger tilhgrende H en delmengde af en af S, S5 eller S3. Lad X7 veere for-
eningen af S og alle komponenter i V(G)—V(H), hvis mangde af vedhaeftninger er en delmeengde
af S1,0glad Y = V(G) — X;7. Sder |Y| > 4, da As U A3 U Bo U B3 C Y indeholder mindst fire
punkter. Hermed er enten {X1,Y} et 2-vedhaeng i G, hvor A; C X; er komplet til Ao U A3 C Y,
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By C Xj er komplet til By U Bs C Y, der ikke findes andre kanter mellem X; og Y, X; og Y
er begge sammenhaengende, hvis |A;| = |B1| = 1, og (X1) er en 2-vej, s har den leengde mindst
fire, |A2 U A3| > 1 og |B2 U Bs| > 1, hvormed satningens punkt (i7) er opfyldt, eller | X;| = 3,
og bade A; og B; indeholder ét punkt, og X; er punktmeengden af en 2-vej med endepunkter i
disse to punkter. Det kan antages, at |X1| = 3, bade A; og By indeholder ét element, og X7 er
punktmeengden af en 2-vej med endepunkter i disse to punkter, for ellers er ssetningen opfyldt.
Det vil sige, at C; ligeledes indeholder et enkelt punkt. Hvis Ss eller S5 indeholder vedheftninger,
sd gentag med den S;, hvor i € {2,3}, i stedet for S, og tilsvarende opnédes, at der findes et
2-vedhaeng eller A;,C; og B; indeholder hver ét element, og der findes en 2-vej mellem A; og B;
af leengde to. Idet |X;| = 3 for ¢ = 1,2,3 og |V (S;)| = 3 for i = 1,2,3 kan der ikke findes en
komponent i V(G) — V(H), sa |[V(G)| =9, og G er en lige prisme, hvormed (z) er opfyldt. Det er
altsd vist, at (i), (i2) eller (ii2) altid er opfyldt. O

Det er i dette kapitel vist, at grafer, som ikke indeholder en optraeden af K4, men indeholder en
lige prisme, ikke kan veere minimale modeksempler, hvormed hovedresultat (v) fra kapitel 1 er vist.

Hermed er fgrste del af processen i at vise, at Berge grafer indeholdende aflange prismer ikke kan
veere minimale modeksempler, gennemfgrt. Det skal nu vises, at et minimalt modeksempel heller
ikke kan indeholde aflange ulige prismer, hvilket ggres i naeste kapitel.
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Kapitel 12

Aflange ulige prismer

For at vise at grafer, som ikke indeholder en optraeeden af K4, men indeholder en aflang ulige prisme,
ikke kan veere minimale modeksempler, skal begrebet strenge igen betragtes. Disse benyttes til at
udelukke sakaldte afbrydere fra minimale modeksempler. Ved hjelp af strenge og afbrydere bliver
det s& muligt at vise, at grafer indeholdende aflange ulige prismer, men ikke en optraeden af K, ikke
kan veere minimale modeksempler. I dette kapitel indfgres den tredje og sidste type dekomposition
i afsnit 12.2, nemlig 6-vedheeng.

12.1 Trin-sammenhangende strenge

I dette afsnit betragtes begrebet strenge igen, og disse opdeles i trin. Resultater om disse kan
benyttes til at udelukke afbrydere fra minimale modeksempler.

Definition 12.1 (Trin)
Lad G vaere en graf, og lad S = (A, C, B) vaere en streng i G. Da defineres et trin til at veere et
par af S-stier a1, Py, b1 og as, P», ba, der opfylder folgende:

(i) V(P) NV (P) = 0.

(1i) a1 og ag er naboer, by og by er naboer, og der findes ikke andre kanter mellem V(Py) og
V(P).

Se figur 12.1 for illustration af et trin.

Definition 12.2 (Trindelt)
Lad G veere en graf, lad S = (A, C, B) veere en streng i G, og lad a1, P1,b1 og aa, Pe, by veere et
trin. Da defineres kanterne aias 0og b1bs til at veere trindelte kanter. o

Pa figur 12.1 ses de trindelte kanter ajas og b1bs.

ay P1 b1
ag Py b2

Figur 12.1: Eksempel pa et trin, hvor de fede kanter er de trindelte kanter.
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Definition 12.3 (Trin-sammenhaengende)
Lad G veere en graf, og lad S = (A, C, B) vaere en streng i G. Da siges S at veere trin-sammen-
heengende, hvis folgende er opfyldte:

(1) Hvert punkt i AU C U B tilhgrer et trin.

(1) For enhver opdeling {X,Y} af A eller B i to ikke-tomme maengder X og Y findes et trin Py
og P>, sa P, har et endepunkt i X, og P> har et endepunkt tilhgrende Y.

&

Bemeerk, at betingelse (i7) i definition 12.3 er sekvivalent til at kraeve, at delgrafen af G med
punktmaengde A og kantmeaengde vaerende de trindelte kanter indenfor A er sammenhaengende, og
at delgrafen af G med punktmeengde B og kantmaengde vaerende de trindelte kanter indenfor B
er sammenhaengende. P4 figur 12.2(a) ses et eksempel pd en trin-sammenheengende graf. Bemeerk
desuden, at der godt kan findes kanter mellem eksempelvis a; og a3z samt mellem a1 og bs.

Definition 12.4 (Venstrestjerne og hgjrestjerne)

Lad G veare en Berge graf, og lad S = (A, C, B) vaere en trin-sammenhangende streng. Da siges
et punkt a € V(G) — (AU B U C) at veere en venstrestjerne for strengen S, hvis a er komplet til
A og antikomplet til BUC, ogb € V(G) — {AU BUC'} siges at veere en hgjrestjerne for strengen
S, hvis b er komplet til B og antikomplet til AU C. o

Se figur 12.2(b) for eksempel pa en venstrestjerne og en hgjrestjerne.

Definition 12.5 (Gelaender)

Lad G veare en Berge graf, lad S = (A, C, B) veere en trin-sammenhangende streng, lad a veere en

venstrestjerne, og lad b vaere en hgjrestjerne. Da siges en 2-vej a, P, b tilhgrende G — (AU C' U B)

at veere et gelaender med hensyn til S, hvis der ikke findes kanter mellem det indre af P og V (.S).
S

Bemerk, at der er forskel mellem a, P,b og b, P, a, idet det endepunkt, der er en venstrestjerne,
skrives forst, nar et geleender med hensyn til en streng beskrives. Det er muligt, at et geleender
har leengde én. Pa figur 12.2(c) ses et eksempel pa et gelender.

Figur 12.2: (a) Eksempel p en trin-sammenheengende streng. (b) Eksempel pa en venstrestjerne
a og en hgjrestjerne b. (c) Eksempel pa et geleender a, P, b.

Lemma 12.6

Lad G vaere en Berge graf, sa der ikke findes en ikke-degenereret optreeden af Ky i G. Lad S =
(A, C, B) veere en trin-sammenhgengende streng i G, og lad ag, Py, by vaere et geleender med hensyn
til S. Antag, at v € V(G) — V(S) har en nabo i AU C og ikke har en nabo i B. Antag yderligere,
at P er en 2-vej i G — (V(S) U{aop}) med endepunkter v og by, og der ikke findes kanter mellem
det indre af P og V(S). Da er v en venstrestjerne. S
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Lemma 12.7

Lad G vaere en Berge graf, sa der ikke findes en ikke-degenereret optraeden af K4 i G. Lad S =
(A, C, B) veere en trin-sammenhgengende streng i G, og lad ag, Py, by vaere et geleender med hensyn
til S. Lad v € V(G) — V(S) have en nabo i V(S) og veere ikke-nabo til by. Lad P vaere en 2-vej i
G — (V(S)U{ao}) med endepunkter v og by, og lad Q veere en 2-vej tilhgrende G — (V(S) U {bo})
med endepunkter v og ag, sa der ikke findes kanter mellem det indre af P forenet med det indre
af Q og V(S). Da er v enten komplet til B, eller v er en venstrestjerne. S

Lemma 12.8

Lad G veere en Berge graf, der ikke indeholder en lige prisme, lad S = (A, C, B) vere en trin-sam-
menhangende streng i G, og lad ag, Py, by veere et geleender med hensyn til S. Da har enhver sti
tilhgrende S ulige lzengde. o

Lemma 12.9

Lad G veere en Berge graf, sa der ikke findes en optraeden af K4 i G, og G ikke indeholder en lige
prisme, og lad S = (A, C, B) veere en trin-sammenhaengende streng i G. Lad FF C V(G)—(AUCUB)
veere sammenhaengende, sa der ikke findes kanter mellem F og AU C U B.

Da findes ingen antisammenhangende maengde Q C V(G) — (AU C U B U F), sa folgende er
opfyldte:

(i) En hgjrestjerne har en nabo tilhgrende F og en ikke-nabo tilhgrende Q.

(1i) Et punkt v € B har en ikke-nabo tilhgrende Q.

(iv) Ethvert punkt tilhgrende @) har en nabo tilhgrende F'.

)
)
(#4t) En venstrestjerne med en nabo tilhgrende F er komplet til Q.
)
(v) Ethvert punkt tilhgrende @ har en nabo tilhgrende AU C U B.
)

(vi) Intet punkt tilhgrende @ er en venstrestjerne.

Bevis

Antag, at der findes en antisammenhangende meengde Q C V(G) — (AUC U BU F), der opfylder
punkt (¢)-(vi) i lemmaet.

Lad ag opfylde (ii7). Dermed er ag en venstrestjerne, der har en nabo tilhgrende F, og ag er
komplet til Q. Lad by opfylde (i). Det vil sige, at by er en hgjrestjerne, der har en nabo tilhgrende
F samt en ikke-nabo tilhgrende Q. Lad Py veere en 2-vej med endepunkter ag og by og med indre
tilhgrende F. Dermed er ag, Py, by et geleender med hensyn til S. Ifglge lemma 12.8 har alle stier
tilhgrende strengen S ulige leengde, og dermed har Py ogsa ulige leengde, da der ellers dannes et
hul af ulige leengde. Eftersom et punkt v tilhgrende B ifplge (i7) har en ikke-nabo tilhgrende @,
findes en anti 2-vej q1, . .. g, tilhgrende @, sa ¢; er ikke-nabo til by, og g, er ikke-nabo til v. Veelg
en sddan anti 2-vej med n mindst muligt. Lad B; veere maengden af ¢,,’s naboer tilhgrende B, og
lad B = B — B;. Da @, har en ikke-nabo tilhgrende B, er By # (). Hvis B; = 0, s& betyder det,
at g, ikke har naboer i B, og da folger det af (v), at ¢, har en nabo i AUC. Desuden er gy, ..., by
en 2-vej med indre tilhgrende F', og da fglger af lemma 12.6, at ¢, er en venstrestjerne, hvilket
danner modstrid med (vi), s& By # 0. Veelg et trin ay, P, by og as, Pa, by, hvor by € By og by € Bs.
Da P, og P, sammen danner et trin, og Py er et geleender, danner de tre sammen en prisme K.

Pastand 1: Lengden af anti 2-vejen q1, ..., q, er mindst én.

At lzengden af anti 2-vejen ¢, . . ., g, er mindst én, betyder, at n > 2. For at vise, at n > 2 antages,
at n = 1. Det betyder, at g1 er nabo til ag og b1, men er ikke-nabo til by. Dermed er meengden af
naboer til ¢; i K ikke lokal, og meengden af naboer til g; maetter ikke K. Hvis ¢; ikke har naboer i
Py, s opnées en modstrid med korollar 10.9, hvor F' i korollar 10.9 svarer til til {q1}, og Ps svarer
til P, da [{¢1}| = 1, hvilket betyder, at ¢; har naboer i P, — {b2}.
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Idet ¢1 ogsé har en nabo tilhgrende F, kan ¢; forbindes til trekanten {bg, b1, b2} via 2-vejen med
endepunkter ¢; og by, hvis indre tilhgrer F', 2-vejen q1, b1 og 2-vejen med endepunkter q; og bo,
hvis indre tilhgrer P;. Men da vil ¢; ifglge lemma 2.9 veere nabo til mindst to af punkterne by, b1
og ba, hvilket ikke er tilfeeldet, sd en modstrid er opnéet. Det betyder, at antagelsen, om at n = 1,
er forkert, og dermed ma n > 2, og pastand 1 er vist.

Pastand 2: {AUCU B, {bo,q1,-..,qn}} er et balanceret par.

P4 grund af minimaliteten af n er b; € By komplet til {bg, ¢1,...,¢n}, og idet by ikke har en nabo
tilhgrende F, er b; antikomplet til F, og dermed folger af lemma 2.13, at {F,{bo,q1,...,qn}}
er et balanceret par. Da {F,{bo,q1,...,qn}} er et balanceret par, kan lemma 2.15 anvendes, da
AUCUB CV(GQ) — (FU{bo,q1,---,aqn}). Ifplge lemma 2.15(3) er {AUC U B,{bo,q1,...,qn}}
et balanceret par, idet F' er sammenhengende, ethvert punkt tilhgrende {bg, g1, ..., ¢,} ifolge (4)
og (iv) har en nabo tilhgrende F, og F er antikomplet til AU C U B. Dermed er pastand 2 vist.

Idet G ikke indeholder en lige prisme, ma Py, P; og P» alle have ulige leengde. Det haves, at 2-vejen
P : ag, a9, Pa, b, by har ulige leengde, og endepunkterne ag og by er komplette til {q1,...,¢n}. Da
G er en Berge graf, {qi1,...,q,} er antisammenheaengende, P har ulige leengde, og begge P’s en-
depunkter er komplette til {q1,...,qn}, folger af lemma 2.2, at en kant tilhgrende P er komplet
til {q1,...,qn}. Dette skyldes, at lemma 2.2(ii) medfgrer, at der findes en 2-vej mellem to ikke-
nabopunkter i {qi,...,¢,}, hvis indre tilhgrer P, og lemma 2.2(¢ii) medfgrer, at der findes en
anti 2-vej af ulige leengde mellem to nabopunkter i P, hvis indre tilhgrer {q1,...,¢,}. I begge
tilfaelde opnaes ifglge definition 2.12 en modstrid med péstand 2. Dermed ma en af antagelserne i
lemma 2.2 ikke vaere opfyldt. Det vil sige, at der findes to nabopunkter u og v tilhgrende P, som er
komplette til {q1, ..., ¢}, idet dette er den eneste antagelse, der ikke pa forhand er opfyldt. Da bo
ikke er nabo til gy, folger det, at u,v € V(Py—{b2})U{ag}. Antag, at hullet D : ag, Py, by, bz, Pz, a2
har leengde mindst seks. Da vil et af u eller v veere ikke-nabo til bade bg og ba, lad det veere v. Idet
v,b0,q1, -, qn,ba danner et antihul, er n ulige. Da b; er nabo til bade by og bs, ikke har andre
naboer tilhgrende hullet D og er komplet til {q¢1,...,q¢,}, opnies en modstrid med lemma 2.17,
da bade v og u er komplette til {q1,...,qn}. Dermed har D lengde fire, og as er nabo til by og
komplet til {q1,...,qn}, da apas er eneste mulighed for uv. Desuden er ag nabo til by. Det vil sige,
at da by, as,b0,q1,...,qn,b2,ap danner et antihul, er n ulige. Dermed er as,bg,q1,...,qn,b2 en
anti 2-vej af ulige leengde mellem to nabopunkter i AU C U B, hvis indre tilhgrer {bo, q1,...,qn},
hvilket ifslge definition 2.12 er i modstrid med pastand 2. Det vil sige, at antagelsen, om at der
findes en antisammenhaengende maengde @ C V(G) — (AUC UBUF), der opfylder punkt (4)-(vi)
i lemmaet, er forkert. O

12.1.1 1-afbryder

I dette afsnit praesenteres den fgrste type afbryder, nemlig 1-abryder. Det vises, at 1-afbrydere
ikke kan findes i et minimalt modeksempel.

Definition 12.10 (1-afbryder)
Lad G veere en graf. Da siges en meengde (S, F, Q) at vaere en 1-afbryder, hvis den opfylder folgende:

(1) S =(A,C,B) er en trin-sammenhangende streng tilhgrende G.

(i1) F CV(G)—V(S) er sammenhsengende, s& der ikke findes kanter mellem F og V (S), og der
findes bade en venstrestjerne og en hgjrestjerne, der begge har naboer tilhgrende F'.

(1i1) Q@ CV(GQ) — (V(S)UF) er antisammenhangende.

(iv) Et punkt tilhgrende A har en ikke-nabo tilhgrende Q, og et punkt tilhgrende B har en
ikke-nabo tilhgrende Q).
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(v) Ethvert punkt tilhgrende @) har en nabo tilhgrende F og en nabo tilhgrende AU C U B.
(vi) Mindst én venstrestjerne, der har naboer tilhgrende F', er komplet til Q.

(vii) Intet punkt tilhgrende Q) er en venstrestjerne.

Pa figur 12.3 ses et eksempel pa en 1-afbryder.

Figur 12.3: Eksempel pa en 1-afbryder.

Bemeerk, at lemma 12.9(ii)-(vi) altid er opfyldte for en 1-afbryder, sd da @ findes per definition
12.10, mé lemma 12.9(¢) ikke veere opfyldt, nar grafen indeholder en 1-afbryder.

Seetning 12.11
Lad G veere en Berge graf, sa der ikke findes en optreeden af K, i G, og der ikke findes en lige
prisme i G. Hvis der findes en 1-afbryder i G, s har G en balanceret skaev opdeling. o

Bevis

Antag, at der i G findes en 1-afbryder (S, F,Q), og G ikke har en balanceret skeev opdeling.
Fasthold G samt S, og veelg F samt Q, sd |F| + |Q)| er sterst mulig, sa der ikke findes en optraeden
af K4 i G, der ikke findes en lige prisme i G, og der findes en 1-afbryder i G. Hvis der i @ findes
et punkt, der er en venstrestjerne, sa benyttes den omvendte streng af S, hvormed venstrestjerner
og hgjrestjerner ombyttes i G. Dette gores, da der ifplge definition 12.10(wvi¢) ikke findes et punkt
tilhgrende @, der er en venstrestjerne. Lad N veere maengden af punkter i G, som ikke tilhgrer F',
men har en nabo i F. Da vil Q C N, idet alle punkter i Q ifglge definition 12.10(v) har en nabo
i F. Yderligere vil enhver venstrestjerne eller hgjrestjerne, der har en nabo i F', tilhgre N. Lad
S = (A, C, B) veere en trin-sammenhaengende streng i G.

Pastand 1: Ethvert punkt v € N har en nabo tilhgrende V(S).

Antag, at v € V(G)—F har en nabo tilhgrende F' og ingen nabo tilhgrende V(S). Lad F' = FU{v}.
Da er F’ sammenhaengende, idet F' er sammenheengende, og v har en nabo i F. Desuden er F’
disjunkt fra V(S), idet FF C V(G) — V(S) og v ¢ V(S5), da v ikke har naboer i V(S). Der findes
ingen kanter mellem F’ og V(S), idet der ikke findes kanter mellem V' (S) og F', og v ikke har
naboer i V(5). Desuden er F’ disjunkt fra @, da ethvert punkt i @ har en nabo i V(S). Det vil
sige, at v kan tilfgjes F, og definition 12.10 er stadig opfyldt. Ved at tilfgje et punkt fra V(G) — F
til F', sendrer ikke pa, at der ikke findes en optreeden af K, i G, der ikke findes en lige prisme i
G, og da v kan tilfgjes F, sa der stadig findes en 1-afbryder i G, er der opnaet en modstrid med
maksimaliteten af |F'|+|Q)|. Det vil sige, at antagelsen, om at v € V(G) — F har en nabo tilhgrende
F og ingen nabo tilhgrende V(S), er forkert, og pastand 1 er vist.

Pastand 2: Der findes ikke en hgjrestjerne i QQ, og enhver venstrestjerne og hgjrestjerne, der har
en nabo 1 F', er komplet til ().

Ifslge definition 12.10 har ethvert punkt i ) en nabo i F', s& hvis der findes en hgjrestjerne i @,
da har den en nabo i F'. Antag, at der findes en hgjrestjerne v, som har en nabo i F', og antag, at
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hgjrestjernen tilhgrer @ eller har en ikke-nabo i Q. Maengden @ opfylder lemma 12.9(ii)-(v?) ifolge
definition 12.10(iv)-(vii), sa ifglge lemma 12.9(¢) findes der ikke hgjrestjerner med en nabo i F og
en ikke-nabo i @, s& hgjrestjernen v ma tilhgre Q). Da @ er en antisammenhaengende meengde, vil
v have en ikke-nabo i Q. Dette danner en modstrid med lemma 12.9(), da lemma 12.9(7) ikke mé
veere opfyldt, og v har en nabo i F' og en ikke-nabo i ). Det vil sige, at enhver hgjrestjerne, der
har en nabo i F, er komplet til Q.

Ved at ombytte venstrestjerner og hgjrestjerner, fglger, at enhver venstrestjerne, der har en nabo
i F', er komplet til @, hvilket viser pastand 2.

Eftersom @Q C N er antisammenhaengende, er () indeholdt i en antisammenhaengende komponent
i N, lad denne komponent veere Nj.

Pastand 3: Der findes en venstrestjerne eller hgjrestjerne i Ny.

Lad Ny veere foreningen af alle antikomponenter i N — N;. Antag, at der ikke findes hverken
venstrestjerner eller hgjrestjerner i Ny. Lad Y = V(G) — (FUN). Dermed findes der ingen kanter
mellem F' og Y, da N indeholder alle de punkter, der har en nabo tilhgrende F. Det geelder, at
V(S) CY, s dermed er Y # (), og da det er antaget, at der findes en venstrestjerne ag i N, idet
det er antaget, at der findes en 1-afbryder i G, er Ny # (). Det er ligeledes antaget, at der findes en
hgjrestjerne bg i N. Da FFUY ikke er sammenhaengende, og N ikke er anti-sammenhaengende, er
{FUY, N} en skaev opdeling i G. Ethvert punkt i N har per definition en nabo i F', og fra pastand
1 har ethvert punkt i N ogsd en nabo i V(S). Da der findes et geleender med det ene endepunkt
ap, det andet endepunkt by, og med indre tilhgrende F', der findes et punkt v € Ny, som har en
naboi AU C U B, der findes en 2-vej med det ene endepunkt v, det andet endepunkt by, og med
indre i F', s& der ikke findes kanter mellem det indre af 2-vejen og V' (S), og hvis v ikke har naboer
i B, kan lemma 12.6 anvendes til at konkludere, at v € Nj er en venstrestjerne. Dette er dog i
modstrid med antagelsen om, at N7 ikke indeholder hverken venstrestjerner eller hgjrestjerner, sa
v € N1 méa have en nabo i B. Dermed har ethvert punkt i N; en nabo i B.

Da enhver venstrestjerne er komplet til Ny, idet det er antaget, at antikomponenten Nj ikke
indeholder venstrestjerner, og antikomplet til BUC, er {BUC, N, } ifglge lemma 2.13 et balanceret
par. Da det haves, at FF C V(G) — V(S), BUC er sammenhengende, idet ethvert punkt i BUC
tilhgrer et trin, og strengen er trin-sammenhaengende, ethvert punkt i N7 har en nabo i BUC, og
B U C er antikomplet til F, fplger det af lemma 2.15(i), at {F, N1} er et balanceret par. Da der
findes en opdeling af V(@) i fire ikke-tomme maengder No, N1, F' og Y, hvor der ikke findes kanter
mellem F' og Y, og hvor Ny er komplet til N1, da N er en antisammenhaengende komponent i NV,
samt {F, N1} er et balanceret par, si folger af lemma 3.10, at G har en balanceret skeev opdeling.
Dette giver dog en modstrid med antagelsen om, at G ikke har en balanceret skaev opdeling, og
dermed er pastand 3 vist.

Fra pastand 3 folger det, at N1 # @, da der ifglge definition 12.10(vii) og pastand 2 ikke findes en
venstrestjerne eller hgjrestjerne i Q. Dermed findes et punkt v € N1 — (@, som har en ikke-nabo i Q.
Da v har en ikke-nabo i @), og @ er antisammenhaengende, kan v tilfgjes @, hvilket er i modstrid
med maksimaliteten af |F| 4+ |@Q|, og dermed ma v ikke kunne tilfgjes @, og (S, F,Q U {v}) er
ikke en l-afbryder. Det vil sige, at (S, F,Q U {v}) ikke kan opfylde alle af punkterne (i)-(vii) i
definition 12.10. Ifplge péstand 1 har v en nabo i V(S). Desuden er v ¢ F, da v € N, og v er ikke
en venstrestjerne, idet alle venstrestjerner i N er komplette til @ ifglge pastand 2. Det fglger, at
ingen venstrestjerne i N er komplet til Q U {v}, da dette er det eneste punkt i definition 12.10,
som ikke er vist opfyldt. Da alle venstrestjerner er komplette til @Q, folger det, at v er ikke-nabo
til alle venstrestjerner i N. Pa samme made er v ikke-nabo til alle hgjrestjerner i N.

Pastand 4: v er komplet til AU B.

Antag, at v ikke er komplet til A U B. Af symmetri mellem A og B kan v velges til at have en
ikke-nabo i B. Ifglge pastand 1 har v en nabo i V(S), og fra ovenstidende haves, at v er ikke-nabo
til hgjrestjernen by. Da der findes et geleender ag, Py, bgp med indre i F', F' er sammenhaengende,
og v har en nabo fi F,erwv, f,...,bg ogv, f,...,a9 2-veje P og () som i lemma 12.7. Dermed kan
lemma 12.7 anvendes, og deraf fglger, at v er en venstrestjerne, hvilket er i modstrid med pastand
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2, da v ikke er komplet til (). Hermed er pastand 4 vist.

Vezlg en anti 2-vej v, q1,...,qx 1 Q, sd gx har en ikke-nabo i A U B, og k er valgt mindst muligt.
Fra pastand 4 folger det, at kK > 1, da g ellers er lig v og dermed er komplet til A U B. Fra
minimaliteten af k er {v,q1,...,qr—1} komplet til AU B.

Lad A’ veere meengden af ¢i’s naboer i A, og lad A” = A — A’. Lad B’ veere maengden af gp’s
naboer i B, og lad B” = B — B’. Da er A” U B"” # (), idet ¢; har en ikke-nabo i AU B.

Pastand 5: k er ulige.

Det haves, at A” U B"” # (). Hvis A” # (), sa lad o” € A”, og lad by € N vere en hgjrestjerne.
Da danner by, v, q1,...,qr, @ et antihul, hvormed k er ulige. Hvis B” # (), s& lad b € B”, og lad
ap € N vere en venstrestjerne. Da danner ag,v,q,...,qx,b"” et antihul, hvormed k er ulige, og
pastand 5 er vist.

Pastand 6: A’ er komplet til B”, og A” er komplet til B’.

Antag, at a’ € A’ samt V"’ € B” er ikke-naboer og lad by € N vzere en hgjrestjerne. Da fglger af
pastand 5, at by, v, q1,. .., qk, ", a’ danner et antihul af ulige laengde. Det vil sige, at A’ er komplet
til B”.

Antag, at a” € A” samt b’ € B’ er ikke-naboer og lad ag € N veere en venstrestjerne. Da fglger
af pastand 5, at ag,v,q1,...,qx,a”, b’ danner et antihul af ulige leengde. Det vil sige, at A” er
komplet til B’. Dette viser pastand 6.

Pastand 7: A’ £ 0, B' # 0, A" # 0 og B" # 0.

Antag, at A” # 0, hvilket kan ggres, da A” U B” # (). Idet strengen er trin-sammenhsengende, har
hvert punkt i A en ikke-nabo i B. Det fglger da af pastand 6, at B’ # B og dermed er B” # 0,
da A” ifglge pastand 6 er komplet til B’ og dermed kun kan have ikke-naboer i B”. Da ¢ har en
nabo i V(5), folger det af lemma 12.6, hvor g, by er den gnskede 2-vej, at g har en nabo i B,
idet g ellers er en venstrestjerne. Det vil sige, at B’ # ). P4 grund af symmetri fglger pa samme
méade, at ¢ har en nabo i A, altsd A’ # (), hvilket viser pastand 7.

Da S er trin-sammenhaengende, findes et trin a’, P,b” og a”, P',l/ med o’ € A’, a”" € A", b’ € B’
og b € B"” pa grund af pastand 6. Fra pastand 6 folger endvidere, at P og P’ begge har leengde
en. Lad ap € N vaere en venstrestjerne, og lad by € N veere en hgjrestjerne. Da v, a’, ag, by, b ikke
méa danne et hul af ulige leengde, folger det, at ag ikke er nabo til by.

For ethvert punkt u € V(G) — F, lad F,, veere meengden af punkter i F', der er nabo til w.

Pastand 8: F,, N Fy, = 0, og enhver 2-vej i F med endepunkter i F,, og Fy, har punkter i bide
F, o9 Fy,.

Hvis f € F,, N Fy,, da danner f,ap,a’,b”, by et hul af ulige leengde, sa F,, N Fp, = 0.

Lad t1,T,ts veere en 2-vej i F med t; € F,, og ta € Fy,, hvor |[V(T')| er mindst mulig. Det
vil sige, at t; er det eneste punkt fra F,, i T, og t2 er det eneste punkt fra Fp, i 7. Dermed
danner ag,t1,T,t2,bo,b’,a” et hul, s& T har ulige leengde. Hvis T ikke har punkter i F,,, s dan-
ner v,a’,ag,t1,T,t2,bo,b" et hul af ulige leengde, og hvis T' ikke har punkter i F,, , si& danner
qk, a0,t1, T, t2, by et hul af ulige leengde, hvilket i begge tilfeelde ikke kan lade sig ggre, da G er en
Berge graf. Dette viser pastand 8.

Pastand 9: Enhver 2-vej i F' med endepunkter i Fy, og Fy, har punkter i bade Fyo, og Fy,.

Antag, at enhver 2-vej i F' med endepunkter i F;, og Fy, ikke har punkter i bade F,, og F3,. Da
F er sammenhangende, og Fy, N Fp, = 0, findes der en sammenhaengende delmaengde F’ af F,
der har punkter i bade F, og Fy, , samt i netop én af F,, og Fj,. Pa grund af symmetri kan det
antages, at F’ har punkter i Fy,, og ikke i F},. Definér gy+1 = a”. Da har g1 ikke en nabo i F’,
idet FF C V(G) — V(S5). Der kan derfor veelges i, hvor 1 <14 < k+ 1, mindst muligt, s& ¢; ikke har
en nabo i F’. Bemserk, at v har en nabo i F’, da F’ har et punkt i F,,.

Hvis i er lige, s danner by, v, q1, - . ., g; en anti 2-vej af ulige leengde, og anti 2-vejens indre punkter
har naboer i F’, og det har dens endepunkter ikke, da det er antaget, at F’ ikke har naboer i Fp,,
og ¢; ikke har en nabo i F’. Her er ¢’ komplet til anti 2-vejens indre og har ingen naboer i F’. I
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G er by,v,q1,...,q en 2-vej af ulige lzeengde, hvis endepunkter er komplette til F’, og hvis indre
punkter ikke er komplette til F’. Punktet a’ er i G komplet til F’, men har ingen naboer i det
indre af 2-vejen. Dette giver en modstrid med korollar 2.3, sa i er ulige.

Hvis ¢ er ulige, s& danner ', ag,v,q1,...,q en anti 2-vej af ulige leengde, hvis indre punkter har
naboer i F’, og hvis endepunkter ikke har naboer i F’. Igen er o’ komplet til det indre af anti
2-vejen, og a’ har ingen naboer i F’, hvilket som for er i modstrid med korollar 2.3 i komplementet.
Dette viser pastand 9.

Lad fi,..., fn veere en minimal 2-vej i F' med endepunkter i F,, og Fp,, hvor f; € Fy,, og
fn € Fp,. Da vil der fra pastand 8 og pastand 9 fglge, at n > 2, og fi1,..., fn er en minimal 2-vej
med endepunkter i F, og Fy,. Det kan derfor antages, at fi € F, og fn € Fy,, og intet andet
punkt i 2-vejen tilhgrer F, eller Fy,. Da danner fi,..., fn,qr, a0 08 fi,..., fn,bo, 0, v huller af
forskellig paritet. Dette vil sige, at det ene hul har ulige leengde, hvilket ikke kan lade sig ggre, da
G er en Berge graf. Dermed mé antagelsen, om at G ikke har en balanceret skaev opdeling, veere
forkert. ([l

Hermed er det vist, at en 1-afbryder ikke kan forekomme i et minimalt modeksempel.

12.1.2 Trapper og 2-afbrydere

I dette afsnit preesenteres den naeste type atbrydere, nemlig 2-afbrydere. For at udelukke disse fra
minimale modeksempler betragtes fgrst trapper og egenskaber ved disse.

Definition 12.12 (Trappe)

Lad G veere en graf, lad S = (A, C, B) vaere en trin-sammenhgngende streng i G, og lad ag, Py, by
vaere et geleender af leengde mindst tre med hensyn til S. Da siges parret K = (S, Py) at veere en
trappe, hvor punkterne i en trappe er V(K) = V(Py) U V(S). S

Fremover vil en trappe ogsé blive betegnet med K = ((A,C, B),ag, Po, bo), hvor (A,C,B) = S,
og Py har endepunkter ag og by, s& ap er en venstrestjerne, og by er en hgjrestjerne, hvormed
K= (S P).

Definition 12.13 (Maksimal trappe)

Lad G veere en graf, og lad K = ((A,C, B),ag, Po,by) veere en trappe i G. Da siges K at veere
maksimal, hvis der ikke findes en trappe K' = ((A’,C’, B'),ay, Py, b;), s A C A', B C B’ og
ccc. o

Definition 12.14 (Lokal med hensyn til trappe)

Lad G vare en graf, og lad K = ((A,C, B), ag, Py, by) vaere en trappe i G. Da siges en delmaengde
X C V(K) at veere lokal med hensyn til K, hvis X er en delmaengde af en af AUCUB,V (Fy), AU
{ao} eller BU {by}. o

Definition 12.15 (Trappeunderpunkt)
Lad G veere en graf, og lad K = ((A, C, B), ag, Py, by) veere en trappe i G. Da sigesv € V(G)—V (K)
at vaere et K-underpunkt, hvis maengden af v’s naboer i V(K) er lokal med hensyn til K. S

Definition 12.16 (Trappeoverpunkt)
Lad G veere en graf, og lad K = ((A, C, B), ag, Py, by) veere en trappe i G. Da sigesv € V(G)—V (K)
at vaere et K-overpunkt, hvis v har naboer i bade A, B og V (F). o

Definition 12.17 (Venstrediagonalt og hgjrediagonalt punkt)

Lad G vaere en graf, og lad K = ((A,C, B), ag, Py, bg) vaere en trappe i G. Da siges v € V(G) —
V(K) at vaere et venstrediagonalt punkt, hvis v er komplet til AU {bo}, mens v siges at veere et
hgjrediagonalt punkt, hvis v er komplet til B U {ao}. o
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Se figur 12.4(a) og 12.4(b) for et eksempel pé et venstrediagonalt punkt og et hgjrediagonalt punkt.

Definition 12.18 (Centralt punkt)
Lad G veere en graf, og lad K = ((A, C, B), ag, Py, by) veere en trappe i G. Da sigesv € V(G)—V (K)
at veaere et centralt punkt, hvis v er komplet til AU B og hverken er nabo til aq eller by. o

Se figur 12.4(c) for et eksempel pé et centralt punkt.

ag bo

v v

(a) (b) (c)

Figur 12.4: (a) Eksempel pa et venstrediagonalt punkt v. (b) Eksempel pa et hgjrediagonalt punkt
v. (¢) Eksempel pé et centralt punkt v.

Bemezerk, at et venstrediagonalt punkt gerne ma have naboer i B U C, et hgjrediagonalt punkt
gerne ma have naboer i AU C, og et centralt punkt gerne ma have naboer i C.

Lemma 12.19

Lad G veere en Berge graf, sa der hverken findes en optraeden af Ky, en lige prisme eller en 1-
atbryderiG. Lad K = ((A, C, B), ag, Py, bo) vaere en maksimal trappe i G, og ladv € V(G)—-V (K).
Da vil netop et af folgende gaelde:

(i) v er et K-underpunkt.

(7i) v er et K-overpunkt, og da er v enten et venstrediagonalt, et hgjrediagonalt eller et centralt
punkt.

(#41) v er en venstrestjerne, der har en nabo i Py — {ag}, eller v er en hgjrestjerne, der har en
nabo i PO — {bo}

Bevis
Lemmaet vises ved hjalp af fire pastande.

Pastand 1: Hvis v er et venstrediagonalt eller et hgjrediagonalt punkt, sd er lemmaet opfyldt.

Antag, at v for eksempel er et hgjrediagonalt punkt. Hvis v ikke har naboer i AU C, er v en
hgjrestjerne med en nabo ag i Py — {bo}, og (iii) er opfyldt. Det kan derfor antages, at der
findes et trin ay, Pi,b1 og as, Py, ba, s v har en nabo i P; — {b1}. Dermed kan v forbindes til
trekanten {ag, a1, a2} via kanten vag, 2-vejen med fgrste endepunkt v, andet endepunkt a; og med
indre tilhgrende P; — {b1} og 2-vejen med forste endepunkt v, andet endepunkt as, og med indre
tilhgrende P5. Da v kan forbindes til trekanten {ag, a1,as}, skal v ifglge lemma 2.9 have mindst
to naboer i trekanten. Dermed har v naboer i bade A, B og V(F) og er derfor et K-overpunkt.
Heraf fplger, at (ii) er opfyldt, da v bade er et K-overpunkt og et hgjrediagonalt punkt.

Beviset, nar v er et venstrediagonalt punkt, er pa grund af symmetri analogt, og hermed er pastand
1 vist.

Pastand 2: Hvis v er nabo til bade ag og by, sd er lemmaet opfyldt.
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Antag, at v er nabo til bade ag og by og ikke har naboer i AUC' U B. Da vil maengden af naboer til
v 1 K veere lokal, idet de er indeholdt i V/(Py), og (¢) vil veere opfyldt. Det kan derfor antages, at
v har en nabo i AU C U B. Hvis v kun har naboer i A, vil v veere komplet til A, for ellers dannes
der huller af ulige leengde. Men sa er v en venstrestjerne, der har naboer i Py — {ao}, og (iii) er
opfyldt. Hvis v kun har naboer i B, vil v ligeledes veere komplet til B, og (iii) er opfyldt, idet v
er en hgjrestjerne, som er nabo til ag. Derfor kan det antages, at v har naboer i to af meengderne
A, B og C'. Desuden méa v have en nabo i det indre af Py, da Py har ulige lzengde mindst tre, og v
er nabo til Py’s endepunkter, for ellers haves der et hul af ulige laengde.

Det haves, at G er en Berge graf, s der ikke findes en optreeden af K4 i1 G, (A, C, B) er en trin-
sammenheaengende streng i G, ag, Py, by er et geleender med hensyn til S, ogv € V(G) — (AUCU
BUYV(F)) har en nabo i AU C. Desuden er v,bg en 2-vej i V(G) — (AU C U B U {ag}), hvor
der ikke findes kanter mellem det indre af 2-vejen og A U C U B, og dermed hvis v ikke har en
nabo i B, si er v ifplge lemma 12.6 en venstrestjerne. Heraf folger, at (i) er opfyldt. Det kan
derfor antages, at v har naboer i B. Dermed har v naboer i bade A, B og V(Fy), og er dermed
et K-overpunkt. Idet der ikke findes en l-afbryder i G, udger (A, C, B) sammen med det indre af
V(Py) og v ikke en l-afbryder, si definition 12.10 kan ikke veere opfyldt. Da punkterne (4)-(ii7)
samt (v)-(vi) 1 definition 12.10 er opfyldte, kan definition 12.10(iv) ikke veere opfyldt. Det vil sige,
at v har enten ingen ikke-naboer i A eller har ingen ikke-naboer i B. Altsé er v enten komplet til
A eller komplet til B. Dermed vil v veere enten et venstrediagonalt eller et hgjrediagonalt punkt,
og ifglge pastand 1 er lemmaet opfyldt, og dermed er pastand 2 vist.

Pastand 3: Hvis v er nabo til ay og ikke-nabo til by, sa er lemmaet opfyldt.

Antag, at v har en nabo i AU C U B. Hvis v har en nabo i det indre af Py, s haves en 2-vej P i
V(G)— (AUCUBU{ag}) med forste endepunkt v, andet endepunkt by og med indre tilhgrende
Py, og der haves en 2-vej Q : v,a0 1 V(G) — (AUCUBU{bp}), hvor der ikke findes kanter mellem
det indre af P forenet med det indre af Q og AU C U B. Dermed gaclder ifglge lemma 12.7, at v
enten er komplet til B eller er en venstrestjerne. Hvis v er komplet til B, er v et hgjrediagonalt
punkt, og da vil lemmaet ifglge pastand 1 veere opfyldt. Hvis v er en venstrestjerne, si er (i)
opfyldt.

Det kan derfor antages, at v ikke har en nabo i det indre af Py. Desuden kan det antages, at v har
en nabo i BUC, da v ellers vil vaere et K-underpunkt, og (i) ville veere opfyldt.

Lad a1, P1,b1 og ag, Pa, by veere et trin, si v har en nabo i P; — {a;}, og v ikke er nabo til bs, hvis
det er muligt. Lad P; i korollar 10.9 svare til Py, lad P, svare til P;, lad Ps svare til P», og lad
F svare til {v}. Her har {v} vedhaftninger i bade V(Py) og V(P1). Idet konklusionerne i korollar
10.9 ikke er opfyldte, ma {v} have en vedheeftning i V(P2). Altsd har v en nabo i Ps. Hvis as
er den eneste nabo til v 1 Py, da er S’ = (AU {v},C, B) en trin-sammenheengende streng, idet
v, P{,b1 0g ag, P2, by danner et trin i S’, hvor P| er 2-vejen med indre tilhgrende P; — {a1}. Dette
er dog i modstrid med, at K er maksimal. Dermed har v en nabo i P» — {a2}, og heraf folger, at
v kan forbindes til trekanten {bg, b1, b2} via 2-vejen v, ag, Po, by, 2-vejen med forste endepunkt v,
andet endepunkt b; og med indre tilhgrende P; — {a1} og 2-vejen med forste endepunkt v, andet
endepunkt be og med indre tilhgrende Py — {as}. Hermed fglger af lemma 2.9, at v er nabo til bade
b1 og by. P& grund af valget af trin P, og P», samt at (A4, C, B) er trin-sammenhengende, folger
det, at v er komplet til B. Da v er nabo til ag og ikke-nabo til by, er v dermed et hgjrediagonalt
punkt, og dermed er lemmaet ifglge pastand 1 opfyldt, hvormed pastand 3 er vist.

Pastand 4: Hvis v ikke er nabo til hverken ag eller by, s er lemmaet opfyldt.

Antag, at v har en nabo i bade det indre af Py ogi AU C U B, for ellers er v et K-underpunkt, og
(1) er opfyldt. Hvis v er en venstrestjerne, sa er (iii) opfyldt, og det kan derfor antages, at v ikke er
en venstrestjerne. Da v har en nabo i det indre af Py, findes der en 2-vej P1 G— (AUCUBU{ap})
med endepunkter v samt by, og der findes en 2-vej Q i G — (AUC UBU{by}) med endepunkter v
samt ag. Da det indre af P og det indre af @) tilhgrer det indre af Py, er antagelserne i lemma 12.7
opfyldte. Idet v ikke er en venstrestjerne, fglger det, at v er komplet til B. Pa grund af symmetri
faes pa samme made, at v er komplet til A, og v er dermed et centralt punkt, hvormed (i) er
opfyldt, og pastand 4 er vist.
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Pastand 2, pastand 3 og pastand 4 daekker alle tilfeelde op til symmetri. O

Lemma 12.20

Lad G veere en Berge graf, sa der hverken findes en optraeden af Ky, en lige prisme eller en 1-
aftbryderiG. Lad K = ((A, C, B), ag, Po, by) veere en maksimal trappe i G, oglad F C V(G)-V(K)
vaere sammenhaengende, s maengden af vedheeftninger for F' i V(K) ikke er lokal med hensyn til
K. Da vil F indeholde et af folgende:

(i) Et K-overpunkt.
(i1) Et geleender u, P,v, sa der ikke findes kanter mellem V(P) og V (Pp).

(#4t) Op til symmetri, en 2-vej u, P,v, hvor u er en venstrestjerne, v har en nabo i Py — {ag}, og
der ikke findes kanter mellem V(P — {u}) og AUC U B.

Lemma 12.21

Lad G veere en Berge graf, sa der hverken findes en optraeden af K,, en lige prisme eller en 1-
atbryder i G. Lad K = ((A,C, B),ag, Po,by) veere en maksimal trappe i G, og lad F C V(G) —
V(K) vaere en sammenhzngende meengde. Antag, at F indeholder en venstrestjerne og har en
vedhaeftning i B U C. Da indeholder F enten et K-overpunkt eller et geleender med hensyn til
(A,C, B). S

Definition 12.22 (Stzerk-maksimal trappe)

Lad G veere en Berge graf, og lad K = ((A,C, B),ag, Po,by) veere en trappe i G. Da siges K at
vaere staerk-maksimal, hvis K er maksimal, og hvis enten C # 0, eller der ikke findes en trappe
K' = ((A',C',B",d,P',b)iG, hvor AUCUBC AUC'UB. o

Definition 12.23 (2-afbryder)
Lad G veere en Berge graf, og lad K = ((A,C, B), ag, Py, bg) veere en trappe i G. En 2-afbryder i
G er et par {K,Q}, der opfylder fplgende:

(1) K er en steerk-maksimal trappe i G.
(17) Q@ CV(G) — V(K) er en antisammenhangende maengde.

(#i7) Der findes et punkt i A, som er komplet til Q), og der findes et punkt i B, der er komplet til
Q.

(iv) Punkterne ag og by er ikke komplette til Q.

(v) Der findes et punkt i V(Fy), som er komplet til Q.
o

Bemeerk, at hvis ¢ er et centralt punkt for en steerk-maksimal trappe K i G, sa er {K,{q}} en
2-afbryder i G.

Setning 12.24
Lad G vaere en Berge graf, som ikke indeholder hverken en optraeden af K4, en lige prisme eller
en 1-aftbryder. Hvis der i G findes en 2-afbryder, da har G en balanceret skeev opdeling. o
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Bevis

Lad {K, Q} veere en 2-afbryder i G, s& meengden @ for et fast K er en maksimal antisammenhsaen-
gende meengde i V(G) — V(K), som opfylder definition 12.23 (4i)-(v). Lad ag, T, t og u, U, by veere
to delgrafer af Py, sa t er det eneste punkt fra T, der er komplet til @, og u er det eneste punkt
fra U, der er komplet til Q. Det vil sige, at U og T begge er 2-veje af leengde mindst en, da ay og
bg ifelge definition 12.23(iv) ikke er komplette til Q). Bemeerk, at der for ethvert trin bestaende af
ai, P;, b; og aj, P;,b; ifglge lemma 12.8 vil geelde, at P; og P; har ulige leengde.

Pastand 1: Bade T og U har ulige lengde, og t # u.

Velg et punkt a € A og et punkt b € B, si a og b er komplette til Q. Da er a,ag,T,t en 2-vej
af leengde mindst to, idet ag, Po,bo er et geleender med hensyn til (A, C, B), og T har lengde
mindst en. Desuden er endepunkterne pa denne 2-vej komplette til @, dens indre punkter er ikke
komplette til @, og punktet b har ingen naboer i det indre af 2-vejen. Hvis korollar 2.3 betragtes,
ses det, at konklusionen ikke er opfyldt pa grund af b. Altsad kan det ikke om a,ag,T,t antages,
at den har ulige lzengde, og den har derfor lige leengde. Heraf fglger, at ag, T, t har ulige leengde.
Analogt har 2-vejen b, by, U, u lige leengde, og dermed har bg, U, u ulige leengde. Da aq, Py, by har
ulige leengde, folger det, at t # u. Dette viser pastand 1.

Pastand 2: Ethvert punkt i AU B er komplet til Q).

Antag, at der findes et punkt as € A, som ikke er komplet til Q). Lad a1, P1, b1 og az, Pa, by veere
et trin 1 G, hvor a1 er komplet til @, og as ikke er komplet til Q. Da u # ¢, folger det, at u ikke
er nabo til hverken ag eller a;. Dette betyder ifglge lemma 2.11, at enten kan @ ikke forbindes
til trekanten {ag,a1,as}, eller sa findes der et punkt p € P;, som er komplet til @, da ingen af
konklusionerne i lemma 2.11 er opfyldte. Hvis der findes et punkt p € P;, som er komplet til @,
sa veelg p teettest pa aq, og 2-vejen aq,...,p vil have leengde mindst en, da a; ikke er komplet til
Q. Heraf faes fra lemma 2.11, at @ ikke kan forbindes til trekanten {ag,a1,as}. Altsd mé et af
punkterne i definition 2.10 ikke veere opfyldt. Punkterne (i)-(iii) er opfyldte, og 2-vejene aq, ..., t
og ap indeholder begge et punkt, der er komplet til Q). Altsa indeholder 2-vejen P» ikke et punkt,
der er komplet til Q.

Antag, at t og u ikke er naboer. Dermed vil 2-vejen ¢, . .., u have ulige leengde mindst tre, idet T, U
og Py alle har ulige leengde, og as har ingen nabo i det indre af ¢, ..., u, for ellers dannes et hul af
ulige leengde. Ifglge korollar 2.3 vil der findes et punkt v i det indre af ¢,. .., u, som er komplet til
@, da korollarets konklusion ikke er opfyldt. Men sa er ¢,T, ag, a1, P1,b1,bo, U, u en 2-vej af ulige
leengde, hvis endepunkter er komplette til @, og hvor v ikke har en nabo i det indre af denne 2-vej.
Dette er i modstrid med korollar 2.3, sa t og u ma veere naboer.

Der haves nu et hul ag, Py, bg, b2, P2, as af leengde mindst seks, og de eneste punkter fra dette hul,
som er komplette til @), er de to naboer t og u. Ifglge lemma 2.6 indeholder @) en hat eller et athop
for hullet ved tu. I begge tilfeelde indeholder () et punkt ¢, som ikke er nabo til punkter i P. Der
kan dannes en ulige prisme med trekanter {ag, a1, as} og {bo, b1, b2} og 2-veje Py, P1 og Pa, og her
er ¢ nabo til ¢ og as. Seet F = {q}, og dermed er antagelserne i korollar 10.9 opfyldte, men der
opnées en modstrid med korollarets konklusion, da |F'| = 1. Det vil sige, at antagelsen, om at der
findes et punkt i A, som ikke er komplet til (), mé veere forkert. Altséa er ethvert punkt i A komplet
til @. Analogt kan det vises, at ethvert punkt i B er komplet til (), hvormed pastand 2 er vist.

Pastand 3: Ethvert K -overpunkt vil enten tilhore QQ eller veere komplet til Q.

Lad v € @ veere et K-overpunkt, der ikke er komplet til Q). Altsé findes der et punkt i @, som ikke
er nabo til v. Dermed er meengden Q' = Q U {v} en antisammenhangende maengde. Ifglge lemma
12.19 er v enten et venstrediagonalt, et hgjrediagonalt eller et centralt punkt. I alle tre tilfselde
har v en nabo a; € A og en nabo b; € B, som indbyrdes ikke er naboer. Hermed haves en 2-vej
a1, ag, Py, bg, by af ulige leengde mindst fem, hvis endepunkter er komplette til @Q’. Hvis et indre
punkt fra 2-vejen a1, ag, Py, bg, b1 er komplet til @', s haves en modstrid med maksimaliteten
af @, idet {K,Q’'} da er en 2-afbryder, si derfor er ingen indre punkter komplette til Q. Ifslge
lemma 2.2 indeholder Q' et afhop ¢, ¢4 for a1, aq, Po,bo, b1. Hermed er hverken ¢ eller ¢4 nabo
til punkter i det indre af Py, men dette er i modstrid med, at ¢ er komplet til @}, da mindst et af
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punkterne ¢j eller ¢4 vil tilhgre @, idet @ = Q U {v}. Dette viser pastand 3.

Pastand 4: Der findes ikke en kant vw € E(G — (AU C U B)), sd v er en venstrestjerne, w er en
hgjrestjerne, og v samt w begge ikke er komplette til Q.

Lad wv € E(G — (AU C U B)), s& v er en venstrestjerne, w er en hgjrestjerne, og hverken v
eller w er komplette til (). Da v er komplet til A, og w er komplet til B, kan hverken v eller w
tilhgre det indre af Py. Da v og w ikke er komplette til @), har de begge ikke-naboer i . Da @
er antisammenhaengende, findes der en anti 2-vej v, q1, ..., gk, w, hvor q1, ..., qx € Q. Veelg et trin
a1, P1,b1 og as, Py, bs. Da er ay,by,as og by ifglge pastand 2 alle komplette til Q@ og der kan nu
dannes et antihul ay,bo,v,q1,...,qk, w, s& k er lige. Ethvert punkt z, som er komplet til @, vil
veere nabo til enten v eller w, for ellers dannes et antihul z, v, q1, . . ., qx, w af ulige leengde. Da bade
v og w er antikomplette til C, findes der ingen punkter i C, som er komplette til Q. Hermed er
a1, P1,b1 en 2-vej af ulige leengde, hvis endepunkter er komplette til @@, og hvis indre punkter ikke
er komplette til Q. Da punktet as er komplet til @) og ikke har naboer i det indre af Py, fglger det
af korollar 2.3, at P; ma have leengde en, for at korollarets konklusion kan veere opfyldt. Ligeledes
vil P, have leengde en. Da trinet er vilkarligt valgt, fglger det, at C' = 0.

Antag, at v ikke har en nabo i det indre af Py. Dermed ma ethvert punkt fra det indre af Py, som
er komplet til @), veere nabo til w. Dermed er w nabo til ¢ samt u, og da w er en hgjrestjerne,
vil w € Py. Hermed er t,T,ag,a1,b; en 2-vej af ulige leengde, hvis endepunkter er komplette til
Q U {w}, og hvis indre punkter ikke er komplette til Q U {w}. Punktet u er komplet til Q U {w},
men har ingen naboer i det indre af ¢,7T, ag, a1, b1, hvilket er i modstrid med korollar 2.3. Altsa
ma v have en nabo i det indre af Py. Det kan analogt vises, at w har en nabo i det indre af Fp.
Hermed er b1,v,q1,...,qk,w,a1 en anti 2-vej af ulige leengde, hvis indre punkter alle har en
nabo i det indre af Py, da v og w begge har en nabo i det indre af Py, og da t samt u er
komplette til Q). Desuden har 2-vejens endepunkter b; og a1 ingen naboer i det indre af Py. Hvis
b1,v,q1,-..,qr, w,a; betragtes i G, haves en 2-vej af ulige leengde, hvis endepunkter er komplette
til det indre af Py, og hvis indre punkter ikke er komplette til det indre af Py. Ifglge lemma 2.2
indeholder det indre af Py et afhop x,y for by, v,q1, ..., qk, w, a1, hvilket medfprer, at der i G kun
findes kanterne xby,zv, xa1,ybr, yw,ya; mellem by, v,q1,...,qr, w,a og det indre af Py. Det vil
sige, at der i G findes to nabopunkter x og y i det indre af Py, som er komplette til ¢1, ..., gx.
Lad A’ = AU {z} og B = BU{y}, si er (4,0, B’) en streng i G. For enhver kant a1b; i G,
hvor a; € A og by € B, vil z,b; og ay,y vaere et trin i G for (A,0, B’), idet x og a; ikke er
naboer i G, y og b; ikke er naboer i G, x € A’ og by € B’ ikke er naboer i G, samt a; € A’
og y € B’ ikke er naboer i G. Altsa er strengen (A’,(), B’) trin-sammenhaengende. Hermed vil
K' = ((A",0,B"),w,qp,...,q1,v) vere en trappe i G, hvilket er i modstrid med, at K er en steerk-
maksimal trappe 1 G. Altsd mé antagelsen, om at der findes en kant vw € E(G— AUCUDB), s v
er en venstrestjerne, w er en hgjrestjerne, og v samt w begge ikke er komplette til ), veere forkert.
Dette viser pastand 4.

Pastand 5: Enhver 2-vej i G mellem et punkt, som er komplet til A, og et punkt, som har en nabo
1 BUC, indeholder enten et punkt fra Q eller et punkt, der er komplet til Q.

Antag, at der findes en 2-vej p1,...,px i G, hvor p; er komplet til A, py har en nabo i BUC, og
ingen af p1,...,pg tilhgrer @Q eller er komplette til @), og veelg denne, s& k er mindst muligt. Da
AU B er komplet til Q ifglge pastand 2, vil p1, ..., px ikke tilhgre AU B. Punktet p; tilhgrer ikke
C, da alle punkter i C tilhgrer et trin, og dermed ikke kan veaere komplette til A. Hvis der findes
et punkt p; € C, for i > 1, vil p1,...,p;—1 veere en kortere vej med de samme egenskaber som
P1,-- -, Dk, s& derfor findes der ikke et sddant p;. Det vil altsd sige, at {p1,...,pr}N(AUCUB) = 0.
Da ingen af punkterne i py, ..., pg tilhgrer Q eller er komplette til Q, fglger det af pastand 3, at
ingen af punkterne pq,...,px er K-overpunkter. Antagelserne i lemma 12.20 er nu opfyldte, hvor
F = {p1,...,px}, og da ingen af punkterne pi,...,p; er K-overpunkter, ma& pi,...,pr veere
et gelender. P4 grund af minimaliteten af k udger hele {p1,...,pr} geleenderet, s& p; er en
venstrestjerne, og pi er en hgjrestjerne. Da ingen af punkterne p1, ..., pxr er komplette til ), folger
det af pastand 4, at k > 3.

Lad ay, P1, b1 og ag, Ps, by veere et trin i G. Da der kan dannes et hul py, ..., pg, b1, P1, a1, ma k veere
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lige. Hermed er a1, p1, . . ., Pk, b2 en 2-vej af ulige leengde mindst fem, hvis endepunkter er komplette
til @, og hvis indre punkter ikke er komplette til Q. Ifglge korollar 2.3 indeholder @ et afhop ¢1, g2
for a1,p1,...,Dk, b2, 88 q1,P1,---, Pk, q2 €r en 2-vej i G. For hvert par af ikke-nabopunkter a € A
og b € B, vil 2-vejene q1,b og a,qs veere et trin, sd der haves en trin-sammenhaengende streng
S'=(Au{q},C,BU{g2}). Der kan nu dannes en trappe K' = (S, p1,...,pk), hvilket giver en
modstrid med, at trappen K er maksimal. Dette viser pastand 5.

Lad X veere meengden af alle punkter i G, som er komplette til Q. Lad M veaere den komponent i
G — (Q U X), der indeholder punktet ag, og lad N veere foreningen af de resterende komponenter
i G—(QUX). liglge pastand 5 vil punktet by tilhgre N, da ag er komplet til A, og by har en
nabo i BUC, altsd er N # (). Hermed er M U N ikke sammenhsengende, og Q U X er ikke
antisammenheengende, altsd er {M U N,Q U X} en skev opdeling i G. Lad b € B, og dermed
vil b ifelge pastand 2 veere komplet til @, s& b € X. Hvis b har en nabo a; # ap i M, vil kanten
apa; danne en modstrid med pastand 5, s& derfor er b antikomplet til V' (M). Ifplge definition 3.5
er {MUN,QU X} dermed en lgs skeev opdeling i G, og per lemma 3.6 er {M UN,QU X} en
balanceret skeev opdeling i G. 0

Hermed er det vist, at 2-afbrydere ikke findes i et minimalt modeksempel.

12.1.3 3-afbrydere

I dette afsnit preesenteres den sidste type afbrydere, nemlig 3-afbrydere. For at vise, at 3-afbrydere
ikke kan forekomme i et minimalt modeksempel, benyttes hgjrefglger og spor samt resultater om
disse.

Fglgende lemma giver en made at konstatere, om et punkt er en venstrestjerne henholdsvis en
hgjrestjerne, hvis der blandt andet vides, at punktet er et venstrediagonalt henholdsvis et hgjre-
diagonalt punkt.

Lemma 12.25

Lad G veere en Berge graf, som hverken indeholder en optraeden af Ky, en lige prisme, en 1-
atbryder eller en 2-atbryder. Lad K = ((A,C, B),ag, Py, by) veere en sterk-maksimal trappe i G.
Lad ¢, ...,qx veere en anti 2-vej i G, Sé qo,...,qx—1 er bade venstrediagonale og hgjrediagonale
punkter, q1 er et venstrediagonalt men ikke et hgjrediagonalt punkt, og qi er et hgjrediagonalt
men ikke et venstrediagonalt punkt. Da er q; en venstrestjerne, og qi er en hgjrestjerne. o

De folgende definitioner gives, da de benyttes til at vise resultater, der leder frem til ogsa at
udelukke 3-afbrydere fra et minimalt modeksempel.

Definition 12.26 (Hgjrefglge)
Lad G veere en Berge graf, og lad K = ((A, C, B), ag, Py, bo) veere en trappe i G. En hgjrefolge er
en folge af punkter x1, ..., x:, som opfylder folgende:

(i) Punkterne x1, ...,z er alle forskellige og alle komplette til B.

/i i (2] <i< ’ ’ ’ = ’
(i4) Hvis et punkt x;, for 1 < i <'t, er komplet til A, s findes der et h, hvor 1 < h < i, s xp,
ikke er nabo til x;.

(#4¢) Hvis et punkt x;, for 1 < i <t, er antikomplet til A, sa findes der et geleender r, P, z; for K,
hvor r har en ikke-nabo blandt punkterne {x1,...,z;—1}.

&

Bemerk, at hvis z1 ..., z; er en hgjrefglge, sé er x;1 ..., x;, hvor i < t, ogsa en hgjrefslge. Hvis x;
og x; er punkter i en hgjrefglge, og ¢ < j, da siges x; at veere for x;.
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Definition 12.27 (Forgeenger i en hgjrefglge)

Lad G veere en Berge graf, og lad X : x1,...,x; vaere en hgjrefolge i G. For et punkt x; € X, hvor
x; har en ikke-nabo blandt punkterne x1,...,x;_1, defineres x;’s forgaenger til at veere det punkt
xp, hvorom det geelder, at for 1 < h < i er dx(xp,x;) mindst mulig, og x;, ikke er nabo til x;. ©

Bemeerk, at ifplge definition 12.26(i%) har ethvert x; i en hgjrefolge enten en ikke-nabo i A, eller
s& har x; en forgaenger.

Definition 12.28 (Spor)
Lad G veere en Berge graf, og lad X : x1,...,x; veere en hgjrefolge i G. For hvert x; € X defineres
sporet af xz; til at veere folgen af punkter ws, ..., wy, som opfylder:

(1) n>1 ogwy = ;.
(%) wy, har en ikke-nabo i A.

(#9i) For 1 <j < n er w; komplet til A, og w;4+1 er w;’s forgaenger.

Ladv € V(G)— X, sd v er komplet til A og ikke komplet til X. Sporet af v defineres da som folgen
v, W1, ..., Wy, hvor wy er det forste ikke-nabopunkt til v fra X, og wy, ..., w, er sporet af wy. ©

Bemaerk, at sporet af et punkt udggr en anti 2-vej i G og er unik. Desuden vil der gzelde, at hvis

X :xy,...,x¢ er en hgjrefolge, og wy, ..., w, er sporet af x; € X, sa vil wy,...,w, tilhgre X og
dermed veaere en hgjrefolge.
Desuden vil der for et spor gelde, at punkterne wy,...,w,—_1 alle er komplette til A.

Definition 12.29 (Udgangspunkt)

Lad G veere en Berge graf, lad X : x1,...,x; veere en hgjrefolge i G, og lad a vaere en venstrestjerne
i G. Antag, at a ikke er komplet til X, da defineres udgangspunktet for a i X som det fgrste ikke-
nabopunkt til a i X. o

Definition 12.30 (b-optimalt geleender)

Lad G veere en Berge graf, lad X : x1,...,x: veere en hgjrefplge i G, og lad b veere en hgjrestjerne
i G. Et gelender a, P,b i G siges at vaere b-optimalt, hvis a ikke er komplet til X, og der ikke
findes et geleender o', P',b’, hvor o' ikke er komplet til X, og udgangspunktet for o' i X er for
udgangspunktet for a i X. o

Lemma 12.31

Lad G veere en Berge graf, som hverken indeholder en optreeden af Ky, en lige prisme, en 1-
atbryder eller en 2-atbryder. Lad K = ((A,C, B),ag, Py, by) veere en sterk-maksimal trappe i G.
Lad X : xi,...,xy veere en hgjrefglge i G, lad b vaere en hgjrestjerne i G, lad a, P,b veaere et
b-optimalt geleender i G, og lad a,w, ..., w, vere sporet af a. Da er n ulige, og et af folgende vil
gaelde:

(i) b er det eneste punkt fra P, som er komplet til {w1,...,wy}.

(i4) P har leengde en, og der findes et m, hvor 1 < m < n, s a,ws,...,Wn,b er en anti 2-vej i

G.

Lemma 12.32

Lad G veere en Berge graf, som hverken indeholder en optraeden af Ky, en lige prisme, en 1-
afbryder eller en 2-atbryder. Lad K = ((A, C, B), ag, Py, bg) vaere en steerk-maksimal trappe i G,
oglad X : x1,...,x; veere en hgjrefplge. Da er x1,...,x; alle naboer til ag. o
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Bevis
Antag, at xz1,...,x; ikke alle er naboer til ag, og veelg ¢ mindst muligt, sa de ikke alle er naboer
til ag, hvilket vil sige, at x1,...,x;—1 alle er naboer til ag, men x; er ikke-nabo til ag. Dermed er

t > 1, sa det er muligt, at x; = x1.

Ty Ti—1 Tt

Figur 12.5: Eksempel pa trappen K og hgjrefglgen x1, ..., z;.

Pastand 1: ag, Py, bg er ikke et bo-optimalt gelender.

Antag, at ag, Py, by er et bg-optimalt geleender, og lad ag, w1, ..., w, veere sporet af ag. Et sddant
spor vil findes, da ag er komplet til A, ikke tilhgrer X = {x1,...,z;:} og ikke er komplet til X.
Da P, har lengde mindst tre, folger af lemma 12.31, at by er det eneste punkt fra Py, som er
komplet til W = {wy,...,w,}, og desuden faes, at n er ulige.

Antag, at n = 1. Da er w; ikke-nabo til ag og har en ikke-nabo i A, hvilket fglger af definition
12.28(47). Dermed er w; ikke komplet til A og ag, hvormed wy per definition 12.17 og definition
12.18 ikke er et venstrediagonalt, et hgjrediagonalt eller et centralt punkt. Dermed kan w; per
definition 12.16 ikke veere et K-overpunkt. Da by er det eneste punkt i Py, der er komplet til wq,
har w; ingen naboer i Py — {bp}. Da w; ikke er komplet til A, kan w; per definition 12.4 ikke
vaere en venstrestjerne. Lemma 12.19 er opfyldt, s w; mé veere et K-underpunkt, da det i det
ovenstaende er vist, at wy ikke er et K-overpunkt, ikke er en venstrestjerne, og ikke har en nabo i
Py—{bo}. Dermed skal meengden af naboer til w; veere indeholdt i AUCUB,V (Fy), AU{ap} eller
i BU{bp}. Da w; er nabo til by, og idet w; per definition 12.28 og definition 12.26 er komplet til B
mé det veere B U {bg}, der indeholder samtlige naboer til w; i K. Hvis w; ikke har andre naboer
i K, sa er wy en hgjrestjerne. Hvis w; har andre naboer i K, s er lemma 12.19 ikke opfyldt, og
en modstrid er néet.

Antag derfor, at w; er en hgjrestjerne, der kun har naboer i BU{bo} i K. Fra definition 12.26(zi)
folger, at der findes et geleender 7, P, w1, s udgangspunktet for r i X er fgr punktet w;.

Det skal nu vises, at P er disjunkt fra Py, og der ikke findes kanter mellem V (Py)—ag og V(P)—w.
Antag, at (V(Py) —ao) U (V(P) —w1))¢ er sammenhzengende. Det vil sige, at der findes en 2-vej,
som forbinder r og by, hvis indre tilhgrer foreningen af det indre af Py og det indre af P. Altsa
er denne 2-vej et geleender. Men P, er et bp-optimalt geleender, og udgangspunktet for r er for
udgangspunktet for ag, hvilket giver en modstrid med, at ag, Py, by er et bp-optimalt gelender.
Det vil sige, at V(Py) — ag er disjunkt fra V(P) — wy, og der findes ikke kanter mellem dem.
Da udgangspunktet for ag er forskelligt fra udgangspunktet for r, er a # r, og da ag, Py, by er et
bo-optimalt geleender, mé by # w;. Dermed er P disjunkt fra P’.

Husk, at w; kun er nabo til by i Fy. Ifglge definition 9.20 kan der veelges en sti ay, P;,b; for
(A, C, B). Da ay, ag, Po, by, w1, P,r ikke mé veere et hul af ulige leengde, vil ag have en nabo i P.
Hvis ag har en nabo i P forskellig fra r, s kan 2-vejen fra ag til w; med indre i P — {r} danne et
hul med w1, by, Py, ag og et hul med wy, by, P1, a1, ap, hvormed det ene hul ma have ulige leengde,
og en modstrid er opnéet, s& r er den eneste nabo til ag i P. Nu kan A udvides med r, B kan
udvides med w;, og C' kan udvides med det indre af P, hvilket danner modstrid med, at K er en
maksimal trappe.

Dermed er n > 2. Fra definition 12.28 er wy, . .., w,—1 alle komplette til A. Da W C X, er punkter i
W alle komplette til B. Dermed er wy, . .., w,_; alle venstrediagonale punkter, og wa, . .., w, er alle
hgjrediagonale punkter, men w; er ikke et hgjrediagonalt punkt, og w,, er ikke et venstrediagonalt
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punkt, hvormed lemma 12.25 er opfyldt, s& w; er en venstrestjerne. Dette danner dog en modstrid,
da w; ikke kan vaere en venstrestjerne, idet wy € X er komplet til B. Pastand 1 er hermed vist.

Idet ap har en ikke-nabo i {1, ..., 2}, altsd ag er ikke komplet til X, s& findes der et by-optimalt
gelaender 7, P, by. Fra pastand 1 har r en ikke-nabo i {z1,...,2¢—1}, da udgangspunktet for r i X
er fgr punktet ag. Da t er valgt mindst muligt, s ved at erstatte Py med P i beviset for pastand
1, ma P have leengde en, hvormed rby er en kant. Lad r,wq, ..., w, vere sporet af r, sa wy er for
x¢. Lad W = {ws, ..., w,}, hvormed ag er komplet til W, og fra lemma 12.31 er n ulige.

Pastand 2: by er komplet til W.

Antag, at by ikke er komplet til W. Da fglger af lemma 12.31, at der findes et i, hvor 1 < i < n,
s& r,wi,...,w;, by er en anti 2-vej af ulige leengde. Her er r,wy,...,w;—1 alle venstrediagonale
punkter, og wq, ..., w; er alle hgjrediagonale punkter, men r er ikke et hgjrediagonalt punkt, da
det er en venstrestjerne, og w; er ikke et venstrediagonalt punkt, da det ikke er nabo til by. Desuden
er w; ikke en hgjrestjerne eller en venstrestjerne, da det er komplet til A U B, fordi ¢ < n. Dette
danner en modstrid med lemma 12.25, og pastand 2 er vist.

Pastand 3: ag er nabo til v, w, er en hgjrestjerne, og r er en venstrestjerne.

Lad ay, P1, by veere en sti for (4, C, B), hvor w,, er ikke-nabo til a;. Da ag, r, w1, . .., wy, a1, by ikke
ma veere et antihul af ulige leengde, er ag nabo til r. Dermed er 7, wy,...,w,_1 venstrediagonale
punkter, og wy, ..., w, er hgjrediagonale punkter, men r er ikke et hgjrediagonalt punkt, og w,, er
ikke et venstrediagonalt punkt. Lemma 12.25 er opfyldt, og deraf fglger, at w,, er en hgjrestjerne,
og r er en venstrestjerne. Hermed er pastand 3 vist.

Pastand 4: Der findes ikke et punkt i det indre af Py, som er komplet til W U {r}.

Antag, at v er et punkt i det indre af Py, som er komplet til W U {r}. Lad a1, P1, b1 veere en sti for
(A,C,B). Da er ag, a1, P1,b1,by en 2-vej af ulige leengde, hvor begge endepunkter er komplette til
W U {r}, men v er komplet til W U {r} og har ingen nabo i 2-vejens indre. Dermed mé der ifplge
korollar 2.3 findes to nabopunkter i ag, a1, Py, by, bg, som er komplette til W U {r}. Altsa vil der
findes et punkt i P;, som er komplet til W U {r}. Fra pastand 3 er w,, en hgjrestjerne, og r er en
venstrestjerne, sa de kan ikke have falles naboer i P;. Der kan derfor ikke findes et punkt i Pp,
som er komplet til W U {r}, hvilket giver en modstrid, hvormed pastand 4 er vist.

Pastand 5: n =1, og dermed er W = {w; }.

Antag, at n > 1. Her har Py ulige leengde, og begge dens endepunkter er komplette til W U {r}.
Antag forst, at Py har leengde mindst fem. Da fglger af lemma 2.2 og pastand 4, at der i W U {r}
findes et athop for Py, hvilket vil sige, at der findes to ikke-nabopunkter z,y € W U {r}, som er
forbundet af en 2-vej P af ulige leengde, hvis indre er lig det indre af Py. Veelg by € B. Da by, x, P,y
ikke ma veere et hul af ulige leengde, skal z eller y veere ikke-nabo til b;. Idet by er komplet til W,
kan det antages, at y = r, hvormed = = w1, da det er det eneste punkt i W, som ikke er nabo til
r. Veelg a1 € A. Da aq,r, P,w; ikke méa veere et hul af ulige leengde, kan ay ikke veere nabo til wi,
hvormed n = 1, da w,, er den eneste ikke-nabo til a;. Dette er i modstrid med, at n > 1, sa Py
har ikke leengde mindst fem.

Antag nu, at Py har lengde tre, og lad de indre punkter veere z og y. Fra lemma 2.2 vil der
findes en anti 2-vej @ af ulige leengde mellem = og y, hvis indre tilhgrer W U {r}. Hvis r ¢ V(Q),
sd er by, x,Q,y et antihul af ulige leengde, hvor by € B. Hvis w,, ¢ V(Q), sd er a1,2,Q,y et
antihul af ulige leengde, hvor a; € A. Det kan derfor antages, at z,r,wi,...,w,,y er en anti
2-vej. Hvis C' # (), s findes der en sti a1, P1,b; for (A, C, B) af leengde mindst to. Dermed er
a1, P1,b1,bp,7, a1 et hul af leengde mindst seks, og r, w1, ..., wy,, a1 er en anti 2-vej af lige leengde
mindst fire, hvor ag er komplet til anti 2-vejen, men ikke har andre naboer i hullet, og mindst
to punkter i hullet er komplette til det indre af anti 2-vejen, nemlig by og b;. Dette danner en
modstrid med lemma 2.17, s C' = ). Hvis meengderne B U {x} og AU {y} betragtes i G, ses det,
at (BU{z},0, AU {y}) danner en trin-sammenhangende streng, hvor x og y tilhgrer hver sin sti
for strengen. Da @, 7, w1, ..., wy,y er en anti 2-vej i G, er ,r, w1, ..., Wn,y en 2-vej i G. Dermed
er (BU{z},0,Au{y}),r,w1,...,w,) en trappe i G, hvilket danner en modstrid med, at K er en
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maksimal trappe. Pastand 5 er hermed vist.

Fra pastand 4 og pastand 5 fglger det, at lemma 2.2 kan anvendes pa P, og den antisammenhangen-
de mangde {r,w;}. Da den antisammenhengende meengde {r,w;} kun indeholder to punkter,
fglger det fra lemma 2.2, at der findes findes en 2-vej P af ulige leengde, som forbinder r og w1,
og som har indre lig det indre af Py. Fra pastand 3 er w; = w, en hgjrestjerne, og fra definition
12.26(747) findes der et geleender 7/, P’, w1, s& udgangspunktet for v’ er for wy, og geleenderet kan
veelges wi-optimalt. Nu er P’ disjunkt fra Py, og der findes ikke kanter mellem Py — {ag} og
P’ — {ws }, for ellers ville der veere et geleender fra r/ til by, hvilket vil veere i modstrid med, at r, by
er et bp-optimalt geleender. Antag, at r har en nabo i P/, da kan 2-vejen mellem r og wy med indre
i P’ danne et hul med wy, by, r og danne et hul med w, P, r, s& et af disse to huller mé have ulige
leengde, hvilket giver en modstrid. Altsd har r ikke en nabo i P’. Lad 7/, v, ..., v, vere sporet
af 7. Idet vy, ..., v, er fgr wy, og wy er den forste ikke-nabo til 7, mé& r vaere nabo til samtlige af
U1, ..., 0m. Fra lemma 12.31 fplger det, at et af folgende vil gaelde:

1) wy er det eneste punkt i P’, som er komplet til {v1,...,0m}.
) det t kt i P’ k let til

(i4) P’ har leengde en, og der findes ikke en anti 2-vej Q af ulige leengde mellem 7’ og wy, hvis
indre tilhgrer {vy,...,vm}.

I (i) er wy, P',r' a1,r en 2-vej af ulige leengde, hvor a1 € A er ikke-nabo til v,,. Endepunkterne
for 2-vejen er komplette til {v1,..., v, } 1 modsaetning til 2-vejens indre punkter. Punktet by, for
ethvert b; € B, som er ikke-nabo til a;, er komplet til {vq,...,v,,}, men har ikke en nabo i det
indre af 2-vejen, hvilket danner en modstrid med korollar 2.3.

I (it) er r,7’,Q,wy et antihul af ulige leengde, hvilket er i modstrid med, at G er en Berge graf.

Det vil sige, at der i begge tilfzelde opnées en modstrid, sa antagelsen, om at x1,...,x; ikke alle
er naboer til ag, ma veere forkert. O

Hermed praesenteres den sidste type afbrydere.

Definition 12.33 (3-afbryder)

Lad G veere en Berge graf, og lad K = ((A,C, B), ag, Py, by) veere en steerk-maksimal trappe i G.
Lad x € V(G) — V(K) veere komplet til B, ikke komplet til A og ikke antikomplet til A. Da siges
parret { K, x} at veere en 3-atbryder. o

Saetning 12.34
Lad G veere en Berge graf, som hverken indeholder en optraeden af K4, en lige prisme, en 1-afbryder
eller en 2-afbryder. Hvis der findes en 3-afbryder i G, sa har G en balanceret skeev opdeling. ¢

Bevis

Lad {K,z,} veere en 3-afbryder for K = ((A,C, B),ag, Py,by) 1 G. Punktet z; er en hgjrefplge,
og der ma derfor findes en hgjrefglge x1,...,z; af maksimal leengde ¢, hvor ¢ > 1. Lad X =
{z1,...,2¢}, oglad Y veere meengden af punkter i V(G) — (AUCU B), som er komplette til AUX.
Fra lemma 12.32 fglger det, at ag € Y.

Pastand: X UY U B har punkter i enhver 2-vej i G mellem AU C og by.

Antag, at P er en 2-vej mellem AUC og by, hvis indre ikke tilhgrer X UY U B. Da bg ikke er nabo
til ag, folger det af lemma 12.32; at by ¢ X. Da by er en hgjrestjerne, er by antikomplet til A, si
by ¢ Y. Da by tilhgrer et gelender, vil by ¢ B. Det vil sige, at bg ¢ X UY U B. Lad P veere mindst
mulig, si intet indre punkt tilhgrer X UY U B. Lad p € AU C og by veere endepunkterne for P.
Da by kun er nabo til punkter i B fra (4, C, B), vil by’s nabo i P ikke tilhgre AUC U B. Da P er
valgt mindst mulig mellem by og p € AU C, vil intet indre punkt i P tilhgre A U C U B, for ellers
kan P veelges mindre. Punktet p vil ikke tilhgre X UY U B, idet intet punkt i A U C er komplet
til B, intet punkt er komplet til X U A, og intet punkt tilhgrer B.

Mengden P — {p} vil veere en sammenhaengende delmeengde af V(G) — (AUC U B), P — {p} vil
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have en vedheeftning i AU C, nemlig punktet p, og P — {p} vil indeholde en hgjrestjerne, nemlig
punktet bg. Da falger af lemma 12.21 anvendt pa den omvendte streng (B, C, A), at P — {p} enten
indeholder et K'-overpunkt, hvor K/ = ((B,C, A), Py), eller indeholder et geleender med hensyn
til (B,C,A). Hvis P — {p} enten indeholder et K’-overpunkt eller indeholder et geleender med
hensyn til (B, C, A) svarer det til, at P — {p} indeholder enten et K-overpunkt eller et geleender
med hensyn til (A, C, B).

Antag forst, at P — {p} indeholder et geleender a, P’,b med hensyn til (4, C, B). Da kan a,b ¢
XUY UB,idet P—{p} CV(G) - (XUYUBUAUC). Dermed ma a, der er komplet til A, ikke
veere komplet til X. Da b er komplet til B og antikomplet til A, vil det tilhgre en hgjrefglge, hvis
der findes et geleender 7, P,b, s r har en ikke-nabo i X. Da a, P’, b netop er et sddan gelender,
ma b tilhgre hgjrefglgen, hvilket danner en modstrid med, at hgjrefslgen er stgrst mulig. Det vil
sige, at P — {p} ikke indeholder et geleender.

Antag nu, at P — {p} indeholder et K-overpunkt v. Da v ¢ X UY U B, er v ikke komplet til AU X.
Antag, at v er komplet til B. Da v er et K-overpunkt, har v en nabo i A. Hvis v ikke er komplet
til A, s& kan hgjrefelgen udvides med v, hvilket danner en modstrid med, at hgjrefolgen er storst
mulig. Hvis v er komplet til A, s& er v ikke komplet til X, hvormed hgjrefslgen kan udvides med
v, hvilket er i modstrid med, at hgjrefslgen er stgrst mulig. Det vil sige, at v ikke er komplet til B.
Ifglge lemma 12.19 er v enten et venstrediagonalt, et hgjrediagonalt eller et centralt punkt. Da v
ikke er komplet til B, kan v hverken veere et hgjrediagonalt eller et centralt punkt. Dermed er v et
venstrediagonalt punkt, hvormed v per definition 12.17 er komplet til AU {bg}. Dermed er v ikke
komplet til X, for ellers ville v tilhgre Y. Lad v, w1, . .., w, veere sporet af v. Da {w1,...,w,} C X,
er de alle komplette til B, og da ag € Y, er ag komplet til X. Hermed er wy, ..., w, alle komplette
til BU {ag}, hvilket per definition 12.17 betyder, at de er hgjrediagonale punkter. Idet w,, per
definition 12.28 har en ikke-nabo i A, er w, ikke et venstrediagonalt punkt. Dermed vil der findes
et 7, hvor 1 <17 < n, som er valgt mindst muligt, s& w; ikke er et venstrediagonalt punkt. Nu kan
lemma 12.25 anvendes, hvilket giver, at v er en venstrestjerne. Dette danner en modstrid med, at
v er et K-overpunkt, sa antagelsen, om at der findes en sddan 2-vej P, mé veere forkert, hvormed
pastanden er vist.

Idet (A, C, B) er trin-sammenhangende, er AU C sammenhangende og tilhgrer derfor en kompo-
nent A3 1 G—(XUY UB). Lad 43 = G — (X UY UBU A4;). Fra pastanden vil by € Ao, idet
enhver 2-vej mellem A U C og by indeholder punkter fra X UY U B. Da A; og A, ikke har kanter
mellem sig, er A; U As ikke sammenhaengende, og da Y U B er komplet til X, er X UY U B ikke
antisammenhangende, hvormed {A; U A3, X UY U B} er en skaev opdeling i G. For at setningen
er vist, skal G have en balanceret skev opdeling. Fra lemma 3.6 kan det antages, at den skseve
opdeling ikke er lgs, for ellers er beviset feerdigt. At {A; U A2, X UY U B} ikke er en lgs skeev
opdeling, betyder, at alle punkter i X UY U B har en nabo i alle komponenter i A; U As, og ingen
punkter i A; U As er komplette til en antikomponent i X UY U B. Da X er en antikomponent i
X UY UB vil ethvert punkt i G, som er komplet til X, enten tilhgre B eller tilhgre Y, og dermed
er det komplet til A. I G er AUC en antisammenhaengende delmaengde, og en komponent i Y U B
indeholder ikke et punkt, som er komplet til A U C, s& AU C er ifglge definition 3.11 kerne for
den skaeve opdeling { X UY U B, A; U A3} i G. Fra lemma 3.13 folger det, at det er tilstrackkeligt
at vise, at to vilkarlige ikke-nabopunkter i Y U B, som har naboer i AU C, vil veere forbundet af
en 2-vej af lige leengde med indre i AU C i G, og to vilkarlige nabopunkter i AU C, som ikke har
naboer i Y U B, er forbundet af en anti 2-vej af lige leengde med indre i Y U B.

Lad u,v € Y U B vere to ikke-nabopunkter, som har naboer i A U C. Hvis de begge er naboer
til by, sa vil enhver vej mellem dem med indre i AU C have lige leengde, da 2-vejen sammen med
v, by, u danner et hul. Antag derfor, at u og by ikke er naboer, og dermed vil u ¢ B, sd u € Y. Hvis
bade u og v tilhgrer Y, sa er de forbundet af en 2-vej af lige leengde, nemlig u, a1, v for ethvert
a1 € A. Det kan derfor antages, at v € B. Da u ikke er nabo til hverken by eller v € B, er u ikke
et venstrediagonalt punkt, ikke et hgjrediagonalt punkt og ikke et centralt punkt. Da fglger af
lemma 12.19, at u enten er et K-underpunkt eller en venstrestjerne.

Hvis u er et K-underpunkt, s& er meengden af u’s naboer i K indeholdt i AU {ao}. Lad ay, P, v
veere en sti for (A, C, B), og da har P; ifglge lemma 12.8 ulige leengde. Da w er komplet til A, er
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u, a1, P1,v en 2-vej af lige leengde, som gnsket.
Hvis u er en venstrestjerne, sa lad ay, Py, v veere en sti for (A, C, B). Da er u, a1, P1,v en 2-vej af
lige lzengde med indre i A U C', som gnsket.

Det skal sa vises, at de gnskede anti 2-veje findes. Lad u,v € AUC veere to vilkarlige nabopunkter,
som ikke har naboer i Y U B. De har begge ikke-naboer i B, og idet B U {ag} er antisammen-
haengende, er de forbundet af en anti 2-vej @ med indre i B U {ag}. Det er nok at vise, at @ har
lige lzengde, da det indre af @ er indeholdt i Y U B. Hvis ag ikke tilhgrer det indre af @, s har Q
lige leengde, da by, u, @, v er et antihul. Altsa kan det antages, at ag tilhgrer det indre af Q. Der
findes ikke kanter mellem ag og B, sa ag er ikke-nabo til hvert af de andre punkter i det indre af
Q. Idet Q er en anti 2-vej, kan ) dermed hgjst have tre indre punkter, hvormed () har leengde
hgjst fire. Hvis @ har ulige leengde, sa har den leengde tre, idet ag er et indre punkt i ). Det vil
sige, at der findes ikke-nabopunkter v’ € Y og v' € B, som er forbundet af en 2-vej af ulige leengde
med indre i AUC'. Det er vist, at de ogsa er forbundet af en 2-vej af lige leengde, og dermed folger
af lemma 3.7, at G har en balanceret skeev opdeling. Det vil sige, at enten findes der de gnskede
2-veje og anti 2-veje, s& {A; U A2, X UY U B} ifolge lemma 3.13 er en balanceret skeev opdeling,
eller sa folger resultatet af lemma 3.7. 0

Hermed er det vist, at et minimalt modeksempel ikke kan indeholde hverken 1-afbrydere, 2-
afbrydere eller 3-afbrydere. At et minimalt modeksempel ikke indeholder sadanne afbrydere, be-
nyttes i neeste afsnit til at vise, at grafer, der indeholder aflange ulige prismer, men ikke indeholder
en optraeden af Ky, ikke kan veere minimale modeksempler.

12.2 6-vedhaeng

Ved hjeelp af resultaterne i forrige afsnit er det nu muligt at udelukke Berge grafer, der indeholder
aflange ulige prismer. Til dette benyttes den sidste type dekomposition.

Definition 12.35 (6-vedhzeng)
Et 6-vedhaeng i en graf G er en opdeling {A, B,C,D,E,F} af V(G), hvor A,B,C,D,E,F # (),
som opfylder fglgende:

(i) Hvert punkt i A har en nabo i B og en ikke-nabo i B, og omvendt.
27 , ;14, , , og , er komplette par.
i) {A,C}H{A F}, {B,F B,D ki I

(1it) {A, D}, {A, E},{B, E} og {B,C} er antikomplette par.

Figur 12.6: Et eksempel pa et 6-vedhaeng.
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De seks maengder A, B,C, D, E og F kan opdeles i tre meengder, Q1,Q2 og V(G) — (Q1 U Q2),
hvor @1 = A,Q2 = Bog V(G) — (Q1 UQ2) = CUDUEUF. Hermed vil alle punkter, der
hverken er komplette eller antikomplette til Q1 U Q2 tilhgre Q1 U Q2. Da hvert punkt i A har
béde en nabo og en ikke-nabo i B, vil |Q1| = |A| > 2. Da C, D, E og F alle er ikke-tomme, vil
V(G)—(Q1UQ2) indeholde mindst to punkter. Dermed er {Q1, Q2} et sdkaldt homogent par, og da
folger af [Chvatal & Sbihi, 1987, side 128], at {Q1, @2} ikke kan findes i et minimalt modeksempel.
Altsa kan et minimalt modeksempel ikke indeholde et 6-vedhaeng.

Hovedresultat (vi) fra kapitel 1 kan nu vises.

Saetning 12.36 .
Lad G vaere en Berge graf, sa der ikke findes en optraden af K, i hverken G eller G. Antag, at G

indeholder en aflang ulige prisme som induceret delgraf. Da vil G eller G indeholde et 2-vedhzeng,
eller G har en balanceret skaev opdeling, eller G indeholder et 6-vedhaeng. o

Bevis

Antag, at G ikke har en balanceret skeev opdeling, og G samt G ikke indeholder et 2-vedhzeng.
Idet G indeholder en aflang ulige prisme, og G og G derfor ikke er lige prismer, sa folger af seetning
11.6, at G og G ikke indeholder lige prismer. Fra seetning 12.11, seetning 12.24 og ssetning 12.34
kan det antages, at G og G ikke indeholder en 1-afbryder, en 2-afbryder eller en 3-afbryder, for
ellers er en modstrid opnéet.

Da G indeholder en aflang ulige prisme, indeholder G en trappe, og derfor, muligvis ved at udskifte
G med dens komplement, findes der en staerk-maksimal trappe K = ((4, C, B), ag, Py, bo) 1 G. Lad
Ap veere meengden af alle venstrestjerner, lad By veere meengden af alle hgjrestjerner, og lad N
veere meengden af alle punkter, der er komplette til AU B. Fra lemma 12.19 vil ethvert punkt, der
ikke er et K-overpunkt, men som er komplet til A, enten veere et underpunkt, hvis vedheeftninger
er indeholdt i enten AU{ao} eller AUC'U B, eller veere en venstrestjerne med en nabo i V(Py) —ao.
Hvis punktet er et K-underpunkt, hvis naboer alle tilhgrer AU{ag}, vil punktet tilhgre Ay, ligeledes
hvis punktet er en venstrestjerne med naboer i V(Py) — ag. Hvis punktet er et K-underpunkt, hvis
naboer tilhgrer AUC U B, vil der opnées en modstrid med, at G hverken indeholder en 2-afbryder,
en 3-afbryder eller et hul af ulige leengde. Hermed vil ethvert punkt, der ikke er et K-overpunkt,
men som er komplet til A, tilhgre Ay. Da det haves, at der ikke findes en 3-afbryder, vil desuden
ethvert K-overpunkt, som er komplet til A, tilhgre N, hvormed ethvert punkt, der er komplet
til A, tilhgrer Ag U N. Ligeledes vil ethvert punkt, der er komplet til B, tilhgre By U N. Lad
H=G-(V(S)UAyUByUN).

Pastand 1: Lad F wvere en komponent i H, og lad X wvere mengden of vedheftninger for F i
V(S)U Ag U By. Da vil enten X N (AUCUB) =10, eller X C (AUCU B), og X har punkter i
bade AUC og BUC.

Det kan antages, at X har punkter i AUCUB, for ellers er pastanden vist, og af symmetrigrunde kan
det antages, at X har punkter i AUC. Idet intet punkt tilhgrende F er komplet til A eller B, for s&
vil det tilhgre AgUByUN, vil intet punkt i F ifglge lemma 12.19(i%)-(#i) veere et K-overpunkt, en
venstrestjerne eller en hgjrestjerne. Antag, at X ikke er lokal med hensyn til K. Da fglger af lemma
12.20, at F' indeholder et K-overpunkt, et geleender eller en 2-vej, hvor det ene endepunkt er en
venstrestjerne eller en hgjrestjerne. Definition 12.5 giver, at et geleender indeholder en hgjrestjerne
og en venstrestjerne. Dermed vil F ikke kunne indeholde et K-overpunkt, et geleender eller en 2-vej,
hvor det ene endepunkt er en venstrestjerne eller en hgjrestjerne, hvormed antagelsen, om at X
ikke er lokal med hensyn til K, m4 veere forkert. Ifglge definition 12.14 vil det sige, at X N By = 0,
da X N (AUC) # 0. Hvis X ogsa har punkter i BU C, s& faes ligeledes, at X er disjunkt fra
Ag. Dermed er X C AU C U B, og pastanden er opfyldt. Det antages derfor, at X C A U Aj.
Antag, at der findes et punkt v i G, som ikke tilhgrer A U Ag U N U F', men som har en nabo
i F. Da F er en komponent i H, vilv ¢ V(H). Da H=G - (AUBUCU AU ByUN), ma
v € BUC U By, og da det er vist, at hvis X har punkter i B U C, sa er pastanden opfyldt, ma
v € By. Det vil sige, at v er en hgjrestjerne. Antagelserne i lemma 12.21 er opfyldte, hvor F'U {v}
benyttes som den sammenhaengende maengde. Da F U {v} indeholder en hgjrestjerne, benyttes i

Kapitel 12. Aflange ulige prismer Side 119



12.2. 6-vedhaeng

lemma 12.21 strengen (B, C, A) i stedet. Det vil sige, at F'U{v} indeholder et K’-overpunkt, hvor
K' = ((B,C,A),by, Py, ap), eller indeholder et gelender for (B, C, A). Gelenderet giver netop, at
F U {v} vil indeholde en hgjrestjerne med hensyn til (B, C, A). Det vil sige, at F'U{v} indeholder
et K-overpunkt eller en venstrestjerne med hensyn til (A, C, B). Dette giver en modstrid, da intet
punkt i F' er et overpunkt eller en venstrestjerne, og v er en hgjrestjerne. Det vil sige, at der ikke
findes et sddant punkt v. Dermed er {V(G) — (AUAgUN), AUAGUN} en skaev opdeling i G, da F
er en komponent i V(G) — (AU AgUN), og by tilhgrer en anden komponent i V(G) — (AU Ao UN),
s4 V(G) — (AU Ag U N) er dermed ikke sammenhaengende, og AU Ag U N er ikke antisammen-
heengende, da A og Ap U N begge er ikke-tomme og udggr et komplet par. Fra lemma 2.13 er
{BUC, A} et balanceret par, da ag € V(G) — (AU B UC) er komplet til A og antikomplet til
BUC. Her kan det antages, at BUC er antikomplet til F', da det er vist, at hvis X har punkter i
BUC, sa er pastanden opfyldt. Fra lemma 2.15 fglger, at {F, A} er et balanceret par, da {BUC, A}
er et balanceret par, F' C V(G) — (AUCU B), BUC er sammenhangende, ethvert punkt i A har
en nabo i BU C, og B UC er antikomplet til . Fra lemma 3.10(i%¢) har G en balanceret skeev
opdeling, hvor X i lemma 3.10 svarer til Ag U N, Y svarer til A, L svarer til F, og R svarer til
H UBUCU Bj. Hermed er en modstrid opnéet, da det er antaget, at G ikke har en balanceret
skeev opdeling. Dermed er pastand 1 vist.

Lad M veere foreningen af alle komponenter i H, som ikke har vedhaftninger i AUCUB. Her er M
ikke-tom, da den indeholder det indre af Py, og Py har leengde mindst tre. Lad D veere foreningen
af alle de andre komponenter i H. Det vil sige, at alle komponenter i D har vedhaftninger i
AUCU B, og ifglge pastand 1 har enhver komponent i D dermed alle sine vedhaeftninger i V(.5).
Dermed er V(G) opdelt i A, B,C, D, Ay, By, N og M, hvor C, D og N muligvis er tomme.

Péstand 2: N # 0.

Antag, at N = (). Kanter fra A til Ay og kanter fra B til By er de eneste kanter mellem AUCUBUD
og AgU ByU M. Desuden indeholder Ay U By U M mindst fire punkter, nemlig punkterne i Py, og
béde A og B indeholder mindst to punkter hver. Da N =}, er {AgU By UM, AUCUBUD} en
opdeling af V(G). Hvis enhver komponent i AgUByUM har punkter til faelles med bade Ay og By,
sder {AgUByoUM, AUCUBUD} et 2-vedhaeng i G ifglge definition 9.15, hvor X; i definition 9.15
svarer til AgU By UM, X5 svarer til AUC U BU D, A; svarer til Ay, As svarer til A, By svarer til
By, og Bs svarer til B. Antag derfor at en komponent M; i AgU ByU M kun har punkter til feelles
med Ag og ikke By. Dermed har M; p& grund af geleenderet kun punkter til feelles med Ag — ag.
Her vil AU {ap} udggre en stjernesnitmeengde, idet V(G) — (A U {ap}) opdeles i to disjunkte
meengder, nemlig V(G) — (AU {ap} U M;) og M;. Dermed vil {V(G) — (AU {ao}), AU {ao}}
ifplge [Chvatal, 1985, side 198| vaere en skaev opdeling. Desuden vil {V(G) — (AU {ao}), AU{ao}}
veere en balanceret skeev opdeling, idet der ikke kan findes en 2-vej af ulige leengde mellem to
ikke-nabopunkter i AU {ao}, hvis indre tilhgrer V(G) — (A U {ag}), for ellers vil denne sammen
med ap danne et hul af ulige leengde. Tilsvarende kan der pa grund af ag ikke findes en anti 2-vej
af ulige leengde mellem to nabopunkter i V(G) — (A U {ap}), hvis indre tilhgrer A U {ag}. Det
er dog antaget, at G ikke har en balanceret skev opdeling, s& en modstrid er opnaet. Dermed er
pastand 2 vist.

Pastand 3: CUD = 0.

Antag, at CUD # (). Fra pastand 1 fglger det, at D kun har vedhseftninger i AUC U B, og idet C
per definition kun har vedheeftninger i AU B, findes der ikke kanter mellem C'UD og AgUByUM,
da AgU By UM er disjunkt fra AUCUB, s& CUDU Ay U By UM er ikke sammenheengende. Idet
N er komplet til AU B, er {CUDUAgUByUM,NUAU B} en skaev opdeling i G. Fra lemma
3.6 er den skaeve opdeling ikke lgs, da det er antaget, at G ikke indeholder en balanceret skeev
opdeling. Dermed fglger af definition 3.5(é¢), at intet punkt i Py er komplet til N/, hvor N’ er en
antikomponent i N. Lad a1, P1,b; og ag, P2, by veere et trin i (A, C, B). Da er ay,ag, Py, bo, b en
2-vej af ulige leengde mindst fem, hvis endepunkter er komplette til N/, og hvis indre punkter ikke
er komplette til N’. Fra lemma 2.2 folger det, at der findes et afthop i N’ for a1, ag, P, bg, b2. Det
vil sige, at der findes ikke-nabopunkter x,y € N', sd x,ag, Py, bg,y er en 2-vej. Da z,y € N, er x
komplet til AU BU{ag}, og y er komplet til AU B U {bp}. Dermed er x et hgjrediagonalt punkt,
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og y er et venstrediagonalt punkt. Hermed er x,y en anti 2-vej, som opfylder lemma 12.25, men
der opnées en modstrid, idet x ikke kan veere en hgjrestjerne, og y ikke kan veere en venstrestjerne.
Dermed er pastand 3 vist.

Hermed vil {4, B, Ag, By, M, N} danne et 6-vedhaeng i G ifpglge definition 12.35, da hvert punkt
i A har en nabo i B og omvendt, og {A, Ao}, {A, N}, {B,N} og {B, By} er komplette par, og
{A,Bo},{A, M},{B, M} og {B, Ag} er antikomplette par. Det er altsi vist, at nar G ikke har en
balanceret skaev opdeling, og hverken G eller G har et 2-vedhseng, sa vil G have et 6-vedhaeng. [J

Det er i dette kapitel vist, at grafer, der indeholder en induceret delgraf, der er isomorf med en
aflang ulige prisme, men ikke indeholder en optreeden af K, ikke kan veaere et minimalt modek-
sempel. Det vil sige, at hovedresultat (vi) fra kapitel 1 er vist.

Ved hjzlp af seetning 11.6 og saetning 12.36 er det hermed vist, at et minimalt modeksempel ikke
kan indeholde en aflang prisme som induceret delgraf. I henhold til ssetning 4.4 er der nu kun
én mulighed tilbage for udseendet af et minimalt modeksempel, der indeholder en skeev opdeling,
nemlig at det indeholder en dobbeltdiamant som induceret delgraf.

For at vise, at et minimalt modeksempel til den steerke perfekte graf saetning ikke findes, skal
Berge grafer, der ikke indeholder en skeev opdeling, ogsa betragtes.

I naeste del af rapporten betragtes derfor de grafer, som ikke er elementeere, ikke indeholder et
2-vedheeng, ikke indeholder et 6-vedhaeng og ikke har en balanceret skaev opdeling, i hdb om at
udelukke disse grafer som minimale modeksempler.
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Kapitel 13

Indfgrelse af familier

For at indkredse mulige strukturer for et minimalt modeksempel til den steerke perfekte graf
seetning indfgres familier af Berge grafer, for derigennem at minimere mulighederne for udseendet
af et minimalt modeksempel.

Lad F veere familien af alle Berge grafer. Der indféres nu underfamilier F, ..., Fy; af F for ved
hjeelp af disse at udelukke visse strukturer fra minimale modeksempler. Idéen er forst at indfgre
familien F7. Det kan sa vises, at visse grafer i denne familie ikke kan veere minimale modeksempler,
hvormed disse fjernes fra i, og familien F5 dannes. Det kan igen vises, at visse grafer i F5 ikke kan
veere minimale modeksempler, sé disse fjernes fra F», og F3 dannes. Denne procedure fortszettes,
indtil der haves en lille familie F;; af grafer tilbage, hvor strukturen af grafer i denne familie er
kendt. P4 denne made szttes der begraensninger pa strukturen af et minimalt modeksempel. For
at holde styr pa hvilke grafer der mangler at blive udelukket som minimalt modeksempel, indfgres
genstridige grafer.

Definition 13.1 (Genstridig)

En graf G siges at veere genstridig, hvis G er en Berge graf, hverken G eller G er en elementaer
graf, hverken G eller G indeholder et 2-vedhseng, G ikke indeholder et 6-vedhaeng, og G ikke har
en balanceret skaev opdeling. o

Et minimalt modeksempel ma veere en genstridig graf, da det gennem denne rapport, i seetning 1.12
og seetning 3.15, som er hovedresultat (¢) fra kapitel 1, og i [Cornuéjols & Cunningham, 1985] samt
[Chvatal & Sbihi, 1987], er vist, at hvis en Berge graf indeholder bare én af de nevnte strukturer,
sd er grafen perfekt.

Ved hjalp af familierne kan mulighederne for strukturerne i genstridige grafer indskraenkes, og
dermed ogsa mulighederne for et minimalt modeksempel.

Der tages altsd udgangspunkt i et minimalt modeksempel G € F. Fgrst betragtes det, om G
kan indeholde en induceret delgraf, der er isomorf med L(H), hvor H er en todelt underdeling
af K4. Antag derfor, at G indeholder en sddan delgraf. Ifglge definition 7.7 vil L(H) enten veere
degenereret eller ikke-degenereret. Ifglge korollar 9.17, som er hovedresultat (i¢) fra kapitel 1, kan
L(H) ikke veere ikke-degenereret, for s er G ikke et minimalt modeksempel. Derfor ma L(H) veere
degenereret, hvilket giver anledning til den fgrste familie af grafer.

Definition 13.2 (F7)
Lad G € F. Hvis der for enhver todelt underdeling H af K, gelder, at hvis en induceret delgraf
af G er isomorf med L(H), si er L(H) degenereret, da vil G € Fj. S

Fra korollar 9.17 fglger ogsé, at enhver genstridig graf tilhgrer Fj.
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Hvis en graf i 7 indeholder en induceret delgraf, som er isomorf med L(K3 3), kan denne graf per
korollar 9.19, som er hovedresultat (ii7) fra kapitel 1, ikke veere et minimalt modeksempel, hvilket
giver anledning til den naeste familie af grafer.

Definition 13.3 (F3) .
Lad G veaere en graf, sa G € F1 og G € Fy. Hvis ingen induceret delgraf af G er isomorf med
L(Kgyg), sa vil G € Fs. o

Bemeerk, at hvis komplementet af en graf indeholder L(K3 3), sé tilhgrer grafen ogsa familien Fs,

da L(K3,3) = L(K3,3).
Fra korollar 9.19 fglger ogsa, at enhver genstridig graf tilhgrer Fs.

Ifglge saetning 9.30, som er hovedresultat (iv) fra kapitel 1, vil enhver graf i F» enten ikke veere et
minimalt modeksempel, eller s& indeholder den ikke en optraeden af K. Hermed kan en ny familie
af grafer defineres.

Definition 13.4 (F3) .
Lad G € F». Hvis hverken G eller G indeholder en optraeden af K4, sa vil G € F3. o

Af seetning 9.30 folger ogsa, at enhver genstridig graf tilhgrer Fs.

Hvis en graf i 3 indeholder en lige prisme som segte induceret delgraf, da kan denne graf per
seetning 11.6, som er hovedresultat (v) fra kapitel 1, ikke veere et minimalt modeksempel, hvorfor
en ny familie af grafer defineres.

Definition 13.5 (Fy) .
Lad G € F3. Hvis hverken G eller G indeholder en lige prisme som induceret delgraf, sa vil G € Fy.

o
Lemma 13.6
Lad G veere en genstridig graf, da vil G € Fy. o
Bevis

Fra korollar 9.31 fplger, at hvis der findes en optreeden af K4 i G, sa kan G ikke vaere en genstridig
graf. Dette er dog i modstrid med antagelsen om, at G er en genstridig graf, hvormed der ikke
findes en optraeden af K, i G. Da der ikke findes en optraeden af K, i G, findes der ikke en ikke-
degenereret optraeden af K4 i G, og da G er en genstridig graf, indeholder G ikke et 2-vedhaeng
og har ikke en balanceret skeev opdeling. Dermed folger af seetning 11.6, at hvis G indeholder en
lige prisme, sa er G selv en lige prisme, og G bestar af ni punkter.

2 . 8 2
3 7
1 ] 9 ! ?
() (b)

Figur 13.1: (a): Grafen G. (b): Grafen H, hvor G = L(H).

Pa figur 13.1 ses det, at (a) er liniegrafen af (b). Desuden ses det, at grafen (b) er en todelt graf.
Dermed er en modstrid opnaet, idet G er en genstridig graf og dermed ikke elementzer. Derfor kan
det ifglge seetning 11.6 konkluderes, at G ikke indeholder en lige prisme, og dermed opfylder G
definition 13.5. O

Hvis en graf i F, indeholder en aflang ulige prisme som induceret delgraf, da kan grafen ifslge
saetning 12.36 ikke veere et minimalt modeksempel. Altsa kan en ny familie af grafer dannes.
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Denne metode er nu fremgangsmaden i de resterende kapitler. Det forsgges hele tiden at eliminere
mulige strukturer i et minimalt modeksempel for derved at na frem til, at et minimalt modeksempel
ikke findes. De fglgende kapitler omhandler hver en familie af grafer, og hvert kapitel afsluttes med
at eliminere endnu en struktur fra et minimalt modeksempel.
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Kapitel 14

Familien F;

Dette kapitel vil omhandle familien F5, hvor det vises, at enhver graf i familien 75, der indeholder
en dobbeltdiamant som induceret delgraf, ikke kan veere et minimalt modeksempel. Formalet med
dette kapitel er altsa at vise hovedresultat (vii) fra kapitel 1.

Et redskab til at behandle familien F5 er kuber, hvilket defineres i afsnit 14.1 og benyttes til at
vise hovedresultat (vii).

Det vil forst blive vist, at en genstridig graf vil tilhgre F5, hvormed endnu en betingelse skal veere
opfyldt, for at en genstridig graf haves.

Definition 14.1 (F5) .
Lad G € F,4. Hvis yderligere ingen induceret delgraf af hverken G eller G er en aflang ulige prisme,
sa vil G € Fs. o

Familien F5 kan séledes ikke indeholde hverken lige prismer eller aflange ulige prismer, sa eneste
mulighed for en prisme i en graf i familien F5 er prismen, hvor hver 2-vej mellem de to trekanter
har leengde én.

Bemeerk, at hvis komplementet af en graf indeholder en aflang ulige prisme, sa vil grafen tilhgre
familien Fs.

Mulighederne for en genstridig graf indskraenkes nu yderligere til at tilhgre familien F5, hvilket vil
sige, at et minimalt modeksempel heller ikke kan indeholde en aflang ulige prisme.

Lemma 14.2
Lad G veere en genstridig graf, da vil G € F5. o

Bevis

Ifplge lemma 13.6 vil G' € F;. Ifplge korollar 9.31 vil der ikke findes en optraeden af Ky i hverken G
eller G. Da fglger af ssetning 12.36, at hvis G indeholder en aflang prisme, sa opnaes en modstrid
med, at G er en genstridig graf. Dermed ma G € Fs. O

Folgende lemma er en variation af lemma 2.2 for grafer i familien F5.

Lemma 14.3

Lad G veere en graf, s G € F5, og lad P veere en 2-vej i G af ulige leengde. Lad X C V(G) veere en
antisammenhaengende maengde, sa begge endepunkter i P er komplette til X. Da vil et af folgende
gaelde:

(i) En kant i P er komplet til X.

(i4) P har leengde tre, og der findes en anti 2-vej af ulige leengde, som forbinder de indre punkter
i P, hvis indre tilhgrer X . o
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Lemma 14.4

Lad G € F5, og lad X, Y C V(G) veere disjunkte ikke-tomme antisammenhgengende maengder,
som udggr et komplet par. Lad P : p1,...,p, vaere en 2-vej i G af lige leengde mindst to, sa py er
det eneste punkt i P, som er komplet til X, og p,, er det eneste punkt i P, som er komplet til Y.
Da har P laengde to, og der findes en anti 2-vej () mellem py og ps3, hvis indre tilhgrer X . Desuden
findes der en anti 2-vej R mellem p; og p2, hvis indre tilhgrer Y, og ngjagtig en af @ eller R har
ulige leengde. o

14.1 Kuber

Fglgende definition af firkant og antifirkant benyttes til at definere en kube, som bruges til at vise
resultater, der leder frem til at vise hovedresultat (vii) fra kapitel 1.

Definition 14.5 (Firkant og antifirkant)
Lad G veare en Berge graf, og lad A og B vaere disjunkte delmeengder af V(G). Et hul a1, b1, bs, az
af leengde fire, hvor ay, a2 € A og b1,bs € B, kaldes en firkant i { A, B}. Parret {A, B} er firkants-
sammenhangende, hvis folgende er opfyldt:
(i) |Al > 2 og|B| > 2.
(i4) For enhver opdeling {X,Y} af A, hvor X og Y er ikke-tomme, vil der findes en firkant
a1,b1,b2,a0 meday € X ogas €Y.
(¢4t) For enhver opdeling {X,Y} af B, hvor X og Y er ikke-tomme, vil der findes en firkant
ai,b1,b2,a0 med by € X ogby €Y.

En antifirkant er en firkant i G, og { A, B} er antifirkants-sammenhaengende, hvis parret er firkants-
sammenhangende i G. o

Bemeerk, at hvis {A, B} er firkants-sammenheengende, si vil ethvert punkt i A U B tilhgre en
firkant. En antifirkant i {A, B} er et antihul aq, b1, b2, as med a1,a2 € A og by, bs € B.

Definition 14.6 (Kube)
Lad G veere en Berge graf, og lad A, B,C og D veere delmeengder af V(G). Da siges {A, B,C, D}
at vaere en kube i G, hvis fglgende er opfyldt:

(i) A,B,C og D er disjunkte og ikke-tomme.
(i1) A er komplet til C, B er komplet til D, A er antikomplet til D, og B er antikomplet til C.

(#it) {A, B} er firkants-sammenhangende, og {C, D} er antifirkants-sammenhzngende.

En kube er maksimal, hvis der ikke findes en kube {A’, B',C', D'} med AC A', BC B',C C(C’
og DC D' s4{A B,C,D} #{A', B C' D'}
Delgrafen K = ({A, B,C, D})q siges at vare dannet af kuben. o

Bemeerk, at hvis {4, B,C, D} er en kube i G, sa er {C, D, B, A} en kube i G.
Folgende lemma omhandler en opdeling af punkter i en kube i to typer.
Lemma 14.7

Lad G vaere en graf, s& G € F5. Lad {A, B,C, D} vaere en maksimal kube i G, som danner K, lad
v € V(G) — V(K), og lad X veere maengden af naboer til v i V(K). Da vil et af folgende geelde:

(i) X er en delmaengde af en af AUB,CUD,AUC eller BUD, og XN (AUC) er komplet til
XN (BUD).
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(1) X indeholder en af AU B,C UD,AUD eller BUC, og (AU D) — X er antikomplet til
(BUC)-X.

Bevis
Bemeerk, at (i7) er (¢) i komplementaergrafen.

Hvis X C AU B, og der findes et punkt ¢ € X N A og et punkt b € X N B, som ikke er naboer, s&
veelg ¢ € C og d € D, som er naboer, hvormed v, a, ¢, d, b er et hul af ulige leengde, og en modstrid
er opnaet, si der findes ikke ikke-nabopunkter a og b. Det vil sige, at hvis X C AU B, sa er
lemmaet opfyldt. Ligeledes vil lemmaet veere opfyldt, hvis X € C'U D. Hvis X er en delmzngde
af AUC eller BU D, s er lemmaet opfyldt, da X N (BU D) = eller X N (AUC) =0, og alt er
komplet til den tomme mengde. Det kan derfor antages, at X har punkter i bade A og D.

Ved at gentage ovenstaende argument i G kan det antages, at ingen af AU B,CUD,AUD og
B UC er indeholdt i X, det vil sige, at enten indeholder X hverken A eller C, eller sa indeholder
X hverken B eller D. Disse to tilfzelde bliver, nar der tages komplementer, til, at X hverken
indeholder C eller B, eller til, at X ikke indeholder hverken D eller A, da {C, D, B, A} er en kube
i G. Det kan derfor antages, at X indeholder hverken B eller D.

Lad A1 = AN X, og lad A = A — A;. Ligeledes defineres By, Ba, C1,Cy, D1 og Ds. Hidtil er det
vist, at Ay, Ba, D1 og Do er ikke-tomme. Veelg en antifirkant co, d1, do, ¢1, s di € Dy og do € Do,
og veelg bo € Bs. Idet v, co, do, ba, dy ikke ma veere et hul af ulige leengde, méa ¢y € Cs. Dermed er A
komplet til By, for hvis a; € A; og b1 € By er ikke-nabopunkter, sa er v, a1, ¢2, d2, by et hul af ulige
leengde. Hvis A1 = A, altsd at Ay = 0, sa folger det, idet {A, B} er firkants-sammenhaengende, og
A; er komplet til By, at By er tom. Men sa kan C udvides med v, fordi v, ds, d;, co bliver en ny
antifirkant, hvilket er i modstrid med, at kuben {A, B, C, D} er maksimal. Altsi er Ay ikke-tom.
Dermed vil der findes en firkant aq, by, bo, as, hvor a; € Ay og as € As. Idet ay er ikke-nabo til by
og komplet til By, folger det, at by € Bs. Men da er v, a1, as, b, d; et hul af ulige leengde, hvilket
giver en modstrid, s antagelsen, om at X har punkter i bade A og D, méa veere forkert. O

De to typer af punkter i en kube navngives nu til kubeunderpunkter henholdsvis kubeoverpunkter.

Definition 14.8 (Kubeunderpunkt og kubeoverpunkt)

Lad G € Fs. Lad {A, B,C, D} veere en maksimal kube i G, som danner K, lad v € V(G) — V(K),
og lad X veere meengden af naboer til v 1 V(K). Da siges v at vaere et kubeunderpunkt, hvis lemma
14.7(3) er opfyldt, og v siges at vaere et kubeoverpunkt, hvis lemma 14.7(ii) er opfyldt. o

Hvis K = {A, B,C, D} er en kube i G benavnes kubeoverpunkter og kubeunderpunkter ogsa med
henholdsvis K-overpunkter og K-underpunkter.

Bemeerk, at ifglge definition 14.8 og lemma 14.7 vil ethvert punkt v € V(G) — V(K), hvor K er
en kube i G, veere enten et K-overpunkt eller et K-underpunkt.

Lemma 14.9

Lad G veere en graf, sa G € Fs, lad {A, B,C, D} veere en maksimal kube i G, som danner K,
lad FF C V(G) — V(K) veere en sammenhaengende meangde af K-underpunkter, og lad X vaere
maengden af vedhaftninger for F i V(K). Da er X en delmangde af en af AUB,CUD,AUC
eller BU D. Yderligere er X N (AU C) komplet til X N (B U D). S

I det folgende bevis er beviserne for pastandene ikke medtaget her.

Bevis

Antag, at X ikke er en delmeengde af en af AUB,C U D, AU C eller BU D, og veelg F' mindst
mulig, s X ikke er en delmangde af en af AUB,CUD, AUC eller BUD. Da alle punkter i F' er
K-underpunkter, er lemmaet ifplge lemma 14.7 opfyldt, hvis |F| = 1. Det kan derfor antages, at
|F| > 2. Desuden kan det antages, at X har punkter i bade A og D, da det er antaget, at X ikke
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er en delmaengde af en af AUB,CUD, AUC eller BUD. Da F er valgt mindst mulig, vil F' veere
en 2-vej f1,..., fx, hvor k > 2. Det kan antages, at f; er det eneste punkt i F med en nabo i A,
og fr er det eneste punkt i F' med en nabo i D, for ellers kunne F' veelges mindre. Lad X; og X5
veere meengden af vedhaeftninger for henholdsvis F — {f;} og F — {f1} 1 K. Da F er valgt mindst
mulig, og f1 har en nabo i A, ma X; veere en delmaengde af en af AU B eller AU C, og ligeledes
da f har en nabo i D, m& X5 veere en delmaengde af en af BU D eller C U D.

Pastand 1: Tkke bade X1 C AUB og Xo C BUD.
Pastand 2: Tkke bide X1 C AUC o9 Xo CCUD.
Pastand 3: Tkke bide X1 C AUB og Xo CCUD.
Pastand 4: Tkke bade X1 C AUC og Xo C BUD.

Fra pastand 1, pastand 2, pastand 3 og pastand 4 vil der i alle tilfselde opnaes en modstrid med
antagelsen om, at X har punkter i bade A og D, sa der mé geelde, at X er en delmaengde af en af
AUB,CUD,AUC eller BUD.

Det skal nu vises, at X N (AU C) er komplet til X N (B U D).

Det kan antages, at X har punkter i bade AUC og BU D, for ellers er lemmaet opfyldt. Da folger
fra fgrste del af lemmaet, at enten er X C CU D, eller sa er X C AU B.

Antag, at X C CUD. Hvis det er muligt, sa veelg c € CNX og d € DN X, sa de ikke er naboer, og
veelg en 2-vej P, som forbinder dem, og som har indre tilhgrende F'. Dermed har P leengde mindst
to. Lad a1, b1, ba, as veere en firkant. Da vil 2-vejen aq, b1, 2-vejen as, bo og 2-vejen ¢, P, d danne en
aflang prisme, hvilket er i modstrid med, at G € F5. Det vil sige, at der ikke findes punkter ¢ og
d, sa de ikke er naboer, hvormed lemmaet er opfyldt.

Antag, at X C AU B. Antag, at X N A ikke er komplet til X N B, og veelg en 2-vej a, f1, ..., fk, b,
hvor a € A og b € B ikke er naboer, og fi1,..., fr € F, hvor k er valgt mindst muligt. Idet f; er
et K-underpunkt, er f1’s naboer i A ifglge lemma 14.7 komplette til f1’s naboer i B, sd k > 2, og
f1 er ikke-nabo til b. Lad A’ veere maengden af punkter a € A, s& a er nabo til f1, og der findes
en ikke-nabo b € B til a, hvor b er nabo til fx. Da det er antaget, at X N A ikke er komplet til
X NB,er A # (. Definér B’ analogt i B. Hvis A’ = A og B’ = B, si er f; komplet til A, og
da F er valgt mindst mulig, findes der ikke kanter mellem {fi,..., fx—1} og B, og ligeledes er fj
komplet til B, og der findes ikke kanter mellem {fs,..., fi} og A. Velg en firkant aq,b1, be, as.
Da danner 2-vejen a1, b1, 2-vejen as, by og 2-vejen fi,..., fr en prisme, s k = 2, da der ikke mé
findes aflange prismer i G. Da kan f; tilfgjes C, idet {A, B, C, D} er en kube, hvormed punkterne
i C er komplette til A, og fo kan tilfgjes D, idet punkterne i D er komplette til B. Men dette
danner en modstrid med, at kuben K er maksimal. Det kan derfor antages, at A’ # A.

Veelg en firkant a1,by,bo,a2, sd a1 € A" og as ¢ A’. Vaelg ¢ € C og d € D, s& de er naboer.
Vezlg b € B’, som er ikke-nabo til a;, og en sddan vil findes per definition af A’. Da k er valgt

mindst muligt, vil a1, f1,..., fx,b veere en 2-vej, og da aq, f1,..., fk,b,d,c er et hul, ma k veere
lige. Idet b ikke er nabo til a1, er b # b;. Antag, at fi er nabo til by. Maengden af vedheeftninger
for {f1,..., fr} med hensyn til prismen dannet af 2-vejen a1, b1, 2-vejen as, be 0g 2-vejen ¢, d er

ikke lokal med hensyn til prismen, og der findes ikke vedhzaeftninger for ¢ og d, sa fra korollar 10.9
er bade as og by vedhaftninger. Idet as og by ikke er naboer, fglger, af at k er valgt mindst muligt
og lemma 10.6, at ag er nabo til f1, og by er nabo til fi, hvilket danner modstrid med, at as ¢ A’.
Det vil sige, at f; ikke er nabo til by, hvormed b # bs, da b € B’. Idet ¢ ikke har en nabo i den
sammenhaengende maengde F' = {f1,..., fr, b}, og meengden af vedhaeftninger for F’ ikke er lokal
med hensyn prismen dannet af 2-vejen aq, by, 2-vejen as, b og 2-vejen c, d, folger det af korollar
10.9, at F’ har en vedheeftning i 2-vejen ag, by. Hvis as ikke er en vedheeftning, ma by veere det,
og da k er valgt mindst muligt, m& b veere den eneste nabo til by i F’, men da danner 2-vejen
ai, fi,---, fx, b, 2-vejen asz, by og 2-vejen c,d en aflang prisme, og en modstrid er naet. Altsd ma
as veere en vedheeftning for F/ og mé dermed veere nabo til b. Idet as, a1, f1,..., fr, b ikke mé
veere et hul af ulige leengde, har az en nabo i {f1,..., fr}. Hvis by ogsa har en naboi {f1,..., fr},
sa folger det, af at k er valgt mindst muligt og lemma 10.6(¢), da as og by ikke er naboer, at ag
er nabo til f1, og b1 er nabo til fi, hvormed as € A’, og en modstrid er opnaet. Det vil sige, at
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b1 ikke har en nabo i {f1,..., fx}. Idet a1, f1,..., f&, b, b1 ikke m& veere et hul af ulige leengde,
er by ikke-nabo til b, hvormed b; ikke har naboer i F’. Lad P veere 2-vejen mellem as og b med
indre i F’. Fra korollar 10.9 har a; en nabo i P — {az2}, da a1 s er en vedheftning for F’. Den
eneste nabo til a1 1 F” er f1, s fi tilhgrer P — {as}, hvormed f; er nabo til as, og der findes ikke
andre kanter mellem as og F’. Idet as ¢ A’, er as nabo til b. Da er meengden af naboer til b i
prismen dannet af 2-vejen a1, by, 2-vejen as, b og 2-vejen c, d ikke lokal med hensyn til prismen,
og ingen vedheeftninger tilhgrer 2-vejen aq, b1, hvilket danner modstrid med korollar 10.9. Dermed
méa antagelsen, om at X N A ikke er komplet til X N B, veere forkert. O

Hovedresultat (vii) fra kapitel 1 vises nu.

Setning 14.10
Lad G veere en graf, sa G € F5. Hvis G indeholder en dobbeltdiamant som induceret delgraf, sa
vil enten G eller G indeholde et 2-vedhaeng, eller G har en balanceret sksev opdeling. o

Bevis

Antag, at G og G ikke indeholder et 2-vedhaeng, og G ikke har en balanceret skeev opdeling. Antag,
at G indeholder en dobbeltdiamant, hvormed G ogsé indeholder en kube, se figur 14.1 for eksempel
pa dette.

Figur 14.1: Eksempel pa, at nar GG indeholder en dobbeltdiamant, sa indeholder G ogsa en kube.

Dermed mé der findes en maksimal kube {A, B,C, D} i G, som danner K. Lad F' veere maengden
af K-underpunkter i V(G) — V(K), og lad Y vezere maengden af K-overpunkter i V(G) — V(K).
Ifplge lemma 14.7 vil V(K)UY U F = V(QG).

Pastand 1: Enhver antikomponent Y1 i Y er komplet til en af AUB,CUD,AUD eller BUC, og
hver kant fra AU D til BUC har et endepunkt, som er komplet til Y.

1 G er {C,D,B, A} en maksimal kube, og Y; er en sammenhangende meengde af underpunkter,
da overpunkter bliver til underpunkter i G. Anvendes lemma 14.9, vil maengden af vedhaeftninger
for Y7 veere indeholdt i CUD,BU A,CUB eller DU A i G. Dermed er Y; i G komplet til
AUB,CUD,AUD eller BUC, da for eksempel hvis Y;’s vedheeftninger i G er indeholdt i C'U D,
s& har Y7 ingen naboer i AU B i G, hvilket betyder, at Y; er komplet til AU B i G. Fra lemma
14.9 folger endvidere, at meengden af vedhaeftninger for Y; i C U B i G er komplet til maengden af
vedheeftninger for Y1 i DUA i G.

Det gnskes vist, at hver kant fra AUD til BUC i G har et endepunkt, som er komplet til Y;. Antag
derfor, at der findes en kant mellem a € AU D og b € B U C, hvor hverken a eller b er komplette
til Y7 i G. Da vil bade a og b have en nabo i Y; i G, og dermed er de naboer i G, hvormed de ikke
kan veere naboer i GG, og en modstrid er opnaet, hvormed pastand 1 er vist.

Pastand 2: Der findes ikke en antikomponent i Y, der er komplet til AU D eller BUC.

Antag, at der findes en antikomponent i Y, der er komplet til AU D eller BU C, og lad det veere
Y1. Af symmetrigrunde kan det antages, at Y7 er komplet til AU D. Lad L veere foreningen af C'
og alle komponenter i F' med en vedhaeftning i C, og lad M veere foreningen af B og alle andre
komponenter i F'. Lad desuden X veere maengden af alle punkter, som er komplette til Y7 i G, men
ikke tilhgrer L U M. Det vil sige, at alle overpunkter tilhgrer Y7 U X, da Y7 er en antikomponent,
og de andre komponenter i Y dermed er komplette til Y7, hvormed de tilhgrer X. De fire meengder
L,M, X og Yy er alle ikke-tomme og udger en opdeling af V(G). Idet Y7 er komplet til X, er
Y7 U X ikke antisammenhengende, og idet der ikke findes kanter mellem L og M, da {B,C} er et
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antikomplet par, er L U M ikke sammenhaengende, hvormed {L U M,Y; U X} er en skev opdeling
iG.

Da G ikke har en balanceret skeev opdeling, er opdelingen {L U M,Y; U X} ifplge lemma 3.6
ikke lgs. Fra lemma 2.13 er {L, D} et balanceret par, da ethvert punkt i B er komplet til D og
antikomplet til L. Lad u,v € L veere to nabopunkter, og antag, at de er forbundet af en anti
2-vej Q1 af ulige leengde med indre tilhgrende Y;. Hvis bade u og v har ikke-naboer i D, sa er de
ogsa forbundet af en anti 2-vej Q2 med indre i D, da D er antisammenhengende, fordi {C, D} er
antifirkants-sammenhzengende. Anti 2-vejen Q2 mé ligeledes have ulige leengde, da den sammen
med @1 danner et hul, idet Y7 er komplet til D. Ifglge definition 2.12 méa der ikke findes en sadan
2-vej Q2, nar {L, D} er et balanceret par. Det kan derfor antages, at u er komplet til D. Dermed vil
u ¢ C,da {C, D} er antifirkants-sammenhzengende, s& u vil tilhgre en komponent F; i F, hvor Fy
har en vedhaeftning i C'. Da F' kun indeholder K-underpunkter, er u et K-underpunkt. Fra lemma
14.7(4) vil det sige, at alle dets naboer i C' er komplette til alle dets naboer i D. Dermed har u ikke
naboer i C, da u’s naboer i C skal veere komplette til u’s naboer i D, som er samtlige punkter i D,
hvilket ikke kan lade sig gore, idet {C, D} er antifirkants-sammenhaengende. Dermed vil v € F;.
Idet F; har en vedhaeftning i bade C' og D, da u har naboer i D, fglger det af lemma 14.9, at F}
ikke har vedheeftninger i A eller B, da F} er en sammenhaengende meengde af K-underpunkter,
og meengden af dens vedhaftninger dermed er indeholdt i AUB,CU D, AUC eller BU D. Dette
betyder, at u og v ikke har naboer i A, men da er a,u,Q1,v et antihul af ulige leengde for a € A,
og dette danner modstrid med, at G € F5. Det vil sige, at antagelsen, om at u og v er forbundet
af en anti 2-vej af ulige leengde med indre tilhgrende Y7, er forkert.

Antag, at der findes to ikke-nabopunkter u,v € Y7, som er forbundet af en 2-vej P af ulige leengde
med indre tilhgrende L. Da en anti 2-vej af leengde tre er det samme som en 2-vej af leengde tre,
mé P have leengde mindst fem ifslge det ovenstdende argument om anti 2-veje. Per definition
er AU D antisammenhangende, og der findes ikke et punkt i L, som er komplet til AU D, da
alle punkter i L er K-underpunkter eller tilhgrer C. Dermed er P en 2-vej af ulige leengde, hvor
endepunkterne er komplette til AU D, idet u,v € Y7, mens de indre punkter ikke er komplette til
AU D. Dette er dog i modstrid med lemma 14.3(i), da ingen kant s& er komplet til AU D, som
kreevet i lemma 14.3(7). Det vil sige, at der ikke findes ikke-nabopunkter u og v, som er forbundet
af en 2-vej af ulige leengde med indre tilhgrende L.

Idet der hverken findes en anti 2-vej af ulige leengde med indre tilhgrende Y; mellem to nabopunkter
i L eller en 2-vej af ulige leengde med indre tilhgrende L mellem to ikke-nabopunkter i Y7, vil det
ifplge definition 2.12 sige, at {L,Y1} er et balanceret par. Da fglger af lemma 3.10(4i¢), hvor L i
lemma 3.10 svarer til L, R svarer til M, X svarer til X, og Y svarer til Y7, at G har en balanceret
skaev opdeling. Dette giver en modstrid, da det er antaget, at G ikke har en balanceret skeev
opdeling. Det vil sige, at antagelsen, om at der findes en antikomponent i Y, der er komplet til
AU D eller BUC, er forkert, og pastand 2 er vist.

Pastand 3: Der findes ikke en komponent i F, hvis vedheftninger i K er en delmengde af AU C
eller BUD.

Lad F}, veere en vilkarlig komponent i F. I G er {C,D, B, A} en maksimal kube, og F} er en
antikomponent i F'. Det fplger af pastand 2, at F}, ikke er komplet til C' U A eller B U D. Det vil
sige, at Fj i G ikke er antikomplet til AUC eller DU B og dermed har vedheftninger i bade AUC
og BUD. Altsa kan der ikke findes en komponent i F', s& dens vedhaftninger er indeholdt i AUC
eller B U D. Dette viser pastand 3.

Pastand 4: Der findes ikke bade en komponent Fy i F', hvis mengde aof vedheeftninger er indeholdt
1 AU B, og en antikomponent Y1 i Y, som er komplet til AU B.

Antag, at sddanne Fy og Y; findes. Lad M = C U DU (F — F}), og lad X veere meengden af alle
punkter i V(G) — (M UF}), som er komplette til 7. Da Y7 er komplet til AUB, vil AUB C X. De
fire meengde F, M, Y7 og X er alle ikke-tomme og udger en opdeling af V(G). Idet Y7 er komplet
til X, er Y7 U X ikke antisammenhaengende, og idet der ikke findes kanter mellem F} og M, er
Fy U M ikke sammenhaengende, og dermed er {F; U M,Y; U X} en skev opdeling i G.

Antag, at u,v € F} er nabopunkter, og antag, at de er forbundet af en anti 2-vej @ af ulige leengde,
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hvis indre tilhgrer Y7. Idet a, u, Q, v ikke mé veere et antihul af ulige leengde, hvor a € A, folger det,
at enten u eller v har en nabo i A, lad det veere u. Da der ifglge pastand 3 findes en vedheeftning
for F1 i B, og intet punkt i B er komplet til A, fglger af lemma 14.9, at intet punkt i A er en
vedheeftning for Fy. Det vil sige, at u ikke er komplet til A. Veelg en firkant aq,b1, b2, as, sd u er
nabo til a1, men ikke er nabo til as. Idet as, u, @, v ikke méa veere et antihul, og u ikke er nabo til
as, méa v veere nabo til as. Idet u er et K-underpunkt, vil u ifglge lemma 14.7 ikke vaere nabo til
ba, da {A, B,C, D} er en kube, hvormed A og B ikke er komplette til hinanden. Idet bs, u, Q,v
ikke ma veere et antihul, er v nabo til bs. Ligeledes er b; nabo til w, men ikke-nabo til v, se figur
14.2.

al i
a2 b2

Figur 14.2: Firkanten a1, b1, b2, as samt punkterne u og v.

Da er (a1,az,b1,b2,u,v,¢,d)¢ isomorf med L(K33 — ¢), hvor ¢ € C og d € D er naboer. Dette
danner en modstrid med, at G € F5, da L(K3 3 — e) er liniegrafen af en todelt underdeling af Kj.
Det vil sige, at der ikke findes nabopunkter u,v € F}, som er forbundet af en anti 2-vej af ulige
leengde, hvis indre tilhgrer Y;.

Ved at tage komplementer kan det vises, at der ikke findes ikke-nabopunkter i Y7, som er forbundet
af en 2-vej af ulige leengde med indre i Fy. Idet der hverken findes en anti 2-vej af ulige leengde med
indre tilhgrende Y7 mellem to nabopunkter i F eller en 2-vej af ulige leengde med indre tilhgrende
F; mellem to ikke-nabopunkter i Y7, vil det ifglge definition 2.12 sige, at {F}, Y1} er et balanceret
par. Da folger det af lemma 3.10(ii7), at G har en balanceret skeev opdeling, og en modstrid er
opnaet, da G er antaget ikke at have en balanceret skaev opdeling. Det vil sige, at antagelsen, om
at der bade findes en komponent Fj i F', hvis maengde af vedhaeftninger er indeholdt i A U B, og
en antikomponent Y7 i Y, som er komplet til AU B, er forkert, og dermed er pastand 4 vist.

Pastand 5: Der findes ikke bide en komponent Fy i F, hvis vedheeftninger er indeholdt i C U D,
og en antikomponent Y1 1 Y, som er komplet til C U D.

Antag, at bade F; og Y7 findes. Lad M = AUBU(F — F}), og lad X veere meengden af alle punkter
i V(G) — (M U F), som er komplette til Y7. Da Y7 er komplet til CU D, vil CU D C X. De fire
meengder Fy, M,Y; og X er alle ikke-tomme og udggr en opdeling af V(G). Idet Y7 er komplet til
X, er Y1 UX ikke antisammenheaengende, og idet F} og M ikke har kanter mellem sig, er Fy U M
ikke sammenhaengende, hvormed {F; UM, Y; UX} er en skeev opdeling i G. Antag, at u,v € Fj er
nabopunkter og er forbundet af en anti 2-vej @) af ulige leengde, hvis indre tilhgrer Y. Veelg ¢ € C
og d € D, som ikke er naboer. Idet ¢, u,@,v ikke mé veere et antihul, er ¢ nabo til u eller v, og
ligeledes vil d veere nabo til u eller v, idet d, u, @, v heller ikke mé veere et antihul. Det vil sige, at
bade ¢ og d er vedhaftninger for Fi, hvilket danner en modstrid med lemma 14.9, da ¢ og d ikke
er komplette til hinanden. Altsd mé der ikke findes sddanne punkter u og v.

Ved at tage komplementer kan det vises, at der ikke findes to ikke-nabopunkter i Y7, som er
forbundet af en 2-vej af ulige leengde med indre i Fy. Det vil sige, at {F, Y1} ifplge definition 2.12
er et balanceret par, og da fglger af lemma 3.10(i4¢), at G har en balanceret skeev opdeling, s& en
modstrid er opnaet, hvormed pastand 5 er vist.

Hvis Y = (), altsa hvis der ikke findes K-overpunkter, s vil der for enhver komponent i I ifglge
pastand 3 gaelde, at meengden af dens vedhaeftninger er indeholdt i AU B eller C'U D. Det vil sige,
at hver komponent kun har kanter til en af de to meengder AU B og C' U D. Dermed vil der findes
en opdeling af V(G) i to meengder, hvor den ene bestar af A U B sammen med de komponenter i
F, der har vedheeftninger i AU B, og den anden bestar af C' U D sammen med de komponenter i
F, der har vedheftninger i C'U D. Dermed vil der ifglge definition 9.15 findes et 2-vedhaeng i G,
hvilket danner en modstrid, da det er antaget, at G ikke indeholder et 2-vedhaeng. Det vil sige, at
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Y er ikke-tom, og ved at gennemfgre argumentet i komplementet vil ogsa F' veere ikke-tom.

Fra pastand 4, eventuelt ved at tage komplementer, kan det antages, at der ikke findes en anti-
komponent af Y, som er komplet til A U B. Fra pastand 1 og pastand 2 vil Y sa veere komplet
til C U D. Idet Y er ikke-tom, vil der ifglge pastand 5 geelde, at der ikke findes en komponent
Fy i F, hvis vedheftninger er indeholdt i C'U D. Fra lemma 14.9 vil maengden af vedhaftninger
for Iy veere indeholdt i AU B,C U D, AU C eller BU D. Da fglger af pastand 3, at maengden
af vedhaftninger er indeholdt i A U B. Veelg en antikomponent Y7 i Y. Fra pastand 4 er Y7 ikke
komplet til A eller ikke komplet til B. Lad X veere meengden af punkter i V(K), som er komplette
til Y7. Lad L veere foreningen af A — X og alle komponenter i F', som har en vedhaftning i A — X,
og lad M veere foreningen af B — X og alle de andre komponenter i F'. Fra pastand 1 vil enhver
kant mellem A U D og B U C have et endepunkt, som er komplet til Y7, altsa vil endepunktet
tilhgre X, hvormed der ikke findes kanter mellem A — X og B — X. Da fglger af lemma 14.9, at
ingen komponent i F' har vedhaeftninger i bade A — X og B — X, da de ikke kan veere komplette
til hinanden. Dermed findes der ikke kanter mellem L og M, og L U M er ikke sammenhangende.
De fire meengder L, M, X U(Y — Y1) og Y1 udger en opdeling af V(G) i ikke-tomme maengder. Her
er Y7 komplet til X U(Y — Y1), s&a {LUM, X U(Y —Y1)UY:} er en skeev opdeling i G. Idet intet
punkt i D har en nabo i L, da {A, D} er et antikomplet par, folger af definition 3.5, at den skeeve
opdeling er en lgs skeev opdeling. Da fglger af lemma 3.6, at G har en balanceret skeev opdeling,
hvilket danner en modstrid med antagelsen om, at G ikke har en balanceret skaev opdeling. Altséa
mé antagelsen, om at G og G ikke indeholder et 2-vedhzeng, og G ikke har en balanceret skaev
opdeling, veere forkert. O

Det kan altsa konstateres, at en graf i familien F5, som indeholder en dobbeltdiamant, er en
perfekt graf, da den sa indeholder et 2-vedhaeng eller har en balanceret skaev opdeling, eller dens
komplement indeholder et 2-vedhaeng. Det vil sige, at et minimalt modeksempel ikke ma indeholde
en dobbeltdiamant, da det i lemma 14.2 er vist, at et minimalt modeksempel tilhgrer familien Fs.

Hermed er det ifglge saetning 4.4 vist, at et minimalt modeksempel G ikke kan have en skeev
opdeling, idet G per seetning 3.15, som er hovedresultat (¢) fra kapitel 1, ikke kan have en balanceret
skeev opdeling, ikke kan indeholde L(K3 3 — e) ifplge korollar 9.31, ikke kan indeholde en aflang
prisme per saetning 11.6 og seetning 12.36, som er henholdsvis hovedresultat (v) og (vi) fra kapitel
1, og ikke kan indeholde en dobbeltdiamant per setning 14.10, som er hovedresultat (vii) fra
kapitel 1. Derfor betragtes i det fglgende kun Berge grafer, som ikke har en skeev opdeling.
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Kapitel 15

Familien Fg

I dette kapitel betragtes de grafer i familien Fg, som indeholder et hjul af ulige leengde, for at
udelukke disse som minimale modeksempler.

Formalet er altsd at vise hovedresultat (viii) fra kapitel 1, hvormed endnu en struktur kan ude-
lukkes fra et minimalt modeksempel. Til dette benyttes familien Fg, som er en underfamilie af
familien F5, og denne vil blive defineret fgrst. Derefter vises, at enhver genstridig graf vil tilhgre
familien Fg. I afsnit 15.1 defineres hjul, og der vises nogle resultater om grafer i familien Fg, der
indeholder et hjul. Afslutningsvist vises, at hvis en graf i familien Fg indeholder et hjul af ulige
leengde, sa er grafen perfekt.

I kapitel 14 blev det vist, at et minimalt modeksempel ikke ma indeholde en dobbeltdiamant,
hvilket giver anledning til at definere familien Fg.

Definition 15.1 (Fs)
Lad G € F5. Hvis G ikke indeholder en induceret delgraf, som er isomorf med en dobbeltdiamant,
sa vil G € Fg. o

Da en dobbeltdiamant ogsa er en dobbeltdiamant i komplementaergrafen, vil komplementet af en
grafi familien Fg ogsa tilhgre familien Fg, hvormed strukturen dobbeltdiamant ikke ma forekomme
i hverken grafen selv eller dens komplement.

I kapitel 14 blev det vist, at enhver genstridig graf vil tilhgre familien F5, og nu indskrsenkes
genstridige grafer til yderligere ikke at indeholde dobbeltdiamanter.

Korollar 15.2
Lad G vere en genstridig graf, da vil G € Fg. o

Bevis

Ifslge lemma 14.2 vil enhver genstridig graf tilhgre F5. En genstridig graf G vil per definition 13.1
ikke have en balanceret skeev opdeling, og G samt G vil ikke indeholde et 2-vedhaeng. Ifglge seetning
14.10 vil G ikke indeholde en dobbeltdiamant, hvormed G € Fg. Hvis saetning 14.10 anvendes pa
komplementaergrafen, faes, at G ikke indeholder en dobbeltdiamant, hvormed G € Fg. O

Som beskrevet i kapitel 14 kan det konkluderes, at et minimalt modeksempel ikke kan have en
skeev opdeling, hvilket vises her.

Lemma 15.3
Lad G veere en graf, si G € Fg. Hvis G har en sksev opdeling, sa har G en balanceret sksev
opdeling. o
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Antag, at G har en skeev opdeling. Fra definition 15.1 vil G og G ikke indeholde en aflang prisme,
en dobbeltdiamant eller en L(K3 3 —e). Sidstneevnte indeholder G ikke, da L(K3 3—e) er en todelt
underdeling af K4. Da fglger af seetning 4.4, at G har en balanceret skaev opdeling. O

Hermed er det altsa vist, at et minimalt modeksempel til den steerke perfekte graf ssetning ikke
kan have en skeev opdeling.

Fra ovenstaende lemma fglger, at en graf i familien Fg, der har en skav opdeling, er perfekt.
Negationen af lemmaet kan ogséa benyttes til at konstatere, at hvis en graf i familien Fg ikke har
en balanceret skeev opdeling, sa har den heller ikke en skaev opdeling. Netop dette faktum benyttes
i folgende lemma.

Lemma 15.4
Lad G veere en graf, s G € Fg, og antag, at G ikke har en balanceret sksev opdeling. Lad
X,Y € V(G) veere disjunkte, ikke-tomme og komplette til hinanden. Da vil et af folgende gaelde:

(i) Hvis X UY = V(G), sé er enten G en komplet graf, eller G har ngjagtig to komponenter,
og de har begge hgjst to punkter, altsd |V (G)| < 4.

(i) Hvis X UY # V(G), sd er V(G) — (X UY') sammenhangende, og hvis yderligere | X| > 1,
s& har hvert punkt i X en nabo i V(G) — (X UY).

Bevis

Fra lemma 15.3 har G ikke en skaev opdeling.

Antag, at X UY = V(G). Da X og Y er komplette til hinanden i G, er de antikomplette til
hinanden i G, hvormed G ikke er sammenhzengende. Lad By, ..., By vaere antikomponenterne i
G, hvor k > 2. Det kan antages, at G ikke er en komplet graf, for ellers er lemmaet opfyldt, og
det kan derfor antages, at en antikomponent B; har stgrrelse mindst to, lad det veere B;. Velg
x,y € By, s& de er ikke-nabopunkter. Da G ikke har en skeev opdeling, er {{z,y}, V(G) — {z,y}}
ikke en skeev opdeling, hvormed V(G) — {z,y} er antisammenhsengende. Dermed er k = 2, og
B; = {x,y}. Ligeledes indeholder By hgjst to punkter, hvormed |V (G)| < 4, og (i) er opfyldt.

Antag nu, at X UY # V(G), hvilket vil sige, at det antages, at V(G) — (X UY') er ikke-tom. Hvis
V(G) — (X UY) ikke er sammenhaengende, sa er {V(G) — (X UY), X UY} en skeev opdeling,
da X er komplet til Y, og X UY dermed ikke er antisammenhsengende. Da G ikke har en skesev
opdeling, ma V(G) — (X UY") veere sammenhzengende.

Antag, at der findes et € X, som ikke har en nabo i V(G)— (X UY). Det vil sige, at V(G) — ((X —
x) UY) ikke sammenheengende, og hvis X —z # ), sd er (X —z) UY ikke antisammenhaengende,
idet X og Y er komplette til hinanden, og {V(G)— ((X —z)UY), (X —z)UY} er en skeev opdeling,
s& X —x =0, hvormed X = {z}, og (i) er opfyldt. O

Hvis ovenstaende lemma punkt (ii) er opfyldt, kan det konkluderes, at der findes en 2-vej mellem
to vilkarlige punkter i V(G) — (X UY), hvor intet indre punkt er komplet til X eller Y. Dette
skyldes, at hvis et punkt er komplet til X eller Y, sd udvides X henholdvis Y, og lemmaet anvendes
pa de nye maengder. Samme proces gentages, indtil intet indre punkt i 2-vejen er komplet til X
eller Y.

Lemma 15.5

Lad G veere en graf, sa G € Fg, lad C : p1,...,p, veere en kreds i G af leengde mindst seks, og
lad1 <h<iogi+1<j<n. Lad C vere induceret med undtagelse af muligvis en kant pyp;.
LadY C V(G) — V(C) veere antisammenhaengende, s de eneste punkter i C, der er komplette til
Y, er pn, p1,pi 0g pi+1- Antag, at der findes en 2-vej F' i V(G) =Y fra py, til p;, som muligvis har
leengde en, s& der ikke findes kanter mellem det indre af F' og V(C) — {pn,p;}. Da vil der findes
et punkt i I, som er komplet til Y. o
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Antag, at intet punkt i ' er komplet til Y. Hullet Ciy, : p1,...,Dn, F,Dj,...,pn har lige leengde,
da det findes i G € Fg. Ifplge korollar 2.3 har 2-vejen Py, : p1,...,Dn,-..,p; lige leengde, da hvis
2-vejen har ulige laengde, skal p,, og p;+1 have en nabo i det indre af 2-vejen, hvilket ikke er muligt,
da C er induceret med undtagelse af eventuelt pyp;. Pa figur 15.1 ses kredsen C' og 2-vejen F'.

. .
Pi41 Pi

Figur 15.1: Kredsen C med 2-vejen F' mellem p; og pp, hvor de stiplede linier angiver 2-veje, som
muligvis har leengde en.

Det skal nu undersgges, om 2-vejen Py, : p;, Pi—1,---,Pn, F,Dj, ..., pn har lige eller ulige leengde.
Pa figur 15.1 ses, at hullet Cy, og 2-vejen P;, har 2-vejen pp, F,pj,...,py til feelles. Ligeledes
har 2-vejene Py; og P;, 2-vejen pp,...,p; til feelles. Hullet Cy,, fratrukket kanten p,p; har ulige
leengde. Hullet C4,, og 2-vejen Py; har 2-vejen Py, : p1,...,pn til feelles. Leengden af Py, kan nu
vurderes ud fra Cy, og P;; ved fglgende:

[E(Pin)| = [E(Crn)| + |E(Pri)| = 2|E(Pu)] = 1,

hvor ettallet repraesenterer kanten p,p;1. Da |E(Ciy,)|, |E(Pii)| og 2| E(Piy)| alle er lige, vil |E(Pyy,)|
veere ulige. Det vil sige, at 2-vejen P;, har ulige leengde. Da fglger af lemma 14.3, at 2-vejen P;,, har
leengde tre, og der findes en anti 2-vej af ulige leengde mellem de indre punkter pa 2-vejen, hvis indre
tilhgrer Y. Nar P;, har leengde tre, har F' leengde en, i = h+ 1 og n = j + 1. Som fgr har 2-vejen
Dit1s---3Pjs---,Pn ifolge korollar 2.3 lige leengde. Det vil sige, at 2-vejen p;t1,...,pj, Fyph, ..., D1
har ulige leengde, og dermed ifglge lemma 14.3 leengde tre. Heraf kan det konkluderes, at j = ¢+ 2
og h = 2. Ved brug af de fundne udtryk ma n = 6. Hermed er p; og ps naboer, da F' har leengde en.
Det benyttes nu, at lemma 14.3 gav, at der findes en anti 2-vej @) af ulige leengde, som forbinder
po 0g ps med indre fra Y. I G vil 2-vejen p1, ps, 2-vejen ps, Q, p2 og 2-vejen ps, pg danne en aflang
prisme, hvilket er i modstrid med, at G € Fg. Antagelsen, om at der ikke findes et punkt i F', som
er komplet til Y, m& dermed veere forkert. ]

Neaeste lemma omhandler leengden af en 2-vej og anti 2-vej, nar de har to faelles punkter.

Lemma 15.6

Lad G veere en graf, sa G € Fg, og lad p1,...,pm veere en 2-vej i G. Lad 2 < s < m — 2, og lad
DPs, q1, - - -, n, Ds+1 veere en anti 2-vej af laengde mindst tre. Antag, at p1 og p,, begge er naboer til
alle af q1,...,q,. Da er n lige, og m = 4. o

Fglgende lemma beskeeftiger sig med 2-veje i et hul, hvor 2-vejens endepunkter er komplette til en
antisammenhangende maengde.

Lemma 15.7

Lad G vere en graf, sé G € Fg, lad C veere et hul i G, og lad X C V(G)—V(C) veere en antisam-
menhangende maengde. Lad P veere en 2-vej i C' af leengde mindst to, si 2-vejens endepunkter er
komplette til X, og ingen af dens indre punkter er komplette til X. Da har P lige leengde. o

Fglgende lemma omhandler et hul og en anti 2-vej, som har mindst to feelles punkter med hullet.
De sidste tre lemmaer omhandler altsa forskellige kombinationer af 2-veje, anti 2-veje og huller i
grafer, der tilhgrer familien Fg.
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Lemma 15.8

Lad G veaere en graf, sa G € Fg, lad C : p1,...,py veere et hul i G af leengde mindst seks, og
lad Q : p1,q1,.-.,qn,p2 veere en anti 2-vej af lige leengde mindst fire. Da findes hgjst et punkt i
{ps,...,pm}, der er komplet til enten {q1,...,qn—1} eller {qa,...,qn}, og dette punkt er enten p3
eller p,,. o

I folgende bevis er beviserne for pastandene ikke medtaget her.

Bevis

Antag, at et af punkterne gy, ..., ¢, tilhgrer hullet C, lad det veere g;, hvor 1 < j < n. Idet g; er
nabo til mindst et af p; eller ps, da @ er en anti 2-vej, kan det antages, at ¢; = p,,. Idet p,, er
ikke-nabo til ps, mé p,, = q». Da ¢1 og ¢, er naboer, og ps og g1 er naboer, kan der ikke findes
flere punkter i C, som tilhgrer Q). Punktet p,, kan godt veere komplet til enten {q1,...,¢,—1} eller
{q2,-..,qn}, s& leenge der ikke findes et punkt i {ps,...,pm—1}, som er komplet til en af de to
maengder.

Antag, at der findes et 4, hvor 3 < i < m — 1, s& p; er komplet til enten {q1,...,q,—1} eller
{q2,.-.,qn}. Hvis i < m — 1, sd er p; ikke-nabo til p,, = ¢, og dermed ma p; veere komplet til
{q1,-.-,qn-1}. Da danner p;,p1,q1,...,q, et antihul af ulige leengde, s& i = m — 1. Hvis p,,—1 er
komplet til {q1,...,qn-1}, s& vil 2-vejen p,,—1, Pm, P1, P2 opfylde antagelserne i lemma 15.7, hvor
P i lemma 15.7 svarer til py—1,Pm,P1, P2, 0g X svarer til {q1,...,qn—1}, hvormed 2-vejen har
lige leengde. Dette giver dog en modstrid, da 2-vejen har ulige leengde, s& p,,—; er ikke komplet
til {q1,...,qn-1}, hvormed p,,_1 ma veere komplet til {qga, ..., ¢,} og ikke-nabo til ¢;. Da danner
D2, Pm—1,4q1,- - -, qn €t antihul af ulige leengde, hvilket ikke méa forekomme i G, da G € Fg, s& en
modstrid er opnéet. Det vil sige, at der ikke méa findes et sddant i. Lemmaet er dermed opfyldt i
det tilfeelde, hvor [V(Q) NV (C)| > 2.

Det kan derfor antages, at intet af punkterne ¢, ..., ¢, tilhgrer C. Lad X = {q1,...,qn}, og lad
Y1 og Ys veere meengden af punkter i {ps, ..., pm }, som er komplette til X — g,, henholdsvis X —¢;.

Pastand 1: Y1 C Yo U {pm} 09 Yo C Y7 U {ps}.
Pastand 2: Hvis Y1 € {pm}, sd vil p3 € Y1 NYa, og hvis Yo € {p3}, sd vil p, € Y1 NY5.

Ikke bade p3 og p., tilhgrer Y1 NY5, for sa vil @ danne et antihul af ulige leengde med p2, Py, P3, P1-
Det kan derfor antages, at ps ¢ Y1 NYa, og sa folger af pastand 2, at Y1 C {p,,}. Fra pastand 1 er
Ys C {ps} UY7, hvormed Y71 UYs C {ps3, pm }. Det kan derfor antages, at Y1 UYs = {ps3, pm }, altsi
at bade p3 og p,, er komplette til enten X — g, eller X — g1, for ellers er lemmaet opfyldt. Specielt
vil p3 € Y2, da ps ¢ Y1 UYs og Y1 C {py,}. Hvis yderligere p,,, € Y2, sa er ps,p4, ..., Dm en 2-vej
af ulige leengde, hvis endepunkter er komplette til X — g1, og hvis indre punkter ikke er komplette
til X — g1, hvilket danner en modstrid med lemma 15.7, idet m > 6. Dermed vil p,,, ¢ Ys, og sa vil
Pm € Y7, men da er ps,q1,qo, ..., qn, Pm €t antihul af ulige leengde, og en modstrid er opnéet. Det
vil sige, at under antagelse af, at p3 ¢ Y1 NYa, s er ps komplet til X — ¢, og ikke andre punkter
er komplette til X — ¢, eller X — ¢;. Hvis den anden mulighed antages, alts& at p,, ¢ Y1 N Ya,
s& fremkommer, at p,, er komplet til X — ¢,, og ikke andre punkter er komplette til X — g, eller
X — qi1- O

Det vises nu, at et hul af leengde mindst seks og et antihul af leengde mindst seks i en graf
i familien Fs hdjst kan have to faelles punkter. Dette resultat har stor anvendelighed i senere
modstridsbeviser.

Lemma 15.9

Lad G veere en graf, sa G € Fg, lad C veere et hul i G af leengde mindst seks, og lad D veere et
antihul i G af leengde mindst seks. Da er |[V(C)NV(D)| < 2. o
Bevis

Antag, at |[V(C)NV(D)| > 3. Da kan det ved at tage komplementer hvis ngdvendigt antages, at
der findes tre punkter i V(C)NV (D), sa npjagtig et par af dem er naboer. Dermed kan punkterne i
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C nummereres i raekkefglge p1, ..., pm, 0og punkterne i D kan nummereres med p1, q1, - . ., qn, D2, Pk
for et k, hvor 4 < k < m—1. Muligvis vil hullet og antihullet ogsé deles om et fjerde punkt. Dermed
har anti 2-vejen p1,q1,...,Gn, p2 lige lengde mindst fire. Punktet py er komplet til {q1,...,qn},
og pi er forskelligt fra p3 og pm,, hvilket danner modstrid med lemma 15.8. Dermed er antagelsen,
om at |V(C)NV(D)| > 3, forkert. O

15.1 Hjul

Formalet med dette kapitel er at udelukke Berge grafer, der indeholder et hjul af ulige leengde,
som minimale modeksempler, hvorfor hjul praesenteres her.

Dette afsnit, hvilket vil sige resten af dette kapitel, omhandler hjul generelt. Farst folger defi-
nitionen af hjul samt forskellige begreber vedrgrende hjul og afslutningsvist vises hovedresultat
(viiz).

Definition 15.10 (Hjul, omkreds og centrum)
Lad G veere en graf. Da siges et hjul i G at vaere et par {C,Y}, der opfylder folgende:

(1) C er et hul af lengde mindst seks.
(1) Y er en ikke-tom antisammenhgengende meengde, der er disjunkt fra C'.

(#4t) Der findes mindst to disjunkte kanter i C, som er komplette til Y.

Her kaldes C for hjulets omkreds, og Y kaldes for hjulets centrum. o

Figur 15.2: Et eksempel pa et hjul {C,Y}.

Definition 15.11 (Udsnit)
Lad G veere en graf, og lad {C,Y} veere et hjul i G. Lad P veere en maksimal 2-vej, hvor alle
punkterne i P er komplette til Y, og V(P) C V(C). Da siges P at veere et udsnit af hullet C. o

I et hjul kan der godt findes udsnit af forskellige leengder, da 2-vejen blot skal veere maksimal.

Definition 15.12 (Laengde af hjul)

Lad G veere en graf, og lad {C, Y} veere et hjul i G. Da siges {C,Y} at have ulige laengde, hvis et
udsnit af C' har ulige lzengde. Hvis ethvert udsnit af C' har lige leengde, da siges {C,Y} at have
lige leengde. o

Bemeerk, at et hjul har ulige leengde, hvis blot ét udsnit har ulige leengde.
Definition 15.13 (Lige og ulige hjulparitet)

Lad G veere en graf, lad {C,Y} veere et hjul i G, og lad u,v € V(C), hvor u # v. Da siges u og v
at have lige hjulparitet, hvis der findes en 2-vej i C, der forbinder u og v, som indeholder et lige
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antal kanter, der er komplette til Y.
Desuden siges u og v at have ulige hjulparitet, hvis der findes en 2-vej i C', der forbinder u og v,
som indeholder et ulige antal kanter, der er komplette til Y. o

Hvis to punkter har lige hjulparitet, sa kan 2-vejen mellem dem have savel lige som ulige leengde.
Ligeledes, hvis to punkter har ulige hjulparitet, sa kan 2-vejen mellem dem have savel lige som
ulige leengde. Det afthesenger altsa blot af antallet af kanter, som er komplette til den antisammen-
haengende maengde, i 2-vejen mellem to punkter og ikke af leengden af 2-vejen.

I et hjul {C,Y} findes mindst to kanter i hullet C, der er komplette til Y. Da folger af korollar
2.4, at der findes et lige antal kanter i C, som er komplette til Y. Derfor vil der om to punkter
u,v € V(C), hvor u # v, geelde, at de enten kun har lige hjulparitet eller ulige hjulparitet.
Dette skyldes, at begge 2-veje i C' mellem dem enten begge indeholder et lige antal kanter, der er
komplette til Y, eller begge indeholder et ulige antal kanter, der er komplette til Y.

Lemma 15.14

Lad G veere en graf, s G € Fg, og lad {C, Y} vaere et hjul i G. Lad v € V(G) — (V(C)UY), sdv
ikke er komplet til Y. Antag, at der findes naboer til v i C, s disse har ulige hjulparitet. Da findes
i enhver 2-vej i C' mellem disse en kant, der er komplet til Y. Desuden vil et af folgende geelde:

(i) v har kun to naboer i C, som indbyrdes er naboer, og begge er komplette til Y.

(i4) Der findes en 2-vej i C' bestaende af tre punkter p1,pa 0g ps, s p1,p2 og ps alle er komplette
til Y U {v}, og alle andre naboer til v i C' har lige hjulparitet med p;.

(#9i) Parret {C,Y U{v}} er et hjul.

Bevis
Pastand: Lad P vere en 2-vej i C af lengde mindst en, si P’s endepunkter er naboer til v, og
endepunkterne har ulige hjulparitet. Da er et indre punkt ¢« P nabo til v, eller sa har P lengde en.

Lad C besta af p1,...,pn, og lad P veere 2-vejen p1,...,p;, hvor j < n. Antag, at intet indre
punkt i P er nabo til v, og j > 3. Det vil sige, at v er nabo til P’s endepunkter p; og p; og ikke til
andre punkter i P. Der haves nu et hul C’ : v,p1, ..., pj, hvilket betyder, at j er ulige. Da p1 og p;
har ulige hjulparitet med hensyn til {C, Y}, findes der et ulige antal kanter i P, der er komplette
til Y. Veelg Y/ C Y mindst mulig, s Y’ er antisammenhzengende, der findes et ulige antal kanter
i P, der er komplette til Y, og v ikke er komplet til Y’. Dermed findes der mindst to punkter i
C’, som er komplette til Y, og antagelserne i korollar 2.4 er opfyldte. Da der findes et ulige antal
kanter i P, der er komplette til Y, findes der et ulige antal kanter i C’, der er komplette til Y,
da v ikke er komplet til Y. Ifplge korollar 2.4 m& der dermed findes netop to punkter i C’, der
er komplette til Y’, og disse to punkter er naboer. Da p; og p; har ulige hjulparitet, ma de to
punkter, som er komplette til Y, tilhgre P. Det vil sige, at P indeholder netop én kant, der er
komplet til Y’ og ikke flere punkter, der er komplette til Y’. Det vil sige, at der findes et 4, for
1<1i<j,s4p; og pir1 er de eneste punkter i P, der er komplette til Y’. Da j er ulige, ma netop
et af i — 1 eller j — (i + 1) veere lige, s& det kan antages, at 4 er ulige, eventuelt ved omnummerering
af Pfral,...,jtilj,...,1. Da ¢ er antaget at veere ulige, og j er ulige, er p; # p;+1, og dermed
er p; ikke komplet til Y’ og er ikke nabo til p;.

Ifplge definition 15.10 findes mindst to disjunkte kanter i C, der er komplette til Y’, idet Y/ C Y.
Da C’ kun indeholder én kant, der er komplet til Y/, m& en anden kant i C, som er komplet til
Y’, have endepunkter i {pjt1,...,pn}. Det vil sige, at n > j + 2, men da n er lige, og j er ulige,
méa n > j + 3. Da der blandt {pj+1p;+2,...,Pn—1Pn} findes en kant, der er komplet til Y, findes
der et punkt i {pj42,...,Pn—1}, som er komplet til Y.
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Figur 15.3: Skitse af {C, Y’} og v samt de indtil nu fundne kanter mellem v og C' samt mellem Y’
og C.

Antag, at v har en nabo p; blandt {p;i2,...,pn—1}. Da findes en 2-vej Q : v,p;,...,px, hvor
pr € {pj+2, ..., Pn—1} er komplet til Y, V(Q) C {v,pjt+2,...,Pn-1}, 0g hvor intet indre punkt i
Q er komplet til Y. Begge endepunkter i 2-vejen R : p;,...,p1,v, Q, pr er komplette til Y, intet
indre punkt i R er komplet til Y’, og punktet p;11, som er komplet til Y, har ikke en nabo i det
indre af R. Dermed har R ifplge korollar 2.3 lige leengde, hvormed @ har ulige laengde. Det vil
sige, at 2-vejen S : pit1,...,Dpj,v,Q, pr har ulige leengde, da i + 1 er lige. Antagelserne i lemma
14.3 er opfyldte, og da ingen kant i S er komplet til Y’, mé lemma 14.3(i7) geelde. Det vil sige,
at S har leengde tre, hvilket betyder, at 7 = ¢ 4+ 2, og @ har leengde en. Altsa er p; = pg, og
pr er dermed komplet til Y/ U {v}. Da S har ulige leengde, endepunkterne i S er komplette til
Y’, og ingen indre punkter i S er komplette til Y’, er antagelserne i korollar 2.3 opfyldte. Heraf
folger, at ethvert punkt, der er komplet til Y’, har en nabo i det indre af S. Dermed er ethvert
punkt, der er komplet til Y”, nabo til et af p; eller v, da disse udger de indre punkter i S. Da
p; er komplet til Y’, og p; ikke er nabo til p;, m& p; veere nabo til v. Dermed mé ¢ = 1, idet p;
og p; er de eneste punkter i P, der er naboer til v, og da j = ¢+ 2, er j = 3. Da ethvert punkt,
der er komplet til Y”, er nabo til et af p; = p3 eller v, er v nabo til alle punkter i C' — {p2,pa},
der er komplette til Y’, idet p3 kun er nabo til ps og ps i C. Punktet py tilhgrer det indre af P
og vil derfor per antagelse ikke veere nabo til v. Da mindst to disjunkte kanter i C' er komplette
til Y, vil mindst to ikke-naboer i C' veere komplette til Y’ U {v}. Antagelserne i korollar 2.4 er
opfyldte, hvor Y’ U {v} er antisammenhangende, C er et hul i G — (Y’ U {v}), og da der findes to
punkter i C, der er komplette til Y’ U {v}, men ikke er naboer, findes dermed et lige antal kanter
i C, der er komplette til Y’ U {v}. Da der findes to ikke-nabopunkter i C, som er komplette til
Y’" U {v}, er disse ogsd komplette til Y. Det vil sige, at C' ifglge korollar 2.4 indeholder et lige
antal kanter, der er komplette til Y’. Da kanten pips er komplet til Y’, men ikke til Y U {v},
mé der findes yderligere en kant, der er komplet til Y’, men ikke til Y/ U {v}. Denne kant ma
tilhgre 2-vejen ps, p3, pa, s, da alle andre punkter i C, der er komplette til Y’, ogsé er nabo til v.
Da py ikke er nabo til v, og p3 ikke er komplet til Y’, mé det veere kanten pyps, som er komplet
til Y’. Det vil sige, at ps er komplet til Y/, men ikke til Y U {v}, og ps er komplet til Y’ U {v},
idet p5s € C' — {p2,psa}. Dermed indeholder 2-vejen p1,pa,...,ps ikke kanter, der er komplette til
Y" U {v}, og s& m4 2-vejen ps, ..., p, indeholde et lige antal kanter, der er komplette til Y’ U {v}.

Der haves nu en kreds p1,...,ps,v af leengde seks med en korde p3v og et punkt y € Y’, s&
punkterne p1, p2, p4 0g ps er nabo til y. Ved at benytte lemma 15.5, hvor {y} er den antisammen-
haengende maengde, og kanten vps udggr 2-vejen F', faes en modstrid, da intet punkt i F' = vps er
komplet til y. Altsd ma antagelsen, om at v har en nabo i {pj;2,...,pn—1}, veere forkert. Det vil
sige, at v ikke har en nabo i {pj42,...,pn-1}

Veelg k, for j < k < n, mindst muligt, s& p, er komplet til Y’. Da der findes et punkt i
{pPj+2,---,Pn-1}, som er komplet til Y’', folger det, at k < n. Da k er valgt mindst muligt, er
Pit1,-- -, Pk en 2-vej, hvis endepunkter er komplette til Y’, og hvis indre punkter ikke er kom-
plette til Y’. Ifplge korollar 2.4 har leengden af p;, ..., pyr samme paritet som antallet af kanter
deri, der er komplette til Y. Da p;, ..., pr kun indeholder kanten p;p;+1, der er komplet til Y, mé
Di, ..., i, have ulige leengde, og dermed er £ lige, da i er ulige. Da j er ulige, har p;, ..., pj derfor
ulige leengde.
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Antag, at v ikke er nabo til pj;1. Da v ikke har en nabo i {p;y2,...,Pn-1}, 08 V,Pj, ..., Pn—1,Pn
ikke ma danne et hul af ulige leengde, fplger det, at v ikke er nabo til p,,, s& p; og p; er v’s eneste
naboer i C. Idet T : p;,...,p1,v,pj,...,pr har ulige leengde, og begge endepunkter er komplette
til Y, er antagelserne i lemma 14.3 opfyldte. Da der ikke findes en kant i T', der er komplet til Y,
idet p; og p;11 er de eneste punkter i P, som er komplette til Y’, og k er valgt mindst muligt for
j <k < mn, sapg er komplet til Y’, har T leengde tre. Det betyder, at p, = p1 og pr = pj+1, da i
samt j er ulige, og k er lige. Da T har ulige leengde, endepunkterne i T' er komplette til Y, og der
ikke findes en kant i T', der er komplet til Y, er antagelserne i korollar 2.3 opfyldte. Deraf fglger,
at ethvert punkt, der er komplet til Y’, har en nabo i det indre af T. Dermed er ethvert punkt,
der er komplet til Y, nabo til et af p; eller v, da de udger det indre af T'. Da p;_1 og p;+1 er de
eneste punkter fra C, som er naboer til p;, er v nabo til samtlige punkter fra C' — {p;—1,p;+1},
der er komplette til Y’. Men dette giver en modstrid, da der findes et punkt i {pjio,...,pn—1},
som er komplet til Y’, og v ikke har en nabo i {pjt2,...,pn—1}. Det vil altsa sige, at v er nabo
til pj41. Da v,pj41,...,pn,p1 ikke danner et hul af ulige leengde, fplger det, at v ogsa er nabo til
Pn. Dermed har v netop fire naboer i C, nemlig p1,p;, pj+1 08 Pn-

Veelg m, for k < m < n, stgrst muligt, s& p,, er komplet til Y. Her er m > j + 2, da der findes
et punkt i {pj+2,...,Pn—1}, som er komplet til Y’. Hvis m = n, er p;+1,...,Dj,v,pn en 2-vej af
ulige leengde, hvis endepunkter er komplette til Y/, og hvis indre punkter ikke er komplette til Y.
Desuden er punktet py # p, komplet til Y, men har ingen nabo i det indre af p;11,...,p;, v, Dn,
hvilket er i modstrid med korollar 2.3. Det vil sige, at m < n, og p, er dermed ikke komplet til
Y’. Da m er valgt storst muligt, indeholder 2-vejen py,, ..., Pn,P1,- - -, Pi, Pir1 Kkun en kant, som er
komplet til Y, nemlig kanten p;p; 1. Da fglger af korollar 2.4, at pm,...,Pn,P1,---,Pi, Pis1 har
ulige leengde. Altsa har py,,...,pn,DP1,---,p; lige lengde, sd m er ulige, og derfor ma m > k, da k
er lige.

Antag, at m > k + 1. Da danner py,, ..., Pn, v, Pjt1, ..,k en 2-vej af ulige leengde, og p;41 har
ingen naboer i det indre af 2-vejen, hvilket er i modstrid med korollar 2.3. Dermed er m = k+1, og
der er symmetri mellem 2-vejene pq,...,p; 0g Pj+1,.-.,Pn- Begge disse 2-veje har laengde mindst
to, og hvis de har leengde preecis to, vil p1 = p; og pj+1 = pr. Antag, at de netop har leengde to. Da
er n = 6, og de eneste punkter i C, der er komplette til Y’ U {v}, er p; og p4, hvilket er i modstrid
med lemma 15.7, idet 2-vejen mellem p; og pys har ulige leengde. Dermed méa en af 2-vejene have
leengde mindst tre. Pa grund af symmetri kan det antages, at det er pi,...,p;, der har leengde
mindst tre. Da j er ulige, kan det ikke ske, at j = 4. Antag derfor, at j > 4. Dermed har hullet
H :v,p1,...,p; leengde mindst seks, og de eneste punkter deri, som er komplette til Y, er p; og
pi+1. Antagelserne i lemma 2.6 er opfyldte, og deraf folger, at Y indeholder en hat eller et athop for
H ved p;p;1+1. DaV(H) og Y’ er disjunkte meengder, p,, er komplet til Y, og p,,, er antikomplet til
V(H), idet py, ikke har en nabo i dette hul, er parret {V(H), Y’} ifplge lemma 2.13 et balanceret
par. Hvis y1,y2 € Y er et athop for hullet v, p1,...,p;, er y1,pi—1,...,D1,V,Dj, Pi+2, Y2 en 2-vej af
ulige leengde, hvis indre tilhgrer V(H), og hvis endepunkter er ikke-naboer og tilhgrer Y’. Dette
er i modstrid med, at {V(H),Y"} er et balanceret par. Dette betyder, at Y’ indeholder en hat for
H ved p;p;v1. Altsd findes der et y € Y, der kun er nabo til p; og p;+1 i H. Fra minimaliteten af
Y’ folger det, at Y’ = {y}. Men da er (V(C)U{v,y})¢ liniegrafen af en todelt underdeling af Ky,
se figur 15.4.
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Pityl o oPj
Py Pjt1

Pm Pn

G = L(F) F

Figur 15.4: (a) Udsnit af G indeholdende {C,Y"} og v. (b) Grafen F, som er en todelt underdeling
af K4.

Pa figur 15.4(a) ses det, at denne graf er liniegrafen af 15.4(b).

At G indeholder en liniegraf af en todelt underdeling af K, danner en modstrid med, at G € Fg.
Det vil sige, at antagelsen, om at hverken et indre punkt i P er nabo til v, eller P har lsengde en,
er forkert, hvilket viser pastanden.

Antag, at v kun har to naboer u,w € V(C). Dermed haves en 2-vej i C mellem u og w af leengde
mindst en. Ifglge pastanden vil denne 2-vej have laeengde praecis en, da v kun er nabo til v og w i
C. Da u og w har ulige hjulparitet, m& kanten uw veere komplet til Y. Altsa er (¢) opfyldt. Det
kan derfor antages, at v har mindst tre naboer i C.

Antag, at v har mindst fire naboer i C, hvoraf de to har lige hjulparitet, og to andre har ulige
hjulparitet. Hvis der findes to disjunkte 2-veje, hvor endepunkterne er naboer til v, og intet indre
punkt er nabo til v, sa vil der ifglge pastanden gelde, at der findes to disjunkte kanter, der er
komplette til Y U {v}. Dermed er {C,Y U {v}} et hjul, og (iii) er opfyldt. Hvis der ikke findes to
disjunkte 2-veje, sa vil der findes to 2-veje med et feelles endepunkt, hvor endepunkterne er naboer
til v, mens de indre punkter ikke er naboer til v. Anvendes pastanden pa hver af de to 2-veje,
opnées en 2-vej p1,p2, p3, hvor alle punkter er komplette til Y U {v}. De andre naboer til v i C
vil have lige hjulparitet med p;, da der ellers findes to disjunkte 2-veje som fgr. Dermed er (i)
opfyldt. Det kan derfor antages, at C' bestar af pq, ..., p,, punktet v er nabo til p;, og v har ikke
andre naboer i C' med lige hjulparitet med p;. Da v har mindst én anden nabo, kan det antages,
at v har en nabo i V(C) — {p1, pn}. Veelg i > 1 mindst muligt, s& v er nabo til p;. Da er i < n, og
sé folger af pastanden, at ¢ = 2. Dermed er po komplet til Y U {v}, og (i) er opfyldt. Hvis v har
en tredje nabo i C, da er p,, pad samme made komplet til Y U {v}, og (ii) er opfyldt. O

Der vises nu en variant af foregdende lemma, hvor en maengde F' betragtes i stedet for et punkt v.

Lemma 15.15

Lad G veaere en graf, s G € Fg, og lad {C,Y} veere et hjul i G. Lad F € V(G) — (V(C)UY)
vaere sammenhgengende, sé intet punkt i F er komplet til Y, og lad X C V(C') vaere meengden af
vedhaeftninger for F i C. Antag, at der findes punkter i X, der har ulige hjulparitet, og der findes
to punkter i X, der ikke er naboer. Da vil et af folgende gaelde:

(i) Der findes et punkt v € F, s4 {C,Y U{v}} er et hjul.

(i4) Der findes et punkt v € F med mindst fire naboer i C, og en 2-vej i C bestdende af tre
punkter p1,pa 0g ps, sé de alle er komplette til Y U {v}, og alle andre naboer til v i C' har
lige hjulparitet med p1.

(#i7) Der findes en 2-vej p1,pa,ps 1 C, hvor p1,p2 og ps alle er komplette til Y, og en 2-vej
P1, f1,- -+ fk, p3 med indre i F, s& der ikke findes kanter mellem {f1,..., fv} og {p4,...,pn}

&

Hovedresultat (viii) fra kapitel 1 kan nu vises.
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Sesetning 15.16
Lad G veere en graf, sa G € Fg. Hvis der findes et hjul af ulige leengde i G, sa har G en balanceret
skaev opdeling. o

Bevis
Antag, at {C,Y'} er et hjul af ulige leengde, hvor Y er stgrst mulig, sa antallet af kanter i C, der
er komplette til Y, er mindst mulig.

Pastand: Der findes ikke et punkt v € V(G) — (V(C)UY), sd v ikke er komplet til Y, og v har
naboer, der ikke indbyrdes er naboer i C', og som har ulige hjulparitet.

Antag, at der findes et punkt v € V(G) — (V(C)UY), s v ikke er komplet til Y, og v har naboer,
der ikke indbyrdes er naboer i C, og som har ulige hjulparitet. Antag, at der findes et udsnit af
C af ulige leengde, hvis punkter er komplette til Y U {v}. P4 grund af maksimaliteten af Y, er
{C,Y U{v}} dermed ikke et hjul, s& der findes kun en kant i C, der er komplet til Y U {v}. Ifplge
lemma 2.6 vil Y U {v} enten indeholde en hat for C eller et athop for C. Altsa har v enten kun
to naboer i C, eller et punkt i Y har kun tre naboer i C. Hvis v kun har to naboer i C, sa er
de indbyrdes naboer, hvilket er i modstrid med antagelsen om v. Hvis et punkt i Y kun har tre
naboer i C, haves en modstrid, da {C,Y} er et hjul, og der si skal findes mindst to disjunkte
kanter i C, som er komplette til Y. Det vil sige, at der ikke findes et udsnit af C' af ulige leengde,
hvis punkter er komplette til Y U {v}.

Lad en linie veere en maksimal 2-vej i C, hvor intet indre punkt er nabo til v, og endepunkterne
begge er naboer til v. Det fglger, at enhver kant i C' tilhgrer en unik linie. Lad C besta af py, ..., pn,
og lad S vaere et udsnit af C' af ulige leengde, hvis punkter er komplette til Y.

Da der ikke findes udsnit af C af ulige leengde, hvis kanter er komplette til Y U{v}, folger det, at et
lige antal kanter i S er komplette til Y U{v}. Dermed er et ulige antal kanter i S ikke komplette til
Y U{v}, og derfor findes en linie L, der indeholder et ulige antal kanter fra S, der ikke er komplette
til Y U{wv}. Specielt indeholder L mindst en kant, der er komplet til Y og ikke komplet til Y U{v},
da intet indre punkt i L er nabo til v, s& L har leengde mindst to. Lad L’s endepunkter veere p og
q. Hvis p og ¢ har ulige hjulparitet, er antagelserne i lemma 15.14 opfyldte. Men lemma 15.14(¢)
kan ikke veere opfyldt, idet det er antaget, at v har naboer i C, der ikke indbyrdes er naboer. Hvis
lemma 15.14(i7) er opfyldt, s& vil p og p1 have lige hjulparitet. Dermed opnées en modstrid, da ¢
og p1 sé ikke kan have lige hjulparitet, hvormed lemma 15.14(i7) ikke kan veere opfyldt. Ligeledes
er lemma 15.14(ii%) ikke opfyldt, da {C,Y U{v}} pa grund af maksimaliteten af Y ikke er et hjul.
Det vil sige, at p og ¢ ifglge lemma 15.14 har lige hjulparitet med hensyn til {C, Y}, da ingen af
konklusionerne er opfyldte. Da L indeholder et ulige antal kanter fra S, der er komplette til Y, lad
det veere S1, ma L indeholde yderligere et ulige antal kanter, der er komplette til Y og disjunkte
fra S;. Specielt findes to disjunkte kanter, der er komplette til Y, i hullet H : v, p, L, q. Dermed har
H leengde mindst seks, idet v ikke er komplet til Y, og s& er {H,Y} et hjul. Ydermere er {H,Y}
et hjul af ulige leengde, idet { H,Y} indeholder udsnittet S; af ulige leengde. Idet v har naboer i C
af ulige hjulparitet, fplger det af lemma 15.14, at der findes en kant, som er komplet til Y U {v} i
C, som dermed ikke tilhgrer L. Men dette er i modstrid med, at {C,Y} er et hjul af ulige leengde
med Y stgrst mulig, s& antallet af kanter i C, der er komplette til YV, er mindst mulig. Dette viser
pastanden.

Da {C,Y} er et hjul af ulige leengde, og idet det folger af korollar 2.4, at et ulige antal kanter i C
er komplette til Y, har C mindst to udsnit, og derfor findes der punkter u og w i C, der har ulige
hjulparitet og ingen af dem er komplette til Y. Lad X veere meengden af alle punkter i V(G), der
er komplette til Y. Da er | X| > 1, idet der findes mindst fire punkter i C, der er komplette til Y.
Dermed kan det ifglge lemma 15.4 antages, at der findes en sammenhaengende maengde Z, hvor
Z=V(GQ)—(XUY), Z # 0, og ethvert punkt i X har en nabo i Z, for ellers har G en balanceret
skeev opdeling, og seetningen er opfyldt. Specielt vil u,w € Z, og der findes dermed en minimal
og sammenhangende delmaengde F' af 7, sa to punkter p,q € C — X med ulige hjulparitet begge
har naboer i F'. Da p og q har ulige hjulparitet og ikke er komplette til Y, er de ikke naboer. Pa
grund af minimaliteten af F' er F' en 2-vej, og intet punkt i F' tilhgrer C. Antagelserne i lemma
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15.15 er opfyldte, og hvis lemma 15.15(z) er opfyldt, vil hjulet {C,Y U {v}} have lige leengde,
da Y er storst mulig, s& {C,Y} er et hjul af ulige leengde. Dermed findes mindst fem punkter,
der er komplette til Y U {v}, og der vil altid findes to ikke-nabopunkter, der begge er naboer til
v, som har ulige hjulparitet, hvilket danner modstrid med pastanden. Hvis lemma 15.15(i¢) er
opfyldt, vil der findes en 2-vej p1,p2,ps 1 C, hvor alle punkter er komplette til Y U {v}, og der
findes mindst et punkt mere, der er nabo til v og har lige hjulparitet med p;. Dermed har punktet
ulige hjulparitet med po, og det er ikke-nabo til po, hvilket er i modstrid med pastanden. Altsa
mé lemma 15.15(i4¢) veere opfyldt. Det vil sige, at der findes en 2-vej bestiende af tre punkter
p1,p2 og p3 i C, der alle er komplette til Y, og en 2-vej p1, fi1,..., fr, p3 med indre tilhgrende F,
s& der ikke findes kanter mellem {f1,..., fc} 0g {p4,...,pn}. Men da kan C' — {p2} udvides til et
hul C’ via p1, f1,..., f, p3, 0g C’ har leengde mindst seks. Ethvert udsnit S af C, hvis punkter er
komplette til Y, indeholder enten begge eller ingen af kanterne pips og paps, og i begge tilfzelde
tilhgrer et ulige antal kanter i .S hullet C'. Da C har et udsnit af ulige lezengde, og der findes et
lige antal kanter i C, der er komplette til Y, har C mindst to udsnit af ulige leengde, hvis punkter
er komplette til Y. Det fglger, at der findes to disjunkte kanter i C’, der er komplette til Y, og
dermed er {C’, Y} et hjul. Da et ulige antal kanter i S, der er et udsnit af ulige leengde, tilhgrer
C’, folger, at {C',Y'} er et hjul af ulige leengde, hvilket er i modstrid med, at {C, Y} er et hjul af
ulige leengde med Y stgrst mulig, s& antallet af kanter i C, der er komplette til Y, er mindst mulig.
Hermed er det vist, at enten har G en balanceret skeev opdeling, eller s& opnaes en modstrid. [J

Da grafer, der har en balanceret skeev opdeling, er perfekte, er det nu vist, at en graf i familien
Fes med et hjul af ulige leengde er en perfekt graf. Da det i korollar 15.2 er vist, at en genstridig
graf, og dermed et minimalt modeksempel, tilhgrer familien Fg, kan et minimalt modeksempel
ikke indeholde et hjul af ulige leengde. Dermed er kravene til et minimalt modeksempel skeerpet
yderligere.
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Kapitel 16

Familien F7

I kapitel 15 blev det vist, at et minimalt modeksempel ikke mé indeholde et hjul af ulige leengde.
Dette leder frem til at definere familien F7, som er en underfamilie af familien Fg, hvor der ikke
forekommer hjul af ulige leengde i hverken grafen selv eller dens komplement.

Dette kapitel vil omhandle resultater om familien F7 og afslutte med at bevise hovedresultat (iz)
fra kapitel 1. For at vise dette benyttes trekanter og resultater om 2-veje og punkter i grafer fra
familien F7. Forst vil kravene til en genstridig graf skeerpes yderligere til ogsa at tilhgre familien
Fr. Afsnit 16.1 omhandler krav til trekanter i grafer i familien F7. Derefter fglger afsnit 16.2 med
lidt blandede resultater om forskellige specielle tilfeelde i grafer i familien 7. Blandt andet vises i
lemma 16.10, at hvis nogle specielle krav er opfyldte for fire punkter i en graf i familien F7, sa vil
der findes et hjul i grafen. Det sidste afsnit beskeeftiger sig med pseudohjul, der er en speciel form
for hjul, som vises ikke at kunne eksistere i et minimalt modeksempel.

Definition 16.1 (F7) .
Lad G € Fg. Hvis yderligere hverken G eller G indeholder hjul af ulige leengde, sa vil G € F7. ¢

Bemaerk, at hvis en graf ikke indeholder et hjul af ulige lzengde i komplementet, sa vil grafen
tilhgre familien F7.

Korollar 16.2
Lad G vere en genstridig graf, da vil G € F7. o

Bevis

Ifplge korollar 15.2 vil enhver genstridig graf tilhgre Fs. Enhver genstridig graf G vil per definition
13.1 ikke indeholde en balanceret skaev opdeling. Hermed ma G ifglge seetning 15.16 ikke indeholde
et hjul af ulige leengde. Ved at anvende szetning 15.16 i komplementet méa G ligeledes ikke indeholde
et hjul af ulige leengde, hvormed G € F7. d

Ifglge ovenstaende ma et minimalt modeksempel yderligere ikke indeholde et hjul af ulige leengde
i hverken grafen selv ellers dens komplement. Det er saledes blevet lidt vanskeligere at finde et
minimalt modeksempel.

16.1 Trekanter

I dette afsnit undersgges trekanter. Forst opstilles to definitioner omhandlende trekanter, hvorefter
et lemma vises.
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Definition 16.3 (Spejlbillede af en trekant)

Lad G veere en graf, og lad {a1, as, as} veere en trekant i G. Spejlbilledet af {a1, a2, a3} er en trekant
{b1,b2,b3} 1 G, hvorom det geelder, at {a1,az,as} # {b1,ba,bs}, og de eneste kanter mellem de to
trekanter er a1by, asby og asbs. o

Bemaerk, at en trekant og spejlbilledet af denne udggr en prisme. Da familien F7 er en underfamilie
af familierne F,; og F5, ma familien F; ikke indeholde aflange prismer. Dette passer ogsa godt
med, at en trekant og dennes spejlbillede er en prisme, hvor hver 2-vej mellem de to trekanter har
leengde én.

Definition 16.4 (Fange en trekant)

Lad G vere en graf, og lad {a1,as,as} veere en trekant i G. En delmeengde F C V(G) siges at
fange {a1,as, a3}, hvis F er sammenhengende, F N {a1,as,a3} = 0, og a1,as og ag alle har en
nabo i F. o

Hvis en meengde F fanger en trekant {a1, as, as}, naboerne til a;, az samt as er by, b henholdsvis b3,
og {b1, b2, b3} danner en trekant, si indeholder F et spejlbillede {b1, b, b3} af trekanten {a1, az, as}.

Lemma 16.5

Lad G veere en graf, s G € Fr, og lad A = {ay,a2,a3} vaere en trekant i G. Lad F C V(G) fange
A, da vil F' enten indeholde et spejlbillede af A eller indeholde et punkt, som har mindst to naboer
iA. o

Bevis

Antag, at F' ikke indeholder hverken et spejlbillede af A eller et punkt, som har mindst to naboer i
A. Velg F minimal, s& F stadig fanger A. Lad B; veere meengden af a;’s naboer i F, fori = 1,2, 3.
Da intet punkt i F' er nabo til mere end et punkt fra A, er maengderne By, By og Bs disjunkte.
Da F fanger A, har punkterne i A alle en nabo i F', s& By, By og B3 er ikke-tomme meaengder.

Pastand: Der findes ikke en 2-vej P, hvor V(P) C F, og V(P)N B; # 0, fori=1,2,3.

Antag, at der findes en 2-vej P, hvor V(P) C F, og V(P)N B; # 0, for i = 1,2, 3, og veelg denne
mindst mulig, s& dette er opfyldt. Det vil sige, at det kan antages, at P er en 2-vej mellem b; € By
og by € By, hvor et af P’s indre punkter tilhgrer Bz, og hvor b; er det eneste punkt fra B;, for
t = 1,2,1 P. Da Bj er disjunkt fra By U Bs, vil ethvert punkt fra P, som tilhgrer Bs, veere et
indre punkt i P. Dermed ma P have leengde mindst to. Da er C' : a1,b1, P,ba, a2 et hul i G, og
idet G € F7, ma det veere et hul af lige leengde, og C' har dermed leengde mindst seks. I C er
punkterne a; og az komplette til {as}, mens by og by ikke er komplette til {az}. Da {C, {as}} ikke
mé veere et hjul af ulige leengde, idet G € Fr, ma {C, {as}} ikke veere et hjul. Da er antagelserne i
korollar 2.4 opfyldte, hvor P i korollar 2.4 svarer til C, og X svarer til {as}. Der vil ifplge korollar
2.4 enten findes et lige antal kanter, der er komplette til {as}, eller der findes netop to punkter i
C, der er komplette til {az}, og de er nabopunkter. Hvis der skal findes et lige antal kanter, der
er komplette til {as}, er den ene kant ajaz, og den eneste anden mulighed er kanter i Bs. Men
disse kanter er disjunkte, hvilket er i modstrid med, at {C, {as}} ikke er et hjul. Dermed findes
der ifplge korollar 2.4 netop to punkter i C, der er komplette til {a3}, nemlig punkterne a; og as.
Det vil sige, at der ikke findes punkter i C fra Bs, da punkter i B3 er naboer til ag i F. Dette
danner en modstrid med, at Bs N V(P) # 0, og pastanden er vist.

Vezlg et by € F, s F — by er sammenhaengende. P4 grund af minimaliteten af F', vil F' — by ikke
fange A. Derfor kan det antages, at By = {b1}. Da |F| > 3, idet F fanger A og ikke indeholder
et punkt, som har mindst to naboer i A, mé der findes et punkt by € F, s& F' — by er sammen-
haengende. Som for kan det antages, at Bo = {ba}. Lad P veere 2-vejen mellem by og be 1 F. Ifglge
pastanden vil ingen af P’s indre punkter tilhgre Bs. Da F' er sammenhzengende, vil der findes en
sammenhgengende delmeengde F/ af F, som indeholder V(P) og preecis et punkt fra Bs. Da F er
minimal, md F' = F’, sd Bz = {bs}.

Lad @ veere en minimal 2-vej i F, si b3 € V(Q), og @ indeholder et punkt x, som har en nabo i
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P. Da @Q er minimal, fglger det, at (Q har endepunkter b3 samt x, og @) er disjunkt fra P. Hvis x
har to naboer y og z i P, som ikke indbyrdes er naboer, vil punkter fra P, som er indre punkter
pa 2-vejen y, ..., z, kunne fjernes fra F', og F ville stadig opfylde betingelserne. Altsé er sddanne
to ikke-nabopunkter i modstrid med minimaliteten af F. Det vil sige, at x enten kun vil have én
nabo i P, eller sa vil x have to naboer i P, som indbyrdes er naboer.

Hvis z kun har én nabo y i P, kan y forbindes til A via 2-vejen y, x, @, b3, a3, 2-vejen vy, ..., b1, a1
og 2-vejen y,...,bs, as, hvilket er i modstrid med lemma 2.9, da y ikke er nabo til mindst to
punkter fra A. Derfor ma = vaere nabo til to punkter y og z i P, som indbyrdes er naboer, se figur
16.1(a).

a2 b ~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ﬂ a2 b2

(@) ()
Figur 16.1: Udsnit af G indeholdende 2-vejene P og @@ samt trekanten A.

Da G € F7, indeholder G ingen aflange prismer, sa derfor m& @ have leengde nul, det vil sige,
at b3 = x, og P ma have leengde en, hvormed P : b1bs, se figur 16.1(b). Dermed indeholder F et
spejlbillede {b1,bq, b3} af A, hvilket er i modstrid med antagelsen. O

16.2 Om specielle 2-veje og punkter i familien 7

I dette afsnit gennemgéaes en raekke resultater omhandlende specielle 2-veje og punkter i familien
Fr.

Lemma 16.6

Lad G veere en graf, s& G € F;. Lad F,Y C V(G) veere to disjunkte mengder, s F er sam-
menheengende, og Y er antisammenhangende. Lad ag,by € V(G) — (FUY), og lad a,b € F, s4
a,ag, bo,b er en 2-vej af leengde tre i G. Antag, at

(I) ap og by begge er komplette til Y, og a samt b begge ikke er komplette til Y.
(II) a ogb er de eneste punkter fra F, som er naboer til ag og bo.

(III) F — a er sammenhangende.

Da vil der findes et punkt y € Y, som ikke har naboer i F — a. o

Lemma 16.7

Lad G vere en graf, sa G € F7, og lad P : p1,...,p, veere en 2-vej i G af leengde mindst to. Lad
X, Y CV(G)—V(P) vare to antisammenhaengende maengder, s& X UY er antisammenhaengende,
p1 er komplet til X, og p,, er det eneste punkt fra P, som er komplet til Y. Lad z € V(G) — (X U
Y UV(P)) veare et punkt, der er komplet til X UY, og som ikke har naboer i P. Antag, at p,, ikke
er komplet til X, og lad y € Y, sa p,,x1,...,ZTk,y er en anti 2-vej, hvis indre tilhgrer X. Da er
Pn—1 ikke-nabo til x1. o

Lemma 16.8

Lad G vere en graf, s G € F7, og lad X, Y C V(G) veere to disjunkte og antisammenhangende
meaengder, der udger et komplet par. Lad P : pi,...,p, veere en 2-vej i G af lige laengde mindst
to, hvor p; er komplet til X, p, ikke er komplet til X, og p, er det eneste punkt fra P, som er
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komplet til Y. Hvis der i G findes et punkt u, der er komplet til Y, og som ikke er nabo til hverken
Pn—1 eller p,_s, da vil et af folgende geelde:

(i) Der findes et ulige antal kanter i P, som er komplette til X.

(i) m =3, og der findes en anti 2-vej af ulige leengde mellem p,,_1 og Py, hvis indre tilhgrer X.

<

Lemma 16.9

Lad G vere en graf, s G € F7, og lad X, Y C V(G) veere to disjunkte og antisammenhangende
maengder, der udger et komplet par. Lad P : p1,...,p, veere en 2-vej i G — (X UY), hvor n > 5,
s& p1 og py er de eneste punkter i P, som er komplette til X. Da vil P have lige leengde.

Hvis P indeholder mindst to punkter, der er komplette til Y, og ikke alle punkter i P er komplette
til Y, da seettes P’ lig en maksimal sammenhaengende delgraf af P, s& intet indre punkt i P’ er
komplet til Y. Da har leengden af P’ samme paritet som antallet af endepunkter fra P’, der tilhgrer
{p1,pn}, og som ikke er komplette til Y.

Desuden har antallet af kanter i P, der er komplette til Y, samme paritet som antallet af ende-
punkter i P, der er komplette til Y. o

Bevis

Antag, at P har ulige leengde, da fglger af lemma 14.3, at en kant i P er komplet til X, eller P
har leengde tre. Da p; og p, er de eneste punkter i P, der er komplette til X, og P har leengde
mindst fire, er en modstrid opnaet, s P har lige leengde.

Antag, at P indeholder mindst to punkter, som er komplette til Y. Hvis det kun er p; i P, der
ikke er komplet til Y, s& veelges P’ til p1, p2. Dermed vil et ulige antal endepunkter fra P’ tilhgre
{p1,pn} og ikke veere komplette til Y, hvilket stemmer overens med, at P’ har ulige leengde.
Ligeledes hvis p,, ikke er komplet til Y. Det kan derfor antages, at P’ har leengde mindst to. Dette
medfgrer ikke ngdvendigvis, at endepunkterne i P’ er komplette til Y. For eksempel hvis p,, ikke
er komplet til Y, og pi € V(P) er et punkt, der er komplet til Y, hvor k er valgt maksimalt, sa
kan P’ : pi,...,pn-

Antag, at endepunkterne i P’ er komplette til Y, og antag, at P’ : p;,...,p;, for 1 <i < j < n,
har ulige leengde. Ifplge lemma 14.3 har P’ leengde tre, s j —i = 3, og der findes en anti 2-vej Qy
af ulige leengde mellem p; 1 og p;+2, hvis indre tilhgrer Y. Da n > 5, vil enten ¢ > 1 eller j < n.
Antag, at i > 1. Pa grund af symmetrien mellem p; og p, kan tilfeeldet for j < n vises analogt.
Da intet indre punkt i P er komplet til X, vil p;4; samt p;4o ikke veere komplette til X. Da X
er antisammenhangende, findes der en anti 2-vej Q) x mellem p; 1 0g p;+2, hvis indre tilhgrer X.
Da Qx og Qy danner et antihul, og QQy har ulige leengde, méa @Q x ogsa have ulige leengde. Men sa
er p1,Pit1, Qx,pire et antihul af ulige leengde. Derfor mé antagelsen, om at P’ har ulige leengde,
veere forkert, hvormed P’ mé have lige leengde. Da bade p; og p; er komplette til Y, er forste del
af lemmaet opfyldt, idet intet endepunkt fra P’ har en ikke-nabo i Y og samtidig er indeholdt i
{p1,pn}-

Derfor kan det antages, at et af p; eller p; ikke er komplet til Y. Dette medfgrer, da P’ er maksimal,
sd intet indre punkt er komplet til Y, at leengden af enhver 2-vej i P, hvis ene endepunkt er komplet
til Y, og hvis indre punkter ikke er komplette til Y, er mindre end lzengden af P’. Da P indeholder
mindst to punkter, som er komplette til Y, vil det ene endepunkt fra P’, som ikke er komplet til
Y, veere enten py eller p,, for ellers haves en 2-vej i P, hvis endepunkter er komplette til Y, og
hvis indre punkter ikke er komplette til ¥, som er leengere end P’. Lad det veere p; = p,,, som
ikke er komplet til Y. Da mindst to punkter i P er komplette til Y, vil p; # p1. Det vil sige, at i,
for 2 <1i < n—1, er valgt storst muligt, s p; er komplet til Y. Hvis P’ har lige leengde, sé fglger
det af lemma 14.4, at P’ har lzengde to, idet p; er det eneste punkt fra P’, der er komplet til Y,
og pn er det eneste punkt fra P og dermed fra P’, der er komplet til X. Det vil sige, at n — 1 = 2.
Desuden fglger af lemma 14.4, at der findes en anti 2-vej Q) x mellem p; og p,,—1, hvis indre tilhgrer
X, og en anti 2-vej Qy mellem p,,_1 og p,, hvis indre tilhgrer Y. Ydermere vil preecis én af Qx
og Qy have ulige leengde. Der findes et punkt p, € V(P), som er komplet til Y, for 1 < h < ¢,
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og da er pn,pn_1, Qv,pn et antihul, s& Qy mé have lige leengde. Altsd mé Q x have ulige leengde.
Men da er p1,p;, @x,pn—1 et antihul af ulige leengde, hvilket er i modstrid med, at G € F7. Det
vil sige, at P’ har ulige leengde. Da praecis ét af endepunkterne i P’ ikke er komplet til Y, og dette
enten er p; eller p,, er forste del af lemmaet opfyldt.

Veelg i, hvor 1 < ¢ < n, mindst muligt, s& p; er komplet til Y, og veelg j, hvor 1 < j < n, storst
muligt, s& p; er komplet til Y. Da fglger af korollar 2.4, at antallet af kanter i 2-vejen p;, ..., p;,
der er komplette til Y, har samme paritet som leengden af 2-vejen p;,...,p;. Hvis bade p; og py,
er komplette til Y, er p; = p1 og p; = pp. Dermed vil p;,...,p; have lige leengde, hvormed et
lige antal kanter i P er komplette til Y. Desuden er et lige antal endepunkter i P komplette til
Y, s& anden del af lemmaet er opfyldt i dette tilfeelde. Hvis hverken p; eller p,, er komplette til
Y, vil p1,...,p; 0g pj,...,pn ifplge forste del af lemmaet begge have ulige leengde. Dermed har
Dis - - ., pj lige leengde, hvormed et lige antal kanter i P er komplette til Y. Desuden er et lige antal
endepunkter i P komplette til Y, s& anden del af lemmaet er opfyldt i dette tilfselde. Hvis p; er
komplet til Y, og p,, ikke er komplet til Y, s& er p; = p1, og pj, ..., p, har ifplge forste del af lem-
maet ulige leengde. Dermed har py, ..., p; ogsa ulige laengde, s& P indeholder et ulige antal kanter,
der er komplette til Y. Desuden er et ulige antal endepunkter i P komplette til Y, sa anden del af
beviset er opfyldt i dette tilfeelde. Det kan analogt vises, at hvis p; ikke er komplet til Y, og p, er
komplet til Y, sa er anden del af lemmaet opfyldt. Det er hermed vist, at antallet af kanter i P,
der er komplette til Y, har samme paritet som antallet af endepunkter i P, der er komplette til Y. [J

Lemma 16.10

Lad G veere en graf, s& G € Fr, lad Y C V(G) veere antisammenhangende, og lad A C V(QG)
vaere sammenhangende. Lad g, x1,v,z € V(G) — (Y U A) veere forskellige punkter, der opfylder
folgende:

(i) xo og x1 er ikke-nabopunkter og er begge komplette til Y.

(7i) z er nabo til xg,x1 samt v, og z er antikomplet til A.

(iv) v er ikke-nabo til et af x¢ og x1, og v er ikke komplet til Y.

)
)
(#i7) Intet punkt i A er nabo til bade x¢ og x1.
)
(v) Ethvert punkt 1Y, der er ikke-nabo til v, har en nabo i A og er nabo til z.
)

(vi) xo,x1 og v har alle naboer i A.
Da er z komplet til Y, og der findes et hjul {C,Y} i G, hvor zg, 21,2z € V(C) C AU {xg,21,2}. ©

Bevis

Beviset fgres ved induktion over |Y.

Fasthold Y og antag, at lemmaet geelder for alle mindre antisammenhsengende meaengder. Antag
yderligere, at |A| er mindst mulig, s& lemmaets antagelser er opfyldte.

Pastand 1: Der findes y € Y, der er nabo til z og har en nabo i A, sd enten Y = {y} eller Y —y
er antisammenhengende.

Lad Y = {y}. Da v ifplge (iv) ikke er komplet til Y, er v ikke-nabo til y, hvormed y ifslge (v)
har en nabo i A og er nabo til z, og pastand 1 er opfyldt, s antag derfor, at |Y| > 1. Veelg to
punkter y1,y2 € Y, hvor y; # ys, s& Y — y; er antisammenhaengende, for i =1,2. Da Y —y, er en
mindre maengde, fglger af induktionsantagelsen, at z er komplet til Y — yo, og der findes et hjul
{C,Y — ya}, hvor zg, 21,2 € V(C) C AU {xp,21,2}. Dermed er y; nabo til z, og hvis yderligere
y1 har en nabo i A, si er pastand 1 opfyldt med y; som y. Da G € Fr, er {C,Y — y2} ikke et hjul
af ulige leengde, sa mindst to kanter i zg, a1, ..., an,z; er komplette til Y — y», altsa er mindst to
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punkter i {a,...,a,} komplette til Y — y5. Dermed har y; € Y — yo en nabo i A, og péstand 1
er vist.

Lad y € Y veere nabo til z samt have en nabo i A, s& enten Y = {y} eller Y — y er antisammen-
haengende, og lad Y’ =Y — y. Da |Y'| < |Y|, er lemmaet opfyldt for Y. Det skal nu vises, at
lemmaet er opfyldt for Y.

Pastand 2: Enten er v komplet til Y’ og ikke-nabo til y, eller sd er z komplet til Y, og der findes en
2-vej xg, a1, - - ., an, T1, hvis indre tilhgrer A, og som indeholder mindst to kanter, der er komplette
tilY’.

Hvis v er komplet til Y’ er v ikke-nabo til y ifglge (iv), og pastand 2 er opfyldt, si det kan
antages, at v ikke er komplet til Y’. Her er Y’ # 0, idet v har en ikke-naboiY’. Da Y’ =Y —y,
er z pad grund af induktionsantagelsen komplet til Y’, og z er dermed komplet til Y, idet z
er nabo til y, og Y = Y’ U {y}. Per induktionsantagelse vil der findes et hjul {C,Y’}, hvor
xo, 21,2 € V(C) C AU {xo, 21, 2}. Da G € Fr, mé hjulet ikke have ulige laengde, si der vil findes
et lige antal, og mindst fire, kanter i C, der er komplette til Y’, da der i et hjul findes mindst to
disjunkte kanter, der er komplette til Y. Dermed indeholder 2-vejen g, a1, ..., a,, 7 mindst to
kanter, der er komplette til Y. Dette viser pastand 2.

Pastand 3: Der findes ikke en sammenhengende mengde F C A, som indeholder naboer til g, x1,v
09 Y.

Antag, at der findes en sammenhzengende maengde F' C A, som indeholder naboer til g, x1,v og
y. Da | A| er valgt mindst mulig, s& lemmaets antagelser er opfyldte, geelder om F, at mindst en
af lemmaets antagelser ikke er opfyldt. De eneste antagelser, der ikke kan veaere opfyldt for F', er
(v) og (vi). I tilfeelde af at (v) ikke er opfyldt, findes der et punkt y’ € Y, der er ikke-nabo til v,
og som ikke har en nabo i F. Da ¢ ikke har naboer i F, er 3/ # y, og dermed vil y’ € Y'. Da 3/ er
ikke-nabo til v, er v ikke komplet til Y”, s4 Y’ # (). Fra pastand 2 fglger, at mindst to punkter i
A er komplette til Y’. Da F' # A, findes f € A— F. Velg f, s& A — f er ssmmenhzngende. Da A
indeholder mindst to punkter, der er komplette til Y”, har alle punkter i Y/ mindst to naboer i A.
Idet F er antaget at indeholde naboer til xg, 21, v og y, har ethvert punkt i {xg,z1,v,y} en nabo
iA— f,idet F C A— f. Da alle punkter i Y’ vil have mindst to naboer i A, vil alle punkter i
Y’ =Y —y have en nabo i A— f, og da alle punkter i {xo, z1,v,y} har en naboi A— f, er lemmaets
antagelser opfyldte for den mindre meengde A — f, hvilket er i modstrid med minimaliteten af |A].
Dette viser pastand 3.

Lad P : zg,a1,...,a,,21 veere en 2-vej, hvis indre tilhgrer A, og da er C : z,xg,a1,...,Gn, T1
ifplge (i7) et hul.

Pastand 4: Hvis et punkt i {a1,...,a,} er komplet til Y U {v}, sd er z komplet il Y. Huvis z er
komplet til Y, sd kan det antages, at ingen kant i P er komplet til Y. Specielt gelder, at hverken
ay eller a, er komplet il Y U {v}.

Pastand 4 indeholder tre dele. For fgrste del af pastanden lad a;, for 1 < ¢ < n, veere komplet til
Y U{v}, og antag, at z ikke er komplet til Y. Da er v ifplge pastand 2 komplet til Y’ og ikke-nabo
til y. Lad @ veere en anti 2-vej mellem z og y, hvis indre tilhgrer Y, og lad R veere en anti 2-vej
mellem v og a;, hvis indre tilhgrer {zg,21}. Daer D : z,Q,y, v, R, a; et antihul, som har mindst
tre punkter til feelles med hullet C', nemlig z, a; og mindst et af xy og x1. Dette er i modstrid med
lemma 15.9, hvor C er hullet af leengde mindst seks, og D er antihullet af leengde mindst seks, idet
C og D har mindst tre feelles punkter. Det vil sige, at forste del af pastanden er opfyldt.

Hvis z er komplet til Y, da vil kanterne zzxg og zx; veere komplette til Y, da bade zy og =1 ifslge
(i) er komplette til Y. Hvis der findes kanter i P, der er komplette til Y, s& er {C, Y} et hjul, der
opfylder lemmaet. Det kan derfor antages, at ingen kant i P er komplet til Y, hvormed anden del
af pastanden er vist. Heraf fglger ogsa, at hverken a; eller a,, er komplet til Y U {v}. For hvis a;
er komplet til Y U {v}, da er ajzo en kant i P, som er komplet til Y, hvilket er i modstrid med
anden del af pastanden. Ligeledes opnées en modstrid, hvis a,, er komplet til Y U {v}, for da er
apr1 en kant, der er komplet til Y. Dette viser pastand 4.
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Pastand 5: Hvis xg er nabo til v, sd er v ikke-nabo til as, ..., ay,.

Ifplge (iv) er v ikke-nabo til et af xq eller x1, s& v er ikke-nabo til ;. Antag, at v er nabo til et
af as, ..., an. Veelg i, for 2 < i < n, storst muligt, sd v er nabo til a;. Antag, at i = n, og antag,
at a, er komplet til Y. Da er a,, komplet til Y U {v}, idet a,, = a; og en modstrid er opnaet med
pastand 4. Det vil sige, at a,, ikke er komplet til Y. Da v ifglge (iv) heller ikke er komplet til Y,
findes en anti 2-vej mellem a,, og v, hvis indre tilhgrer Y. Denne anti 2-vej danner sammen med
anti 2-vejen v, r1, T, an et antihul af leengde mindst seks, som indeholder xg, x1 og a,, hvilket er
i modstrid med lemma 15.9. Det vil sige, at i < n.

Da hullet C skal have lige leengde, méa n veere ulige, og dermed folger fra hullet z, v, a;, ..., an, x1, at
i er ulige. Dai < n,er S : xg,v,a,...,a,,x; en 2-vej af ulige leengde mindst fem, hvis endepunkter
er komplette til Y U {z}, og hvis indre punkter ikke er komplette til Y U {z}. Dermed er Y U {z}
ifglge lemma 14.3 ikke antisammenhaengende, idet ingen af konklusionerne er opfyldte. Det vil
sige, at z er komplet til Y. Da endepunkterne i S er komplette til Y, fglger det af lemma 14.3, at
en kant i S er komplet til Y. Eftersom v ikke er komplet til Y, m& kanten tilhgre as,...,an,x1,
hvilket vil sige, at kanten tilhgrer P, men dette er i modstrid med pastand 4. Det vil sige, at
antagelsen, om at v er nabo til et af ao,...,a,, er forkert, hvormed pastand 5 er vist.

Bemerk, at pastand 5 af symmetri mellem zg og x1 ogsa geaelder, hvis x; er nabo til v i stedet for
Zo-

Veelg C, si enten v er komplet til Y’ eller {C, Y’} er et hjul. Det er muligt at foretage dette valg
pa grund af pastand 2 og (i), hvor 2-vejen xg, aq, ..., a,, 1 sammen med z udger C.

Pastand 6: Hvis xo er nabo til v, sd har v og y ikke begge naboer i {ay,...,an}.

Antag, at g er nabo til v, og bade v og y har naboer i {a1,...,a,}. Da er a; ifolge pastand 5 den
eneste nabo til v i {a1,...,a,}. Antag, at v er nabo til y. Dermed er z ifglge pastand 2 komplet
til Y, og g, a1, ..., an, 1 indeholder mindst to kanter, der er komplette til Y’, s& {C,Y’} er et
hjul. Da mindst to disjunkte kanter i C' er komplette til Y, vil der findes et punkt i {as,...,an},
som er komplet til Y. Altsa har alle punkter i Y/ en nabo i {as,...,an}.

Nu undersgges, hvilke punkter i C, der er komplette til Y U {v}. Det haves, at z er komplet til Y,
og da z ifglge (i1) er nabo til v, er z komplet til Y U{v}. Desuden haves ifglge (7), at bade x¢ og 1
er komplette til Y, men da kun z( er nabo til v, er kun xg komplet til Y U {v}. Ud af punkterne
ai,...,a, haves, at det kun er ay, der er nabo til v, men da det fra pastand 4 haves, at a; ikke er
komplet til Y U {v}, er det kun z og z¢ fra C, som er komplette til Y U {v}. Da yderligere zxq er
en kant 1 C, der er komplet til Y U {v}, folger det af lemma 2.6, at der 1 Y U {v} enten findes en
hat for C eller et athop for C' ved zxy.

Eftersom alle punkter i Y’ har en nabo i {as,...,a,}, y er nabo til x1, og v er nabo til z, findes
der ikke en hat for C. Det vil sige, at y og v udggr et athop for C, da v,y € Y U {v} er de eneste
punkter, som kun er nabo til {1, z, g, a1}, som kreevet i et athop. Dette kan dog ikke lade sig
gore, idet det er antaget, at y og v er naboer. Det vil sige, at antagelsen, om at y og v er naboer,
er forkert.

Veelg j, for 1 < j < n, mindst muligt, sd y er nabo til a;. Fra hullet z,v,a4,...,a;,y haves, at
j er ulige. Da zg,a1,...,a;,y ikke ma danne et hul, idet hullet s& har ulige leengde, ma j = 1,
hvormed a; er nabo til y.

Antag, at a; er komplet til Y, hvormed a; er komplet til Y U{v}, idet a1 er nabo til v. Da opnées en
modstrid med péstand 4, sa a; er ikke komplet til Y. Da a1 og y er naboer, betyder det, at a; ikke
er komplet til Y. Hvis v er komplet til Y’, s& kan anti 2-vejen mellem a; og y, hvis indre tilhgrer
Y”’, udvides til et antihul D via anti 2-vejen y,v,x1,a;. Her har D og hullet z,v,a1,...,a,, 11
punkterne a1, z1 og v til feelles, hvilket er i modstrid med lemma 15.9. Det vil sige, at v ikke er
komplet til Y.

Fra pastand 2 er z komplet til Y, og {C, Y’} er et hjul. Fra lemma 15.14 anvendt pa hjulet {C,Y"}
og punktet v, hvor z og xy er naboer til v, og de har ulige hjulparitet, da zzo er komplet til Y.
Deraf folger, at zg,ay,...,ay,, 1,z indeholder en kant, der er komplet til Y’, og da v har ngjagtig
tre naboer z,z9 og a1 i C, er hverken lemma 15.14(¢) eller lemma 15.14(i4i) opfyldt, hvormed
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lemma 15.14(i7) ma geelde. Det vil sige, at z, 2o, a1 er en 2-vej i C, hvori alle punkter er komplette
til Y U {v}. Da a; er nabo til y, er a; komplet til Y U {v}, hvilket danner modstrid med pastand
4. Dette viser pastand 6.

Bemeerk, at pastand 6 ligesom pastand 5 af symmetri mellem xy og 1 ogsa vil geelde, hvis det er
x1, der er nabo til v.

Pastand 7: v og y har ikke begge naboer i {a1,...,an}.

Fra pastand 6 kan det antages, at v ikke er nabo til g, og pad samme méade, at v ikke er nabo til
x1, for ellers er pastand 7 opfyldt.

Antag, at v og y begge har naboer i {a1,...,a,}. Dermed udger {a,...,a,} ifolge pastand 3 hele
A, da {aq,...,a,} indeholder naboer til alle punkter i {zg,x1,v,y}. Veelg 4, for 1 < i < n, storst
muligt, s& v er nabo til a;. Fra hullet z,v,a,,...,an,x1 folger, at ¢ er ulige, da n er ulige, idet
C:z,x9,a1,...,a,,21 er et hul.

Antag, at v ikke er komplet til Y. Fra pastand 2 fglger da, at z er komplet til Y, og {C,Y’} er
et hjul. Punktet v er nabo til z og a; i C, og v har ikke flere naboer i 2-vejen z,x1, ay, ..., a;, da
1 er valgt stgrst muligt, s&4 a; er nabo til v. Antag, at z og a; har ulige hjulparitet. Da fglger af
lemma 15.14, at z, 21, an, . . ., a; indeholder en kant, der er komplet til Y U {v}. Dette er dog ikke
muligt, da v kun har to naboer i z,x1,a,,...,a;, og de er ikke-naboer. Dermed ma a; og 2z have
lige hjulparitet. Da 2z og a; har lige hjulparitet, og zz1 er komplet til Y/, m4 der findes et ulige
antal kanter i a;,...,an, 1, der er komplette til Y’. Da z er komplet til Y, fglger fra pastand 4,
at ingen kant i 2-vejen P : xg,a1,...,a,,x1 er komplet til Y. Det betyder, at zz; er den eneste
kant i hullet Cy : z,v, a4, . .., an, 1, der er komplet til Y. Antag, at y er ikke-nabo til alle punkter
i 2-vejen v, a;, ..., a,. Da y er antaget at veere nabo til z og have en naboi 4, s& Y —y = 0 eller
Y — y er antisammenhaengende, har y en nabo i {a1,...,a,}, hvilket vil sige, at y ma have en
nabo i {a,...,a;}. Dermed fanger F' = {ay,...,an, v} trekanten {z,z1,y}, idet {z,z1,y} alle har
en nabo i F. Desuden er v den eneste nabo til z i F, mens a,, er den eneste nabo til z1 i F, og
y er per antagelse ikke-nabo til bade v og a,, hvormed intet punkt i F' har mere end en nabo i
{z,21,y}. Dermed folger det af lemma 16.5, at F' indeholder et spejlbillede af {z,x1,y}. Det vil
sige, at ¢ = n, og der findes ay, hvor 1 < k < n, s {v,an,ar} er et spejlbillede af {z,z1,y}.
Dermed findes et antihul y, a,, z, ax, r1,v af leengde seks, der anvender z,x1 og a,, hvilket er i

modstrid med lemma 15.9. Dette viser, at y er nabo til et af punkterne v, a;, ..., a,.
Da der findes et ulige antal kanter i 2-vejen a;, ..., a,,z1, som er komplette til Y, folger det, at
ethvert punkt i Y er nabo til et af v, a;, ..., ay,.

Antag, at C7 har leengde mindst seks. I C; er z og x; komplette til Y, mens v og a, ikke er
komplette til Y. Da {C,Y} ikke m4 veere et hjul af ulige leengde, idet G € F7, ma {C,Y} ikke
vaere et hjul. Da fglger af korollar 2.4, at z og x; er de eneste punkter i C, der er komplette til
Y. Dermed fglger af lemma 2.6, at Y indeholder et athop eller en hat for C; ved zz;. Da ethvert
punkt i Y har en nabo i v,a;,...,a,, kan Y ikke indeholde en hat for C;. Altsa indeholder Y et
athop for C7 ved zxi. Det vil sige, at der findes to ikke-nabopunkter y1,y2 € Y, sa kanterne y; z,
Y1V, Y1T1, Y22, Y2ay, 0Og yoxy findes i G. Dermed findes en 2-vej Q : y1,v,a,,...,ay,y2 af ulige
leengde mindst fem, hvis endepunkter er komplette til {xg, 21}, idet xg og z1 ifelge (i) begge er
komplette til Y, og hvis indre punkter ikke er komplette til Y. Dette er i modstrid med lemma
14.3. Det vil altsa sige, at antagelsen, om at C; har leengde mindst seks, er forkert, hvormed C1
har leengde fire. Det betyder, at ¢ = n, og da 2-vejen a;, . .., a,, r1 indeholder et ulige antal kanter,
der er komplette til Y/, mé& a; = a, veere komplet til Y'. Da a,, er komplet til Y’, og det fglger
af pastand 4, at a, ikke er komplet til Y, er a, ikke-nabo til y. Det vil sige, at y er nabo til v,
idet y er nabo til et af punkterne i {v,a,}. Lad S veere en anti 2-vej mellem v og y, hvis indre
tilhgrer Y. Da har S ulige lzengde, da den danner et antihul med v, zg, a,,y. Dermed har 2-vejen
T:v,S,y,ay lige lengde. Anvendes lemma 15.8 pa C; og T opnaes en modstrid, da bade z og x1
er komplette til S — {v} C Y. Det vil sige, at pastand 7 er vist under antagelse af, at v ikke er
komplet til Y.

Det kan derfor antages, at v er komplet til Y’, og dermed ikke er nabo til y, idet v ikke er komplet
til Y. Det haves, at F = {v,a1,...,a,} er sammenhsengende, idet ay,...,a, tilhgrer A, som
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er en sammenhaengende meengde, og v ifplge (vi) har naboer i A. Desuden fanger {v,aq,...,a,}
trekanten {z, z1,y}, idet v er den eneste nabo til z, 21 er eneste nabo til a,, da P : zg, a1, ..., an, 21
er en 2-vej, og y per antagelse ligeledes har en nabo i {as, ..., a,}. Hvis F indeholder et spejlbillede
af {z,21,y}, s& ma y veere nabo til a,_1, a,—1 ma veere nabo til v, og v er nabo til a,. Idet en
trekant og dens spejlbillede udggr et antihul af leengde seks, haves en modstrid med lemma 15.9,
idet antihullet har tre punkter z,a, og x; til feelles med C. Det vil sige, at der ikke findes et
spejlbillede af {z,21,y} i F, hvoraf det ifglge lemma 16.5 ma geelde, at et af punkterne i F' har to
naboer i trekanten {z,z1,y}. Den eneste nabo i F til z er v, og v er ikke-nabo til bade z1 og y.
Den eneste nabo i F' til z; er a,. Det vil sige, at a,, ma veere nabo til y. Da y er nabo til a,, kan
der vaelges j, for i < j < m, mindst muligt, s& y er nabo til a;. Fra hullet z,v,a;,...,a;,y ma j
veere ulige, da ¢ er ulige.

Antag, at j # i. Da har 2-vejen K : v,a;,...,a;,y lige leengde mindst fire. Lad X i lemma 14.4
svare til Y' U {z}, og lad Y svare til {xo,2z1}. Det vil sige, at {zg,21} og Y’ U {z} skal veere
disjunkte antisammenheengende delmaengder af V(G), som er komplette til hinanden. Her har K
lige leengde, og v er det eneste punkt i K, der er komplet til Y U {2z}, idet z ikke har naboer i
{ai,...,a;} C Aifplge (ii), y er nabo til z, og Y er antisammenheengende. Desuden er y det eneste
punkt i K, der er komplet til {x,z1}. Dermed skulle K ifglge lemma 14.4 have leengde to, men
da K har leengde mindst fire, ma en af antagelserne i lemma 14.4 veere forkerte. Dette ma betyde,
at {xo, 21} og Y' U {v} ikke er disjunkte antisammenhsengende meengder, som er komplette til
hinanden. Idet {z¢,x1} ifolge (i) er ikke-naboer, er de antisammenhzengende, z er nabo til zy og
x1 ifplge (ii), og xo samt x1 er ifglge (i) komplette til Y, hvormed det ma veere Y’ U {z}, der
ikke er antisammenhangende. Da Y’ U {2} ikke er antissammenhangende, og z er nabo til y, er z
komplet til Y.

Lad X i lemma 16.8 svare til Y’, og lad Y svare til {zg,21}. Det haves, at K har lige leengde,
v er komplet til Y, og y er det eneste punkt i P, der er komplet til {zg,21}. Desuden svarer z
til punktet u i lemma 16.8, idet z er komplet til {zo, 1} og hverken er nabo til a; eller a;j_;. Af
lemma 16.8 faes, at K indeholder et ulige antal kanter, der er komplette til Y”, idet K har leengde
mindst fire. Da y ikke er komplet til Y/, mé alle kanter fra K, som er komplette til Y, tilhgre

2-vejen v, a;, . .., a;.

Lad Cs : z,v,a;, ..., an, x1, hvormed {Cs,Y"} er et hjul, idet zz; er komplet til Y, og v, a;, . .., a;
indeholder mindst en kant, der er komplet til Y. Ifglge pastand 4 er ingen kant i xqg, a1, ..., an, T1
komplet til Y, og da xg og x1 er komplette til Y, er hverken a; eller a,, komplette til Y, og dermed
er ay ikke komplet til Y”, idet a,, er nabo til y. Her har 2-vejen aj;, ..., ay,, z1 ulige leengde, idet j
er ulige, og n er ulige. Da z er komplet til Y, findes der ifslge pastand 4 ingen kanter i a;, ..., ap,
som er komplette til Y. Idet z er komplet til Y, men ikke har en nabo i det indre af a;,...,an,z1,

folger det af korollar 2.3, at a; ikke er komplet til Y, og dermed ikke er komplet til Y’, idet a;
er nabo til y. Det betyder, at a; og a, har ulige hjulparitet med hensyn til hjulet {C5,Y"}, da
kanterne zx1 og zv er komplette til Y, og 2-vejen v, a;, . .., a, indeholder et ulige antal kanter, der
er komplette til Y. Da bade a,, og a; ikke er komplette til Y”, er {C2,Y"} et hjul af ulige leengde,
hvilket er i modstrid med, at G € F7. Det vil sige, at j = ¢, hvormed y er nabo til a;.

Antag, at ¢ < n. Hvis a; ikke er komplet til Y, s kan en anti 2-vej mellem a; og y, hvis indre
tilhgrer Y’, udvides til et antihul via anti 2-vejen y,v, 1, a;. Dette antihul har punkterne a;, z1
og v til feelles med hullet C3 : z,v,a,...,a,, 1, hvilket er i modstrid med lemma 15.9. Det vil
sige, at a; er komplet til Y, og det betyder ifglge pastand 4, at z er komplet til Y. Da z,z1 og a;
er komplette til YV, og v ifglge (iv) samt a, som for ifplge pastand 4 ikke er komplette til Y, er
{C3,Y} et hjul af ulige leengde, da zx; er et udsnit af ulige leengde, men dette er i modstrid med,
at G € Fr. Det vil sige, at ¢« = n, og dermed er a,, nabo til bade v og y. Pa grund af symmetrien
mellem zy og 1 folger, at a; er nabo til bade v og y. Fra pastand 4 er hverken a; eller a,, komplette
tlY.IGer YU {a1, a,} sammenhaengende og fanger trekanten {xg,z1,v}, da 2o er nabo til a,,
x1 er nabo til a1, og v er nabo til y. Da a,,a; og y alle kun har en nabo i trekanten {zg, x1,v} i
G, folger det af lemma 16.5, at Y U {ay,a,} indeholder et spejlbillede af {xq,z1,v}. Idet kanten
yay ikke findes i G, danner {a,,a;,y} ikke en trekant, hvormed Y U {a1, a,} ikke kan indeholde
et spejlbillede af {xg,x1,v}, og en modstrid er opnaet. Hermed er pastand 7 vist.
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Pastand 8: Huvis v ikke er nabo til y, men er nabo til et af x¢ eller x1, sd er lemmaet opfyldt.

Antag, at v ikke er nabo til y, men er nabo til for eksempel x(, og antag, at lemmaet ikke er
opfyldt. Da fanger AU {z1} trekanten {z,x,v}, idet xy og v begge har naboer i A, og 1 er den
eneste nabo til z. Da xy og z; ifglge (i) ikke har en feelles nabo i A, kan AU {z1} ikke indeholde
et spejlbillede af {z,xz¢,v}. Dermed findes der ifglge lemma 16.5 et punkt i A U {z1}, som har
mindst to naboer i {2, zg,v}. Da z kun er nabo til z; 1 AU {z1}, og x; ikke er nabo til hverken
xg eller v, ma det veere et punkt i A, der er nabo til bade zy og v, lad det veere a.

Det haves endvidere, at AU{v} fanger trekanten {z, 21, y}, idet v er den eneste nabo til z, og bade
x1 og y har naboer i A. Antag, at AU {v} indeholder et spejlbillede af {z,z1,y}. Da vil der findes
f € A, som er nabo til bade v og x1, men ikke til y. Idet f € A, folger det af (i), at f ikke er
nabo til zo. Men da er f, v, zo,y, 1 et hul af leengde fem. Det vil sige, at A U {v} ikke indeholder
et spejlbillede af {z,z1,y}, og da fplger af lemma 16.5, at der findes et punkt i AU {v}, som har
mindst to naboer i {z,21,y}. Da z kun er nabo til v i AU {v}, og v ikke er nabo til hverken z;
eller y, ma det vaere et punkt i A, der er nabo til bade z1 og y, lad det veere a’.

Da fglger fra pastand 3, at A er punktmaengden af en 2-vej fi1,..., fi, hvor fi = a ifslge ovensté-
ende er nabo til bade z¢ og v, og fr = d’ ifplge ovenstiende er nabo til bade x1 og y. Da f1 € A,
folger det af (iii), at fi ikke er nabo til z1, hvormed f1 # f.

Antag, at f; ikke er den eneste nabo til v i A. Fra pastand 3 fglger det, at f1 er den eneste nabo
til zg 1 A, for ellers ville der kunne velges F' C A, som indeholder naboer til alle af v, g, z1 og ¥,
idet f1 ikke er den eneste nabo til v. Det vil sige, at f; = a1, da P : xg,a1,...,a,,T1 €r en 2-vej.
Dermed fglger det af pastand 7, at fi ikke er den eneste nabo til 1 i A, for ellers ville f = ay,
og bade v samt y ville have naboer i {as,...,a,}. Dermed folger det af pastand 3, at f, er den
eneste nabo til y i A, for ellers ville der kunne veelges F' C A, som indeholder naboer til alle af
v, Tg, 1 0g y. Da y ikke har andre naboer i A end fy, er fi ikke-nabo til y. Det haves, at zy kun
har f; som naboi F'= AU {z1}, og z kun har 1 som nabo i F. Desuden haves, at bade xo og z
er komplette til {v,y}, mens f1 og 1 ikke er komplette til {v,y}. Lad F i lemma 16.6 svare til F,
lad Y svare til {v,y}, lad ag svare til z, lad by svare til zg, lad a svare til z1, og lad b svare til f.
Lemma 16.6(I)-(II1) er alle opfyldte, men bade v og y har en nabo i F' — {1}, s& der opnées en
modstrid. Det vil sige, at f; er den eneste nabo til vi A.

Antag, at fi er den eneste nabo til y i A. Da v er den eneste nabo til z i AU{v}, fi er den eneste
nabo til y i AU {v}, og bade z og y er komplette til {xg, 1}, mens v og fi ikke er komplette til
{0, x1}, haves en modstrid med lemma 16.6, hvor F svarer til AU {v}, Y svarer til {zg,z1}, ao
svarer til z, by svarer til y, a svarer til v, og b svarer til fj, idet bade x¢ og x1 har en nabo i A.
Det vil sige, at fi ikke er den eneste nabo til y i A, og dermed er fj den eneste nabo til x; i F.
Antag, at fi er komplet til Y. Da f; = a,, og kanten frx; er komplet til Y, fglger det af pastand
4, at z ikke er komplet til Y. Da er v ifglge pastand 2 komplet til Y’ og ikke-nabo til y. En anti
2-vej mellem z og y, hvis indre tilhgrer Y’, danner sammen med y,v, f%, 2 et antihul, som har
punkterne z,v og fi til feelles med hullet Cy : z,v, f1,..., fi, z1, hvilket er i modstrid med lemma
15.9. Det vil sige, at fj ikke er komplet til Y, og dermed ikke er komplet til Y, og specielt betyder
det, at Y’ # 0.

Antag, at z ikke er komplet til Y. Det betyder, at Y’ U {z} er antisammenhaengende, og ifslge
pastand 2 er v komplet til Y'. Veelg h, for 1 < h < k, mindst muligt, s& f, er nabo til y. Et
sddant punkt findes, idet fi ikke er den eneste nabo til y i A. Betragt 2-vejen Hy : v, f1,..., fn,y.
Sammen med y, z,v danner H et hul D, hvormed H har lige leengde. Da f; er den eneste nabo
til x1 1 A, er Hy : v, Hy,y,z1 en 2-vej af ulige leengde, da H; har lige leengde. Desuden er Hs’s
endepunkter komplette til Y’ U {z}, mens de indre punkter ikke er komplette til Y’ U {z}. Da
Hy har ulige leengde, Y’ U {z} er antisammenheengende, og Hs’s endepunkter er komplette til
Y" U {z}, er antagelserne i lemma 14.3 opfyldte. Da de indre punkter i Hs ikke er komplette til
Y’ U {2z}, har Hs leengde tre. Det betyder, at fi er nabo til bade y og v. Enten er f; komplet
til Y7, eller sa er f; ikke komplet til Y'. Da z og y ikke er komplette til Y”, findes en anti 2-vej
mellem z og y, hvis indre tilhgrer Y’. Hvis f; er komplet til Y, danner denne anti 2-vej sammen
med y, v, z1, f1, 2z et antihul D;. Antihullet D; har punkterne v, z; og f; til feelles med hullet Cy,
hvilket er i modstrid med lemma 15.9. Det vil sige, at f1 ikke er komplet til Y’. Da f; og y ikke
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er komplette til Y/, findes en anti 2-vej H3 mellem f; og y, hvis indre tilhgrer Y’. Her danner Hs
sammen med y, v, x1, f1 et antihul Do, som har punkterne v,z og fi til feelles med C4, hvilket
igen er i modstrid med lemma 15.9. Idet der er opnéet en modstrid, bade nar f; er komplet til
Y’, og nér f1 ikke er komplet til Y, fies en modstrid. Det vil sige, at antagelsen, om at z ikke
er komplet til Y, er forkert. Altsa er z komplet til Y, og da det er antaget, at lemmaet ikke er
opfyldt, kan det nu antages, at GG ikke indeholder et hjul, som beskrevet i lemmaet.

I hullet Cy er punkterne z og x7 komplette til Y, mens punkterne v og fj ikke er komplette til Y.
Da {C4,Y} ikke ma veere et hjul af ulige leengde, idet G € Fr, ma {Cy4, Y} ikke veere et hjul. Da
folger af korollar 2.4, at z og x1 er de eneste punkter i Cy, der er komplette til Y. Antagelserne i
lemma 2.6 er opfyldte, hvormed Y enten indeholder en hat for Cy eller et athop for Cy ved zx;.
Ifglge (v) er et punkt i Y enten nabo til v, eller sa har punktet en nabo i A. Det vil sige, at ethvert
punkt i Y har en nabo i AU {v}, hvilket betyder, at der ikke findes en hat for Cy i Y. Dermed
findes et afhop for C4 ved zx, hvilket betyder, at der findes to punkter i y1,y2 € Y, der er ikke-
naboer, sa U : y1,v, f1,..., fr,y2 er en 2-vej. Begge endepunkter i U er komplette til {xo,x1},
og dermed er antagelserne i lemma 14.3 opfyldte. Da ingen indre punkter i U er komplette til
{zg, 21}, er lemma 14.3(7) ikke opfyldt. Det vil sige, at lemma 14.3(i¢) ma veere opfyldt. Men idet
Hy : v, f1,..., fn,y,x1 har leengde tre, har v, f1,..., f;, leengde en, og da h < k, har U lengde
mindst fire, hvormed lemma 14.3(i¢) heller ikke kan veere opfyldt. Der haves altsd en modstrid, og
antagelsen, om at G ikke indeholder et hjul som beskrevet i lemmaet, ma veere forkert. Hermed er
pastand 8 vist.

Pastand 9: Der findes ikke en sammenhengende mengde F C A, som indeholder naboer til xq, x1
og v.

Antag, at der findes en sammenhzengende maengde F' C A, som indeholder naboer til zg, z1 og v.
Velg f € A— F, s A— f er ssmmenhzengende. Dermed har g, z1 og v alle naboer i A— f, og da
en af lemmaets antagelser ikke mé veere opfyldt, er (v) ikke opfyldt. P4 grund af minimaliteten af
A findes der et punkt 3’ € Y, som er ikke-nabo til v og antikomplet til A — f. Dermed er f den
eneste nabo til ¥’ 1 A. Hvis 3/ € Y, s& er v ikke komplet til Y’, og ifplge pastand 2 findes derfor
to punkter i A, som er komplette til Y, hvilket er i modstrid med, at f € A er den eneste nabo
til 4’ € Y. Det vil sige, at ¥’ = y, hvormed y og v ikke er naboer.

Antag, at v ikke er nabo til f. Da er v den eneste nabo til z 1 AU {v}, og f er den eneste nabo
til y i AU {v}. Det haves ifglge (ii), at z er nabo til 29 og x1, og fra (i) er xyp og x1 komplette til
Y. Det vil sige, at z og y er komplette til {zq, 21}, hvilket v og f ifslge (iv) og (iii) ikke er. Det
haves, at f,y, z,v er en 2-vej, der opfylder antagelserne i lemma 16.6, hvor Y i lemma 16.6 svarer
til {xo, 21}, F svarer til AU {v}. Men da bade 5 og 21 har naboer i A, er konklusionen i lemma
16.6 ikke opfyldt, og en modstrid er opnaet. Det betyder, at v er nabo til f.

Fra pastand 8 kan det antages, at v er ikke-nabo til bade xy og x;. Da f ikke er komplet til
{zo, 21}, kan det af symmetri antages, at f ikke er nabo til z;. Nu haves, at A U {v} fanger
trekanten {z,y, z1}, idet v er den eneste nabo til z, f er den eneste nabo til y, og z ifglge (vi) har
en nabo i A. Da v samt f begge er ikke-naboer til z1, indeholder AU {v} ikke et punkt, som har
mindst to naboer i {z,y,z1}. Det folger da af lemma 16.5, at A U {v} indeholder et spejlbillede
af {z,y,z1}. Det vil sige, at der findes f; € A — f, som er nabo til v, f og 1, men ikke til y og
ifplge (i7i) ikke til zg. Da enhver 2-vej mellem zy og x1, hvis indre tilhgrer A, har leengde mindst
fire, folger det, at x( ikke er nabo til f. P4 grund af symmetri kan det ved at antage, at f ikke er
nabo til xg, og ved at gennemfgre samme argument vises, at der tilsvarende findes fo € A — f, der
er nabo til v, f og zp, men ikke-nabo til y og z1. Da z, xg, fo, f1, 21 ikke m& danne et hul af ulige
leengde, ma fy og f1 veere ikke-naboer, men da er 2-vejen xg, fo, f, f1, x1 1 modstrid med pastand
7, da bade v og y har naboer i det indre af 2-vejen zg, fo, f, f1,x1. Dette viser pastand 9.

Ifplge (iv) vil der findes et punkt y € Y, som er ikke-nabo til v. Da fglger af (v), at y har en nabo
i A. Ifglge (vi) har v en nabo i A, og ifplge pastand 7 har ikke bade v og y en nabo i {a1,...,a,}.
Det vil sige, at {a1,...,a,} ikke udggr hele A. Da folger af pastand 9, at v ikke har en nabo i
{ai1,...,a,}. Dermed findes f € A, som er nabo til v og ikke tilhgrer C. Desuden fglger af pastand
9, at v kun har en nabo f i A, og A — f er sammenhaengende, da der ellers findes F' C A. Det vil

Kapitel 16. Familien F7 Side 159



16.2. Om specielle 2-veje og punkter i familien F7

sige, at der findes f € A, s A — f er sammenhaengende, f ¢ C, og f er den eneste nabo til v i A.
Pastand 10: Hvis v er nabo til et af xo eller x1, sd er lemmaet opfyldt.

Lad v veere nabo til for eksempel . Antag, at o ikke er nabo til f. Da fanger AU{x;} trekanten
{z,v,20}, idet x1 er den eneste nabo til z, f er den eneste nabo til v, og x¢ ifelge (vi) har en
nabo i A. Da x7 samt f begge er ikke-naboer til z¢, indeholder A U {z;} ikke et punkt, som har
mindst to naboer i {z,v,z0}. Det fplger da af lemma 16.5, at A U {2} indeholder et spejlbillede
af {z,v,z0}. Trekanten og dens spejlbillede udggr et antihul af leengde seks, som har tre punkter
feelles med hullet C' : z, g, a1, ..., ayn, x1, hvilket er i modstrid med lemma 15.9. Der kan altsa ikke
findes et spejlbillede af {z,v, 20}, og ingen af konklusionerne i lemma 16.5 er opfyldte, hvormed
der haves en modstrid. Det vil sige, at x¢ er nabo til f, og dermed er x; ikke-nabo til bade v og f.
Fra pastand 8 kan det antages, at v er nabo til y, og dermed er v ikke komplet til Y. Fra pastand
2 er z komplet til Y, og {C, Y’} er et hjul. Lad v, q1, ..., qx, 1 veere en 2-vej, hvis indre tilhgrer A.
Da f er den eneste nabo tilvi A, ma f = q;. Herer C5 : z,v,q1,. .., qx, x1 et hul. Fra pastand 9 er
A={q,...,qr}, da 1 = f er nabo til v og zg, og qi er nabo til z1. Da g = a,, og z er komplet
til Y, folger det af pastand 4, at ¢x ikke er komplet til Y. Da {C5, Y} ikke mé veere et hjul af ulige
leengde, idet G € Fr, er {C5,Y} ikke et hjul. Det folger dermed af korollar 2.4, at z og x1 er de
eneste punkter i C5, der er komplette til Y. Antagelserne i lemma 2.6 er dermed opfyldte. Det vil
sige, at Y enten indeholder en hat for Cj5 eller et afthop for C5 ved zz;. Fra pastand 2 vil mindst
to punkter i {ai,...,a,} veere komplette til Y, altsd alle punkter i Y’ har mindst to naboer i
{a1,...,a,}, som er en delmeengde af {q1,...,qx}, og da y er nabo til v, findes der ikke et athop
for Cs eller en hat for C5. Dermed er en modstrid opnéet, og pastand 10 er vist.

Fra pastand 10 kan det antages, at v er ikke-nabo til bade xg og x1. Fra pastand 9 har et af xg
eller 1 en unik nabo i A, og pa grund af symmetri kan det antages, at x; har en unik nabo f;
i A. Fra pastand 7 og pastand 9 fglger, at v ikke har en nabo i {a1,...,a,}, og f # f1. Lad
Q:f=q,...,q.= f1 vereen 2-veji A, sa Cg : z,v,q1,--.,qk, 1 er et hul.

Pastand 11: z er ikke komplet til Y', og v er komplet til Y' samt ikke-nabo til y.

Antag, at z er komplet til Y’. Her er v den eneste nabo til z i AU {v}, og f1 er den eneste nabo
til 1 i AU {v}. Fra pastand 4 fglger det, at ingen kant i xo,a1,...,a,,x1 er komplet til Y, og
da xo og x1 er komplette til Y, er hverken a; eller a,, = f; komplet til Y. Det vil sige, at z og
x1 er komplette til Y, mens v og f; ikke er komplette til Y. Fra lemma 16.6 med AU {v}, Y og
v, 2, %1, f1 folger det, at et punkt i Y ikke har en nabo i A. Men y har ifslge pastand 1 en nabo i
A, og dermed har et punkt i Y’ ingen naboer i A. Det vil sige, at der ikke findes et punkt i A, som
er komplet til Y’ og s& er v ifglge pastand 2 komplet til Y’ og ikke-nabo til y. Fra lemma 16.6
anvendt pd 2-vejen v, z, x1, f1, den antisammenhaengende maengde {y}, og den sammenhengende
mangde A U {v}, folger det, at y ikke har en nabo i A, hvilket giver en modstrid, s& y er nabo til
f1. Da {C4,Y} ikke méa veere et hjul af ulige leengde, ma {Cs, Y} ikke veere et hjul, og da fglger af
korollar 2.4, at z og z1 er de eneste punkter i C5, der er komplette til Y. Da fglger det af lemma
2.6, at Y indeholder en hat eller et afhop for Cg ved zxy. Idet alle punkter i Y’ er naboer til v,
og y er nabo til f1, findes der ikke en hat for Cs. Afhoppet skal benytte y, da alle punkter i Y’ er
naboer til v, s& det kan antages, at y og 3 er et afhop, hvor ¢/ € Y’'. Dermed er v, f1,Q, f,v,y’ en
2-vej af ulige leengde mindst fem, hvis endepunkter er komplette til {zo, 21}, og hvis indre punkter
ikke er komplette til {zg, z1}. Dette danner modstrid med lemma 14.3. Dermed er z ikke komplet
til Y’, og det fglger af pastand 2, at v er komplet til Y’ samt ikke-nabo til y. Dette viser pastand
11.

Pastand 12: y er ikke-nabo til alle af q1,...,qr_1.

Antag, at y er nabo til et af ¢1,...,qx—1. Veelg i, for 1 < ¢ < k, mindst muligt, s& y er nabo
til ¢;. Fra hullet C7 : v,q1,...,¢q;,y, 2z folger det, at i er ulige. Det kan derfor fra pastand 10
antages, at Uy : v,q1,...,¢q;,y,z1 er en 2-vej af ulige leengde. Endepunkterne i U; er komplette
til Y/ U {z}, mens de indre punkter ikke er komplette til Y U {z}, og Y' U {z} er ifplge pastand
11 antisammenhzengende. Lemma 14.3 kan derfor anvendes, og dermed har U; lengde tre. Det
betyder, at i = 1, og y er nabo til f. Hvis f ikke er komplet til Y’, findes en anti 2-vej H mellem
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f og y, hvis indre tilhgrer Y’. Sammen med anti 2-vejen y,v,x1, f danner H et antihul, der har
punkterne v,z og f feelles med hullet Cg, hvilket er i modstrid med lemma 15.9. Det vil sige, at
f er komplet til Y’. Da z ikke er komplet til Y”, findes en anti 2-vej Us mellem z og y, hvis indre
tilhgrer Y’. Sammen med anti 2-vejen y,v, x1, f, z danner Us et antihul, som har punkterne z, v
og x; feelles med Cg, hvilket igen danner modstrid med lemma 15.9. Dette viser pastand 12.

Det haves, at AU {v} fanger trekanten {y, z, z1}, idet y ifolge pastand 1 har en nabo i A, z; ifslge
(vi) har en nabo i A, og z er nabo til v. Da ¢ = f1 er eneste nabo til 21 i AU{v}, og v er eneste
nabo til z1 AU {v}, og de ikke er naboer, si findes der ikke et spejlbillede af {y,z, 21} i AU {v}.
Idet v er ikke-nabo til bade y og x1, sa fglger af lemma 16.5, at y er nabo til f; = qr. Antag,
at xo er nabo til et af ¢1,...,¢q;. P4 grund af minimaliteten af A er {a1,...,an} C {q1,.-., 4k},
og dermed er naboerne til y i C' punkterne g, z, 1 0g gr = a,. Anvendes korollar 2.4 pa C og
y faes dermed en modstrid, da C' indeholder et ulige antal kanter, der er komplette til {y}. Det
vil sige, at z¢ er ikke-nabo til alle g1, ...,q;. Men da er v,q1,...,qk,y, o en 2-vej af ulige leengde
mindst fem, hvis endepunkter er komplette til Y’ U {z}, og hvis indre punkter ikke er komplette
til Y U {z}, hvilket er i modstrid med lemma 14.3.

Det vil sige, at nar der laves antagelser for at undga, at lemmaet er opfyldt for Y, sa faes en
modstrid. O

Lemma 16.11

Lad G veere en graf, si G € Fr, og lad X, Y C V(G) veere ikke-tomme disjunkte antisammenhzgen-
gende maengder, som udger et komplet par. Lad p1,...,p, vere en 2-vej i G — (X UY') af leengde
mindst fire, sa p1 og p, er komplette til X, mens punkterne po, ..., pn,—1 ikke er komplette til X.
Antag, at et af folgende er opfyldt:

(i) p1,p2 og ps er alle komplette til Y.
(i4) Der findes i, hvor 1 < i < n — 3, S p;, Pi+1, Pi+2 0O Pi+s alle er komplette til Y.

(#4t) Der findes i, hvor 1 <i < mn — 3, sd p;11 0g pi+2 er komplette til Y, mens p; og p;+3 ikke er
komplette til Y.

Da findes der et hjul i G med Y som centrum, og hvis (iii) er opfyldt, si vil G yderligere have en
balanceret skseev opdeling. o

16.3 Pseudohjul

I dette afsnit defineres pseudohjul, som er en speciel form for hjul, og en raekke resultater vedrg-
rende disse gennemgées. Formalet med afsnittet er at vise, at minimale modeksempler ikke kan
indeholde pseudohjul, hvorfor disse betragtes her.

Definition 16.12 (Pseudohjul)

Lad G veere en graf, og lad X,Y C V(G) veere to disjunkte og antisammenhangende mengder,
der udggr et komplet par. Lad P : p1,...,p, vere en 2-vej i G — (X UY'), hvor n > 5, og p1 samt
pn er de eneste punkter fra P, der er komplette til X. Desuden skal p; veere komplet til Y, og
yderligere et punkt fra {ps,...,pn—1} skal veere komplet til Y, og hverken ps eller p, er komplet
til Y. Da siges {X;Y; P} at veere et pseudohjul i G. o
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Figur 16.2: Et eksempel pa et pseudohjul {X, P,Y }.

Bemeerk, at hvis X = {z}, s& er {{z}; P;Y} et almindeligt hjul. Et pseudohjul er alts& et hjul,
hvor et enkelt punkt er byttet ud med en antisammenhsengende maengde, som er komplet til Y.
Folgende lemma drager nogle basale konklusioner om et pseudohjul.

Lemma 16.13

Lad G veere en graf, s G € Fr, og lad {X;Y; P} veere et pseudohjul i G. Da indeholder P et ulige
antal kanter, der er komplette til Y, og mindst tre kanter i P er komplette til Y. Desuden har P
leengde mindst seks. o

Bevis

Da {X;Y; P} er et pseudohjul, er det kun p;, blandt P’s endepunkter, der er komplet til Y.
Derfor indeholder P ifglge lemma 16.9 et ulige antal kanter, der er komplette til Y. Antag, at P
kun indeholder én kant, der er komplet til Y, og lad det veere kanten p;p;+1. Da ps samt p,, ifslge
definition 16.12 ikke er komplette til Y, vil 3 < i < n — 2. Da p; og p, er de eneste punkter i
P, der er komplette til X, vil der findes en anti 2-vej @) mellem p; og p;y1, hvis indre tilhgrer
X. Hvis @ har leengde mindst tre, sa folger af lemma 15.6, at P har lzengde tre, hvilket danner
modstrid med, at {X;Y; P} er et pseudohjul, hvormed P har leengde mindst fire. Det vil sige, at
Q@ har leengde to, sa der findes x € X, som er ikke-nabo til bade p; og p;+1. Dermed findes et hul
C:Dky--yDisDit1,---, P, ¢ 1 G indeholdende x, p; og p;y1, hvor C—{z} C P. Enten z, ..., p;, pi+1
eller z,...,p;y1,p; har lige leengde, og da p;, p;+1 og x alle er komplette til Y, fglger af korollar
2.4, at den af dem med lige leengde indeholder mindst to kanter, der er komplette til Y. Da p;_1
og pi+2 ikke er komplette til Y, mé kanten veere disjunkt fra p;p;4+1, hvormed {C,Y} er et hjul i
G. Dette danner dog en modstrid med, at G € F7, da {C,Y} er et hjul af ulige leengde. Derfor
mé P indeholde mindst tre kanter, som er komplette til Y.

Da ps og p,, ikke er komplette til Y, og P indeholder mindst tre kanter, som er komplette til Y,
man > 7. ]

Bemaerkning 16.14
I et pseudohjul {X;Y; P} vil der om P ifplge lemma 16.9 gaelde, at P har lige leengde, hvormed
n er ulige. o

Det defineres nu, hvad det vil sige, at et pseudohjul er optimalt.

Definition 16.15 (Optimalt pseudohjul)
Lad G vere en graf, og lad {X;Y; P} vaere et pseudohjul i G. Da siges {X;Y; P} at vare et
optimalt pseudohjul, hvis fplgende ikke findes i G:

(i) Et pseudohjul {X',Y’, P'}, hvor antallet af punkter i P, som er komplette til Y’, er mindre
end antallet af punkter i P, som er komplette til Y.

(1) Et pseudohjul {X,Y’ P}, hvorY CY’.
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Bemeerk, at i definition 16.15(:) kan X' = X, Y’ =Y og P’ = P for op til to af dem.

Lemma 16.16

Lad G veere en graf, s§ G € F7, og lad {X;Y; P} veere et optimalt pseudohjul i G. Lad v €
V(G)— (X UY UV(P)) veere et punkt, som ikke er komplet til Y. Da findes en sammenhangende
delgraf P af P : p1,...,pn, sé folgende er opfyldt:

(i) V(P') indeholder alle v’s naboer i P.
(74) Intet indre punkt i P' er komplet til Y.
(#4i) Hvis v er komplet til X, da vil enten P’ = {p1} eller p, € V(P’).

<

Foregaende lemma udvides nu til at geelde for en sammenhasengende maengde F' fremfor blot et
enkelt punkt.

Lemma 16.17

Lad G veere en graf, s& G € Fr, og lad {X;Y; P} vaere et optimalt pseudohjul i G. Lad F C
V(G) — (X UY UV(P)) vaere en sammenhaengende maengde, si intet punkt i F' er komplet til Y.
Da findes en sammenhangende delgraf P’ af P, hvor fplgende er opfyldt:

(1) V(P') indeholder samtlige vedhseftninger til F' i P.
(i4) Intet indre punkt i P’ er komplet til Y.
(#41) Hvis et punkt i F' er komplet til X, da vil enten P’ = {p,} eller p,, € V(P').

Bevis
Antag, at der findes et modeksempel til lemmaet, og veelg F' som et minimalt modeksempel. Hvis
F = {f}, vil lemmaet ifglge lemma 16.16 veere opfyldt, s derfor ma |F| > 2.

Pastand: Der findes et punkt i F, som er komplet til X.

Antag, at I ikke indeholder punkter, der er komplette til X. Da F er et modeksempel, vil der,
da (i7) ikke er opfyldt, findes to vedhaeftninger p, og p. for F, si der i 2-vejen pg, ..., p. findes et
punkt pp, hvor a < b < ¢, der er komplet til Y. Da F' er et minimalt modeksempel, mé det derfor
gaelde, at F' udggr det indre af en 2-vej pg, ..., pe. Lad F': f1,..., fx, og dermed er pq, f1,.-., [k, Pe
en 2-vej i G. Lad W7 veere meengden af vedhaeftninger for F — fi i P, og lad W5 veere meengden af
vedheeftninger for F'— f1 i P. Da F er valgt mindst mulig, vil der findes 2-veje P; : pq,, ..., Db, OF
Py i pays- - Dby, som er delgrafer af P, hvor intet indre punkt er komplet til Y, og W; C V(P)),
for ¢ = 1,2. Det vil sige, at P, og P» vil veere feelles om vedhaeftninger for fs,..., fr_1 1 P. Da F
er et modeksempel, vil f; have en nabo i P;, som ikke tilhgrer P», og fx vil have en nabo i Ps,
som ikke tilhgrer P;. Veelg P, og P, mindst mulige, og dermed er p,, nabo til fi, og tilsvarende
ma pp, veere nabo til fi. Dermed findes der i G en 2-vej P* : p1,...,Pays f1y-« s flyPboy - -« Pn,y SE
figur 16.3.

p1 Pay Pas Db, Dby Pn

Figur 16.3: 2-vejene F' og P, hvorpa P; og P» har feelles punkter, altsé fo,..., fr—1 har vedhaeft-
ninger i P. De prikkede linier indikerer, at der kan findes kanter mellem {fa,..., fr—1}
og P1 N PQ.
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Hvis der findes et punkt i V/(P* —{p1}), som er komplet til Y, vil P* have leengde mindst fire, idet
F ikke indeholder punkter, der er komplette til Y, og p,, ifglge definition 16.12 ikke er komplet til
Y. Dermed er {X;Y; P*} et pseudohjul, men dette er i modstrid med, at {X;Y’; P} er et optimalt
pseudohjul, idet P* indeholder faerre punkter, der er komplette til Y end P, da p, € V(P), og pp ¢
V(P*). Derfor kan der ikke findes punkter i V(P*—{p1}), der er komplette til Y. Det vil sige, at kun
punktet p; € V(P*) er komplet til Y. Idet der ifglge (i) ikke findes punkter i {pa,+1,.-.,Db,—1}
08 {Pas+1s-+-,Pbs—1}, der er komplette til Y, ma punkter fra V(P — {p1}), som er komplette til
Y, tilhgre {py,, ..., Pas}, 08 hvis |{pby, ..., Day }| > 0, s& har punkter i {fs,..., fr—1} naboer i P,
f1 er nabo til pp,, og fi er nabo til p,,. Ifglge lemma 16.13 findes der et ulige antal kanter i P,
som er komplette til Y, og der findes mindst tre sddanne kanter. Altsa findes der i {pp,,...,Pay}
et ulige antal, og mindst tre, kanter, der er komplette til Y. Idet C': fi,..., fk,Pas; Pag—1,- -+ Dby
er et hul, og {pp,,...,pay} C V(C), indeholder C et ulige antal kanter, der er komplette til Y, og
C indeholder mindst tre sddanne kanter. Men dette er i modstrid med korollar 2.4, s& derfor mé
der findes et punkt i F', som er komplet til X. Dermed er pastanden vist.

Ifglge pastanden méa F' indeholde et punkt, som er komplet til X, og der mé findes punkter
Da,Pb € V(P), si p, er en vedheaeftning for F', og p, er komplet til Y, hvor 1 < a < b. P& grund
af minimaliteten af F' findes der en 2-vej pq, f1,..., fk, s& F = {f1,..., fx}, og s& fi er det eneste
punkt fra F, der er komplet til X. Lad W; veere meengden af vedheeftninger for F' — fi i P, og
lad Wy veere meengden af vedheeftninger for F' — f; i P. P& grund af minimaliteten af F' findes
der 2-veje Pi : pay,---, Db, 08 P2t Dayy. .., Db, 1 P, hvor intet indre punkt er komplet til Y, hvor
W; CV(F;), for i = 1,2, og hvor enten by = n eller as = by = 1 ifplge (iii), da F' — f1 er en mindre
maengde indeholdende et punkt, der er komplet til X.

Antag forst, at by = n. Veelg P; og P> mindst mulige. Idet W; C V(F;), vil p,,, pa grund af
minimaliteten af F'| veere nabo til f;. Dermed findes der i G en 2-vej P* : p1,...,Pay, f1s -+ fks Pn-
Hvis der findes et punkt i V/(P* —{p1}), som er komplet til Y, vil P* have leengde mindst fire, idet
F ikke indeholder punkter, der er komplette til Y, og p,, ifglge definition 16.12 ikke er komplet til
Y. Dermed er {X;Y; P*} et pseudohjul, men dette er i modstrid med, at {X;Y’; P} er et optimalt
pseudohjul, idet P* indeholder fzerre punkter, der er komplette til Y end P, da p, € V(P), og
py ¢ V(P*). Derfor kan der ikke findes punkter i V(P* — {p1}), der er komplette til Y. Det
vil sige, at kun punktet p; € V(P*) er komplet til Y. Idet der ifglge (ii) ikke findes punkter i
{Par+1, -+ Pb1—1} 08 {Pas+1s--+»Pby—11, der er komplette til Y, m& punkter fra V(P —{p1}), som
er komplette til Y, tilhgre {ps,, ..., Da, }. Ifolge lemma 16.13 findes der et ulige antal kanter i P,
som er komplette til Y, og der findes mindst tre sddanne kanter. Altsa findes der i {ps,, ..., Pa, }
et ulige antal kanter, og mindst tre, der er komplette til Y. Idet C' : f1,..., fk,Pags Pag—1s- -« Pby
er et hul, og {pp,,...,Pa,} C V(C), indeholder C et ulige antal kanter, der er komplette til Y, og
C indeholder mindst tre sddanne kanter. Men dette er i modstrid med korollar 2.4, s& derfor mé

bg#n.

Antag, at ag = by = 1. Dermed er p,, = pp, = p1, 0g derfor kan det yderligere antages, at p; € Wa.
Da f; har en nabo udenfor Wa, vil by > 1. Da V(P;) = {p1}, og W5 C V(P), kan det antages,
at der ikke findes kanter mellem V(P — {p1}) og F — f1. Veelg P : pa,,...,pp, mindst mulig.
Dermed er py, nabo til fi, og enten er a; = 1, eller p,, er nabo til fi, da F' — {f1, fr} ikke har
vedheeftninger i V(P — {p1}), og pa, skal have en nabo i F' — f;. Antag ferst, at der i 2-vejen
P1,--.,Pa, findes et ulige antal kanter, der er komplette til Y. Da po ifslge definition 16.12 ikke
er komplet til Y, ma der findes et indre punkt i p1,...,pas,, der er komplet til Y. Dermed har p;
ingen naboer i F' — f;, for sa vil P; have et indre punkt, der er komplet til Y, hvilket vil veere i
modstrid med (i¢). Dermed er f1,..., fk,P1,.--,Paq, €t hul, der indeholder et ulige antal kanter,
der er komplette til Y. Hullet vil indeholde mindst tre punkter, der er komplette til Y, da p; er
komplet til Y, mens ingen af dens naboer er komplette til Y, og der skal findes mindst en kant,
der er komplet til Y. Dette giver en modstrid med korollar 2.4, hvilket vil sige, at der findes et
lige antal kanter i p1,...,pq,, som er komplette til Y. Da der i P findes et ulige antal kanter, der
er komplette til Y, og der i P; ikke findes kanter, der er komplette til Y, ma py,, ..., pn indeholde
et ulige antal kanter, der er komplette til Y. Det vil sige, at 2-vejen R : fr,..., f1,Db,5--,Pn
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indeholder et ulige antal kanter, der er komplette til Y. Da der i py,, ..., pn findes en kant, der er
komplet til Y, og p,, per definition 16.12 ikke er komplet til Y, m& by < n—2. Da k > 2, ma R have
leengde mindst fire. Det vil sige, at R er en 2-vej af leengde mindst fire, hvis endepunkter begge er
komplette til X, og hvis indre punkter ikke er komplette til X. Desuden indeholder R mindst to
punkter, som er komplette til Y, men ingen af endepunkterne er komplette til Y. Fra lemma 16.9
faes, at antallet af kanter i R, der er komplette til Y, har samme paritet som antallet af punkter
i {fk,pn}, der er komplette til Y. Da hverken f, eller p,, er komplette til Y, opnédes en modstrid,
idet R indeholder et ulige antal kanter, der er komplette til Y. Det vil sige, at antagelsen, om at
F' er et minimalt modeksempel, méa veere forkert. O

Hovedresultat (iz) fra kapitel 1 kan nu vises.

Sesetning 16.18
Lad G vere en graf, sa G € F7. Hvis G indeholder et pseudohjul, si har G en balanceret sksev
opdeling. o

Bevis

Antag, at G indeholder et pseudohjul, men ikke har en balanceret skeev opdeling. Her vil G
indeholde et optimalt pseudohjul, lad det veere {X;Y; P}. Lad Z veere meengden af punkter i G,
som er komplette til Y. Dermed er Y og Z disjunkte, komplette til hinanden, og |Z| > 2, idet
{X;Y; P} er et pseudohjul. Lad Fy = V(G) — (Y UZ). Ifglge lemma 15.4 er Fj sammenhaengende,
og ethvert punkt i Z har en nabo i Fj.

Veelg i > 2, s& p;p;+1 er komplet til Y, og p; 1o ikke er komplet til Y. Dette er muligt, da P ifglge
lemma 16.13 har mindst tre kanter, der er komplette til Y, og p, ifslge definition 16.12 ikke er
komplet til Y. Lad A : p1,...,p;—1 0g B : Di+1,...,Pn. Da p1 er nabo til ps € Fy, og p;+1 er nabo
til ;4o € Fo, vil de begge have naboer i Fjy. Dermed findes der i Fy en minimal sammenhaengende
meengde F', s punkter fra A og punkter fra B har naboer i F'. Da F er valgt mindst mulig, er
F disjunkt fra V(P), da F ellers kan veelges mindre, og desuden er F disjunkt fra X UY’, idet
X C Z. Dette er dog i modstrid med lemma 16.17, da hvis der findes en sammenhaengende delgraf
P’ af P, hvor V(P’) indeholder samtlige vedheeftninger for F' i P, sa vil P’ indeholde p;, som er
komplet til Y. Dermed har G en balanceret skeev opdeling, nar G indeholder et pseudohjul. [

Det kan hermed konstateres, at en graf i familien F7, som indeholder et pseudohjul, er en perfekt
graf, da den sa har en balanceret skeev opdeling. Dermed kan et minimalt modeksempel ikke
indeholde et pseudohjul. Igen er mulighederne for udseendet af et minimalt modeksempel blevet
indskraenket. Det mangler at blive vist, at grafer, der yderligere ikke indeholder pseudohjul, er
perfekte.
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Kapitel 17

Familien Fg

Familien Fg, som dette kapitel omhandler, er en underfamilie af familien F7, hvor der nu yderligere
geelder, at hverken grafen eller dens komplement indeholder pseudohjul. Dette yderligere krav
skyldes, at det i kapitel 16 blev vist, at et minimalt modeksempel ikke ma indeholde pseudohjul.
Idéen med dette kapitel er at vise, at et minimalt modeksempel ikke kan indeholde hjul. Altsa at
vise hovedresultat (z) fra kapitel 1, hvormed endnu en struktur, nemlig hjul, kan udelukkes fra et
minimalt modeksempel. Dette gribes lidt anderledes an end i de foregdende kapitler, da der her ses
pa hvorledes grafen ser ud, nar den ikke har en balanceret skeev opdeling, hvor der i de tidligere
kapitler konstateres, at grafen har en balanceret skaev, nar den har et bestemt udseende. For at
udelukke hjul fra minimale modeksempler benyttes hjulsystemer og optimale hjul, som afsnit 17.1
henholdsvis afsnit 17.2 omhandler.

Definition 17.1 (Fs) .
Lad G € F7. Hvis yderligere hverken G eller G indeholder et pseudohjul, sa vil G € Fg. o

Dermed vil en graf, hvor komplementet ikke indeholder et pseudohjul, tilhgre familien Fg.

Korollar 17.2
Lad G veaere en genstridig graf, da vil G € Fg o

Bevis

Ifplge korollar 16.2 vil enhver genstridig graf tilhgre F7. Enhver genstridig graf G vil per definition
13.1 ikke have en balanceret skev opdeling. Hermed mé G ifglge ssetning 16.18 ikke indeholde
et pseudohjul. Ved at anvende szetning 16.18 i komplementet, ma G ligeledes ikke indeholde et
pseudohjul, hvormed G € Fs. d

Da et minimalt modeksempel er en genstridig graf, er det med ovenstdende korollar vist, at et
minimalt modeksempel vil tilhgre familien Fg.

17.1 Hjulsystemer

I dette afsnit undersgges hjulsystemer. Afsnittet indledes med nogle definitioner omhandlende hjul-
systemer, hvorefter en raekke resultater praesenteres, som senere anvendes til at vise hovedresultat
(z) fra kapitel 1.

Definition 17.3 (Ramme)
Lad G veere en graf, lad z € V(G), og lad Ay C V(G) — N|[z] vaere en ikke-tom sammenhangende
meengde. Da siges {z, Ap} at veere en ramme i G. o
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Bemeerk, at N[z] betegner meengden bestéende af punktet z samt alle 2’s naboer i G.

Definition 17.4 (Hjulsystem)
Lad G veere en graf, og lad {z, Ay} veere en ramme i G. Lad xy, ...z, hvor t > 1, vaere en fplge
af forskellige punkter i V(G) — (Ao U{z}), som opfylder falgende:

(i) Ag indeholder naboer til xy og x1, men intet punkt i Ay er nabo til bade x¢ og x1.

(1) For?2 < ¢ <t findes der en sammenhangende delmaengde af G, som indeholder Ay, indeholder
en nabo til x;, ikke indeholder naboer til z, og ikke indeholder punkter, der er komplette til

{.To, ce ,,CCi_l}.
(#4t) For 1 <i <t erx; ikke komplet til {xq,...,2;—1}.

(iv) z er komplet til {xq,...,x+}.
En sadan folge xq, ..., x: kaldes et hjulsystem i G af hgjde t. o

Bemeaerk, at der er symmetri mellem xy og x1, hvilket vil sige, at x1,xg,22,...,2;: er et andet
hjulsystem i G af hgjde ¢.

Definition 17.5 (X; og A;)
Lad G veaere en graf, og lad xy,...,x; veere et hjulsystem i G af hgjde t. For 1 < i < t defineres

X; =A{xo,...,2;}, og A; defineres til at vaere en maksimal sammenhzngende delmaengde af V (G),
som indeholder Ay, ikke indeholder naboer til z og ikke indeholder punkter, der er komplette til
Xi~ <

Bemaerk, at per definition vil A;_1 C A;.

Bemaerkning 17.6
Definition 17.4(ii) kan nu omformuleres til, at x; har en nabo 1 A;_;. o

Definition 17.7 (Centrum for hjulsystem)
Lad G vere en graf, og lad Y C V(G) veere en ikke-tom antisammenhaengende maengde. Lad

{z, Ao} veere en ramme i G, hvor Y N (Ag U {z}) = 0, og lad xy,...,x411 veere et hjulsystem
i G med hensyn til rammen {z, Ag}. Da siges Y at vaere centrum for hjulsystemet, hvis t > 1,
z,xg,...,xs alle er komplette til Y, og x4+ ikke er komplet til Y. o

Korollar 17.8

Lad G veere en graf, si G € Fg, ladY C V(G) veere en ikke-tom og antisammenhaengende maengde,
lad {z, Ao} veere en ramme, hvor Y N (Ag U {z}) =0, og lad xy, . .., z¢+1 veere et hjulsystem med
Y som centrum, og t > 1. Lad X; og A; veere som i definition 17.5, og antag, at hgjst et y € Y
er antikomplet til Ay. Antag desuden, at der ikke findes et hjul med Y som centrum. Da vil der
findes et punkt y € Y og indeks r, hvor 1 < r < t, som opfylder falgende:

(i) y er ikke-nabo til x;41 og er antikomplet til A,.
(#4) @441 har en nabo i A, og en ikke-nabo i X,.

&

Her folger fgrste lemma om strukturen i en graf i familien Fg, der ikke har en balanceret skeev
opdeling, nar yderligere antagelser er opfyldte.
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Lemma 17.9

Lad G vaere en graf, s G € Fs, og G ikke har en balanceret skaev opdeling. LadY C V(G) veere en
ikke-tom og antisammenhaengende meengde, og lad {z, Ao} veere en ramme, hvor Y N(AgU{z}) = 0.
Lad xq,...,xs vaere et hjulsystem, hvor s > 1, s z,xq, ..., s alle er komplette til Y. Da vil der
findes en folge 541, ...,2¢41, hvort > s, sa xg, ..., T141 er et hjulsystem med hensyn til rammen
{#z, Ao} med Y som centrum. o

Bevis

Velg en folge 541, ..., 2, som eventuelt er tom, hvor alle punkter i fglgen er komplette til Y, og
xo, ..., 2t er et hjulsystem med hensyn til rammen {z, Ag}, hvor ¢ er valgt stgrst muligt. Dermed
er t > 1. Lad X; og A; veere som i definition 17.5. Fra lemma 15.4 med X; og Y komplette til
hinanden, vil V(G) — (X; UY) veere sammenhaengende, s& der findes en 2-vej P mellem z og Ay,
som er disjunkt fra X;. Hvis P indeholder et indre punkt p, som er komplet til X;, anvendes
lemma 15.4 i stedet pd maengderne X; og Y U {p}. Denne proces fortsattes, indtil der haves en
2-vej P mellem z og A, hvis indre ikke indeholder et punkt, der er komplet til X;. Lad v veere
naboen til z i denne 2-vej. Her kan P ikke have lzengde en, idet A; ikke indeholder naboer til z.
Fra maksimaliteten af A; og det at der i det indre af P ikke findes punkter, der er komplette til

X, folger, at P har leengde to. Dermed har v en nabo i A, hvormed xg, ..., Z:, v er et hjulsystem.
Fra maksimaliteten af ¢ fglger det, at v ikke er komplet til Y, hvormed Y er centrum for dette
hjulsystem. U

Fglgende korollar omhandler ligeledes strukturen i en graf i familien Fg, der ikke har en balanceret
skaev opdeling, hvor yderligere nogle betingelser er opfyldte. Korollaret keeder korollar 17.8 og
lemma 17.9 sammen.

Korollar 17.10

Lad G veere en graf, s G € Fg, og G ikke har en balanceret skeev opdeling. Lad Y C V(G) veere en
ikke-tom og antisammenhaengende meengde, og lad {z, Ao} veere en ramme, hvor Y N(AgU{z}) = 0.
Lad xq,...,xs veere et hjulsystem, hvor s > 1, sa z,xq, ..., xs alle er komplette til Y. Lad X; og
A; vaere som i definition 17.5, og antag, at ethvert punkt i Y har en nabo i A, og hgjst et punkt
1Y er antikomplet til A;. Antag desuden, at der ikke findes et hjul med Y som centrum. Da vil
der findes punkter y € Y og v samt indeks r, hvor 1 < r < s, sa folgende er opfyldt:

(i) y er ikke-nabo til v og antikomplet til A,..

(i4) v er nabo til z, har en nabo i A, og en ikke-nabo i X..

Bevis

Ifplge lemma 17.9 vil der findes en folge 2541, ..., 2¢41, hvor t > s, 84 xg, ..., Try1 er et hjulsystem
med hensyn til rammen {z, A} med ¥ som centrum. Fra korollar 17.8 vil der findes et r, hvor
1 <r <t oget punkt y € Y, s y er ikke-nabo til x411 og antikomplet til A,, og x¢+1 har en
nabo i A, og en ikke-nabo i X,.. Idet hvert punkt i Y har en nabo i A, sa fglger det, at r < s, da
y € Y ikke har naboer i A,, og resultatet fglger med v = x441. O

17.2 Optimale hjul

I dette afsnit undersgges optimale hjul. Tre resultater, der et for et forteeller om udseendet af
grafen, preesenteres. De leder frem til at kunne vise hovedresultat (x) fra kapitel 1, som vises sidst
i afsnittet, hvormed hjul udelukkes fra et minimalt modeksempel.
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Definition 17.11 (Optimalt hjul)
Lad G veere en graf, og lad {C,Y} vaere et hjul i G. Da defineres {C,Y'} til at veere et optimalt
hjul, hvis der ikke findes et hjul {C",Y'}, hvor Y C Y. o

Definition 17.12 (Drage)

Lad G veere en graf, og lad {C,Y'} veere et hjul i G. Hvis y € V(G) — (Y UV(C)) ikke er komplet
til Y og har fire naboer i C, hvoraf de tre er pa hinanden fglgende og komplette til Y. Da defineres
y til at veere en drage for {C,Y}. o

Q

Y
Figur 17.1: Eksempel pa en drage y for {C,Y}.

Det vises nu, at en graf i familien Fg, der ikke har en balanceret skaev opdeling, under en yderligere
antagelse om, at grafen indeholder et optimalt hjul, vil give et krav pa strukturen af grafen om
ikke at indeholde en drage for det pagseldende hjul.

Lemma 17.13
Lad G vaere en graf, s G € Fg, og G ikke har en balanceret skeev opdeling, og lad {C,Y} vaere et
optimalt hjul i G. Da findes der ikke en drage for {C,Y} i G. S

Bevis

Antag, at y € V(G) — (Y UV(C)) er en drage. Lad x, 2,21 veere en 2-vej i C, hvor xg,z og
x1 alle er komplette til Y U {y}. Lad Ag = V(C) — {z,20, 21}, s& xg, 21 er et hjulsystem med
hensyn til rammen {z, Ag}. Antagelserne i lemma 17.9 er opfyldte, og deraf folger, at der findes en
folge xa, ..., @441, for t > 1, 84 xo, ..., x441 er et hjulsystem med hensyn til rammen {z, Ap} med
Y U {y} som centrum. Idet y er en drage, har y en nabo i Ay, og da {C,Y} er et hjul, findes der
mindst to disjunkte kanter, der er komplette til Y, hvilket vil sige, at der findes et punkt i Ay, som
er komplet til Y. Dermed har ethvert punkt i Y U {y} en nabo i Ag, s& intet punkt i Y U {y} er
antikomplet til A;. Da {C,Y} er et optimalt hjul, findes der ikke et hjul med Y U{y} som centrum.
Antagelserne i korollar 17.8 er opfyldte med Y U {y} som antisammenhaengende maengde, men da
alle punkter 1 Y U {y} har en nabo i Ay, er konklusionen i korollar 17.8 ikke opfyldt. Det vil sige,
at antagelsen, om at y er en drage, ma veere forkert. ([

Definition 17.14 (Hale)

Lad G vere en graf, og lad {C,Y} veere et hjul i G. Lad z € V(C), og lad x¢ og x1 veere naboer
til z i C. Da defineres en 2-vej T i V(G) — {xo,z1} mellem z og V(C) — {z, xo, 1} til at veere en
hale for z med hensyn til {C,Y}, hvis folgende er opfyldt:

(i) z,z¢ og x1 er alle komplette til Y.
(7i) Der findes en kant i C — {z,z9, 21}, som er komplet til Y.
(#i7) Naboen til z i T er nabo til bdde z og 1.

)
)
)
)

(iv) Intet punkt i T tilhgrer Y.
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(v) Intet indre punkt i T er komplet til Y.

(vi) Intet punkt i G er en drage for {C,Y}.

Figur 17.2: Eksempel pé en hale T for z med hensyn til {C,Y}.
I stil med lemma 17.13 vil det nu yderligere blive udelukket, at grafen indeholder en hale.

Lemma 17.15
Lad G veere en graf, s G € Fg, og G ikke har en balanceret skaev opdeling, og lad {C,Y '} veere et
optimalt hjul i G. Da har intet punkt i C' en hale. o

Lemma 17.16

Lad G veere en graf, sé G € Fg, og G ikke har en balanceret skaev opdeling, og lad {C,Y} vaere
et optimalt hjul i G. Da findes en 2-vej ¢1,ca,c3 1 C, sa c1,ce 0og cs alle er komplette til Y, og en
2-vej ¢1,P1, - - Dky C3, S& {P1,...,pr} & V(C)UY, ingen af punkterne i {p1,...,pr} er komplette
til Y, og ingen af punkterne i {p1,...,pr} har en nabo i V(C) — {c1, c2,¢3}. o

Bevis
Da {C,Y} er et hjul, vil der findes to ikke-nabopunkter a og b i C, som er komplette til Y og
har ulige hjulparitet. Lad X veere de punkter fra C', som er komplette til Y. Lad X i lemma 15.4
svare til X — {a,b}, og lad YV svare til Y. Da X — {a,b} UY # V(G) er V(G) — (X — {a,b} U
Y) sammenhezngende. Dermed findes der en 2-vej P mellem a og b, hvis indre ikke tilhgrer Y.
Hvis P indeholder et indre punkt p, som er komplet til Y, anvendes lemma 15.4 pa meengderne
X —{a,b} U{p} og Y i stedet. Denne proces fortsattes, indtil der haves en 2-vej P mellem a og
b, hvis indre ikke indeholder punkter, der er komplette til Y. Der kan findes indre punkter i P,
der tilhgrer C', men der kan veelges en 2-vej P’ i P med endepunkter a’ og ¥, s& a'b’ € E(C), a
og b’ har ulige hjulparitet, og P’ har mindst mulig leengde, hvormed intet punkt i det indre af P’
tilhgrer C.
Antag, at a’ og V' er naboer. Da a’,b’ € V(C') og har ulige hjulparitet, er de begge komplette til
Y, og dermed tilhgrer hverken a’ eller b’ det indre af P. Det vil sige, at ' = a og b’ = b, hvormed
a og b er naboer. Dette er dog i modstrid med antagelsen om, at a og b ikke er naboer, hvormed
a’ og V' ikke er naboer.
Lad F veere det indre af P’. Da der ikke findes punkter i det indre af P’, som tilhgrer Y eller C,
findes der ingen punkter i F, som tilhgrer Y U V(C). Da det er vist, at intet indre punkt i P er
komplet til Y, vil intet punkt i F veere komplet til Y. Da a’ og b’ er endepunkterne i P/, er de
vedheeftninger for F. Det vil sige, at F' har vedheeftninger i C, som er ikke-naboer, og som har
ulige hjulparitet. Da G ikke har en balanceret skeev opdeling, og {C,Y} er et optimalt hjul i G,
findes der ifplge lemma 17.13 ikke en drage i G med hensyn til {C,Y}. Antagelserne i lemma 15.15
er opfyldte, hvormed en af konklusionerne mé geelde. Lemma 15.15(¢) kan ikke veere opfyldt, idet
{C,Y} er et optimalt hjul i G. Lemma 15.15(47) kan ikke veere opfyldt, idet der ikke findes en drage
i G. Det vil sige, at det er lemma 15.15(444), der er opfyldt, hvormed der findes en 2-vej ¢1, o, 3 i
C, s& c1,co 0og c3 alle er komplette til YV, og en 2-vej ¢1,p1, ..., Pk, C3, & {p1,...,px} ¢ V(C)UY,
ingen af {p1,...,pr} er komplette til Y, og ingen af {p1,...,pr} har en nabo i V(C) — {c1, c2, c3}.
O
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Det er nu muligt at vise hovedresultat (z) fra kapitel 1.

Saetning 17.17
Lad G vere en graf, sa G € Fg, og G ikke har en balanceret skeev opdeling. Da findes der ikke et
hjul i G. o

Bevis
Antag, at der findes et hjul i G, og veelg et optimalt hjul {C, Y}, sd C indeholder sé fa kanter, der
er komplette til Y, som muligt.

Pastand 1: Netop fire kanter i C' er komplette til Y .

Fra lemma 17.16 findes en 2-vej c1,ca,c3 1 C, sa c1,co og c3 alle er komplette til Y, og en 2-vej
C1,P1y -3 Dk,C3, & {p1,...,pt € V(C)UY, ingen af pi,...,pxr er komplette til Y, og ingen af
P1,-..,pk har en nabo i V(C)—{e1, ¢, c3}. Lad C veere foreningen af C'— {ca} og 1, p1, - - -, Dk, C3-
Da er C’ et hul af leengde mindst seks, som indeholder feerre kanter end C, der er komplette til
Y, da der ved at fjerne ¢, fjernes to kanter, som er komplette til Y. Idet {C,Y} er et optimalt
hjul i G med s fa kanter, der er komplette til Y, som muligt, er {C’, Y} ikke et hjul. Der findes
mindst fire kanter i C, der er komplette til YV, idet C' indeholder mindst to disjunkte kanter, som
er komplette til Y, og {C,Y} ikke m& veere et hjul af ulige leengde. Da C” har to kanter feerre
end C, der er komplette til Y, og {C’, Y} ikke er et hjul, findes der netop fire kanter i C, der er
komplette til Y. Dette viser pastand 1.

Det haves, at {C,Y} ikke er et hjul af ulige leengde, idet G € Fg. Det vil sige, at der findes
punkter xg, z,x1,c1,co,c3 1 C, der alle er forskellige undtaget muligvis z; = ¢y eller ¢35 = xg, sé&
X0z, 2x1, c1ce 0g cacg er de kanter 1 C, som er komplette til Y. Lad Ag = V(C) — {z, x0, 21}

c1

() c3

Figur 17.3: Udseendet af {C,Y}.

Pastand 2: Der findes ikke en hale for z med hensyn til {C,Y} i G.

Antag, at der findes en hale T for z med hensyn til {C,Y} i G, hvor zy og 1 er naboerne til
21 C. Da xy samt x1 er naboer til z, er {2z, Ap} en ramme, hvor Y N (Ap U {z}) = (). Desuden
opfylder xg,z; betingelserne i definition 17.4, hvormed z(,z; er et hjulsystem, sa z,xzg og x; er
komplette til Y. Lad ¢t € V(T,) veere punktet fra T,, som er nabo til g,z og 1. Meengden Ay
skal per definition 17.5 veere maksimal sammenhangende, s& den indeholder Ag, ikke indeholder
naboer til z og ikke indeholder punkter, der er komplette til X7 = {zg, 21 }. Dermed mé T, — {t}
veere indeholdt i A;. Det vil sige, at ¢ har en nabo i A;. Da der findes et punkt i Ag, der er komplet
til Y, vil ogsa alle punkter i Y have en nabo i A;. Antag, at der ikke findes et hjul med Y U {¢}
som centrum. Dermed er antagelserne i korollar 17.10 opfyldte. Korollar 17.10(¢) er ikke opfyldt,
da der ikke findes y € Y U {t}, der er antikomplet til A,, for 1 < r < 1. Dermed ma antagelsen,
om at der ikke findes et hjul med Y U {t} som centrum, veere forkert. Altsa vil der findes et hjul
med Y U {t} som centrum, hvilket danner en modstrid med, at {C,Y} er et optimalt hjul i G.
Det vil sige, at antagelsen, om at der findes en hale for z med hensyn til {C,Y'} i G, er forkert, og
pastand 2 er vist.

Lad X ilemma 15.4 svare til {xg,z1}, og lad Y svare til Y. Da Y U {zg, 21} # V(G), er V(G) —
(Y U {xg,z1}) sammenhaengende. Det vil sige, at der findes en 2-vej T mellem z og et punkt i
Ap, hvis indre ikke tilhgrer Y. Hvis et indre punkt p i T" er komplet til Y, da anvendes lemma
15.4 p&4 meaengderne {xg, x1,p} og Y i stedet. Denne proces fortseettes, indtil der haves en 2-vej T
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mellem 2z og Ag, hvis indre er disjunkt fra Y og ikke indeholder punkter, der er komplette til Y.
Lad y € V(T') veere naboen til z i T.

Pastand 3: Ikke biade xo og x1 er mnabo til y.

Antag, at bade xg og x1 er nabo til y. Det folger af lemma 17.13, at der ikke findes en drage for
{C,Y} i G. Idet mindst én af kanterne cica og cacs tilhgrer C' — {z,xg, 21}, er betingelserne i
definition 17.14 opfyldte, hvormed T er en hale for z med hensyn til {C,Y'} i G. Men da der ifplge
pastand 2 ikke findes en hale for z med hensyn til {C, Y} i G, ma antagelsen, om at y er nabo til
bade x¢ og x1, veere forkert, hvormed pastand 3 er vist.

Pastand 4: y har ikke en nabo i Ay.

Antag, at y har en nabo ¢ i Ag — c3. Da er z og c ikke-naboer, idet ¢ € Ay — ¢z, og har ulige
hjulparitet i {C,Y}. Fra pastand 1 fplger, at xoz, 221, c1c2 0g cacs er de eneste kanter i C, som
er komplette til Y. Lad a og b veere ¢’s naboer i C, og antag, at bade a og b er komplette til Y.
Her er a = x¢ eller b = zg samt a = x1 eller b = z; en mulighed. Hvis ¢ ikke er komplet til Y,
sd lad v € Y veere ikke-nabo til ¢. Mindst ét af a og b vil ikke tilhgre {xg,z1}, lad det veere a.
Da danner y,c,a, v,z et hul af leengde fem, s& ¢ mé veere komplet til Y. Nar bade a,b og ¢ er
komplette til Y, dannes der yderligere mindst én kant i C', som er komplet til Y, udover kanterne
Tz, 221, C1C2 0g coc3. Dette er dog i modstrid med pastand 1, sa derfor kan hgjst en af ¢’s naboer
i C' veere komplet til Y. Fra pastand 3 folger, at ikke bade zy og x1, som er z’s naboer i C, er
naboer til y. Antagelserne i lemma 15.14 er opfyldte, hvor v i lemma 15.14 svarer til y. Det fglger
af lemma 15.14(¢i7), at {C,Y U {y}} er et hjul, idet de andre to konklusioner i lemma 15.14 ikke
kan veere opfyldte. Dette giver dog en modstrid med, at {C,Y} er et optimalt hjul. Det vil sige,
at antagelsen, om at y har en nabo ¢ i Ag — ca, er forkert.

Antag derfor, at y er nabo til ¢5. Da C har leengde mindst seks, vil enten z¢ # c3 eller 1 # ¢;. Pa
grund af symmetri kan det antages, at ¢ # c3. Lad @ veere 2-vejen mellem zg og ¢ 1 C — {z}. Da
xg # c3, har @ leengde mindst to, da hvis @ kun har leengde en, er @ en kant, som er komplet til
Y, hvilket ikke kan lade sig ggre pa grund af pastand 1. Antagelserne i korollar 2.4 er opfyldte, og
korollar 2.4 giver, at antallet af kanter i (), der er komplette til Y, har samme paritet som lzengden
af Q. Da der findes et lige antal kanter, og mindst to, mellem zy og c3 i C'— @, der er komplette
til Y, ma @ ligeledes have lige leengde. Da xg, @, c3, co, y ikke ma veere et hul af ulige leengde, er
y og xg ikke-naboer. Men da er hullet xg, Q, cs, c2,y, 2 omkredsen af et hjul af ulige leengde med
Y som centrum. Det er et hjul af ulige leengde, da cacs og zzg er de kanter i C', som er komplette
til Y, der er med i hullet xg, @, c3, c2,y, z. Dette er dog i modstrid med, at G € Fg. Det vil sige,
at y heller ikke er nabo til cs, hvormed pastand 4 er vist.

Lad T : z,y,v1,...,Unt1, hvor v,411 € Ag. Fra pastand 4 er n > 1, idet y ikke har en nabo i Aj.
Veelg T, sa lezengden af T' er mindst mulig, og ingen af y, vy, ...,v,_1 har naboer i Ag.

Pastand 5: Hvis n = 1, sd vil ingen af v1’s naboer i Ag vere komplette til Y.

Antag, at n = 1, og antag, at vo € Ag er komplet til Y. P4 grund af symmetri kan det antages,
at xg # cs. Lad @ veere 2-vejen mellem xg og ¢3 1 C' — {z}. Da xy # c3, har @ leengde mindst
to. Antagelserne i korollar 2.4 er opfyldte, og korollar 2.4 giver, at antallet af kanter i ), der er
komplette til Y, har samme paritet som leengden af ). Da der findes mindst to kanter mellem xg
og c3 1 C — @Q, der er komplette til Y, ma @ ligeledes have lige leengde. Der findes en anti 2-vej
U mellem y og v1, hvis indre tilhgrer Y, idet y og v; ikke er komplette til Y. Da U sammen med
v1, 2,02,y danner et antihul, har U ulige leengde. Dermed er ethvert punkt a, der er komplet til
Y, nabo til enten y eller vy, for ellers findes et antihul y, vs, z,v1, a af leengde fem. Idet co og c3
er komplette til Y og ifglge pastand 4 ikke er naboer til y, ma de veere naboer til v;. Fra pastand
3 folger det, at y ikke er nabo til bade xg og 1, hvormed v; er nabo til et af zqg eller z;. Lad v,
veere nabo til zg. Da har v; to naboer zg og co 1 C, som ikke indbyrdes er naboer og har ulige
hjulparitet, idet der kun findes kanten c3co mellem dem. Ligeledes hvis v; er nabo til x1, da har
v1 to naboer x; og c3 i C, som ikke indbyrdes er naboer og har ulige hjulparitet, idet der kun
findes kanten cjco mellem dem. Antagelserne i lemma 15.14 er opfyldte, hvor v i lemma 15.14
svarer til v1. Da v; har mindst tre naboer i C, nemlig enten v, zo og co eller vy, x1 0g c3, kan
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17.2. Optimale hjul

lemma 15.14(¢) ikke veere opfyldt, og pa grund af maksimaliteten af {C, Y} kan lemma 15.14 (i)
ikke veere opfyldt. Dermed ma lemma 15.14(i¢) veere opfyldt, hvormed der findes tre pa hinanden
folgende punkter i C, der alle er komplette til Y U {v;}. Fra pastand 2 har v; ikke andre naboer
i C, da vy sa ville veere en hale for z med hensyn til {C,Y}. Eftersom z ikke er nabo til punkter
i Ag, er ¢1,co 0og cs de eneste tre pa hinanden fglgende punkter i C, der kan veere komplette til
Y U {v1}. Da v; er nabo til enten zq eller z1, og xg # c3 per antagelse, ma x; = ¢;. Da ethvert
punkt, som er komplet til Y, vil veere nabo til enten y eller v1, ma xy veere nabo til y, idet xg
er komplet til Y og ikke-nabo til v. Men da er xg, @, c3,v1,y et hul af ulige leengde, hvilket er i
modstrid med, at G € Fg, og pastand 5 er vist.

Det kan nu antages, at n > 2.
Pastand 6: Et af xg eller 21 har ingen naboer i {y,vi,...,vn}.

Lad P : y,p1,...,px veere en 2-vej, hvor pr € Ay er komplet til Y, dens indre tilhgrer Ay U
{v1,...,0n}, s& pi er det eneste punkt i P, der er komplet til Y. Da ingen af y,v1,...,v,-1
har naboer i Ag, er {y,v1,...,vn} C {y,p1,...,pr—1}. Det vil sige, at v, = pr—1. Nar n > 2,
er k > 3. Da G € Fg, ma {Y;{xo,21}; K}, hvor K : z,y,p1,..., Dk, ikke veere et pseudohjul, s&
definition 16.12 ma ikke veere opfyldt for {Y; {zg, 21 }; K}. DaY og {xo, z1} begge er antikomplette
meengder, der udggr et komplet par, er definition 16.12(¢) opfyldt. Desuden er definition 16.12(é)
opfyldt, idet K har leengde mindst fire. Derudover er endepunkterne i K komplette til Y, mens
de indre punkter i K ikke er komplette til Y, hvilket vil sige, at definition 16.12(4i¢) er opfyldt.
Nu mangler blot definition 16.12(iv) at veere opfyldt, for at {Y; {zo,z1}; K} er et pseudohjul, og
da z er komplet til {zg, 21}, og y samt py ikke er komplette til {xg, 21}, er den eneste mulighed
for ikke at opfylde definition 16.12(iv), at der ikke findes andre punkter i K, der er komplette til
{zp,x1}. Altsd er y og pi de eneste punkter fra K, der er komplette til {zq,z1}. Antagelserne i
lemma 2.7 er opfyldte, hvor X i lemma 2.7 svarer til {zg, 21}, Y svarer til Y, og P svarer til K.
Fra lemma 2.7(i) folger det, at et af 29 og 1 er ikke-nabo til alle punkterne y,p1,...,pr—1, og da
{y,v1,...,0n} C{y,p1,...,Pk—1} , [olger det, at et af z¢ eller z1 ikke har naboer i {y,v1,...,v,},
hvormed pastand 6 er vist.

Lad F = {y,v1,...,v,}. lplge pastand 6 vil enten zy eller ; ikke have naboer i F. P4 grund
af symmetrien mellem xy og x; kan det antages, at ¢ ikke har naboer i F. Lad S veere en 2-vej
mellem y og xg, hvis indre tilhgrer F' U Ay. En sddan 2-vej findes, idet F' har vedhaeftninger i
Ap. Det vil sige, at S har leengde mindst tre, idet y ifglge pastand 4 ikke har naboer i Ay. Lad
C': z,9,85,xg veere et hul. Dermed har C’ lzengde mindst seks, da der ikke findes huller af ulige
leengde i G.

Antag, at x¢ # c3. Eftersom kanten xqz tilhgrer C’, og xo # c3, indeholder C’ et udsnit af ulige
leengde. Da {C’, Y} ikke mé veere et hjul af ulige leengde, folger det, at {C’, Y} ikke er et hjul.
Det vil sige, at zg og z er de eneste punkter i C’, der er komplette til Y. Dermed er antagelserne
i lemma 2.6 opfyldte, hvormed Y mé indeholde enten en hat eller et afthop for C’ ved zzq. Hvis
der findes et afhop for C’, vil der findes to punkter i Y, der ikke er naboer, som er forbundet af en
2-vej U af ulige leengde mindst fem, hvis indre tilhgrer F'U Ag. Det vil sige, at endepunkterne i U
er komplette til {xg, 1}, mens de indre punkter ikke er komplette til {z¢, z1}. Dette er i modstrid
med lemma 14.3, idet antagelserne i lemma 14.3 er opfyldte, men ingen af konklusionerne kan
gaelde. Dermed mé Y indeholde en hat for C’, hvilket vil sige, at der findes 3’ € Y, som kun er
nabo til z og zp i C’. Her fanger F U A trekanten {xo,y’, 2}, idet xy har en nabo i Ag, y er den
eneste nabo til z 1 F'U Ag, og ¢’ har en nabo i Ay, idet 3y’ € Y, og c1, ¢ samt c3 alle tilhgrer Ay og
er komplette til Y. Lad b betegne en nabo til z¢ i Ag, og lad ¢ betegne en nabo til y’ 1 Ag. Ifglge
lemma 16.5 vil F'U Ay enten indeholde et spejlbillede af {xg,y’, 2z} eller et punkt, som har mindst
to naboer i trekanten. Da z( ikke har en nabo i F, og Ag C V(C), er b den eneste nabo til zg i
FUAg. Da b e Ay, er z ikke-nabo til b, og da v’ kun er nabo til zy og z i C’, er b ikke-nabo til
y'. Altsd kan intet punkt i F' U Ay veere nabo til bade z¢ og v/, og intet punkt kan veere nabo til
bade z og xg. Da naboerne til 3’ i F'U A alle tilhgrer Ag, kan intet punkt i F'U Ag veere nabo til
bade y’' og z. Altsd m& F' U Aj indeholde et spejlbillede af {z¢,y’, z}.

Da y er 2’s eneste nabo i F'U Ag, b er xy’s eneste nabo i F'U Ag, samt y og b er ikke-naboer, kan
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F U Ag ikke indeholde et spejlbillede af {zg,y’, 2}. Dermed er en modstrid opnéet, s xo = cs,
hvormed 1 # c;. Dette betyder, at hvis zo ikke har naboer i F', vil g = c3. Tilsvarende kan
ovenstaende argument gennemfgres for z1, og da vil der, hvis x; ikke har naboer i F, gelde, at
21 = ¢1. Da C har leengde minst seks, kan x¢g = c3 og z1 = ¢; ikke forekomme samtidig, altsd mé
et af xg og 1 have en nabo i F, lad det veere x;.

Dermed findes der to vedhaftninger for F' i C, som har ulige hjulparitet, nemlig z; og z, og to
vedheeftninger for F' i C, som ikke er naboer, nemlig v, 11 og z. Da F C V(T), er intet punkt i
F komplet til Y. Ved at betragte lemma 15.15 ses det, at antagelserne alle er opfyldte. Lemma
15.15(%) kan ikke geelde, idet xg ikke har naboer i F', og dermed vil ¢; og ¢o veere de eneste punkter
i C, som kan veere komplette til Y U {v; }, hvor v; € F. Lemma 15.15(i7) kan ikke geelde, idet G
per lemma 17.13 ikke indeholder en drage. Altsd ma lemma 15.15(#ii) geelde. Det vil sige, at der
findes en 2-vej af leengde tre i C, hvor alle punkterne er komplette til Y, lad det veere z, xg, c2, og
en 2-vej R : z,y,01,...,Un41, C2, s& der ikke findes kanter mellem F og V(C — {z,xg,c2}). Men
dermed findes et hul dannet af foreningen af R og C' — {xo}, som udggr omkredsen af et hjul af
ulige leengde med Y som centrum. Dette er i modstrid med, at G € Fg. Altsd ma antagelsen, om
at G indeholder et hjul, veere forkert. O

Dermed er hovedresultat (x) fra kapitel 1 vist. Det vil sige, at et minimalt modeksempel nu er
blevet yderligere indskraenket til ikke at kunne indeholde hjul. Fremover vil de betragtede Berge
grafer altsa ikke indeholde hjul.
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Kapitel 18

Familien Fy

Dette kapitel vil omhandle familien Fg, som yderligere ikke mé indeholde hjul i hverken grafen selv
eller dens komplement. Grunden til denne definition er, at det i seetning 17.17 blev vist, at hvis
en graf i familien Fg ikke har en balanceret skeev opdeling, sa vil grafen ikke indeholde hjul. Her
betragtes grafer fra familien Fg, som indeholder et punkt, der har tre pa hinanden fglgende naboer
i et hul af leengde mindst seks for at vise, at sddanne grafer ikke kan veere minimale modeksempler.
Idéen med dette kapitel er altsd at vise hovedresultat (xi) fra kapitel 1.

Definition 18.1 (Fy) .
Lad G € Fg. Hvis yderligere hverken G eller G indeholder et hjul, sa vil G € Fy. o

Som i de andre familier vil en graf, hvis komplement ikke indeholder hjul, ogsa tilhgre familien
Fo.

Korollar 18.2
Lad G veere en genstridig graf, da vil G € Fy. o

Bevis

Ifplge korollar 17.2 tilhgrer enhver genstridig graf Fg. Enhver genstridig graf G vil per definition
13.1 ikke indeholde en balanceret skeev opdeling. Hermed ma G ifplge seetning 17.17 ikke indeholde
hjul. Ved at anvende sztning 17.17 i komplementet ma G ligeledes ikke indeholde hjul, hvormed
G e Fy. O

Da et minimalt modeksempel er en genstridig graf, vil et minimalt modeksempel tilhgre familien
Fo, hvormed det ikke indeholder hjul i hverken grafen selv eller dens komplement.

I dette kapitel tages pa samme made som i kapitel 17 udgangspunkt i en graf, som ikke har en
balanceret skeev opdeling.

Lemma 18.3

Lad G veaere en graf, s& G € Fy, og G ikke har en balanceret skaev opdeling. Lad {z, Ag} veere
en ramme, og lad xo,...,xs veere et hjulsystem med hensyn til {z, Ap}. Lad X; og A; veere som
i definition 17.5. Da findes der ikke et punkt y € V(G) — {z,zo,...,2s}, som er komplet til
{z,x0,...,2s} og har en nabo i Aj. o
Bevis

Antag, at der findes en ramme {z, Ao}, som har et tilhgrende hjulsystem xo, ..., x5, s& der findes

et punkt y € V(G) — {z,zo,...,2s}, som er komplet til {z, xo,...,zs} og har en nabo i A,. Veelg
rammen og hjulsystemet, sa s er mindst muligt. Antagelserne i lemma 17.10 er opfyldte, hvormed
der findes et 7, for 1 < r < s, og et punkt v, s y ikke er nabo til v og ikke har en nabo i A,, s& v
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er nabo til z, v har en nabo i A, og en ikke-nabo i X,. Dermed er {y, Ap} en ramme, zg,...,z,
er et hjulsystem med hensyn til rammen, og z er komplet til {y, z,...,z,} samt er nabo til v
i A, hvor A/ er den maksimale sammenhaengende delmeengde af V(G), der indeholder Ay, som
ikke indeholder en nabo til y og ikke indeholder et punkt, der er komplet til X,.. Dette er dog i
modstrid med minimaliteten af s, hvorved der ikke findes et punkt y € V(G) — {z,z0,...,Ts},
som er komplet til {z,xzg, ..., zs} og har en nabo i A,. O

Det er nu muligt at vise hovedresultat (zi) fra kapitel 1

Saetning 18.4

Lad G vere en graf, sa G € Fg, og G ikke har en balanceret skzev opdeling, og lad C veere et hul
i G af leengde mindst seks. Da findes der ikke et punkt i V(G) — V(C), der har tre pg hinanden
folgende naboer i C'. o

Bevis

Antag, at der findes et punkt y € V(G) — V(C), der har tre pa hinanden fglgende naboer i C, og
lad y veere nabo til zg, z samt x1, hvor xg, z, z1 er en 2-vej i C. Lad X; og A; veere som i definition
17.5. Anvendes lemma 18.3 pa {z, Ao} og xo,x1 folger det, at y ikke har andre naboer i C'. Veelg
t storst muligt, s& der findes en folge o, ..., r; med folgende egenskaber:

(1) For 2 <4 <t findes der en sammenhaengende delmeengde A;_; af V(G), der indeholder en
nabo til z;, ikke indeholder en nabo til hverken z eller y, og ikke indeholder et punkt, der er
komplet til {xg,...,x;—1}.

(1) For 1 <1i <t er a; ikke komplet til {zq,...,z;—1}.

(#i1) o, ...,xs er komplette til {y, z}.

En sadan fglge findes, idet g, z1 er et hjulsystem. Lad X i lemma 15.4 svare til {z}, og lad Y svare
til {zg,...,2¢}. Da {z}U{xg,...,2:} £ V(G), er V(G) — {2z} U{xo,...,z:}) sammenhaengende.
Dermed findes der en 2-vej mellem y og Ag, som er disjunkt fra {zg,...,2:}. Hvis der findes et
indre punkt p i P, som er komplet til {zo,...,z:}, da anvendes lemma 15.4 p4 meengderne {z, p}
og {xo,...,x¢} 1stedet. Hvis denne proces fortsaettes, bliver P en 2-vej mellem y og Ay, hvis indre
ikke indeholder punkter, der er komplette til {xo,...,2:}. P4 grund af symmetrien mellem y og
z kan ovenstaende argument gennemfgres for y, sd der findes en 2-vej P mellem z og Ag, som er
disjunkt fra {xo,...,2:}, og hvis indre ikke indeholder punkter, der er komplette til {z, ..., x+}.
Det vil sige, at der findes en 2-vej P mellem {y, z} og Ao, som er disjunkt fra {zo,...,z:}, og hvis
indre ikke indeholder punkter, der er komplette til {xo, ...,z }. Veelg en sddan 2-vej mindst mulig,
og antag, at y er det fgrste punkt i P. Beviset, for nar z er fgrste punkt i P, kan gennemfgres
analogt.

Lad P : y,p1,...,Pk+1, hvor pryr1 € Ag. Fra minimaliteten af leengden af P fglger det, at z
ikke er nabo til nogen af pa, ..., pr. Hvis z er nabo til py, opfylder {xq,..., 2+ p1} definition 17.4,
hvormed {xo, ..., zt, p1} er et hjulsystem af hgjde t+1, hvilket er i modstrid med maksimaliteten af
t. Dermed er p1, ..., prt1 alle ikke-naboer til z. Heraf folger, at {z, Ag} er en ramme, og xg, ..., :
er et hjulsystem med hensyn til rammen {z, Ag}. Desuden er y nabo til alle af z, zg,...,z, og
der findes en sammenhaengende delmeengde af V(G), som indeholder Ay, indeholder en nabo til y,
ikke indeholder en nabo til z og ikke indeholder et punkt, der er komplet til {xq, ..., z:}. Dette er
dog i modstrid med lemma 18.3, hvormed antagelsen, om at der findes et punkt y € V(G) —V(C),
der har tre pa hinanden fglgende naboer i C, méa vaere forkert. 0

Dermed er mulighederne for udseendet af et minimalt modeksempel begraenset yderligere, idet et
minimalt modeksempel nu heller ikke kan indeholde et hul af leengde mindst seks, hvor et punkt
i grafen har tre pa hinanden fglgende naboer i hullet.
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Kapitel 19

Familien Fj

Familien Fjg betragtes nu, og denne er en underfamilie af familien Fy, hvor der yderligere geelder,
at intet punkt i grafen eller komplementaergrafen har tre pa hinanden fglgende naboer i et hul af
leengde mindst seks. Baggrunden for denne definition er seetning 18.4, som er hovedresultat (zi) fra
kapitel 1. Formalet med dette kapitel er at vise, at et minimalt modeksempel ikke kan indeholde
bade et hul af leengde mindst seks og et antihul af leengde mindst seks. Altsa at vise hovedresultat
(xii) fra kapitel 1.

Definition 19.1 (Fyp) .
Lad G € Fg. Hvis der for ethvert hul C af leengde mindst seks i G eller G gelder, at intet punkt i
hverken G eller G har tre pa hinanden fplgende naboer i C' i G henholdsvis G, sa vil G € Fig. ©

Bemeerk, at hvis komplementet af en graf ikke indeholder et punkt, som har tre pa hinanden
fglgende naboer i et hul af leengde mindst seks, s& vil grafen tilhgre familien Fi.

Korollar 19.2
Lad G vere en genstridig graf, da vil G € Fyy. o

Bevis

Ifslge korollar 18.2 vil enhver genstridig graf tilhgre F9. Enhver genstridig graf G vil per definition
13.1 ikke indeholde en balanceret skaev opdeling. Hermed ma G ifglge seetning 18.4 ikke indeholde
et punkt, som har tre pa hinanden fglgende nabopunkter i et hul af leengde mindst seks. Ved at
anvende szetning 18.4 i komplementet ma G ligeledes ikke indeholde et punkt, som har tre pa
hinanden folgende nabopunkter i et hul af leengde mindst seks, hvormed G € Fyg. O

Hermed er mulighederne for udseendet af et minimalt modeksempel skeerpet yderligere.
Hovedresultat (xii) fra kapitel 1 vil nu blive vist.

Seetning 19.3
Lad G € Fi9. Da indeholder G ikke bade et hul af leengde mindst seks, og et antihul af leengde
mindst seks. o

Bevis

Lad C veere et hul af leengde mindst seks i G, og lad D veere et antihul af leengde mindst seks i
G.Lad W =V(C)NV(D),A=V(C)—W og B=V(D)—W.Lad |W| =w,|A| =aog |B| =b.
Lad der veere p kanter mellem A og W, ¢ kanter mellem B og W, r kanter mellem A og B, samt s
kanter, der har begge endepunkter i W. Lad der veere p’ ikke-kanter mellem A og W, ¢’ ikke-kanter
mellem B og W, r’ ikke-kanter mellem A og B, samt s’ ikke-kanter, der har begge endepunkter i
W.
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Det gnskes vist, at ethvert punkt i B hgjst har %(a +w) naboer i C. Hvis et punkt v € B har flere
end 1(a+w) naboer i C, vil enten {C, {v}} veere et hjul af ulige leengde, eller der vil findes tre pé
hinanden fglgende nabopunkter til v i C. Dermed ma ethvert punkt i B hgjst have 3 (a+w) naboer
10, sdqg+r< %(a + w)b. Ethvert punkt i W har ogsa hgjst to naboer i AUW, da W C V(C),
og C er et hul i G, s p+ 2s < 2w. Ved at summere faes

1 1
p+q+r+25§§ab+ §bw—|—2w. (19.1)
Ved at gennemgé samme argument i G faes

1
ab + §aw+2w. (19.2)

|~

p/+q/+r/+2s/§

Hvis der udvelges et punkt i A og et punkt i B, vil der enten veere en kant eller ikke veere en
kant mellem sddanne to punkter. Da der findes ab mader at udvelge to punkter fra A og B, mé

r+ 1" = ab. Tilsvarende ma p+p' = aw, og ¢ +¢ = bw. I W findes der % (%) = Lw(w — 1) mader

at udveelge to punkter pa. Dermed ma s + s’ = %w(w —1). Hermed er

p+q+r+2s+p +q¢ +7 +25 =ab+aw+bw+ ww —1) (19.3)

Ved at indseette (19.1) og (19.2) i (19.3) faes, at
1 1
dw > Faw + §bw + w(w —1).

Hvilket giver
w(a + b+ 2w —10) < 0. (19.4)

Daa+w >6o0gb+w > 6, idet C og D begge har leengde mindst seks, folger det, at w = 0,
hvormed C og D er disjunkte. Dermed geelder der lighed i (19.4), og dermed ogsa lighed i (19.1) og
(19.2). Af lighed i (19.1) fglger det, at ethvert punkt i D er nabo til netop halvdelen af punkterne
i C og omvendt. Lad C : ¢1,...,¢p 0g D : dy,...,d,. Da vil mengden af naboer i C' for ethvert
punkt i D enten vaere maengden af alle ¢;, hvor ¢ enten er lige eller ulige, for ellers dannes enten et
hul af ulige leengde, eller der haves tre pa hinanden fglgende nabopunkter. Dette gaelder ligeledes,
hvis C' og D ombyttes.

Antag, at ¢; er nabo til d;. Dermed findes der kun kanterne cy1dy, c1ds,cads, cady,cads, cady, c5dy
og csds mellem {¢1, ca, ¢y, c5} 0g {di,da, dy, ds}. Delgrafen induceret over disse otte punkter udggr
dermed en dobbeltdiamant, hvilket ses pa figur 19.1.

co cy
da N ds
VammY
cq [3:4

Figur 19.1: Udsnit af G indeholdende {c1, ¢, cq,c5} og {d1,da,ds,d5}.

Dette er dog i modstrid med, at G € Fyg, sa antagelsen, om at G indeholder bade et hul og et
antihul af leengde mindst seks, mé veere forkert. O

Det er hermed vist, at en graf i familien Fjg ikke indeholder bade et hul og et antihul af leengde
mindst seks. Da et minimalt modeksempel tilhgrer familien F79, ma det ligeledes ikke indeholde
bade et hul og et antihul af leengde mindst seks.
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Kapitel 20

Familien Fiy

I kapitel 19 blev det vist, at en graf i familien F;( ikke indeholder bade et hul og et antihul af
leengde mindst seks. Dette leder frem til definitionen af familien Fj1, som er en underfamilie af
familien Fig, hvor der yderligere stilles krav om, at alle antihuller i grafen har leengde fire. For
denne familie af grafer er det nu muligt at karakterisere hele grafen og derigennem afggre, om
grafen er perfekt. Det vises, at enhver graf i familien F7; enten er komplet, todelt eller har en
balanceret skeev opdeling. Altsé vil hovedresultat (xiii) fra kapitel 1 blive vist, hvilket er det sidste
hovedresultat, og dermed er ogsa familien F7; den sidste familie af grafer.

Definition 20.1 (F11)
Lad G € Fig. Hvis yderligere ethvert antihul i G har leengde fire, sa vil G € Fi;. o

I modseetning til de tidligere familier er der ikke symmetri mellem grafer i familien F7; og dens
komplement, men pa grund af ssetning 1.6 har det ikke de store konsekvenser.

Korollar 20.2 _
Lad G veere en genstridig graf, da vil enten G € Fq1 eller G € Fiy. o

Bevis

Enhver genstridig graf G vil ifglge korollar 19.2 tilhgre Fjo. Dermed fglger det af seetning 19.3, at
G ikke indeholder bade et hul af leengde mindst seks og et antihul af leengde mindst seks. Det vil
sige, at hvis G indeholder et hul af laengde mindst seks, vil G ikke indeholde et antihul af lseengde
mindst seks, hvormed G € F7;. Hvis G ikke indeholder et hul af leengde mindst seks, indeholder
G ikke et antihul af leengde mindst seks, hvormed G € Fi;. d

For ethvert minimalt modeksempel vil det enten selv tilhgre familien Fi;, eller dets komplement
vil tilhgre familien F7;.
De fglgende to lemmaer omhandler 2-veje i grafer i familien Fi;.

Lemma 20.3

Lad G veere en graf, s& G € Fi1, og lad P : p1,...,p, vaere en 2-vej af ulige leengde i G. Lad
X C V(G) veere en antisammenhaengende maengde, s p1 og p, er komplette til X. Da vil en kant
i P veaere komplet til X . o

Lemma 20.4

Lad G veaere en graf, s G € Fi1, og lad X C V(G) veere en antisammenhaengende maengde. Lad
P : py,...,p, vaere en 2-vej af leengde mindst tre i G — X, sd p1 og p, er komplette til X, og
D2, ..., pn—1 ikke er komplette til X. Da findes der ikke et punkt y € V(G) — (X U{p2,...,Pn-1}),
som er komplet til X og nabo til bade p1 og po. o
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Lemma 20.5

Lad G vaere en graf, s G € Fi1, og lad X1, X2, X5 C V(@) vaere disjunkte ikke-tomme maengder,
hvor {X1, X2}, {X1, X3} og {X2, X3} alle er komplette par. Lad F C V(G) — (X1 UX2 U X3) vaere
en sammenhangende maengde, sa F' indeholder et punkt, der er komplet til X;, fori =1,2,3. Da
findes der et punkt i F', som er komplet til to af mangderne X1, X5 og Xs. o

Bevis
Antag, at intet punkt i F' er komplet til to af meengderne X7, X5 og X3. Det kan antages, at F' er
minimal med hensyn til, at F' er ssammenhzngende, og der findes et punkt, som er komplet til Xj;.

Pastand: Hvis P : p1,...,pn er en 2-vej i F', hvor p1 er det eneste punkt fra P, som er komplet
til X1, og pn er det eneste punkt fra P, som er komplet til X5, sd er n lige.

Da intet punkt i F' er komplet til mere end én af meengderne X1, X5 og X3, vilm > 2. Antag, at n
er ulige. Da fglger af lemma 14.4, at n = 3, samt at der findes en anti 2-vej () x, mellem py og ps3,
hvis indre tilhgrer X7, og en anti 2-vej @ x, mellem p; og po, hvis indre tilhgrer Xs. Desuden har
preecis en af Qx, og Qx, ulige leengde. Men da er p1, Qx,,p2, @ x,, p3 et antihul af leengde mindst
seks, hvilket er i modstrid med, at G € Fi;. Det vil sige, at n er lige, og pastanden er vist.

Der er nu tre muligheder for udseendet af F':

(¢) Der findes et unikt punkt v; € F', si v; er komplet til X;, for i = 1,2,3. Der findes et punkt
u, hvor u ¢ {v1,vq,v3} og tre 2-veje P1, P, og P3 i F, alle af leengde mindst en, si P; har
endepunkter u og v;, for ¢ = 1,2, 3. Desuden vil V(P; — {u}) veere disjunkt fra V(P; — {u}),
for 1 <14 < j <3, og der findes ingen kanter mellem V(P; — {u}) og V(P; — {u}).

(74) Der findes et unikt punkt v; i F', s v; er komplet til X;, for i = 1,2, 3. Der findes tre 2-veje
Py, P, og Ps og tre punkter uj,us og us i F', s& P; har endepunkter v; og u;, for i = 1,2, 3,
og s V(P;) er disjunkt fra V(P;), for 1 < ¢ < j < 3. Desuden er kanten w;u; den eneste
kant mellem V(P;) og V(F;).

(#4¢) Der findes et unikt punkt v; i F, s& v; er komplet til X;, for i = 1,2, og der findes en 2-vej
P i F mellem v; og vs, som indeholder mindst et punkt, der er komplet til Xs.

Det vises nu, at (i)-(ii7) er de eneste muligheder for udseendet af F. Tag udgangspunkt i en 2-vej
K mellem v; og va, hvor v; er komplet til X;, for ¢ = 1,2. Hvis der i K findes punkter, der er
komplette til X3, er (iii) opfyldt. Antag, at K ikke indeholder punkter, der er komplette til X3,
og vz ¢ V(K) er komplet til X3. Hvis vg har én nabo i K, sa er (i) opfyldt. Hvis vz har to naboer
i K, sa er (#) opfyldt. Hvis v3 har mindst tre naboer i K, haves en modstrid med minimaliteten
af F. Lad uz ¢ V(K) veere et punkt, der har én nabo i K, og som er forbundet via en 2-vej Pj til
v, hvor V(P)NV(K) = (. Da er (i) opfyldt. Hvis us har to naboer i K, er (i7) opfyldt. Hvis ug
har mindst tre naboer i K, opnaes en modstrid med minimaliteten af F'. Hvis der findes en kant
mellem det indre af P3 og K, opnies en modstrid med minimaliteten af F. Altsa er (i)-(iiz) de
eneste muligheder for udseendet af F.

Antag, at (i) geelder.

To af de tre 2-veje ma have samme paritet, lad det vaere P; og P». Da vil vy, Py, u, P>, vy veere en
2-vej af lige leengde i F', hvor vy er det eneste punkt, der er komplet til X, vy er det eneste punkt,
som er komplet til X, hvilket er i modstrid med péastanden. Dermed kan (z) ikke veere opfyldt.

Antag, at (i) geelder.

Da v er det eneste punkt fra F', der er komplet til X7, vil punkterne us og us ikke vaere komplette
til X;. Der findes derfor en anti 2-vej ()1 mellem us og ug, hvis indre tilhgrer X;. Tilsvarende
findes en anti 2-vej Q2 mellem u; og us, hvis indre tilhgrer Xs, og en anti 2-vej (3 mellem wuq
og ug, hvis indre tilhgrer X3. Hvis 2-vejene P;, P> og P; alle har leengde nul, bliver u; = v;, for
1 =1,2,3, og dermed danner Q3,Q; og Q2 et antihul af leengde mindst seks, hvilket danner en
modstrid med, at G € Fi11. Derfor m& mindst én af Py, P> eller P; have leengde mindst en. Lad
det veere Py, sd v1 # uy. Da v, ug, Q1,us er et antihul, ma @1 have leengde to, idet G € F11. Da
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punkterne u; og us ikke er komplette til X3, findes der en anti 2-vej @} mellem u; og us, hvis
indre tilhgrer X;. Da Q) og Q2 danner et antihul, ma bade Q] og Q2 have leengde to. Ligeledes
ma @3 have leengde to, da u; og us ikke er komplette til Xo. Lad z; veere midterpunktet i @Q;, for
i=1,2,3.

Figur 20.1: Udsnit af G indeholdende Py, Ps, P3, (1, Q2 samt Q3.

Dermed er maengden H : (V(P; —{u1}))U(V (P2 —{uz2})) U(V(Ps —{us})) U{x1, z2, 23} sammen-
haengende. Desuden fanger H trekanten {ui,us,us}, og intet punkt i H er nabo til to punkter i
trekanten. Ifplge lemma 16.5 m& H derfor indeholde et spejlbillede af {u;,us,usz}. Da en trekant
og dens spejlbillede udggr et antihul af leengde seks, er dette i modstrid med, at G € F11. Dermed
kan (i1) ikke veere opfyldt.

Antag, at (ii7) geelder.

Lad P : p1,...,p, veere 2-vejen mellem vy og ve, det vil sige, at v1 = p1, og vo = p,. Da P
indeholder et punkt, som er komplet til X3, og p1 samt p, ikke er komplette til X3, ma n > 3.
Ifglge pastanden er n lige, og dermed méa n > 4. Veelg ¢ og j, for 2 <¢ < j <n —1, sa p; samt p;
er komplette til X3, hvor i veelges mindst muligt, og j veelges stgrst muligt. Da 2-vejene p1, ..., p;
0g Pj, ..., pn opfylder pastanden, ma i veere lige og j ulige. Altsa er ¢ # j. Dermed har p;,...,p;
ulige leengde, og dens endepunkter er komplette til X3. Ifglge lemma 20.3 indeholder p;,...,p; en
kant, som er komplet til X3, lad det veere kanten pgpg+1, hvor ¢ < k < j—1. Da pi samt pgy; ikke
er komplette til hverken X; eller X5, findes der en anti 2-vej Q1 mellem py og piy1, hvis indre
tilhgrer X1, og en anti 2-vej 2, hvis indre tilhgrer X5. Da Q3 og Q1 danner et antihul, méa bade
@1 og Q2 have lengde to, da G € Fi1. Altsa er Q1 : pg, 1, Pr+1 08 Q2 : Pk, X2, pr+1- Det vil sige,
at der findes et z; € X;, for i = 1,2, sa x; er ikke-nabo til bade py og pi41-

Lad R veere en 2-vej mellem pj_1 0g py42, hvis indre tilhgrer V(P—{pg, pr+1})U{21, 22}. En sddan
2-vej vil findes, da R : pg—1,...,P1,21, %2, Pn, - - -, Pk+2 €r en mulighed, da X; og X9 er komplette
til hinanden. Her ma R anvende mindst et af z; eller xo. Da vil C' : pgyo, R, pp—1, Pk, Dk+1 Veere
et hul af leengde mindst seks, hvor mindst en kant i C er komplet til X3, og yderligere mindst et
punkt er komplet til X3, da R benytter mindst et af x; eller 5. Ifglge korollar 2.4 vil C' indeholde
et lige antal kanter, som er komplette til X3, hvilket vil sige, at C indeholder mindst to kanter,
som er komplette til X3. Da G € Fi1, kan C ikke indeholde tre p& hinanden fglgende punkter,
som er komplette til X3. Det vil sige, at de kanter i C, som er komplette til X3, er disjunkte. Men
da er {C, X3} et hjul af ulige leengde, hvilket ikke kan findes i G, idet G € F11. Dermed kan (ui7)
heller ikke veere opfyldt.

Det vil sige, at antagelsen, om at F' ikke indeholder et punkt, der er komplet til to af meengderne
X1, X5 og X3, ma veere forkert. (]

Lemma 20.6

Lad G veere en graf, s& G € Fi1, og G ikke har en balanceret skaev opdeling. Lad X,Y C V(QG)
vaere disjunkte ikke-tomme antisammenhangende meengder, si { X, Y} udgor et komplet par. Lad
P:p1,...,pn veereen 2-vej i G — (X UY), hvor n > 2, s4 p; er det eneste punkt fra P, som er
komplet til X, og p, er det eneste punkt fra P, der er komplet til Y. Da findes der ikke et punkt
2 € V(G) — (X UY UV(P)), som er komplet til X UY og ikke-nabo til bide p1 og pn. S
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Lemma 20.7

Lad G veere en graf, sa G € Fi1, og G ikke har en balanceret skev opdeling. Lad C veere et hul i
G. Hvis et punkt z € V(G) — V(C) har to naboer i C, som indbyrdes er naboer, da har z en tredje
nabo i C, og C' har lsengde fire. Specielt indeholder G ikke en anti 2-vej af lsengde mindst fire. ¢

Lemma 20.8

Lad G vaere en graf, sd G € F11, og G ikke har en balanceret skaev opdeling. Lad X1, X2, X3 C V(G)
vaere disjunkte ikke-tomme antisammenhaengende maengder, som er komplette til hinanden. Lad
F CV(G)—(X1UX5UX3) veere en sammenhsengende maengde, s& der for mindst to af maengderne
X1, X2 og X3 geelder, at ethvert punkt i X;, for i € {1,2,3}, har en nabo i F. Da er et punkt i F
komplet til to af maengderne X1, Xo og X3. o

Bevis
Antag, at F' ikke indeholder punkter, der er komplette til to af meengderne X1, X5 og X3, og veelg
X1, X2, X3 0g F, s& | X1 UXo U X5 U F| er mindst mulig.

Antag, at F' indeholder et punkt, der er komplet til X, og et punkt, der er komplet til X5. Her er
maengderne X7 og X, valgt vilkarligt, s& maengden X3 kan ligesé godt veelges. Lad P : p1,...,pn
veere en minimal 2-vej i I, s& p; er komplet til X, og p, er komplet til X5. Da F' er valgt mindst
mulig, ma F = V(P). Idet F er valgt, si ethvert punkt i X;, for ¢ = 1,2, 3, har en nabo i F', folger
det af minimaliteten af F', at der findes et punkt x1 € X7, s& p; er den eneste nabo til 1 i F', og et
punkt zo € Xo, sa p, er den eneste nabo til x5 i F. Dette skyldes, at hvis ethvert punkt i X; har
mindst to naboer i F', kan F' vaelges mindre. Det vil sige, at i hvert fald ét punkt kun har en nabo
i F. Hermed er C : z1,p1,...,pn,x2 et hul i G, idet X; er komplet til X5. Ved at anvende lemma
20.7 pa C og et vilkarligt punkt x5 € X3 faes, at C' har leengde fire, det vil sige, at n = 2. Desuden
folger af lemma 20.7, at x3 yderligere er nabo til et af p; eller ps. Da det er antaget, at intet punkt
i F' er komplet til to af meengderne X1, Xo og X3, vil punkterne p; samt p, ikke veere komplette
til X3, hvormed | X3| > 2. Ydermere vil det sige, at der findes en anti 2-vej Q : p1,q1,- .-, ¢m, D2
mellem p; og p2, hvis indre tilhgrer X3. Da p; er den eneste nabo til z; i F, er ps ikke-nabo til
x1, og p1 er ikke-nabo til x4, idet po er den eneste nabo til xo i F. Dermed er xo,p1, @, p2, €1 en
anti 2-vej af leengde mindst fire. Dette kan dog ifglge lemma 20.7 ikke forekomme, og en modstrid
er opnéet. Det vil sige, at antagelsen, om at F' indeholder et punkt, der er komplet til X7, og et
punkt, der er komplet til X5, er forkert.

Det vil sige, at F' kun indeholder punkter, der er komplette til én af maengderne Xi, Xs og X3,
lad det veere X3. Altsa er intet punkt i F' komplet til X; eller X5. Her er F' konstrueret, sa det for
to af meengderne X7, X5 og X3 vil geelde, at ethvert punkt deri har en nabo i F'. Lad X veere en
af de maengder. Idet F' ikke indeholder et punkt, der er komplet til X7, men indeholder en nabo
til ethvert punkt i X7, ma |X;| > 2. Veelg to punkter x1,2] € X3, sd 21 # 2}, og X1 — x1 samt
X1 — ) begge er antisammenhaengende. P4 grund af minimaliteten af X; vil F' indeholde et punkt
f, som er komplet til to af meengderne X; — z1, X5 og X3. Da intet punkt i I’ er komplet til X5,
mé f veere komplet til (X7 — 1) U X3. Tilsvarende er et punkt f/ € F, hvor f’ # f, komplet til
(X1 — 27) U X5. Da F er sammenheengende, findes der en 2-vej P i F mellem f og f’. Da alle
punkter i X7 U X3 har en nabo i V(P), ma F = V(P) pé grund af minimaliteten af F. Desuden
medfgrer minimaliteten af F', at f’ er den eneste nabo til z; i F', da alle punkter i (X; —x1) U X3
er naboer til f. Tilsvarende er f den eneste nabo til 2 i F'. Da X; er antisammenhengende, findes
der en anti 2-vej @ mellem z; og x}, som tilhgrer X;. Bemerk, at hvis | X;| = 2, s& er leengden
af @ lig en. Da f har en ikke-nabo zo € Xs, vil der enten findes et hul za, 24, f/, P/, f, 2}, eller
findes et hul zo, 21, f, fN’, T2, hvor ]”ver den fgrste nabo til z i f, P, f’. Da hvert x3 € X3 er komplet
til X7 U Xs, vil 3 have to indbyrdes naboer i begge huller. Da fglger af lemma 20.7, at G ikke
indeholder en anti 2-vej af leengde mindst fire. Da a9, f, 21, Q, ] er en anti 2-vej i G, ma @ have
leengde en, da anti 2-vejen ellers har laengde mindst fire. Det vil sige, at x; ikke er nabo til z].
P& grund af minimaliteten af F' kan det antages, at der findes et punkt x5, som ikke har naboer
i F — f. Hvis yderligere f ikke er nabo til af, vil 25, z1, f’, P, f, «} veere et hul af leengde mindst
seks, hvor ethvert punkt i X3 har tre pa hinanden fglgende naboer i hullet, hvilket er i modstrid
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med, at G € Fi;1. Derfor ma f veere nabo til 2. Da f’ er den eneste nabo til z; i F, og f er
den eneste nabo til 2} i F, er f’ og x} ikke-naboer, og f samt 1 er ikke-naboer. Da af, ikke har
naboer i F' — f, er x}, og f’ ikke-naboer. Idet x5, ', 2, 1, f ikke m& veere en anti 2-vej af leengde
fire, er f og f’ ikke-naboer, hvormed P har leengde mindst to. Hermed er f, P, ', x1, 25 et hul af
leengde mindst seks, og ) har to naboer i hullet, som indbyrdes er naboer, hvilket er i modstrid
med lemma 20.7, da 2 ikke har yderligere naboer i hullet. Dermed méa antagelsen, om at F' ikke
indeholder punkter, der er komplette til to af meengderne X1, X; og X3, veere forkert. O

Hovedresultat (ziii) fra kapitel 1 vil nu blive vist.

Saetning 20.9
Lad G veere en graf, sa G € F11. Da vil G enten veere en komplet graf, en todelt graf eller have en
balanceret skseev opdeling. o

Bevis

Antag, at G ikke indeholder en skeev opdeling, og antag, at GG ikke er todelt. Hvis G ikke er todelt,
men samtidig er en Berge graf, ma der i G findes en kreds af laeengde tre. Derfor kan der veelges
antisammenhaengende maengder Xi,..., Xy, hvor k£ > 3, som alle er komplette til hinanden, og
sadanne kan veelges, da de tre punkter i trekanten veelges i hver sin antisammenh&ngende maengde.
Veelg disse, sa X1U- - -UX}, er maksimal. Lad N vaere maengden af alle punkter i G, som er komplette
til Xi. Hvis N U Xy, = V(G), vil der ifglge lemma 15.4 enten geelde, at G er komplet, hvormed
saetningen er opfyldt, eller G bestar af to komponenter, hvormed G er todelt, hvilket er i modstrid
med antagelsen. Det kan derfor antages, at NUX}, # V(G). Ifglge lemma 15.4 vil V(G) — (X, UN)
veere sammenheengende, s& lad F = V(G) — (X U N). Da |N| > 1, idet X3,...,Xt—1 C N, vil
desuden ethvert punkt i NV have en nabo i F'. Specielt vil punkterne i X; U X5 alle have en nabo i
F. Ifplge lemma 20.8 vil et punkt v € F vaere komplet til en af meengderne X, Xs og X3. Da dette

argument kan gennemfgres for alle £ meengder, kan det antages, at v er komplet til X1,..., X;,
hvor 2 < i < k, og ikke komplet til X;1q,..., Xy. Lad Xz(-i-l = X;41 U U Xy U{v}. Da vil
maengderne X1, ..., X;, Xz{—i-l give en modstrid med maksimaliteten af X, ..., Xj. ([l

Det er hermed vist, at en graf i familien F7; vil veere komplet, todelt eller have en balanceret skesev
opdeling. Det vil altsa sige, at enhver genstridig graf er en komplet graf. Hermed er det vist, at
ved at udelukke strukturer fra det minimale modeksempel faes til sidst en familie af grafer, hvis
udseende kan bestemmes. Nu kan beviset for den steerke perfekte graf seetning fremsaettes, hvilket
gores i naeste kapitel.
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Kapitel 21

Afslutning

I dette kapitel vil den steerke perfekte graf seetning blive vist. Beviset sammenholder resultater fra
denne rapport med af andre viste resultater. Fgrst vises, at en genstridig graf eller dens komplement
ma veere en komplet graf.

Korollar 21.1 -
Lad G veere en genstridig graf, da vil enten G eller G veere en komplet graf. o

Bevis

Hvis G er en genstridig graf, vil G eller G ifglge korollar 20.2 tilhgre Fi;. Da vil enten G eller
G ifglge seetning 20.9 veere en komplet graf, idet en genstridig graf per definition ikke har en
balanceret skzev opdeling eller en todelt graf. O

Heraf kan det konkluderes, at et minimalt modeksempel er komplet, eller komplementet er komplet.
Ved brug at ssetning 1.6 er det nu vist, at et minimalt modeksempel ikke findes, da komplette
grafer er perfekte.

21.1 Beviset for den staerke perfekte graf satning

Det er nu muligt at fremseette beviset for den steerke perfekte graf ssetning.

Saetning 21.2
En graf G er perfekt, hvis og kun hvis G er en Berge graf. o

Bevis

For at vise, at en perfekt graf er en Berge graf, antages det, at G er perfekt, og G ikke er en Berge
graf. Da G ikke er en Berge graf, findes der et hul Cyi41 af ulige leengde eller et antihul Doy af
ulige leengde. Da x(Cort1) = 3, w(Copt1) = 2, X(Dak+1) = k+ 1, og w(Dag+1) = k, haves i begge
tilfzelde en modstrid med, at G er perfekt, da det kromatiske tal og kliketallet for en perfekt graf
er ens for enhver induceret delgraf. Dermed er det vist, at en perfekt graf er en Berge graf.

Antag, at G er en Berge graf, men ikke er en perfekt graf. Veelg G, sa [V(G)| er mindst mulig,
hvormed G er et minimalt modeksempel. Fra seetning 1.6 er G ogsa et modeksempel.

Ifplge seetning 1.12 er G ikke en elementaer graf, og ifglge seetning 3.15 har G ikke en balanceret skaev
opdeling. Det er vist i [Cornuéjols & Cunningham, 1985, side 248], at et minimalt modeksempel
ikke indeholder et 2-vedheeng, og det er vist i [Chvatal & Sbihi, 1987, side 128|, at et minimalt
modeksempel ikke indeholder et 6-vedhaeng.

Kapitel 21. Afslutning Side 187



21.1. Beviset for den staerke perfekte graf satning

Hvis G indeholder en induceret delgraf, der er isomorf med L(K3 3—e), indeholder G en optraeden
af Ky, idet K33 — e er en todelt underdeling af K4. Per korollar 9.31 indeholder et minimalt
modeksempel ikke en optreeden af Ky, s& derfor indeholder G ikke L(K33 — e) som induceret
delgraf. Da G ikke indeholder en optraeden af Ky, folger det desuden af szetning 12.36, at hvis G
indeholder en aflang prisme som induceret delgraf, da er G ikke et minimalt modeksempel.
Ifslge seetning 14.10 indeholder et minimalt modeksempel ikke en dobbeltdiamant som induceret
delgraf.

Da G ifglge seetning 3.15 ikke indeholder en balanceret skeev opdeling, fglger det af seetning 4.4,
at G ikke indeholder en skaev opdeling.

Et minimalt modeksempel kan altsa ikke veere en elementeer graf, indeholde et 2-vedheeng, inde-
holde et 6-vedheeng eller have en balanceret skeev opdeling, og dermed vil G ifslge definition 13.1
veere en genstridig graf. Det vil sige, at G ifslge korollar 20.2 tilhgrer familien F71, og dermed vil
G ifplge seetning 20.9 enten vaere en komplet graf, en todelt graf eller have en balanceret skaev
opdeling. Dette er dog i modstrid med antagelsen om, at G ikke er perfekt, s& derfor kan G ikke
veere et minimalt modeksempel. O
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