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SYNOPSIS

Det overordnede emne for dette speci-
ale er farmakokinetiske og -dynamiske
modeller formuleret som dynamiske li-
nexzre modeller. I specialet fokuseres
der pa en kvalitativ og kvantitativ ana-
lyse af Bergmans minimalmodel an-
vendt pa et dataset indsamlet ved
Steno Diabetes Center, Kgbenhavn.
Datasaettet indeholder tidsraekker med
observationer af insulin- og glukosekon-
centrationer, som er indsamlet ved to
beslaegtede tests.

Bergmans minimalmodel, som siden
begyndelsen af 1980’erne har vaeret be-
nyttet til at beskrive sammenspillet
mellem glukose og insulin i organis-
men, betragtes kritisk og modificeres i
forhold til kritikken. Derefter fokuseres
der pa muligheden for at formulere en
modificeret version af Bergmans mini-
malmodel som en gaussisk dynamisk li-
nezr model. Endvidere vil parametrene
i minimalmodellen blive estimeret ved
at lade dem indga som ukendte para-
metre i den latente proces i den gaussi-
ske dynamiske linesere model.

Der foretages en analyse af datasaettet
pa baggrund af den opstillede dynami-
ske lineaere model.







Forord

Dette speciale er udarbejdet i perioden februar 2002 til juni 2002 pa Aal-
borg Universitet under Institut for Matematiske Fag. Specialet er skrevet af
Christina Wejse Nielsen og Bettina Graversgaard.

Det overordnede emne for specialet er formulering af farmakokinetiske og
-dynamiske modeller som dynamiske linesere modeller. Der fokuseres pa
Bergmans minimalmodel.

I specialet er kildehenvisninger markeret med (kilde, henvisning), dersom en
praecis henvisning er givet, ellers benyttes notationen: forfatter (arstal for
udgivelse). Kilderne er samlet i en litteraturliste pa side 141. Hvis et afsnit
eller et kapitel primeert er baseret pa et vaerk, vil dette st& indledningsvist i
afsnittet henholdsvis kapitlet. Hvis derimod en satning eller et andet udsagn
er baseret pa et vaerk, vil henvisningen sta i forbindelse med det pageeldende.
Et engelsk resume er givet sidst i specialet pa side 137.

Vi gnsker at rette en stor tak til Judith L. Jacobsen og Aage Vglund fra Novo
Nordisk for velvillig vejledning angaende det anvendte datasset. Desuden
skal rettes en tak til Novo Nordisk og Torben Hansen fra Steno Diabetes
Center for at have stillet datamateriale til radighed. Sidst men ikke mindst
vil vi rette en stor tak til vores vejleder Sgren Lundbye-Christensen for en
yderst engageret vejledning i forbindelse med dette speciale.

Institut for Matematiske Fag, Aalborg Universitet.
Juni 2002.

Christina Wejse Nielsen og Bettina Graversgaard
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Kapitel 1

Introduktion

Sygdommen diabetes beskrives forste gang omkring ar 1550 . Kr. i en pa-
pyrus fundet i en grav i Luxor, Egypten. Kineserne synes at have kendt
diabetes allerede 200 ar f.Kr., og i den romerske oldtid i det 2. arhundrede
e.Kr. gives en malende beskrivelse af sygdomsbilledet for diabetes: “ Diabetes
er en pinefuld lidelse, hvor kgd og lemmer smelter til urin ...”, (Christiansen
et al., 1995, side 38). Forst i 1889 fandt to tyske laeger ud af, at sygdommen
kan spores til defekter i bugspytkirtlen.

Sygdommen diabetes har saledes vaeret kendt i flere tusinde ar. I de senere
ar har den udbredt sig hastigt med store personlige gener og samfundsmaes-
sige omkostninger som fglge. Diabetes er derfor af stor interesse indenfor
blandt andet leegevidenskaben.

11996-97 indsamlede Steno Diabetes Center, Kgbenhavn, et storre datasat,
som blandt andet indeholder observationer af glukose- og insulinkoncentra-
tioner i blodet malt til bestemte tidspunkter hos 370 forsggspersoner efter
oral indtagelse henholdsvis injektion af oplgst glukose. Dette datasaet har
veeret grundlaget for analysen i dette speciale.

I begyndelsen af 1980’erne udviklede Dr. Richard N. Bergman med flere
en sakaldt farmakokinetisk og -dynamisk minimalmodel til beskrivelse af
glukose- og insulinstofskiftet i organismen efter injektion af glukose i blo-
det. Modellen kaldes Bergmans minimalmodel. Det er denne model, der of-
test tages afsaet i ved analyser af glukose- og insulinniveauet i blodet efter
injektion af glukose samt interaktionen mellem glukose og insulin.

Til det videre arbejde med Bergmans minimalmodel introduceres et stati-
stisk analyseapparat, som er udviklet til analyse af tidsraekker. En tidsrackke
er karakteriseret ved en tidsordnet fplge af observationer, som beskriver et
feenomens udvikling over tid. Denne datatype betragtes ofte indenfor for-
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2 1. Introduktion

skellige fagomrader, eksempelvis gkonomi og epidemiologi. Som fglge af den
tidsafhaengige udvikling har observationerne i en tidsraekke en tendens til
at veere serielt korrelerede. Dermed er de klassiske regressionsmodeller, som
forudsaetter ukorrelleret data, oftest ikke passende til analyse af tidsraek-
ker. En klasse af statistiske modeller, der derimod er udviklet til analyse af
tidsraekker er dynamiske lineeere modeller, ogsa kaldet state space modeller.
Dynamiske linezere modeller adskiller sig fra de klassiske modeller, idet pa-
rametrene i modellen er stokastiske og kan vaere tidsathaengige 1 modsatning
til de klassiske modeller, hvor parametrene er konstante over tid.

Datasattet, som dette speciale tager afsaet i, indeholder ikke-akvidistante
tidsraekker af glukose- og insulinkoncentrationer i blodet pa 370 personer
efter to tests. Desuden haves Bergmans minimalmodel til beskrivelse af sam-
spillet imellem glukose og insulin i organismen samt de statistiske dynamiske
linezere modeller til beskrivelse af tidsraekker.

Med disse redskaber findes inspiration til at formulere Bergmans minimal-
model som en dynamisk lineser model samt at udfgre kvalitativ og kvanti-
tativ analyse af den dynamiske linesere model pa baggrund af datasattet.

1.1 Struktur af efterfglgende kapitler

Foranlediget af inspirationen til specialet vil dette vaere meget anvendelses-
orienteret. Dette synliggores ved strukturen af specialet, der er organiseret
i to dele: En praktisk del, hvori et teoretisk fundament gives forud for an-
vendelse af modeller, samt et appendiks, der inddrager den relevante bag-
grundsteori. I det efterfplgende gives et kronologisk overblik over strukturen
i dette speciale.

I Kapitel 2 gives der en introduktion til sygdommen diabetes og det stof-
skifte, der foregar i organismen ved indtagelse af sukkerholdigt mad. Dette
gores for derigennem at introducere centrale begreber som glukose og insulin
samt deres rolle i forbindelse med glukosestofskiftet.

I kapitel 2 vil dataszettet, som danner grundlag for dette speciale, ligeledes
blive praesenteret.

Til beskrivelse af kinetikken og dynamikken af glukose og insulin i orga-
nismen har Richard N. Bergman med flere i begyndelsen af 1980’erne be-
skrevet en model, kaldet Bergmans minimalmodel. Denne model tager ud-
gangspunkt i to koblede kompartment modeller. Derfor vil der i Kapitel 3
veere en generel introduktion til kompartment modeller, der hgrer ind under
farmakokinetiske og farmakodynamiske modeller.

I kapitel 4 introduceres Bergmans minimalmodel. Desuden fremfgres en
kritik af modellen, som leder til en modifikation af modellen i forhold til
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kritikken.

Et sigte med dette speciale er at formulere Bergmans minimalmodel som
en dynamisk linezer model. Derfor vil kapitel 5 omhandle gaussiske dyna-
miske linezere modeller samt forskellige redskaber til inferens i denne type
modeller. Der vil vaere en teoretisk og en eksemplificerende gennemgang af,
hvorledes det er muligt at estimere den latente proces ved anvendelse af Kal-
manfiltrering, praediktion og udglatning i en sadan model. Disse redskaber
til inferens er alle nogle, der vil blive benyttet i den senere dataanalyse.

I kapitel 6 vil Bergmans minimalmodel endelig blive formuleret som en
dynamisk linezer model, hvilket kreever en diskretisering og linearisering af
ligningerne i Bergmans minimalmodel.

I kapitel 7 vil der vaere en vurdering af anvendeligheden af den netop opstil-
lede model samt en kvantitativ analyse af dataseettet baseret pa modellen.

Endelig vil der i kapitel 8 og Kapitel 9 vaere en opsummering henholdsvis
en diskussion af den anvendte model samt andre mulige tilgange til analyse
af dataseettet.

Anden del af specialet bestar af fire appendikser, hvori der gives en gen-
nemgang af den grundleggende teori, der anvendes i forste del af specialet.






Kapitel 2

Introduktion til data

Dette kapitel er opdelt i to afsnit, som tilsammen skal give en oversigt over
forskellige aspekter af sygdommen diabetes, herunder samspillet mellem
glukose og insulin, samt datasaettet, som behandles. Afsnit 2.1 omhand-
ler diabetes og er fortrinsvist baseret pa Skanning & Voldum (1995) samt
Christiansen et al. (1995). Afsnit 2.2 giver en introduktion til det dataset,
der behandles gennem dette speciale.

2.1 Diabetes og glukosestofskifte

Forekomsten af diabetes mellitus type II, populsert kaldet gammelmands-
sukkersyge, er stigende. I Danmark er der diagnosticeret 110.000 tilfzelde af
sygdommen, og hvert ar diagnosticeres mellem 5.000 og 10.000 nye tilfaelde,
jeevnfer Christensen (2002). Hertil skal laegges et skgnnet antal pa cirka det
dobbelte af ikke-diagnosticerede tilfeelde af sygdommen. Hidtil har type II
diabetes stort set kun optradt efter 40-ars alderen, men i de seneste ar er
sygdommen observeret hos stadig yngre patienter, hvilket tilskrives nedsat
fysisk aktivitet og medfslgende overveaegt. Sygdommen er en livsstilskompli-
kation, der skyldes et defekt glukosestofskifte.

Organismen har brug for glukose, som musklerne forbraender og derved om-
danner til energi. Efter indtagelse af et kulhydratholdigt maltid bliver kul-
hydraterne omdannet til glukose, der via fordgjelseskanalen fgres gennem
tarmuveggen ud i blodbanen og herfra ud til de forskellige dele af orga-
nismen. Glukose og visse andre stoffer, der fgres rundt i organismen med
blodbanen, forefindes i blodets plasma. Nar der saledes tales om blodsukker,
er det underforstaet glukosekoncentration i plasma.
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Organismen kan fa tilfort for meget glukose, hvorved glukosekoncentratio-
nen i plasma tilsvarende bliver for hgj. Dette tilfaelde har organismen sit
eget forsvar mod. Hvis glukosekoncentrationen er for hgj, vil S-cellerne i
bugspytkirtlen reagere ved at danne et peptidhormon, som kaldes insulin.
Insulin er det hormon, der skal sgrge for at nedbringe glukosekoncentratio-
nen, men kun biologisk aktivt insulin har denne effekt. Det biologisk aktive
insulin dannes ved, at et peptidfragment, som kaldes C-peptid, spaltes fra
det insulin, der er blevet dannet i -cellerne. Denne spaltning sker umiddel-
bart fgr, insulinet sekreres fra [-cellerne ud i blodbanen, saledes at hvert
biologisk aktivt insulinmolekyle, der sekreres, folges ad med et biologisk
inaktivt C-peptidmolekyle. Det aktive insulin er det hormon, som virker pa
de enzymer, der omsatter glukose. Hvis glukosekoncentrationen ligger over
en vis terskel, pavirkes [-cellerne til at danne og frigive en vis mangde
insulin til blodbanen. Dette forlgb er illustreret i figur 2.1. Insulinet sgrger
for, at koncentrationen af glukose i blodet mindskes enten gennem en umid-
delbar anvendelse af glukosen ved at pavirke musklerne til at forbraende
glukosen eller ved at stimulere cellerne i lever og fedtvaev til at lagre gluko-
sen. Ved denne lagring omdanner leveren glukosen til stoffet glykogen, mens
fedtvaevet omdanner glukosen til fedt. Gennem denne indsats falder gluko-
sekoncentrationen, hvorefter ogsd mangden af insulin i blodet nedsattes.

Indtagelse af glukose

forbraender/lagrer pavirker
Kroppens B-celler i
celler bugspytkirtel

pavirker danner og frigiver

Figur 2.1: Ved indtagelse af glukose absorberes glukosen i blodet. Diagram-
met illustrerer processen for glukosestofskiftet i organismen.

I tilfaelde af, at eksempelvis musklerne forbraender en meget stor mangde
glukose, kan glukosekoncentrationen bevaege sig under teersklen. Hvis dette
sker, frigiver a-cellerne i bugspytkirtlen hormonet glukagon, der har den om-
vendte virkning af insulin. Glukagonet stimulerer leveren til igen at omdanne
glykogenet til glukose og derefter fore dette ud i blodet, hvilket medfgrer,
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at glukosekoncentrationen igen stiger. Denne stigning i koncentrationen af
glukose i plasma medfgrer herefter, at mangden af glukagon i blodet igen
falder.

Denne fine balance mellem insulin og glukagon er med til hos raske men-
nesker at holde glukosekoncentrationen pa et naesten konstant niveau pa
mellem 4-7 mmol/1.

Sekretionen af insulin fra g-cellerne sker ikke pa samme made ved oral
indtagelse af glukose som ved injektion direkte i blodet. Ved oral indta-
gelse bevirker tarmabsorptionen, at glukosekoncentrationen stiger moderat.
Dette medfgrer ligeledes en moderat stigning i insulinkoncentrationen. Ved
injektion sekrerer §-cellerne, som direkte respons pa den kraftige ggning af
glukose i blodet, umiddelbart al det insulin, der er lagret i 5-cellerne, hvor-
ved der opnas en kraftig ggning i insulinkoncentrationen i blodet. Denne
umiddelbare respons benaevnes fase et. Herefter begynder S-cellerne at pro-
ducere og frigive insulin. Denne efterfglgende respons kaldes fase to, jeevnfor
Nesher & Cerasi (2002).

Patienter med diabetes mellitus type II kan kendetegnes ved at have en
meget hpj glukosekoncentration i plasma. Den hgje koncentration skyldes
en kombination af, at organismen ikke reagerer optimalt pa insulinet samt
en lav produktion af funktionsdygtigt insulin. Organismens celler er ikke
fglsomme overfor insulinet, hvilket medfgrer, at organismen ikke i tilstraek-
kelig grad forbreender og lagrer glukosen, hvorved patienterne siges at veere
insulinresistente eller tilsvarende, at de har en lav insulinfolsomhed. Den
lave produktion af insulin skyldes, at der sker en fejl ved [-cellernes fri-
givelse af insulinet, der dermed ikke er funktionsdygtigt. Der sker saledes
en insulinproduktion hos type II diabetikere. Problemet er, at der ikke er
tilstraekkeligt insulin, og at det ikke fungerer tilfredsstillende.

Den forhgjede glukosekoncentration i plasma kan have alvorlige konsekven-
ser. Hvis koncentrationen stiger til over 10-15 mmol/1 udkilles der glukose i
urinen. Dette trackker vand og salte med sig, hvilket medfgrer, at organis-
men kan blive udterret. Hvis glukosekoncentrationen er for hgj over laengere
tid, er der risiko for senkomplikationer i form af sygdom i gjne, nyrer og
nerver, (Christiansen et al., 1995, side 31).

Sygdommen diagnosticeres ved en maling af glukosekoncentrationen i blodet
pa fastende hjerte. Hvis koncentrationen ligger over 6,7 mmol/l i kapilleert
blod ved to sarskilte malinger, har patienten diabetes, jeevnfgr Christiansen
et al. (1995).

Der findes en overgangsform mellem normale forhold og diabetes, som kaldes
nedsat glukosetolerance (eng: impaired glucose tolerance, IGT), modsat nor-
mal glukosetolerance (NGT). Det, at en person har nedsat glukosetolerance,
vil sige, at personen har nedsat evne til at reagere pa pludselige forandringer
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af glukosekoncentrationen i plasma. Diagnosen IGT stilles i tilfaelde, hvor en
person to timer efter oral indtagelse af 75 g oplgst glokose har en glukose-
koncentration i plasma pa mellem 7.8 og 11.1 mmol/], (Christiansen et al.,
1995, side 16).

Den beslegtede sygdom diabetes mellitus type I skyldes, til forskel fra type
II diabetes, nedsat insulinproduktion og kaedes ikke sammen med eksempel-
vis overveegt.

I folgende tabel gives et overblik over definitionen af at have diabetes, nedsat
glukosetolerance samt normal glukosetolerance klassificeret ved malinger af
glukosekoncentrationen i blodet pa fastende hjerte 120 minutter efter oral
indtagelse af 75 g oplest glukose.

Diabetes IGT NGT
Fastende hjerte mere end mellem mindre end
Glukose konc. (mmol/1) 6.7 4.4 0g 6.7 4.4
120 min. efter oral mere end mellem mindre end
Glukose konc. (mmol/1) 11.1 7.8 og 11.1 7.8

Tabel 2.1: Oversigt over diagnostik af diabetes, nedsat og normal glukosetole-
rance.

2.2 Praesentation af data

Datasaettet, som er inspirationskilde for dette speciale, er indsamlet ved
Steno Diabetes Center i 1996-97. Der har i et forspg deltaget 370 personer,
hvoraf 80 har faet diagnosticeret diabetes mellitus type II, 27 har nedsat
glukosetolerance, mens 263 har normal glukosetolerance.

Alle forsggspersoner er danskere af den kaukaside race. Racetilhgrsforholdet
er relevant i denne sammenhang, da udbredelsen af diabetes har vist sig at
veere pavirket af demografiske forhold, (Christiansen et al., 1995, s. 26-29).

Alle forspgspersoner har ved forsgget deltaget i en oral glukosetolerance test
(OGTT), hvor hvert individ har drukket 75 g oplest glukose, for efterfpl-
gende at fa malt glukose- og insulinkoncentration til fastsatte tidspunkter.
Koncentrationen af glukose og insulin er desuden malt 30 og 10 minutter
for glukoseindtagelsen.

Foruden at deltage i en OGTT har de personer, der ikke har faet konstate-
ret diabetes type II, deltaget i en intravengs glukosetolerance test (IVGTT).
Disse forspgspersoner har i en periode af et minuts varighed faet injice-
ret en oplgsning af 50% glukose intravengst i en maengde svarende til 0.3
g/kg kropsveegt, for dernaest til faste tidspunkter at fa malt glukose- og in-
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sulinkoncentrationer i plasma. Tilsvarende den OGTT er koncentrationerne
ogsd malt inden injektionen. Efter 20 minutter er der injiceret 3 mg/kg
kropsvaegt tolbutamid over en periode pa 5 sekunder. Tolbutamid er et (-
cellestimulerende middel, der pavirker S-cellerne til en monofasisk respons.
Det vil sige, at lagrene i -cellerne tgmmes for insulin umiddelbart efter en
tolbutamidinjektion. En forudsatning for, at en tolbutamidinjektion har ef-
fekt, er, at patienten har funktionsdygtige §-celler, hvilket eksempelvis ikke
er tilfzeldet for type IT diabetikere, jeevnfor Christiansen (2002) samt Nesher
& Cerasi (2002).

Diabetespatienterne har ikke gennemgaet den intravengse glukosetolerance
test, da det har vist sig ved andre forsgg, at type II diabetikere reagerer
langsommere pa den kraftige vakst i glukosekoncentration i blodet, som
en intravengs test medfgrer. Desuden reagerer de naesten ikke pa en tol-
butamidinjektion af den pagaeldende meangde, og de nar ikke deres basale
glukoseniveau indenfor tidsrammen af de tre timer, jeevnfor Kjems et al.
(2001).

Begge tests er foretaget efter, at forspgspersonerne har fastet i 12 timer.

Formalet med dataindsamlingen har veeret at udvikle en effektiv algoritme
til estimation af blandt andet parametrene insulinfolsomhed, Sy, og den in-
sulinuafhengige glukoseelimination, P;. Insulinfplsomheden angiver et mal
for den insulinafhaengige glukoseelimination, mens P, angiver et mal for
optagelsen af glukose i lever og vaev uden pavirkning af insulin. Det har
desuden vaeret hensigten at undersgge, om det er muligt at bestemme disse
parametre ud fra en oral glukosetolerance test samt at sammenligne stabili-
teten af den orale test i forhold til den intravengse. Den orale testprocedure
er mindre omstandig og omkostningsfuld end den intravengse test, hvilket
gor det gnskeligt, at den orale test kan benyttes i stedet i forbindelse med
store epidemiologiske studier, jevnfsr Hansen et al. (2000).

Det pagaeldende datasaet indeholder saledes malinger af glukose- og insulin-
koncentrationer i plasma hos forsggspersonerne til faste tidspunkter.

Ved den OGTT er 18 ikke ackvidistante tidspunkter fastsat fra 30 minutter
for, personen har drukket en glukoseoplgsning, til 240 minutter efter. Ved
den IVGTT er 33 tidspunkter tilsvarende fastsat fra 10 minutter for til 180
minutter efter injektion af glukose.

Til hvert tidspunkt, hvor der er foretaget en maling af glukose- og in-
sulinkoncentrationen, er koncentrationen af C-peptid ligeledes malt. End-
videre er data om kgn, alder, vaegt, talje- og hoftemal, Body Mass Index
(BMI = vaegt/hgjde?), fedtprocent, fedtmasse og familiestatus angivet. Fa-
miliestatus er angivet, da datasattet er indsamlet fra tests pa 80 personer
med diabetes mellitus type II samt deres bgrn og aegtefeeller i 229 henholds-
vis 29 tilfaelde, alle uden diabetes.

Desuden er de enkeltes diabetesstatus angivet efter: personer med diagno-
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sticeret diabetes, personer med diagnosticeret nedsat glukosetolerance og
personer med normal glukosetolerance.

2.2.1 Indledende dataanalyse

Hensigten med dette afsnit er at skabe et overblik over strukturen i data-
saettet. Der vil saledes blive prasenteret tabeller, som viser middelvaerdier
og 95% konfidensintervaller for udvalgte malinger samt plots af udviklingen
af insulin- og glukosekoncentrationer under de to tests. Datasaettet er som
udgangspunkt delt op i tre grupper:

Diabetes-gruppen: Personer med diagnostiseret diabetes mellitus type II.

IGT-gruppen: Personer med diagnosticeret nedsat glukosetolerance.

NGT-gruppen: Personer med normal glukosetolerance.

Tabel 2.2 indeholder udvalgte data, som er beskrivende for forsggsperso-
nerne. Da der i datasaettet mangler nogle fa informationer, vil det samlede
antal af maend og kvinder ikke veere lig antallet af forsggspersoner.

Diabetes-gruppen IGT-gruppen NGT-gruppen
Meend/Kvinder || 38/32 10/17 112/149
BMI 30.26 (20.16; 40.36) | 30.04 (19.38; 40.70) | 26.01 (16.97; 35.02)
Fedtmasse 29.7 (5.7; 53.7) 34.5 (8.5; 60.5) 25.2 (4.6; 45.8)
Fedtprocent 34.6 (14.2; 55.0) 39.3 (18.5; 60.1) 32.3 (12.5; 52.1)
gade  mend: 1.00 (0.86; 1.14) 0.94 (0.76; 1.12) 0.93 (0.77; 1.09)
kvinder: || 0.89 (0.73; 1.05) 0.83 (0.65; 1.01) 0.81 (0.67; 0.95)

Tabel 2.2: Oversigt over beskrivende data for forsggspersonerne angivet ved
middelveerdi og 95% konfidensinterval i parentes.

Det ses af tabel 2.2, at NGT-gruppen er bedre reprasenteret end Diabetes-
og IGT-gruppen. Desuden ses det, at de personer, der ikke har normal gluko-
setolerance, har et markant hgjere BMI end personer med normal glukoseto-
lerance. Denne sammenhaeng illustrerer, at vaegt er positivt korreleret med
diabetesdiagnosticering, samt at diabetes mellitus type II kan betragtes som
en livsstilssygdom, jeevnfer afsnit 2.1.

I den anledning er talje-hofteratioer beregnet for forsggspersonerne, da dette
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siges at vaere et vigtigt kendetegn for diabetespatienter. Maend med talje-
hofteratio over 0.9 har gget risiko for diabetes, mens det tilsvarende mal
for kvinder er 0.8. De beregnede talje-hofteratioer bekreefter denne teori.
Det ses i tabel 2.2, at forsggspersoner med diabetes gennemsnitligt har en
hgjere ratio end personerne med normal glukosetolerance. Gennemsnittet af
talje-hofteratioerne for NGT-gruppen ligger ganske vist over risikogreensen
for bade maend og kvinder, men konfidensintervallerne indikerer, at der er
et vist antal, der ligger under denne vaerdi. Det ses desuden, at personerne
med nedsat glukosetolerance har en ratio, der placerer sig imellem de to
gvrige gruppers ratio dog naermere NGT-gruppen end Diabetes-gruppen.
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Figur 2.2: Glukose- og insulinkoncentrationskurver fra den OGTT for en
forsggsperson fra hver af de tre grupper.

I figur 2.2 er der vist glukose- og insulinkoncentrationer fra den orale gluko-
setolerance test malt i henholdsvis mmol/1 og pmol/1 for tilfzeldigt udvalgte
personer fra de tre grupper. Det ses, at der er niveauforskelle i den ba-
sale glukosekoncentration for de tre personer. Person nr. 283 fra Diabetes-
gruppen har et basalniveau pa cirka 6 mmol/l, mens person nr. 24 og 99
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fra henholdsvis IGT-gruppen og NGT-gruppen begge har et basalniveau pa
cirka 4.5 mmol/l. Person nr. 283 har saledes et basalniveau, der bekrafter,
at han har diabetes, jeevnfor tabel 2.1. Selvom person nr. 24 har et glukose-
koncentrationsforlgb, der indledes med at ligge pa niveau med glukosekon-
centrationsforlgbet for person nr. 99, ses det, at glukosekoncentrationen for
person nr. 24 stiger til cirka 12 mmol/l, der er omtrent lige s& hgjt som den
maksimale glukosekoncentration for person nr. 283. Desuden har person nr.
24 efter 120 minutter en glukosekoncentration pa cirka 10 mmol/1, hvilket
bekrafter, at denne person har nedsat glukosetolerance, jeevnfor tabel 2.1.
Insulinkoncentrationsforlgbet for de to fgrste personer er desuden forskel-
lige fra insulinkoncentrationsforlgbet for person nr. 99. For person nr. 99
sekreres der efter 20 minutter meget insulin fra [-cellerne, hvilket bevir-
ker et tilsvarende fald i glukosekoncentrationen. Det ses desuden, at de to
personer fra henholdsvis Diabetes- og IGT-gruppen producerer mere insulin
end NGT-personen. Dette bekrafter teorien om, at det ikke ngdvendigvis
er koncentrationen af insulin i plasma, der er for lav for patienter med di-
abetes mellitus type II eller nedsat glukosetolerance, men at der ikke er
tilstraekkeligt biologisk aktivt insulin.

Pa figur 2.3 er henholdsvis glukose- og insulinkoncentrationer fra IVGTT-
forlgbet vist for to tilfeeldigt udvalgte personer i IGT- og NGT-gruppen.
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Figur 2.3: Glukose- og insulinkoncentrationskurver fra den IVGTT for to
personer med nedsat henholdsvis normal glukosetolerance.
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Det ses, at forlgbene for glukosekoncentrationen for de to personer er nogen-
lunde ens, i modsatning til forlgbene for insulinkoncentrationen. Kurven for
insulinkoncentrationen for person nr. 33 fra NGT-gruppen topper to gange.
Forste gang kan tolkes som organismens fase et respons pa glukoseinjektio-
nen, mens anden top skyldes tolbutamidinjektionen. Til forskel fra dette ses,
at person nr. 354 fra IGT-gruppen ikke udviser en tilsvarende fase et respons
over for glukoseinjektionen. Fgrst ved tolbutamidinjektionen stiger insulin-
koncentrationen kraftigt. Denne forsinkede ggning af insulinkoncentrationen
kan skyldes, at person nr. 354 har nedsat glukosetolerance. P4 trods af for-
skellen i insulinforlgbene er der ikke en vaesentlig forskel i glukoseforlgbene
for de to personer.

Data fra den OGTT og den IVGTT indeholder veerdier, der ma anses som
outliers formentlig forarsaget af fejlindtastning af data. Disse veerdier er i
den efterfglgende dataanalyse erstattet med en indikation af, at der ikke
er foretaget observation til dette tidpunkt. Det drejer sig om henholdsvis
6 og 33 glukosemalinger fra den OGTT og den IVGTT, der har angivet
en glukosekoncentration pa 50.0 mmol/l og 16 IVGTT-insulinmalinger, der
tilsvarende har angivet en insulinkoncentration pa 9999 pmol/1.

I data findes der desuden forsggspersoner, for hvilke det gelder, at et stgrre
antal af IVGTT-malingerne mangler. I IGT- og NGT-gruppen drejer det
sig om tre personer, hvor alle glukosemalinger mangler, seks personer hvor
alle insulinmalinger mangler, otte personer hvor alle IVGTT-data mangler
og desuden 13 personer, hvor al data mangler pansr observationer af kgn,
alder og des lige. Derudover er der en person, hvor alle glukoseméalinger
fra den OGTT mangler, samt en person, hvor alle insulinmalinger fra den
OGTT mangler. I Diabetes-gruppen er der et meget stort frafald af forsggs-
personer. Der mangler saledes data fra ialt 54 personer fra denne gruppe. I
dataanalysen ses der bort fra disse personer.

Glukose- og insulinkoncentrationerne i plasma hos alle forsggspersonerne er
i tabel 2.3 og 2.4 vist for enkelte udvalgte tidspunkter ved middelveerdi og
95% konfidensintervaller. Udviklingen i koncentrationerne er vist for bade
den intravengse og den orale glukosetolerance test.
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OGTT Diabetes-gruppen | IGT-gruppen NGT-gruppen
Glukosekonc.

mmol/]

t = 0 min 8.2 (3.9; 17.5) 5.5 (4.4;6.9) 5.1 (4.0; 6.6)
t = 10 min 8.4 (4.1;16.9) 6.7 (2.9;15.6) | 5.9 (4.5; 7.6)
t = 50 min 13.5 (7.5; 24.6) 10.2 (7.4; 14.1) | 8.0 (4.5; 14.3)
t = 120 min 13.5 (6.0; 30.2) 8.7 (7.1;10.9) | 5.6 (3.5; 9.0)
t = 240 min 6.4 (1.8;22.8) 4.3 (2.9; 6.3) 4.2 (3.3; 5.4)
Insulinkonc.

pmol/1

t = 0 min 55 (18; 167) 51 (125 224) 34 (10; 112)
t = 10 min 79 (24; 262) 104 (21; 517) 98 (26; 363)
t = 50 min 194 (44; 852) 355 (97; 1297) 320 (108; 949)
t = 120 min 212 (39; 1144) 433 (115; 1621) | 165 (38; 727)
t = 240 min 47 (13; 166) 50 (9; 274) 21 (4; 96)

Tabel 2.3: Udvikling i glukose- og insulinkoncentrationer i plasma for udvalgte
tidspunkter ved den OGTT. Maélingerne til ¢ = 0 er baseret pa
et gennemsnit af tre malinger fra hver person inden indtagelse af
glukose. De angivne 95% konfidensintervaller er baseret pa en anta-
gelse om, at de logaritmetransformerede data er normalfordelte.

Middelveerdien for glukosekoncentrationen til det 120. minut for IGT-gruppen
bekrafter, at personerne i denne gruppe lider af nedsat glokosetolerance, da
veerdien til dette tidspunkt er hgjere end 7.8 mmol/l, jevnfer tabel 2.1.
Tilsvarende bekreaeftes klassificeringen af de to gvrige grupper.
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IVGTT IGT-gruppen NGT-gruppen
Glukosekonc.

mmol /1

t = 0 min 5.5 (4.4;6.9) 5.2 (4.2;6.4)
t = 2 min 16.6 (12.1; 22.9) | 14.9 (10.4; 21.4)
t = 10 min 13.5 (11.0; 16.5) | 12.6 (9.7; 16.3)
t = 25 min 11.0 (8.6; 14.0) 9.4 (6.6; 13.3)
t = 180 min 4.2 (3.5;5.2) 4.7 (2.4;9.3)
Insulinkonc.

pmol/1

t = 0 min 56 (13; 242) 36 (11; 124)

t = 2 min 261 (54; 1261) 234 (53; 1030)
t = 10 min 220 (52; 926) 185 (49; 692)

t = 25 min 546 (122; 2456) 460 (129; 1647)
t = 180 min 40 (7; 225) 25 (65 101)

Tabel 2.4: Udvikling i glukose- og insulinkoncentrationer i plasma for udvalgte
tidspunkter for den IVGTT. Malingerne til ¢ = 0 er baseret pa
et gennemsnit af tre malinger fra hver person inden injektion af
glukose. De angivne 95% konfidensintervaller er baseret pa en anta-
gelse om, at de logaritmetransformerede data er normalfordelte.

Af tabel 2.4 ses det, at IGT-gruppen har glukose- og insulinniveauer, der er
en anelse hgjere end NGT-gruppen. Det fremgar af begge tabeller, hvorle-
des koncentrationsvaerdierne for henholdsvis glukose og insulin umiddelbart
efter optagelse af glukose stiger, for derefter at aftage og ga mod begyndel-
sesniveauet.

De i tabel 2.4 opstillede middelveerdier og 95% konfidensintervaller, er an-
skueliggjort i figur 2.4 og 2.5, der illustrerer medianerne og standardaf-
vigelserne herfra for glukose- og insulinkoncentrationerne fra den IVGTT
for IGT- og NGT-gruppen. En sammenligning af insulinkoncentrationerne i
figur 2.4 og 2.5 viser, at personer med nedsat glukosetolerance forst reage-
rer med en kraftig insulinsekretion ved tolbutamidinjektionen. Hermed kan
det formodes, at personerne i IGT-gruppen har en lavere fase et respons
pa glukoseinjektionen end personerne i NGT-gruppen. Saledes viser disse
boxplots samme tendens, som figur 2.3.



16 2. Introduktion til data

IGT-gruppen, glukose

20

15

Koncentration
10

o
-10 O 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150 160 170 180
Tid
IGT-gruppen, insulin
= ~N
S
=
[=]
g g
g S
8
° P INRHS N [ i i i i

-10 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150 160 170 180

Tid

Figur 2.4: Boxplots for henholdsvis glukose- og insulinkoncentrationer for
IGT-gruppen ved den IVGTT.
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Figur 2.5: Boxplots for henholdsvis glukose- og insulinkoncentrationer for
NGT-gruppen ved den IVGTT.
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2.2.2 Fordeling af data

Til senere analyse skal det undersgges, hvilken fordeling data fra den IVGTT
kan antages at folge, det vil sige fordelingen for stikprgvepopulationen.

Efter en undersggelse af histogrammer over data fra den IVGTT har det vist
sig, at glukose- og iszer insulinkoncentrationerne ikke kan antages at veere
normalfordelte, derfor logaritmetransformeres glukose- og insulinkoncentra-
tionerne. I figur 2.6 er der vist histogrammer over de logaritmetransforme-
rede glukose- og insulinkoncentrationer ti minutter efter glukoseinjektionen
for IGT- og NGT-gruppen. Som det fremgar af histogrammerne, kan de
logaritmetransformerede data fra NGT-gruppen antages at veere normalfor-
delte, mens data for IGT-gruppen kraever naermere undersggelse.
IGT-gruppen undersgges for normalitet ved at plotte koncentrationerne op
mod fraktilerne fra en standard normalfordeling i figur 2.7. Det fremgar af
disse plots, at de forholdsvis fa observationer fra IGT-gruppen ligger taet op
ad den rette linie, og det kan derfor antages, at ogsa logaritmetransforme-
rede data fra IGT-gruppen er normalfordelte.
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Figur 2.6: Histogrammer over logaritmen af glukose- og insulinkoncentra-
tioner fra den IVGTT for de to grupper med nedsat henholdsvis
normal glukosetolerance ti minutter efter glukoseinjektionen.
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Figur 2.7: Illustration af fordelingerne af glukose- og insulinkoncentratio-
nerne fra den IVGTT for grupperne med henholdsvis nedsat og
normal glukosetolerance plottet mod fraktiler af standard nor-
malfordelingen.

2.2.3 Observationsstg]

Fordelingen af observationsstgjen skal kendes, hvis dataseettet skal model-
leres ved en dynamisk linezer model. Idet der i observationsrackken for den
intravengse glukosetolerance test er foretaget tre malinger forud for gluko-
seinjektionen, er det muligt at benytte disse observationer til en vurdering
af observationsstgjen. Derfor er der i figur 2.8 plottet raresidualer af loga-
ritmetransformerede data op mod fraktilerne i en standard normalfordeling
for de tre forste malinger for IGT- og NGT-gruppen for henholdsvis glukose
og insulin. De fire plots indikerer, at raresidualerne er normalfordelte, og
det kan derfor antages, at observationsstgjen af de logaritmetransformerede
data er normalfordelte.



2.2 Praesentation af data

19

Residualer

Residualer
=015 010 005 000 005 010 015

0 00 0w

R}

IGT—gruppen, glukose

—= —1 o 1 =

ra

-~

-3 —= —a o a El 3

Fraktiler af standard normalfordeling

Fraktiler af standard normalfordeling

NGT—gruppen, glukose

Residualer
020 00 00

Residualer

03

1IGT—gruppen,

—= —1 o ES =

NGT —gruppen,

P
1 -

-3 —= —a o a E 3

Fraktiler af standard normalfordeling

insulin

Fraktiler af standard normalfordeling

insulin
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Kapitel 3

Farmakokinetik og -dynamik

Dette kapitel omhandler farmakokinetik og farmakodynamik, som er to be-
greber til beskrivelse af laegemidlers optraeden og virken i organismen. Mere
pracist omhandler farmakokinetik beveegelsen af forskellige laegemidler i or-
ganismen, mens farmakodynamik omhandler disse leegemidlers pavirkning
pa organismens organer og celler.

Kapitlet er delt op i to afsnit. I afsnit 3.1 indfgres en modeltype, der kaldes
kompartment modeller, disse benyttes til en grafisk og matematisk beskri-
velse af farmakokinetikken og -dynamikken. Afsnit 3.1 er baseret pa Ras-
mussen (1985) samt Gabrielsson & Weiner (2000). Det efterfplgende afsnit
udvider kompartmentmodellen, som praesenteres i afsnit 3.1, til at inde-
holde flere kompartments, og afsnittet er primaert baseret pa Gabrielsson &
Weiner (2000).

3.1 En-kompartment modeller

Det centrale i farmakokinetik og farmakodynamik er absorptionen af et lae-
gemiddel samt distributionen og eliminationen af dette i organismen. Disse
processer beskrives ved matematiske modeller.

Forst betragtes en en-kompartment model, der grafisk er illustreret i figur 3.1.
Med begrebet kompartment menes et “fordelingsrum” i organismen, hvori
laegemidlet er fordelt. Det antages, at dette fordelingsrum er velomrgrt. Det
vil sige, at nar et leegemiddel er kommet ind i kompartmentet, vil der straks
vaere den samme koncentration af laegemidlet i hele kompartmentet.

Menneskets blodbane er et kompartment, der ofte anvendes indenfor far-
makokinetikken. Absorption ind i blodbanen af et leegemiddel, der indtages

21
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oralt, foregar ved, at laegemidlet absorberes ud i blodet via tarmvaggen.

For opstilling af en model over et kompartment, eksempelvis blodbanen,
betragtes folgende stgrrelser:

D: Den indgivne dosis af laegemiddel.
Xp: Maengden af leegemidlet i kompartmentet.
V: Det tilsyneladende fordelingsvolumen.
Cpi: Koncentration i plasma.
Co: Initiel koncentration i plasma.

ke: Eliminationshastighedskonstant, som relateres til den maengde leege-
middel, der elimineres fra kompartmentet per tidsenhed, hvorved denne
konstant ligger mellem nul og en.

Cl: Volumen af plasma i kompartmentet, der er totalt renset for leegemid-
del per tidsenhed. Betegnelsen clearance anvendes om denne stgrrelse,
og den bestemmes ved Cl = k. V.

Det tilsyneladende fordelingsvolumen kan bestemmes ved V' = Xp/Cp.
Hvis kompartmentet er blodbanen, kan det tilsyneladende fordelingsvolu-
men bestemmes ved at méale koncentrationen C),; af et indgivet laeegemiddel
XpB, som ikke er i organismen i forvejen.

Indgift af Irreversibel
dosis elimination
D __gXs=1 .

Cp1 -V ke

Figur 3.1: Illustration af en en-kompartment model.

Hastigheden for eliminationen af et laegemiddel fra et kompartment, som
det, der er illustreret i figur 3.1, athaenger linezert af henholdsvis meengde
eller koncentration i plasma og kan skrives som:

dXp

d
=—k.Xp eller &

- 2 = k. (3.1)

Det vil sige, nar maengden og koncentrationen af laegemiddel aftager med ti-
den vil eliminationshastigheden ogsa aftage med tiden, mens k. er konstant.
Af ligning (3.1) kan ligningen for koncentrationen udledes til:

Cp = Cp exp(—ket), (3.2)
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Figur 3.2: Illustration af hvordan koncentrationen af et laegemiddel elimi-
neres eksponentielt fra et kompartment og logaritmen af denne
koncentration, der er linezrt aftagende.

hvor Cjy er den initielle koncentration. Ifigur 3.2 vises grafer, der illustrerer,
hvorledes koncentrationen af en indgivet dosis aftager eksponentielt. Elimi-
nationshastighedskonstanten k. bestemmes ved udledning af haeldningen af
In(Cpy).

Af andre relevante begreber i forbindelse med disse modeller er

AUC: Arealet under kurven for Cy;, ogsa kaldet det nulte moment.
AUMC': Arealet under kurven for tCp;, ogsa kaldet det fgrste moment.

MRT: Den forventede tid et molekyle af det indgivne laegemiddel vil
vaere i organismen.

De ovennavnte stgrrelser beregnes pa fglgende vis:

AUCG® :/ Co exp(—ket)dt = %
0

€

o0 C
AUMC = /0 tCo exp(—keot)dt = k—;’
AUMC
MRT =
AUC 7’
hvor M RT for hele perioden er:
w~ _ Co ,Co
MRTO = k_e k_g = ke.

Arealet AUC kan fortolkes som den akkumulerede koncentration af laege-
midlet i plasma, mens den forventede tid, et molekyle bliver i organismen,
MRT, kan tolkes som middelvaerdien for taethedsfunktionen:

ry =29,
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Denne taethedsfunktion beskriver fordelingen af det tidsrum et molekyle
opholder sig i organismen. Herved fas M RT ved

B0 = [t =200

De centrale begreber til beskrivelse af en en-kompartment model er ud-
ledt, og i det folgende afsnit udvides flere af disse til beskrivelse af en fler-
kompartment model.

3.2 Fler-kompartment modeller

Der er tilfeelde, hvor flere faktorer spiller ind pa legemidlers bevaegelse i
organismen. Et laegemiddel kan for eksempel optages eller frigives af flere af
organismens organer og vav, eksempelvis fedt og muskler. Koncentrationen
af laegemidlet males ofte i blodets plasma, der derfor oftest anses som det
centrale fordelingsrum, og herved far forekomsten af leegemidlet i organer
og vaev en perifer rolle. For at opna en mere beskrivende model ma disse
faktorer inkorporeres i modellen.

Der skelnes her mellem to typer af fler-kompartment modeller: kedemodellen
og brystkirtelmodellen. Benaevnelsen af sidstnaevnte stammer fra brystvor-
tekirtlen, som antager samme struktur som denne model, (Gabrielsson &
Weiner, 2000, side 78).

Kademodellen er kendetegnet ved, at flere kompartments benyttes i mo-
dellen, og disse er forbundet i en kade, hvor interaktioner mellem nabo-
kompartments enten kan vaere en- eller tovejs. Den makroskopiske kinetik
af et leegemiddel i en kaedemodel foregar sekventielt via et antal pa hinanden
folgende kompartments. I figur 3.3 er en ksedemodel samt koncentrations-
kurven for leegemidlet i de respektive kompartments illustreret. Som det
er illustreret i figuren, er der en tidsforsinkelse pa koncentrationen af lae-
gemidlet i de forskellige kompartments gennem kaeden. Arealet under kon-
centrationskurven, AUC, er dog den samme for alle kompartments ved en
envejs-interaktion, da leegemidlet over tid vil bevaege sig gennem alle kom-
partments. Der kan ikke skelnes mellem centrale og perifere kompartments
i denne type model.
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Figur 3.3: En fler-kompartment kseedemodel, hvor indgiften af et laegemid-
del foregar i det kompartment, der er illustreret yderst til venstre,
mens irreversibel elimination af leegemidlet sker yderst til hgjre.
Nederst er koncentrationskurven af leegemidlet for hvert kompart-
ment afbilledet.

Den anden type af fler-kompartment modeller er brystkirtelmodellen, en sa-
dan er illustreret i figur 3.4. Denne er kendetegnet ved, at et antal perifere
kompartments indvirker pa et enkelt centralt kompartment, som eksempel-
vis kan vaere blodplasma, mens indgift og irreversibel tab af leegemiddel kan
antages udelukkende at ske i forbindelse med det centrale kompartment.
Koncentrationen af laegemidlet i det centrale kompartment aftager ved en
proces, der afhaenger af irreversibel elimination af lasgemidlet og interaktion
af leegemidlet med perifere kompartments. Koncentrationen af et laegemid-
del i perifere kompartments starter i nul og athaenger i gvrigt af de perifere
kompartments interaktion med det centrale kompartment.

T Perifer

~ Perifer

Central / Irreversibel elimination

Indgift

Perifer / \{ Perifer

Perifer

AN

Figur 3.4: En fler-kompartment brystkirtelmodel, hvor indgiften og elimina-
tionen af laegemiddel foregar fra det centrale kompartment. Kon-
centrationskurver for nogle kompartments er afbilledet.

En fler-kompartment model kan saledes opstilles som en kaedemodel eller en
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brystkirtelmodel. I det folgende behandles en brystkirtelmodel med blot to
kompartments i flere detaljer.

En to-kompartment brystkirtelmodel kan beskrives pa flere mader. Modellen
kan beskrives ud fra de associerede mikrokonstanter, det vil sige de para-
metre, der indgar i beskrivelse af interaktionen mellem det centrale og det
perifere kompartment. Desuden kan modellen beskrives ud fra de associe-
rede makrokonstanter, det vil sige de parametre, der indgar i ligningen for
koncentrationen af leegemidlet i det centrale kompartment.

Indgift
k2
Central Perifer
V. V;
c ks P
ki)

Irreversibel
elimination

Figur 3.5: En to-kompartment model, hvor venstre kompartment er det cen-
trale kompartment og hgjre det perifere kompartment.

I figur 3.5 er en to-kompartment model illustreret, hvor mikrokonstanterne
Ve og Vj, er det tilsyneladende fordelingsvolumen i det centrale kompartment
henholdsvis det perifere kompartment. Mikrokonstanterne ki, ks og ks er
eliminationshastighedskonstanter, med den forskel fra en-kompartment mo-
dellen, at k2 og k3 skal opfattes som konstanter for den elimination, der sker
fra det centrale til det perifere fordelingsrum og omvendt.

Clearance-raten Cl, som blev praesenteret i afsnit 3.1, imellem de to kom-
partments kan beskrives udfra mikrokonstanterne ved henholdsvis Cl., =
k2Ve og Cl,. = k3V),. Tilsvarende sker der et irreversibelt tab af leegemidlet,
som kan beskrives ved hjzlp af clearance-raten for det centrale kompart-
ment, denne er Cl = k1 V.. Herved bliver den totale clearance i det centrale
kompartment

Cly = (kl + kQ)VC — k3Vp.

Effekten af at tilfgje et perifert kompartment til en en-kompartment model
er introduktion af et andet eksponentielt led til ligningen for koncentrationen
af leegemiddel i det centrale kompartment, som blev prasenteret i ligning
(3.2). Koncentrationen af et laegemiddel i det centrale kompartment i en to-
kompartment model, beskrevet ved de associerede makrokonstanter, haves
ved

Cp = Aexp(—at) + Bexp(—bt),



3.2 Fler-kompartment modeller 27

hvor A og a associeres til begyndelsesfasen, mens B og b associeres til slut-
fasen for koncentrationskurven af leegemidlet, (Gabrielsson & Weiner, 2000,
side 80).

W 0 pw

Koncentration
10

Figur 3.6: Semi-logaritmisk plot af en bi-eksponentiel ligning pa formen
Cpi = Aexp(—at) + Bexp(—bt), som beskriver koncentrationen
af et leegemiddel i det centrale kompartment i en to-kompartment
model.

Figur 3.6 illustrerer, hvorledes koncentrationen af et leegemiddel vil aftage,
dersom leegemidlet associeres til en to-kompartment model. I begyndelsesfa-
sen kan koncentrationen af laegemidlet i det centrale kompartment forventes
at aftage hurtigere end i slutfasen, idet der i begyndelsesfasen sker bade
en irreversibel elimination og en distribution af leegemidlet til det perifere
kompartment. I slutfasen er interaktionen mellem det centrale og det peri-
fere kompartment mere udlignet, hvorfor koncentrationen af lasgemidlet kan
forventes at aftage langsommere.

Figur 3.6 illustrerer ligeledes, hvorledes makrokonstanterne A, a, B og b kan
bestemmes. Parameteren b er haldning pa anden fase i koncentrationskur-
ven, mens B bestemmes ved skzering mellem ordinataksen og den ekstra-
polerede linie med heeldning b. Parametrene A og a kan bestemmes ved at
betragte differenserne mellem koncentrationskurven for Cp; og den ekstra-
polerede kurve givet ved C' = B exp(—>bt). Endelig haves det, at den initielle
koncentration Cy kan bestemmes ved Cy = A + B.

En to-kompartment model er nu beskrevet ud fra henholdsvis de associerede
mikro- og makrokonstanter.
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Jeevnfor Gabrielsson & Weiner (2000) geelder det, at

D b—ks

D a-ks
- B=
o8 V. b—a’

A=
Vo a-—b>

a+b=Fky+ks+kq,
ab:kgkl,

hvor D er den indgivne dosis af leegemiddel. Herved kan mikrokonstanterne
udledes af de tidligere udledte makrokonstanter.



Kapitel 4

Bergmans minimalmodel

Bergmans minimalmodel, der er en sammensatning af to kompartmentmo-
deller, beskriver kinetikken og dynamikken af henholdsvis glukose og insulin
i organismen. Modellen vil blive praesenteret i afsnit 4.1, som primeaert er
baseret pa Bergman et al. (1979) samt Bergman et al. (1981). Efter prassen-
tation af Bergmans minimalmodel vil visse forbehold overfor gyldigheden
af modellen blive fremfort i afsnit 4.2. Dette afsnit er baseret pa Arino
& Gaetano (2000). Endelig vil der i afsnit 4.3 veere en kort diskussion af
betydningen af problemerne ved Bergmans minimalmodel, og hvorledes de
kan afhjelpes. I dette afsnit vil den modificerede model, som benyttes i den
senere analyse, ligeledes blive opstillet.

4.1 Bergmans minimalmodel

Som beskrevet i afsnit 2.1 er der en interaktion mellem glukose og insulin i
organismen. Denne interaktion komplicerer modelopstillinger til beskrivelse
af den indbyrdes dynamik mellem glukose og insulin.

Richard N. Bergman med flere udviklede i begyndelsen af 1980’erne en sa-
kaldt minimalmodel til beskrivelse af glukose- og insulinkinetik og -dynamik
i organismen, jevnfer Bergman et al. (1981). Denne minimalmodel var en ny
tilgang til at kvantificere bugspytkirtlens respons pa samt insulinfglsomhe-
den for gget glukose i blodet. Minimalmodellen er opstillet med det formal
at kunne benyttes til at analysere kinetikken og dynamikken for glukose
og insulin ved en intravengs glukosetolerance test, (Bergman et al., 1981,
side 1457). Det bgr bemeerkes, at den IVGTT, som modellen er opstillet til
at beskrive, ikke omfatter en tolbutamidinjektion. Modellen er stadig den

29
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mest benyttede til fysiologisk forskning indenfor glukosestofskifte, (Arino &
Gaetano, 2000, side 136).

Bergmans minimalmodel er delt op i to kompartment modeller. Den fgrste
model, der ses i figur 4.1, beskriver insulinets pavirkning pa glukosekoncen-
trationen i plasma, mens den anden model, figur 4.2, beskriver glukosens
pavirkning pa insulinkoncentrationen i plasma.

Insulin-

koncentration ko Afsides insulin- ks Irreversibel
. — ™ kompartment ™ elimination
i plasma Lo
[ I
| I
I
o
Fmmmm - mmmmm - - - - 40
I I
ko | | ka
| |
| |
: l
‘ I
- Glukose- Vav
V) kompartment k1
ks

Figur 4.1: Minimalmodel for glukoseelimination

Det afsides kompartment for insulin i figur 4.1 kan fortolkes som det kom-
partment, der indeholder det biologisk aktive insulin i organismen. Som be-
skrevet i afsnit 2.1 er det ikke hele insulinmangden i plasma, der er aktivt.
Det er ikke muligt at vide, hvor stor en del af insulinet, der anvendes, hvilket
gor koncentrationen af insulin i dette kompartment, I'(¢), til en ikke-méalbar
storrelse. Insulinkoncentrationen i plasma benavnes I(t), mens glukosekon-
centrationen i plasma i glukosekompartmentet benaevnes G(t).
Mikrokonstanterne k; og ks er elimininationshastighedskonstanter fra de
respektive kompartments. Konstanten ko er hastighedskonstant for det in-
sulin, der indgives i det afsides insulinkompartment, og k5 er en samlet
hastighedskonstant for elimination af glukose bade til og fra leveren.

De to konstanter k; og ks inkluderer udelukkende den glukose, der optages
af og elimineres fra glukosekompartmentet uden pavirkning af insulin. Pa-
virkningen fra insulinet pa henholdsvis vaevet og leveren til at optage glukose
inkorporeres i modellen ved konstanterne k4 og kg.
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Figur 4.2: Minimalmodel for insulinkinetik

Insulinkoncentrationen i insulinkompartmentet, I(t), i figur 4.2 er til forskel
fra I'(t) en storrelse, der er mulig at méle, da det her er koncentrationen i
plasma, som males.

Sekretionen, det vil sige S-cellernes frigivelse af insulin, begynder, nar gluko-
sekoncentrationen overstiger en terskelverd: h. Da insulinsekretionen ikke
kan vaere negativ, er udtrykket v(G(t) — h)t en sammensat funktion:

0 for G(t) < h,
V(G = bt = {7(G(t) — h)t for thg > h. (41)
Parameteren « er en proportionalitetskonstant. Sekretionsmeengden bestem-
mes ifplge den originale fremstilling desuden af det tidsrum, der er gaet fra
tidspunktet, hvor glukosen er indgivet, jeevnfgr Bergman et al. (1981). Eli-
minationen fra insulinkompartmentet er givet ved eliminationshastigheds-
konstanten k.

Pa baggrund af de to modeller kan differentialligningerne for Bergmans mini-
malmodel opstilles. Ligningerne for modellen, der her betragtes, er i nogle
henseender modificeret siden 1981, idet den basale insulinkoncentration, Iy,
er introduceret 1 modellen. Paremeteren I er bestemt ved den insulinkon-
centration, der kan antages at vaere i plasma pa fastende hjerte. Ligningerne
er givet af Arino & Gaetano (2000) ved

%ﬁt) = —(k1 +ks) (G(t) — Gb) — (kg + k) I' ()G (1), (4.2)
%t(t) = _k3X(t) + kz(k4 + kﬁ)([(t) — Ib), (43)

hvor X (t) = (ks+ke)I'(t). Det vil sige, X (¢) er proportional med insulinkon-
centrationen i det afsides insulinkompartment. Funktionen X (¢) benavnes
aktiv insulin.

Ligning (4.2) giver hastigheden for elimination af glukose fra plasma. Para-
meteren Gy er den basale glukosekoncentration, det vil sige, den koncentra-
tion af glukose, der kan antages at befinde sig i plasma pa fastende hjerte.
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Udtrykket — (k1 + k5)(G(t) — Gb) beskriver det, der elimineres fra glukose-
kompartmentet uden pavirkning fra insulin.

Den glukose, der elimineres med pavirkning fra insulinet, beskrives ved ud-
trykket — (ks + kg)I'(t). Denne rate kan fortolkes som den del af det aktive
insulin, der indvirker pa glukosekoncentrationen.

Ligning (4.3) giver et udtryk for tilvaeksten af X (¢). Indgiftshastigheden for
X (t) er givet ved den del ks (k4 + kg) af insulinkoncentrationen I(t), der kan
anvendes.

Ligningerne for Bergmans minimalmodel kan omformuleres til:

%t) =P (G(t) - Gy) - X(1)G(@),
d);_t(t) =P X(t)+ P3(1(t) — Ip),
B0 oG -) 1m0,

hvor X(t) = (k4 + kﬁ)[’(t), P1 = —(kl + k5), P2 = —k3, P3 = kz(k4 + kﬁ)
og P4 = —k7.

Folgende tre parametre er vaesentlige for beskrivelsen af glukosestofskiftet.

Insulin-uathaengig sendring af glukose beskrives ved parameteren P i
ligningen for glukose G(t), idet den angiver, i hvor hgj grad lever og
vav optager glukose uathaengigt af insulinet.

Insulin-afheengig sendring af glukose beskrives ved parameteren P i
ligningen for aktiv insulin X (). Parameteren udtrykker en rate for
den del af den totale koncentration af insulin i plasma, der er biologisk
aktiv ved elimination af glukose.

Insulinfglsomhed beskrives ved S; = —P3/P,. Parameteren Sy giver et
udtryk for raten af aktiv insulin, der medvirker til glukoseelimination,
i forhold til den del af insulinet, der elimineres fra det afsides insulin-
kompartment.

4.2 Formel problematik vedrgrende Bergmans
minimalmodel

I minimalmodellen males den basale glukosekoncentration Gy, nar glukose-
og insulinsamspillet er i en ligevaegtstilstand. En saddan ligevaegtstilstand
indtreeffer, nar den glukose, der elimineres, og den glukose, som leveren fri-
giver, udligner hinanden. Idet dette sker, neermer glukosekoncentrationen sig
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teerskelvaerdien h, som angiver, hvornar bugspytkirtlen skal sekrere insulin.
Der er mulighed for, at G er hgjere end h, det vil sige, at der uafbrudt se-
kreres insulin, hvilket netop er tilfaldet i analyser foretaget af Bergman med
flere, (Bergman et al., 1981, side 1458 og 1463). Det, at den basale gluko-
sekoncentration kan vaere hgjere end taerskelveerdien h, giver anledning til
overvejelser omkring den formelle gyldighed af ligningerne i Bergmans mini-
malmodel.

Folgende lemma benyttes i de efterfglgende satninger.

Lemma 4.1
Lad ligningerne for Bergmans minimalmodel veere givet ved

%t) = 71 (6(0) - &) - X(OG(0) G(0) = G, (4.5)
d);'t(t) =PX(t) + Ps(I(t) — Ib), X(0) =0, (4.6)
%(tt) ZW(G(t) —h)+t+P4(I(t) — L), I1(0)=1Iy+ 1, (4.7)

hvor parametrene Py, P,, P; Py, v og h er givet som i afsnit 4.1 med
P, P,,P; € ]—1,0[. De to parametre Gy og Iy er givet ved henholdsvis
den teoretiske glukosekoncentration og den teoretiske insulinkoncentration
over det basale insulinkoncentrationsniveau til tid t = 0 efter en momentiel
glukoseinjektion.
Da geelder det at,

(i) iminf; o I(t) > I,
(i) liminf;_, . X (¢) >0,

(iii) limsup,_, . G(t) < Gp.

Beviset for lemma 4.1 kan fgres ved standardargumenter for differentialu-
ligheder, jeevnfor Arino & Gaetano (2000).

Der geelder jeevnfor afsnit 3.1, at Py, Py, P, € | —1,0[, da de alle er elimina-
tionshastighedskonstanter.

Seetning 4.2 refererer til det tidligere omtalte tilfeelde, hvor glukosekoncen-
trationen neaermer sig basalniveauet Gy efter en glukoseinjektion.
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Saetning 4.2
Lad Gy > h og limsup,_, ., G(t) > h, da geelder det, at

lim sup X (¢) = oo.

t—00

Bevis:

Hvis X — oo, er saetningen trivielt opfyldt. Det antages derfor i stedet, at
liminf; , X(t) er endelig.

Differentialligningen (4.7) lgses, hvorved det fas, at

I(t) — Iy = exp (Pyt) (/ exp (—Pit) v(G(t) — h)Ttdt + C’1>
:7/0 exp (Py(t — s)) (G(s) — h)tsds + exp (Pst) C,.

Med begyndelsesbetingelsen I(0) — I, = I fas, at Cy = Iy, hvormed lignin-
gen for insulinkoncentrationen er

() = I = Ipexp (Pst) + /0 “exp (Palt — 5)) (G(s) — WFsds. (48)
Ligningen for den aktive insulin haves ved:
X(t) = exp (Pot) (/Ot exp (= Pot) Py (I(t) — 1) dt + c2>
_p /0 " exp (Pa(t — u) (I(u) — ) du, (4.9)

hvor X (0) = 0 indebaerer, at Cy = 0.
Ligning (4.8) indseettes nu i (4.9), hvilket giver, at

X(W=P [ exp(Balt-w)-
([Oexp (Pyu) + ’y/o exp (Py(u —s)) (G(s) —h)Ts ds) du
= PsIpexp (Pgt)/ exp ((Py — P>)u) du
0

+P37/0exp (P, (t—u))/otzxp (Py(u—s))(G(s)—h)"sds du.(4.10)
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Det dobbelte integral i ligning (4.10) betragtes, og integrationsrakkefplgen
eendres:

/Oexp (Py(t — ) /Ouexp (Pa(u—5)) (G(s) — h)*s ds du
= / /u exp (Py(t — s)) exp (P — Py)(u — 8)) (G(s) — h) " sds du
0J0

:/0 exp (P (t — s))/ exp ((Py — P>)(u — s)) du(G(s) — h)*s ds

Der indfgres nu en hjalpefunktion z(t) defineret ved

for P, = Py,

t
t
£ = Py— Py)u) di = 4 o ipn by
=) /0 e (B 2)u) du {e p((llzi—};z)t—) L for P, # Py.

Jeevnfgr lemma 4.1 ligger eliminationshatighedskonstanterne —P> og —Py
mellem nul og en, og det haves, at hjselpefunktionen z(t) > 1 for alle ¢.
Hermed kan ligningen for den aktive insulin omskrives til

X (t) = PyLoexp (Pat) z(t)-{—Pg'y/OeXp (Py(t—5))2(t—5)(G(s)—h) s ds. (4.11)

Lad det geelde for folgen af reelle tal {¢,}, at t, — oo for n — oo. Da
limsup,_,  G(t) > h, eksisterer der to reelle tal £ > 0 og T' > 0, saledes at
G(s)>h+kfort, <s<t,+TforalleneN

Af lemma 4.1(ii) haves det, at liminf; ., X(¢) > 0, og da P; < 0, haves
det, at X (t) — P; > 0 for tilstrackkeligt store ¢. Ifplge lemma 4.1(iii) er G(t)
opadtil begreaenset for tilstrackkeligt store ¢. Den afledte af G(t) er derfor
opadtil begranset grundet udseendet af (4.5). Da G(t) saledes ikke kan
stige ubegraenset for t — oo, er ogsa k opadtil begranset.

For t, <s <t, + T gelder det, at forste led i (4.11) er positiv, idet P3 og
Iy er positive, og en vurdering af ligningen giver, at

tn+T
X(ty +T) > pw/ exp (Py(tn + T — 8)) 2(tn + T — )(G(s) — h) s ds
0

tn+T
> Pg'y/ exp (Py(tn +T — s)) kit ds (4.12)
0
tatT
> ngktn/ exp (Pa(tn + T — s)) ds (4.13)
tn
0
= P3vkty, /exp (=Pyu) du, (4.14)
-7
Py

= —F’yktn(l — eXp(PQT)) (415)
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hvor det i (4.12) benyttes, at G(s) —h > k, s > t,, og z(t, + T —s) >
1. I (4.13) integreres der over et mindre omrade end i (4.12), og i (4.14)
substitueres med v = —t,, — 1" + s.

Da P, €]—1,0[,er 0 < 1 —exp(P,T) < 1, derved haves for ¢, — 00, at

X(t, +T) — oo, nar n — oc. (4.16)

O

Seetning 4.2 medfgrer saledes, at i det tilfaelde, at de tre differentialligninger
(4.5), (4.6) og (4.7) i Bergmans minimalmodel anvendes samtidigt, og anta-
gelsen, om at Gy > h, og limsup,_,., G(t) > h, er opfyldt, da gar niveauet
af aktivt insulin mod uendelig, nar ¢ gar mod uendelig. Dette stemmer ikke
overens med, at niveauet af det aktive insulin skulle mindskes, nar glukose-
koncentrationen mindskes.

Den folgende satning tager hgjde for det tilfalde, hvor glukosekoncentra-
tionen bliver lavere end teerskelvaerdien h.

Saetning 4.3
Lad limsup,_,., G(t) < h, da er Gy < h.

Bevis:

Der fgres et modstridsbevis, hvorfor det antages, at Gy > h.

Da limsup,_, ., G(t)—h < 0, er G(t) —h = 0 ifplge Bergmans minimalmodel.
For t — oo haves det derfor, at

4O — py(I(t) - I)

di
U
I(t) = Iy + exp (Pyt)
U
I(t) — 1.

Jeevnfor ligning (4.9) haves det videre, at lim;—,o, X () = 0. Diffentiallig-
ningen for tilvaekst i glukosekoncentrationen lgses for ¢t — oo

uﬁﬁzamw—@>
G(t) = Gy +exp (Pit)
(2
G(t) — Gb.
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Dette er i modstrid med antagelsen G, > h, da G(t) er begranset opadtil
af h. O

Konsekvensen af saetning 4.3 er, at G er mindre end h, hvilket er i modstrid
med det, der observeres. Dermed ma konklusionen, der kan drages af seetning
4.2 og 4.3 vaere, at ligningerne i Bergmans minimalmodel indeholder nogle
asymptotiske konsekvenser, der ikke svarer til virkeligheden.

4.3 Modifikation af Bergmans minimalmodel

I forrige afsnit blev det vist, at Bergmans minimalmodel formelt ikke er tro-
vaerdig, dersom alle tre ligninger betragtes pa samme tid. Problemet bestar
i, at det ikke er muligt at opna ligeveegtstilstand. Dette skyldes, at niveauet
af aktiv insulin i det afsides insulinkompartment vil stige som funktion af ti-
den uden gvre graense. Dette emne har gennem de senere ar vaeret genstand
for forskellige diskussioner.

Der er fgrt argumenter for, at sa lenge forsggsperioden er begraenset til
eksempelvis tre timer, hvilket Bergmans minimalmodel netop er designet til
at dackke, s er det af sekundeer betydning, at X (¢) — oo for ¢ — oo, (Arino
& Gaetano, 2000, side 149).

I praksis har flere valgt at reagere pa kritikken af Bergmans minimalmodel
ved at undlade brugen af den tredje differentialligning dI/dt. I stedet antages
det, at malinger af insulinkoncentrationer er eksakte malinger af det insulin,
der virker i organismen, (Arino & Gaetano, 2000, side 148). Dette giver igen
en ufuldstendig model, idet glukose- og insulinsamspillet er et integreret
fysiologisk system, og det vil veere gnskeligt at kunne beskrive det som et
hele. Desuden opnas ikke information om bugspytkirtlens respons pa en gget
glukosekoncentration i form af proportionalitetskonstanten v i ligningen for
insulintilvaekst.

Pa baggrund af den kritik, der har veeret fremsat af Bergmans minimalmo-
del, har vi valgt at modificere den en anelse. Vi gnsker ikke at fjerne den
tredje differentialligning, idet den er med til et praecisere det feedback, der
er mellem glukose- og insulinkoncentrationerne. Desuden finder vi det ikke
tilfredsstillende at ignorere malestgjen pa I(t), idet denne malestoj deekker
over flere aspekter. Saledes pavirkes insulinsekretionen ogsa af andre stoffer
i organismen eksempelvis adrenalin og aminosyrer, (Bjalie et al., 1998, side
163). Pa den anden side gnsker vi ikke en model, der ikke vil opné en lige-
vagtstilstand, og for hvilken det gaelder, at det aktive insulinniveau ikke er
opadtil begraenset. Som det fremgar af (4.15) og (4.16), er det tidsfaktoren
t, der multipliceres pa v(G(t) — h), som forarsager, at X (t) — oo for t = co.
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Derved er det muligt at modificere Bergmans minimalmodel ved enten at
fjerne t fra den tredje differentialligning eller ved at erstatte den med en
opadtil begraenset funktion. Herved opnas en model, som fglger:

dG(t) =P (G(t) - Gb) - X()G(1),

dt
%t(t) =P X(t) + Ps(I(t) — I),
%&t) =7(G) ~ 1) o) + P (10) - 1), (4.17)
hvor
g) =1 eller g(t) = N(1— exp (~t/N)). (4.18)

For sidstneevnte geelder der, at ¢'(0) = 1, og ¢(t) — N for ¢ — co. Denne er
grafisk repraesenteret i figur 4.3.

20 40 60 8 100 120 140
|

0
|

Figur 4.3: Grafisk repraesentation af ¢(¢t) = N(1 —exp (—t/N)) for N = 180.
Den punkterede linie angiver ¢(t) = ¢

Ved at benytte ¢(t) som preesenteret i figur 4.3 vil ligningen for insulin
(4.17) for sma veerdier af ¢t svare til den oprindelige ligning i Bergmans
minmalmodel.

Ligningen for tilvaekst af insulinkoncentrationen med ¢(t) = 1 er ligeledes
benyttet i modelleringer i forbindelse med den orale glukosetolerance test,
(Breda et al., 2002, side 228).

Fordelen ved at benytte denne modificerede model er, at alle tre ligninger
kan benyttes samtidigt. Ved endvidere at benytte en funktion ¢(t), som den
der er praesenteret til hgjre i (4.18), tages der hgjde for den forsinkelse,
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der kan veere i samspillet mellem en gget glukosekoncentration og sekretion
af insulin. Dette er et aspekt, der siden 1960’erne i gvrigt er givet mange
modelleringsforslag til, jeevnfor Nesher & Cerasi (2002). Nogle har argumen-
teret for, at den oprindelige udgave af Bergmans minimalmodel netop tager
hgjde for den forsinkelse, der er i sekretion af insulin i forhold til gluko-
seinjektionen, (Arino & Gaetano, 2000, side 150). Indfgrelsen af et afsides
insulinkompartment og multiplikationen af tidsfaktoren ¢ pa sekretionslig-
ningen introducerer en hukommelse i ligningen, idet det angives, hvor leenge
siden ggningen af glukosekoncentrationen fandt sted.






Kapitel 5

Dynamiske linesere modeller

Dette kapitel omhandler vigtige redskaber til arbejdet med dynamiske line-
ere modeller. Kapitlet er baseret pA West & Harrison (1997), kapitel 4.

Longitudinelle data refererer til datasaet, hvori observationerne er foretaget
over tid. Et eksempel pa dette kan veere koncentrationen af glukose i blo-
det, der er observeret over en given periode til tidspunkterne t;,ts,...,tN.
Sadanne observationer ses ofte at veere serielt korrelerede, da de ofte ud-
vikler sig over tid. Den serielle korrelation mellem data kan handteres med
en metode, der baseres pa en model, hvor observationerne antages betinget
uafhaengige givet en latent stokastisk proces. I forbindelse hermed ma der
paregnes en mulighed for, at der indgar observationsstgj i data, det vil sige,
en observation kan repraesenteres ved dens underliggende veerdi samt noget
stokastisk malestg].

5.1 Ideen bag dynamiske linesere modeller

Dynamiske modeller giver en metode til at behandle en bred skare af pro-
blemstillinger inden for tidsraekkeanalyse. Begrebet dynamisk relaterer til
de @ndringer i tidsrackken, som dels er forarsaget af udviklingen i tid. Den
mest anvendte klasse af dynamiske modeller er den dynamiske lineaere model
(DLM). Ved dynamiske linesere modeller antages det, at udviklingen over
tid af det system, der analyseres, er bestemt ved en latent proces, 0, der er
en ikke observerbar tidsraekke, hvortil der er associeret en rakke af observa-
tioner y,. Notationen y” = (y7,yZ,...,y%) og 07 = (81,05 ,...,0%) vil
blive benyttet om hele observationsraekken henholdsvis den latente proces.
Relationen mellem den latente vektor og observationsvektoren er specifice-

41
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ret i den dynamiske linezere model, hvor begrebet lineer henviser til den
lineaere relation mellem 6 og y.

Formalet med analyse ved brug af dynamiske modeller er saledes at fore-
tage inferens af den latente proces pa baggrund af den viden, der opnas fra
observationsrakken.

Til en given tid ¢ er al relevant information samlet i maengden Dy, der er
defineret rekursivt ved Dy = {D;_1 Uy, }. Tilsvarende angiver Dy al a priori
information, som er tilgeengelig til tiden ¢ = 0.

I den fglgende definition praesenteres en gaussisk DLM, det vil sige, det
antages, at observationerne og den latente proces kan beskrives ved normal-
fordelinger.

Definition 5.1 (Gaussisk DLM)

Lad y, veere en r-dimensionel observationsvektor over r tidsraekker til tiden
t=1,2,....

Da er den gaussiske DLM karakteriseret ved et sat af fire elementer for
hvert tidspunkt t:

{F,G,V,W}t = {FtaGtavtawt}a
hvor

(i) F er en kendt (n X r)-regressionsmatrix.

(ii) Gy er en kendt (n x n)-systemudviklingsmatrix.
(iii) V¢ er en kendt (r x r)-variansmatrix.
(iv) Wy er en kendt (n x n)-variansmatrix.

Den DLM, der er relateret til y,, er for {F¢, G, V¢, W} givet ved:
Observationsligning: y, = Fre, +v,, hvor vy ~ N[0,V ].
Systemligning: 0; = G40, _1 + wy, hvor wy ~ N, [0, W4].
Begyndelsesinformation:  (09|Dg) ~ Nyp[myg, Co).

Der skal gxlde, at v, v, ws,w, er indbyrdes uathaengige for s # t. o

Mengden {F, G, Vi, W} i definition 5.1 definerer siledes den model, der
til tiden ¢ relaterer observationsvektoren y, til systemvektoren 8;. Denne
relation finder sted i observationsligningen, hvor F; er regressionsmatrix, og
(n x 1)-vektoren 6, bestar af regressionsparametre. Observationsligningen
giver desuden fordelingen af y, givet 8, ved

(,160:) ~ N [F{ 0, V]
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Middelveerdivektoren p, = FI0; kaldes niveauet for observationsvektoren
til tiden t. Ud over dette niveau er der til y, ogsd knyttet en stokastisk
variabel v; af normalfordelt observationsstg;j.

Systemligningen giver fordelingen af 8, givet 6;
(0¢]0:—1) ~ N, [GeOi—1, W),

Det ses, at systemligningen er givet ved en fgrsteordens Markovkade, det
vil sige, at hvis 0;_; er givet, s er det muligt at bestemme fordelingen
af @; forudsat, at G; og W, er kendte. Tilsvarende observationsligningen
haves ogsa i systemligningen en normalfordelt stokastisk variabel w;, som
inkorporerer systemstgjen i modellen til tiden ¢.

De to folger v; og w; inkorporerer to forskellige typer af stgjfolger i mo-
dellen. Mens observationsstgjen v; kompenserer for de fejl, der uundgaeligt
sker i malingen af en observation y,, og kun har indflydelse til tiden ¢, har
systemstgjen w; indflydelse pa den fremtidige udvikling i systemet. Denne
langtidseffekt ses ved en udledning af systemligningen:

0, =Gi0;_1 +w; = Gy (Gt_let_z + (/Jt_1) + Wwg.

Denne udledning kan fortsaettes, og som det fremgar af ovenstaende, bliver
al forudgaende systemstgj ved med at pavirke systemet.

A priori informationen Dy, der indgar i begyndelsesinformationen, kan pa
baggrund af modellen siges at indeholde {F, G, Vi, W} for alle ¢, mg og
Co.

Desuden kan eksterne oplysninger, om at der til tiden ¢ kan forventes en
endring i systemet, implementeres undervejs gennem D;. En model, der er
aben overfor eksterne oplysninger benavnes en aben model.

5.1.1 Afheengighedsstruktur i model

Et essentielt strukturelt aspekt i en DLM er athaengighedsforholdet imellem
de to processer y~ og BT Dette forhold illustreres bedst ved brug af grafi-
ske modeller, hvor der benyttes notation i henhold til Lauritzen (1998). Til
hver knude i en graf G knyttes en stokastisk variabel, og kanterne angiver
forbindelsen mellem de stokastiske variable. Da geelder det, at to variable
A og B1i G er betinget uathaengige givet en variabel S'i G, hvis S indgar i
enhver sti mellem A og B.

Den grafiske model for observationsraekken og den latente proces er illustre-
ret i figur 5.1.

Af figur 5.1 ses det, at til tiden ¢ er fortiden og fremtiden indbyrdes uafhaen-
gige givet 0;, da enhver sti mellem fortiden og fremtiden har 6, som mel-
lemliggende variabel. Desuden er y, betinget uatheengig af fortid og fremtid
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Y1 Y2 y3 Yt—1 Yyt Yt41
01 02 03 0; 1 6 0441

Figur 5.1: Illustration af afheengighedsstrukturen i forholdet mellem vy, og
0; i en DLM.

givet 0;. En konsekvens af dette er, at dersom Dy er givet, da vil fordelingen
af (8¢|D;) indeholde al relevant information i forhold til praediktion. Denne
betingede uafhaengighedsstruktur er essentiel for analyse i forbindelse med
processerne.

I det fplgende eksemplificeres sammenhangen mellem den latente proces og
den observerede tidsrackke for en univariat gaussisk DLM.

Eksempel 1

Modellen for den univariate gaussiske DLM er givet ved:
Observationsligning: v = F!0; + vy, hvor vy ~NT0,V¢].
Systemligning: 0; = Gi0;_1 + wy, hvor w; ~N,[0, W,].

Begyndelsesinformation:  (89|Dg) ~Ny[mg, Co).

I figur 5.2 er der givet et eksempel pa en univariat DLM med en univariat
latent proces. Observationsrakken og den latente proces med signal-stgj
forholdet W/V = 0.1 og med F;, = Gy = 1 er simuleret. Det vil sige,
observationsstgjen er relativ stor i forhold til systemstgjen. Dette medfgrer,
at observationerne kan afvige meget i forhold til den latente proces, hvilket
ogséa ses af figur 5.2.
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Tid

Figur 5.2: Illustration af en univariat DLM med V = 5 og W = 0.5. Punk-
terne pa den fuldt optrukne linie illustrerer observationerne, der
er simuleret ud fra den latente proces, som er illustreret ved den
punkterede linie.

I figur 5.3 er der ligeledes givet et eksempel pa en univariat DLM, men
her er forholdet mellem observationerne og den latente proces anderledes.
Den illustrerede DLM har en observationsstdgj bestemt ved vy ~ N0,2],

10

Tid

Figur 5.3: lllustration af en DLM med V = 2 og W = 5, hvor punkterne
pa den fuldt optrukne linie illustrerer observationerne, og den
punkterede linie illustrerer den latente proces.

og en systemstdgj bestemt ved wy ~ N0,5]. Det vil sige at, variansen pé
observationsstdjen er lille i forhold til variansen pa systemstgjen, og signal-
stgj forholdet er W/V = 2.5. Dette forhold afspejles af, at observationerne i
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dette tilfzelde er lokaliseret taettere pa den latente proces, hvilket ses af figur
5.3.

De to foregaende eksempler er simulerede tidraekker, hvormed den latente
proces er kendt. Dette er ikke tilfaeldet ved observerede tidsrackker, og det
gnskes derfor at filtrere observationsstgj fra data. I denne henseende er der
ved analyse af longitudinelle data til tiden ¢ serligt tre aspekter, der har
interesse:

(i) Filtrering: Inferens for (6;|D;).
(ii) Praediktion: Inferens for (6¢1x|D¢) og (Y4 |Dy¢) for k> 1.
(i) Udglatning: Inferens for (6¢—x|D;) og (py_j|Dy) for k > 1.

I de fplgende afsnit vil filtrering, praediktion og udglatning for en multivariat
DLM blive vist.

5.2 Kalmanfiltrering

Som omtalt i forrige afsnit har inferens for (6| D;) serlig interesse ved ana-
lyse af longitudinelle data. Middelvaerdien og variansen for den latente pro-
ces givet data kan estimeres ved hjxlp af den sakaldte Kalmanfiltrering.
Filtreringen foregar ved en rekursiv opdateringsprocedure, hvori eksiste-
rende viden om systemet, det vil sige a posteriorifordelingen af 6;_1, bliver
anvendt til bestemmelse af a posteriorifordelingen af 6;. Saetning 5.2 giver
denne procedure, der er en rekursiv tretrins algoritme. Trin (ii) i algoritmen
giver inferens om (6¢|D;_1), hvilket er et-trinspraediktionen af den latente
proces. Tilsvarende giver trin (iii) fordelingen af et-trinspraediktionen for ob-
servationen y,, og heraf udledes i trin (iv) a posteriorifordelingen af (6¢|D;).

Saetning 5.2
For den multivariate DLM defineret ved {F, Gy, V', W} er opdaterings-
proceduren fort = 1,2, ... givet ved

(i) A posteriorifordelingen af 0;_;:
(0:-1|Ds1) ~ Nypmy 1, Cy ]
(ii) A priorifordelingen af 0;:
(0:]D;—1) ~ Nolay, Ry,
hvor a; = Gymy_1 og Ry = GtCt_le + W.
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(iii) Fordelingen af et-trinspreediktion af y,:
(Y| De—1) ~ No[f, Q]
hvor f, = Fra; og Q, = F{ R.F; + V.
(iv) A posteriorifordelingen af 0;:

(9t|Dt) NNn[mt:Ct]a

hvor
mi=a; + Are; = Ci(R; " ay + F: V] 'y,), (5.1)
Ci=R,— AQA{ = (R;' + FV,'F[) ™", (5.2)
At:RtFtQ;1 og e =y — [
o
Bevis:

Saetningen bevises ved induktion.

Basistrinet er for t =1 givet ved (8o|Do) ~ N,[mg, Co), som er begyndel-
sesinformationen i den multivariate DLM.

Antag, at (0;—1|Di—1) ~ Nyp[my—1,Cy1].

Til bevis for (ii) anvendes, at systemligningen er givet ved 6; = G¢0;_1 +
w¢. Da (0;_1|D;—_1) ifplge induktionsantagelsen er normalfordelt geelder det
ifolge saetning D.3(i), at fordelingen af (G¢0:_1|D:_1) er givet ved

(GiO; 1|Dy 1) ~ Nn[Gtmt—h GtththT]-
Da det desuden haves, at G0, _1 og w; er indbyrdes uafhaengige, fas det, at
(0] Dy—1) ~ N, [Grmvy—q GtththT + Wy,

da ((/Jt|Dt_1) ~ Nn[O, Wt]

Til udledningen af fordelingen for et-trinspreediktionen af y, anvendes ob-
servationsligningen y, = F7 ;4 vy, og tilsvarende beviset for (i) haves det,
at (F10,|D; 1) ~ N,[F]as, F] R;F;]. Desuden er (v¢|D; ) ~ N[0,V ],
og det fas, da 0, og v, er indbyrdes uathaengige, at

(Y| Di—1) ~ Nr[FtTat;FtTRtFt + V4.

Beviset for (iv) kan fgres ved to forskellige metoder. Den ene (a) anvender
normalfordelingsteori, mens den anden (b) er baseret pa Bayes sa@tning. Til
trods for at de to metoder giver samme resultat, refereres de begge, idet
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formlerne for fgrste og andet moment i a posteriorifordelingen af 6; givet
Dy, baserer sig pa to forskellige relationer. Da de to udtryk er ens, haves
samtidig et bevis for visse matrixidentiteter.

Metode (a):

Da f(0¢|D:) = f(O:|y;, Dt—1), opstilles den simultane fordeling af y, og 6,
givet D;_1, hvoraf det er muligt at bestemme fordelingen af (6;|D;).

Den betingede kovarians mellem y, og 0 givet D;_; bestemmes ved

(COV (yt7 0t|Dt71) = (COV (FtTOt + Vg, 0t|Dt71)
= F/Var (;|D; 1) = FI'R;
:QtAtT-

Af (ii) og (iii) haves middelveerdier og varianser for f(y,|D—1) og f(0¢|Dt—1),
hvorved den simultane fordeling er givet ved

y f Q, QA!
(] pees) = een [(11) - (a2, %))

Ved at benytte szetning D.3(ii) kan den marginale fordeling for (6¢|y,, D:—1)
nu bestemmes ved

(0:]Dy) ~ Nilag + Ae(y, — f1), R — AtQtA{]-

Metode (b):
Ved benyttelse af Bayes satning A.1 fas det, at

_ J(elO, De—1) f(0e|Di—1)  f(yel0:) (0| Dy—1)
TOdb) ==y~ fwdben 0 P

hvor ligning (5.3) er udledt af det faktum, at y, er betinget uathaengig af
Dy givet 0y, jeevnfor afsnit 5.1.1. Det geelder desuden, at f(y,|Di—1) er

konstant i forhold til f(8:|D:), da D; og dermed y, er givet. Det gelder
derfor, at

f(0:|Dy) o< f(y;|0:) f(0:]Di—1). (5.4)

Ved satning D.2 fas, at de to udtryk pa hgjre side af proportionalitetstegnet
i (5.4) har taethedsfunktioner, der er proportionale med henholdsvis

1 _
f(y;0:) oc exp <_§(yt - F{Bt)TVt 1(yt - FtTgt)> og

f(0¢|Dt—1) o exp <_%(0t - at)TRt_l(Ot - at)> .
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Disse to funktioner multipliceres, hvorved der opnas en funktion, der er pro-
portional med taethedsfunktionen for f(6:|D;). Tages logaritmen og multi-
pliceres med —2, fas det, at

_2ln(f(9t|Dt))
=(y, — FtTgt)TV;l(yt - FtTot) + (0, — at)TRfl(et —a) + k1
=0/ (R7' + F,V7'F])0, — 201 (R7'a;, + F,V'y,) + ks. (5.5)

Sammenlignes ligning (5.5) med teethedsfunktionen for en normalfordeling
ses det, at udtrykket

(R;'+ F,V,'FHC, =1,.

Dispertionsmatricen C; findes derfor ved inversion af Ry + F, V' FI'. Det
haves ydeligere, at R, 'a;+ F;V; 'y, = C; 'm;. Derved findes middelvaer-
divektoren ved

myy = Ct(Rglat + FtV;lyt).

Heraf fglger det, at

—21H(f(0t|Dt)) = O;Ct_lOt — 20?Ct_1mt + kz
= (Ot — mt)TCgl(Ot — mt) + kg,

eller tilsvarende, at

f(0¢|Dt) o exp <—%(9t —m)"C (0, — mt)) :

Korollar 5.3

Lad den multivariate DLM veere givet som i saetning 5.2, men med E[v] # 0
og E[w] # 0.

Da er opdateringsproceduren givet som i satning 5.2, dog er

a; =Gmy_1 +E[w] og f,= FtTat +E[vy].

Punkt (iv) i se@tning 5.2 giver opdateringen pa a posteriorifordelingen af
systemvektoren, hvor de opdaterede momenter i (5.1) og (5.2) kaldes for
Kalmanfilteret. Den forventede vaerdi af systemvektoren til tiden ¢ givet Dy
er bestemt ved

m; = a; + Agey.
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Den forventede vaerdi af a posteriorifordelingen for systemvektoren er der-
med lig den forventede vaerdi af a priorifordelingen for systemvektoren samt
et korrektionsled, der dels er bestemt ved den observerede vaerdi, og som er
veegtet med en opdateringsmatrix givet ved A;.

I folgende eksempel vises effekten af at Kalmanfiltrere observationerne.

Eksempel 2

I praksis kendes den latente proces ikke, derfor estimeres den ved Kalmanfil-
trering, jeevnfor saetning 5.2. I en univariat DLM med F; = Gy = 1 opdateres
estimatet for den latente proces ved Kalmanfiltrering af observationerne ved

me = Gemi_1 + Ar(ye — FEGimy—1) = Ay + (1 — Ap)my_s.

Filtreringen vagter saledes den pageeldende observation y; og det foregaende
estimat for den latente proces.

Eksemplerne fra figur 5.2 og 5.3 er gengivet i figur 5.4, hvor de latente
processer er estimeret ved Kalmanfiltrering.

Tid

10

Tid

Figur 5.4: OQverst ses en illustration af en univariat DLM med V = 5 og
W = 0.5 og nederst ses en illustration af en univariat DLM med
V =2 og W = 5. Punkterne illustrerer observationerne, og den
fuldt optrukne linie illustrerer den simulerede latente proces. Den
estimerede latente proces er illustreret ved den punkterede linie.
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I de to eksempler haves konstantmodeller, derfor vil opdateringsfaktoren A;
konvergere mod henholdsvis A = 0.27 og A = 0.76, (West & Harrison, 1997,
side 44). Det vil sige, i det forste eksempel, hvor signal-stgj forholdet er
lille, vaegtes den foregaende estimerede vaerdi af den latente proces relativt
hgjere end observationen, hvilket fremgar af det gverste plot i figur 5.4. I det
andet eksempel, hvor signal-stgj forholdet er stort, veegtes observationerne
relativt hgjt, hvilket ses af det nederste plot i figur 5.4. Saerligt ses det, at
til tidspunkterne t = 25 og t = 27 afviger den estimerede latente proces fra
den simulerede, idet Kalmanfiltreringen vaegter observationerne hgjere.

I figur 5.5 er der vist et plot af en tidsraekke, som har modtaget ekstern
information i form af gget observations- henholdsvis systemstgj til tiden
t =10 og t = 40.

10

-10

Tid
Figur 5.5: Illustration af Kalmanfiltrering af en univariat DLM med V; =
Wy =1fort =1,...,70, paner Vg = Ws; = 100. Den punk-
terede linie illustrerer den estimerede latente proces, mens den
fuldt optrukne linie illustrerer den simulerede latente proces.

Som det fremgar af figur 5.5, er effekten af ekstern information om gget
observationsstgj, at observationen til det givne tidspunkt vil kunne afvige
relativt mere i forhold til den sande latente proces, uden at dette pavirker
den estimerede latente proces. Den afvigende observation til tiden t = 10
péavirker ikke den estimerede latente proces, netop fordi informationen er
givet. Hvis informationen ikke havde veeret givet, kunne det forventes, at
den estimerede latente proces ville falge den afvigende observation i hgjere
grad. Figur 5.5 viser desuden forskellen pa korttidseffekt af observationsstgj
og langtidseffekt af systemstgj, idet niveauet af den latente proces flyttes
efter ekstern information til tid t = 25.
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5.3 Pradiktion

Opdateringsproceduren i saetning 5.2 giver en metode til at preediktere et
trin frem i tiden. I nogle tilfselde er der behov for at kunne preediktere
mere end et trin frem. Dette er muligt med k-trinspraediktion, der giver
fordelingerne af systemvektoren og observationsvektoren & trin frem i tiden.

Definition 5.4 (Praediktionsfunktion)
For en multivariat DLM er pradiktionsfunktionen f;(k) til tiden t defineret
for alle k € Z ved

fi(k) =E [Mt+k|Dt] =E [Fﬁk@HkIDt] )

hvor p; ;= F?+k0t+k er niveauvektoren. ©

Med praediktionsfunktionen fas den forventede veerdi af en fremtidig obser-
vation givet den nuveerende information, det vil sige fi(k) = E [y, |D:]
for £ > 1. Praediktionsfunktionen benyttes ved udledning af fordelingerne
af praediktionerne 8¢, og Yy, ,, som gives i fplgende satning.

Seetning 5.5
For alle t og for k € Z . er k-trinspraediktionerne 01, og Y, givet Dy i en
multivariat DLM fordelt ved

(i) (Be+x|De) ~ Noulrivg(k), Ce(k)],

(ii) (YpilDe) ~ Ni[fe(k), Q,(K)],

(iii) Cov (Opsk,Or45D¢) = Ci(k, ),

(iv) Cov (Y ik, Yss;1Dt) = FL 1 Cok, §) Feyj,
) =

(v) Cov (014, Yy j|D: t(kyJ)Feyj,

hvor

my(k) = Geeme(k—1)  og  Cu(k) = Gy Colk — DGy + Wig,
fi(k) = F{ (k) 0g  Quk) = F{  Ci(k)F i1k + Vi
samt Cy(k,j) = Ge1xCi(k —1,5)
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er defineret rekursivt for k = j+ 1,j + 2,... med startvaerdierne

m(0) = my, C(0)=C; og C:(j,j) = C:(j).

Bevis:
For alle ¢ og alle r € Zo med r < t defineres (n x n)-matricerne

r—1
Gi(r) = H G: i, hvor Gy(0)=1,.

=0
Til tiden t+k betragtes systemligningen med henblik pa rekursivt at benytte
denne for tiden t +k —i fore =1,... k.

Ot =GrikOipi—1 + Witk

=Gtk G100 + Gigr - - Grpowip1 + - + G pWigk—1 + Witk
k

= ét+k(k)0t + Z G~t+k(k — i)wtﬂ-.

i=1

Det haves fra setning 5.2(iv), at (0¢| D) ~ Ny[my, Cy] samt fra systemlig-
ningen, at (w¢|Dt) ~ N,[0, W¢]. Det kan derfor udledes, at

(0% Dy) ~ Na[ring(k), Ce(K)],
hvor

’ﬁlt(k) = G~t+k(k)mt (56)
=G4k Gigr—1 - Gy
=Gripmu(k — 1),

og tilsvarende

k
Ci(k) = Grir(F)CiGrir(B)" + ) Gron(k — i)W iGoyr(k — i) (5.7)

i=1

- Gt+két(k - ]-)sz+1€ + Wt+k.

Startveerdierne 7i;(0) = m; og C¢(0) = C; udledes direkte af ligningerne
(5.6) henholdsvis (5.7), hvorved saetningens del (i) haves.
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Del (ii) bevises ved anvendelse af, at observationsligningen til tiden ¢+ & har
formen y, , = Fz;,ﬁwk + viyp. Fra del (i) haves fordelingen af (6¢41|Dy),
hvormed fordelingen af k-trinspraediktionen er givet ved

(Yrsi|De) ~ No[Fi k), FL Co(k)Foor + Vigr).
Til bevis af del (iii) betragtes for k > j
Cov (0t 1,0:45|Dt) = Cov (G kO k—1 + Witr, Ory|Dy)
=Gk Cov (01 k—1,0:44|Dy)
=G 1Giyr—1 - Gy j11C())

=Gk Ci(k - 1,])
=C; (ka ])7
hvormed (iii) er bevist. Bevis for del (iv) og (v) i saetningen er tilsvarende

beviset for (iii). O

For det tilfzelde, hvor systemudviklingsmatricen G og regressionsmatricen
F; er konstante i forhold til tiden, det vil sige Gy = G og F; = F gives
fplgende korollar.

Korollar 5.6
Lad Gy = G for alle t, da geelder det for k > 0, at

my(k) = kat og fi(k) = FtT—i-kamt-

Desuden geelder det, at

k—1
Ci(k) = G*C,G" + Z G'Wih—i(GT),

=0

0g Ci(k + v, k) = G°Cy(k) for v € Zj.
Lad desuden F'; = F for alle t, da gaelder det, at

ft(k) = FTkat og Qt(k) = FTét(k)F + Vt+k7

samt  Cov (Yypppv>Yign) = F'C(k +v,k)F.

Tilsvarende Kalmanfiltrering er det muligt at praediktere i det tilfaelde, at
middelvaerdien pa systemstgjen eller observationsst@jen er forskellig fra nul.
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Korollar 5.7
Lad E[w] # 0 og E[v;] # 0, da er middelvaerdien for k-trinsprsediktionen
af Oy 0g Y,y givet ved

(k) = Gropmig(k — 1) + E[wis] 0 fi(k) = Fl (k) + E[vegs] .

<

Konsekvensen af korollar 5.7 er, at middelveerdien for et-trinspraediktionen
af 0 i det tilfaelde, at Ew;] # 0, fas ved 1m4(1) = Gep1my + E[wit1], mens
middelveerdien ved to-trinspraediktionen bliver m¢(2) = Gii2(Grrim; +
E[wit1]) + E[wis2]. De efterfolgende preaediktioner for & > 2 vil saledes
langtidspavirkes af tidligere veerdier af E[w4] for i =1,...,k — 1. Middel-
vaerdien af observationsstgjen har korttidspavirkning, idet E[vy4] kun har
indflydelse pa fi(k).

Eksempel 3
Figur 5.6 illustrerer, hvorledes det er muligt at anvende preediktion i tilfselde
af manglende observationer.

Tid

Figur 5.6: Illustration af Kalmanfiltrering og preediktion af en univa-
riat DLM, der har systemudviklingsmatrix G = 0.7, V =
3 og W = 7. Observationerne for tidspunkterne t =
11,...,15,21,...,25,31,...,40 mangler, hvorfor der foretages
preaediktion ved disse tidspunkter. Punkterne illustrerer de obser-
verede vaerdier. Den fuldt optrukne linie er den estimerede latente
proces, mens de punkterede linier udggr et 95% konfidensinterval.

Den latente proces er estimeret ved hjaelp af Kalmanfiltrering til tidspunkter,
hvor der er observationer. Nar der ikke er observeret, er processen praedik-
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teret ved hjalp af et-trinspraediktion, hvor det sidst beregnede estimat for
0; anvendes, hvilket svarer til k-trinspraediktion for k = 1,2, .... Denne pro-
cedure kaldes for subsampling. Det ses, at der pradikteres imod nul, hvilket
sker idet Gy = G = 0.7. I en ikke simuleret model vil G ofte athaenge af tiden
og vil derfor vise en anden tendens end denne, da G; vil afspejle udviklingen
af tidsraekken. Det ses desuden, at nar den latente proces skal praedikteres,
da bliver konfidensintervallet bredere end, nar den latente proces estimeres
ved Kalmanfiltrering.

5.4 Udglatning

I de tidligere afsnit i dette kapitel er metoder til at estimere den latente pro-
ces udledt. Metoderne anvendes, hvor det er muligt at estimere pa baggrund
af observationer, det vil sige ved Kalmanfiltrering og i de tilfalde, hvor det
er ngdvendigt at preaediktere et estimat.

I dette afsnit vil en metode til udglatning af den estimerede latente pro-
ces blive prasenteret. Det er en metode, der bygger pa al kendt data samt
den deraf, via Kalmanfiltrering og eventuelt pradiktion, estimerede latente
proces. Ved udglatning betragtes saledes den estimerede latente proces, og
denne udglattes i forhold til al den viden, der er opnaet, indtil udglatning
pabegyndes. Dette ma give et bedre estimat for den latente proces, da mere
viden benyttes, nar den latente proces estimeres ved udglatning.

Folgende satning giver fordelingen af den estimerede latente proces ved
udglatning i en multivariat DLM og er i gvrigt essentiel for udglatning af
niveauet i den pagaeldende DLM.

Seetning 5.8
For den multivariate DLM givet ved {F'y, G, V, W} defineres for alle t

B, =C,G] R7},.
Da er den marginale fordeling for 1 < k < t givet ved
(B:—k|Ds) ~ Nufrive(—k), Co(—F)],
hvor
me(—k) =mu_p + By, (Tht(—k +1) - apkﬂ),

ét(_k) =Ci_+ By (ét(_k +1) - RHM)BZﬂ_k
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samt ~ B
mt(O) =My og qt(O) = Ct,
M k(1) =ai—p+1 08 Ci—i(1) = Ri_pta.

Det bemaerkes, at m¢(—k) athaenger af stgrrelsen m(—k + 1) — ap—g+1,
hvilket viser, at i en udglatningsprocedure inkluderes rekursivt den erfaring,
der er opnaet ved Kalmanfiltrering og udglatning af 0; 41, ...,0: vaegtet
med en opdateringsmatrix givet ved B;_y.

Tilsvarende inkluderes den opnaede erfaring i variansmatricen for den ud-
glattede fordeling af (6_|D;).

Bevis:
Strukturen i beviset er fglgende:

(i) Teethedsfunktionen for (0;_j|D;) kan bestemmes ved marginalisering:

f(Or—k|Dy) = /f(0t7k|0t—k+1;Dt)f(et—k+1|Dt) 90 k1. (5.8)

Da andet integrantled i (5.8) ikke er kendt, opstilles et induktionsbevis
med induktionsantagelse:

(Or—k411D2) ~ Nyl (—k +1), Co(—k + 1)].

(ii) Bestemmelse af forste integrantled i (5.8) ved anvendelse af Bayes
setning og uathaengighedsstrukturen i den DLM.

(iii) Nar fordelingen af (6;_j|0:—j+1, D) kendes, kan fordelingen af
(0:—k|Dy) udledes, og endelig kan basistrinet vises.

Ad. (ii):
Lad y*®) = (y, 44152 Ys_1,Y,), da er forste integrantled i (5.8) givet ved

FOr kly™,0: k11,Dp x)
 fy™)0k, 01, Dii) f(Or—1|Or—kt1, D)
B F@W®0;_gy1,Dg)
= f(0r k|0t —k+1, Dt 1), (5.9)

hvor (5.9) folger af, at y(*) er betinget uafhaengig af 6,_;, givet @;_41. Ved
at benytte Bayes satning i forhold til (5.9) fas det, at

F(Or—r|Ot—rs1, Di—t) X f(Or—pt1]0t—, De—p) f(O—r|Di—r). (5.10)
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Teethedsfunktionerne for de to funktioner pa hgjresiden i ligning (5.10) ken-
des fra definition 5.1 og saetning 5.2, hvor
(0t—k+110t—ks De—) ~ Np[Gip10t—k, Wi—p41] 08
(ot—k|Dt—k) NNn[mt—k: Ct—k]-

Hermed kan produktet i (5.10) opstilles, hvilket giver, at

—21In f(0t—k|0t—k+1, Dt—k)
= (011 — Grps10t ) "W, (011 — Gips16:—k)
+(Or—, —mi k)T C (O — m—y) + K
=0/ (G Wi Grokrr + Cy )0
207 (Gl W, 1 01 + Clymyy) + ko (5.11)
Sammenholdes (5.11) med taethedsfunktionen for en normalfordeling, haves

det, at
(01—k|Ot—k41, Dt) ~ Nyl[he(k), Hy(E)],

hvor
H;'(k)= GzlkJert_—lk%-th—/H-l +C, 08
Ht_l(k)ht(k) = GtTkaWt:lkﬂetfkﬂ + Ct_jkmtfk-

Af ovenstaende kan h;(k) og H,(k), ved at sammenholde med matrixiden-
titeterne (5.1) og (5.2), udledes til

ht(k) =My_f + Bt_k(ot_k+1 - at_k_H) og (512)
Hi(k)=C;  — B; Ri 1B/ ,. (5.13)
Ad. (iii):
Af (5.12) og (5.13) samt induktionsantagelsen kan de sggte momenter for
(61—k|D:) bestemmes, idet

E[Ot—k|Dt] - E[E[ot—k|0t—k+17Dt] |Dt] (514)
:]E[ht(k)mt]
=my_j + Bi_g (Me(—k + 1) — ar_py1) = mu(—k),

Var (0;—r|D:) =E[Var (0;_1|0:t—r+1,Dt) | Dy
+Var (E[6: |0t k+1, Dt] | Dt) (5.15)
=E[H(k)|D:] + Var (h¢ (k)| Dy)
=Ci_t + Bi_ (Ci(~k+ 1) = R_i11) B] |, = Ci(=k),
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hvor (5.14) og (5.15) fglger af satning D.6. }
Det er hermed vist, at (0;_g|D¢) ~ N[ (—k), Cr(—k)].
Basistrinet fglger, idet der for k = 1 gaelder, at

m(—k+1)=m(0)=m; og Ci(-k+1)=C0)=Cy,

det vil sige, at udglatning af den estimerede latente proces til det sidste
tidspunkt er lig Kalmanfiltrering, jeevnfer setning 5.2. O

Ved satningerne om Kalmanfiltrering og praediktion er der givet korollarer
om konsekvensen af, at systemstgjen har en middelveerdi forskellig fra nul,
jeevnfer korollar 5.3 og 5.7. Ved udglatning af den estimerede latente proces
er denne middelveerdi inkluderet i a;—g+1 = Gi—pr1mMi—r + E[wi—g41], 08
derved er der for selve udglatningsproceduren ingen forskel pa, om E[w;] = 0
eller E[w,] # 0.

Af seetning 5.8 fglger udglatning af niveauet i en DLM.

Korollar 5.9
For den multivariate DLM givet ved {Fy,G¢, V¢, W} med niveau p, =

Ffot er fordelingen af det udglattede niveau givet ved

(y_i|De) ~ No[Fi_ g (=k), Fi_ Cy(—k)Fy_y).

Udglatning af den estimerede latente proces, efter at alle observationerne er
foretaget, er ofte nyttig. Haves der eksempelvis en model over et afsluttet
eksperiment, daert =1,2,..., N, og udglatningen af den estimerede latente
proces fas ved at sette t=N i saetning 5.8.

I den fglgende satning bestemmes den simultane fordeling af hele den ud-
glattede estimerede latente proces.

Saetning 5.10
For den multivariate DLM givet ved {F,G, V¢, W} defineres for alle
t=1,2,...,N—1

B, =C:G{ | R;}].

Da er den betingede simultane fordeling af den udglattede estimerede la-
tente proces 81 = (0{,0;, .. .,0%) givet Dy defineret ved de marginale
fordelinger og kovarianser

(On_i|DN) ~ Nn[mN(—k),éN(—k)] for0 <k <N, (5.16)
Cov (BN_k_j,GN_k|DN) = AN—k—j,N—kéN(_k) for0<j <k, (5.17)
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hvor det for On_j_j = An_k—jN—kON_1 + €, hvor e ~ N, [0, X.], geelder,
at AN—k—j,N—k = HZ;& By_j_j4i givet Dy.

Bevis:

Fordelingerne af (@n_j|Dy) for 0 < k < N i (5.16) haves af setning 5.8,
hvor t = N.

For at beregne kovarianserne i (5.17) bestemmes forst kovariansen mellem
to pa hinanden fglgende systemvektorer.

Cov (On—k,ON—k+1|Dn—k) =Cov (On_, GN—k+1ON_k + WN_k+1|DN—k)
=CN_tGN i1

= CN—kG%_]H_l Rxfl_kﬂ Ry g1
=Bn_rRN_kt1- (518)

Sammenholdes (5.18) med (D.3) i setning D.4, ses det, at An_p N_p+1 =
Bka; idet Var (0N7k+1|DN7k) = RN,kJrl.
Ved benyttelse af korollar D.5 fas det, at

j—1 Jj—1
AN_k—jN—k = H AN _k—jti,Nok—jtitl = H BN _k—jyi,
i=0 i=0

hvorom det geelder, at On_p—j = AN_x—j N—kON—r + € givet Dy. Herved
kan kovariansen for to ikke pa hinanden fplgende systemvektorer bestemmes.
Idet Var (8x i|Dn) = Cn(—Fk) kendes fra setning 5.8, haves den spgte
kovarians, og seetningen er vist. d

Den betingede simultane fordeling af det udglattede niveau givet Dy for en
multivariat DLM fglger umiddelbart af saetning 5.10, idet

Ly, unlDy) = LEFTO,,...,FNONID).

I det folgende eksempel illustreres effekten af at udglatte den estimerede
latente proces i forhold til Kalmanfiltrering af samme proces.

Eksempel 4

Som det ses af figur 5.7, giver estimation af den latente proces ved ud-
glatning en mere glat struktur i forhold til den estimerede latente proces
ved Kalmanfiltrering. Derved er det lettere at betragte langtidstendenser og
perioder pa den latente proces ud fra den udglattede proces.
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Tid

Figur 5.7: Illustration af en univariat DLM med V' = 10 og W = 1. Punk-
terne illustrerer observationerne, den fuldt optrukne linie illustre-
rer den simulerede latente proces, den punkterede linie illustrerer
den Kalmanfiltrerede latente proces og den stiplede er den udg-
lattede latente proces.

5.5 Opsummering

Som naevnt indledningsvist 1 dette kapitel er der i forbindelse med analyse
af dynamiske linezere modeller tre essentielle redskaber til inferens af den
latente proces, nemlig Kalmanfiltrering, praediktion og udglatning. Kalman-
filtrering er gennemgaet i afsnit 5.2, for den multivariate DLM, ligeledes er
pradiktion af bade den latente proces og af observationer gennemgaet i af-
snit 5.3, og endelig er udglatning af den latente proces prasenteret i afsnit
5.4. Alle tre afsnit er afsluttet med eksempler, der illustrerer effekten af
henholdsvis Kalmanfiltrering, praediktion og udglatning.

I tabel 5.1 gives en oversigt over de estimerede momenter for den latente
proces ved henholdsvis Kalmanfiltrering, praediktion og udglatning.
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E [0t|Dt] = My

Kalman- = a;+ Aes

filtrering
Var(0t|Dt) =C

=R: — AtQtAZ
. E[0;+r|Di] = (k)

Preaediktion — Goyprie(k— 1)

Var (84| D¢) = Ce(k) _
=Gk Celk — 1)GL ; + Wiy,

hvor 7¢(0) = my og C¢(0) = C

Udglatning E [et—k!|Dt] = mt(_k)

=my_p + B (Mue(—k +1) —ar_p41)

Var (8,_|Di) = Co(~k) )
=Ci_p+ B (Ct(—k+1) — Ry_p41) B,
hvor ’ﬁlt(o) = my 08 Ct(O) = Ct

Tabel 5.1: Oversigt over forste og andet moment i den estimerede latente proces.



Kapitel 6

Opstilling af model

Parametrene i Bergmans minimalmodel er traditionelt blevet estimeret ved
hjeelp af ikke-linezer regression, jeevnfer Hansen et al. (2000). I dette kapitel
vil en anden metode til estimation af parametrene blive introduceret.

Data fra den intravengse glukosetolerance test bestar af malinger af glukose-
og insulinkoncentrationer i plasma observeret over et tidsrum, og der er
grund til at antage, at en observation vy, er korreleret med foregaende ob-
servationer y,_;, for j = 1,...,¢—1. Denne afheengighed af foregaende ob-
servationer kan dog antages at aftage, hvis j oges. Som beskrevet i afsnit
5.1.1 er en sadan afhaengighedsstruktur mellem de stokastiske variable ind-
bygget i dynamiske linezere modeller. Estimeres parametrene i Bergmans
minimalmodel ved anvendelse af en dynamisk lineser model, bliver en sto-
kastisk variation i form af stokastisk systemstgj inkorporeret. Dette sker til
forskel fra estimation ved hjelp af ikke-lineaer regression, der udelukkende
tager hgjde for en systematisk variation.

Hensigten med dette kapitel er at opstille en dynamisk linezer model med
udgangspunkt i den modificerede version af Bergmans minimalmodel, som
blev praesenteret i afsnit 4.3.

6.1 Opstilling af model: kendte parametre

Da minimalmodellen er udarbejdet til at beskrive organismens glukose- og
insulinkinetik og -dynamik i forbindelse med den intravengse glukosetole-
rance test, er det denne test, den efterfglgende model vil blive opstillet med
henblik pa. En tilsvarende modellering af glukose- og insulinkinetikken og
-dynamikken for den orale glukosetolerance test udfgres ikke i dette speci-

63
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ale af tidsmaessige arsager samt af det faktum, at en kompartment-model i
forbindelse med den orale testprocedure ikke er fuldt udviklet. Eksempelvis
er der formuleret en model, der udelukkende betragter insulinsekretionen og
derfor ikke giver en modellering af glukosekinetikken, jevnfgr Breda et al.
(2002).

I afsnit 4.3 blev de tre differentialligninger knyttet til Bergmans minimal-
model preasenteret. I det fplgende vil notationen for tilveeksten af de tids-
athaengige variable vere G = dG/dt, I = dI/dt samt X = dX/dt, hvorved
ligningerne er givet ved
G:a«%w—aw— (HG()
Y () = b + P(I() - I) (6.1)
X PX (t)+P3(()—Ib) PX () S[Pg(()—fb),

hvor Sy = —P3/ P» er insulinfglsomheden. En sammenligning af ligning (6.1)
med ligning (4.17) i afsnit 4.3 viser, at vi her har valgt at benytte modellen
med ¢(t) = 1.

Parametrene @bT = (P, P2, Py, Sy, h,v,G, Ip) antages som udgangspunkt
at veere kendte parametre.

De ovenstaende differentialligninger kan omskrives til logaritmisk form, hvil-
ket er fordelagtigt, idet der skal fortages en logaritmetransformation af
glukose- og insulinkoncentrationerne, for data kan antages at vaere normal-
fordelt, jeevnfor afsnit 2.2. Da stgrrelserne G og I er koncentrationsmalinger
og dermed positive, kan logaritmetransformationen foretages, og den loga-
ritmiske form opnas ved fglgende omskrivning:

GR=PG0 - G) - XOCM) = RO =P X () - B

Ved tilsvarende omskrivning af I og X fas

g = fg(g;i;w) :Pl _X(t) - Fc;lg)b
=P, —exp (z(t)) — P1Gpexp (—g(t)) (6.2)
J— + —
i = fi(g,i, o) = (G IZ)) Paly + Py
= (v (exp (9(t)) — h)" — PyI,)exp (—i(t)) + P»  (6.3)
:I'I = fw(g,l',l') = P2 — S[PQ%
=P, — (SiPeexp (i(t)) — I)exp (—z(t)) (6.4)

hvor g =InG,i =Inl ogz =1ln X.
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For at kunne benytte de ovenstdende ligninger i en dynamisk linezer model
skal de enkelte ligninger diskretiseres, idet den observerede tidsraekke og den
latente proces er diskret. Ved diskretiseringen skal der veelges et tidsinterval
At, der bestemmes ud fra to kriterier.

(i) Diskretiseringsfejlen ma ikke blive for stor.

(ii) Alle observationstidspunkter skal kunne skrives som et multiplum af
At.

For det neervaerende datasaet kan tidsintervallet fastsaettes til ét minut, da
dette er det korteste tidsinterval mellem to observationer i den intravengse
glukosetolerance test. Ved valg af dette tidsinterval er kriterie (ii) opfyldt,
da alle observationer er foretaget ved heltallig minutangivelse. Vi har saledes
valgt at benytte At = 1 gennem de fglgende udledninger.

Tidsintervallet kunne ligeledes veelges til for eksempel et halvt minut.

Idet At = 1, fas fglgende omskrivning af differenskvotienten for g, hvor
gt = g(t):

gt — gt—At

At = fg (gt—At; Li—At, fCt—At)

gt — gi—1 = fo(ge—1,0t—1,2¢—1)

Pa tilsvarende vis kan differentialligningerne for 7 og z diskretiseres, hvilket
resulterer i fplgende koblede differensligninger:

9t — 9t—1 = fo(gi—1,9¢—1,%¢—1) (6.5)
i — %1 = fi(ge—1,04—1,Te—1) (6.6)
T — Te—1 = folge—1,9—1,Te—1)- (6.7)

Diskretiseringen leder til en ny afhaengighedsstruktur imellem de tre lignin-
ger. Denne struktur er illustreret i figur 6.1.
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Figur 6.1: Grafisk illustration af athsengigheden mellem de tre differenslig-
ninger. Cirklerne illustrerer ikke-observeret data, mens romberne
illustrerer observeret data. Til tidspunkterne t — 1 og t er der ikke
foretaget observationer.

Umiddelbart kan ligningerne (6.5), (6.6) og (6.7) ikke formuleres som en
DLM, da de ikke er lineare. Ligningerne skal derfor lineariseres, hvilket
gores ved at benytte en forsteordens Taylorudvikling af (fy, fi, fz) = fri
(ge—1,it—1,2—1) = 27 omkring (§i—1,4¢—1,E—1) = 21 pa folgende vis

f(z)=f(2)+Df(2)(z - 2)

U
gt gt—1 fg('%) i gt—1 Qt—l
ig | — | i1 | =2 | fi(2) | + Df(2) - i1 | — | =1 , (6.8)
Tt Tt—1 fz(2) L \Tt-1 T
hvor
9fy 0fg 944 7]
o | oL 5% oF
Df(z)=| 3 % 5+
Ofe 0fe Ofe
dg 01 oz |

gtfl
it—l '
itfl

Omskrives Taylorudviklingen i ligning (6.8) fas folgende:

gt gt—1
it | 2 b +Gy- | i1 |, (69)
Tt Tt—1

hvor
bi=f(2)-Df(2)-2 og Gi=I;+Df(2)

I det foregaende er der udledt et approksimativt udtryk for systemligningen,
jeevafer ligning (6.9), og i forhold til den dynamiske linesere model haves at:
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gt
Y = (gt> og 0= | i

1t
Tt

Det bgr bemerkes, at de observerede vaerdier til tiden ¢ ikke er (g,4:), men
(exp(ge), exp(it))-

6.2 Opstilling af model: ukendte parametre

Parametrene 9! = (P1, Py, Py, S, h,v,Gs, I) er undervejs i udledningen
i afsnit 6.1 blevet betragtet som kendte. I praksis skal disse parametre
estimeres pa baggrund af datasattet. Den basale glukose- og insulinkon-
centration henholdsvis G og Iy kan estimeres for hver forsggsperson ved
et gennemsnit af de tre malinger forud for glukoseinjektion. Herefter ind-
gar disse estimerede veerdier i ligningerne som faste veerdier til alle tids-
punkter. De gvrige parametre kan estimeres ved at lade parametrene i
el = (P, Py, Py, S;,h,7) indga i systemligningen som en del af den la-
tente proces 0. Ved Kalmanfiltrering og udglatning estimeres de saledes ved
den betingede middelveerdi givet data, det vil sige henholdsvis ¢ = E[¢|Dy]
og ¢ = E[p|Dn].

Denne estimeringsmetode af parametre vil blive genemgaet i flere detaljer i
det fglgende.

For at inkorporere parametrene i systemvektoren, opstilles denne ved:

variable, der er observerbare.

01 = Tt } variable, der ikke er observerbare.

¢/ } tidsuafhengige parametre.

Analogt til den gennemgéede modelopstilling i afsnit 6.1 opstilles differen-
tialligningerne for systemligningen.

g((t)) .;g((ga i, w;))

; _ it _ ig;i;$;<P

PO= a0 | T | Rl | (610
@ 0

hvor f,, fi og fz kendes fra ligning (6.2), (6.3) og (6.4). Desuden geelder det,
at ¢ = 0, da parametrene er tidsuafthaengige.

Strategien er at diskretisere og dernast linearisere (6.10). Dette gores som
tidligere ved at opstille differenskvotienten og satte At = 1, derved fas de
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koblede differensligninger ved

gt —1) folge—1sit-1, 20 1,07)
0, -0, = Wt =1) | _ fi(gt—lai.t—laxt—laﬂoT)
o(t—1) fo(gi—1,it—1,x—1,07) |7
@ 0

hvor 0; = 0(t).

Idet 0; er udvidet til ogsa at inkludere parametrene, lineariseres der ved
en forsteordens Taylorudvikling af differensen 0(t) — 0(t — 1) = 0, — 0,
omkring en fast veerdi 9tT_1 = (gt—1, 1, B1, ®1), hvorved det fas, at

0 — 0,12 f(8,-1) + Df(0,—1) (ot—l - ét—l) ; (6.11)
hvor R .
Vfg(?t—l) Vfg(?tfl)
0 Vfi(0i-1) | _ Vfi(6:-1)
Df(6:—1) vfw(étfl) = V(0
sto( t—l) 0

I gradienten af de respektive funktioner er der differentieret med hensyn til
bade g,i,x og parametrene i ¢.

Ved omorganisering af (6.11) fas et udtryk for systemligningen, som nu
inkluderer parametrene:

0= (Ig + D.f(étfl)) 011+ f(0:-1) = DF(Br-1) - 01

0, =Gi0; 1 + b; + @y, (612)

hvor Gy = Iy + Df(6;_1), og by = f(0;—1) — Df(0;_1) - O,_,. Stojleddet
@, inkluderer diskretiserings- og lineariseringsfejl samt stokastisk systemfejl.
Det antages desuden, at stojfglgen givet ved @ er multivariat normalfordelt
ved (.:Jt ~ NQ[O, Wt]

Systemligningen for den udledte model givet i (6.12) adskiller sig fra den
systemligning, der blev prasenteret i definition 5.1 af en DLM, idet der i
ovenstaende systemligning er adderet en vektor b;. Denne vektor kan inklu-
deres i stojleddet, saledes at systemligningen er givet ved

Ht = Gth_l + Wy, hvor W ~ Ng[bt, Wt]

Idet E[w;] # 0 skal korollar 5.3 og 5.7 benyttes ved henholdsvis Kalmanfil-
trering og pradiktion af den latente proces.
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Observationsligningen, der associeres til den netop udledte systemligning,
bliver herved:

Yy, = F?Ht + vy for Yy = <gt>

137
hvor
1000” : .
01007 for de tidspunkter ¢, hvor g; og i; observeres,
Fi=1 fo000r
{0 00 OT} for de tidspunkter ¢, hvor g; og i; ikke observeres.

Forste og anden kolonne i FtT relaterer saledes til g; og ¢, tredje kolonne til
T¢, og resten af FtT relaterer til de ikke observerbare parametre i . Storrel-
sen v, er observationsstgj og antages at veere to-dimensionelt normalfordelt
ved Vg ~ ./\/2[0, Vt]

Endelig skal begyndelsesinformationen fastsaettes, hvilket gores ved at give
et estimat af forste og andet moment for (6y|Dp). Bestemmelse af begyn-
delsesinformationen vil blive behandlet i afsnit 7.1.

Nar variansmatricerne V; og W kendes, kan algoritmen for opdatering af

0 udfgres. Vurdering af variansmatricerne V; og W, vil blive behandlet
yderligere i afsnit 6.2.1 og 7.1.

Estimation af den latente proces udfgres herefter ved benyttelse af det sa-
kaldte udvidede Kalmanfilter, hvor begrebet udvidede relaterer til, at de
ikke-lineeere ligninger lineariseres ved Taylorudviklinger. Herved opnas et
estimat for den latente proces. Efter udglatning anvendes det udglattede
estimat for den latente proces i endnu en Taylorudvikling, hvorved der for-
mentlig fas en bedre approksimering, og endnu en Kalmanfiltrering og ud-
glatning vil give et bedre estimat. Da der saledes Taylorudvikles gentagne
gange i forbindelse med gentagne Kalmanfiltreringer og udglatninger, er al-
goritmen, der er vist i det efterfglgende diagram, kendt under betegnelsen
det itererede udvidede Kalmanfilter.
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Algoritme 6.1 (Opdatering af é)
Opstil den approksimative DLM ved {Fy, Gy, V¢, W},

Initialiser: Kalmanfiltrer: Udglat m!

.5l ~
Vealg mo, Co Ta‘ylorUd‘i'llet—l Opdater 0t =ml
Opdater 8" =m!

st j =2

Kalmanfiltrer:
Taylorudv. i o L
Opdater o =mi

setj=7+1

Udglat m/
Opdater o =

Er konvergenskri-
teriet opfyldt?

ja nej [——

Udskriv 6’

Storrelsen m? betegner tidsreekken af Kalmanfiltrerede estimater for 6 fra
den j’te iteration af algoritmen, og ™’ betegner tidsrazekken af udglattede
estimater for @ fra den j’te iteration.

Begyndelsesestimatet 91, der skal veelges til brug ved forste gennemkgrsel

for j = 1 af algoritme 6.1, fastsaettes ved rekursivt at bestemme 6} ved
. A1

Taylorudvikling omkring 6;_;, det vil sige 8, = m]_, fra forste iteration.

Herved fas et udtryk for systemligningen ved forste iteration:

0. = (Iy + Df(m;_y)) 01 + f(mi_y) — Df(m;_y) - my_;.

Den forste 6 opstilles derfor ikke forud for gennemkgrsel j = 1 af algoritmen,
men sidelgbende hermed.
I de efterfslgende gennemkgrsler for j = 2,3,... af algoritmen haves et
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estimat for 87 ved den (j — 1)’te udglatning, hvorved systemligningen ved
iterationerne 7 = 2,3, ... kan udtrykkes ved

9, = (I9 + DF(IT (=N + t))) 0,1
+f(Il H(=N +1)) — Df (il (=N + 1)) -l {(=N +1).

Som beskrevet i afsnit 2.2 er der ikke foretaget observationer pa glukose- og
insulinkoncentrationer for hvert minut. Det vil sige, det er ikke muligt at
udfgre Kalmanfiltrering til de tidspunkter, hvor der ikke er fortaget obser-
vation. Kalmanfiltreringen udfgres derfor ved at subsample, det vil sige, til

de manglende observationstidspunkter praedikteres 6;, jevnfer setning 5.5
og korollar 5.7.

6.2.1 Vurdering af lineariseringsfejl

Systemstgjen indeholder de fejl, der kan antages at veere fremkommet ved
diskretisering og linearisering af de tre differentialligninger (6.2), (6.3) og
(6.4) samt en stokastisk systemfejl. Den del af systemstgjen, der skyldes
lineariseringsfejl, kan vurderes ud fra folgende overvejelser.

I systemligningen haves det for hver indgang ki 6, at

01,=0;_1x+ fro(my—1)+V fro(mi—1)(0r—1 — my_1) + D
1
=201k +fr@:i—1) +§(0t—1 —m—1) TH g, mup—1) @4 —1 — 14 _1), (6.13)

hvor det antages, at w; er den fejl, der fremkommer ved Taylorudviklin-
gen, hvor .];lc(etfl) = fr(mi_1) + Vfe(mi—1)(0—1 — my_1) og Hy, =
O(Vfi)/08; .

Stgrrelsen af fejlen kan jeevnfer ligning (6.13) vurderes ved

1
E 5(0#1 - mtfl)THtk(mtfl)(etfl - mtfl)

Denne vurdering gores ligeledes for den k’te koordinat i 8y, og saledes fas,
at
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%]E [tr ((Bs—1 — me—1)T Hyp(mi—1)(0i—1 — mi_1))]

= %E [tr (H o (mve—1)(0p—1 — my—1)T (01 — my—1))]

= %tr (B [H(mi—1)(01—1 — my—1)" (0e—1 — my_1)])

= %tr (Hu(mi—1)E [(0r—1 — my—1)" (01 — my_1)])

= %tr (Htk(mt_l)Var (Ht_1|Dt_1)) (614)

= %tr (Htk(mt,l)ct,l) (615)
Ved den fgrste genemkgrsel for j = 1 af det itererede udvidede Kalmanfil-
ter kan den del af systemstgjen, der er fremkommet ved Taylorudviklingen,
saledes bestemmes ved en diagonalmatrix, hvor vurderingen af linearise-
ringsfejlen, jeevnfor ligning (6.15), er beregnet for hver indgang i 0;.
Tilsvarende kan den del af systemstgjen, der er fremkommet ved Taylor-
udviklingen, for de efterfglgende gennemlgb af Kalmanfiltrering, jeevnfor
algoritme 6.1, bestemmes ved en Taylorudvikling i den udglattede veerdi af
den latente proces fra den foregaende iteration. Dette svarer til at erstatte
m;—1 med m; samt Var (60;_1|D;—1) i ligning (6.14) med Var (6;|Dy) =
Cn(=N +1).

Hermed haves en vurdering af den del af systemstgjen, der er fremkom-
met ved Taylorudvikling. Den mulige diskretiserings- og systemfejl bor ogsa
inkluderes, hvilket vil blive behandlet yderligere i afsnit 7.1.



Kapitel 7
Dataanalyse

I dette kapitel analyseres det dataseet, der blev praesenteret i afsnit 2.2.
Kapitlet er delt op i flere afsnit. De forste tre afsnit specificerer model og
metode bag analysen. De naeste afsnit er opdelt efter hver sit analytiske
formal.

7.1 Specifikation af model

I afsnit 6.2 udledtes en DLM formuleret pa baggrund af den modificerede
udgave af Bergmans minimalmodel. Observationsligningen og systemlignin-
gen for modellen blev her udledt til:

Y, = FtTBt + vy, hvor det antages, at vy ~ N3[0, V],
0, =G0;_, + w;, hvor det antages, at ws ~ Ng[by, W],

og hvor observationsvektoren og systemvektoren er givet ved henholdsvis
T . T .
Y :(gtalt) og ot :(gt;Zt>$t7P17P27P4;SI;h>’7)-
Regressionsmatricen blev i samme afsnit fastsat ved

P { [I,0] for de tidspunkter ¢, hvor g, og i; observeres,
t =

[O O] for de tidspunkter ¢, hvor g, og i; ikke observeres.

Systemudviklingsmatricen G; og middelveerdien b; for systemstgjen blev
bestemt ved henholdsvis

Gy =1I,+Df(@) og b,=f(B)—Df@O) -0,

73
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hvor f1 = (fg» fir fz, Pr, P2, Py, S1,h,7) 08 0 er den estimerede veerdi af 6
ved henholdsvis Kalmanfiltrering og udglatning.

Analysen pabegyndes to minutter efter glukoseinjektionen, idet dette er den
fgrste observation efter injektionen.

En videre beskrivelse af data ved modellen og efterfglgende anvendelse af
algoritme 6.1 kraever fastsaettelse af begyndelsesinformationen mg og Cy
samt variansmatricerne V; og W.

Begyndelsesinformation:

Forste og anden indgang i E[@y|Dy] kan bestemmes ved gennemsnittet af
observationen til det 2. minut for alle personer. Desuden kan det antages, at
Xo = 0 for injektion af glukose, jevnfor Bergman et al. (1981). Begyndel-
sesestimatet for P, P» og Sy er fastsat efter konsultation med Aage Vglund,
Novo Nordisk, mens begyndelsesestimaterne for Py, h og «y er sat lig nul, da
der ikke haves viden om disse. Saledes haves ¢ = (P, P», Py, St,h,7) =
(—0.02005,—0.02,0,0.36,0,0). Til fastsaettelse af begyndelsesvariansen pa
glukose og insulin beregnes variansen af observationerne til det 2. minut for
alle personer. Begyndelsesvariansen pa X kan fastsaettes ved en lille veerdi,
idet det teoretisk set vides, at denne begyndelsesveerdi er lig nul for ¢ = 0.
Der er derimod stor usikkerhed forbundet med estimation af begyndelsesin-
formationens gvrige indgange, hvorfor disse tilleegges stor varians.

Stgjfolger:

Til fastsaettelse af observations- og systemstoj er det ideelle at estimere
disse stgjled ved maksimum likelihood estimation. Teorien bag maksimun
likelihood estimation er gennemgaet i appendiks A.2, og maksimum likeli-
hood estimation vil kunne implementeres i programmet for Kalmanfilteret.
Dog vil der i estimationen af parametrene indga en beregningstung lgkke,
der kreever mange iterationer, idet Kalmanfilteret skal gennemkgres for alle
kombinationer af estimater for diagonalindgangene i variansmatricerne, som
er henholdsvis to og ni dimensionelle. Af tidsmaessige arsager, og fordi vi har
valgt at prioritere analyse af den formulerede model hgjere, anvender vi i
dette speciale en mere pragmatisk tilgang til vurdering af variansmatricerne.
Vurderingsmetoden af de to typer af stgjfplger gennemgas i det folgende.

Observationsstgj:

Jaevnfor afsnit 2.2.3 kan det antages, at observationsstgjen er normalfordelt.
Variansmatricen for observationsstgjen v; vil blive vurderet pa baggrund af
de observationer, der ligger forud for injektion af glukose. Da disse malin-
gerne er taget inden glukoseinjektion og efter 12 timers faste, ville det, hvis
malestg] kunne undgas, kunne forventes, at disse malinger var ens. Male-
stgjen antages at veere ens for alle forsggspersoner. Den vil derfor kunne
beregnes ved et populationsgennemsnit af den empiriske varians pa de ma-
linger, der er taget fgr injektion af glukose.
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Det antages endvidere, at variansen pa observationsstgjen er konstant gen-
nem hele forsggsperioden, det vil sige V; = V.

Systemstgj:

Det antages, at systemstgjen er normalfordelt.

For fastsaettelse af variansen pa systemstgjen, er der, som beskrevet i af-
snit 6.2.1, tre fejlled, der skal tages hgjde for, det vil sige lineariseringsfejl,
diskretiseringsfejl samt stokastisk systemfejl. Vi har i bestemmelsen af sy-
stemstgjen taget en meget pragmatisk tilgangsvinkel, idet vi har vurderet
lineariseringsfejlen, som beskrevet i afsnit 6.2.1 og i gvrigt pa baggrund af
data vurderet den resterende systemstgj.

Systemfejlen kan vurders ved at betragte data og vurdere &ndringerne heri
fra tidspunkt ¢ til det efterfolgende tidspunkt ¢ 4+ 1 for alle forsggspersoner.
Dette ggres ved at betragte de absolutte differenser mellem to pa hinanden
fplgende observationer. Populationsgennemsnittet af disse sattes lig to stan-
dardafvigelser, hvorved der fas en vurdering af variansen pa systemfejlen.
Som systemfejl for parameteren X anvendes en vardi proportional med den
beregnede veerdi for systemfejl af insulinkoncentrationen, da der ikke vides
andet om parameteren X. De tre vurderede varianser for systemfejlen ad-
deres med de pagaldende tre indgange i diagonalen af den varians, der er
fremkommet ved vurdering af lineariseringsfejl.

Inkorporering af ekstern information:

Da der er viden om, at observationerne af insulinkoncentrationen stiger
betydeligt ved tolbutamidinjektionen ved tidspunkt ¢ = 20, inkorporeres
denne viden i modellen, hvorved den ggres til en aben model. Anden ind-
gang i a priori middelveerdien for (629|D19) adderes saledes med gennem-
snitstilveeksten i insulinkoncentrationen fra ¢ = 19 til ¢ = 22. Det vil sige
wao(I) ~ Nbao(I), Wao(I)], hvor byo(I) vurderes ved den gennemsnitlige
stigning af insulinkoncentrationen adderet til bao(I), og Wao(I) vurderes
ved variansen af denne stigning adderet til Wao(I).

Justering af begyndelsesinformation:

Som beskrevet tidligere blev estimatet for begyndelsesinformationen my for
de sidste seks parametre i 6, fastsat ved sammenligning med tidligere resul-
tater. Denne information kan forbedres efter en udfgrsel af algoritme 6.1 pa
data. Parameterestimaterne konvergerer efter et antal iterationer, jeevnfor
afsnit 7.4, og disse estimerede parametre anvendes som ny begyndelsesin-
formation i modellen. Algoritmen udfgres herefter igen, hvormed det kan
forventes, at parametrene konvergerer hurtigere end ved forste gennemkgr-
sel af algoritmen.
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7.2 Anvendte analyseredskaber

Vi har ikke haft kendskab til software-pakker, hvori vi umiddelbart kunne
formulere den opstillede model. Vi har derfor i dette speciale selv program-
meret alt, der har veeret ngdvendigt for at udfere algoritme 6.1. Fordelen ved
selv at programmere er muligheden for umiddelbart at lave @ndringer i pro-
grammerne, eksempelvis inkorporering af ekstern information. En ulempe
er, udover et stort tidsforbrug, at muligheden for fejl i programmeringen er
en kendsgerning.

Vi begyndte med at programmere i S-plus, men eftersom algoritmerne blev
mere og mere omfangsrige, fandt vi, at S-plus udfgrte dem for langsomt. Der-
for skiftede vi til software-pakken R. R er et frit tilgaengeligt software, som
kan findes pa hjemmesiden www.sunsite.dk/R.

7.3 Udgangspunkt for dataanalysen

Malet for denne dataanalyse er dels en bedgmmelse af anvendeligheden af
algoritme 6.1 til estimation af de parametre, der indgar i Bergmans mini-
malmodel, dels at underspge sammenspillet mellem glukose og insulin i men-
neskets organisme modelleret ved Bergmans minimalmodel formuleret som
en gaussisk DLM. Analysen er derfor delt op i flere afsnit, som omhandler
bedgmmelse af algoritmen, samt den gnskede analyse af samspillet mellem
glukose og insulin. Hvert punkt herunder svarer til et afsnit.

(7.4) Der gives en vurdering af, om det itererede udvidede Kalmanfilter
udglatter i forhold til observationerne, samt i hvor hgj grad det ite-
rerede udvidede Kalmanfilter lader estimaterne for de tidsuathaengige
parametre i Bergmans minimalmodel konvergere.

(7.5) Idet stikprgvepopulationen er delt op i to grupper henholdsvis IGT-
og NGT-gruppen, er det muligt at foretage en komparativ popula-
tionsbeskrivelse.

(7.6) Der udfpres modelkontrol, hvor residualer af et-trinspraediktioner un-
derspges naermere i forhold til de observerede veerdier. Teorien bag
dette er gennemgaet i appendiks B.

(7.7) Datasattet for den intravengse glukosetolerance test er delt op i per-
soner med normal glukosetolerance og personer med nedsat glukoseto-
lerance. Der kan derfor udfgres diskriminansanalyse pa baggrund af de
to grupper for at undersgge, hvor godt personerne kan allokeres ude-
lukkende ud fra de estimerede parametre. Dette giver en indikation af,
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hvorvidt niveauet af de respektive parameterestimater er bestemt ud
fra personernes gruppetilhgrsforhold.

(7.8) Som omtalt i afsnit 2.1 betragtes diabetes mellitus type II som en livs-
stilssygdom, hvor der er gget risici for sygdommen ved overvaegt. Det
undersgges derfor i dette afsnit, hvorvidt der er sammenhaenge mellem
BMI og det at have nedsat henholdsvis normal glukosetolerance.

(7.9) I afsnit 4.2 blev det vist, at de tre differentialligninger i den oprinde-
lige version af Bergmans minimalmodel ikke kan benyttes samtidig. I
afsnit 4.3 blev to modificerede versioner praesenteret. Disse tager hgjde
for kritikken. I afsnit 7.9 praesenteres resultaterne af gennemkgrsler af
algoritme 6.1 for hver af de to modeller. Dette ggres for at vise forskelle
og konsekvenser af valget af modeltype.

7.4 Vurdering af algoritme

Da det forventes af det itererede udvidede Kalmanfilter, at estimationen
af den latente proces konvergerer efter et vist antal iterationer, er det vee-
sentligt at undersgge dette i forbindelse med en vurdering af algoritmen.
Desuden er det en forudseaetning for anvendeligheden af estimationsmetoden
af parametrene, at estimaterne for disse konvergerer efter et vist antal ite-
rationer. Vi har i denne forbindelse programmeret en lgkke i algoritmen,
der afggr, hvorvidt algoritmen er konvergeret. Dette sker, nar den relative
@ndring for hver indgang i estimatet for den latente proces mellem to pa
hinanden fplgende iterationer er under 1%.

I figur 7.1 vises det estimerede niveau af glukose- og insulinkoncentrationer
efter en, fem og 29 iterationer. Som det fremgar af figuren, er der for tids-
punkter fgr ¢ = 80, hvor der skal subsamples til forholdsvis fa tidspunkter,
ikke store afvigelser mellem fgrste og 29. iteration. Efter t = 80 er der for
insulinkoncentrationerne stgrre afvigelser mellem de viste iterationer. Efter
fem iterationer er estimatet for den latente proces tilsyneladende konverge-
ret for glukose. Figur 7.1 viser desuden, at den estimerede latente proces for
glukoseforlgbet ligger taet op ad data. Derimod afviger den latente proces
en anelse for insulinforlgbets vedkommende efter, at algoritmen er konver-
geret. Seerligt ses det, at estimatet for den latente proces ikke nar helt ned
ved den fgrste dal fgr tolbutamidinjektionen ved forste iteration, men disse
observationer tillegges storre betydning ved 29. iteration.
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Figur 7.1: Ilustration af konvergens af glukose- og insulinkoncentrationen
for person nr. 110, der har normal glukosetolerance. Den punkte-
rede linie er udglatning ved forste iteration, den stiplede linie er
udglatning efter fem iterationer og den fuldt optrukne linie er ud-
glatning efter konvergens ved 29 iterationer. Punkterne illustrerer
observationerne.

I figur 7.2 er det estimerede niveau af det aktive insulin vist for flere itera-
tioner.
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Figur 7.2: Illustration af konvergens af aktiv insulin for person nr. 110, der
har normal glukosetolerance. De punkterede linier er udglatninger
ved tidlige iterationer, de stiplede linier er udglatninger umiddel-
bart fgr konvergens og den fuldt optrukne linie er udglatning efter
konvergens.
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Det fremgar af figur 7.2, at estimationen af niveauet af det aktive insulin
stabiliseres ved en senere iteration end det estimerede niveau af glukose og
insulin. Dette kan skyldes, at det aktive insulin ikke er observerbart.

Et andet vigtigt vurderingsomrade for den opstillede DLM er, hvorvidt esti-
mationen af de tidsuafhangige parametre, der indgar i den latente proces,
konvergerer. I figur 7.3 er der givet seks plots, et for hver parameter i mo-
dellen. Algoritmen har gennemkgrt 100 iterationer for person nr. 110, og
differensen af resultaterne fra to pa hinanden fglgende iterationer er plottet
op mod iterationsnummeret. Algoritmen for den viste person konvergerede
efter 29 iterationer.
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Figur 7.3: Plots, der illustrerer konvergens af parameterestimaterne for

Py, Py, Py, St,h, for person nr. 110, der har normal glukosetole-
rance. Algoritmen konvergerede efter 29 iterationer.

Det fremgar, at estimaterne for parametrene efter cirka fem iterationer har
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placeret sig i det niveau, de pa sigt konvergerer imod. Som det ligeledes
fremgar af de seks plots i figur 7.3, er der stor differens mellem estimaterne
fra de forste iterationer. Dette indikerer, at begyndelsesinformationen afvi-
ger en del fra den pagaldende persons parameterniveau, og det indikerer, at
variansen pa begyndelsesestimaterne er tilstraekkelig hgj til, at parametere-
stimaterne hurtigt finder det rette niveau. Ligesa ses det af figur 7.3, at der
for enkelte af parametrene sker et mindre niveauskifte i estimationen ved
29. iteration. Dette stemmer overens med, at algoritmen konvergerer med
konvergenskriterie pa 1% relativ sendring ved denne iteration, hvorfor esti-
matet for den latente proces til de resterende iterationer er identiske med
estimatet for den latente proces ved den 29. iteration.
Parameterestimaterne efter konvergens for person nr. 110 er estimeret til
pl'=(P, Py, Py, St,h,v)=(—0.034,—5.045- 1075, —-0.04, 0.27,0.99, 0.24).

Af figur 7.3 og det niveau, som parameterestimaterne ligger i, kan det vur-
deres, at metoden til estimation af parametrene, ved at lade dem indga i
den latente proces, er tilfredsstillende for den pagaldende person. Flere til-
feeldigt udvalgte personer, bade fra IGT- og NGT-gruppen er undersggt, og
der fas lignende resultater for disse.

Gennemkgrsel af algoritme 6.1 for alle forsggspersoner har vist, at det gen-
nemsnitlige antal iterationer inden konvergens er cirka 35.

I figur 7.4 er der vist plots over glukose- og insulinforlgbet samt aktiv in-
sulin for en person med nedsat glukosetolerance og en person med normal
glukosetolerance.
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Figur 7.4: Kurver af glukose- og insulinkoncentrationer samt aktiv insulin
for IGT-person nr. 280 gverst og nederst NGT-person nr. 23,
konvergeret efter 40 henholdsvis 34 iterationer. Punkterne viser
observationerne.

Det ses, at glukoseforlgbet over tid er nogenlunde tilsvarende for de to perso-
ner. Derimod er insulinforlgbet forskellig for de to personer, sarligt i forste
fase efter glukoseinjektionen. Personen med nedsat glukosetolerance rea-
gerer ikke i samme grad pa glukoseinjektionen som personen med normal
glukosetolerance. Som folge af tolbutamidinjektionen udviser begge insulin-
kurver en kraftig monofasisk respons. Ligeledes ses en forskel mellem de to
personer i strukturen for kurverne af det aktive insulin. For personen med
normal glukosetolerance stiger niveauet umiddelbart efter glukoseinjektio-
nen, for dernaest at blive udjevnet nogle fa minutter. Som folge af tolbuta-
midinjektionen udviser kurven en kraftig og hurtig tilvackst. Efter at have
naet topniveauet til ¢ ~ 50 aftager niveauet igen relativt hurtigt. Samme
overordnede forlgb ses for personen med nedsat glukosetolerance. Dog ud-
viser IGT-personen ikke nogen tilveekst i aktiv insulin de forste minutter
efter glukoseinjektionen, og personen nar fgrst topniveauet til tid ¢ = 80,
hvorefter niveauet aftager langsommere.

Efter at have betragtet beskrivende illustrationer kan det konkluderes, at
algoritme 6.1 lader estimatet for den latente proces konvergere tilfredsstil-
lende. Antallet af iterationer ligger ligeledes pa et passende niveau.
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7.5 Populationsbeskrivelse

Populationen, der analyseres, er som udgangspunkt delt op i to grupper. En
gruppe, der bestar af personer med nedsat glukosetolerance og en gruppe,
der bestar af dem med normal glukosetolerance. I figur 7.5 og 7.6 er glukose-
og insulinforlgbet for de to grupper illustreret.

Det ses pa figur 7.5, at forlgbet for glukose adskiller sig ved flere aspekter
de to grupper imellem.

IS T —gruppen, glukose NG T —gruppen, glukose

T T T T T T T T
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Figur 7.5: lllustration af de gennemsnitlige glukoseforlgb for henholdsvis
IGT- og NGT-gruppen, efter at estimaterne for de enkelte perso-
ner er konvergeret. De stiplede linier angiver 95% konfidensinter-
val.

Glukosekoncentrationen aftager hurtigere for NGT-gruppen end for IGT-
gruppen, og personerne fra NGT-gruppen nar deres minimumniveau efter
cirka 70 minutter mod 120 minutter for IGT-gruppen. Dette forhold kan
forventes i henhold til, at populationen er opdelt efter nedsat og normal
glukosetolerance, som netop diagnosticeres ud fra evne til at na den basale
glukosekoncentration.

Af glukoseforlgbene ses ligeledes en stgrre tilveekst efter det 70. minut for
NGT-gruppen end efter det 120. minut for IGT-gruppen. Dette indikerer, at
personer med normal glukosetolerance danner sa meget aktiv insulin, at der
som respons pa et for hgjt glukoseniveau elimineres mere glukose fra blodet
end ngdvendigt i forhold til personernes basale glukosekoncentration.
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Figur 7.6: Illustration af de gennemsnitlige insulinforlgb for henholdsvis
IGT- og NGT-gruppen, efter at estimaterne for de enkelte perso-
ner er konvergeret. De stiplede linier angiver 95% konfidensinter-
val.

En umiddelbar forskel mellem de to kurver for insulinforlgbet i figur 7.6
ses idet, der er en tendens til, at personerne i NGT-gruppen reagerer mere
pa selve glukoseinjektionen, og deres insulinkoncentration falder hurtigere
i fasen inden personerne far injiceret tolbutamid. Desuden reagerer perso-
nerne fra NGT-gruppen numerisk set mere pa tolbutamidinjektionen end
personerne fra IGT-gruppen. Yderligere ses en tendens til, at personerne fra
NGT-gruppen eliminerer insulinet fra blodet hurtigere end personerne fra
IGT-gruppen.
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I figur 7.7 er der vist et plot af kurven for aktiv insulin for bade IGT- og
NGT-gruppen.

IGT —gruppen. aktiv insulin NG T —gruppen. aktiv insulir
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Figur 7.7: Forlgb af de udglattede estimater for aktiv insulin efter, at de
enkelte estimater for den latente proces er konvergeret. De op-
trukne linier angiver gennemsnittet og de stiplede linier angiver
95% konfidensinterval.

Det ses, at NGT-gruppen producerer mere aktiv insulin i perioden for tol-
butamidinjektionen end IGT-gruppen. Dette stemmer overens med, at IGT-
gruppen har nedsat glukosetolerance, og derfor ikke har samme fase et re-
spons efter en ggning af glukosekoncentrationen i plasma. Ligeledes ses det,
at efter tolbutamidinjektionen nar NGT-gruppen hurtigere sit topniveau
for derefter at aftage mod udgangsniveauet. Denne proces gennemgas ogsa
for personerne i IGT-gruppen, men den er forsinket i forhold til forlgbet
for NGT-gruppen. Desuden ses det, at efter det 50. minut er der en stgrre
populationsvariation i IGT-gruppen end i NGT-gruppen.

Som beskrevet i afsnit 2.1 har personer med nedsat glukosetolerance en
nedsat evne til at reagere pa forandringer i glukosekoncentrationen i plasma.
Det ma derfor formodes, at disse personer har en lavere insulinfglsomhed,
St, eller en nedsat rate for insulinuatheengig glukoseelimination, P, end
personer med normal glukosetolerance.

Estimaterne samt 95% konfidensintervaller for parametrene er for hver gruppe
givet i fglgende tabel.
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Maleenhed IGT-gruppen NGT-gruppen
—P; -10% | min~! 1.83 (-0.57; 4.63) 2.85 (-7.35; 13.05)
—P>-10% | min~1! 7.9 (-26.1; 41.9) 9.42 1076 (£7.4-1072)
—Py-10% | min—1! 3.45 (-1.35; 8.25) 4.35 (-0.25; 8.95)
St 1/pmol - min=! || 0.1343 (-0.17; 0.44) 0.2775 (0.12; 0.43)
h mmol /1 1.1657 (-1.02; 3.35) 1.2098 (0.24; 2.18)
v 1072 - min~! 0.438 (-1.97; 2.84) 1.3976 (-2.75; 5.55)

Tabel 7.1: Estimater for parametre for IGT- og NGT-gruppen. 95% konfidens-
intervaller er angivet i parenteser.

Af tabel 7.1 ses det, at algoritme 6.1 i nogle tilfzelde giver estimater for
parametre, der er i strid med antagelserne for den pagaldende parameter.
Betragtes konfidensintervallerne eksempelvis for Sy, ses det, at der her gives
negative estimater for en parameter, som er antaget positiv, jeevnfgr afsnit

4.1.

I figur 7.8 er de estimerede Sy-veerdier vist for de to grupper.
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Som det fremgar af histogrammerne, bekraeftes formodningen om, at perso-
ner med normal glukosetolerance har hgjere insulinfglsomhed end personer
med nedsat glukosetolerance. Som det ligeledes fremgar, er der nogle fa
personer, hvis Sy-niveau ikke estimeres pa troveerdig vis.

7.6 Modelkontrol

I dette afsnit vil den opstillede model blive kontrolleret i forhold til stan-
dardiserede residualer. Teorien bag diagnostisk kontrol er gennemgaet i ap-
pendiks B.

Residualerne, som benyttes, fas fra Kalmanfiltrering, idet der i den rekursive
algoritme udfgres et-trinspraediktion af (y,|D_1). Det bemarkes derfor, at
den fglgende modelkontrol blot udfgres pa et mindre omrade af det itere-
rede udvidede Kalmanfilter. Det er desuden muligt at udfgre kontrol af de
udglattede estimater for den latente proces i forhold til observationsvaerdier.
Dette er udeladt i denne dataanalyse. I modelkontrollen skal der tages hen-
syn til, at de analyserede tidsraekker ikke er aekvidistante. Der er saledes
blot 30 observationer fordelt ujaevnt over 179 minutter, ved nogle personer
er der faerre observationer. Derfor opnas hgjst 30 pradiktionsresidualer per
person.

Modelkontrollen er udfgrt for halvdelen af personerne fra NGT-gruppen,
ialt 117 personer. Dette ggres ud fra en forventning om, at de grafiske plots
viser tendenser, som vil vaere gaeldende for hele gruppen.

I figur 7.9 er der vist plots af de standardiserede residualer mod fraktilerne
i en standard normalfordeling.
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Figur 7.9: Fraktilplot af de standardiserede residualer mod fraktilerne i en
standard normalfordeling for halvdelen af personerne fra NGT-
gruppen. Den fuldt optrukne linie angiver den tilnaermede nor-
malfordeling for residualerne. Den punkterede linie angiver den
teoretiske standard normalfordeling.

Som det fremgar af de to plots, kan hverken glukose- eller insulinresidualerne
antages at veere standard normalfordelte. Desuden er insulinresidualerne
hgjreskaeve, hvilket indikerer, at residualerne tenderer til at veere for hgje for
et-trinspraediktionerne for insulin. Denne formodning undersgges narmere.

I figur 7.10 og 7.11 undersgges sammenhange mellem residualer og pradik-
tionsniveauet for glukose og insulin.
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Figur 7.10: Plots af de standardiserede residualer mod observationsnumme-
ret for halvdelen af NGT-gruppen. De stiplede linier angiver
konfidensinterval ved 95%.

Af figur 7.10 fremgar det, at langt de fleste af residualerne ligger indenfor
konfidensintervallet. Dog sker der noget markant for insulinresidualerne ved
den anden, 13. og 14. observation, idet residualerne her er signifikant hgjere
end ved andre observationer. Ved neermere undersggelse af disse observa-
tioner erfares det, at det netop er ved observationen til det tredje minut
samt de fgrste to observationer efter tolbutamidinjektionen, at residualerne
er meget hgje. Det vil sige, at der er underestimeret til disse tidspunkter.
Figur 7.11 bekraefter, at residualerne er hgjere ved hgje insulinkoncentratio-
ner end ellers. Da de hgje insulinkoncentrationer netop er fglger af glukose-
og tolbutamidinjektionen, kan den opadgaende hale pa insulinresidualplot-
tet i figur 7.11 forklares. Desuden kan dette aspekt forklare, at fraktilplottet
for insulin i figur 7.9 er hgjreskeev. Figur 7.11 viser, at der ikke er yderligere
systematik i niveauet af residualer og niveauet af praediktioner.
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Figur 7.11: Plots af de standardiserede residualer mod praediktioner for

halvdelen af NGT-gruppen.

I figur 7.12 er vist et plot af et korrelgram for henholdsvis glukose og insulin.
Korrelogrammet er lavet ved et gennemsnit af de personbaserede korrelo-

gramimer.
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Korrelogram for de standardiserede residualer for 117 personer
fra NGT-gruppen.

Det bgr bemaerkes, at eftersom de behandlede tidsrakker ikke er ackvidi-
stante, er der nogle lags, hvortil estimatet for autokorrelationsfunktionen
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ikke er beregnet. Som det fremgar af figuren er der ikke tendenser til seriel
afhaengighed i residualerne. Dog ses en markant negativ korrelation for lag
et for glukoseresidualerne.

Pa baggrund af den udfgrte modelkontrol er der flere aspekter, der viser
sig signifikante for den opstillede model. Szerligt fremgar det af figur 7.10
og 7.11, at den opstillede model ikke modellerer variationen omkring tol-
butamidinjektionen tilfredsstillende. Det vil sige, til selve tidspunktet for
tolbutamidinjektion haves ingen observationer, men for de to efterfglgende
observationer praedikterer modellen for lave insulinkoncentrationer i forhold
til det observerede. Dette kan veaere et udtryk for manglende hukommelse i
den anvendte model, hvor ¢(t) = 1 er multipliceret pa forste led i differenti-
alligningen for insulin (4.17) i afsnit 4.3. Endvidere ses det af figur 7.10, at
residualerne er signifikant hgje ved den anden observation. Dette kan igen
vaere et udtryk for manglende hukommelse i modellen. Mange analytikere
af den IVGTT begynder desuden forst analysen otte minutter efter gluko-
seinjektionen, idet antagelsen om et velomrgrt fordelingsrum i forhold til
glukose og insulin derved er opfyldt. Vi har valgt at pabegynde analysen ef-
ter to minutter, men modelkontrollen indikerer dels, at analysen fgrst burde
pabegyndes lidt senere. Dels indikerer modelkontrollen, at modellen burde
modificeres yderligere siledes, at variationen i forbindelse med tolbutami-
dinjektionen modelleres bedre.

Det fremgar desuden af figur 7.9, at de standardiserede residualer ikke kan
antages at veere standard normalfordelte. Dette ma formodes at veere konse-
kvensen af, at estimere variansmatricerne pa pragmatisk vis. Denne form for
vurdering af variansmatricer viser sig ikke tilfredsstillende. At fraktilplottet
for insulin er hgjreskaev kan forklares ved, at hukommelsen ved glukose- og
tolbutamidinjektionen ikke er tilstraekkelig.

7.7 Diskriminansanalyse

Hensigten med dette afsnit er at undersgge, hvorvidt det er muligt at al-
lokere en person til enten IGT-gruppen eller NGT-gruppen udelukkende
udfra estimaterne pa parametrene ¢’ = (Py, Py, Py, St, h,7). Dette ggres
for at undersgge, om parametrene adskiller sig signifikant for de to grupper.
Teorien bag diskriminansanalyse er gennemgaet i appendiks C.

Modellen, som her betragtes, er beskrevet i afsnit 7.1 med begyndelsespa-
rametre ¢! = (Py, P>, Py, St,h,7) = (=0.02005, —0.02,0,0.36,0,0). De to
basisgrupper, det vil sige dem, der udggr stikprgverne R; og R, er givet
ved halvdelen af hver af de to grupper i datasattet. Udfra disse personer er
parametrene samt en varians pa disse estimeret efter at have gennemkort
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det itererede udvidede Kalmanfilter med en gvre graense pa 50 iterationer.
Den gvre graense er valgt af programmeringsmeessige arsager, og er fastsat
til 50, idet erfaringer har vist, at langt de fleste er konvergeret tidligere.

Ved at betragte dispertionsmatricerne for de respektive basisgrupper, ses
det, at de ligger i omtrent samme niveau, med undtagelse af variansen af
Py. Derfor afprpgves bade en kvadratisk og en linezr diskriminansfunktion
ved diskriminering af personerne fra den anden halvdel af de to undersggte
grupper.

Det antages endvidere, at sandsynligheden for, at en given person tilhg-
rer IGT-gruppen, er m = 27/(261 + 27) = 0.094 og tilsvarende for NGT-
gruppen er mp = 261/(261 4+ 27) = 0.906. Disse stikprgvebaserede forhold
benyttes, da fordelingen af populationen ikke kendes.

Resultatet af diskriminansanalysen er praesenteret i tabel 7.2.

Ens dispertionsmatrix || Forskellig dispertionsmatrix
Allokeret Korrekt Forkert Korrekt Forkert
IGT-gruppen 9.1% 90.1% 27.3% 73.7%
NGT-gruppen 96.5% 3.5% 93.0% 7.0%
I alt 88.3% 11.6% 86.8% 13.3%

Tabel 7.2: Resultat af diskriminansanalyse baseret pa estimatet for ¢ =
(P1, P2, P1,S1,h,7)

Som det fremgar af tabel 7.2, er der szrligt under antagelse af ens disper-
tionsmatricer en tendens til, at diskriminansfunktionen allokerer personer
fra IGT-gruppen forkert. Den samme tendens ggr sig i nogen grad gaeldende
under antagelse af forskellige dispertionsmatricer for de to grupper. Der er
saledes grund til at tro, at nogle af parametrene ikke er betinget af, hvilken
gruppe personen tilhgrer, men maske i hgjere grad ud fra andre faktorer sa
som personens vaegt eller andre anatomiske og fysiologiske faktorer. Derfor
er der i tabel 7.3 vist resultatet af diskriminansanalyse foretaget pa samme
model som ovenstaende men udelukkende ved brug af estimaterne for P, St

og -
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Ens dispertionsmatrix Forskellig dispertionsmatrix
Allokeret Korrekt Forkert Korrekt Forkert
IGT-gruppen 0.0% 100.0% 36.4% 63.6%
NGT-gruppen 98.3% 1.7% 88.7% 11.3%
I alt 89.9% 10.3% 83.8% 16.2%

Tabel 7.3: Resultat af diskriminansanalyse baseret p&

og 7.

estimaterne for Pp, Sy

Det ses af tabel 7.3, at NGT-gruppen allokeres rigtigt for 98.3% af per-
sonerne under antagelse af ens dispertionsmatricer, mens ingen fra IGT-
gruppen allokeres korrekt. Dette forhold kan skyldes, at variansen af P;
netop er forskellig de to grupper imellem, og derfor bgr der vare en anta-
gelse om forskellige dispertionsmatricer. Denne tese bekraeftes, idet 36.4%
fra IGT-gruppen allokeres korrekt under antagelse af forskellige dispertions-

matricer.

Resultatet af diskriminansanalyse med justerede begyndelsesparametre er
vist i tabel 7.4 og 7.5. Begyndelsesparametrene er fastsat efter vaerdierne i
tabel 7.1, og med en antagelse om, at der er stgrre sikkerhed pa disse, er
variansen pa parametrene nedjusteret tilsvarende.

Ens dispertionsmatrix Forskellig dispertionsmatrix
Allokeret Korrekt Forkert Korrekt Forkert
IGT-gruppen 0.0% 100.0% 66.7% 33.3%
NGT-gruppen 100.0% 0.0% 37.3% 62.7%
I alt 90.6% 9.4% 40.1% 59.9%

Tabel 7.4: Resultat af diskriminansanalyse baseret pa alle parametre efter ju-
stering af disse.
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Ens dispertionsmatrix Forskellig dispertionsmatrix
Allokeret Korrekt Forkert Korrekt Forkert
IGT-gruppen 0.0% 100.0% 0.0% 100.0%
NGT-gruppen || 100.0% 0.0% 92.8% 7.2%
I alt 90.6% 9.4% 84.1% 15.9%

Tabel 7.5: Resultat af diskriminansanalyse baseret pa P1, Sy og 7y efter justering
af begyndelsesestimater for parametrene.

Helhedsindtrykket af diskriminansanalysen for modellen med justerede pa-
rametre er, at personer fra IGT-gruppen oftest allokeres forkert. Der er en
tendens til at allokere alle personer til NGT-gruppen.

Der er i det ovenstaende udfgrt diskriminansanalyse for to modeller: Den
med begyndelseparametre lig nul, dersom ingen anden information haves, og
den med de justerede begyndelsesparametre i forhold til fgrste model. Som
det fremgar af tabellerne med de respektive resultater, er der en tendens til
i den justerede model, at alle personer allokeres til NGT-gruppen, uanset
deres gruppetilhgrsforhold. Dette indikerer, at det ma vare bedre at be-
nytte upraecise begyndelsesestimater med tilhgrende stor varians, end mere
praecise begyndelsesparametre med mindre varians. Desuden viser diskrimi-
nansanalysen, at de tidsuafhaengige parametre i Bergmans minimalmodel
ikke kan antages udelukkende at vaere bestemt ud fra personernes gruppe-
tilhgrsforhold. Andre anatomiske eller fysiologiske faktorer kan formodes at
pavirke niveauet af parametrene. Dette undersgges narmere i naste afsnit,
idet der udfgres en komparativ analyse i forhold til veegtgrupperinger.

7.8 Analyse pa baggrund af veegtgrupperinger

Sygdommen diabetes mellitus type II er som beskrevet i afsnit 2.1 en livs-
stilssygdom, der i mange tilfeelde forbindes med overveegt. Det er derfor
interessant at undersgge estimater for parametrene i Bergmans minimalmo-
del grupperet efter normalvaegt og overvasgt. Der skelnes mellem normalvaegt
og overvaegt ved hjazlp af Body Mass Index (BMI). Séaledes anses en person
med et BMI under 25 kg/m? for veerende normalvaegtig, mens en person
med BMI over 25 kg/m? anses som overveegtig, jeevnfgr Svendsen (2002).

Data fra den intravengse glukosetolerance test deles op i personer med
BMI under og over 25 kg/m?. Desuden fastholdes opdelingen mellem perso-
ner med normal glukosetolerance og personer med nedsat glukosetolerance,
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hvorved der opnas fglgende grupperinger.

Gruppe 1: Normalvaegtige med normal glukosetolerance.
Gruppe 2: Overvaegtige med normal glukosetolerance.
Gruppe 3: Normalvaegtige med nedsat glukosetolerance.

Gruppe 4: Overvegtige med nedsat glukosetolerance.

I tabel 7.6 gives en oversigt over gennemsnittet af BMI og den basale gluko-
sekoncentration for de fire grupper.

Normal veegt

Overveegt

NGT 117 personer 117 personer
BMI || 22.6 (16.9; 25.0) | 29.2 (25.0; 40.1)
Gy 5.05 (4.11; 5.99) | 5.36 (4.16; 6.56)

IGT 2 personer 23 personer

BMI || 20.9 (17.9; 23.8) | 30.7 (25.1; 40.8)

Gy 5.15 (3; 7.3) 5.58 (4.18; 6.98)

Tabel 7.6: Gennemsnittet af henholdsvis Body Mass Index og den basale gluko-
sekoncentration Gy samt i parentes 95% konfidensintervaller for Gy.
Parenteserne ved BMI angiver minimum og maksimum for de fire
grupper.

Det ses af tabel 7.6, at den basale glukosekoncentration gennemsnitligt er
hgjere for overvaegtige personer end for normalveegtige personer for bade
NGT-gruppen og IGT-gruppen.

I fortolkningen af analysen af de fire vaegtgrupperinger skal der tages hgjde
for, at gruppe tre blot bestar af to forsggspersoner. Resultaterne fra denne
gruppe kan derfor ikke antages at give en tilfredsstillende beskrivelse af grup-
pen af normalvagtige med nedsat glukosetolerance, hvormed disse resultater
ikke kan benyttes i en komparativ analyse. Desuden skal det bemaerkes, at
denne analyse er baseret pa en version af Bergmans minimalmodel, hvor pa-
rameteren [, ikke indgar. Dette har vist sig at have betydning for niveauet,
men ikke strukturen, af aktiv insulin, hvilket ogsa fremgar af denne analyse.
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Figur 7.13: Gennemsnittet af de udglattede glukose og insulinkoncentratio-
ner for hver af de fire grupper.

I figur 7.13 ses udglatningen af glukose- og insulinforlgbene efter konvergens
med gvre granse ved 50 iterationer. For glukoseforlpbets vedkommende ses
det, at gruppe et og gruppe to folges ad, mens gruppe fire har glukosen
leengere tid i blodet. Insulinforlgbet afslgrer, at overvagtige med normal
glukosetolerance, gruppe to, sekrerer mere insulin end normalveegtige med
normal glukosetolerance, gruppe et. Yderligere ses det af insulinforlgbet for
overvaegtige med nedsat glukosetolerance, gruppe fire, at de har en hgjere
insulinsekretion end de gvrige grupper. Det er bemaerkelsesvaerdigt, at denne
hgje sekretion ikke fgrer til en lavere glukosekoncentration for efter 100
minutter efter glukoseinjektionen. Dette kan veere et udtryk for, at gruppe
fire netop er en IGT-gruppe og derfor ikke udnytter den sekrerede insulin i
samme grad som NGT-personer.

Af insulinforlgbet ses det, at der i szrdeleshed er forskel pa reaktionen pa
tolbutamidinjektionen, idet de overvaegtige ogsa her sekrerer mere insulin
end de normalvaegtige. Dette forhold undersgges neermere ved at betragte
niveauet af det aktive insulin.
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Figur 7.14: Gennemsnittet af det udglattede niveau af aktiv insulin taget
for hver af de fire grupper efter tolbutamidinjektionen.

Det ses af figur 7.14, at niveauet af det aktive insulin for grupperne to og
fire umiddelbart efter tolbutamidinjektionen er hgjere end niveauet af det
aktive insulin for gruppe et. Efter det 75. minut placerer de tre kurver sig
i samme niveau. Dette betyder, at selvom de overvaegtige personer, gruppe
to og fire, har en hgj koncentration af insulin i forhold til de normalvaegtige
med normal glukosetolerance, gruppe et, har de ikke et hgjere niveau af

aktiv insulin.

—P; - 10? St
Gruppe 1 || 3.9 (0.6; 7.8) | 0.283 (-0.03; 0.60)
Gruppe 2 || 2.0 (-1.0; 5.0) | 0.215 (-0.13; 0.56)
Gruppe 3 || 1.2 (-1.8; 4.2) | 0.325 (0.30; 0.36)
Gruppe 4 || 1.5 (-0.9; 3.9) | 0.168 (-0.13; 0.47)

Tabel 7.7: Middelvaerdier for de estimerede parametre P; og Sy for hver af
de fire grupperinger. 95% konfidensintervaller kan afleeses i parente-

serne.

I tabel 7.7 ses estimerede veerdier af parametrene P, og S;. Pa trods af
forholdsvis brede konfidensintervaller, ses det af tabellen, at raten for den
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insulinuaftheengige glukoseelimination P; er numerisk lavere for overvag-
tige med normal glukosetolerance end normalvaegtige, henholdsvis gruppe
to og et. For overvaegtige med nedsat glukosetolerance, gruppe fire, er pa-
rameteren P; ligeledes lavere end for normal- og overvaegtige med normal
glukosetolerance. Med andre ord ses en tydelig tendens til, at normalvaegtige
bedre formar at eliminere glukose fra blodet uafhangigt af insulin end over-
vagtige. Det fplger heraf, at overvaegtige med normal glukosetolerance méa
sekrere mere insulin for at opveje den nedsatte evne til glukoseelimination
uafheengigt af insulin, hvilket bekraeftes, idet gruppe to sekrerer mere insulin
end gruppe et, jevnfgr figur 7.13. Med hensyn til insulinfglsomheden S; ses
det af tabel 7.7, at overveegtige personer med normal glukosetolerance har
et Sr-niveau midt imellem normalveegtige med normal glukosetolerance og
overvaegtige med nedsat glukosetolerance. Dette indikerer, at normalvaegtige
bedst formar at reagere pa ggninger af glukosekoncentrationen i blodet.

Denne komparative analyse af Bergmans minimalmodel i forhold til veegt-
grupperinger har vist, at vaegt har betydning for niveauet af de tidsuafhaen-
gige parametre.

7.9 Forskellige versioner af Bergmans minimal-
model

Jaevnfer kapitel 4 multipliceres der oprindeligt et ¢ pa udtrykket v(G(t) — h)
i ligningen for tilvaekst i insulinkoncentrationen i Bergmans minimalmodel
givet ved

dI(t)

— =G = W)+ Py(I(t) = Iy).

Diskussionen i afsnit 4.3 forte til, at dette ¢ blev udskiftet med et ¢(t).
Den foregiende analyse er udfgrt med en model, hvor ¢(t) = 1. I dette
afsnit preesenteres analyseresultater fra gennemkgrsler af algoritme 6.1 pa
en model, hvor ¢(t) er valgt ved

d(t) = 50(1 — exp (—t/50)).

Denne analyse foretages for at undersgge, om den oprindelige multiplika-
tion med ¢ har en betydning for estimationen af parametrene. Undersggel-
sen udfgres ved at sammenligne resultater fra en model, hvor ¢(t) = §(¢)
med resultater fra en model, hvor ¢(t) = 1. Resultaterne stammer fra gen-
nemkgrsler af algoritme 6.1 over IVGTT-resultaterne fra tyve personer med
normal glukosetolerance.
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Figur 7.15: Udglattede glukose- og insulinforlgb samt niveauet af aktiv in-
sulin efter maksimalt 50 iterationer for tyve personer med nor-
mal glukosetolerance. De fuldt optrukne linier er resultater fra
modellen med ¢(t) = ¢(t), mens de stiplede linier er fra modellen
med ¢(t) = 1.

Pa figur 7.15 ses gennemsnittet af de udglattede glukose- og insulinforlgb
samt niveauet af aktiv insulin for tyve NGT-personer. Pa figuren ses det, at
de to algoritmer har estimeret den latente proces med meget sma afvigelser
for de tre forlgb. Det er forventeligt, at kurverne for glukose og insulin er
estimeret naesten ens for de to modeller, da Kalmanfilteret for disse variables
tilfzelde har observationerne at estimere efter. Med hensyn til niveauet af
aktiv insulin kan der forventes en storre afvigelse mellem de to modeller. Det
ses dog, at dette kun i nogen grad har fundet sted. Der kan derfor ses en
indikation af, at observationerne har stgrre grad af indflydelse pa udseendet
af kurven for aktiv insulin, end valget af ¢(¢) har.

I tabel 7.8 praesenteres de estimerede tidsuathaengige parametre, der er givet
som gennemsnittet over de tyve personer.
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Parametre Maleenheder Model med Model med
q(t) = q(t) q) =1
—P;-10% | min~! 2.69 (1.07; 4.31) | 2.755 (1.50; 4.02)
—P-10% | min~! 5.189 (-31.6; 42.0) | 7.636 (-15.6; 30.9)
—Py-10%2 | min~! 3.71 (-2.09; 9.51) 3.50 (-1.3; 8.3)
Sy l/pmol - min~1 0.250 (0.08; 0.42) | 0.242 (0.07; 0.41)
h mmol /1 0.905 (-0.96; 2.77) | 1.410 (0.79; 2.03)
v G(t) : 107° -min=2 || 0.055 (-0.59; 0.50) | 0.509 (-0.67; 1.69)
1 :107°-min~ 1
Gnsn. antal
iterationer 39.3 (17.5; 61.1) 34.2 (10.2; 61.1)

Tabel 7.8: De estimererede parametre for 20 personer fra NGT-gruppen for
modellerne med henholdsvis ¢(t) = ¢(t) og ¢(t) = 1. I parenteser
angives 95% konfidensintervaller. Bemaerk at maleenheden for pa-
rameteren 7 ikke er den samme for de to modeller.

Da de tre ligninger i Bergmans minimalmodel er koblede, kan det forventes,
at en @ndring i en af ligningerne vil have indflydelse pa de andre ligninger.
I tabel 7.8 ses det dog, at algoritmen har estimeret parametrene fra lignin-
gerne for tilveekst i glukosekoncentrationen og aktiv insulin, det vil sige P,
P> og Sy, i naesten samme niveau. Heraf kan det udledes, at betydningen af
at satte ¢(t) = ¢(t) er begraenset i forhold til estimation af P, P» og S;.

Med hensyn til estimation af parametrene Py og h, som indgar i insulinlignin-
gen, er der heller ikke vaesentlig forskel mellem de to modeller. Parameteren
v har ikke samme maleenhed ved de to modeller, hvilket ggr de to estimater
vanskelige at sammenligne. Det er bemaerkelsesveerdigt, at konfidensinter-
vallerne for estimaterne af alle parametre ved anvendelse af modellen med
q(t) = ¢(t) er bredere end ved anvendelse af g(t) = 1. Iszer er konfidensin-
tervallet for estimatet af v meget bredt for modellen med ¢(t) = §¢(t). Ved
anvendelse af denne model er der saledes en vaesentlig stgrre spredning ved-
rgrende estimationen af parametrene end ved anvendelse af modellen, hvor

q(t) = 1.






Kapitel 8

Opsuminering

Udgangspunktet for dette speciale har vaeret at formulere en farmakokine-
tisk og -dynamisk model som en dynamisk lineser model. Bergmans mini-
malmodel beskriver data fra den intravengse glukosetolerance test og denne
er formuleret ved en dynamisk linezr model. I den latente proces i den
dynamiske linesere model indgar parametrene fra Bergmans minimalmodel.
Disse parametre siger noget om organismens evne til at producere og an-
vende insulin, der er med til at holde glukoseniveauet i blodet i balance.

Bergmans minimalmodel er en farmakokinetisk model, der er udviklet til at
beskrive sammenhaengen mellem insulin og glukose i organismen i forbin-
delse med den intravengse glukosetolerance test (IVGTT). Minimalmodel-
len, som blev udviklet i 1980’erne, er siden videreudviklet, og i en enkelt
artikel er der pavist et formelt problem i relation til modellen. Problemet
er, at niveauet af aktiv insulin i organismen i specielle tilfzelde gar imod
uendelig, nar tiden gar mod uendelig. Da det netop er en multiplikation
med ¢ i insulinligningen, der forarsager dette, har vi for at tage hgjde for
denne kritik valgt at benytte en variant af Bergmans minimalmodel, hvor ¢
i insulinligningen er udbyttet med en opadtil begraenset funktion ¢(¢).

Efter diskretisering og linearisering af ligningerne i Bergmans minimalmodel
er det muligt at opstille en gaussisk dynamisk lineser model, der inkluderer
sammenhangen mellem glukose og insulin. De ukendte parametre i lignin-
gerne antages konstante over tid. Ved at inkorporere parametrene i den
latente proces, der yderligere bestar af de observerbare variable glukose- og
insulinkoncentration samt den ikke observerbare variabel for aktiv insulin,
gives der mulighed for at estimere parametrene i forbindelse med estimation
af den latente proces. Ved opstillingen af modellen skal variansmatricerne
for henholdsvis systemstgj og observationsstgj bestemmes. I dette speciale
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bestemmes systemstgjen, der bestar af diskretiseringsfejl, lineariseringsfejl
samt stokastisk systemfejl, ved en udledning af lineariseringsfejlen samt ved
en pragmatisk fastsaettelse bestemt ud fra data. Ligeledes er variansmatricen
for observationsstgjen bestemt pa pragmatisk vis.

Ved hjelp af det itererede udvidede Kalmanfilter er det muligt at filtrere og
udglatte data. Hermed opnas estimater for den latente proces for henholdsvis
glukose- og insulinkoncentrationer i blodet i de 180 minutter, testen varer,
samt estimater for de parametre, der indgar i ligningerne i den modificerede
version af Bergmans minimalmodel.

Data fra den IVGTT analyseres ved anvendelse af programmel til R, som vi
har udviklet i forbindelse med dette speciale. Der har veeret fordele ved selv
at udvikle programmet til gennemkgrsel af det itererede udvidede Kalman-
filter. Vi har saledes haft mulighed for umiddelbart at foretage sendringer i
programmet.

Analysen har pavist, at det itererede udvidede Kalmanfilter kan anvendes
til beskrivelse af og estimation af parametrene i Bergmans minimalmodel.
Efter et antal iterationer af algoritmen foretager Kalmanfiltreringen og ud-
glatningen en tilfredsstillende estimation af den latente proces for glukose,
insulin og aktiv insulin. Estimationen af den latente proces opfylder det
valgte konvergenskriterie efter gennemsnitligt 35 iterationer.

Efter udfgrsel af algoritmen for alle forspgspersoner i datasattet viser en po-
pulationsvurdering af analyseresultaterne, at personerne med normal gluko-
setolerance (NGT) far elimineret glukosen ud af blodets plasma ned til en
basalkoncentration 30 til 40 minutter fgr personer med nedsat glukosetole-
rance (IGT). Yderligere viser det sig, at for personer med normal glukoseto-
lerance falder insulinkoncentrationen hurtigere fgr injektionen med tolbuta-
mid end for personer med nedsat glukosetolerance. Desuden haves samme
tendens som ved glukosekoncentrationen, at insulinkoncentrationen aftager
hurtigere for NGT-personer i forhold til IGT-personer. Med hensyn til det
aktive insulin i organismen, har populationsanalysen vist, at NGT-personer
pa et tidligere tidspunkt end den anden gruppe frigiver et hgjere niveau
af det aktive insulin. Yderligere er det pavist, at IGT-personerne har det
hgjeste niveau af aktiv insulin fra det 70. minut, hvor det tilsvarende var
ved det 50. minut for NGT-personerne. Dette stemmer overens med, at
IGT-gruppen til dette minut endnu ikke har naet en basalkoncentration af
glukose og derfor stadig har brug for insulin til at na dertil.

De estimerede parametre P; og Sy bekrafter denne analyse. Saledes har
gruppen af IGT-gruppen gennemsnitligt en absolut lavere rate for insuli-
nuathaengig glukoseelimination, P, end NGT-gruppen. Insulinsenfglsomhe-
den for IGT-gruppen er ogsa betydeligt lavere end for NGT-gruppen. Mens
IGT-personerne har et estimeret gennemsnitligt S;-niveau pa 0.13, er det
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for NGT-personerne estimeret til 0.28. De to estimater bekrafter saledes,
at IGT-personer ikke er i stand til at eliminere glukosen fra blodets plasma
i samme grad som NGT-personer. Ej heller responderer IGT-personerne i
samme omfang som NGT-personerne i fgrste fase af insulinsekretionen efter
glukoseinjektionen.

En kontrol af modellen udfert ved undersggelser af de standardiserede prae-
diktionsresidualer viser, at der er betydelige vanskeligheder ved den opstil-
lede model. Isaer viser det sig, at praediktion i forbindelse med insulinforlgbet
til bestemte tidspunkter ikke er udfert tilstraekkeligt acceptabelt. Dette kan
veere en indikation af, at modellen, hvor ¢(t) = 1, har vist sig ikke at have
tilstraekkelig hukommelse, eller at antagelsen om et velomrort fordelingsrum
ikke er opfyldt. Modelkontrollen indikerer desuden, at den pragmatiske fast-
sattelse af variansmatricerne V; og W, ikke er fordelagtig. De bor i stedet
estimeres ved maksimum likelihood estimation.

Pa baggrund af de estimerede parametre er der i specialet udfert en diskrimi-
nansanalyse. Denne viser, at en diskriminering med antagelse om forskellig
dispertionsmatrix giver det bedste resultat af allokeringer. Hvorvidt det er
bedst at diskriminere pa baggrund af alle de estimerede parametrene Py, Ps,
Py, St, h og 7y eller blot pa baggrund af Py, Sy og v er en vurderingssag, da
antallet af korrekte allokeringer er tilsvarende for de to metoder. Hvis for-
malet med diskrimineringen er at udpege de forsggspersoner, der har nedsat
glukosetolerance, kan det konkluderes, at metoden, hvor der vurderes ude-
lukkende pa baggrund af Py, S; og v, ma vaere den mest fordelagtige, da
36.4% her bliver allokeret korrekt til forskel fra 27.3% ved den anden metode.
Diskriminansanalysen viste endvidere, at der ikke er fordele ved at justere
begyndelsesestimaterne for de tidsuathaengige parametre, hvis varianserne
for disse mindskes samtidig.

Gennemfgrsel af en analyse, hvor de to grupper er klassificeret yderligere
efter Body Mass Indekset, viser, at i NGT-gruppen producerer personer
med BMI over 25 mere insulin end gruppen af normalvaegtige, mens det er
samme relative maengde glukose, der elimineres fra blodet. Desuden har det
vist sig, at overvaegtige med normal glukosetolerance har en lavere rate for
insulinuatheengig glukoseelimination end normalvaegtige med normal gluko-
setolerance.

Endelig sammenlignes de to modificerede versioner af Bergmans minimal-
model. Denne analyse viser, at det estimerede niveau af aktiv insulin, in-
sulinfplsomheden samt raten for den uathaengige glukoseelimination er til-
svarende for de to versioner af modellen. Derimod ses en betydelig effekt
pa estimationen af parameteren -y, hvilket skyldes, at parameteren ikke har
samme maleenhed. Det vil sige, resultater fra de to modeller generelt ikke
er sammenlignelige.






Kapitel 9
Diskussion

Dette kapitel er delt op i to afsnit, hvoraf det ene omhandler den anvendte
model, mens det andet omhandler oplagte muligheder for fremtidige analy-
ser.

9.1 Den anvendte model

Bergmans minimalmodel er designet til analyse af den intravengse gluko-
setolerance test foretaget over en periode af 180 minutter. Den oprindelige
udgave af modellen er designet til beskrivelse glukose- og insulinkinetikken
ved et forsgg, hvor forsggspersonerne ikke far injiceret tolbutamid efter tyve
minutter. Det ggr det muligt at bestemme fgrste og anden fase af insulinse-
kretionen, som er en konsekvens af forggelsen af glukosekoncentrationen. I
det neervaerende datasaet har hver person faet injiceret en dosis tolbutamid,
der gor, at anden fase af insulinsekretionen forstyrres. Dette sker, idet en
injektion af tolbutamid efterfplges af en monofasisk insulinsekretion. Det
vil sige, at lagrene i -cellerne tgmmes for insulin som en direkte reaktion,
(Nesher & Cerasi, 2002, side 56). Som konsekvens af dette er det ikke muligt
at bestemme fase to, som det var tiltaeenkt i den oprindelige model med en
beskrivelse af fase to ved produktet v-10*, (Bergman et al., 1981, side 1464).

For at indfgre tolbutamidinjektionen i modellen har vi opdelt tidsrackken i
tre perioder; fgr, ved og efter tolbutamidinjektion. Jeevnfer afsnit 7.6 viste
modelkontrollen, at der er et modelleringsproblem i forbindelse med minut-
terne umiddelbart efter glukose- og tolbutamidinjektionen. Som tidligere
naevnt kan dette dels skyldes en manglende hukommelse ved glukose- og
tolbutamidinjektionen. Det kan dels vaere en indikation af, at antagelsen om
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et velomrgrt fordelingsrum efter injektionerne ikke er opfyldt. Hvis det an-
tages, at der vil ga tre minutter fgr denne antagelse er opfyldt, kan modellen
justeres i forhold til dette. Denne justering udfgres ved at gge systemstgjen
i de tre minutter efter henholdsvis glukoseinjektionen og tolbutamidinjek-
tionen. Diagnostisk kontrol af denne model viser, jeevnfer figur 9.1, at der
ikke er signifikant stgrre praediktionsresidualer umiddelbart efter injektion
af glukose og tolbutamid end ved andre observationer. Vi har af tidsmeessige
arsager ikke udfgrt videre analyse pa denne tilpassede model.

Slukose Insulin

Resdur
0
Resillr

Figur 9.1: Plots af praediktionsresidualer plottet mod observationsnumme-
ret for halvdelen af NGT-gruppen. De stiplede linier angiver 95%
konfidensintervaller.

Vi har udfert to typer approksimationer pa differentialligningerne i Berg-
mans minimalmodel for at formulere denne som en dynamisk linesr model.
Ligningerne er diskretiseret, og her har vi valgt At = 1, idet dette er det
korteste tidsinterval i de ikke-akvidistante tidsraekker, der behandles her i
specialet. Et valg af At ved eksempelvis At = 1/2 vil give en bedre approk-
simation, men en langsommere algoritme. Grundet tidsmeessige arsaget er
dette ikke afprovet.

Efter diskretiseringen er ligningerne blevet lineariseret ved en fgrsteordens
Taylorudvikling. En bedre approksimation ville vaere opnaet ved at benytte
en andenordens Taylorudvikling. Dette korrigeres der delvist for ved at be-
stemme lineariseringsfejlen i systemligningen ud fra differensen mellem en
forsteordens og en andenordens Taylorudvikling af ligningerne og dernaest
inkludere den i systemstgjen.

I afsnit 7.5 papeges det faktum, at estimater for parametrene i Bergmans
minimalmodel bliver estimeret postive, selvom de pa forhand antages at
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vare negative og omvendt. En @ndring af programmet i denne henseende
ved anvendelse af sikkerhedsgraenser for estimaterne ville formentlig give
mere en stabil model.

I selve programmet har vi benyttet en meget pragmatisk tilgang til bestem-
melse af variansmatricerne V; og W;. En vaesentlig forbedring vil veere at
estimere disse ved maksimum likelihood estimation, hvilket modelkontrollen
har bekraftet. Dette har vi valgt ikke at ggre primeert af prioriterings- og
tidsmaessige arsager.

9.2 Fremtidige analyser

Betragtes histogrammet i figur 7.8 i afsnit 7.5 ses det, at enkelte estimater
for Sy for bade IGT- og NGT-gruppen er estimeret i et niveau omkring
0.02, mens de gvrige er estimeret i et niveau omkring 0.2. Det kunne veere
interessant at foretage en analyse af, om de forspgspersoner, der har givet
anledning til disse lave estimater, pa nogen made adskiller sig fra de gvrige
forspgspersoner i de respektive grupper. Hvis der saledes er rimelig grund til
at antage, at enkelte forsggspersoner skiller sig ud fra populationen, kan der
eventuelt ses bort fra disse, hvorved en diskriminansanalyse kan formodes
at allokere mere tilfredsstillende end det er tilfaeldet i afsnit 7.7.

Bergmans minimalmodel har faet kritik for ikke at veere troveerdig, idet
X (t) = oo for t — o0, jeevnfer Arino & Gaetano (2000). Denne problema-
tik er behandlet i kapitel 4. Arino og Gaetano opstiller en alternativ model,
som undlader introduktion af det afsides insulinkompartment, og som intro-
ducerer en begranset og individathsengig hukommelse i ligningen for insulin
i stedet for tidsfaktoren ¢, der multipliceres pa ligningen i Bergmans mini-
malmodel, (Arino & Gaetano, 2000, side 141). En komparativ analyse af
denne model og den modificerede version af Bergmans minimalmodel kan
benyttes til vurdering af gyldigheden af modellen i et andet perspektiv.

Datasaettet, der behandles i dette speciale, indeholder observationer pa C-
peptid. I Breda et al. (2002) og Kjems et al. (2001) opstilles kompartment-
modeller med udgangspunkt i C-peptid i stedet for insulin til modellering af
insulinsekretion for henholdsvis den OGTT og den IVGTT. Det kunne der-
for veere interessant at afprgve disse modeller pa datasaettet. Vi har dog ikke
kendskab til en ligning for den OGTT til beskrivelse af glukoseabsorption
fra tarmveeg til blodet. Et andet kritisk aspekt ved analyse af den OGTT er,
at tidsraekkerne for den OGTT blot indeholder 15 observationer fordelt over
240 minutter efter oral indtagelse af glukose. Dette er relativt fa observatio-
ner sammenlignet med antallet af parameter, der skal estimeres, hvilket vil
medfgre stor usikkerhed i forbindelse med parameterestimationen.
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Appendiks A

Estimationsmetoder

I dette appendiks introduceres nogle grundleggende koncepter inden for
bayesiansk statistik, der er preesenteret i West & Harrison (1997). Desuden
praesenteres maksimum likelihood estimation af ukendte variansparametre i
den dynamiske linezere model. Dette afsnit er baseret pa Durbin & Koopman
(2001).

A.1 Bayesiansk inferens

Kalmanfilteret i afsnit 5.2 er udviklet ved anvendelse af argumenter fra
teorien om bayesiansk inferens eller bayesian learning, som det ogsa kaldes.

Fundamentet for estimation er observerede data y, som fglger en i forvejen
kendt fordeling med ukendte parametre bestaende af elementerne i 6.

Ved klassisk statistik estimeres de ukendte parametre oftest ved anvendelse
af likelihoodfunktionen f(y|@), hvor elementerne i 8 anses som faste ukendte
stgrrelser. Ved bayesiansk statistik anses de ukendte parametre til forskel
herfra som stokastiske variable.

Inden anvendelse af observationer skal der ved bayesiansk inferens bestem-
mes en forventet fordeling af 8, det vil sige en a priorifordeling af 8. Denne
fordeling repraesenterer statistikerens subjektive viden eller usikkerhed ved-
rgrende parameteren. Denne viden kan eventuelt vaere opnaet gennem tidli-
gere analyser eller forsgg. Efter data er observeret, er det muligt at foretage
inferens pa fordelingen af (8|y), hvorved a posteriorifordelingen af € opnas.

Ifplge Bayes satning kan a posteriorifordelingen bestemmes ved en kombi-
nation af de oplysninger, som a priorifordelingen af @ samt data kan give
om 6. Bayes satning er givet i fglgende satning.
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112 A. Estimationsmetoder

Saetning A.1
Lad y og 0 veere stokastiske variable, da gaelder det, at
f(y|9)f(0)
Oly) = —F—"——.
f(6ly) )

Da teetheden f(y) er konstant i forhold til (0|y) kan Bayes s®tning ogsa
skrives pa formen

f(Bly) o f(y|0)£(0),
hvilket vil sige, at

a posteriori o< observeret likelihood - a priori.

I det tilfeelde, at data er en observeret tidsraekke y,,...,yy, er bayesiansk
inferens nyttig ved estimering af ukendte parametre, da @; kan estimeres si-
delpbende med, at observationerne y, bliver kendte. Estimation af paramete-
ren 0 forudsaetter en bestemmelse af a priorifordelingen af (0¢|y,,...,y; 1)
samt likelihoodfunktionen f(y,|0;). A priorifordelingen til tid ¢ udledes af a
posteriorfordelingen af 8;_;, og likelihoodfunktionen for (y,|€;) kan bestem-
mes, sa snart y, er blevet observeret. Herved haves a posteriorifordelingen
for 6; ved

FOlyrs - y) < f(Y|0) F(Oclyy, - Y1)

Herefter benyttes denne til udledning af a posteriorifordelingen for 6;,1,
efter at der er foretaget observation af y,,,. Det bgr bemerkes, at denne
struktur ved bayesiansk learning i forbindelse med tidsrackker forudsaetter
en begyndelsesinformation, der angiver en fordeling af 6.

A.2 Estimation af variansparametre

I afsnit 6.2.1 blev variansmatricerne V; og W, vurderet dels med udgangs-
punkt i de observationer, der blev foretaget for injektion af glukose, dels ved
vurdering af lineariseringsfejlen. I dette afsnit vil metoden til at estimere va-
riansmatricerne ved maksimum likelihood estimation blive prasenteret. De
spgte parametre, det vil sige indgangene i V; og W sattes lig ¥.

Ved at benytte fundamentalsatningen kan den simultane tathed opskrives
ved:

Fyr,- oy = Flyy =) Fyt=Y),
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fort =2,...,N, hvor y* Y =y,,...,y,_,. Bemeerk at hver faktor i dette
produkt kan afhange af parametrene i ¥. Ved at benytte ovenstaende kan
den simultane fordeling for hele observationsprocessen og likelihoodfordelin-
gen bestemmes ved:

L(®) = f(y|®) = Hf yly" Y, ),

hvor f(y,|y,) = f(y,)- Dette giver fplgende loglikelihoodfunktion
[(¥) = In(f(y|®)) Zln (y,ly'=", ®)). (A1)

Fra Kalmanfilteret vides det, at (y,|y*~V) ~ N,[f,,Q,], og e: =y, — f4,
hvor det antages, at f; og Q; er kendte. Det vil sige for enhver veerdi af
W kan fq,...,fn 08 Qq,-..,Qy beregnes, idet fglgende relation haves fra
Kalmanfilteret:

Qt = F?RtFt + Vt = FtT (GtCt_thT + Wt) Ft + Vt.

Herved fremkommer funktionsvaerdien af f(y,|y!*=")) som vardien af nor-
malfordelingsteetheden med parametre f, og Q,. Indsaettes dette i ligning
(A1) fas

Zln<2ﬂ ;R e (< - 1@ - 1)) )

N
:——Nln 21) Z (In(|Q,) + el Q; "e:) .
=1

Da stgrrelserne e; og Q, beregnes lgbende i Kalmanfilteret, kan {(¥) umid-
delbart bestemmes. Variansmatricerne V; og W, kan nu estimeres ved at
maksimere [(¥) med hensyn til W, og V.






Appendiks B

Diagnostisk kontrol

I dette afsnit indfgres metoder til at udfgre kontrol af den model, der benyt-
tes ved Kalmanfiltrering og udglatning af data. Modelkontrol for dynamiske
linezre modeller kan udfgres ved at betragte forskellige typer af residualer,
eksempelvis praediktionsresidualer eller residualer mellem det udglattede ni-
veau og observationer. I tilfaelde af, at den dynamiske linezere model er mo-
delleret pa passende vis, er der en raekke egenskaber ved residualerne, det er
muligt at foretage kontrol af. Residualerne kan i denne sammenhaeng blandt
andet benyttes til at undersgge, hvorvidt de anvendte variansmatricer for
observationsstgj og systemstgj er valgt passende. Dette appendiks fokuserer
pa pradiktionsresidualer, og er baseret pa Durbin & Koopman (2001) og
Diggle (1990).

B.1 Residualer

Ved Kalmanfiltrering af to-dimensionelle data bestemmes en et-trinspraedik-
tion for (y,|D;_1). Denne et-trinspraediktion har fordelingen:

(Ye|De—1) ~ Na[f, Q4]

hvilket medfgrer, at preediktionsresidualerne er fordelt ved

re = (y, — f1) ~ N2[0, Q).

Disse residualer relaterer til henholdsvis glukose og insulin, og en mulighed
er at foretage modelkontrol af disse residualer.
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Variansmatricen @, har formen

_( Var(r}) Cov (r},r?) T 1
Q= ((Cov (ri,r}) Var (r}) for = (ry, i),

hvormed det ikke umiddelbart kan antages, at de to residualer i r; er ukor-
relerede. En metode til at fjerne denne korrelation er at transformere dem
ved:

ri=(U{) " 'ry, forQ, =U/U,,

hvor U, udledes ved Cholesky-dekomposition, jeevnfgr appendiks D.2. Her-
ved opnas en variant af de standardiserede residualer. Det fglger af ovensta-
ende, at de standardiserede residualer er fordelt ved

ri = (U]) "y, — f1) ~ N[0, 1], (B.1)

idet (UNH1QU;* = U})"'UlUU;* =I..
Modelkontrollen udfgres herefter pa de standardiserede residualer r;.

B.2 Kontrol af variansmatricer

En metode til at kontrollere, om f, og Q, og dermed observationsstgjen
V' og variansen pa systemfejlen W, er estimeret tilfredsstillende, er ved at
betragte r3.

Dersom den empiriske varians af residualerne for glukose og insulin er sig-
nifikant forskellig fra I, ma Q, sandsyligvis veere fejlestimeret. En for hgj
varians af de standardiserede residualer vil indikere, at Q, er for lav og
omvendt, hvis variansen er for lav, jevnfer ligning (B.1). Felgende relation
haves fra Kalmanfilteret:

Q,=F.RF! +V,=F(GCi1G! + W)F +V,.

Da V; og systemfejlen repraesenteret i W, saledes udggr de bidrag til Q,, der
er estimeret forud for filtrering, mé en empirisk varians af residualerne for
henholdsvis glukose eller insulin stgrre end et indikere, at varianserne i for-
hold til glukose eller insulin, er underestimeret. Omvendt kan det forventes,
at varianserne er overestimeret, hvis den empiriske varians af residualerne
er under et.

Det kan desuden undersgges, om residualerne er standardnormalfordelte ved
hjelp af et fraktilplot. Viser et sadant plot, at residualerne tilsyneladnede
er standardnormalfordelte, indikerer dette, at V'; og W er valgt passende.
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B.3 Kontrol af praediktion

Det er muligt at kontrollere hvor preecist, der praedikteres, ved at plotte
de standardiserede residualer som en funktion af tiden. Hvis et sadant plot
viser, at residualerne ligger inden for et 95% konfidensinterval, indikerer
dette, at pradiktionen er foretaget tilfredsstillende, hvilket er illustreret
pa figur B.1. Det ses af figuren, at enkelte residualer er placeret udenfor
konfidensintervallet, hvilket méa forventes ved et 95% konfidensinterval.

Residualer
0
Il

Tid

Figur B.1: Plot af standardiserede residualer fra Kalmanfiltrering udfgrt pa
simuleret data fra en DLM. De punkterede linier udgger 95% kon-
findensinterval.

Et tilsvarende kontrolplot kan laves for hele stikprovepopulationen ved et
boxplot af de standardiserede residualer mod tiden.

Det er desuden ngdvendigt at sikre sig, at de standardiserede residualers
stgrrelse ikke er bestemt af de pagaldende praediktioners niveau. En metode
til at foretage kontrol af dette er at plotte de standardiserede residualer r§
mod et-trinspraediktionerne f,. Viser et sadant plot en sky af punkter, som
illustreret til venstre pa figur B.2, kan der ikke siges at veere korrelation
mellem 7{ og f,. Hvis i stedet punkterne har form som en trompet, som det
ses til hgjre pa figur B.2, indikerer dette, at hvis der praedikteres i et hgjt
niveau, praedikteres der tilsvarende mere forkert.
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Residualer
[}

Residualer
0

-2 o 2 4 6 2 a4 6 8 10
Praediktioner Praediktioner

Figur B.2: Illustrationer af korrelation mellem de standardiserede residualer
r{ og praediktioner f,.

Trompetformen i figur B.2 kunne principielt vende anderledes og vise en
tendens til, at lave praediktionsniveauer kunne associeres med store praedik-
tionsfejl.

Den grafiske kontrol af korrelation mellem residualer og preediktioner kan
anvendes pa hele stikprgvepopulationen, hvilket vil vise en tydeligere ten-
dens end blot kontrol for et enkelt objekt fra stikproven.

B.4 Kontrol af seriel uathaengighed

Dersom modellen for den observerede tidsrakke er valgt tilfredsstillende
inden Kalmanfiltrering, giver fglgende satning, at praediktionsresidualerne
y; — f, er indbyrdes uafhaengige for alle ¢.

Saetning B.1

Lad y, for t = 1,...,N veere en d-dimensionel tidsreekke, der opfylder
observationsligningen for en multivariat DLM. Lad desuden f, veere et-
trinspreediktionen for y, bestemt ved Kalmanfiltrering og lad det galde for
praediktionsfejlen, at ry =y, — f; ~ N4[0, Q,].

Da gelder det, at praediktionsfejlene ry for t = 1,..., N er indbyrdes uaf-
haengige.
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Bevis:
Det bevises forst, at r; 1L y*~Y hvor y*~Y = y,,...,y, ;. Ifslge setning
D.3(ii) geelder det, at

fo=E[uly")

=E[y,] + Cov (ytay(til)) Var (y(tfl))_l (y(tfl) _E [ytfl]) _

Dette resultat anvendes til udledning af kovariansen mellem r; og y?~!.

Cov (rtay(til)) = Cov (yt - ft:y(til))
=C — Cov (E[yt] + CV—l(y(t—l) _E [yt_l]), y(t—l))

—C_CV 'Cov (y(tfl) ) [ytfl] 7y(t71))
= 07

hvor C = Cov (y,,y*™V), og V = Var (y*~Y).
Danur: U yq,...,y,_ for allet =1,...,N, og da et-trinspraediktionen
f: er en linearkombination af y,,...,y,_; haves det, at

re L ry,...,7p 1 fort=1,...,N.

Da y, desuden er uathangig af alle fremtidige observationer, er alle praedik-
tionsfejl indbyrdes uathangige. d

Af saetning B.1 fplger det, at de standardiserede residualer givet i (B.1) ogsa
er indbyrdes uathangige for alle tidspunkter.

En metode til at kontrollere, om de beregnede residualer efter Kalmanfiltre-
ring er indbyrdes uafhsengige, er anvendelse af et korrelogram beregnet ud
fra residualerne. Et korrelogram er en grafisk reprasentation af estimatet
for autokorrelationsfunktionen

_ Cov (Yesk, 1)

= for all Z.
py (k) Var (1) or alle k €

Autokorrelationsfunktionen angiver for enhver veerdi af lag k et mal for
den linexre athaengighed mellem et par af stokastiske variable y; og yiir.
Estimatet for p, (k) er givet ved
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N
. 1 _ _
hvor ¥(k) =+ > e =) w—r — 1),
t=k+1

og hvor = (i) /N.

Ifplge Diggle (1990) geelder det for en tidsreekke af indbyrdes uathengige
stokastiske variable og for store IV, at estimatet for autokorrelationen er
approksimativt normalfordelt ved

p(k) ~NIJ0,1/N] forh=1,2,....

Hvis p(k) er teet pa nul, er den serielle athengighed mellem y; og y;1y lille
for lag k. Dette gaelder for tidsraekken, hvis korrelogram er givet til venstre
i figur B.3. Den pagaldende simulerede tidsraekke har uathaengige variable,
hvilket korrelogrammet viser, da alle lag stgrre end nul har et estimat for au-
tokorrelationsfunktionen, der ligger inden for konfidensintervallet 42/+/50.
Hvis i stedet korrelogrammet viser, at p(k) er taet pa en eller minus en, er
athaengigheden stor for lag k. Dette er illustreret i figur B.3, hvor det hgjre
korrelogram er estimeret pa baggrund af en simuleret random walk. Det ses,
at for sma k er athaengigheden mellem de stokastiske variable i tidsrakken
meget stor, og at den aftager i takt med, at k bliver stgrre. Dette bekraefter
den serielle afhaengighed i en random walk, hvis stokastiske variable y; er

uafheengige af de foregaende variable y1,...,y:—2 givet ys_1.
= =
[s=] ©
(=) o
© ©
o (=)
S o=
x =3
_ ;i
o o
=) ‘ L ‘ | | =) ‘ ‘ ‘ [ 1.
T
3 S
o 5 10 15 (o] 5 10 15
k Kk

Figur B.3: Korrelogrammer af henholdsvis hvid stgj og en random walk. De
punkterede linier angiver konfidensintervallerne +2//50.

Med korrelogrammer haves saledes en grafisk metode til kontrol af, hvorvidt
de beregnede praediktionsresidualer er serielt korrelerede eller ej.
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I det tilfeelde, at observationstidspunkterne ikke er sekvidistante, kan et
variogram anvendes til afslgring af seriel afhaengighed mellem praediktions-
residualerne.

For en stationaer stokastisk proces y(t) geelder det, at fordelingen af y(t) —
y(t — k) ikke atheenger af ¢, (Diggle, 1990, side 44). Variogrammet V (k) er
da defineret ved

V(E) = ZE (1) ~ y(t —B))] = 5(O0)(1 — p(k)),

hvor (k) og p(k) er henholdsvis autokovariansfunktionen og autokorrela-
tionsfunktionen for y(t). Da V(k) kun er athaengig af tidsforskellen &, kan
dette resultat anvendes ved estimation af p(k).

Estimatet for V(k) er bestemt ved

1 1
v = E(y(t,) —y(t;))? for alle En(n — 1) par af k;; =t; — t;. (B.2)

Oftest vil der veere et antal k;;’er, der optreeder mere end en gang, og esti-
matet for V (k) bestemmes i dette tilfzelde ved middelveerdien o(k) af de
pagaeldende v;;’er. Den grafiske repreesentation af variogrammet fas ved at
plotte v(k) mod k, og det kaldes det empiriske variogram.

Hvis y; er en stationar proces vil autokorrelationen for store £ ga mod nul.
Dette medferer, at v(k) vil svinge omkring en konstant veerdi. Graensevaer-
dien for 5(k) er da bestemt af estimatet for variansen vs, = 4(0), hvorved
et estimat af p(k) er givet ved

pk) = 1= oK) /vso.

Hvis 9(k) ikke placerer sig i et fast niveau inden for de mulige veerdier af k,
kan det veere tegn pa, at den underliggende proces ikke er stationaer.
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Vvariogram, hvid stoj variogram. random walk

)
W

Figur B.4: Grafisk repraesentation af det empiriske variogram for henholds-
vis simuleret hvid stgj med varians lig med 1 og en random walk,
begge observeret til ikke-aekvidistante tidspunkter. Den stiplede
linie i det venstre variogram illustrerer den empiriske varians af
de simulerede observationer, mens den stiplede linie i variogram-
met til hgjre angiver linien V (k) = ko?/2.

I figur B.4 ses empiriske variogrammer for hvid stgj og en random walk,
der begge er observeret til ikke-aekvidistante tidspunkter. Det ses, at vario-
grammet for hvid stg] placerer sigi et niveau omkring den empiriske varians,
hvilket stemmer overens med, at observationerne i en hvid stgj er indbyrdes
uafhaengige. Til forskel herfra ses, at variogrammet for en random walk ikke
stabiliseres ved et konstant niveau for store k. Dette skyldes, at en random
walk ikke er en stationeer tidsraekke. For y; = y;—1 + &4, hvor g, ~ N[0, 0?],
0g €5, £¢ er indbyrdes uafhaengige for s # t, fas det, at

V(k)=-E [(yt - ytfk)z] = %E [(& +- 4+ 6t—k+1)2]

1
= EVar(st + - +€t7k+1) = k02/2.

Da residualerne i tilfeelde af en korrekt valgt model kan antages at veere
uaftheengige, kan den underliggende proces for residualerne antages at veere
stationzer. Med korrelogrammet og variogrammet haves derfor metoder til
kontrol af uafhaengige residualer.
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Det er muligt at udvide variogrammet til flere personer. Dette ggres ved
forst at bestemme v;; for de absolutte tidsforskelle i hver af de tidsraekker,
der betragtes. Derneest samles v;; for alle tidsreekkerne, og estimatet for
V(k), som er givet i (B.2), beregnes.






Appendiks C

Diskriminansanalyse

I dataanalysen benyttes diskriminansanalyse ved flere tilfeelde. Hensigten
med dette afsnit er at gennemgé teorien bag diskriminansanalyse. Afsnittet
er baseret pa Seber (1984), kapitel 6.

Lad en population P veere givet, da kan P betragtes som p grupper, der er
hinanden udelukkende, det vil sige, at for grupper G;, da er

P = UleGi.

Antag, at et objekt o fra P kendes, uden at det vides, hvilken gruppe ob-
jektet o tilhgrer. Hensigten med diskriminansanalyse er pa baggrund af d
malte karakteristikker @ associeret med objektet at kunne tildele objektet
til en af de p grupper G;.

Det gnskes at foretage diskrimineringen af objekter pa en optimal made, det
vil sige, at minimere antal af fejlklassificeringer af objekter.

I det fplgende vil en allokeringsregel for objekter blive udviklet i det tilfaelde,
hvor P kan antages at vaere opdelt i to grupper, og hvor fordelingen af x
antages at veere kendt.

Antag, at m = P(0; € G1) og ma = P(0; € G2) =1 — 7.

Lad f;(x) veere teethedsfunktionen af @, dersom @ er associeret til et objekt,
der tilhgrer G, for i € {1,2}.

Betragt folgende allokeringsregel for et identificeret objekt fra P med ka-
rakteristik x:

Tildel objekt o til G;, hvis x € R;,

hvor der gaelder om udfaldsrummene, at Ry N Ry = (), og R U Ry = R, som
er lig hele stikprgven for P.
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To fejl kan nu begas ved tildeling af et objekt til en gruppe, disse er:

(i) Objektet o tildeles G2, nar o faktisk tilhgrer Gy.

(ii) Objektet o tildeles Gy, nar o faktisk tilhgrer Gs.
Sandsynligheden for at bega en af disse fejl er henholdsvis
P(21) = fi(x)de og P(1)2) = fo(x) de.
R2 Rl
Derved bliver den samlede sandsynlighed for fejlklassificering af et objekt
o€ P:

P(R, f) = P(fejltildeling af o)

2
=) P(tildel o til Gilo € G;)P(o € G;) for j € {1,2},j # i
i=1

= P(1|2)m + P(2|1)my,

hvor R" = (Ry, Ry) og f' = (f1, f2)-
Til senere anvendelse introduceres fglgende lemma.

Lemma C.1
Integralet le g(x) dx er minimeret med hensyn til Ry, nar Ry = Ro1, hvor

Ry = {(17|g(€17) < 0}

Bevis:
Lad Roz = {z|g(x) > 0} og bemerk, at Ry kan skrives som R; = (R N
R01) U (R1 n Rog).

/g(a:)da::/ g(a:)da:+/ g(z)dx
R RiNRo1 Ri1\R1NRo1

> / g(x) dw
RiNRo1
- [ @)tz - [ g@)da
Ro1 Ro1\R1NRo1
> / g(x) de.
Ro1

Af ovenstéende haves, at min (le g(x) da:) = Jg,, 9(x) dz. O
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Den totale sandsynlighed for fejlklassificering P(R, f) skal nu minimeres.
P(R, f)=P(2[1)m + P(1|2)m

=T fl(a:) d$+ﬂ'2 fQ((IT) dx
R2 Rl
:m</ﬁ@Mm— ﬁ@mﬁ+42 (@) dz (C1)
R Ry Ry
=m (1 - fi(z) dw) + mo f2(x) dz
Rl Rl

=7 + /Rl (7T2f2($) — wlfl(w)) dz. (02)

Af lemma C.1 er P(R, f) minimeret, nar R; = Ry, det vil sige, for g(x)
lig integranten i ligning (C.2), fas det, at

Ry = {:17|7T2f2(:17) — 7T1f1((17) < 0}
:{$ fi(e) 5 T2 }

f2(z) 7T_1
Hermed haves allokeringsreglen:

Tildel objekt o til G, hvis $42} > =2

hvor x er karakteristikvektoren associeret med o, ellers tildeles o til G.

Eksempel 5
Lad f;(x) veere tathedsfunktion for @, hvor © ~ Ny[p;, ;] for i € {1,2}.
Antag desuden, at 31 = 3y = X, det vil sige, at

i) = (m) (| ey (5@ - )R @ - ).

Da kan den optimale klassificeringsregel baseret pd fi(x)/f2(x) > m2/m
udledes.

;:Ez; =exp <—%(a} - Hl)TE—l(a; — ) + %(a: _ Mz)TZ_l(a} _ Hz))

_ 1 _
= exp <(u1 — ) 'S e = Sy — ) 2T (g + uz)>

1
= exp <>\Tw = 5A (o + uz)> ,

hvor A = 7 (g — ).
Lad nu diskriminansfunktionen D(x) veere givet ved D(x) = In (f1(x)/ f2(x)).
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Da fas ved indsettelse i den ovenfor udledte allokeringsregel falgende allo-
keringsregel for to normalfordelte grupper med ens dispertionsmatrix:

Tildel o til Gy, hvis

D(z) =In (ﬁg;) =g — %AT(MI + py) > In (Z-j) .

Diskriminansfunktionen D(x) = In (72 /m) definerer det hyperplan, der se-
parerer de to grupper.

Der er i eksempel 5 udledt en diskriminansfunktion til diskriminering af
objekter fra en population, der kan antages at veere delt i to grupper, som kan
antages at veere normalfordelte med ens dispertionsmatrix. I det fglgende
eksempel vil to grupper ligeledes blive betragtet, men her betragtes det
tilfaelde, hvor dispertionsmatricerne ikke kan antages at vaere ens.

Eksempel 6

Lad f;(x) veere taethedsfunktion for @, hvor @ ~ Ny[u,;, 3;] for i € {1,2},
og hvor 21 ;é 22.

Lad diskriminansfunktionen Q(x) vere givet ved Q(x) = In (f1(x)/ f2(x)),
da haves

Q(x) = (In(fi(z)/ f2(x)))

1 1 1 _
=3 (|22|/|21|)_§(5E Nl)Tzl (w—u1)+§(m—u2)T§)2l(w—u2)
S K- LaT(5 - B e+ 2T (S, - Byt ),

2

hvor

1 1
K = 5 (In(|22]) - In(|Z4])) - —u1 137+

Plae 2;1H2-

Allokeringsreglen bliver herved:
Tildel o til Gy, hvis Q(x) > In (72 /7).
Af de to udledte diskriminansfunktioner ses det, at D(x), der relaterer til

3, = ¥, er linexr, mens Q(x), der relaterer til 3; # 3., er kvadratisk.
De to diskriminansfunktioner er eksemplificeret i figur C.1.
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Figur C.1: Illustration af hvorledes den lineare henholdsvis den kvadratiske
diskriminansfunktion adskiller to meengder af objekter tilhgrende
hver sin gruppe.






Appendiks D

Diverse

I dette appendiks praesenteres den multivariate normalfordeling samt nogle
resultater i forbindelse med denne fordeling, som er anvendt i dette spe-
ciale. Denne del er baseret pa Seber (1984) og West & Harrison (1997).
Cholesky-dekomposition som metode til at invertere en matrix beskrives,
idet denne metode blandt andet anvendes i programmeringen af algoritme
6.1, der benyttes ved dataanalysen i dette speciale. Beskrivelsen af Cholesky-
dekomposition er baseret pa Healy (1986). Endelig gives der enkelte diverse
resultater.

D.1 Normalfordelingsteori
Definition D.1 (Den multivariate normalfordeling)
Lad y" = (y1,y2,-..,yn) veere en n-dimensionel stokastisk vektor. Da siges

y at veere multivariat normalfordelt med middelveerdivektor p og disper-
tionsmatrix X, hvis y’s taethedsfunktion er givet ved

fly) = 2m) 2|87 2 exp (—%(y — )" (y - u));

hvor ¥ forudsattes at vaere positiv definit.
Dersom y er multivariat normalfordelt, skrives dette y ~ N,[u, X]. o

131



132 D. Diverse

Saetning D.2
Lad y veere en n-dimensionel stokastisk vektor.
Da gzelder, at y ~ Ny [, X], hvis og kun hvis f(y) opfylder folgende

1 o, -
fy) ocexp (—ayTE ly+y's 1u>-

Bevis:
Antag, at y ~ Ny, [p, X], da haves jeevnfor definition D.1, at

_ _ 1 _
fly) =272 B[7 2 exp <—§(y —w)'E (y - u))
1 _ _ _ _
= k; exp <—§ (TR TS TED YRy TRy TR YRy TR VA > 1y))
1
= ko exp <—§yT§)1y + yT21u> .
Idet ky = (2m) /2|22 exp (—2pTE " 1), er den ene implikation vist.
Antag nu, at f(y) = kexp (—1y7S 'y + yT= " 1) er teethedsfunktion for
y, hvor X er positiv definit.

Betragt h(x), som antages at veere taethedsfunktion for @, hvor & ~ N, [, 2],
da haves h(x) = Cexp (—%wTEAw + wTﬁflu). Endvidere haves det, at

o0 o0 1 B B
/ f(y)dyzk/ exp <—§yTE 'ly+y’'s 1u>dy

1 k
=k —h(y)dy = —. D.1
T (y)dy = & (D.1)
Af (D.1) haves det, at ffooo flyydy = 1 for k = C, og dermed er y ~
Nolp, 2. O
Saetning D.3

Antag, at y ~ N[, 2] og lad

(1) (1) DTS Y
_ (Y _ (M~ _ 11 2412
v= <y(2)> S <N(2)> samt % = (Em E22> ’
hvor y®) og u® er (d; x 1)-vektorer, og 3;; er (d; x dj)-matricer for i,j €

{1,2} med d; + dy = n.
Da gaelder fglgende:
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(i) Hvis C er en (¢ x n)-matrix med fuld rang, da er

Cy ~ N,[Cu,CEC!].

(ii) Den betingede fordeling af y® givet y") er givet ved

WPy ~ Ny, [1? + B B (D — pV), 899.4],
hvor 222.1 = 222 - 2212;11212'

Saetning D.3 fgres uden bevis, (Seber, 1984, side 18-19).

Seetning D.4

Antag at de tre stokastiske vektorer ¢, ¥ og 0 er simultant normalfordelte.
Lad ¢ 1L 0 givet ¢, og lad Ay, Apg 08 Aye veere givet ved henholdsvis
Y =Ayopter, o= A0 +ex 08 = Ay + €3, hvor €; ~ N[0, X,,]
for i € {1,2,3}, og hvor €1,e5 og €3 er indbyrdes uathaengige. Da er

@ Ky, X, E«JA% Aoy
’l/J NN [l/w y AWEQ Ew Ad,gzg y (DQ)
6 1o TyAL, ZpAl, 2y
hvor
A¢9:A¢'LPALP9'
o
Bevis:

Da vy = Ay, +e€1, geelder det, at €1 og ¢ er indbyrdes uafhaengige, og det
fas, at

Cov (3, 9) = Cov (Aupp +1,9) = Ay, B, (D.3)

De gvrige indgange i dispertionsmatricen i (D.2) udledes pa tilsvarende vis.
Lad 77 = (47, 0"). Fra satning D.3(ii) haves det, at
D[w; 0|<P] = D[¢7 0] — Cov (T7 QO) Var (‘P)71 Cov ((pa T)

_ < y Aw929> <Aww2¢AT¢ AwwAwEo)
= - p < :
oA ) ToAL AL, TeALyE 'A%
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Hermed er Cov (¢, 0|p) = AyeXs — Ay, Aye3g. Da 1 1L 0 givet ¢ haves
det, at

0=(Ayp — AypAys) Xy,

hvormed Ayp = Ay, Apg, da Xy er positiv definit. O

Korollar D.5

Antag, at 0; for i = 1,...,n er normalfordelte stokastiske vektorer, for
hvilke det geelder, at 0; er betinget uafheengig af 0, givet 0, ; for alle ¢
ogl<j<k<n.

Lad det desuden gealde for A;;+1, at 8; = A; ;11041 +€;. Da er

n—1

A, = H At

i=1

for 01 = A1,n0n +e1.

D.2 Cholesky-dekomposition

Cholesky-dekomposition giver en metode, som kan benyttes til at invertere
en matrix.

Lad A vaere en (n x n)-matrix og lad A vaere positiv definit. Da kan en gvre
trianguleer matrix U, hvorom det geelder, at

A=U"v,

bestemmes pa entydig vis.
Af ovenstaende relation haves fglgende sammenhaeng:

(sojle i af U) x (sgjle j af U) = ay;. (D.4)
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Ved at benytte relation (D.4) kan indgangene i U bestemmes, idet

2 __
Uy =an
U1uU12 = 12

U11U13 = 13

U12U11 = a21
2 2 _
Ulp + Uy = G22

U12U13 + U22U23 = A23

2 2 2 _
Uyg + Uo3 + Ugz3 = ass,

og sa fremdeles. Som det fremgar af ovenstaende udledning, tilfgjes der blot
en ubekendt til hver ligning i forhold til de netop udledte. Det vil sige, alle
indgange i U kan bestemmes entydigt.

En statistisk anvendelse af kvadratrods-matricen U fremkommer, hvis A
antages at vaere dispertionsmatricen for den stokastiske vektor y. Udferes
fplgende transformation x = (UT)*ly, da er dispertionsmatricen for x givet
ved

Var (z) = (UT)'UTUU =1, hvor UTU = A.
Det vil sige, ved ovenstaende transformation opnas en stokastisk vektor x
med indbyrdes uafhzengige indgange.

Endvidere er det saledes, at kvadratet af diagonalindgangene i U bestar
af de betingede varianser. Det vil sige, at for A = Var (y), hvor y? =
(y1,Y2,---,Yn), gelder der, at

u%l = Var (y1), u§2 = Var (y2|y1) ,- .-, ufm = Var (Yn|y1,. -, Yn—1) -

Ovenstaende relation ses, idet der ved benyttelse af setning D.3(ii) fas, at

Var (y2]y1) = Var (y2) = Cov (y2,41) Var (31) ™" Cov (y1,42)
=a22 — a%z/all = a22 — U%g
= u§27
hvor relationen a?,/a;; = u?, haves fra udledningen af U. Pa tilsvarende
vis kan det udledes for u2,, = Var (y,|y1, -, Yn—1)-

Cholesky-dekomposition kan med fordel benyttes til at invertere dispertions-
matricer i computerprogrammel, da det er en numerisk praecis metode. Ved
udledning af dispertionsmatricer som @ og R i Kalmanfiltret, kan der fo-
rekomme afrundingsfejl, der ggr matricerne asymmetriske. Derfor kan en



136 D. Diverse

metode til at invertere dem vaere forst at sikre symmetri, hvilket kan ggres
ved at sette R = 1/2(R+R") og dernaest at bestemme den gvre triangulzere
matrix, der opfylder R = UTU. Herefter inverteres den gvre triangulaere
matrix, hvilket blot kraever et antal rackkeoperationer pa U svarende til
rangen af U minus en. Herved opnas U ' (UT)~! = (UTU)"' = R}, og
dispertionsmatricen er inverteret.

D.3 Diverse resultater

Af fplgende saetning fremgar det, at middelveerdi og varians af en stokastisk
variabel er givet ved en betinget middelvaerdi og varians.

Seetning D.6
For to stokastiske variable x og y galder fplgende udsagn:

E[z] = E[E[z|y]]
Var (z) = E[Var (z|y)] + Var (E[z|y]) .

Saetning D.6 feres uden bevis, (Ross, 1998, side 338 og 348).



English Summary

This thesis is motivated by a set of data concerning diabetes, specific ob-
servations of glucose and insulin within two tests. The database is collected
by Steno Diabetes Center, Copenhagen and 370 subjects with respectively
Type II diabetes mellitus, impaired glucose tolerance and normal glucose
tolerance joined the studies. All the subjects underwent an oral glucose to-
lerance test (OGTT). When the subjects had consumed dissolved glucose,
blood samples were collected at fixed minutes for analysis of plasma glucose
and serum insulin. Likewise all the non-diabetic subjects underwent an in-
traveneous glucose tolerance test (IVGTT). A portion of dissolved glucose
were injected and again at fixed minutes blood samples were collected to
analyse the plasma glucose and serum insulin.

In the beginning of the 1980’s Dr. Richard N. Bergman and some co-workers
developed a minimal model which describes the pharmacokinetic and phar-
macodynamic of plasma glucose and serum insulin in the human body fol-
lowing an intraveneous injection of glucose. That is, the model is designed
for the IVGTT. The minimal model is known as Bergman’s minimal model,
and it is still used for analysis of e.g. insulinsensitivity. The model is actually
a union of two seperate compartment models: One model for description of
glucose kinetics, which is composed by a two-compartment model, and a
one-compartment model for description of insulin kinetics. The model has
a mathematical representation by three differential equations. They have
been subjects for some criticism. We modify the original model in reference
to the criticism.

The database contributed time series consisting of glucose and insulin con-
centration in the blood samples. Time series in general consist of a time-
ordered sequence of measurements on a phenomenon of interest. Obser-
vations in time series describe the development of the phenomenon. As a
consequence the observations in time series are often correlated. This im-
plies that classical models for independent data are often not suitable for
modelling time series. Another type of models are state space models. These
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models are developed to handle time series. State space models consist of
two types of variables. The observations serve as one type and is modelled
by the observation equation. The other type of variables is the latent state
vector which is modelled by the system equation.

The most known state space model is the Gaussian dynamic linear model
(DLM). For this model there are assumptions of both the observations and
the latent state vector to be normally distributed.

This thesis has partly been motivated by the possibility to incorporate Berg-
man’s minimal model in a dynamic linear model, and further to analyse the
data set.

We first discretisize the three differential equations related to the modified
version of Bergman’s minimal model to incorporate the modified model in
a dynamic linear model and then we linearize them by a first order Taylor
expansion. In this way the differential equations can be inserted in the latent
state vector in the DLM.

Afterwards we develope a program written in R which is a free software
package available from www.sunsite.dk/R. The program filters and smooths
the latent state proces according to the observations from the data set.
Using the program as the most important tool we analyse the algorithm be-
hind the iterated extended Kalmanfilter for the formulated model according
to its ability to converge and its reliability according to estimate the pa-
rameters in Bergman’s minimal model. We find that under the assumption
that it takes approximately three minutes, to get a well-distributed com-
partment, the model provide the best diagnostic tests.

Moreover we find that the function for discrimination best seperates the sub-
jects according to normal or impaired glucose tolerance, when it is provided
with inexact initial estimates for the parameters associated with more un-
certainty than exact initial estimates for the parameters associated with less
uncertainty.

Furthermore we analyse the data set according to the Body Mass Index
of the subjects. The results of this analysis indicate that the subjects with
normal glucose tolerance and BMI over 25 are not capable to eliminate as
much glucose from plasma independent on insulin which imply that they
produce more insulin than those with BMI less than 25.

Finally we compare the two modified versions of Bergman’s minimal model.
We find that it has no importance whether we modify in one or the other way
in the differential equation for insulin for the estimated level of active insulin,
insulinsensitivity or the insulinindependent elimination rate of glucose, but
it does effect the estimated level of the second phase of insulinsecretion.
This implies that results provided by the two modified models are not in
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general comparable.

We summerize what could be done differently and how we could improve
the model and the program behind the algorithm for the iterated extended
Kalmanfilter.
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