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SYNOPSISDet overordnede emne for dette spe
i-ale er farmakokinetiske og -dynamiskemodeller formuleret som dynamiske li-neære modeller. I spe
ialet fokuseresder på en kvalitativ og kvantitativ ana-lyse af Bergmans minimalmodel an-vendt på et datasæt indsamlet vedSteno Diabetes Center, København.Datasættet indeholder tidsrækker medobservationer af insulin- og glukosekon-
entrationer, som er indsamlet ved tobeslægtede tests.Bergmans minimalmodel, som sidenbegyndelsen af 1980'erne har været be-nyttet til at beskrive sammenspilletmellem glukose og insulin i organis-men, betragtes kritisk og modi�
eres iforhold til kritikken. Derefter fokuseresder på muligheden for at formulere enmodi�
eret version af Bergmans mini-malmodel som en gaussisk dynamisk li-neær model. Endvidere vil parametrenei minimalmodellen blive estimeret vedat lade dem indgå som ukendte para-metre i den latente pro
es i den gaussi-ske dynamiske lineære model.Der foretages en analyse af datasættetpå baggrund af den opstillede dynami-ske lineære model.





ForordDette spe
iale er udarbejdet i perioden februar 2002 til juni 2002 på Aal-borg Universitet under Institut for Matematiske Fag. Spe
ialet er skrevet afChristina Wejse Nielsen og Bettina Graversgaard.Det overordnede emne for spe
ialet er formulering af farmakokinetiske og-dynamiske modeller som dynamiske lineære modeller. Der fokuseres påBergmans minimalmodel.I spe
ialet er kildehenvisninger markeret med (kilde, henvisning), dersom enpræ
is henvisning er givet, ellers benyttes notationen: forfatter (årstal forudgivelse). Kilderne er samlet i en litteraturliste på side 141. Hvis et afsniteller et kapitel primært er baseret på et værk, vil dette stå indledningsvist iafsnittet henholdsvis kapitlet. Hvis derimod en sætning eller et andet udsagner baseret på et værk, vil henvisningen stå i forbindelse med det pågældende.Et engelsk resume er givet sidst i spe
ialet på side 137.Vi ønsker at rette en stor tak til Judith L. Ja
obsen og Aage Vølund fra NovoNordisk for velvillig vejledning angående det anvendte datasæt. Desudenskal rettes en tak til Novo Nordisk og Torben Hansen fra Steno DiabetesCenter for at have stillet datamateriale til rådighed. Sidst men ikke mindstvil vi rette en stor tak til vores vejleder Søren Lundbye-Christensen for enyderst engageret vejledning i forbindelse med dette spe
iale.Institut for Matematiske Fag, Aalborg Universitet.Juni 2002.
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Kapitel 1IntroduktionSygdommen diabetes beskrives første gang omkring år 1550 f.Kr. i en pa-pyrus fundet i en grav i Luxor, Egypten. Kineserne synes at have kendtdiabetes allerede 200 år f.Kr., og i den romerske oldtid i det 2. århundredee.Kr. gives en malende beskrivelse af sygdomsbilledet for diabetes: �Diabeteser en pinefuld lidelse, hvor kød og lemmer smelter til urin ...�, (Christiansenet al., 1995, side 38). Først i 1889 fandt to tyske læger ud af, at sygdommenkan spores til defekter i bugspytkirtlen.Sygdommen diabetes har således været kendt i �ere tusinde år. I de senereår har den udbredt sig hastigt med store personlige gener og samfundsmæs-sige omkostninger som følge. Diabetes er derfor af stor interesse indenforblandt andet lægevidenskaben.I 1996-97 indsamlede Steno Diabetes Center, København, et større datasæt,som blandt andet indeholder observationer af glukose- og insulinkon
entra-tioner i blodet målt til bestemte tidspunkter hos 370 forsøgspersoner efteroral indtagelse henholdsvis injektion af opløst glukose. Dette datasæt harværet grundlaget for analysen i dette spe
iale.I begyndelsen af 1980'erne udviklede Dr. Ri
hard N. Bergman med �ereen såkaldt farmakokinetisk og -dynamisk minimalmodel til beskrivelse afglukose- og insulinstofskiftet i organismen efter injektion af glukose i blo-det. Modellen kaldes Bergmans minimalmodel. Det er denne model, der of-test tages afsæt i ved analyser af glukose- og insulinniveauet i blodet efterinjektion af glukose samt interaktionen mellem glukose og insulin.Til det videre arbejde med Bergmans minimalmodel introdu
eres et stati-stisk analyseapparat, som er udviklet til analyse af tidsrækker. En tidsrækkeer karakteriseret ved en tidsordnet følge af observationer, som beskriver etfænomens udvikling over tid. Denne datatype betragtes ofte indenfor for-1



2 1. Introduktionskellige fagområder, eksempelvis økonomi og epidemiologi. Som følge af dentidsafhængige udvikling har observationerne i en tidsrække en tendens tilat være serielt korrelerede. Dermed er de klassiske regressionsmodeller, somforudsætter ukorrelleret data, oftest ikke passende til analyse af tidsræk-ker. En klasse af statistiske modeller, der derimod er udviklet til analyse aftidsrækker er dynamiske lineære modeller, også kaldet state spa
e modeller.Dynamiske lineære modeller adskiller sig fra de klassiske modeller, idet pa-rametrene i modellen er stokastiske og kan være tidsafhængige i modsætningtil de klassiske modeller, hvor parametrene er konstante over tid.Datasættet, som dette spe
iale tager afsæt i, indeholder ikke-ækvidistantetidsrækker af glukose- og insulinkon
entrationer i blodet på 370 personerefter to tests. Desuden haves Bergmans minimalmodel til beskrivelse af sam-spillet imellem glukose og insulin i organismen samt de statistiske dynamiskelineære modeller til beskrivelse af tidsrækker.Med disse redskaber �ndes inspiration til at formulere Bergmans minimal-model som en dynamisk lineær model samt at udføre kvalitativ og kvanti-tativ analyse af den dynamiske lineære model på baggrund af datasættet.1.1 Struktur af efterfølgende kapitlerForanlediget af inspirationen til spe
ialet vil dette være meget anvendelses-orienteret. Dette synliggøres ved strukturen af spe
ialet, der er organisereti to dele: En praktisk del, hvori et teoretisk fundament gives forud for an-vendelse af modeller, samt et appendiks, der inddrager den relevante bag-grundsteori. I det efterfølgende gives et kronologisk overblik over struktureni dette spe
iale.I Kapitel 2 gives der en introduktion til sygdommen diabetes og det stof-skifte, der foregår i organismen ved indtagelse af sukkerholdigt mad. Dettegøres for derigennem at introdu
ere 
entrale begreber som glukose og insulinsamt deres rolle i forbindelse med glukosestofskiftet.I kapitel 2 vil datasættet, som danner grundlag for dette spe
iale, ligeledesblive præsenteret.Til beskrivelse af kinetikken og dynamikken af glukose og insulin i orga-nismen har Ri
hard N. Bergman med �ere i begyndelsen af 1980'erne be-skrevet en model, kaldet Bergmans minimalmodel. Denne model tager ud-gangspunkt i to koblede kompartment modeller. Derfor vil der i Kapitel 3være en generel introduktion til kompartment modeller, der hører ind underfarmakokinetiske og farmakodynamiske modeller.I kapitel 4 introdu
eres Bergmans minimalmodel. Desuden fremføres enkritik af modellen, som leder til en modi�kation af modellen i forhold til



1.1 Struktur af efterfølgende kapitler 3kritikken.Et sigte med dette spe
iale er at formulere Bergmans minimalmodel somen dynamisk lineær model. Derfor vil kapitel 5 omhandle gaussiske dyna-miske lineære modeller samt forskellige redskaber til inferens i denne typemodeller. Der vil være en teoretisk og en eksempli�
erende gennemgang af,hvorledes det er muligt at estimere den latente pro
es ved anvendelse af Kal-man�ltrering, prædiktion og udglatning i en sådan model. Disse redskabertil inferens er alle nogle, der vil blive benyttet i den senere dataanalyse.I kapitel 6 vil Bergmans minimalmodel endelig blive formuleret som endynamisk lineær model, hvilket kræver en diskretisering og linearisering afligningerne i Bergmans minimalmodel.I kapitel 7 vil der være en vurdering af anvendeligheden af den netop opstil-lede model samt en kvantitativ analyse af datasættet baseret på modellen.Endelig vil der i kapitel 8 og Kapitel 9 være en opsummering henholdsvisen diskussion af den anvendte model samt andre mulige tilgange til analyseaf datasættet.Anden del af spe
ialet består af �re appendikser, hvori der gives en gen-nemgang af den grundlæggende teori, der anvendes i første del af spe
ialet.





Kapitel 2Introduktion til dataDette kapitel er opdelt i to afsnit, som tilsammen skal give en oversigt overforskellige aspekter af sygdommen diabetes, herunder samspillet mellemglukose og insulin, samt datasættet, som behandles. Afsnit 2.1 omhand-ler diabetes og er fortrinsvist baseret på Skanning & Voldum (1995) samtChristiansen et al. (1995). Afsnit 2.2 giver en introduktion til det datasæt,der behandles gennem dette spe
iale.2.1 Diabetes og glukosestofskifteForekomsten af diabetes mellitus type II, populært kaldet gammelmands-sukkersyge, er stigende. I Danmark er der diagnosti
eret 110.000 tilfælde afsygdommen, og hvert år diagnosti
eres mellem 5.000 og 10.000 nye tilfælde,jævnfør Christensen (2002). Hertil skal lægges et skønnet antal på 
irka detdobbelte af ikke-diagnosti
erede tilfælde af sygdommen. Hidtil har type IIdiabetes stort set kun optrådt efter 40-års alderen, men i de seneste år ersygdommen observeret hos stadig yngre patienter, hvilket tilskrives nedsatfysisk aktivitet og medfølgende overvægt. Sygdommen er en livsstilskompli-kation, der skyldes et defekt glukosestofskifte.Organismen har brug for glukose, som musklerne forbrænder og derved om-danner til energi. Efter indtagelse af et kulhydratholdigt måltid bliver kul-hydraterne omdannet til glukose, der via fordøjelseskanalen føres gennemtarmvæggen ud i blodbanen og herfra ud til de forskellige dele af orga-nismen. Glukose og visse andre sto�er, der føres rundt i organismen medblodbanen, fore�ndes i blodets plasma. Når der således tales om blodsukker,er det underforstået glukosekon
entration i plasma.5



6 2. Introduktion til dataOrganismen kan få tilført for meget glukose, hvorved glukosekon
entratio-nen i plasma tilsvarende bliver for høj. Dette tilfælde har organismen siteget forsvar mod. Hvis glukosekon
entrationen er for høj, vil �-
ellerne ibugspytkirtlen reagere ved at danne et peptidhormon, som kaldes insulin.Insulin er det hormon, der skal sørge for at nedbringe glukosekon
entratio-nen, men kun biologisk aktivt insulin har denne e�ekt. Det biologisk aktiveinsulin dannes ved, at et peptidfragment, som kaldes C-peptid, spaltes fradet insulin, der er blevet dannet i �-
ellerne. Denne spaltning sker umiddel-bart før, insulinet sekreres fra �-
ellerne ud i blodbanen, således at hvertbiologisk aktivt insulinmolekyle, der sekreres, følges ad med et biologiskinaktivt C-peptidmolekyle. Det aktive insulin er det hormon, som virker påde enzymer, der omsætter glukose. Hvis glukosekon
entrationen ligger overen vis tærskel, påvirkes �-
ellerne til at danne og frigive en vis mængdeinsulin til blodbanen. Dette forløb er illustreret i �gur 2.1. Insulinet sørgerfor, at kon
entrationen af glukose i blodet mindskes enten gennem en umid-delbar anvendelse af glukosen ved at påvirke musklerne til at forbrændeglukosen eller ved at stimulere 
ellerne i lever og fedtvæv til at lagre gluko-sen. Ved denne lagring omdanner leveren glukosen til sto�et glykogen, mensfedtvævet omdanner glukosen til fedt. Gennem denne indsats falder gluko-sekon
entrationen, hvorefter også mængden af insulin i blodet nedsættes.
Insulin
i blod
i blodKroppens
eller Glukose

påvirkerforbrænder/lagrer påvirkerdanner og frigiver
Indtagelse af glukose

�-
eller ibugspytkirtel
Figur 2.1: Ved indtagelse af glukose absorberes glukosen i blodet. Diagram-met illustrerer pro
essen for glukosestofskiftet i organismen.I tilfælde af, at eksempelvis musklerne forbrænder en meget stor mængdeglukose, kan glukosekon
entrationen bevæge sig under tærsklen. Hvis dettesker, frigiver �-
ellerne i bugspytkirtlen hormonet glukagon, der har den om-vendte virkning af insulin. Glukagonet stimulerer leveren til igen at omdanneglykogenet til glukose og derefter føre dette ud i blodet, hvilket medfører,



2.1 Diabetes og glukosestofskifte 7at glukosekon
entrationen igen stiger. Denne stigning i kon
entrationen afglukose i plasma medfører herefter, at mængden af glukagon i blodet igenfalder.Denne �ne balan
e mellem insulin og glukagon er med til hos raske men-nesker at holde glukosekon
entrationen på et næsten konstant niveau påmellem 4-7 mmol/l.Sekretionen af insulin fra �-
ellerne sker ikke på samme måde ved oralindtagelse af glukose som ved injektion direkte i blodet. Ved oral indta-gelse bevirker tarmabsorptionen, at glukosekon
entrationen stiger moderat.Dette medfører ligeledes en moderat stigning i insulinkon
entrationen. Vedinjektion sekrerer �-
ellerne, som direkte respons på den kraftige øgning afglukose i blodet, umiddelbart al det insulin, der er lagret i �-
ellerne, hvor-ved der opnås en kraftig øgning i insulinkon
entrationen i blodet. Denneumiddelbare respons benævnes fase et. Herefter begynder �-
ellerne at pro-du
ere og frigive insulin. Denne efterfølgende respons kaldes fase to, jævnførNesher & Cerasi (2002).Patienter med diabetes mellitus type II kan kendetegnes ved at have enmeget høj glukosekon
entration i plasma. Den høje kon
entration skyldesen kombination af, at organismen ikke reagerer optimalt på insulinet samten lav produktion af funktionsdygtigt insulin. Organismens 
eller er ikkefølsomme overfor insulinet, hvilket medfører, at organismen ikke i tilstræk-kelig grad forbrænder og lagrer glukosen, hvorved patienterne siges at væreinsulinresistente eller tilsvarende, at de har en lav insulinfølsomhed. Denlave produktion af insulin skyldes, at der sker en fejl ved �-
ellernes fri-givelse af insulinet, der dermed ikke er funktionsdygtigt. Der sker såledesen insulinproduktion hos type II diabetikere. Problemet er, at der ikke ertilstrækkeligt insulin, og at det ikke fungerer tilfredsstillende.Den forhøjede glukosekon
entration i plasma kan have alvorlige konsekven-ser. Hvis kon
entrationen stiger til over 10-15 mmol/l udkilles der glukose iurinen. Dette trækker vand og salte med sig, hvilket medfører, at organis-men kan blive udtørret. Hvis glukosekon
entrationen er for høj over længeretid, er der risiko for senkomplikationer i form af sygdom i øjne, nyrer ognerver, (Christiansen et al., 1995, side 31).Sygdommen diagnosti
eres ved en måling af glukosekon
entrationen i blodetpå fastende hjerte. Hvis kon
entrationen ligger over 6,7 mmol/l i kapillærtblod ved to særskilte målinger, har patienten diabetes, jævnfør Christiansenet al. (1995).Der �ndes en overgangsformmellem normale forhold og diabetes, som kaldesnedsat glukosetoleran
e (eng: impaired glu
ose toleran
e, IGT), modsat nor-mal glukosetoleran
e (NGT). Det, at en person har nedsat glukosetoleran
e,vil sige, at personen har nedsat evne til at reagere på pludselige forandringer



8 2. Introduktion til dataaf glukosekon
entrationen i plasma. Diagnosen IGT stilles i tilfælde, hvor enperson to timer efter oral indtagelse af 75 g opløst glokose har en glukose-kon
entration i plasma på mellem 7.8 og 11.1 mmol/l, (Christiansen et al.,1995, side 16).Den beslægtede sygdom diabetes mellitus type I skyldes, til forskel fra typeII diabetes, nedsat insulinproduktion og kædes ikke sammen med eksempel-vis overvægt.I følgende tabel gives et overblik over de�nitionen af at have diabetes, nedsatglukosetoleran
e samt normal glukosetoleran
e klassi�
eret ved målinger afglukosekon
entrationen i blodet på fastende hjerte 120 minutter efter oralindtagelse af 75 g opløst glukose.Diabetes IGT NGTFastende hjerte mere end mellem mindre endGlukose kon
. (mmol/l) 6:7 4:4 og 6:7 4:4120 min. efter oral mere end mellem mindre endGlukose kon
. (mmol/l) 11:1 7:8 og 11:1 7:8Tabel 2.1: Oversigt over diagnostik af diabetes, nedsat og normal glukosetole-ran
e.2.2 Præsentation af dataDatasættet, som er inspirationskilde for dette spe
iale, er indsamlet vedSteno Diabetes Center i 1996-97. Der har i et forsøg deltaget 370 personer,hvoraf 80 har fået diagnosti
eret diabetes mellitus type II, 27 har nedsatglukosetoleran
e, mens 263 har normal glukosetoleran
e.Alle forsøgspersoner er danskere af den kaukaside ra
e. Ra
etilhørsforholdeter relevant i denne sammenhæng, da udbredelsen af diabetes har vist sig atvære påvirket af demogra�ske forhold, (Christiansen et al., 1995, s. 26-29).Alle forsøgspersoner har ved forsøget deltaget i en oral glukosetoleran
e test(OGTT), hvor hvert individ har drukket 75 g opløst glukose, for efterføl-gende at få målt glukose- og insulinkon
entration til fastsatte tidspunkter.Kon
entrationen af glukose og insulin er desuden målt 30 og 10 minutterfør glukoseindtagelsen.Foruden at deltage i en OGTT har de personer, der ikke har fået konstate-ret diabetes type II, deltaget i en intravenøs glukosetoleran
e test (IVGTT).Disse forsøgspersoner har i en periode af et minuts varighed fået inji
e-ret en opløsning af 50% glukose intravenøst i en mængde svarende til 0.3g/kg kropsvægt, for dernæst til faste tidspunkter at få målt glukose- og in-



2.2 Præsentation af data 9sulinkon
entrationer i plasma. Tilsvarende den OGTT er kon
entrationerneogså målt inden injektionen. Efter 20 minutter er der inji
eret 3 mg/kgkropsvægt tolbutamid over en periode på 5 sekunder. Tolbutamid er et �-
ellestimulerende middel, der påvirker �-
ellerne til en monofasisk respons.Det vil sige, at lagrene i �-
ellerne tømmes for insulin umiddelbart efter entolbutamidinjektion. En forudsætning for, at en tolbutamidinjektion har ef-fekt, er, at patienten har funktionsdygtige �-
eller, hvilket eksempelvis ikkeer tilfældet for type II diabetikere, jævnfør Christiansen (2002) samt Nesher& Cerasi (2002).Diabetespatienterne har ikke gennemgået den intravenøse glukosetoleran
etest, da det har vist sig ved andre forsøg, at type II diabetikere reagererlangsommere på den kraftige vækst i glukosekon
entration i blodet, somen intravenøs test medfører. Desuden reagerer de næsten ikke på en tol-butamidinjektion af den pågældende mængde, og de når ikke deres basaleglukoseniveau indenfor tidsrammen af de tre timer, jævnfør Kjems et al.(2001).Begge tests er foretaget efter, at forsøgspersonerne har fastet i 12 timer.Formålet med dataindsamlingen har været at udvikle en e�ektiv algoritmetil estimation af blandt andet parametrene insulinfølsomhed, SI , og den in-sulinuafhængige glukoseelimination, P1. Insulinfølsomheden angiver et målfor den insulinafhængige glukoseelimination, mens P1 angiver et mål foroptagelsen af glukose i lever og væv uden påvirkning af insulin. Det hardesuden været hensigten at undersøge, om det er muligt at bestemme disseparametre ud fra en oral glukosetoleran
e test samt at sammenligne stabili-teten af den orale test i forhold til den intravenøse. Den orale testpro
edureer mindre omstændig og omkostningsfuld end den intravenøse test, hvilketgør det ønskeligt, at den orale test kan benyttes i stedet i forbindelse medstore epidemiologiske studier, jævnfør Hansen et al. (2000).Det pågældende datasæt indeholder således målinger af glukose- og insulin-kon
entrationer i plasma hos forsøgspersonerne til faste tidspunkter.Ved den OGTT er 18 ikke ækvidistante tidspunkter fastsat fra 30 minutterfør, personen har drukket en glukoseopløsning, til 240 minutter efter. Vedden IVGTT er 33 tidspunkter tilsvarende fastsat fra 10 minutter før til 180minutter efter injektion af glukose.Til hvert tidspunkt, hvor der er foretaget en måling af glukose- og in-sulinkon
entrationen, er kon
entrationen af C-peptid ligeledes målt. End-videre er data om køn, alder, vægt, talje- og hoftemål, Body Mass Index(BMI = vægt=højde2), fedtpro
ent, fedtmasse og familiestatus angivet. Fa-miliestatus er angivet, da datasættet er indsamlet fra tests på 80 personermed diabetes mellitus type II samt deres børn og ægtefæller i 229 henholds-vis 29 tilfælde, alle uden diabetes.Desuden er de enkeltes diabetesstatus angivet efter: personer med diagno-



10 2. Introduktion til datasti
eret diabetes, personer med diagnosti
eret nedsat glukosetoleran
e ogpersoner med normal glukosetoleran
e.2.2.1 Indledende dataanalyseHensigten med dette afsnit er at skabe et overblik over strukturen i data-sættet. Der vil således blive præsenteret tabeller, som viser middelværdierog 95% kon�densintervaller for udvalgte målinger samt plots af udviklingenaf insulin- og glukosekon
entrationer under de to tests. Datasættet er somudgangspunkt delt op i tre grupper:Diabetes-gruppen: Personer med diagnostiseret diabetes mellitus type II.IGT-gruppen: Personer med diagnosti
eret nedsat glukosetoleran
e.NGT-gruppen: Personer med normal glukosetoleran
e.Tabel 2.2 indeholder udvalgte data, som er beskrivende for forsøgsperso-nerne. Da der i datasættet mangler nogle få informationer, vil det samledeantal af mænd og kvinder ikke være lig antallet af forsøgspersoner.Diabetes-gruppen IGT-gruppen NGT-gruppenMænd/Kvinder 38/32 10/17 112/149BMI 30.26 (20.16; 40.36) 30.04 (19.38; 40.70) 26.01 (16.97; 35.02)Fedtmasse 29.7 (5.7; 53.7) 34.5 (8.5; 60.5) 25.2 (4.6; 45.8)Fedtpro
ent 34.6 (14.2; 55.0) 39.3 (18.5; 60.1) 32.3 (12.5; 52.1)TaljeHofte mænd: 1.00 (0.86; 1.14) 0.94 (0.76; 1.12) 0.93 (0.77; 1.09)kvinder: 0.89 (0.73; 1.05) 0.83 (0.65; 1.01) 0.81 (0.67; 0.95)Tabel 2.2: Oversigt over beskrivende data for forsøgspersonerne angivet vedmiddelværdi og 95% kon�densinterval i parentes.Det ses af tabel 2.2, at NGT-gruppen er bedre repræsenteret end Diabetes-og IGT-gruppen. Desuden ses det, at de personer, der ikke har normal gluko-setoleran
e, har et markant højere BMI end personer med normal glukoseto-leran
e. Denne sammenhæng illustrerer, at vægt er positivt korreleret meddiabetesdiagnosti
ering, samt at diabetes mellitus type II kan betragtes somen livsstilssygdom, jævnfør afsnit 2.1.I den anledning er talje-hofteratioer beregnet for forsøgspersonerne, da dette



2.2 Præsentation af data 11siges at være et vigtigt kendetegn for diabetespatienter. Mænd med talje-hofteratio over 0.9 har øget risiko for diabetes, mens det tilsvarende målfor kvinder er 0.8. De beregnede talje-hofteratioer bekræfter denne teori.Det ses i tabel 2.2, at forsøgspersoner med diabetes gennemsnitligt har enhøjere ratio end personerne med normal glukosetoleran
e. Gennemsnittet aftalje-hofteratioerne for NGT-gruppen ligger ganske vist over risikogrænsenfor både mænd og kvinder, men kon�densintervallerne indikerer, at der eret vist antal, der ligger under denne værdi. Det ses desuden, at personernemed nedsat glukosetoleran
e har en ratio, der pla
erer sig imellem de toøvrige gruppers ratio dog nærmere NGT-gruppen end Diabetes-gruppen.
Tid

K
o
n
ce

n
tr

at
io

n

0 50 100 150 200 250

4
6

8
1
0

1
2

Diabetes-gruppen, nr. 283, glukose

Tid
K

o
n
ce

n
tr

at
io

n
0 50 100 150 200 250

0
1
0
0

2
0
0

3
0
0

Diabetes-gruppen, nr. 283, insulin

Tid

K
o
n
ce

n
tr

at
io

n

0 50 100 150 200 250

4
6

8
1
0

1
2

IGT-gruppen, nr. 24, glukose

Tid

K
o
n
ce

n
tr

at
io

n

0 50 100 150 200 250

0
1
0
0

2
0
0

3
0
0

IGT-gruppen, nr. 24, insulin

Tid

K
o
n
ce

n
tr

at
io

n

0 50 100 150 200 250

4
6

8
1
0

1
2

NGT-gruppen, nr. 99, glukose

Tid

K
o
n
ce

n
tr

at
io

n

0 50 100 150 200 250

0
1
0
0

2
0
0

3
0
0

NGT-gruppen, nr. 99, insulin

Figur 2.2: Glukose- og insulinkon
entrationskurver fra den OGTT for enforsøgsperson fra hver af de tre grupper.I �gur 2.2 er der vist glukose- og insulinkon
entrationer fra den orale gluko-setoleran
e test målt i henholdsvis mmol/l og pmol/l for tilfældigt udvalgtepersoner fra de tre grupper. Det ses, at der er niveauforskelle i den ba-sale glukosekon
entration for de tre personer. Person nr. 283 fra Diabetes-gruppen har et basalniveau på 
irka 6 mmol/l, mens person nr. 24 og 99



12 2. Introduktion til datafra henholdsvis IGT-gruppen og NGT-gruppen begge har et basalniveau på
irka 4.5 mmol/l. Person nr. 283 har således et basalniveau, der bekræfter,at han har diabetes, jævnfør tabel 2.1. Selvom person nr. 24 har et glukose-kon
entrationsforløb, der indledes med at ligge på niveau med glukosekon-
entrationsforløbet for person nr. 99, ses det, at glukosekon
entrationen forperson nr. 24 stiger til 
irka 12 mmol/l, der er omtrent lige så højt som denmaksimale glukosekon
entration for person nr. 283. Desuden har person nr.24 efter 120 minutter en glukosekon
entration på 
irka 10 mmol/l, hvilketbekræfter, at denne person har nedsat glukosetoleran
e, jævnfør tabel 2.1.Insulinkon
entrationsforløbet for de to første personer er desuden forskel-lige fra insulinkon
entrationsforløbet for person nr. 99. For person nr. 99sekreres der efter 20 minutter meget insulin fra �-
ellerne, hvilket bevir-ker et tilsvarende fald i glukosekon
entrationen. Det ses desuden, at de topersoner fra henholdsvis Diabetes- og IGT-gruppen produ
erer mere insulinend NGT-personen. Dette bekræfter teorien om, at det ikke nødvendigviser kon
entrationen af insulin i plasma, der er for lav for patienter med di-abetes mellitus type II eller nedsat glukosetoleran
e, men at der ikke ertilstrækkeligt biologisk aktivt insulin.På �gur 2.3 er henholdsvis glukose- og insulinkon
entrationer fra IVGTT-forløbet vist for to tilfældigt udvalgte personer i IGT- og NGT-gruppen.
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Figur 2.3: Glukose- og insulinkon
entrationskurver fra den IVGTT for topersoner med nedsat henholdsvis normal glukosetoleran
e.



2.2 Præsentation af data 13Det ses, at forløbene for glukosekon
entrationen for de to personer er nogen-lunde ens, i modsætning til forløbene for insulinkon
entrationen. Kurven forinsulinkon
entrationen for person nr. 33 fra NGT-gruppen topper to gange.Første gang kan tolkes som organismens fase et respons på glukoseinjektio-nen, mens anden top skyldes tolbutamidinjektionen. Til forskel fra dette ses,at person nr. 354 fra IGT-gruppen ikke udviser en tilsvarende fase et responsover for glukoseinjektionen. Først ved tolbutamidinjektionen stiger insulin-kon
entrationen kraftigt. Denne forsinkede øgning af insulinkon
entrationenkan skyldes, at person nr. 354 har nedsat glukosetoleran
e. På trods af for-skellen i insulinforløbene er der ikke en væsentlig forskel i glukoseforløbenefor de to personer.Data fra den OGTT og den IVGTT indeholder værdier, der må anses somoutliers formentlig forårsaget af fejlindtastning af data. Disse værdier er iden efterfølgende dataanalyse erstattet med en indikation af, at der ikkeer foretaget observation til dette tidpunkt. Det drejer sig om henholdsvis6 og 33 glukosemålinger fra den OGTT og den IVGTT, der har angiveten glukosekon
entration på 50.0 mmol/l og 16 IVGTT-insulinmålinger, dertilsvarende har angivet en insulinkon
entration på 9999 pmol/l.I data �ndes der desuden forsøgspersoner, for hvilke det gælder, at et størreantal af IVGTT-målingerne mangler. I IGT- og NGT-gruppen drejer detsig om tre personer, hvor alle glukosemålinger mangler, seks personer hvoralle insulinmålinger mangler, otte personer hvor alle IVGTT-data manglerog desuden 13 personer, hvor al data mangler pånær observationer af køn,alder og des lige. Derudover er der en person, hvor alle glukosemålingerfra den OGTT mangler, samt en person, hvor alle insulinmålinger fra denOGTT mangler. I Diabetes-gruppen er der et meget stort frafald af forsøgs-personer. Der mangler således data fra ialt 54 personer fra denne gruppe. Idataanalysen ses der bort fra disse personer.Glukose- og insulinkon
entrationerne i plasma hos alle forsøgspersonerne eri tabel 2.3 og 2.4 vist for enkelte udvalgte tidspunkter ved middelværdi og95% kon�densintervaller. Udviklingen i kon
entrationerne er vist for bådeden intravenøse og den orale glukosetoleran
e test.



14 2. Introduktion til dataOGTT Diabetes-gruppen IGT-gruppen NGT-gruppenGlukosekon
.mmol/lt = 0 min 8.2 (3.9; 17.5) 5.5 (4.4; 6.9) 5.1 (4.0; 6.6)t = 10 min 8.4 (4.1; 16.9) 6.7 (2.9; 15.6) 5.9 (4.5; 7.6)t = 50 min 13.5 (7.5; 24.6) 10.2 (7.4; 14.1) 8.0 (4.5; 14.3)t = 120 min 13.5 (6.0; 30.2) 8.7 (7.1; 10.9) 5.6 (3.5; 9.0)t = 240 min 6.4 (1.8; 22.8) 4.3 (2.9; 6.3) 4.2 (3.3; 5.4)Insulinkon
.pmol/lt = 0 min 55 (18; 167) 51 (12; 224) 34 (10; 112)t = 10 min 79 (24; 262) 104 (21; 517) 98 (26; 363)t = 50 min 194 (44; 852) 355 (97; 1297) 320 (108; 949)t = 120 min 212 (39; 1144) 433 (115; 1621) 165 (38; 727)t = 240 min 47 (13; 166) 50 (9; 274) 21 (4; 96)Tabel 2.3: Udvikling i glukose- og insulinkon
entrationer i plasma for udvalgtetidspunkter ved den OGTT. Målingerne til t = 0 er baseret pået gennemsnit af tre målinger fra hver person inden indtagelse afglukose. De angivne 95% kon�densintervaller er baseret på en anta-gelse om, at de logaritmetransformerede data er normalfordelte.Middelværdien for glukosekon
entrationen til det 120. minut for IGT-gruppenbekræfter, at personerne i denne gruppe lider af nedsat glokosetoleran
e, daværdien til dette tidspunkt er højere end 7.8 mmol/l, jævnfør tabel 2.1.Tilsvarende bekræftes klassi�
eringen af de to øvrige grupper.



2.2 Præsentation af data 15IVGTT IGT-gruppen NGT-gruppenGlukosekon
.mmol/lt = 0 min 5.5 (4.4; 6.9) 5.2 (4.2; 6.4)t = 2 min 16.6 (12.1; 22.9) 14.9 (10.4; 21.4)t = 10 min 13.5 (11.0; 16.5) 12.6 (9.7; 16.3)t = 25 min 11.0 (8.6; 14.0) 9.4 (6.6; 13.3)t = 180 min 4.2 (3.5; 5.2) 4.7 (2.4; 9.3)Insulinkon
.pmol/lt = 0 min 56 (13; 242) 36 (11; 124)t = 2 min 261 (54; 1261) 234 (53; 1030)t = 10 min 220 (52; 926) 185 (49; 692)t = 25 min 546 (122; 2456) 460 (129; 1647)t = 180 min 40 (7; 225) 25 (6; 101)Tabel 2.4: Udvikling i glukose- og insulinkon
entrationer i plasma for udvalgtetidspunkter for den IVGTT. Målingerne til t = 0 er baseret pået gennemsnit af tre målinger fra hver person inden injektion afglukose. De angivne 95% kon�densintervaller er baseret på en anta-gelse om, at de logaritmetransformerede data er normalfordelte.Af tabel 2.4 ses det, at IGT-gruppen har glukose- og insulinniveauer, der eren anelse højere end NGT-gruppen. Det fremgår af begge tabeller, hvorle-des kon
entrationsværdierne for henholdsvis glukose og insulin umiddelbartefter optagelse af glukose stiger, for derefter at aftage og gå mod begyndel-sesniveauet.De i tabel 2.4 opstillede middelværdier og 95% kon�densintervaller, er an-skueliggjort i �gur 2.4 og 2.5, der illustrerer medianerne og standardaf-vigelserne herfra for glukose- og insulinkon
entrationerne fra den IVGTTfor IGT- og NGT-gruppen. En sammenligning af insulinkon
entrationerne i�gur 2.4 og 2.5 viser, at personer med nedsat glukosetoleran
e først reage-rer med en kraftig insulinsekretion ved tolbutamidinjektionen. Hermed kandet formodes, at personerne i IGT-gruppen har en lavere fase et responspå glukoseinjektionen end personerne i NGT-gruppen. Således viser disseboxplots samme tendens, som �gur 2.3.
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Figur 2.4: Boxplots for henholdsvis glukose- og insulinkon
entrationer forIGT-gruppen ved den IVGTT.
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Figur 2.5: Boxplots for henholdsvis glukose- og insulinkon
entrationer forNGT-gruppen ved den IVGTT.



2.2 Præsentation af data 172.2.2 Fordeling af dataTil senere analyse skal det undersøges, hvilken fordeling data fra den IVGTTkan antages at følge, det vil sige fordelingen for stikprøvepopulationen.Efter en undersøgelse af histogrammer over data fra den IVGTT har det vistsig, at glukose- og især insulinkon
entrationerne ikke kan antages at værenormalfordelte, derfor logaritmetransformeres glukose- og insulinkon
entra-tionerne. I �gur 2.6 er der vist histogrammer over de logaritmetransforme-rede glukose- og insulinkon
entrationer ti minutter efter glukoseinjektionenfor IGT- og NGT-gruppen. Som det fremgår af histogrammerne, kan delogaritmetransformerede data fra NGT-gruppen antages at være normalfor-delte, mens data for IGT-gruppen kræver nærmere undersøgelse.IGT-gruppen undersøges for normalitet ved at plotte kon
entrationerne opmod fraktilerne fra en standard normalfordeling i �gur 2.7. Det fremgår afdisse plots, at de forholdsvis få observationer fra IGT-gruppen ligger tæt opad den rette linie, og det kan derfor antages, at også logaritmetransforme-rede data fra IGT-gruppen er normalfordelte.
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Figur 2.7: Illustration af fordelingerne af glukose- og insulinkon
entratio-nerne fra den IVGTT for grupperne med henholdsvis nedsat ognormal glukosetoleran
e plottet mod fraktiler af standard nor-malfordelingen.2.2.3 ObservationsstøjFordelingen af observationsstøjen skal kendes, hvis datasættet skal model-leres ved en dynamisk lineær model. Idet der i observationsrækken for denintravenøse glukosetoleran
e test er foretaget tre målinger forud for gluko-seinjektionen, er det muligt at benytte disse observationer til en vurderingaf observationsstøjen. Derfor er der i �gur 2.8 plottet råresidualer af loga-ritmetransformerede data op mod fraktilerne i en standard normalfordelingfor de tre første målinger for IGT- og NGT-gruppen for henholdsvis glukoseog insulin. De �re plots indikerer, at råresidualerne er normalfordelte, ogdet kan derfor antages, at observationsstøjen af de logaritmetransformerededata er normalfordelte.
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Figur 2.8: Råresidualer plottet op mod fraktiler af standard normalfordelin-gen for den IVGTT.





Kapitel 3Farmakokinetik og -dynamikDette kapitel omhandler farmakokinetik og farmakodynamik, som er to be-greber til beskrivelse af lægemidlers optræden og virken i organismen. Merepræ
ist omhandler farmakokinetik bevægelsen af forskellige lægemidler i or-ganismen, mens farmakodynamik omhandler disse lægemidlers påvirkningpå organismens organer og 
eller.Kapitlet er delt op i to afsnit. I afsnit 3.1 indføres en modeltype, der kaldeskompartment modeller, disse benyttes til en gra�sk og matematisk beskri-velse af farmakokinetikken og -dynamikken. Afsnit 3.1 er baseret på Ras-mussen (1985) samt Gabrielsson & Weiner (2000). Det efterfølgende afsnitudvider kompartmentmodellen, som præsenteres i afsnit 3.1, til at inde-holde �ere kompartments, og afsnittet er primært baseret på Gabrielsson &Weiner (2000).3.1 En-kompartment modellerDet 
entrale i farmakokinetik og farmakodynamik er absorptionen af et læ-gemiddel samt distributionen og eliminationen af dette i organismen. Dissepro
esser beskrives ved matematiske modeller.Først betragtes en en-kompartment model, der gra�sk er illustreret i �gur 3.1.Med begrebet kompartment menes et �fordelingsrum� i organismen, hvorilægemidlet er fordelt. Det antages, at dette fordelingsrum er velomrørt. Detvil sige, at når et lægemiddel er kommet ind i kompartmentet, vil der straksvære den samme kon
entration af lægemidlet i hele kompartmentet.Menneskets blodbane er et kompartment, der ofte anvendes indenfor far-makokinetikken. Absorption ind i blodbanen af et lægemiddel, der indtages21



22 3. Farmakokinetik og -dynamikoralt, foregår ved, at lægemidlet absorberes ud i blodet via tarmvæggen.For opstilling af en model over et kompartment, eksempelvis blodbanen,betragtes følgende størrelser:D: Den indgivne dosis af lægemiddel.XB : Mængden af lægemidlet i kompartmentet.V : Det tilsyneladende fordelingsvolumen.Cpl: Kon
entration i plasma.C0: Initiel kon
entration i plasma.ke: Eliminationshastighedskonstant, som relateres til den mængde læge-middel, der elimineres fra kompartmentet per tidsenhed, hvorved dennekonstant ligger mellem nul og en.Cl: Volumen af plasma i kompartmentet, der er totalt renset for lægemid-del per tidsenhed. Betegnelsen 
learan
e anvendes om denne størrelse,og den bestemmes ved Cl = keV .Det tilsyneladende fordelingsvolumen kan bestemmes ved V = XB=Cpl.Hvis kompartmentet er blodbanen, kan det tilsyneladende fordelingsvolu-men bestemmes ved at måle kon
entrationen Cpl af et indgivet lægemiddelXB , som ikke er i organismen i forvejen.XB =Cpl � V IrreversibeleliminationIndgift afdosisD keFigur 3.1: Illustration af en en-kompartment model.Hastigheden for eliminationen af et lægemiddel fra et kompartment, somdet, der er illustreret i �gur 3.1, afhænger lineært af henholdsvis mængdeeller kon
entration i plasma og kan skrives som:dXBdt = �keXB eller dCpldt = �keCpl: (3.1)Det vil sige, når mængden og kon
entrationen af lægemiddel aftager med ti-den vil eliminationshastigheden også aftage med tiden, mens ke er konstant.Af ligning (3.1) kan ligningen for kon
entrationen udledes til:Cpl = C0 exp(�ket); (3.2)



3.1 En-kompartment modeller 23
Tid0 5 10 15 20012345 Tid0 5 10 15 20-4-3-2-101ln(Cpl)CplC0 ln(C0)

Figur 3.2: Illustration af hvordan kon
entrationen af et lægemiddel elimi-neres eksponentielt fra et kompartment og logaritmen af dennekon
entration, der er lineært aftagende.hvor C0 er den initielle kon
entration. I �gur 3.2 vises grafer, der illustrerer,hvorledes kon
entrationen af en indgivet dosis aftager eksponentielt. Elimi-nationshastighedskonstanten ke bestemmes ved udledning af hældningen afln(Cpl).Af andre relevante begreber i forbindelse med disse modeller erAUC: Arealet under kurven for Cpl, også kaldet det nulte moment.AUMC: Arealet under kurven for tCpl, også kaldet det første moment.MRT : Den forventede tid et molekyle af det indgivne lægemiddel vilvære i organismen.De ovennævnte størrelser beregnes på følgende vis:AUC10 = Z 10 C0 exp(�ket)dt = C0keAUMC10 = Z 10 tC0 exp(�ket)dt = C0k2eMRT = AUMCAUC ;hvor MRT for hele perioden er:MRT10 = C0ke =C0k2e = ke:Arealet AUC kan fortolkes som den akkumulerede kon
entration af læge-midlet i plasma, mens den forventede tid, et molekyle bliver i organismen,MRT , kan tolkes som middelværdien for tæthedsfunktionen:f(t) = Cpl(t)AUC :



24 3. Farmakokinetik og -dynamikDenne tæthedsfunktion beskriver fordelingen af det tidsrum et molekyleopholder sig i organismen. Herved fås MRT vedE [f(t)℄ = Z 10 tf(t)dt = AUMCAUC :De 
entrale begreber til beskrivelse af en en-kompartment model er ud-ledt, og i det følgende afsnit udvides �ere af disse til beskrivelse af en �er-kompartment model.3.2 Fler-kompartment modellerDer er tilfælde, hvor �ere faktorer spiller ind på lægemidlers bevægelse iorganismen. Et lægemiddel kan for eksempel optages eller frigives af �ere aforganismens organer og væv, eksempelvis fedt og muskler. Kon
entrationenaf lægemidlet måles ofte i blodets plasma, der derfor oftest anses som det
entrale fordelingsrum, og herved får forekomsten af lægemidlet i organerog væv en perifer rolle. For at opnå en mere beskrivende model må dissefaktorer inkorporeres i modellen.Der skelnes her mellem to typer af �er-kompartment modeller: kædemodellenog brystkirtelmodellen. Benævnelsen af sidstnævnte stammer fra brystvor-tekirtlen, som antager samme struktur som denne model, (Gabrielsson &Weiner, 2000, side 78).Kædemodellen er kendetegnet ved, at �ere kompartments benyttes i mo-dellen, og disse er forbundet i en kæde, hvor interaktioner mellem nabo-kompartments enten kan være en- eller tovejs. Den makroskopiske kinetikaf et lægemiddel i en kædemodel foregår sekventielt via et antal på hinandenfølgende kompartments. I �gur 3.3 er en kædemodel samt kon
entrations-kurven for lægemidlet i de respektive kompartments illustreret. Som deter illustreret i �guren, er der en tidsforsinkelse på kon
entrationen af læ-gemidlet i de forskellige kompartments gennem kæden. Arealet under kon-
entrationskurven, AUC, er dog den samme for alle kompartments ved enenvejs-interaktion, da lægemidlet over tid vil bevæge sig gennem alle kom-partments. Der kan ikke skelnes mellem 
entrale og perifere kompartmentsi denne type model.



3.2 Fler-kompartment modeller 25IrreversibeleliminationIndgift
Figur 3.3: En �er-kompartment kædemodel, hvor indgiften af et lægemid-del foregår i det kompartment, der er illustreret yderst til venstre,mens irreversibel elimination af lægemidlet sker yderst til højre.Nederst er kon
entrationskurven af lægemidlet for hvert kompart-ment afbilledet.Den anden type af �er-kompartment modeller er brystkirtelmodellen, en så-dan er illustreret i �gur 3.4. Denne er kendetegnet ved, at et antal periferekompartments indvirker på et enkelt 
entralt kompartment, som eksempel-vis kan være blodplasma, mens indgift og irreversibel tab af lægemiddel kanantages udelukkende at ske i forbindelse med det 
entrale kompartment.Kon
entrationen af lægemidlet i det 
entrale kompartment aftager ved enpro
es, der afhænger af irreversibel elimination af lægemidlet og interaktionaf lægemidlet med perifere kompartments. Kon
entrationen af et lægemid-del i perifere kompartments starter i nul og afhænger i øvrigt af de periferekompartments interaktion med det 
entrale kompartment.

CentralPerifer Perifer PeriferPeriferPerifer Irreversibel eliminationIndgift
Figur 3.4: En �er-kompartment brystkirtelmodel, hvor indgiften og elimina-tionen af lægemiddel foregår fra det 
entrale kompartment. Kon-
entrationskurver for nogle kompartments er afbilledet.En �er-kompartment model kan således opstilles som en kædemodel eller en



26 3. Farmakokinetik og -dynamikbrystkirtelmodel. I det følgende behandles en brystkirtelmodel med blot tokompartments i �ere detaljer.En to-kompartment brystkirtelmodel kan beskrives på �ere måder. Modellenkan beskrives ud fra de asso
ierede mikrokonstanter, det vil sige de para-metre, der indgår i beskrivelse af interaktionen mellem det 
entrale og detperifere kompartment. Desuden kan modellen beskrives ud fra de asso
ie-rede makrokonstanter, det vil sige de parametre, der indgår i ligningen forkon
entrationen af lægemidlet i det 
entrale kompartment.Indgift k2k3 VpCentral PeriferV
k1IrreversibeleliminationFigur 3.5: En to-kompartment model, hvor venstre kompartment er det 
en-trale kompartment og højre det perifere kompartment.I �gur 3.5 er en to-kompartment model illustreret, hvor mikrokonstanterneV
 og Vp er det tilsyneladende fordelingsvolumen i det 
entrale kompartmenthenholdsvis det perifere kompartment. Mikrokonstanterne k1, k2 og k3 ereliminationshastighedskonstanter, med den forskel fra en-kompartment mo-dellen, at k2 og k3 skal opfattes som konstanter for den elimination, der skerfra det 
entrale til det perifere fordelingsrum og omvendt.Clearan
e-raten Cl, som blev præsenteret i afsnit 3.1, imellem de to kom-partments kan beskrives udfra mikrokonstanterne ved henholdsvis Cl
p =k2V
 og Clp
 = k3Vp: Tilsvarende sker der et irreversibelt tab af lægemidlet,som kan beskrives ved hjælp af 
learan
e-raten for det 
entrale kompart-ment, denne er Cl = k1V
. Herved bliver den totale 
learan
e i det 
entralekompartment Clt = (k1 + k2)V
 � k3Vp:E�ekten af at tilføje et perifert kompartment til en en-kompartment modeler introduktion af et andet eksponentielt led til ligningen for kon
entrationenaf lægemiddel i det 
entrale kompartment, som blev præsenteret i ligning(3.2). Kon
entrationen af et lægemiddel i det 
entrale kompartment i en to-kompartment model, beskrevet ved de asso
ierede makrokonstanter, havesved Cpl = A exp(�at) +B exp(�bt);



3.2 Fler-kompartment modeller 27hvor A og a asso
ieres til begyndelsesfasen, mens B og b asso
ieres til slut-fasen for kon
entrationskurven af lægemidlet, (Gabrielsson & Weiner, 2000,side 80).
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Figur 3.6: Semi-logaritmisk plot af en bi-eksponentiel ligning på formenCpl = A exp(�at) + B exp(�bt), som beskriver kon
entrationenaf et lægemiddel i det 
entrale kompartment i en to-kompartmentmodel.Figur 3.6 illustrerer, hvorledes kon
entrationen af et lægemiddel vil aftage,dersom lægemidlet asso
ieres til en to-kompartment model. I begyndelsesfa-sen kan kon
entrationen af lægemidlet i det 
entrale kompartment forventesat aftage hurtigere end i slutfasen, idet der i begyndelsesfasen sker bådeen irreversibel elimination og en distribution af lægemidlet til det periferekompartment. I slutfasen er interaktionen mellem det 
entrale og det peri-fere kompartment mere udlignet, hvorfor kon
entrationen af lægemidlet kanforventes at aftage langsommere.Figur 3.6 illustrerer ligeledes, hvorledes makrokonstanterne A; a;B og b kanbestemmes. Parameteren b er hældning på anden fase i kon
entrationskur-ven, mens B bestemmes ved skæring mellem ordinataksen og den ekstra-polerede linie med hældning b. Parametrene A og a kan bestemmes ved atbetragte di�erenserne mellem kon
entrationskurven for Cpl og den ekstra-polerede kurve givet ved C 0 = B exp(�bt). Endelig haves det, at den initiellekon
entration C0 kan bestemmes ved C0 = A+B.En to-kompartment model er nu beskrevet ud fra henholdsvis de asso
ieredemikro- og makrokonstanter.



28 3. Farmakokinetik og -dynamikJævnfør Gabrielsson & Weiner (2000) gælder det, atA= DV
 � a� k3a� b og B = DV
 � b� k3b� a ;a+ b= k2 + k3 + k1;ab= k3k1;hvor D er den indgivne dosis af lægemiddel. Herved kan mikrokonstanterneudledes af de tidligere udledte makrokonstanter.



Kapitel 4Bergmans minimalmodelBergmans minimalmodel, der er en sammensætning af to kompartmentmo-deller, beskriver kinetikken og dynamikken af henholdsvis glukose og insulini organismen. Modellen vil blive præsenteret i afsnit 4.1, som primært erbaseret på Bergman et al. (1979) samt Bergman et al. (1981). Efter præsen-tation af Bergmans minimalmodel vil visse forbehold overfor gyldighedenaf modellen blive fremført i afsnit 4.2. Dette afsnit er baseret på Arino& Gaetano (2000). Endelig vil der i afsnit 4.3 være en kort diskussion afbetydningen af problemerne ved Bergmans minimalmodel, og hvorledes dekan afhjælpes. I dette afsnit vil den modi�
erede model, som benyttes i densenere analyse, ligeledes blive opstillet.4.1 Bergmans minimalmodelSom beskrevet i afsnit 2.1 er der en interaktion mellem glukose og insulin iorganismen. Denne interaktion kompli
erer modelopstillinger til beskrivelseaf den indbyrdes dynamik mellem glukose og insulin.Ri
hard N. Bergman med �ere udviklede i begyndelsen af 1980'erne en så-kaldt minimalmodel til beskrivelse af glukose- og insulinkinetik og -dynamiki organismen, jævnfør Bergman et al. (1981). Denne minimalmodel var en nytilgang til at kvanti�
ere bugspytkirtlens respons på samt insulinfølsomhe-den for øget glukose i blodet. Minimalmodellen er opstillet med det formålat kunne benyttes til at analysere kinetikken og dynamikken for glukoseog insulin ved en intravenøs glukosetoleran
e test, (Bergman et al., 1981,side 1457). Det bør bemærkes, at den IVGTT, som modellen er opstillet tilat beskrive, ikke omfatter en tolbutamidinjektion. Modellen er stadig den29



30 4. Bergmans minimalmodelmest benyttede til fysiologisk forskning indenfor glukosestofskifte, (Arino &Gaetano, 2000, side 136).Bergmans minimalmodel er delt op i to kompartment modeller. Den førstemodel, der ses i �gur 4.1, beskriver insulinets påvirkning på glukosekon
en-trationen i plasma, mens den anden model, �gur 4.2, beskriver glukosenspåvirkning på insulinkon
entrationen i plasma.
Glukose- VævLever kompartment

k3
k1k5 k4k6 k2Insulin-kon
entrationi plasma Afsides insulin-kompartment Irreversibelelimination

Figur 4.1: Minimalmodel for glukoseeliminationDet afsides kompartment for insulin i �gur 4.1 kan fortolkes som det kom-partment, der indeholder det biologisk aktive insulin i organismen. Som be-skrevet i afsnit 2.1 er det ikke hele insulinmængden i plasma, der er aktivt.Det er ikke muligt at vide, hvor stor en del af insulinet, der anvendes, hvilketgør kon
entrationen af insulin i dette kompartment, I 0(t), til en ikke-målbarstørrelse. Insulinkon
entrationen i plasma benævnes I(t), mens glukosekon-
entrationen i plasma i glukosekompartmentet benævnes G(t).Mikrokonstanterne k1 og k3 er elimininationshastighedskonstanter fra derespektive kompartments. Konstanten k2 er hastighedskonstant for det in-sulin, der indgives i det afsides insulinkompartment, og k5 er en samlethastighedskonstant for elimination af glukose både til og fra leveren.De to konstanter k1 og k5 inkluderer udelukkende den glukose, der optagesaf og elimineres fra glukosekompartmentet uden påvirkning af insulin. På-virkningen fra insulinet på henholdsvis vævet og leveren til at optage glukoseinkorporeres i modellen ved konstanterne k4 og k6.



4.1 Bergmans minimalmodel 31eliminationk7kompartmentInsulin-
(G(t) � h)tSekretion IrreversibelFigur 4.2: Minimalmodel for insulinkinetikInsulinkon
entrationen i insulinkompartmentet, I(t), i �gur 4.2 er til forskelfra I 0(t) en størrelse, der er mulig at måle, da det her er kon
entrationen iplasma, som måles.Sekretionen, det vil sige �-
ellernes frigivelse af insulin, begynder, når gluko-sekon
entrationen overstiger en tærskelværdi h. Da insulinsekretionen ikkekan være negativ, er udtrykket 
(G(t)� h)t en sammensat funktion:
(G(t)� h)t = �0 for G(t) � h;
(G(t) � h)t for G(t) > h: (4.1)Parameteren 
 er en proportionalitetskonstant. Sekretionsmængden bestem-mes ifølge den originale fremstilling desuden af det tidsrum, der er gået fratidspunktet, hvor glukosen er indgivet, jævnfør Bergman et al. (1981). Eli-minationen fra insulinkompartmentet er givet ved eliminationshastigheds-konstanten k7.På baggrund af de to modeller kan di�erentialligningerne for Bergmans mini-malmodel opstilles. Ligningerne for modellen, der her betragtes, er i noglehenseender modi�
eret siden 1981, idet den basale insulinkon
entration, Ib,er introdu
eret i modellen. Paremeteren Ib er bestemt ved den insulinkon-
entration, der kan antages at være i plasma på fastende hjerte. Ligningerneer givet af Arino & Gaetano (2000) veddG(t)dt =�(k1 + k5)�G(t)�Gb�� (k4 + k6)I 0(t)G(t); (4.2)dX(t)dt =�k3X(t) + k2(k4 + k6)�I(t)� Ib�; (4.3)dI(t)dt = 
�G(t)� h�+t� k7�I(t)� Ib�;hvorX(t) = (k4+k6)I 0(t). Det vil sige,X(t) er proportional med insulinkon-
entrationen i det afsides insulinkompartment. Funktionen X(t) benævnesaktiv insulin.Ligning (4.2) giver hastigheden for elimination af glukose fra plasma. Para-meteren Gb er den basale glukosekon
entration, det vil sige, den kon
entra-tion af glukose, der kan antages at be�nde sig i plasma på fastende hjerte.



32 4. Bergmans minimalmodelUdtrykket �(k1 + k5)(G(t) �Gb) beskriver det, der elimineres fra glukose-kompartmentet uden påvirkning fra insulin.Den glukose, der elimineres med påvirkning fra insulinet, beskrives ved ud-trykket �(k4 + k6)I 0(t). Denne rate kan fortolkes som den del af det aktiveinsulin, der indvirker på glukosekon
entrationen.Ligning (4.3) giver et udtryk for tilvæksten af X(t). Indgiftshastigheden forX(t) er givet ved den del k2(k4+k6) af insulinkon
entrationen I(t), der kananvendes.Ligningerne for Bergmans minimalmodel kan omformuleres til:dG(t)dt = P1�G(t)�Gb��X(t)G(t);dX(t)dt = P2X(t) + P3�I(t)� Ib�;dI(t)dt = 
�G(t)� h�+t+ P4�I(t)� Ib�; (4.4)hvor X(t) = (k4 + k6)I 0(t), P1 = �(k1 + k5), P2 = �k3, P3 = k2(k4 + k6)og P4 = �k7.Følgende tre parametre er væsentlige for beskrivelsen af glukosestofskiftet.Insulin-uafhængig ændring af glukose beskrives ved parameteren P1 iligningen for glukose G(t), idet den angiver, i hvor høj grad lever ogvæv optager glukose uafhængigt af insulinet.Insulin-afhængig ændring af glukose beskrives ved parameteren P3 iligningen for aktiv insulin X(t). Parameteren udtrykker en rate forden del af den totale kon
entration af insulin i plasma, der er biologiskaktiv ved elimination af glukose.Insulinfølsomhed beskrives ved SI = �P3=P2. Parameteren SI giver etudtryk for raten af aktiv insulin, der medvirker til glukoseelimination,i forhold til den del af insulinet, der elimineres fra det afsides insulin-kompartment.4.2 Formel problematik vedrørende BergmansminimalmodelI minimalmodellen måles den basale glukosekon
entration Gb, når glukose-og insulinsamspillet er i en ligevægtstilstand. En sådan ligevægtstilstandindtræ�er, når den glukose, der elimineres, og den glukose, som leveren fri-giver, udligner hinanden. Idet dette sker, nærmer glukosekon
entrationen sig



4.2 Formel problematik vedrørende Bergmans minimalmodel 33tærskelværdien h, som angiver, hvornår bugspytkirtlen skal sekrere insulin.Der er mulighed for, at Gb er højere end h, det vil sige, at der uafbrudt se-kreres insulin, hvilket netop er tilfældet i analyser foretaget af Bergman med�ere, (Bergman et al., 1981, side 1458 og 1463). Det, at den basale gluko-sekon
entration kan være højere end tærskelværdien h, giver anledning tilovervejelser omkring den formelle gyldighed af ligningerne i Bergmans mini-malmodel.Følgende lemma benyttes i de efterfølgende sætninger.Lemma 4.1Lad ligningerne for Bergmans minimalmodel være givet veddG(t)dt = P1�G(t)�Gb��X(t)G(t); G(0) = G0; (4.5)dX(t)dt = P2X(t) + P3�I(t)� Ib�; X(0) = 0; (4.6)dI(t)dt = 
�G(t)� h�+t+ P4�I(t)� Ib�; I(0) = I0 + Ib; (4.7)hvor parametrene P1, P2, P3 P4, 
 og h er givet som i afsnit 4.1 medP1; P2; P4 2 ℄�1; 0[. De to parametre G0 og I0 er givet ved henholdsvisden teoretiske glukosekon
entration og den teoretiske insulinkon
entrationover det basale insulinkon
entrationsniveau til tid t = 0 efter en momentielglukoseinjektion.Da gælder det at,(i) lim inft!1 I(t) � Ib,(ii) lim inft!1X(t) � 0,(iii) lim supt!1G(t) � Gb. �Beviset for lemma 4.1 kan føres ved standardargumenter for di�erentialu-ligheder, jævnfør Arino & Gaetano (2000).Der gælder jævnfør afsnit 3.1, at P1; P2; P4 2 ℄� 1; 0[, da de alle er elimina-tionshastighedskonstanter.Sætning 4.2 refererer til det tidligere omtalte tilfælde, hvor glukosekon
en-trationen nærmer sig basalniveauet Gb efter en glukoseinjektion.



34 4. Bergmans minimalmodelSætning 4.2Lad Gb > h og lim supt!1G(t) > h, da gælder det, atlim supt!1 X(t) =1: �Bevis:Hvis X ! 1, er sætningen trivielt opfyldt. Det antages derfor i stedet, atlim inft!1X(t) er endelig.Di�erentialligningen (4.7) løses, hvorved det fås, atI(t)� Ib = exp (P4t)�Z t0 exp (�P4t) 
(G(t)� h)+t dt+ C1�= 
 Z t0 exp (P4(t� s)) (G(s) � h)+s ds+ exp (P4t)C1:Med begyndelsesbetingelsen I(0)� Ib = I0 fås, at C1 = I0, hvormed lignin-gen for insulinkon
entrationen erI(t)� Ib = I0exp (P4t) + 
 Z t0 exp (P4(t� s)) (G(s) � h)+s ds: (4.8)Ligningen for den aktive insulin haves ved:X(t) = exp (P2t)�Z t0 exp (�P2t)P3 (I(t)� Ib) dt+ C2�= P3 Z t0 exp (P2(t� u)) (I(u)� Ib) du; (4.9)hvor X(0) = 0 indebærer, at C2 = 0.Ligning (4.8) indsættes nu i (4.9), hvilket giver, atX(t) = P3 Z t0 exp (P2(t� u)) ��I0exp (P4u) + 
 Z u0 exp (P4(u� s)) (G(s) � h)+s ds� du= P3I0exp (P2t) Z t0 exp ((P4 � P2)u) du+P3
Z t0exp (P2(t�u))Z u0 exp (P4(u�s))(G(s)�h)+s ds du: (4.10)



4.2 Formel problematik vedrørende Bergmans minimalmodel 35Det dobbelte integral i ligning (4.10) betragtes, og integrationsrækkefølgenændres:Z t0 exp (P2(t� u)) Z u0 exp (P4(u� s)) (G(s)� h)+s ds du= Z t0 Z u0 exp (P2(t� s)) exp ((P4 � P2)(u� s)) (G(s) � h)+s ds du= Z t0 exp (P2(t� s)) Z ts exp ((P4 � P2)(u� s)) du(G(s)� h)+s dsDer indføres nu en hjælpefunktion z(t) de�neret vedz(t) = Z t0 exp ((P4 � P2)u) du = �t for P2 = P4;exp((P4�P2)t)�1P4�P2 for P2 6= P4:Jævnfør lemma 4.1 ligger eliminationshatighedskonstanterne �P2 og �P4mellem nul og en, og det haves, at hjælpefunktionen z(t) � 1 for alle t.Hermed kan ligningen for den aktive insulin omskrives tilX(t)=P3I0exp (P2t) z(t)+P3
Z t0exp (P2(t�s))z(t�s)(G(s)�h)+s ds: (4.11)Lad det gælde for følgen af reelle tal ftng, at tn ! 1 for n ! 1. Dalim supt!1G(t) > h, eksisterer der to reelle tal k > 0 og T > 0, således atG(s) � h+ k for tn � s � tn + T for alle n 2 N.Af lemma 4.1(ii) haves det, at lim inft!1X(t) � 0, og da P1 < 0, havesdet, at X(t)�P1 > 0 for tilstrækkeligt store t. Ifølge lemma 4.1(iii) er G(t)opadtil begrænset for tilstrækkeligt store t. Den a�edte af G(t) er derforopadtil begrænset grundet udseendet af (4.5). Da G(t) således ikke kanstige ubegrænset for t!1, er også k opadtil begrænset.For tn � s � tn + T gælder det, at første led i (4.11) er positiv, idet P3 ogI0 er positive, og en vurdering af ligningen giver, atX(tn + T )� P3
 Z tn+T0 exp (P2(tn + T � s)) z(tn + T � s)(G(s)� h)+s ds� P3
 Z tn+T0 exp (P2(tn + T � s)) ktn ds (4.12)� P3
ktn Z tn+Ttn exp (P2(tn + T � s)) ds (4.13)= P3
ktn Z 0�Texp (�P2u) du; (4.14)=�P3P2 
ktn(1� exp(P2T )) (4.15)



36 4. Bergmans minimalmodelhvor det i (4.12) benyttes, at G(s) � h � k, s � tn, og z(tn + T � s) �1. I (4.13) integreres der over et mindre område end i (4.12), og i (4.14)substitueres med u = �tn � T + s.Da P2 2 ℄�1; 0[, er 0 < 1� exp(P2T ) < 1, derved haves for tn !1, atX(tn + T )!1; når n!1: (4.16)�Sætning 4.2 medfører således, at i det tilfælde, at de tre di�erentialligninger(4.5), (4.6) og (4.7) i Bergmans minimalmodel anvendes samtidigt, og anta-gelsen, om at Gb > h, og lim supt!1G(t) > h, er opfyldt, da går niveauetaf aktivt insulin mod uendelig, når t går mod uendelig. Dette stemmer ikkeoverens med, at niveauet af det aktive insulin skulle mindskes, når glukose-kon
entrationen mindskes.Den følgende sætning tager højde for det tilfælde, hvor glukosekon
entra-tionen bliver lavere end tærskelværdien h.Sætning 4.3Lad lim supt!1G(t) < h, da er Gb � h. �Bevis:Der føres et modstridsbevis, hvorfor det antages, at Gb > h.Da lim supt!1G(t)�h < 0, er G(t)�h = 0 ifølge Bergmans minimalmodel.For t!1 haves det derfor, atdI(t)dt = P4(I(t)� Ib)+ I(t) = Ib + exp (P4t)+ I(t) ! Ib:Jævnfør ligning (4.9) haves det videre, at limt!1X(t) = 0. Di�entiallig-ningen for tilvækst i glukosekon
entrationen løses for t!1dG(t)dt = P1(G(t)�Gb)+G(t) = Gb + exp (P1t)+G(t) ! Gb:



4.3 Modi�kation af Bergmans minimalmodel 37Dette er i modstrid med antagelsen Gb > h, da G(t) er begrænset opadtilaf h. �Konsekvensen af sætning 4.3 er, at Gb er mindre end h, hvilket er i modstridmed det, der observeres. Dermed må konklusionen, der kan drages af sætning4.2 og 4.3 være, at ligningerne i Bergmans minimalmodel indeholder nogleasymptotiske konsekvenser, der ikke svarer til virkeligheden.4.3 Modi�kation af Bergmans minimalmodelI forrige afsnit blev det vist, at Bergmans minimalmodel formelt ikke er tro-værdig, dersom alle tre ligninger betragtes på samme tid. Problemet beståri, at det ikke er muligt at opnå ligevægtstilstand. Dette skyldes, at niveauetaf aktiv insulin i det afsides insulinkompartment vil stige som funktion af ti-den uden øvre grænse. Dette emne har gennem de senere år været genstandfor forskellige diskussioner.Der er ført argumenter for, at så længe forsøgsperioden er begrænset tileksempelvis tre timer, hvilket Bergmans minimalmodel netop er designet tilat dække, så er det af sekundær betydning, at X(t)!1 for t!1, (Arino& Gaetano, 2000, side 149).I praksis har �ere valgt at reagere på kritikken af Bergmans minimalmodelved at undlade brugen af den tredje di�erentialligning dI=dt. I stedet antagesdet, at målinger af insulinkon
entrationer er eksakte målinger af det insulin,der virker i organismen, (Arino & Gaetano, 2000, side 148). Dette giver igenen ufuldstændig model, idet glukose- og insulinsamspillet er et integreretfysiologisk system, og det vil være ønskeligt at kunne beskrive det som ethele. Desuden opnås ikke information om bugspytkirtlens respons på en øgetglukosekon
entration i form af proportionalitetskonstanten 
 i ligningen forinsulintilvækst.På baggrund af den kritik, der har været fremsat af Bergmans minimalmo-del, har vi valgt at modi�
ere den en anelse. Vi ønsker ikke at fjerne dentredje di�erentialligning, idet den er med til et præ
isere det feedba
k, derer mellem glukose- og insulinkon
entrationerne. Desuden �nder vi det ikketilfredsstillende at ignorere målestøjen på I(t), idet denne målestøj dækkerover �ere aspekter. Således påvirkes insulinsekretionen også af andre sto�eri organismen eksempelvis adrenalin og aminosyrer, (Bjålie et al., 1998, side163). På den anden side ønsker vi ikke en model, der ikke vil opnå en lige-vægtstilstand, og for hvilken det gælder, at det aktive insulinniveau ikke eropadtil begrænset. Som det fremgår af (4.15) og (4.16), er det tidsfaktorent, der multipli
eres på 
(G(t)�h), som forårsager, at X(t)!1 for t!1.



38 4. Bergmans minimalmodelDerved er det muligt at modi�
ere Bergmans minimalmodel ved enten atfjerne t fra den tredje di�erentialligning eller ved at erstatte den med enopadtil begrænset funktion. Herved opnås en model, som følger:dG(t)dt = P1�G(t) �Gb��X(t)G(t);dX(t)dt = P2X(t) + P3�I(t)� Ib�;dI(t)dt = 
�G(t) � h�+q(t) + P4�I(t)� Ib�; (4.17)hvor q(t) = 1 eller q(t) = N(1� exp (�t=N)): (4.18)For sidstnævnte gælder der, at q0(0) = 1, og q(t)! N for t!1. Denne ergra�sk repræsenteret i �gur 4.3.
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Figur 4.3: Gra�sk repræsentation af q(t) = N(1�exp (�t=N)) for N = 180.Den punkterede linie angiver q(t) = tVed at benytte q(t) som præsenteret i �gur 4.3 vil ligningen for insulin(4.17) for små værdier af t svare til den oprindelige ligning i Bergmansminmalmodel.Ligningen for tilvækst af insulinkon
entrationen med q(t) = 1 er ligeledesbenyttet i modelleringer i forbindelse med den orale glukosetoleran
e test,(Breda et al., 2002, side 228).Fordelen ved at benytte denne modi�
erede model er, at alle tre ligningerkan benyttes samtidigt. Ved endvidere at benytte en funktion q(t), som dender er præsenteret til højre i (4.18), tages der højde for den forsinkelse,



4.3 Modi�kation af Bergmans minimalmodel 39der kan være i samspillet mellem en øget glukosekon
entration og sekretionaf insulin. Dette er et aspekt, der siden 1960'erne i øvrigt er givet mangemodelleringsforslag til, jævnfør Nesher & Cerasi (2002). Nogle har argumen-teret for, at den oprindelige udgave af Bergmans minimalmodel netop tagerhøjde for den forsinkelse, der er i sekretion af insulin i forhold til gluko-seinjektionen, (Arino & Gaetano, 2000, side 150). Indførelsen af et afsidesinsulinkompartment og multiplikationen af tidsfaktoren t på sekretionslig-ningen introdu
erer en hukommelse i ligningen, idet det angives, hvor længesiden øgningen af glukosekon
entrationen fandt sted.





Kapitel 5Dynamiske lineære modellerDette kapitel omhandler vigtige redskaber til arbejdet med dynamiske line-ære modeller. Kapitlet er baseret på West & Harrison (1997), kapitel 4.Longitudinelle data refererer til datasæt, hvori observationerne er foretagetover tid. Et eksempel på dette kan være kon
entrationen af glukose i blo-det, der er observeret over en given periode til tidspunkterne t1; t2; : : : ; tN .Sådanne observationer ses ofte at være serielt korrelerede, da de ofte ud-vikler sig over tid. Den serielle korrelation mellem data kan håndteres meden metode, der baseres på en model, hvor observationerne antages betingetuafhængige givet en latent stokastisk pro
es. I forbindelse hermed må derpåregnes en mulighed for, at der indgår observationsstøj i data, det vil sige,en observation kan repræsenteres ved dens underliggende værdi samt nogetstokastisk målestøj.5.1 Ideen bag dynamiske lineære modellerDynamiske modeller giver en metode til at behandle en bred skare af pro-blemstillinger inden for tidsrækkeanalyse. Begrebet dynamisk relaterer tilde ændringer i tidsrækken, som dels er forårsaget af udviklingen i tid. Denmest anvendte klasse af dynamiske modeller er den dynamiske lineære model(DLM). Ved dynamiske lineære modeller antages det, at udviklingen overtid af det system, der analyseres, er bestemt ved en latent pro
es, �t, der eren ikke observerbar tidsrække, hvortil der er asso
ieret en række af observa-tioner yt. Notationen yT = (yT1 ;yT2 ; : : : ;yTN ) og �T = (�T1 ;�T2 ; : : : ;�TN ) vilblive benyttet om hele observationsrækken henholdsvis den latente pro
es.Relationen mellem den latente vektor og observationsvektoren er spe
i�
e-41



42 5. Dynamiske lineære modellerret i den dynamiske lineære model, hvor begrebet lineær henviser til denlineære relation mellem � og y.Formålet med analyse ved brug af dynamiske modeller er således at fore-tage inferens af den latente pro
es på baggrund af den viden, der opnås fraobservationsrækken.Til en given tid t er al relevant information samlet i mængden Dt, der erde�neret rekursivt ved Dt = fDt�1[ytg. Tilsvarende angiver D0 al a prioriinformation, som er tilgængelig til tiden t = 0.I den følgende de�nition præsenteres en gaussisk DLM, det vil sige, detantages, at observationerne og den latente pro
es kan beskrives ved normal-fordelinger.De�nition 5.1 (Gaussisk DLM)Lad yt være en r-dimensionel observationsvektor over r tidsrækker til tident = 1; 2; : : :.Da er den gaussiske DLM karakteriseret ved et sæt af �re elementer forhvert tidspunkt t: fF ;G;V ;W gt = fF t;Gt;V t;W tg;hvor(i) F t er en kendt (n� r)-regressionsmatrix.(ii) Gt er en kendt (n� n)-systemudviklingsmatrix.(iii) V t er en kendt (r � r)-variansmatrix.(iv) W t er en kendt (n� n)-variansmatrix.Den DLM, der er relateret til yt, er for fF t;Gt;V t;W tg givet ved:Observationsligning: yt = F Tt �t + �t, hvor �t � Nr[0;V t℄.Systemligning: �t =Gt�t�1 + !t, hvor !t � Nn[0;W t℄.Begyndelsesinformation: (�0jD0) � Nn[m0;C0℄.Der skal gælde, at �t;�s;!t;!s er indbyrdes uafhængige for s 6= t. �Mængden fF t;Gt;V t;W tg i de�nition 5.1 de�nerer således den model, dertil tiden t relaterer observationsvektoren yt til systemvektoren �t. Dennerelation �nder sted i observationsligningen, hvor F t er regressionsmatrix, og(n � 1)-vektoren �t består af regressionsparametre. Observationsligningengiver desuden fordelingen af yt givet �t ved(ytj�t) � Nr[F Tt �t;V t℄:



5.1 Ideen bag dynamiske lineære modeller 43Middelværdivektoren �t = F Tt �t kaldes niveauet for observationsvektorentil tiden t. Ud over dette niveau er der til yt også knyttet en stokastiskvariabel �t af normalfordelt observationsstøj.Systemligningen giver fordelingen af �t givet �t�1(�tj�t�1) � Nn[Gt�t�1;W t℄:Det ses, at systemligningen er givet ved en førsteordens Markovkæde, detvil sige, at hvis �t�1 er givet, så er det muligt at bestemme fordelingenaf �t forudsat, at Gt og W t er kendte. Tilsvarende observationsligningenhaves også i systemligningen en normalfordelt stokastisk variabel !t, sominkorporerer systemstøjen i modellen til tiden t.De to følger �t og !t inkorporerer to forskellige typer af støjfølger i mo-dellen. Mens observationsstøjen �t kompenserer for de fejl, der uundgåeligtsker i målingen af en observation yt, og kun har ind�ydelse til tiden t, harsystemstøjen !t ind�ydelse på den fremtidige udvikling i systemet. Dennelangtidse�ekt ses ved en udledning af systemligningen:�t =Gt�t�1 + !t = Gt�Gt�1�t�2 + !t�1�+ !t:Denne udledning kan fortsættes, og som det fremgår af ovenstående, bliveral forudgående systemstøj ved med at påvirke systemet.A priori informationen D0, der indgår i begyndelsesinformationen, kan påbaggrund af modellen siges at indeholde fF t;Gt;V t;W tg for alle t, m0 ogC0.Desuden kan eksterne oplysninger, om at der til tiden t kan forventes enændring i systemet, implementeres undervejs gennem Dt. En model, der eråben overfor eksterne oplysninger benævnes en åben model.5.1.1 Afhængighedsstruktur i modelEt essentielt strukturelt aspekt i en DLM er afhængighedsforholdet imellemde to pro
esser yT og �T . Dette forhold illustreres bedst ved brug af gra�-ske modeller, hvor der benyttes notation i henhold til Lauritzen (1998). Tilhver knude i en graf G knyttes en stokastisk variabel, og kanterne angiverforbindelsen mellem de stokastiske variable. Da gælder det, at to variableA og B i G er betinget uafhængige givet en variabel S i G , hvis S indgår ienhver sti mellem A og B.Den gra�ske model for observationsrækken og den latente pro
es er illustre-ret i �gur 5.1.Af �gur 5.1 ses det, at til tiden t er fortiden og fremtiden indbyrdes uafhæn-gige givet �t, da enhver sti mellem fortiden og fremtiden har �t som mel-lemliggende variabel. Desuden er yt betinget uafhængig af fortid og fremtid



44 5. Dynamiske lineære modeller
�t�1 �2 �3 �t�1 �t+1y1 y2 y3 yt�1 yt yt+1

Figur 5.1: Illustration af afhængighedsstrukturen i forholdet mellem yt og�t i en DLM.givet �t. En konsekvens af dette er, at dersom Dt er givet, da vil fordelingenaf (�tjDt) indeholde al relevant information i forhold til prædiktion. Dennebetingede uafhængighedsstruktur er essentiel for analyse i forbindelse medpro
esserne.I det følgende eksempli�
eres sammenhængen mellem den latente pro
es ogden observerede tidsrække for en univariat gaussisk DLM.Eksempel 1Modellen for den univariate gaussiske DLM er givet ved:Observationsligning: yt = F Tt �t + �t, hvor �t �N [0; Vt℄.Systemligning: �t =Gt�t�1 + !t, hvor !t �Nn[0;W t℄.Begyndelsesinformation: (�0jD0)�Nn[m0;C0℄.I �gur 5.2 er der givet et eksempel på en univariat DLM med en univariatlatent pro
es. Observationsrækken og den latente pro
es med signal-støjforholdet W=V = 0:1 og med Ft = Gt = 1 er simuleret. Det vil sige,observationsstøjen er relativ stor i forhold til systemstøjen. Dette medfører,at observationerne kan afvige meget i forhold til den latente pro
es, hvilketogså ses af �gur 5.2.
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Figur 5.2: Illustration af en univariat DLM med V = 5 og W = 0:5. Punk-terne på den fuldt optrukne linie illustrerer observationerne, derer simuleret ud fra den latente pro
es, som er illustreret ved denpunkterede linie.I �gur 5.3 er der ligeledes givet et eksempel på en univariat DLM, menher er forholdet mellem observationerne og den latente pro
es anderledes.Den illustrerede DLM har en observationsstøj bestemt ved �t � N [0; 2℄,
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Figur 5.3: Illustration af en DLM med V = 2 og W = 5, hvor punkternepå den fuldt optrukne linie illustrerer observationerne, og denpunkterede linie illustrerer den latente pro
es.og en systemstøj bestemt ved !t � N [0; 5℄. Det vil sige at, variansen påobservationsstøjen er lille i forhold til variansen på systemstøjen, og signal-støj forholdet er W=V = 2:5. Dette forhold afspejles af, at observationerne i



46 5. Dynamiske lineære modellerdette tilfælde er lokaliseret tættere på den latente pro
es, hvilket ses af �gur5.3.De to foregående eksempler er simulerede tidrækker, hvormed den latentepro
es er kendt. Dette er ikke tilfældet ved observerede tidsrækker, og detønskes derfor at �ltrere observationsstøj fra data. I denne henseende er derved analyse af longitudinelle data til tiden t særligt tre aspekter, der harinteresse:(i) Filtrering: Inferens for (�tjDt).(ii) Prædiktion: Inferens for (�t+kjDt) og (yt+kjDt) for k � 1.(iii) Udglatning: Inferens for (�t�kjDt) og (�t�kjDt) for k � 1.I de følgende afsnit vil �ltrering, prædiktion og udglatning for en multivariatDLM blive vist.5.2 Kalman�ltreringSom omtalt i forrige afsnit har inferens for (�tjDt) særlig interesse ved ana-lyse af longitudinelle data. Middelværdien og variansen for den latente pro-
es givet data kan estimeres ved hjælp af den såkaldte Kalman�ltrering.Filtreringen foregår ved en rekursiv opdateringspro
edure, hvori eksiste-rende viden om systemet, det vil sige a posteriorifordelingen af �t�1, bliveranvendt til bestemmelse af a posteriorifordelingen af �t. Sætning 5.2 giverdenne pro
edure, der er en rekursiv tretrins algoritme. Trin (ii) i algoritmengiver inferens om (�tjDt�1), hvilket er et-trinsprædiktionen af den latentepro
es. Tilsvarende giver trin (iii) fordelingen af et-trinsprædiktionen for ob-servationen yt, og heraf udledes i trin (iv) a posteriorifordelingen af (�tjDt).Sætning 5.2For den multivariate DLM de�neret ved fF t;Gt;V t;W tg er opdaterings-pro
eduren for t = 1; 2; : : : givet ved(i) A posteriorifordelingen af �t�1:(�t�1jDt�1) � Nn[mt�1;Ct�1℄:(ii) A priorifordelingen af �t:(�tjDt�1) � Nn[at;Rt℄;hvor at = Gtmt�1 og Rt = GtCt�1GTt +W t.



5.2 Kalman�ltrering 47(iii) Fordelingen af et-trinsprædiktion af yt:(ytjDt�1) � Nr[f t;Qt℄;hvor f t = F Tt at og Qt = F Tt RtF t + V t.(iv) A posteriorifordelingen af �t:(�tjDt) � Nn[mt;Ct℄;hvor mt = at +Atet = Ct(R�1t at + F tV �1t yt); (5.1)Ct =Rt �AtQtATt = (R�1t + F tV �1t F Tt )�1; (5.2)At =RtF tQ�1t og et = yt � f t: �Bevis:Sætningen bevises ved induktion.Basistrinet er for t=1 givet ved (�0jD0) � Nn[m0;C0℄, som er begyndel-sesinformationen i den multivariate DLM.Antag, at (�t�1jDt�1) � Nn[mt�1;Ct�1℄.Til bevis for (ii) anvendes, at systemligningen er givet ved �t = Gt�t�1 +!t. Da (�t�1jDt�1) ifølge induktionsantagelsen er normalfordelt gælder detifølge sætning D.3(i), at fordelingen af (Gt�t�1jDt�1) er givet ved(Gt�t�1jDt�1) � Nn[Gtmt�1;GtCt�1GTt ℄:Da det desuden haves, at Gt�t�1 og !t er indbyrdes uafhængige, fås det, at(�tjDt�1)�Nn[Gtmt�1;GtCt�1GTt +W t℄;da (!tjDt�1) � Nn[0;W t℄.Til udledningen af fordelingen for et-trinsprædiktionen af yt anvendes ob-servationsligningen yt = F Tt �t+�t, og tilsvarende beviset for (ii) haves det,at (F Tt �tjDt�1) � Nr[F Tt at;F Tt RtF t℄. Desuden er (�tjDt�1) � Nr[0;V t℄,og det fås, da �t og �t er indbyrdes uafhængige, at(ytjDt�1) � Nr[F Tt at;F Tt RtF t + V t℄:Beviset for (iv) kan føres ved to forskellige metoder. Den ene (a) anvendernormalfordelingsteori, mens den anden (b) er baseret på Bayes sætning. Tiltrods for at de to metoder giver samme resultat, refereres de begge, idet



48 5. Dynamiske lineære modellerformlerne for første og andet moment i a posteriorifordelingen af �t givetDt, baserer sig på to forskellige relationer. Da de to udtryk er ens, havessamtidig et bevis for visse matrixidentiteter.Metode (a):Da f(�tjDt) = f(�tjyt; Dt�1), opstilles den simultane fordeling af yt og �tgivet Dt�1, hvoraf det er muligt at bestemme fordelingen af (�tjDt).Den betingede kovarians mellem yt og �t givet Dt�1 bestemmes vedC ov (yt;�tjDt�1) = C ov �F Tt �t + �t;�tjDt�1�=F Tt Var (�tjDt�1) = F Tt Rt=QtATt :Af (ii) og (iii) haves middelværdier og varianser for f(ytjDt�1) og f(�tjDt�1),hvorved den simultane fordeling er givet ved� yt�t ����Dt�1� � Nr+n ��f tat� ;� Qt QtATtAtQt Rt �� :Ved at benytte sætning D.3(ii) kan den marginale fordeling for (�tjyt; Dt�1)nu bestemmes ved(�tjDt)�Nn[at +At(yt � f t);Rt �AtQtATt ℄:Metode (b):Ved benyttelse af Bayes sætning A.1 fås det, atf(�tjDt) = f(ytj�t; Dt�1)f(�tjDt�1)f(ytjDt�1) = f(ytj�t)f(�tjDt�1)f(ytjDt�1) ; (5.3)hvor ligning (5.3) er udledt af det faktum, at yt er betinget uafhængig afDt�1 givet �t, jævnfør afsnit 5.1.1. Det gælder desuden, at f(ytjDt�1) erkonstant i forhold til f(�tjDt), da Dt og dermed yt er givet. Det gælderderfor, at f(�tjDt) / f(ytj�t)f(�tjDt�1): (5.4)Ved sætning D.2 fås, at de to udtryk på højre side af proportionalitetstegneti (5.4) har tæthedsfunktioner, der er proportionale med henholdsvisf (ytj�t) / exp��12(yt � F Tt �t)TV �1t (yt � F Tt �t)� ogf (�tjDt�1) / exp��12(�t � at)TR�1t (�t � at)� :



5.2 Kalman�ltrering 49Disse to funktioner multipli
eres, hvorved der opnås en funktion, der er pro-portional med tæthedsfunktionen for f(�tjDt). Tages logaritmen og multi-pli
eres med �2, fås det, at�2 ln(f(�tjDt))= (yt � F Tt �t)TV �1t (yt � F Tt �t) + (�t � at)TR�1t (�t � at) + k1= �Tt (R�1t + F tV �1t F Tt )�t � 2�Tt (R�1t at + F tV �1t yt) + k2: (5.5)Sammenlignes ligning (5.5) med tæthedsfunktionen for en normalfordelingses det, at udtrykket (R�1t + F tV �1t F Tt )Ct = In:Dispertionsmatri
en Ct �ndes derfor ved inversion afR�1t +F tV �1t F Tt . Dethaves ydeligere, at R�1t at+F tV �1t yt = C�1t mt. Derved �ndes middelvær-divektoren ved mt = Ct(R�1t at + F tV �1t yt):Heraf følger det, at�2 ln(f(�tjDt)) = �Tt C�1t �t � 2�Tt C�1t mt + k2= (�t �mt)TC�1t (�t �mt) + k3;eller tilsvarende, atf(�tjDt) / exp��12(�t �mt)TC�1t (�t �mt)� : �Korollar 5.3Lad den multivariate DLM være givet som i sætning 5.2, men med E [�t℄ 6= 0og E [!t℄ 6= 0.Da er opdateringspro
eduren givet som i sætning 5.2, dog erat =Gtmt�1 + E [!t℄ og f t = F Tt at + E [�t℄ : �Punkt (iv) i sætning 5.2 giver opdateringen på a posteriorifordelingen afsystemvektoren, hvor de opdaterede momenter i (5.1) og (5.2) kaldes forKalman�lteret. Den forventede værdi af systemvektoren til tiden t givet Dter bestemt ved mt = at +Atet:



50 5. Dynamiske lineære modellerDen forventede værdi af a posteriorifordelingen for systemvektoren er der-med lig den forventede værdi af a priorifordelingen for systemvektoren samtet korrektionsled, der dels er bestemt ved den observerede værdi, og som ervægtet med en opdateringsmatrix givet ved At.I følgende eksempel vises e�ekten af at Kalman�ltrere observationerne.Eksempel 2I praksis kendes den latente pro
es ikke, derfor estimeres den ved Kalman�l-trering, jævnfør sætning 5.2. I en univariat DLM med Ft = Gt = 1 opdateresestimatet for den latente pro
es ved Kalman�ltrering af observationerne vedmt = Gtmt�1 +At(yt � F Tt Gtmt�1) = Atyt + (1�At)mt�1:Filtreringen vægter således den pågældende observation yt og det foregåendeestimat for den latente pro
es.Eksemplerne fra �gur 5.2 og 5.3 er gengivet i �gur 5.4, hvor de latentepro
esser er estimeret ved Kalman�ltrering.
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Figur 5.4: Øverst ses en illustration af en univariat DLM med V = 5 ogW = 0:5 og nederst ses en illustration af en univariat DLM medV = 2 og W = 5. Punkterne illustrerer observationerne, og denfuldt optrukne linie illustrerer den simulerede latente pro
es. Denestimerede latente pro
es er illustreret ved den punkterede linie.



5.2 Kalman�ltrering 51I de to eksempler haves konstantmodeller, derfor vil opdateringsfaktoren Atkonvergere mod henholdsvis A = 0:27 og A = 0:76, (West & Harrison, 1997,side 44). Det vil sige, i det første eksempel, hvor signal-støj forholdet erlille, vægtes den foregående estimerede værdi af den latente pro
es relativthøjere end observationen, hvilket fremgår af det øverste plot i �gur 5.4. I detandet eksempel, hvor signal-støj forholdet er stort, vægtes observationernerelativt højt, hvilket ses af det nederste plot i �gur 5.4. Særligt ses det, attil tidspunkterne t = 25 og t = 27 afviger den estimerede latente pro
es fraden simulerede, idet Kalman�ltreringen vægter observationerne højere.I �gur 5.5 er der vist et plot af en tidsrække, som har modtaget eksterninformation i form af øget observations- henholdsvis systemstøj til tident = 10 og t = 40.
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Figur 5.5: Illustration af Kalman�ltrering af en univariat DLM med Vt =Wt = 1 for t = 1; : : : ; 70, pånær V10 = W25 = 100. Den punk-terede linie illustrerer den estimerede latente pro
es, mens denfuldt optrukne linie illustrerer den simulerede latente pro
es.Som det fremgår af �gur 5.5, er e�ekten af ekstern information om øgetobservationsstøj, at observationen til det givne tidspunkt vil kunne afvigerelativt mere i forhold til den sande latente pro
es, uden at dette påvirkerden estimerede latente pro
es. Den afvigende observation til tiden t = 10påvirker ikke den estimerede latente pro
es, netop fordi informationen ergivet. Hvis informationen ikke havde været givet, kunne det forventes, atden estimerede latente pro
es ville følge den afvigende observation i højeregrad. Figur 5.5 viser desuden forskellen på korttidse�ekt af observationsstøjog langtidse�ekt af systemstøj, idet niveauet af den latente pro
es �yttesefter ekstern information til tid t = 25.



52 5. Dynamiske lineære modeller5.3 PrædiktionOpdateringspro
eduren i sætning 5.2 giver en metode til at prædiktere ettrin frem i tiden. I nogle tilfælde er der behov for at kunne prædikteremere end et trin frem. Dette er muligt med k-trinsprædiktion, der giverfordelingerne af systemvektoren og observationsvektoren k trin frem i tiden.De�nition 5.4 (Prædiktionsfunktion)For en multivariat DLM er prædiktionsfunktionen ft(k) til tiden t de�neretfor alle k 2 Z+ vedft(k) = E ��t+kjDt� = E �FTt+k�t+kjDt� ;hvor �t+k = FTt+k�t+k er niveauvektoren. �Med prædiktionsfunktionen fås den forventede værdi af en fremtidig obser-vation givet den nuværende information, det vil sige ft(k) = E �yt+kjDt�for k � 1. Prædiktionsfunktionen benyttes ved udledning af fordelingerneaf prædiktionerne �t+k og yt+k, som gives i følgende sætning.Sætning 5.5For alle t og for k 2 Z+ er k-trinsprædiktionerne �t+k og yt+k givet Dt i enmultivariat DLM fordelt ved(i) (�t+kjDt) � Nn[ ~mt(k); ~Ct(k)℄,(ii) (yt+kjDt) � Nr[ft(k);Qt(k)℄;(iii) C ov (�t+k;�t+j jDt) = Ct(k; j),(iv) C ov �yt+k;yt+j jDt� = F Tt+kCt(k; j)F t+j ,(v) C ov ��t+k;yt+j jDt� = Ct(k; j)F t+j ,hvor~mt(k) =Gt+k ~mt(k � 1) og ~Ct(k) =Gt+k ~Ct(k � 1)GTt+k +W t+k;ft(k) = F Tt+k ~mt(k) og Qt(k) = F Tt+k ~Ct(k)F t+k + V t+ksamt Ct(k; j) =Gt+kCt(k � 1; j)



5.3 Prædiktion 53er de�neret rekursivt for k = j + 1; j + 2; : : : med startværdierne~mt(0) =mt; ~Ct(0) = Ct og Ct(j; j) = ~Ct(j): �Bevis:For alle t og alle r 2 Z0 med r < t de�neres (n� n)-matri
erne~Gt(r) = r�1Yi=0Gt�i; hvor ~Gt(0) = In:Til tiden t+k betragtes systemligningen med henblik på rekursivt at benyttedenne for tiden t+ k � i for i = 1; : : : ; k.�t+k =Gt+k�t+k�1 + !t+k...=Gt+k � � �Gt+1�t +Gt+k � � �Gt+2!t+1 + � � �+Gt+k!t+k�1 + !t+k= ~Gt+k(k)�t + kXi=1 ~Gt+k(k � i)!t+i:Det haves fra sætning 5.2(iv), at (�tjDt) � Nn[mt;Ct℄ samt fra systemlig-ningen, at (!tjDt) � Nn[0;W t℄. Det kan derfor udledes, at(�t+kjDt) � Nn[ ~mt(k); ~Ct(k)℄;hvor ~mt(k) = ~Gt+k(k)mt (5.6)=Gt+kGt+k�1 � � �Gt+1mt=Gt+k ~mt(k � 1);og tilsvarende~Ct(k) = ~Gt+k(k)Ct ~Gt+k(k)T + kXi=1 ~Gt+k(k � i)W t+i ~Gt+k(k � i)T (5.7)=Gt+k ~Ct(k � 1)GTt+k +W t+k:Startværdierne ~mt(0) = mt og ~Ct(0) = Ct udledes direkte af ligningerne(5.6) henholdsvis (5.7), hvorved sætningens del (i) haves.



54 5. Dynamiske lineære modellerDel (ii) bevises ved anvendelse af, at observationsligningen til tiden t+k harformen yt+k = F Tt+k�t+k+�t+k. Fra del (i) haves fordelingen af (�t+kjDt),hvormed fordelingen af k-trinsprædiktionen er givet ved(yt+kjDt) � Nr[F Tt+k ~mt(k);F Tt+k ~Ct(k)F t+k + V t+k℄:Til bevis af del (iii) betragtes for k > jC ov (�t+k;�t+j jDt) = C ov (Gt+k�t+k�1 + !t+k;�t+j jDt)=Gt+kC ov (�t+k�1;�t+j jDt)=Gt+kGt+k�1 � � �Gt+j+1 ~Ct(j)=Gt+kCt(k � 1; j)=Ct(k; j);hvormed (iii) er bevist. Bevis for del (iv) og (v) i sætningen er tilsvarendebeviset for (iii). �For det tilfælde, hvor systemudviklingsmatri
en Gt og regressionsmatri
enF t er konstante i forhold til tiden, det vil sige Gt = G og F t = F givesfølgende korollar.Korollar 5.6Lad Gt = G for alle t, da gælder det for k � 0, at~mt(k) = Gkmt og ft(k) = F Tt+kGkmt:Desuden gælder det, at~Ct(k) = GkCtGk + k�1Xi=0GiW t+k�i(GT )i;og Ct(k + v; k) = Gv ~Ct(k) for v 2 Z0.Lad desuden F t = F for alle t, da gælder det, atft(k) = F TGkmt og Qt(k) = F T ~Ct(k)F + V t+k;samt C ov �yt+k+v ;yt+k� = F TC(k + v; k)F : �Tilsvarende Kalman�ltrering er det muligt at prædiktere i det tilfælde, atmiddelværdien på systemstøjen eller observationsstøjen er forskellig fra nul.



5.3 Prædiktion 55Korollar 5.7Lad E [!t℄ 6= 0 og E [�t℄ 6= 0, da er middelværdien for k-trinsprædiktionenaf �t+k og yt+k givet ved~mt(k) =Gt+k ~mt(k � 1) + E [!t+k℄ og ft(k) = F Tt+k ~mt(k) + E [�t+k℄ :�Konsekvensen af korollar 5.7 er, at middelværdien for et-trinsprædiktionenaf �t i det tilfælde, at E [!t℄ 6= 0, fås ved ~mt(1) = Gt+1mt+E [!t+1℄, mensmiddelværdien ved to-trinsprædiktionen bliver ~mt(2) = Gt+2(Gt+1mt +E [!t+1℄) + E [!t+2℄. De efterfølgende prædiktioner for k > 2 vil såledeslangtidspåvirkes af tidligere værdier af E [!t+i℄ for i = 1; : : : ; k� 1. Middel-værdien af observationsstøjen har korttidspåvirkning, idet E [�t+k℄ kun harind�ydelse på ft(k).Eksempel 3Figur 5.6 illustrerer, hvorledes det er muligt at anvende prædiktion i tilfældeaf manglende observationer.

Tid

0 10 20 30 40 50

-5
0

5

Figur 5.6: Illustration af Kalman�ltrering og prædiktion af en univa-riat DLM, der har systemudviklingsmatrix G = 0:7, V =3 og W = 7. Observationerne for tidspunkterne t =11; : : : ; 15; 21; : : : ; 25; 31; : : : ; 40 mangler, hvorfor der foretagesprædiktion ved disse tidspunkter. Punkterne illustrerer de obser-verede værdier. Den fuldt optrukne linie er den estimerede latentepro
es, mens de punkterede linier udgør et 95% kon�densinterval.Den latente pro
es er estimeret ved hjælp af Kalman�ltrering til tidspunkter,hvor der er observationer. Når der ikke er observeret, er pro
essen prædik-



56 5. Dynamiske lineære modellerteret ved hjælp af et-trinsprædiktion, hvor det sidst beregnede estimat for�t anvendes, hvilket svarer til k-trinsprædiktion for k = 1; 2; : : : . Denne pro-
edure kaldes for subsampling. Det ses, at der prædikteres imod nul, hvilketsker idet Gt = G = 0:7. I en ikke simuleret model vilGt ofte afhænge af tidenog vil derfor vise en anden tendens end denne, da Gt vil afspejle udviklingenaf tidsrækken. Det ses desuden, at når den latente pro
es skal prædikteres,da bliver kon�densintervallet bredere end, når den latente pro
es estimeresved Kalman�ltrering.5.4 UdglatningI de tidligere afsnit i dette kapitel er metoder til at estimere den latente pro-
es udledt. Metoderne anvendes, hvor det er muligt at estimere på baggrundaf observationer, det vil sige ved Kalman�ltrering og i de tilfælde, hvor deter nødvendigt at prædiktere et estimat.I dette afsnit vil en metode til udglatning af den estimerede latente pro-
es blive præsenteret. Det er en metode, der bygger på al kendt data samtden deraf, via Kalman�ltrering og eventuelt prædiktion, estimerede latentepro
es. Ved udglatning betragtes således den estimerede latente pro
es, ogdenne udglattes i forhold til al den viden, der er opnået, indtil udglatningpåbegyndes. Dette må give et bedre estimat for den latente pro
es, da mereviden benyttes, når den latente pro
es estimeres ved udglatning.Følgende sætning giver fordelingen af den estimerede latente pro
es vedudglatning i en multivariat DLM og er i øvrigt essentiel for udglatning afniveauet i den pågældende DLM.Sætning 5.8For den multivariate DLM givet ved fF t;Gt;V t;W tg de�neres for alle tBt = CtGTt+1R�1t+1:Da er den marginale fordeling for 1 � k � t givet ved(�t�kjDt) � Nn[ ~mt(�k); ~Ct(�k)℄;hvor ~mt(�k) =mt�k +Bt�k� ~mt(�k + 1)� at�k+1�;~Ct(�k) =Ct�k +Bt�k� ~Ct(�k + 1)�Rt�k+1�BTt�k



5.4 Udglatning 57samt ~mt(0) =mt og ~Ct(0) = Ct;~mt�k(1) = at�k+1 og ~Ct�k(1) = Rt�k+1: �Det bemærkes, at ~mt(�k) afhænger af størrelsen ~mt(�k + 1) � at�k+1,hvilket viser, at i en udglatningspro
edure inkluderes rekursivt den erfaring,der er opnået ved Kalman�ltrering og udglatning af �t�k+1; : : : ;�t vægtetmed en opdateringsmatrix givet ved Bt�k.Tilsvarende inkluderes den opnåede erfaring i variansmatri
en for den ud-glattede fordeling af (�t�kjDt).Bevis:Strukturen i beviset er følgende:(i) Tæthedsfunktionen for (�t�kjDt) kan bestemmes ved marginalisering:f(�t�kjDt) = Z f(�t�kj�t�k+1; Dt)f(�t�k+1jDt) ��t�k+1: (5.8)Da andet integrantled i (5.8) ikke er kendt, opstilles et induktionsbevismed induktionsantagelse:(�t�k+1jDt) � Nn[ ~mt(�k + 1); ~Ct(�k + 1)℄:(ii) Bestemmelse af første integrantled i (5.8) ved anvendelse af Bayessætning og uafhængighedsstrukturen i den DLM.(iii) Når fordelingen af (�t�kj�t�k+1; Dt) kendes, kan fordelingen af(�t�kjDt) udledes, og endelig kan basistrinet vises.Ad. (ii):Lad y(k) = (yt�k+1; : : : ;yt�1;yt), da er første integrantled i (5.8) givet vedf(�t�kjy(k);�t�k+1 ; Dt�k)= f(y(k)j�t�k;�t�k+1; Dt�k)f(�t�kj�t�k+1; Dt�k)f(y(k)j�t�k+1; Dt�k)= f(�t�kj�t�k+1; Dt�k); (5.9)hvor (5.9) følger af, at y(k) er betinget uafhængig af �t�k givet �t�k+1. Vedat benytte Bayes sætning i forhold til (5.9) fås det, atf(�t�kj�t�k+1; Dt�k)/ f(�t�k+1j�t�k; Dt�k)f(�t�kjDt�k): (5.10)



58 5. Dynamiske lineære modellerTæthedsfunktionerne for de to funktioner på højresiden i ligning (5.10) ken-des fra de�nition 5.1 og sætning 5.2, hvor(�t�k+1j�t�k; Dt�k)�Nn[Gt�k+1�t�k;W t�k+1℄ og(�t�kjDt�k)�Nn[mt�k;Ct�k℄:Hermed kan produktet i (5.10) opstilles, hvilket giver, at�2 ln f(�t�k j�t�k+1; Dt�k)= (�t�k+1 �Gt�k+1�t�k)TW�1t�k+1(�t�k+1 �Gt�k+1�t�k)+(�t�k �mt�k)TC�1t�k(�t�k �mt�k) + k1= �Tt�k(GTt�k+1W�1t�k+1Gt�k+1 +C�1t�k)�t�k�2�Tt�k(GTt�k+1W�1t�k+1�t�k+1 +C�1t�kmt�k) + k2: (5.11)Sammenholdes (5.11) med tæthedsfunktionen for en normalfordeling, havesdet, at (�t�kj�t�k+1; Dt) � Nn[ht(k);Ht(k)℄;hvor H�1t (k) =GTt�k+1W�1t�k+1Gt�k+1 +C�1t�k ogH�1t (k)ht(k) =GTt�k+1W�1t�k+1�t�k+1 +C�1t�kmt�k:Af ovenstående kan ht(k) og Ht(k), ved at sammenholde med matrixiden-titeterne (5.1) og (5.2), udledes tilht(k) =mt�k +Bt�k(�t�k+1 � at�k+1) og (5.12)Ht(k) =Ct�k �Bt�kRt�k+1BTt�k: (5.13)Ad. (iii):Af (5.12) og (5.13) samt induktionsantagelsen kan de søgte momenter for(�t�kjDt) bestemmes, idetE [�t�kjDt℄ = E [E [�t�kj�t�k+1; Dt℄ jDt℄ (5.14)= E [ht(k)jDt℄=mt�k +Bt�k ( ~mt(�k + 1)� at�k+1) = ~mt(�k);Var (�t�kjDt) = E [Var (�t�kj�t�k+1; Dt) jDt℄+Var (E [�t�kj�t�k+1; Dt℄ jDt) (5.15)= E [Ht(k)jDt℄ + Var (ht(k)jDt)=Ct�k +Bt�k ( ~Ct(�k + 1)�Rt�k+1)BTt�k = ~Ct(�k);



5.4 Udglatning 59hvor (5.14) og (5.15) følger af sætning D.6.Det er hermed vist, at (�t�kjDt) � Nn[ ~mt(�k); ~Ct(�k)℄.Basistrinet følger, idet der for k = 1 gælder, at~mt(�k + 1) = ~mt(0) =mt og ~Ct(�k + 1) = ~Ct(0) = Ct;det vil sige, at udglatning af den estimerede latente pro
es til det sidstetidspunkt er lig Kalman�ltrering, jævnfør sætning 5.2. �Ved sætningerne om Kalman�ltrering og prædiktion er der givet korollarerom konsekvensen af, at systemstøjen har en middelværdi forskellig fra nul,jævnfør korollar 5.3 og 5.7. Ved udglatning af den estimerede latente pro
eser denne middelværdi inkluderet i at�k+1 = Gt�k+1mt�k + E [!t�k+1℄, ogderved er der for selve udglatningspro
eduren ingen forskel på, om E [!t℄ = 0eller E [!t℄ 6= 0.Af sætning 5.8 følger udglatning af niveauet i en DLM.Korollar 5.9For den multivariate DLM givet ved fF t;Gt;V t;W tg med niveau �t =F Tt �t er fordelingen af det udglattede niveau givet ved(�t�kjDt) � Nr[F Tt�k ~mt(�k);F Tt�k ~Ct(�k)F t�k℄: �Udglatning af den estimerede latente pro
es, efter at alle observationerne erforetaget, er ofte nyttig. Haves der eksempelvis en model over et afslutteteksperiment, da er t = 1; 2; : : : ; N , og udglatningen af den estimerede latentepro
es fås ved at sætte t=N i sætning 5.8.I den følgende sætning bestemmes den simultane fordeling af hele den ud-glattede estimerede latente pro
es.Sætning 5.10For den multivariate DLM givet ved fF t;Gt;V t;W tg de�neres for allet = 1; 2; : : : ; N�1 Bt = CtGTt+1R�1t+1:Da er den betingede simultane fordeling af den udglattede estimerede la-tente pro
es �T = (�T1 ;�T2 ; : : : ;�TN ) givet DN de�neret ved de marginalefordelinger og kovarianser(�N�kjDN ) � Nn[ ~mN (�k); ~CN (�k)℄ for 0 � k � N; (5.16)C ov (�N�k�j ;�N�kjDN ) = AN�k�j;N�k ~CN (�k) for 0 � j � k; (5.17)



60 5. Dynamiske lineære modellerhvor det for �N�k�j = AN�k�j;N�k�N�k + ", hvor " � Nn[0;�"℄, gælder,at AN�k�j;N�k =Qj�1i=0 BN�k�j+i givet DN . �Bevis:Fordelingerne af (�N�kjDN) for 0 � k � N i (5.16) haves af sætning 5.8,hvor t = N .For at beregne kovarianserne i (5.17) bestemmes først kovariansen mellemto på hinanden følgende systemvektorer.C ov (�N�k;�N�k+1jDN�k) = C ov (�N�k;GN�k+1�N�k + !N�k+1jDN�k)=CN�kGTN�k+1=CN�kGTN�k+1R�1N�k+1RN�k+1=BN�kRN�k+1: (5.18)Sammenholdes (5.18) med (D.3) i sætning D.4, ses det, at AN�k;N�k+1 =BN�k, idet Var (�N�k+1jDN�k) = RN�k+1:Ved benyttelse af korollar D.5 fås det, atAN�k�j;N�k = j�1Yi=0AN�k�j+i;N�k�j+i+1 = j�1Yi=0BN�k�j+i;hvorom det gælder, at �N�k�j = AN�k�j;N�k�N�k + " givet DN . Hervedkan kovariansen for to ikke på hinanden følgende systemvektorer bestemmes.Idet Var (�N�kjDN ) = ~CN (�k) kendes fra sætning 5.8, haves den søgtekovarians, og sætningen er vist. �Den betingede simultane fordeling af det udglattede niveau givet DN for enmultivariat DLM følger umiddelbart af sætning 5.10, idetL(�1; : : : ;�N jDN ) = L(F T1 �1; : : : ;F TN�N jDN ):I det følgende eksempel illustreres e�ekten af at udglatte den estimeredelatente pro
es i forhold til Kalman�ltrering af samme pro
es.Eksempel 4Som det ses af �gur 5.7, giver estimation af den latente pro
es ved ud-glatning en mere glat struktur i forhold til den estimerede latente pro
esved Kalman�ltrering. Derved er det lettere at betragte langtidstendenser ogperioder på den latente pro
es ud fra den udglattede pro
es.
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Figur 5.7: Illustration af en univariat DLM med V = 10 og W = 1. Punk-terne illustrerer observationerne, den fuldt optrukne linie illustre-rer den simulerede latente pro
es, den punkterede linie illustrererden Kalman�ltrerede latente pro
es og den stiplede er den udg-lattede latente pro
es.5.5 OpsummeringSom nævnt indledningsvist i dette kapitel er der i forbindelse med analyseaf dynamiske lineære modeller tre essentielle redskaber til inferens af denlatente pro
es, nemlig Kalman�ltrering, prædiktion og udglatning. Kalman-�ltrering er gennemgået i afsnit 5.2, for den multivariate DLM, ligeledes erprædiktion af både den latente pro
es og af observationer gennemgået i af-snit 5.3, og endelig er udglatning af den latente pro
es præsenteret i afsnit5.4. Alle tre afsnit er afsluttet med eksempler, der illustrerer e�ekten afhenholdsvis Kalman�ltrering, prædiktion og udglatning.I tabel 5.1 gives en oversigt over de estimerede momenter for den latentepro
es ved henholdsvis Kalman�ltrering, prædiktion og udglatning.



62 5. Dynamiske lineære modellerKalman- E [�tjDt℄ =mt= at +Atet�ltrering Var(�tjDt) = Ct= Rt �AtQtATtPrædiktion E [�t+kjDt℄ = ~mt(k)= Gt+k ~mt(k � 1)Var(�t+kjDt) = ~Ct(k)= Gt+k ~Ct(k � 1)GTt+k +W t+k;hvor ~mt(0) =mt og ~Ct(0) = CtUdglatning E [�t�kjDt℄ = ~mt(�k)=mt�k +Bt�k ( ~mt(�k + 1) � at�k+1)Var(�t�kjDt) = ~Ct(�k)= Ct�k +Bt�k ( ~Ct(�k + 1) �Rt�k+1)BTt�k;hvor ~mt(0) =mt og ~Ct(0) = CtTabel 5.1: Oversigt over første og andet moment i den estimerede latente pro
es.



Kapitel 6Opstilling af modelParametrene i Bergmans minimalmodel er traditionelt blevet estimeret vedhjælp af ikke-lineær regression, jævnfør Hansen et al. (2000). I dette kapitelvil en anden metode til estimation af parametrene blive introdu
eret.Data fra den intravenøse glukosetoleran
e test består af målinger af glukose-og insulinkon
entrationer i plasma observeret over et tidsrum, og der ergrund til at antage, at en observation yt er korreleret med foregående ob-servationer yt�j , for j = 1; : : : ; t�1. Denne afhængighed af foregående ob-servationer kan dog antages at aftage, hvis j øges. Som beskrevet i afsnit5.1.1 er en sådan afhængighedsstruktur mellem de stokastiske variable ind-bygget i dynamiske lineære modeller. Estimeres parametrene i Bergmansminimalmodel ved anvendelse af en dynamisk lineær model, bliver en sto-kastisk variation i form af stokastisk systemstøj inkorporeret. Dette sker tilforskel fra estimation ved hjælp af ikke-lineær regression, der udelukkendetager højde for en systematisk variation.Hensigten med dette kapitel er at opstille en dynamisk lineær model medudgangspunkt i den modi�
erede version af Bergmans minimalmodel, somblev præsenteret i afsnit 4.3.6.1 Opstilling af model: kendte parametreDa minimalmodellen er udarbejdet til at beskrive organismens glukose- oginsulinkinetik og -dynamik i forbindelse med den intravenøse glukosetole-ran
e test, er det denne test, den efterfølgende model vil blive opstillet medhenblik på. En tilsvarende modellering af glukose- og insulinkinetikken og-dynamikken for den orale glukosetoleran
e test udføres ikke i dette spe
i-63



64 6. Opstilling af modelale af tidsmæssige årsager samt af det faktum, at en kompartment-model iforbindelse med den orale testpro
edure ikke er fuldt udviklet. Eksempelviser der formuleret en model, der udelukkende betragter insulinsekretionen ogderfor ikke giver en modellering af glukosekinetikken, jævnfør Breda et al.(2002).I afsnit 4.3 blev de tre di�erentialligninger knyttet til Bergmans minimal-model præsenteret. I det følgende vil notationen for tilvæksten af de tids-afhængige variable være _G = dG=dt, _I = dI=dt samt _X = dX=dt, hvorvedligningerne er givet ved_G= P1�G(t)�Gb��X(t)G(t)_I = 
 (G(t)� h)+ + P4�I(t)� Ib� (6.1)_X = P2X(t) + P3�I(t)� Ib� = P2X(t)� SIP2�I(t)� Ib�;hvor SI = �P3=P2 er insulinfølsomheden. En sammenligning af ligning (6.1)med ligning (4.17) i afsnit 4.3 viser, at vi her har valgt at benytte modellenmed q(t) = 1.Parametrene  T = (P1; P2; P4; SI ; h; 
;Gb; Ib) antages som udgangspunktat være kendte parametre.De ovenstående di�erentialligninger kan omskrives til logaritmisk form, hvil-ket er fordelagtigt, idet der skal fortages en logaritmetransformation afglukose- og insulinkon
entrationerne, før data kan antages at være normal-fordelt, jævnfør afsnit 2.2. Da størrelserne G og I er kon
entrationsmålingerog dermed positive, kan logaritmetransformationen foretages, og den loga-ritmiske form opnås ved følgende omskrivning:dG(t)dt = P1�G(t) �Gb��X(t)G(t) ) d lnG(t)dt = P1 �X(t)� P1GbG(t) :Ved tilsvarende omskrivning af _I og _X fås_g = fg(g; i; x) = P1 �X(t)� P1GbG(t)= P1 � exp (x(t)) � P1Gbexp (�g(t)) (6.2)_i = fi(g; i; x) = 
 (G(t)� h)+ � P4IbI(t) + P4= �
 (exp (g(t))� h)+ � P4Ib�exp (�i(t)) + P4 (6.3)_x = fx(g; i; x) = P2 � SIP2 I(t)� IbX(t)= P2 � �SIP2exp (i(t))� Ib�exp (�x(t)) ; (6.4)hvor g = lnG; i = ln I og x = lnX .



6.1 Opstilling af model: kendte parametre 65For at kunne benytte de ovenstående ligninger i en dynamisk lineær modelskal de enkelte ligninger diskretiseres, idet den observerede tidsrække og denlatente pro
es er diskret. Ved diskretiseringen skal der vælges et tidsinterval�t, der bestemmes ud fra to kriterier.(i) Diskretiseringsfejlen må ikke blive for stor.(ii) Alle observationstidspunkter skal kunne skrives som et multiplum af�t.For det nærværende datasæt kan tidsintervallet fastsættes til ét minut, dadette er det korteste tidsinterval mellem to observationer i den intravenøseglukosetoleran
e test. Ved valg af dette tidsinterval er kriterie (ii) opfyldt,da alle observationer er foretaget ved heltallig minutangivelse. Vi har såledesvalgt at benytte �t = 1 gennem de følgende udledninger.Tidsintervallet kunne ligeledes vælges til for eksempel et halvt minut.Idet �t = 1, fås følgende omskrivning af di�erenskvotienten for g, hvorgt = g(t): gt � gt��t�t �= fg(gt��t; it��t; xt��t)+ gt � gt�1 �= fg(gt�1; it�1; xt�1)På tilsvarende vis kan di�erentialligningerne for i og x diskretiseres, hvilketresulterer i følgende koblede di�erensligninger:gt � gt�1 �= fg(gt�1; it�1; xt�1) (6.5)it � it�1 �= fi(gt�1; it�1; xt�1) (6.6)xt � xt�1 �= fx(gt�1; it�1; xt�1): (6.7)Diskretiseringen leder til en ny afhængighedsstruktur imellem de tre lignin-ger. Denne struktur er illustreret i �gur 6.1.



66 6. Opstilling af modelGtGt�1 Gt+1Xt�1It�1 Xt+1It+1It�2Xt�2Gt�2
ItXtFigur 6.1: Gra�sk illustration af afhængigheden mellem de tre di�erenslig-ninger. Cirklerne illustrerer ikke-observeret data, mens romberneillustrerer observeret data. Til tidspunkterne t�1 og t er der ikkeforetaget observationer.Umiddelbart kan ligningerne (6.5), (6.6) og (6.7) ikke formuleres som enDLM, da de ikke er lineære. Ligningerne skal derfor lineariseres, hvilketgøres ved at benytte en førsteordens Taylorudvikling af (fg ; fi; fx) = fT i(gt�1; it�1; xt�1) = zT omkring (ĝt�1; ît�1; x̂t�1) = ẑT på følgende visf(z) �= f(ẑ) +Df(ẑ)(z � ẑ)+0�gtitxt1A�0�gt�1it�1xt�11A �= 0�fg(ẑ)fi(ẑ)fx(ẑ)1A+Df (ẑ) � 240�gt�1it�1xt�11A�0�ĝt�1ît�1x̂t�11A35 ; (6.8)hvor Df (ẑ) = 264 �fg�g �fg�i �fg�x�fi�g �fi�i �fi�x�fx�g �fx�i �fx�x 375��������0BB�ĝt�1ît�1x̂t�11CCA :Omskrives Taylorudviklingen i ligning (6.8) fås følgende:0�gtitxt1A �= bt +Gt �0�gt�1it�1xt�11A ; (6.9)hvor bt = f(ẑ)�Df(ẑ) � ẑ og Gt = I3 +Df (ẑ):I det foregående er der udledt et approksimativt udtryk for systemligningen,jævnfør ligning (6.9), og i forhold til den dynamiske lineære model haves at:



6.2 Opstilling af model: ukendte parametre 67yt = �gtit� og �t = 0�gtitxt1A:Det bør bemærkes, at de observerede værdier til tiden t ikke er (gt; it), men(exp(gt); exp(it)).6.2 Opstilling af model: ukendte parametreParametrene  T = (P1; P2; P4; SI ; h; 
;Gb; Ib) er undervejs i udledningeni afsnit 6.1 blevet betragtet som kendte. I praksis skal disse parametreestimeres på baggrund af datasættet. Den basale glukose- og insulinkon-
entration henholdsvis Gb og Ib kan estimeres for hver forsøgsperson vedet gennemsnit af de tre målinger forud for glukoseinjektion. Herefter ind-går disse estimerede værdier i ligningerne som faste værdier til alle tids-punkter. De øvrige parametre kan estimeres ved at lade parametrene i'T = (P1; P2; P4; SI ; h; 
) indgå i systemligningen som en del af den la-tente pro
es �. Ved Kalman�ltrering og udglatning estimeres de således vedden betingede middelværdi givet data, det vil sige henholdsvis '̂ = E ['jDt℄og '̂ = E ['jDN ℄.Denne estimeringsmetode af parametre vil blive genemgået i �ere detaljer idet følgende.For at inkorporere parametrene i systemvektoren, opstilles denne ved:�t = 0BB�gtitxt'1CCA � variable, der er observerbare.	 variable, der ikke er observerbare.	 tidsuafhængige parametre.Analogt til den gennemgåede modelopstilling i afsnit 6.1 opstilles di�eren-tialligningerne for systemligningen._�(t) = 0BB� _g(t)_i(t)_x(t)_' 1CCA = 0BB�fg(g; i; x;'T )fi(g; i; x;'T )fx(g; i; x;'T )0 1CCA ; (6.10)hvor fg ; fi og fx kendes fra ligning (6.2), (6.3) og (6.4). Desuden gælder det,at _' = 0, da parametrene er tidsuafhængige.Strategien er at diskretisere og dernæst linearisere (6.10). Dette gøres somtidligere ved at opstille di�erenskvotienten og sætte �t = 1, derved fås de



68 6. Opstilling af modelkoblede di�erensligninger ved�t � �t�1 �= 0BB� _g(t� 1)_i(t� 1)_x(t� 1)_' 1CCA = 0BB�fg(gt�1; it�1; xt�1;'T )fi(gt�1; it�1; xt�1;'T )fx(gt�1; it�1; xt�1;'T )0 1CCA ;hvor �t = �(t).Idet �t er udvidet til også at inkludere parametrene, lineariseres der veden førsteordens Taylorudvikling af di�erensen �(t) � �(t � 1) = �t � �t�1omkring en fast værdi �̂Tt�1 = (ĝt�1; ît�1; x̂t�1; '̂T ), hvorved det fås, at�t � �t�1 �= f(�̂t�1) +Df(�̂t�1)��t�1 � �̂t�1� ; (6.11)hvor Df(�̂t�1) = 2664rfg(�̂t�1)rfi(�̂t�1)rfx(�̂t�1)rf'(�̂t�1)3775 = 2664rfg(�̂t�1)rfi(�̂t�1)rfx(�̂t�1)0 3775 :I gradienten af de respektive funktioner er der di�erentieret med hensyn tilbåde g; i; x og parametrene i '.Ved omorganisering af (6.11) fås et udtryk for systemligningen, som nuinkluderer parametrene:�t �= �I9 +Df (�̂t�1)��t�1 + f (�̂t�1)�Df(�̂t�1) � �̂t�1+ �t =Gt�t�1 + bt + ~!t; (6.12)hvor Gt = I9 +Df(�̂t�1), og bt = f(�̂t�1) �Df(�̂t�1) � �̂t�1. Støjleddet~!t inkluderer diskretiserings- og lineariseringsfejl samt stokastisk systemfejl.Det antages desuden, at støjfølgen givet ved ~! er multivariat normalfordeltved ~!t � N9[0;W t℄.Systemligningen for den udledte model givet i (6.12) adskiller sig fra densystemligning, der blev præsenteret i de�nition 5.1 af en DLM, idet der iovenstående systemligning er adderet en vektor bt. Denne vektor kan inklu-deres i støjleddet, således at systemligningen er givet ved�t = Gt�t�1 + !t; hvor !t � N9[bt;W t℄:Idet E [!t℄ 6= 0 skal korollar 5.3 og 5.7 benyttes ved henholdsvis Kalman�l-trering og prædiktion af den latente pro
es.



6.2 Opstilling af model: ukendte parametre 69Observationsligningen, der asso
ieres til den netop udledte systemligning,bliver herved: yt = F Tt �t + �t for yt = �gtit�hvorF Tt = 8>><>>:�1 0 0 0T0 1 0 0T� for de tidspunkter t, hvor gt og it observeres,�0 0 0 0T0 0 0 0T� for de tidspunkter t, hvor gt og it ikke observeres.Første og anden kolonne i F Tt relaterer således til gt og it, tredje kolonne tilxt, og resten af F Tt relaterer til de ikke observerbare parametre i '. Størrel-sen �t er observationsstøj og antages at være to-dimensionelt normalfordeltved �t � N2[0;V t℄.Endelig skal begyndelsesinformationen fastsættes, hvilket gøres ved at giveet estimat af første og andet moment for (�0jD0). Bestemmelse af begyn-delsesinformationen vil blive behandlet i afsnit 7.1.Når variansmatri
erne V t ogW t kendes, kan algoritmen for opdatering af�̂ udføres. Vurdering af variansmatri
erne V t og W t vil blive behandletyderligere i afsnit 6.2.1 og 7.1.Estimation af den latente pro
es udføres herefter ved benyttelse af det så-kaldte udvidede Kalman�lter, hvor begrebet udvidede relaterer til, at deikke-lineære ligninger lineariseres ved Taylorudviklinger. Herved opnås etestimat for den latente pro
es. Efter udglatning anvendes det udglattedeestimat for den latente pro
es i endnu en Taylorudvikling, hvorved der for-mentlig fås en bedre approksimering, og endnu en Kalman�ltrering og ud-glatning vil give et bedre estimat. Da der således Taylorudvikles gentagnegange i forbindelse med gentagne Kalman�ltreringer og udglatninger, er al-goritmen, der er vist i det efterfølgende diagram, kendt under betegnelsendet itererede udvidede Kalman�lter.



70 6. Opstilling af modelAlgoritme 6.1 (Opdatering af �̂)Opstil den approksimative DLM ved fF t;Gt;V t;W tg.

Opdater �̂j = aj
sæt j = 2

Udskriv �̂j

Kalman�ltrer:

ja nej
sæt j = j + 1Taylorudv. i �̂j�1

Er konvergenskri-teriet opfyldt?
Udglat mj
Opdater �̂1= ~m1Vælg m0, C0Initialiser: Udglat m1Taylorudv. i �̂1t�1Kalman�ltrer:Opdater �̂1=m1
Opdater �̂j=mjOpdater �̂j= ~mj

Størrelsen mj betegner tidsrækken af Kalman�ltrerede estimater for � fraden j'te iteration af algoritmen, og ~mj betegner tidsrækken af udglattedeestimater for � fra den j'te iteration.Begyndelsesestimatet �̂1, der skal vælges til brug ved første gennemkørselfor j = 1 af algoritme 6.1, fastsættes ved rekursivt at bestemme �̂1t vedTaylorudvikling omkring �̂1t�1, det vil sige �̂1t = m1t�1 fra første iteration.Herved fås et udtryk for systemligningen ved første iteration:�t �= �I9 +Df(m1t�1)��t�1 + f (m1t�1)�Df(m1t�1) �m1t�1:Den første �̂ opstilles derfor ikke forud for gennemkørsel j = 1 af algoritmen,men sideløbende hermed.I de efterfølgende gennemkørsler for j = 2; 3; : : : af algoritmen haves et



6.2 Opstilling af model: ukendte parametre 71estimat for �j ved den (j � 1)'te udglatning, hvorved systemligningen vediterationerne j = 2; 3; : : : kan udtrykkes ved�t �= �I9 +Df ( ~mj�1N (�N + t))��t�1+f( ~mj�1N (�N + t))�Df( ~mj�1N (�N + t)) � ~mj�1N (�N + t):Som beskrevet i afsnit 2.2 er der ikke foretaget observationer på glukose- oginsulinkon
entrationer for hvert minut. Det vil sige, det er ikke muligt atudføre Kalman�ltrering til de tidspunkter, hvor der ikke er fortaget obser-vation. Kalman�ltreringen udføres derfor ved at subsample, det vil sige, tilde manglende observationstidspunkter prædikteres �̂i, jævnfør sætning 5.5og korollar 5.7.6.2.1 Vurdering af lineariseringsfejlSystemstøjen indeholder de fejl, der kan antages at være fremkommet veddiskretisering og linearisering af de tre di�erentialligninger (6.2), (6.3) og(6.4) samt en stokastisk systemfejl. Den del af systemstøjen, der skyldeslineariseringsfejl, kan vurderes ud fra følgende overvejelser.I systemligningen haves det for hver indgang k i �, at�tk= �t�1k+fk(mt�1)+rfk(mt�1)(�t�1 �mt�1)+ ~!tk�= �t�1k+fk(�t�1)+ 12(�t�1�mt�1)THtk(mt�1)(�t�1�mt�1); (6.13)hvor det antages, at ~!t er den fejl, der fremkommer ved Taylorudviklin-gen, hvor fk(�t�1) = fk(mt�1) + rfk(mt�1)(�t�1 � mt�1) og Htk =�(rfk)=��Tt .Størrelsen af fejlen kan jævnfør ligning (6.13) vurderes vedE � 12(�t�1 �mt�1)THtk(mt�1)(�t�1 �mt�1)� :Denne vurdering gøres ligeledes for den k'te koordinat i �t, og således fås,at



72 6. Opstilling af model12E �tr �(�t�1 �mt�1)THtk(mt�1)(�t�1 �mt�1)��= 12E �tr �Htk(mt�1)(�t�1 �mt�1)T (�t�1 �mt�1)��= 12tr �E �Htk(mt�1)(�t�1 �mt�1)T (�t�1 �mt�1)��= 12tr �Htk(mt�1)E �(�t�1 �mt�1)T (�t�1 �mt�1)��= 12tr (Htk(mt�1)Var (�t�1jDt�1)) (6.14)= 12tr (Htk(mt�1)Ct�1) (6.15)Ved den første genemkørsel for j = 1 af det itererede udvidede Kalman�l-ter kan den del af systemstøjen, der er fremkommet ved Taylorudviklingen,således bestemmes ved en diagonalmatrix, hvor vurderingen af linearise-ringsfejlen, jævnfør ligning (6.15), er beregnet for hver indgang i �t.Tilsvarende kan den del af systemstøjen, der er fremkommet ved Taylor-udviklingen, for de efterfølgende gennemløb af Kalman�ltrering, jævnføralgoritme 6.1, bestemmes ved en Taylorudvikling i den udglattede værdi afden latente pro
es fra den foregående iteration. Dette svarer til at erstattemt�1 med ~mt samt Var (�t�1jDt�1) i ligning (6.14) med Var (�tjDN ) =~CN (�N + t).Hermed haves en vurdering af den del af systemstøjen, der er fremkom-met ved Taylorudvikling. Den mulige diskretiserings- og systemfejl bør ogsåinkluderes, hvilket vil blive behandlet yderligere i afsnit 7.1.



Kapitel 7DataanalyseI dette kapitel analyseres det datasæt, der blev præsenteret i afsnit 2.2.Kapitlet er delt op i �ere afsnit. De første tre afsnit spe
i�
erer model ogmetode bag analysen. De næste afsnit er opdelt efter hver sit analytiskeformål.7.1 Spe
i�kation af modelI afsnit 6.2 udledtes en DLM formuleret på baggrund af den modi�
eredeudgave af Bergmans minimalmodel. Observationsligningen og systemlignin-gen for modellen blev her udledt til:yt =F Tt �t + �t; hvor det antages, at �t � N2[0;V t℄;�t =Gt�t�1 + !t; hvor det antages, at !t � N9[bt;W t℄;og hvor observationsvektoren og systemvektoren er givet ved henholdsvisyTt = (gt; it) og �Tt = (gt; it; xt; P1; P2; P4; SI ; h; 
):Regressionsmatri
en blev i samme afsnit fastsat vedF Tt = (�I2O� for de tidspunkter t, hvor gt og it observeres,�O O� for de tidspunkter t, hvor gt og it ikke observeres.Systemudviklingsmatri
en Gt og middelværdien bt for systemstøjen blevbestemt ved henholdsvisGt = I9 +Df(�̂) og bt = f(�̂)�Df (�̂) � �̂;73



74 7. Dataanalysehvor fT = (fg ; fi; fx; P1; P2; P4; SI ; h; 
) og �̂ er den estimerede værdi af �ved henholdsvis Kalman�ltrering og udglatning.Analysen påbegyndes to minutter efter glukoseinjektionen, idet dette er denførste observation efter injektionen.En videre beskrivelse af data ved modellen og efterfølgende anvendelse afalgoritme 6.1 kræver fastsættelse af begyndelsesinformationen m0 og C0samt variansmatri
erne V t ogW t.Begyndelsesinformation:Første og anden indgang i E [�0jD0℄ kan bestemmes ved gennemsnittet afobservationen til det 2. minut for alle personer. Desuden kan det antages, atX0 = 0 før injektion af glukose, jævnfør Bergman et al. (1981). Begyndel-sesestimatet for P1, P2 og SI er fastsat efter konsultation med Aage Vølund,Novo Nordisk, mens begyndelsesestimaterne for P4, h og 
 er sat lig nul, dader ikke haves viden om disse. Således haves 'T = (P1; P2; P4; SI ; h; 
) =(�0:02005;�0:02; 0; 0:36; 0; 0). Til fastsættelse af begyndelsesvariansen påglukose og insulin beregnes variansen af observationerne til det 2. minut foralle personer. Begyndelsesvariansen på X kan fastsættes ved en lille værdi,idet det teoretisk set vides, at denne begyndelsesværdi er lig nul for t = 0.Der er derimod stor usikkerhed forbundet med estimation af begyndelsesin-formationens øvrige indgange, hvorfor disse tillægges stor varians.Støjfølger:Til fastsættelse af observations- og systemstøj er det ideelle at estimeredisse støjled ved maksimum likelihood estimation. Teorien bag maksimunlikelihood estimation er gennemgået i appendiks A.2, og maksimum likeli-hood estimation vil kunne implementeres i programmet for Kalman�lteret.Dog vil der i estimationen af parametrene indgå en beregningstung løkke,der kræver mange iterationer, idet Kalman�lteret skal gennemkøres for allekombinationer af estimater for diagonalindgangene i variansmatri
erne, somer henholdsvis to og ni dimensionelle. Af tidsmæssige årsager, og fordi vi harvalgt at prioritere analyse af den formulerede model højere, anvender vi idette spe
iale en mere pragmatisk tilgang til vurdering af variansmatri
erne.Vurderingsmetoden af de to typer af støjfølger gennemgås i det følgende.Observationsstøj:Jævnfør afsnit 2.2.3 kan det antages, at observationsstøjen er normalfordelt.Variansmatri
en for observationsstøjen �t vil blive vurderet på baggrund afde observationer, der ligger forud for injektion af glukose. Da disse målin-gerne er taget inden glukoseinjektion og efter 12 timers faste, ville det, hvismålestøj kunne undgås, kunne forventes, at disse målinger var ens. Måle-støjen antages at være ens for alle forsøgspersoner. Den vil derfor kunneberegnes ved et populationsgennemsnit af den empiriske varians på de må-linger, der er taget før injektion af glukose.



7.1 Spe
i�kation af model 75Det antages endvidere, at variansen på observationsstøjen er konstant gen-nem hele forsøgsperioden, det vil sige V t = V .Systemstøj:Det antages, at systemstøjen er normalfordelt.For fastsættelse af variansen på systemstøjen, er der, som beskrevet i af-snit 6.2.1, tre fejlled, der skal tages højde for, det vil sige lineariseringsfejl,diskretiseringsfejl samt stokastisk systemfejl. Vi har i bestemmelsen af sy-stemstøjen taget en meget pragmatisk tilgangsvinkel, idet vi har vurderetlineariseringsfejlen, som beskrevet i afsnit 6.2.1 og i øvrigt på baggrund afdata vurderet den resterende systemstøj.Systemfejlen kan vurders ved at betragte data og vurdere ændringerne herifra tidspunkt t til det efterfølgende tidspunkt t+1 for alle forsøgspersoner.Dette gøres ved at betragte de absolutte di�erenser mellem to på hinandenfølgende observationer. Populationsgennemsnittet af disse sættes lig to stan-dardafvigelser, hvorved der fås en vurdering af variansen på systemfejlen.Som systemfejl for parameteren X anvendes en værdi proportional med denberegnede værdi for systemfejl af insulinkon
entrationen, da der ikke videsandet om parameteren X . De tre vurderede varianser for systemfejlen ad-deres med de pågældende tre indgange i diagonalen af den varians, der erfremkommet ved vurdering af lineariseringsfejl.Inkorporering af ekstern information:Da der er viden om, at observationerne af insulinkon
entrationen stigerbetydeligt ved tolbutamidinjektionen ved tidspunkt t = 20, inkorporeresdenne viden i modellen, hvorved den gøres til en åben model. Anden ind-gang i a priori middelværdien for (�20jD19) adderes således med gennem-snitstilvæksten i insulinkon
entrationen fra t = 19 til t = 22. Det vil sige!20(I) � N [~b20(I); ~W 20(I)℄, hvor ~b20(I) vurderes ved den gennemsnitligestigning af insulinkon
entrationen adderet til b20(I), og ~W 20(I) vurderesved variansen af denne stigning adderet til W20(I).Justering af begyndelsesinformation:Som beskrevet tidligere blev estimatet for begyndelsesinformationenm0 forde sidste seks parametre i �t fastsat ved sammenligning med tidligere resul-tater. Denne information kan forbedres efter en udførsel af algoritme 6.1 pådata. Parameterestimaterne konvergerer efter et antal iterationer, jævnførafsnit 7.4, og disse estimerede parametre anvendes som ny begyndelsesin-formation i modellen. Algoritmen udføres herefter igen, hvormed det kanforventes, at parametrene konvergerer hurtigere end ved første gennemkør-sel af algoritmen.



76 7. Dataanalyse7.2 Anvendte analyseredskaberVi har ikke haft kendskab til software-pakker, hvori vi umiddelbart kunneformulere den opstillede model. Vi har derfor i dette spe
iale selv program-meret alt, der har været nødvendigt for at udføre algoritme 6.1. Fordelen vedselv at programmere er muligheden for umiddelbart at lave ændringer i pro-grammerne, eksempelvis inkorporering af ekstern information. En ulempeer, udover et stort tidsforbrug, at muligheden for fejl i programmeringen eren kendsgerning.Vi begyndte med at programmere i S-plus, men eftersom algoritmerne blevmere og mere omfangsrige, fandt vi, at S-plus udførte dem for langsomt. Der-for skiftede vi til software-pakken R. R er et frit tilgængeligt software, somkan �ndes på hjemmesiden www.sunsite.dk/R.7.3 Udgangspunkt for dataanalysenMålet for denne dataanalyse er dels en bedømmelse af anvendeligheden afalgoritme 6.1 til estimation af de parametre, der indgår i Bergmans mini-malmodel, dels at undersøge sammenspillet mellem glukose og insulin i men-neskets organisme modelleret ved Bergmans minimalmodel formuleret somen gaussisk DLM. Analysen er derfor delt op i �ere afsnit, som omhandlerbedømmelse af algoritmen, samt den ønskede analyse af samspillet mellemglukose og insulin. Hvert punkt herunder svarer til et afsnit.(7.4) Der gives en vurdering af, om det itererede udvidede Kalman�lterudglatter i forhold til observationerne, samt i hvor høj grad det ite-rerede udvidede Kalman�lter lader estimaterne for de tidsuafhængigeparametre i Bergmans minimalmodel konvergere.(7.5) Idet stikprøvepopulationen er delt op i to grupper henholdsvis IGT-og NGT-gruppen, er det muligt at foretage en komparativ popula-tionsbeskrivelse.(7.6) Der udføres modelkontrol, hvor residualer af et-trinsprædiktioner un-dersøges nærmere i forhold til de observerede værdier. Teorien bagdette er gennemgået i appendiks B.(7.7) Datasættet for den intravenøse glukosetoleran
e test er delt op i per-soner med normal glukosetoleran
e og personer med nedsat glukoseto-leran
e. Der kan derfor udføres diskriminansanalyse på baggrund af deto grupper for at undersøge, hvor godt personerne kan allokeres ude-lukkende ud fra de estimerede parametre. Dette giver en indikation af,



7.4 Vurdering af algoritme 77hvorvidt niveauet af de respektive parameterestimater er bestemt udfra personernes gruppetilhørsforhold.(7.8) Som omtalt i afsnit 2.1 betragtes diabetes mellitus type II som en livs-stilssygdom, hvor der er øget risi
i for sygdommen ved overvægt. Detundersøges derfor i dette afsnit, hvorvidt der er sammenhænge mellemBMI og det at have nedsat henholdsvis normal glukosetoleran
e.(7.9) I afsnit 4.2 blev det vist, at de tre di�erentialligninger i den oprinde-lige version af Bergmans minimalmodel ikke kan benyttes samtidig. Iafsnit 4.3 blev to modi�
erede versioner præsenteret. Disse tager højdefor kritikken. I afsnit 7.9 præsenteres resultaterne af gennemkørsler afalgoritme 6.1 for hver af de to modeller. Dette gøres for at vise forskelleog konsekvenser af valget af modeltype.7.4 Vurdering af algoritmeDa det forventes af det itererede udvidede Kalman�lter, at estimationenaf den latente pro
es konvergerer efter et vist antal iterationer, er det væ-sentligt at undersøge dette i forbindelse med en vurdering af algoritmen.Desuden er det en forudsætning for anvendeligheden af estimationsmetodenaf parametrene, at estimaterne for disse konvergerer efter et vist antal ite-rationer. Vi har i denne forbindelse programmeret en løkke i algoritmen,der afgør, hvorvidt algoritmen er konvergeret. Dette sker, når den relativeændring for hver indgang i estimatet for den latente pro
es mellem to påhinanden følgende iterationer er under 1%.I �gur 7.1 vises det estimerede niveau af glukose- og insulinkon
entrationerefter en, fem og 29 iterationer. Som det fremgår af �guren, er der for tids-punkter før t = 80, hvor der skal subsamples til forholdsvis få tidspunkter,ikke store afvigelser mellem første og 29. iteration. Efter t = 80 er der forinsulinkon
entrationerne større afvigelser mellem de viste iterationer. Efterfem iterationer er estimatet for den latente pro
es tilsyneladende konverge-ret for glukose. Figur 7.1 viser desuden, at den estimerede latente pro
es forglukoseforløbet ligger tæt op ad data. Derimod afviger den latente pro
esen anelse for insulinforløbets vedkommende efter, at algoritmen er konver-geret. Særligt ses det, at estimatet for den latente pro
es ikke når helt nedved den første dal før tolbutamidinjektionen ved første iteration, men disseobservationer tillægges større betydning ved 29. iteration.
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Figur 7.1: Illustration af konvergens af glukose- og insulinkon
entrationenfor person nr. 110, der har normal glukosetoleran
e. Den punkte-rede linie er udglatning ved første iteration, den stiplede linie erudglatning efter fem iterationer og den fuldt optrukne linie er ud-glatning efter konvergens ved 29 iterationer. Punkterne illustrererobservationerne.I �gur 7.2 er det estimerede niveau af det aktive insulin vist for �ere itera-tioner.
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Figur 7.2: Illustration af konvergens af aktiv insulin for person nr. 110, derhar normal glukosetoleran
e. De punkterede linier er udglatningerved tidlige iterationer, de stiplede linier er udglatninger umiddel-bart før konvergens og den fuldt optrukne linie er udglatning efterkonvergens.



7.4 Vurdering af algoritme 79Det fremgår af �gur 7.2, at estimationen af niveauet af det aktive insulinstabiliseres ved en senere iteration end det estimerede niveau af glukose oginsulin. Dette kan skyldes, at det aktive insulin ikke er observerbart.Et andet vigtigt vurderingsområde for den opstillede DLM er, hvorvidt esti-mationen af de tidsuafhængige parametre, der indgår i den latente pro
es,konvergerer. I �gur 7.3 er der givet seks plots, et for hver parameter i mo-dellen. Algoritmen har gennemkørt 100 iterationer for person nr. 110, ogdi�erensen af resultaterne fra to på hinanden følgende iterationer er plottetop mod iterationsnummeret. Algoritmen for den viste person konvergeredeefter 29 iterationer.
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Figur 7.3: Plots, der illustrerer konvergens af parameterestimaterne forP1; P2; P4; SI ; h; 
 for person nr. 110, der har normal glukosetole-ran
e. Algoritmen konvergerede efter 29 iterationer.Det fremgår, at estimaterne for parametrene efter 
irka fem iterationer har



80 7. Dataanalysepla
eret sig i det niveau, de på sigt konvergerer imod. Som det ligeledesfremgår af de seks plots i �gur 7.3, er der stor di�erens mellem estimaternefra de første iterationer. Dette indikerer, at begyndelsesinformationen afvi-ger en del fra den pågældende persons parameterniveau, og det indikerer, atvariansen på begyndelsesestimaterne er tilstrækkelig høj til, at parametere-stimaterne hurtigt �nder det rette niveau. Ligeså ses det af �gur 7.3, at derfor enkelte af parametrene sker et mindre niveauskifte i estimationen ved29. iteration. Dette stemmer overens med, at algoritmen konvergerer medkonvergenskriterie på 1% relativ ændring ved denne iteration, hvorfor esti-matet for den latente pro
es til de resterende iterationer er identiske medestimatet for den latente pro
es ved den 29. iteration.Parameterestimaterne efter konvergens for person nr. 110 er estimeret til'T =(P1; P2; P4; SI ; h; 
)=(�0:034;�5:045 � 10�6;�0:04; 0:27; 0:99; 0:24).Af �gur 7.3 og det niveau, som parameterestimaterne ligger i, kan det vur-deres, at metoden til estimation af parametrene, ved at lade dem indgå iden latente pro
es, er tilfredsstillende for den pågældende person. Flere til-fældigt udvalgte personer, både fra IGT- og NGT-gruppen er undersøgt, ogder fås lignende resultater for disse.Gennemkørsel af algoritme 6.1 for alle forsøgspersoner har vist, at det gen-nemsnitlige antal iterationer inden konvergens er 
irka 35.I �gur 7.4 er der vist plots over glukose- og insulinforløbet samt aktiv in-sulin for en person med nedsat glukosetoleran
e og en person med normalglukosetoleran
e.
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Figur 7.4: Kurver af glukose- og insulinkon
entrationer samt aktiv insulinfor IGT-person nr. 280 øverst og nederst NGT-person nr. 23,konvergeret efter 40 henholdsvis 34 iterationer. Punkterne viserobservationerne.Det ses, at glukoseforløbet over tid er nogenlunde tilsvarende for de to perso-ner. Derimod er insulinforløbet forskellig for de to personer, særligt i førstefase efter glukoseinjektionen. Personen med nedsat glukosetoleran
e rea-gerer ikke i samme grad på glukoseinjektionen som personen med normalglukosetoleran
e. Som følge af tolbutamidinjektionen udviser begge insulin-kurver en kraftig monofasisk respons. Ligeledes ses en forskel mellem de topersoner i strukturen for kurverne af det aktive insulin. For personen mednormal glukosetoleran
e stiger niveauet umiddelbart efter glukoseinjektio-nen, for dernæst at blive udjævnet nogle få minutter. Som følge af tolbuta-midinjektionen udviser kurven en kraftig og hurtig tilvækst. Efter at havenået topniveauet til t � 50 aftager niveauet igen relativt hurtigt. Sammeoverordnede forløb ses for personen med nedsat glukosetoleran
e. Dog ud-viser IGT-personen ikke nogen tilvækst i aktiv insulin de første minutterefter glukoseinjektionen, og personen når først topniveauet til tid t � 80,hvorefter niveauet aftager langsommere.Efter at have betragtet beskrivende illustrationer kan det konkluderes, atalgoritme 6.1 lader estimatet for den latente pro
es konvergere tilfredsstil-lende. Antallet af iterationer ligger ligeledes på et passende niveau.



82 7. Dataanalyse7.5 PopulationsbeskrivelsePopulationen, der analyseres, er som udgangspunkt delt op i to grupper. Engruppe, der består af personer med nedsat glukosetoleran
e og en gruppe,der består af dem med normal glukosetoleran
e. I �gur 7.5 og 7.6 er glukose-og insulinforløbet for de to grupper illustreret.Det ses på �gur 7.5, at forløbet for glukose adskiller sig ved �ere aspekterde to grupper imellem.
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Figur 7.5: Illustration af de gennemsnitlige glukoseforløb for henholdsvisIGT- og NGT-gruppen, efter at estimaterne for de enkelte perso-ner er konvergeret. De stiplede linier angiver 95% kon�densinter-val.Glukosekon
entrationen aftager hurtigere for NGT-gruppen end for IGT-gruppen, og personerne fra NGT-gruppen når deres minimumniveau efter
irka 70 minutter mod 120 minutter for IGT-gruppen. Dette forhold kanforventes i henhold til, at populationen er opdelt efter nedsat og normalglukosetoleran
e, som netop diagnosti
eres ud fra evne til at nå den basaleglukosekon
entration.Af glukoseforløbene ses ligeledes en større tilvækst efter det 70. minut forNGT-gruppen end efter det 120. minut for IGT-gruppen. Dette indikerer, atpersoner med normal glukosetoleran
e danner så meget aktiv insulin, at dersom respons på et for højt glukoseniveau elimineres mere glukose fra blodetend nødvendigt i forhold til personernes basale glukosekon
entration.
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Figur 7.6: Illustration af de gennemsnitlige insulinforløb for henholdsvisIGT- og NGT-gruppen, efter at estimaterne for de enkelte perso-ner er konvergeret. De stiplede linier angiver 95% kon�densinter-val.En umiddelbar forskel mellem de to kurver for insulinforløbet i �gur 7.6ses idet, der er en tendens til, at personerne i NGT-gruppen reagerer merepå selve glukoseinjektionen, og deres insulinkon
entration falder hurtigerei fasen inden personerne får inji
eret tolbutamid. Desuden reagerer perso-nerne fra NGT-gruppen numerisk set mere på tolbutamidinjektionen endpersonerne fra IGT-gruppen. Yderligere ses en tendens til, at personerne fraNGT-gruppen eliminerer insulinet fra blodet hurtigere end personerne fraIGT-gruppen.



84 7. DataanalyseI �gur 7.7 er der vist et plot af kurven for aktiv insulin for både IGT- ogNGT-gruppen.
IGT−gruppen, aktiv insulin

Tid

0 50 100 150

0.00
0.02

0.04
0.06

NGT−gruppen, aktiv insulin

Tid

0 50 100 150

0.00
0.02

0.04
0.06

Figur 7.7: Forløb af de udglattede estimater for aktiv insulin efter, at deenkelte estimater for den latente pro
es er konvergeret. De op-trukne linier angiver gennemsnittet og de stiplede linier angiver95% kon�densinterval.Det ses, at NGT-gruppen produ
erer mere aktiv insulin i perioden før tol-butamidinjektionen end IGT-gruppen. Dette stemmer overens med, at IGT-gruppen har nedsat glukosetoleran
e, og derfor ikke har samme fase et re-spons efter en øgning af glukosekon
entrationen i plasma. Ligeledes ses det,at efter tolbutamidinjektionen når NGT-gruppen hurtigere sit topniveaufor derefter at aftage mod udgangsniveauet. Denne pro
es gennemgås ogsåfor personerne i IGT-gruppen, men den er forsinket i forhold til forløbetfor NGT-gruppen. Desuden ses det, at efter det 50. minut er der en størrepopulationsvariation i IGT-gruppen end i NGT-gruppen.Som beskrevet i afsnit 2.1 har personer med nedsat glukosetoleran
e ennedsat evne til at reagere på forandringer i glukosekon
entrationen i plasma.Det må derfor formodes, at disse personer har en lavere insulinfølsomhed,SI , eller en nedsat rate for insulinuafhængig glukoseelimination, P1, endpersoner med normal glukosetoleran
e.Estimaterne samt 95% kon�densintervaller for parametrene er for hver gruppegivet i følgende tabel.



7.5 Populationsbeskrivelse 85Måleenhed IGT-gruppen NGT-gruppen�P1 � 102 min�1 1.83 (-0.57; 4.63) 2.85 (-7.35; 13.05)�P2 � 103 min�1 7.9 (-26.1; 41.9) 9:42 � 10�6 (�7:4 � 10�2)�P4 � 102 min�1 3.45 (-1.35; 8.25) 4.35 (-0.25; 8.95)SI l=pmol �min�1 0.1343 (-0.17; 0.44) 0.2775 (0.12; 0.43)h mmol=l 1.1657 (-1.02; 3.35) 1.2098 (0.24; 2.18)
 10�9 �min�1 0.438 (-1.97; 2.84) 1.3976 (-2.75; 5.55)Tabel 7.1: Estimater for parametre for IGT- og NGT-gruppen. 95% kon�dens-intervaller er angivet i parenteser.Af tabel 7.1 ses det, at algoritme 6.1 i nogle tilfælde giver estimater forparametre, der er i strid med antagelserne for den pågældende parameter.Betragtes kon�densintervallerne eksempelvis for SI , ses det, at der her givesnegative estimater for en parameter, som er antaget positiv, jævnfør afsnit4.1.I �gur 7.8 er de estimerede SI -værdier vist for de to grupper.
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Figur 7.8: Histogrammer over SI for henholdsvis IGT-gruppen og NGT-gruppen.



86 7. DataanalyseSom det fremgår af histogrammerne, bekræftes formodningen om, at perso-ner med normal glukosetoleran
e har højere insulinfølsomhed end personermed nedsat glukosetoleran
e. Som det ligeledes fremgår, er der nogle fåpersoner, hvis SI -niveau ikke estimeres på troværdig vis.7.6 ModelkontrolI dette afsnit vil den opstillede model blive kontrolleret i forhold til stan-dardiserede residualer. Teorien bag diagnostisk kontrol er gennemgået i ap-pendiks B.Residualerne, som benyttes, fås fra Kalman�ltrering, idet der i den rekursivealgoritme udføres et-trinsprædiktion af (ytjDt�1). Det bemærkes derfor, atden følgende modelkontrol blot udføres på et mindre område af det itere-rede udvidede Kalman�lter. Det er desuden muligt at udføre kontrol af deudglattede estimater for den latente pro
es i forhold til observationsværdier.Dette er udeladt i denne dataanalyse. I modelkontrollen skal der tages hen-syn til, at de analyserede tidsrækker ikke er ækvidistante. Der er såledesblot 30 observationer fordelt ujævnt over 179 minutter, ved nogle personerer der færre observationer. Derfor opnås højst 30 prædiktionsresidualer perperson.Modelkontrollen er udført for halvdelen af personerne fra NGT-gruppen,ialt 117 personer. Dette gøres ud fra en forventning om, at de gra�ske plotsviser tendenser, som vil være gældende for hele gruppen.I �gur 7.9 er der vist plots af de standardiserede residualer mod fraktilernei en standard normalfordeling.
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Figur 7.9: Fraktilplot af de standardiserede residualer mod fraktilerne i enstandard normalfordeling for halvdelen af personerne fra NGT-gruppen. Den fuldt optrukne linie angiver den tilnærmede nor-malfordeling for residualerne. Den punkterede linie angiver denteoretiske standard normalfordeling.Som det fremgår af de to plots, kan hverken glukose- eller insulinresidualerneantages at være standard normalfordelte. Desuden er insulinresidualernehøjreskæve, hvilket indikerer, at residualerne tenderer til at være for høje foret-trinsprædiktionerne for insulin. Denne formodning undersøges nærmere.I �gur 7.10 og 7.11 undersøges sammenhænge mellem residualer og prædik-tionsniveauet for glukose og insulin.
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Figur 7.10: Plots af de standardiserede residualer mod observationsnumme-ret for halvdelen af NGT-gruppen. De stiplede linier angiverkon�densinterval ved 95%.Af �gur 7.10 fremgår det, at langt de �este af residualerne ligger indenforkon�densintervallet. Dog sker der noget markant for insulinresidualerne vedden anden, 13. og 14. observation, idet residualerne her er signi�kant højereend ved andre observationer. Ved nærmere undersøgelse af disse observa-tioner erfares det, at det netop er ved observationen til det tredje minutsamt de første to observationer efter tolbutamidinjektionen, at residualerneer meget høje. Det vil sige, at der er underestimeret til disse tidspunkter.Figur 7.11 bekræfter, at residualerne er højere ved høje insulinkon
entratio-ner end ellers. Da de høje insulinkon
entrationer netop er følger af glukose-og tolbutamidinjektionen, kan den opadgående hale på insulinresidualplot-tet i �gur 7.11 forklares. Desuden kan dette aspekt forklare, at fraktilplottetfor insulin i �gur 7.9 er højreskæv. Figur 7.11 viser, at der ikke er yderligeresystematik i niveauet af residualer og niveauet af prædiktioner.
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Figur 7.11: Plots af de standardiserede residualer mod prædiktioner forhalvdelen af NGT-gruppen.I �gur 7.12 er vist et plot af et korrelgram for henholdsvis glukose og insulin.Korrelogrammet er lavet ved et gennemsnit af de personbaserede korrelo-grammer.
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Figur 7.12: Korrelogram for de standardiserede residualer for 117 personerfra NGT-gruppen.Det bør bemærkes, at eftersom de behandlede tidsrækker ikke er ækvidi-stante, er der nogle lags, hvortil estimatet for autokorrelationsfunktionen



90 7. Dataanalyseikke er beregnet. Som det fremgår af �guren er der ikke tendenser til serielafhængighed i residualerne. Dog ses en markant negativ korrelation for laget for glukoseresidualerne.På baggrund af den udførte modelkontrol er der �ere aspekter, der visersig signi�kante for den opstillede model. Særligt fremgår det af �gur 7.10og 7.11, at den opstillede model ikke modellerer variationen omkring tol-butamidinjektionen tilfredsstillende. Det vil sige, til selve tidspunktet fortolbutamidinjektion haves ingen observationer, men for de to efterfølgendeobservationer prædikterer modellen for lave insulinkon
entrationer i forholdtil det observerede. Dette kan være et udtryk for manglende hukommelse iden anvendte model, hvor q(t) = 1 er multipli
eret på første led i di�erenti-alligningen for insulin (4.17) i afsnit 4.3. Endvidere ses det af �gur 7.10, atresidualerne er signi�kant høje ved den anden observation. Dette kan igenvære et udtryk for manglende hukommelse i modellen. Mange analytikereaf den IVGTT begynder desuden først analysen otte minutter efter gluko-seinjektionen, idet antagelsen om et velomrørt fordelingsrum i forhold tilglukose og insulin derved er opfyldt. Vi har valgt at påbegynde analysen ef-ter to minutter, men modelkontrollen indikerer dels, at analysen først burdepåbegyndes lidt senere. Dels indikerer modelkontrollen, at modellen burdemodi�
eres yderligere således, at variationen i forbindelse med tolbutami-dinjektionen modelleres bedre.Det fremgår desuden af �gur 7.9, at de standardiserede residualer ikke kanantages at være standard normalfordelte. Dette må formodes at være konse-kvensen af, at estimere variansmatri
erne på pragmatisk vis. Denne form forvurdering af variansmatri
er viser sig ikke tilfredsstillende. At fraktilplottetfor insulin er højreskæv kan forklares ved, at hukommelsen ved glukose- ogtolbutamidinjektionen ikke er tilstrækkelig.7.7 DiskriminansanalyseHensigten med dette afsnit er at undersøge, hvorvidt det er muligt at al-lokere en person til enten IGT-gruppen eller NGT-gruppen udelukkendeudfra estimaterne på parametrene 'T = (P1; P2; P4; SI ; h; 
). Dette gøresfor at undersøge, om parametrene adskiller sig signi�kant for de to grupper.Teorien bag diskriminansanalyse er gennemgået i appendiks C.Modellen, som her betragtes, er beskrevet i afsnit 7.1 med begyndelsespa-rametre 'T = (P1; P2; P4; SI ; h; 
) = (�0:02005;�0:02; 0; 0:36; 0; 0). De tobasisgrupper, det vil sige dem, der udgør stikprøverne R1 og R2, er givetved halvdelen af hver af de to grupper i datasættet. Udfra disse personer erparametrene samt en varians på disse estimeret efter at have gennemkørt



7.7 Diskriminansanalyse 91det itererede udvidede Kalman�lter med en øvre grænse på 50 iterationer.Den øvre grænse er valgt af programmeringsmæssige årsager, og er fastsattil 50, idet erfaringer har vist, at langt de �este er konvergeret tidligere.Ved at betragte dispertionsmatri
erne for de respektive basisgrupper, sesdet, at de ligger i omtrent samme niveau, med undtagelse af variansen afP1. Derfor afprøves både en kvadratisk og en lineær diskriminansfunktionved diskriminering af personerne fra den anden halvdel af de to undersøgtegrupper.Det antages endvidere, at sandsynligheden for, at en given person tilhø-rer IGT-gruppen, er �1 = 27=(261 + 27) �= 0:094 og tilsvarende for NGT-gruppen er �2 = 261=(261 + 27) �= 0:906. Disse stikprøvebaserede forholdbenyttes, da fordelingen af populationen ikke kendes.Resultatet af diskriminansanalysen er præsenteret i tabel 7.2.Ens dispertionsmatrix Forskellig dispertionsmatrixAllokeret Korrekt Forkert Korrekt ForkertIGT-gruppen 9.1% 90.1% 27.3% 73.7%NGT-gruppen 96.5% 3.5% 93.0% 7.0%I alt 88.3% 11.6% 86.8% 13.3%Tabel 7.2: Resultat af diskriminansanalyse baseret på estimatet for 'T =(P1; P2; P4; SI ; h; 
)Som det fremgår af tabel 7.2, er der særligt under antagelse af ens disper-tionsmatri
er en tendens til, at diskriminansfunktionen allokerer personerfra IGT-gruppen forkert. Den samme tendens gør sig i nogen grad gældendeunder antagelse af forskellige dispertionsmatri
er for de to grupper. Der ersåledes grund til at tro, at nogle af parametrene ikke er betinget af, hvilkengruppe personen tilhører, men måske i højere grad ud fra andre faktorer såsom personens vægt eller andre anatomiske og fysiologiske faktorer. Derforer der i tabel 7.3 vist resultatet af diskriminansanalyse foretaget på sammemodel som ovenstående men udelukkende ved brug af estimaterne for P1; SIog 
.



92 7. DataanalyseEns dispertionsmatrix Forskellig dispertionsmatrixAllokeret Korrekt Forkert Korrekt ForkertIGT-gruppen 0.0% 100.0% 36.4% 63.6%NGT-gruppen 98.3% 1.7% 88.7% 11.3%I alt 89.9% 10.3% 83.8% 16.2%Tabel 7.3: Resultat af diskriminansanalyse baseret på estimaterne for P1; SIog 
.Det ses af tabel 7.3, at NGT-gruppen allokeres rigtigt for 98:3% af per-sonerne under antagelse af ens dispertionsmatri
er, mens ingen fra IGT-gruppen allokeres korrekt. Dette forhold kan skyldes, at variansen af P1netop er forskellig de to grupper imellem, og derfor bør der være en anta-gelse om forskellige dispertionsmatri
er. Denne tese bekræftes, idet 36:4%fra IGT-gruppen allokeres korrekt under antagelse af forskellige dispertions-matri
er.Resultatet af diskriminansanalyse med justerede begyndelsesparametre ervist i tabel 7.4 og 7.5. Begyndelsesparametrene er fastsat efter værdierne itabel 7.1, og med en antagelse om, at der er større sikkerhed på disse, ervariansen på parametrene nedjusteret tilsvarende.Ens dispertionsmatrix Forskellig dispertionsmatrixAllokeret Korrekt Forkert Korrekt ForkertIGT-gruppen 0.0% 100.0% 66.7% 33.3%NGT-gruppen 100.0% 0.0% 37.3% 62.7%I alt 90.6% 9.4% 40.1% 59.9%Tabel 7.4: Resultat af diskriminansanalyse baseret på alle parametre efter ju-stering af disse.



7.8 Analyse på baggrund af vægtgrupperinger 93Ens dispertionsmatrix Forskellig dispertionsmatrixAllokeret Korrekt Forkert Korrekt ForkertIGT-gruppen 0.0% 100.0% 0.0% 100.0%NGT-gruppen 100.0% 0.0% 92.8% 7.2%I alt 90.6% 9.4% 84.1% 15.9%Tabel 7.5: Resultat af diskriminansanalyse baseret på P1; SI og 
 efter justeringaf begyndelsesestimater for parametrene.Helhedsindtrykket af diskriminansanalysen for modellen med justerede pa-rametre er, at personer fra IGT-gruppen oftest allokeres forkert. Der er entendens til at allokere alle personer til NGT-gruppen.Der er i det ovenstående udført diskriminansanalyse for to modeller: Denmed begyndelseparametre lig nul, dersom ingen anden information haves, ogden med de justerede begyndelsesparametre i forhold til første model. Somdet fremgår af tabellerne med de respektive resultater, er der en tendens tili den justerede model, at alle personer allokeres til NGT-gruppen, uansetderes gruppetilhørsforhold. Dette indikerer, at det må være bedre at be-nytte upræ
ise begyndelsesestimater med tilhørende stor varians, end merepræ
ise begyndelsesparametre med mindre varians. Desuden viser diskrimi-nansanalysen, at de tidsuafhængige parametre i Bergmans minimalmodelikke kan antages udelukkende at være bestemt ud fra personernes gruppe-tilhørsforhold. Andre anatomiske eller fysiologiske faktorer kan formodes atpåvirke niveauet af parametrene. Dette undersøges nærmere i næste afsnit,idet der udføres en komparativ analyse i forhold til vægtgrupperinger.7.8 Analyse på baggrund af vægtgrupperingerSygdommen diabetes mellitus type II er som beskrevet i afsnit 2.1 en livs-stilssygdom, der i mange tilfælde forbindes med overvægt. Det er derforinteressant at undersøge estimater for parametrene i Bergmans minimalmo-del grupperet efter normalvægt og overvægt. Der skelnes mellem normalvægtog overvægt ved hjælp af Body Mass Index (BMI). Således anses en personmed et BMI under 25 kg=m2 for værende normalvægtig, mens en personmed BMI over 25 kg=m2 anses som overvægtig, jævnfør Svendsen (2002).Data fra den intravenøse glukosetoleran
e test deles op i personer medBMI under og over 25 kg=m2. Desuden fastholdes opdelingen mellem perso-ner med normal glukosetoleran
e og personer med nedsat glukosetoleran
e,



94 7. Dataanalysehvorved der opnås følgende grupperinger.Gruppe 1: Normalvægtige med normal glukosetoleran
e.Gruppe 2: Overvægtige med normal glukosetoleran
e.Gruppe 3: Normalvægtige med nedsat glukosetoleran
e.Gruppe 4: Overvægtige med nedsat glukosetoleran
e.I tabel 7.6 gives en oversigt over gennemsnittet af BMI og den basale gluko-sekon
entration for de �re grupper.Normal vægt OvervægtNGT 117 personer 117 personerBMI 22.6 (16.9; 25.0) 29.2 (25.0; 40.1)Gb 5.05 (4.11; 5.99) 5.36 (4.16; 6.56)IGT 2 personer 23 personerBMI 20.9 (17.9; 23.8) 30.7 (25.1; 40.8)Gb 5.15 (3; 7.3) 5.58 (4.18; 6.98)Tabel 7.6: Gennemsnittet af henholdsvis Body Mass Index og den basale gluko-sekon
entration Gb samt i parentes 95% kon�densintervaller for Gb.Parenteserne ved BMI angiver minimum og maksimum for de �regrupper.Det ses af tabel 7.6, at den basale glukosekon
entration gennemsnitligt erhøjere for overvægtige personer end for normalvægtige personer for bådeNGT-gruppen og IGT-gruppen.I fortolkningen af analysen af de �re vægtgrupperinger skal der tages højdefor, at gruppe tre blot består af to forsøgspersoner. Resultaterne fra dennegruppe kan derfor ikke antages at give en tilfredsstillende beskrivelse af grup-pen af normalvægtige med nedsat glukosetoleran
e, hvormed disse resultaterikke kan benyttes i en komparativ analyse. Desuden skal det bemærkes, atdenne analyse er baseret på en version af Bergmans minimalmodel, hvor pa-rameteren Ib ikke indgår. Dette har vist sig at have betydning for niveauet,men ikke strukturen, af aktiv insulin, hvilket også fremgår af denne analyse.
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Figur 7.13: Gennemsnittet af de udglattede glukose og insulinkon
entratio-ner for hver af de �re grupper.I �gur 7.13 ses udglatningen af glukose- og insulinforløbene efter konvergensmed øvre grænse ved 50 iterationer. For glukoseforløbets vedkommende sesdet, at gruppe et og gruppe to følges ad, mens gruppe �re har glukosenlængere tid i blodet. Insulinforløbet afslører, at overvægtige med normalglukosetoleran
e, gruppe to, sekrerer mere insulin end normalvægtige mednormal glukosetoleran
e, gruppe et. Yderligere ses det af insulinforløbet forovervægtige med nedsat glukosetoleran
e, gruppe �re, at de har en højereinsulinsekretion end de øvrige grupper. Det er bemærkelsesværdigt, at dennehøje sekretion ikke fører til en lavere glukosekon
entration før efter 100minutter efter glukoseinjektionen. Dette kan være et udtryk for, at gruppe�re netop er en IGT-gruppe og derfor ikke udnytter den sekrerede insulin isamme grad som NGT-personer.Af insulinforløbet ses det, at der i særdeleshed er forskel på reaktionen påtolbutamidinjektionen, idet de overvægtige også her sekrerer mere insulinend de normalvægtige. Dette forhold undersøges nærmere ved at betragteniveauet af det aktive insulin.



96 7. Dataanalyse

50 100 150

0.
00

0
0.

00
5

0.
01

0
0.

01
5

Aktiv insulin

Tid

gruppe 1
gruppe 2
gruppe 3
gruppe 4

Figur 7.14: Gennemsnittet af det udglattede niveau af aktiv insulin tagetfor hver af de �re grupper efter tolbutamidinjektionen.Det ses af �gur 7.14, at niveauet af det aktive insulin for grupperne to og�re umiddelbart efter tolbutamidinjektionen er højere end niveauet af detaktive insulin for gruppe et. Efter det 75. minut pla
erer de tre kurver sigi samme niveau. Dette betyder, at selvom de overvægtige personer, gruppeto og �re, har en høj kon
entration af insulin i forhold til de normalvægtigemed normal glukosetoleran
e, gruppe et, har de ikke et højere niveau afaktiv insulin. �P1 � 102 SIGruppe 1 3.9 (0.6; 7.8) 0.283 (-0.03; 0.60)Gruppe 2 2.0 (-1.0; 5.0) 0.215 (-0.13; 0.56)Gruppe 3 1.2 (-1.8; 4.2) 0.325 (0.30; 0.36)Gruppe 4 1.5 (-0.9; 3.9) 0.168 (-0.13; 0.47)Tabel 7.7: Middelværdier for de estimerede parametre P1 og SI for hver afde �re grupperinger. 95% kon�densintervaller kan a�æses i parente-serne.I tabel 7.7 ses estimerede værdier af parametrene P1 og SI . På trods afforholdsvis brede kon�densintervaller, ses det af tabellen, at raten for den



7.9 Forskellige versioner af Bergmans minimalmodel 97insulinuafhængige glukoseelimination P1 er numerisk lavere for overvæg-tige med normal glukosetoleran
e end normalvægtige, henholdsvis gruppeto og et. For overvægtige med nedsat glukosetoleran
e, gruppe �re, er pa-rameteren P1 ligeledes lavere end for normal- og overvægtige med normalglukosetoleran
e. Med andre ord ses en tydelig tendens til, at normalvægtigebedre formår at eliminere glukose fra blodet uafhængigt af insulin end over-vægtige. Det følger heraf, at overvægtige med normal glukosetoleran
e måsekrere mere insulin for at opveje den nedsatte evne til glukoseeliminationuafhængigt af insulin, hvilket bekræftes, idet gruppe to sekrerer mere insulinend gruppe et, jævnfør �gur 7.13. Med hensyn til insulinfølsomheden SI sesdet af tabel 7.7, at overvægtige personer med normal glukosetoleran
e haret SI -niveau midt imellem normalvægtige med normal glukosetoleran
e ogovervægtige med nedsat glukosetoleran
e. Dette indikerer, at normalvægtigebedst formår at reagere på øgninger af glukosekon
entrationen i blodet.Denne komparative analyse af Bergmans minimalmodel i forhold til vægt-grupperinger har vist, at vægt har betydning for niveauet af de tidsuafhæn-gige parametre.7.9 Forskellige versioner af Bergmans minimal-modelJævnfør kapitel 4 multipli
eres der oprindeligt et t på udtrykket 
(G(t)�h)i ligningen for tilvækst i insulinkon
entrationen i Bergmans minimalmodelgivet ved dI(t)dt = 
(G(t) � h)+t+ P4(I(t)� Ib):Diskussionen i afsnit 4.3 førte til, at dette t blev udskiftet med et q(t).Den foregående analyse er udført med en model, hvor q(t) = 1. I detteafsnit præsenteres analyseresultater fra gennemkørsler af algoritme 6.1 påen model, hvor q(t) er valgt ved~q(t) = 50(1� exp (�t=50)):Denne analyse foretages for at undersøge, om den oprindelige multiplika-tion med t har en betydning for estimationen af parametrene. Undersøgel-sen udføres ved at sammenligne resultater fra en model, hvor q(t) = ~q(t)med resultater fra en model, hvor q(t) = 1. Resultaterne stammer fra gen-nemkørsler af algoritme 6.1 over IVGTT-resultaterne fra tyve personer mednormal glukosetoleran
e.



98 7. Dataanalyse
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Figur 7.15: Udglattede glukose- og insulinforløb samt niveauet af aktiv in-sulin efter maksimalt 50 iterationer for tyve personer med nor-mal glukosetoleran
e. De fuldt optrukne linier er resultater framodellen med q(t) = ~q(t), mens de stiplede linier er fra modellenmed q(t) = 1.På �gur 7.15 ses gennemsnittet af de udglattede glukose- og insulinforløbsamt niveauet af aktiv insulin for tyve NGT-personer. På �guren ses det, atde to algoritmer har estimeret den latente pro
es med meget små afvigelserfor de tre forløb. Det er forventeligt, at kurverne for glukose og insulin erestimeret næsten ens for de to modeller, da Kalman�lteret for disse variablestilfælde har observationerne at estimere efter. Med hensyn til niveauet afaktiv insulin kan der forventes en større afvigelse mellem de to modeller. Detses dog, at dette kun i nogen grad har fundet sted. Der kan derfor ses enindikation af, at observationerne har større grad af ind�ydelse på udseendetaf kurven for aktiv insulin, end valget af q(t) har.I tabel 7.8 præsenteres de estimerede tidsuafhængige parametre, der er givetsom gennemsnittet over de tyve personer.



7.9 Forskellige versioner af Bergmans minimalmodel 99Parametre Måleenheder Model med Model medq(t) = ~q(t) q(t) = 1�P1 � 102 min�1 2.69 (1.07; 4.31) 2.755 (1.50; 4.02)�P2 � 106 min�1 5.189 (-31.6; 42.0) 7.636 (-15.6; 30.9)�P4 � 102 min�1 3.71 (-2.09; 9.51) 3.50 (-1.3; 8.3)SI l=pmol �min�1 0.250 (0.08; 0.42) 0.242 (0.07; 0.41)h mmol=l 0.905 (-0.96; 2.77) 1.410 (0.79; 2.03)
 ~q(t) : 10�9 �min�2 0.055 (-0.59; 0.50) 0.509 (-0.67; 1.69)1 : 10�9 �min�1Gnsn. antaliterationer 39.3 (17.5; 61.1) 34.2 (10.2; 61.1)Tabel 7.8: De estimererede parametre for 20 personer fra NGT-gruppen formodellerne med henholdsvis q(t) = ~q(t) og q(t) = 1. I parenteserangives 95% kon�densintervaller. Bemærk at måleenheden for pa-rameteren 
 ikke er den samme for de to modeller.Da de tre ligninger i Bergmans minimalmodel er koblede, kan det forventes,at en ændring i en af ligningerne vil have ind�ydelse på de andre ligninger.I tabel 7.8 ses det dog, at algoritmen har estimeret parametrene fra lignin-gerne for tilvækst i glukosekon
entrationen og aktiv insulin, det vil sige P1,P2 og SI , i næsten samme niveau. Heraf kan det udledes, at betydningen afat sætte q(t) = ~q(t) er begrænset i forhold til estimation af P1, P2 og SI .Med hensyn til estimation af parametrene P4 og h, som indgår i insulinlignin-gen, er der heller ikke væsentlig forskel mellem de to modeller. Parameteren
 har ikke samme måleenhed ved de to modeller, hvilket gør de to estimatervanskelige at sammenligne. Det er bemærkelsesværdigt, at kon�densinter-vallerne for estimaterne af alle parametre ved anvendelse af modellen medq(t) = ~q(t) er bredere end ved anvendelse af q(t) = 1. Især er kon�densin-tervallet for estimatet af 
 meget bredt for modellen med q(t) = ~q(t). Vedanvendelse af denne model er der således en væsentlig større spredning ved-rørende estimationen af parametrene end ved anvendelse af modellen, hvorq(t) = 1.





Kapitel 8OpsummeringUdgangspunktet for dette spe
iale har været at formulere en farmakokine-tisk og -dynamisk model som en dynamisk lineær model. Bergmans mini-malmodel beskriver data fra den intravenøse glukosetoleran
e test og denneer formuleret ved en dynamisk lineær model. I den latente pro
es i dendynamiske lineære model indgår parametrene fra Bergmans minimalmodel.Disse parametre siger noget om organismens evne til at produ
ere og an-vende insulin, der er med til at holde glukoseniveauet i blodet i balan
e.Bergmans minimalmodel er en farmakokinetisk model, der er udviklet til atbeskrive sammenhængen mellem insulin og glukose i organismen i forbin-delse med den intravenøse glukosetoleran
e test (IVGTT). Minimalmodel-len, som blev udviklet i 1980'erne, er siden videreudviklet, og i en enkeltartikel er der påvist et formelt problem i relation til modellen. Problemeter, at niveauet af aktiv insulin i organismen i spe
ielle tilfælde går imoduendelig, når tiden går mod uendelig. Da det netop er en multiplikationmed t i insulinligningen, der forårsager dette, har vi for at tage højde fordenne kritik valgt at benytte en variant af Bergmans minimalmodel, hvor ti insulinligningen er udbyttet med en opadtil begrænset funktion q(t).Efter diskretisering og linearisering af ligningerne i Bergmans minimalmodeler det muligt at opstille en gaussisk dynamisk lineær model, der inkluderersammenhængen mellem glukose og insulin. De ukendte parametre i lignin-gerne antages konstante over tid. Ved at inkorporere parametrene i denlatente pro
es, der yderligere består af de observerbare variable glukose- oginsulinkon
entration samt den ikke observerbare variabel for aktiv insulin,gives der mulighed for at estimere parametrene i forbindelse med estimationaf den latente pro
es. Ved opstillingen af modellen skal variansmatri
ernefor henholdsvis systemstøj og observationsstøj bestemmes. I dette spe
iale101



102 8. Opsummeringbestemmes systemstøjen, der består af diskretiseringsfejl, lineariseringsfejlsamt stokastisk systemfejl, ved en udledning af lineariseringsfejlen samt veden pragmatisk fastsættelse bestemt ud fra data. Ligeledes er variansmatri
enfor observationsstøjen bestemt på pragmatisk vis.Ved hjælp af det itererede udvidede Kalman�lter er det muligt at �ltrere ogudglatte data. Hermed opnås estimater for den latente pro
es for henholdsvisglukose- og insulinkon
entrationer i blodet i de 180 minutter, testen varer,samt estimater for de parametre, der indgår i ligningerne i den modi�
eredeversion af Bergmans minimalmodel.Data fra den IVGTT analyseres ved anvendelse af programmel til R, som vihar udviklet i forbindelse med dette spe
iale. Der har været fordele ved selvat udvikle programmet til gennemkørsel af det itererede udvidede Kalman-�lter. Vi har således haft mulighed for umiddelbart at foretage ændringer iprogrammet.Analysen har påvist, at det itererede udvidede Kalman�lter kan anvendestil beskrivelse af og estimation af parametrene i Bergmans minimalmodel.Efter et antal iterationer af algoritmen foretager Kalman�ltreringen og ud-glatningen en tilfredsstillende estimation af den latente pro
es for glukose,insulin og aktiv insulin. Estimationen af den latente pro
es opfylder detvalgte konvergenskriterie efter gennemsnitligt 35 iterationer.Efter udførsel af algoritmen for alle forsøgspersoner i datasættet viser en po-pulationsvurdering af analyseresultaterne, at personerne med normal gluko-setoleran
e (NGT) får elimineret glukosen ud af blodets plasma ned til enbasalkon
entration 30 til 40 minutter før personer med nedsat glukosetole-ran
e (IGT). Yderligere viser det sig, at for personer med normal glukoseto-leran
e falder insulinkon
entrationen hurtigere før injektionen med tolbuta-mid end for personer med nedsat glukosetoleran
e. Desuden haves sammetendens som ved glukosekon
entrationen, at insulinkon
entrationen aftagerhurtigere for NGT-personer i forhold til IGT-personer. Med hensyn til detaktive insulin i organismen, har populationsanalysen vist, at NGT-personerpå et tidligere tidspunkt end den anden gruppe frigiver et højere niveauaf det aktive insulin. Yderligere er det påvist, at IGT-personerne har dethøjeste niveau af aktiv insulin fra det 70. minut, hvor det tilsvarende varved det 50. minut for NGT-personerne. Dette stemmer overens med, atIGT-gruppen til dette minut endnu ikke har nået en basalkon
entration afglukose og derfor stadig har brug for insulin til at nå dertil.De estimerede parametre P1 og SI bekræfter denne analyse. Således hargruppen af IGT-gruppen gennemsnitligt en absolut lavere rate for insuli-nuafhængig glukoseelimination, P1, end NGT-gruppen. Insulinsenfølsomhe-den for IGT-gruppen er også betydeligt lavere end for NGT-gruppen. MensIGT-personerne har et estimeret gennemsnitligt SI -niveau på 0.13, er det



103for NGT-personerne estimeret til 0.28. De to estimater bekræfter således,at IGT-personer ikke er i stand til at eliminere glukosen fra blodets plasmai samme grad som NGT-personer. Ej heller responderer IGT-personerne isamme omfang som NGT-personerne i første fase af insulinsekretionen efterglukoseinjektionen.En kontrol af modellen udført ved undersøgelser af de standardiserede præ-diktionsresidualer viser, at der er betydelige vanskeligheder ved den opstil-lede model. Især viser det sig, at prædiktion i forbindelse med insulinforløbettil bestemte tidspunkter ikke er udført tilstrækkeligt a

eptabelt. Dette kanvære en indikation af, at modellen, hvor q(t) = 1, har vist sig ikke at havetilstrækkelig hukommelse, eller at antagelsen om et velomrørt fordelingsrumikke er opfyldt. Modelkontrollen indikerer desuden, at den pragmatiske fast-sættelse af variansmatri
erne V t ogW t ikke er fordelagtig. De bør i stedetestimeres ved maksimum likelihood estimation.På baggrund af de estimerede parametre er der i spe
ialet udført en diskrimi-nansanalyse. Denne viser, at en diskriminering med antagelse om forskelligdispertionsmatrix giver det bedste resultat af allokeringer. Hvorvidt det erbedst at diskriminere på baggrund af alle de estimerede parametrene P1, P2,P4, SI , h og 
 eller blot på baggrund af P1, SI og 
 er en vurderingssag, daantallet af korrekte allokeringer er tilsvarende for de to metoder. Hvis for-målet med diskrimineringen er at udpege de forsøgspersoner, der har nedsatglukosetoleran
e, kan det konkluderes, at metoden, hvor der vurderes ude-lukkende på baggrund af P1, SI og 
, må være den mest fordelagtige, da36.4% her bliver allokeret korrekt til forskel fra 27.3% ved den anden metode.Diskriminansanalysen viste endvidere, at der ikke er fordele ved at justerebegyndelsesestimaterne for de tidsuafhængige parametre, hvis variansernefor disse mindskes samtidig.Gennemførsel af en analyse, hvor de to grupper er klassi�
eret yderligereefter Body Mass Indekset, viser, at i NGT-gruppen produ
erer personermed BMI over 25 mere insulin end gruppen af normalvægtige, mens det ersamme relative mængde glukose, der elimineres fra blodet. Desuden har detvist sig, at overvægtige med normal glukosetoleran
e har en lavere rate forinsulinuafhængig glukoseelimination end normalvægtige med normal gluko-setoleran
e.Endelig sammenlignes de to modi�
erede versioner af Bergmans minimal-model. Denne analyse viser, at det estimerede niveau af aktiv insulin, in-sulinfølsomheden samt raten for den uafhængige glukoseelimination er til-svarende for de to versioner af modellen. Derimod ses en betydelig e�ektpå estimationen af parameteren 
, hvilket skyldes, at parameteren ikke harsamme måleenhed. Det vil sige, resultater fra de to modeller generelt ikkeer sammenlignelige.





Kapitel 9DiskussionDette kapitel er delt op i to afsnit, hvoraf det ene omhandler den anvendtemodel, mens det andet omhandler oplagte muligheder for fremtidige analy-ser.9.1 Den anvendte modelBergmans minimalmodel er designet til analyse af den intravenøse gluko-setoleran
e test foretaget over en periode af 180 minutter. Den oprindeligeudgave af modellen er designet til beskrivelse glukose- og insulinkinetikkenved et forsøg, hvor forsøgspersonerne ikke får inji
eret tolbutamid efter tyveminutter. Det gør det muligt at bestemme første og anden fase af insulinse-kretionen, som er en konsekvens af forøgelsen af glukosekon
entrationen. Idet nærværende datasæt har hver person fået inji
eret en dosis tolbutamid,der gør, at anden fase af insulinsekretionen forstyrres. Dette sker, idet eninjektion af tolbutamid efterfølges af en monofasisk insulinsekretion. Detvil sige, at lagrene i �-
ellerne tømmes for insulin som en direkte reaktion,(Nesher & Cerasi, 2002, side 56). Som konsekvens af dette er det ikke muligtat bestemme fase to, som det var tiltænkt i den oprindelige model med enbeskrivelse af fase to ved produktet 
 �104, (Bergman et al., 1981, side 1464).For at indføre tolbutamidinjektionen i modellen har vi opdelt tidsrækken itre perioder; før, ved og efter tolbutamidinjektion. Jævnfør afsnit 7.6 vistemodelkontrollen, at der er et modelleringsproblem i forbindelse med minut-terne umiddelbart efter glukose- og tolbutamidinjektionen. Som tidligerenævnt kan dette dels skyldes en manglende hukommelse ved glukose- ogtolbutamidinjektionen. Det kan dels være en indikation af, at antagelsen om105



106 9. Diskussionet velomrørt fordelingsrum efter injektionerne ikke er opfyldt. Hvis det an-tages, at der vil gå tre minutter før denne antagelse er opfyldt, kan modellenjusteres i forhold til dette. Denne justering udføres ved at øge systemstøjeni de tre minutter efter henholdsvis glukoseinjektionen og tolbutamidinjek-tionen. Diagnostisk kontrol af denne model viser, jævnfør �gur 9.1, at derikke er signi�kant større prædiktionsresidualer umiddelbart efter injektionaf glukose og tolbutamid end ved andre observationer. Vi har af tidsmæssigeårsager ikke udført videre analyse på denne tilpassede model.
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Figur 9.1: Plots af prædiktionsresidualer plottet mod observationsnumme-ret for halvdelen af NGT-gruppen. De stiplede linier angiver 95%kon�densintervaller.Vi har udført to typer approksimationer på di�erentialligningerne i Berg-mans minimalmodel for at formulere denne som en dynamisk lineær model.Ligningerne er diskretiseret, og her har vi valgt �t = 1, idet dette er detkorteste tidsinterval i de ikke-ækvidistante tidsrækker, der behandles her ispe
ialet. Et valg af �t ved eksempelvis �t = 1=2 vil give en bedre approk-simation, men en langsommere algoritme. Grundet tidsmæssige årsaget erdette ikke afprøvet.Efter diskretiseringen er ligningerne blevet lineariseret ved en førsteordensTaylorudvikling. En bedre approksimation ville være opnået ved at benytteen andenordens Taylorudvikling. Dette korrigeres der delvist for ved at be-stemme lineariseringsfejlen i systemligningen ud fra di�erensen mellem enførsteordens og en andenordens Taylorudvikling af ligningerne og dernæstinkludere den i systemstøjen.I afsnit 7.5 påpeges det faktum, at estimater for parametrene i Bergmansminimalmodel bliver estimeret postive, selvom de på forhånd antages at



9.2 Fremtidige analyser 107være negative og omvendt. En ændring af programmet i denne henseendeved anvendelse af sikkerhedsgrænser for estimaterne ville formentlig givemere en stabil model.I selve programmet har vi benyttet en meget pragmatisk tilgang til bestem-melse af variansmatri
erne V t og W t. En væsentlig forbedring vil være atestimere disse ved maksimum likelihood estimation, hvilket modelkontrollenhar bekræftet. Dette har vi valgt ikke at gøre primært af prioriterings- ogtidsmæssige årsager.9.2 Fremtidige analyserBetragtes histogrammet i �gur 7.8 i afsnit 7.5 ses det, at enkelte estimaterfor SI for både IGT- og NGT-gruppen er estimeret i et niveau omkring0.02, mens de øvrige er estimeret i et niveau omkring 0.2. Det kunne væreinteressant at foretage en analyse af, om de forsøgspersoner, der har givetanledning til disse lave estimater, på nogen måde adskiller sig fra de øvrigeforsøgspersoner i de respektive grupper. Hvis der således er rimelig grund tilat antage, at enkelte forsøgspersoner skiller sig ud fra populationen, kan dereventuelt ses bort fra disse, hvorved en diskriminansanalyse kan formodesat allokere mere tilfredsstillende end det er tilfældet i afsnit 7.7.Bergmans minimalmodel har fået kritik for ikke at være troværdig, idetX(t) ! 1 for t ! 1, jævnfør Arino & Gaetano (2000). Denne problema-tik er behandlet i kapitel 4. Arino og Gaetano opstiller en alternativ model,som undlader introduktion af det afsides insulinkompartment, og som intro-du
erer en begrænset og individafhængig hukommelse i ligningen for insulini stedet for tidsfaktoren t, der multipli
eres på ligningen i Bergmans mini-malmodel, (Arino & Gaetano, 2000, side 141). En komparativ analyse afdenne model og den modi�
erede version af Bergmans minimalmodel kanbenyttes til vurdering af gyldigheden af modellen i et andet perspektiv.Datasættet, der behandles i dette spe
iale, indeholder observationer på C-peptid. I Breda et al. (2002) og Kjems et al. (2001) opstilles kompartment-modeller med udgangspunkt i C-peptid i stedet for insulin til modellering afinsulinsekretion for henholdsvis den OGTT og den IVGTT. Det kunne der-for være interessant at afprøve disse modeller på datasættet. Vi har dog ikkekendskab til en ligning for den OGTT til beskrivelse af glukoseabsorptionfra tarmvæg til blodet. Et andet kritisk aspekt ved analyse af den OGTT er,at tidsrækkerne for den OGTT blot indeholder 15 observationer fordelt over240 minutter efter oral indtagelse af glukose. Dette er relativt få observatio-ner sammenlignet med antallet af parameter, der skal estimeres, hvilket vilmedføre stor usikkerhed i forbindelse med parameterestimationen.





Appendiks





Appendiks AEstimationsmetoderI dette appendiks introdu
eres nogle grundlæggende kon
epter inden forbayesiansk statistik, der er præsenteret i West & Harrison (1997). Desudenpræsenteres maksimum likelihood estimation af ukendte variansparametre iden dynamiske lineære model. Dette afsnit er baseret på Durbin & Koopman(2001).A.1 Bayesiansk inferensKalman�lteret i afsnit 5.2 er udviklet ved anvendelse af argumenter frateorien om bayesiansk inferens eller bayesian learning, som det også kaldes.Fundamentet for estimation er observerede data y, som følger en i forvejenkendt fordeling med ukendte parametre bestående af elementerne i �.Ved klassisk statistik estimeres de ukendte parametre oftest ved anvendelseaf likelihoodfunktionen f(yj�), hvor elementerne i � anses som faste ukendtestørrelser. Ved bayesiansk statistik anses de ukendte parametre til forskelherfra som stokastiske variable.Inden anvendelse af observationer skal der ved bayesiansk inferens bestem-mes en forventet fordeling af �, det vil sige en a priorifordeling af �. Dennefordeling repræsenterer statistikerens subjektive viden eller usikkerhed ved-rørende parameteren. Denne viden kan eventuelt være opnået gennem tidli-gere analyser eller forsøg. Efter data er observeret, er det muligt at foretageinferens på fordelingen af (�jy), hvorved a posteriorifordelingen af � opnås.Ifølge Bayes sætning kan a posteriorifordelingen bestemmes ved en kombi-nation af de oplysninger, som a priorifordelingen af � samt data kan giveom �. Bayes sætning er givet i følgende sætning.111



112 A. EstimationsmetoderSætning A.1Lad y og � være stokastiske variable, da gælder det, atf(�jy) = f(yj�)f(�)f(y) : �Da tætheden f(y) er konstant i forhold til (�jy) kan Bayes sætning ogsåskrives på formen f(�jy)/ f(yj�)f(�);hvilket vil sige, ata posteriori / observeret likelihood � a priori:I det tilfælde, at data er en observeret tidsrække y1; : : : ;yN , er bayesianskinferens nyttig ved estimering af ukendte parametre, da �t kan estimeres si-deløbende med, at observationerne yt bliver kendte. Estimation af paramete-ren �t forudsætter en bestemmelse af a priorifordelingen af (�tjy1; : : : ;yt�1)samt likelihoodfunktionen f(ytj�t). A priorifordelingen til tid t udledes af aposteriorfordelingen af �t�1, og likelihoodfunktionen for (ytj�t) kan bestem-mes, så snart yt er blevet observeret. Herved haves a posteriorifordelingenfor �t ved f(�tjy1; : : : ;yt)/ f(ytj�t)f(�tjy1; : : : ;yt�1):Herefter benyttes denne til udledning af a posteriorifordelingen for �t+1,efter at der er foretaget observation af yt+1. Det bør bemærkes, at dennestruktur ved bayesiansk learning i forbindelse med tidsrækker forudsætteren begyndelsesinformation, der angiver en fordeling af �0.A.2 Estimation af variansparametreI afsnit 6.2.1 blev variansmatri
erne V t ogW t vurderet dels med udgangs-punkt i de observationer, der blev foretaget før injektion af glukose, dels vedvurdering af lineariseringsfejlen. I dette afsnit vil metoden til at estimere va-riansmatri
erne ved maksimum likelihood estimation blive præsenteret. Desøgte parametre, det vil sige indgangene i V t ogW t sættes lig 	.Ved at benytte fundamentalsætningen kan den simultane tæthed opskrivesved: f(y1; : : : ;yt) = f(ytjy(t�1))f(y(t�1));



A.2 Estimation af variansparametre 113for t = 2; : : : ; N , hvor y(t�1) = y1; : : : ;yt�1. Bemærk at hver faktor i detteprodukt kan afhænge af parametrene i 	. Ved at benytte ovenstående kanden simultane fordeling for hele observationspro
essen og likelihoodfordelin-gen bestemmes ved:L(	) = f(yj	) = NYt=1 f(ytjy(t�1);	);hvor f(y1jy0) = f(y1). Dette giver følgende loglikelihoodfunktionl(	) = ln(f(yj	)) = NXt=1 ln(f(ytjy(t�1);	)): (A.1)Fra Kalman�lteret vides det, at �ytjy(t�1)� � Nr[f t;Qt℄, og et = yt � f t,hvor det antages, at f 1 og Q1 er kendte. Det vil sige for enhver værdi af	 kan f1; : : : ;fN og Q1; : : : ;QN beregnes, idet følgende relation haves fraKalman�lteret:Qt = F Tt RtF t + V t = F Tt �GtCt�1GTt +W t�F t + V t:Herved fremkommer funktionsværdien af f(ytjy(t�1)) som værdien af nor-malfordelingstætheden med parametre f t og Qt. Indsættes dette i ligning(A.1) fåsl(	) = NXt=1 ln�(2�)�r=2jQtj�1=2 exp��12(yt � f t)TQ�1t (yt � f t)��=�r2N ln(2�)� 12 NXt=1 �ln(jQtj) + eTt Q�1t et� :Da størrelserne et og Qt beregnes løbende i Kalman�lteret, kan l(	) umid-delbart bestemmes. Variansmatri
erne V t og W t kan nu estimeres ved atmaksimere l(	) med hensyn til W t og V t.





Appendiks BDiagnostisk kontrolI dette afsnit indføres metoder til at udføre kontrol af den model, der benyt-tes ved Kalman�ltrering og udglatning af data. Modelkontrol for dynamiskelineære modeller kan udføres ved at betragte forskellige typer af residualer,eksempelvis prædiktionsresidualer eller residualer mellem det udglattede ni-veau og observationer. I tilfælde af, at den dynamiske lineære model er mo-delleret på passende vis, er der en række egenskaber ved residualerne, det ermuligt at foretage kontrol af. Residualerne kan i denne sammenhæng blandtandet benyttes til at undersøge, hvorvidt de anvendte variansmatri
er forobservationsstøj og systemstøj er valgt passende. Dette appendiks fokusererpå prædiktionsresidualer, og er baseret på Durbin & Koopman (2001) ogDiggle (1990).B.1 ResidualerVed Kalman�ltrering af to-dimensionelle data bestemmes en et-trinsprædik-tion for (ytjDt�1). Denne et-trinsprædiktion har fordelingen:(ytjDt�1) � N2[f t;Qt℄;hvilket medfører, at prædiktionsresidualerne er fordelt vedrt = (yt � f t)�N2[0;Qt℄:Disse residualer relaterer til henholdsvis glukose og insulin, og en muligheder at foretage modelkontrol af disse residualer.115



116 B. Diagnostisk kontrolVariansmatri
en Qt har formenQt = � Var �r1t � C ov �r1t ; r2t �C ov �r2t ; r1t � Var �r2t � � for rT = (r1t ; r2t );hvormed det ikke umiddelbart kan antages, at de to residualer i rt er ukor-relerede. En metode til at fjerne denne korrelation er at transformere demved: rst = (UTt )�1rt; for Qt = UTt U t;hvor U t udledes ved Cholesky-dekomposition, jævnfør appendiks D.2. Her-ved opnås en variant af de standardiserede residualer. Det følger af ovenstå-ende, at de standardiserede residualer er fordelt vedrst = (UTt )�1(yt � f t) � N2[0; I2℄; (B.1)idet (UTt )�1QtU�1t = (UTt )�1UTt U tU�1t = I2.Modelkontrollen udføres herefter på de standardiserede residualer rst .B.2 Kontrol af variansmatri
erEn metode til at kontrollere, om f t og Qt og dermed observationsstøjenV t og variansen på systemfejlenW t er estimeret tilfredsstillende, er ved atbetragte rst .Dersom den empiriske varians af residualerne for glukose og insulin er sig-ni�kant forskellig fra I2, må Qt sandsyligvis være fejlestimeret. En for højvarians af de standardiserede residualer vil indikere, at Qt er for lav ogomvendt, hvis variansen er for lav, jævnfør ligning (B.1). Følgende relationhaves fra Kalman�lteret:Qt = F tRtF Tt + V t = F t(GtCt�1GTt +W t)F Tt + V t:Da V t og systemfejlen repræsenteret iW t således udgør de bidrag tilQt, derer estimeret forud for �ltrering, må en empirisk varians af residualerne forhenholdsvis glukose eller insulin større end et indikere, at varianserne i for-hold til glukose eller insulin, er underestimeret. Omvendt kan det forventes,at varianserne er overestimeret, hvis den empiriske varians af residualerneer under et.Det kan desuden undersøges, om residualerne er standardnormalfordelte vedhjælp af et fraktilplot. Viser et sådant plot, at residualerne tilsyneladnedeer standardnormalfordelte, indikerer dette, at V t ogW t er valgt passende.



B.3 Kontrol af prædiktion 117B.3 Kontrol af prædiktionDet er muligt at kontrollere hvor præ
ist, der prædikteres, ved at plottede standardiserede residualer som en funktion af tiden. Hvis et sådant plotviser, at residualerne ligger inden for et 95% kon�densinterval, indikererdette, at prædiktionen er foretaget tilfredsstillende, hvilket er illustreretpå �gur B.1. Det ses af �guren, at enkelte residualer er pla
eret udenforkon�densintervallet, hvilket må forventes ved et 95% kon�densinterval.
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Figur B.1: Plot af standardiserede residualer fra Kalman�ltrering udført påsimuleret data fra en DLM. De punkterede linier udgør 95% kon-�ndensinterval.Et tilsvarende kontrolplot kan laves for hele stikprøvepopulationen ved etboxplot af de standardiserede residualer mod tiden.Det er desuden nødvendigt at sikre sig, at de standardiserede residualersstørrelse ikke er bestemt af de pågældende prædiktioners niveau. En metodetil at foretage kontrol af dette er at plotte de standardiserede residualer rstmod et-trinsprædiktionerne f t. Viser et sådant plot en sky af punkter, somillustreret til venstre på �gur B.2, kan der ikke siges at være korrelationmellem rst og f t. Hvis i stedet punkterne har form som en trompet, som detses til højre på �gur B.2, indikerer dette, at hvis der prædikteres i et højtniveau, prædikteres der tilsvarende mere forkert.
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Figur B.2: Illustrationer af korrelation mellem de standardiserede residualerrst og prædiktioner f t.Trompetformen i �gur B.2 kunne prin
ipielt vende anderledes og vise entendens til, at lave prædiktionsniveauer kunne asso
ieres med store prædik-tionsfejl.Den gra�ske kontrol af korrelation mellem residualer og prædiktioner kananvendes på hele stikprøvepopulationen, hvilket vil vise en tydeligere ten-dens end blot kontrol for et enkelt objekt fra stikprøven.B.4 Kontrol af seriel uafhængighedDersom modellen for den observerede tidsrække er valgt tilfredsstillendeinden Kalman�ltrering, giver følgende sætning, at prædiktionsresidualerneyt � f t er indbyrdes uafhængige for alle t.Sætning B.1Lad yt for t = 1; : : : ; N være en d-dimensionel tidsrække, der opfylderobservationsligningen for en multivariat DLM. Lad desuden f t være et-trinsprædiktionen for yt bestemt ved Kalman�ltrering og lad det gælde forprædiktionsfejlen, at rt = yt � f t � Nd[0;Qt℄.Da gælder det, at prædiktionsfejlene rt for t = 1; : : : ; N er indbyrdes uaf-hængige. �



B.4 Kontrol af seriel uafhængighed 119Bevis:Det bevises først, at rt ?? y(t�1), hvor y(t�1) = y1; : : : ;yt�1. Ifølge sætningD.3(ii) gælder det, atf t = E hytjy(t�1)i= E [yt℄ + C ov �yt;y(t�1)�Var�y(t�1)��1 �y(t�1) � E �yt�1�� :Dette resultat anvendes til udledning af kovariansen mellem rt og yt�1.C ov �rt;y(t�1)�= C ov �yt � f t;y(t�1)�=C � C ov �E [yt℄ +CV �1(y(t�1) � E �yt�1�);y(t�1)�=C �CV �1C ov �y(t�1) � E �yt�1� ;y(t�1)�= 0;hvor C = C ov �yt;y(t�1)�, og V = Var �y(t�1)�.Da nu rt ?? y1; : : : ;yt�1 for alle t = 1; : : : ; N , og da et-trinsprædiktionenf t er en linearkombination af y1; : : : ;yt�1 haves det, atrt ?? r1; : : : ; rt�1 for t = 1; : : : ; N:Da yt desuden er uafhængig af alle fremtidige observationer, er alle prædik-tionsfejl indbyrdes uafhængige. �Af sætning B.1 følger det, at de standardiserede residualer givet i (B.1) ogsåer indbyrdes uafhængige for alle tidspunkter.En metode til at kontrollere, om de beregnede residualer efter Kalman�ltre-ring er indbyrdes uafhængige, er anvendelse af et korrelogram beregnet udfra residualerne. Et korrelogram er en gra�sk repræsentation af estimatetfor autokorrelationsfunktionen�y(k) = C ov (yt+k; yt)Var (yt) for alle k 2 Z:Autokorrelationsfunktionen angiver for enhver værdi af lag k et mål forden lineære afhængighed mellem et par af stokastiske variable yt og yt+k.Estimatet for �y(k) er givet ved̂�(k) = 
̂(k)
̂(0) ;



120 B. Diagnostisk kontrolhvor 
̂(k) = 1N NXt=k+1(yt � �y)(yt�k � �y);og hvor �y = (P yi)=N .Ifølge Diggle (1990) gælder det for en tidsrække af indbyrdes uafhængigestokastiske variable og for store N , at estimatet for autokorrelationen erapproksimativt normalfordelt ved�̂(k) _�N[0; 1=N ℄ for h = 1; 2; : : : :Hvis �̂(k) er tæt på nul, er den serielle afhængighed mellem yt og yt+k lillefor lag k. Dette gælder for tidsrækken, hvis korrelogram er givet til venstrei �gur B.3. Den pågældende simulerede tidsrække har uafhængige variable,hvilket korrelogrammet viser, da alle lag større end nul har et estimat for au-tokorrelationsfunktionen, der ligger inden for kon�densintervallet �2=p50.Hvis i stedet korrelogrammet viser, at �̂(k) er tæt på en eller minus en, erafhængigheden stor for lag k. Dette er illustreret i �gur B.3, hvor det højrekorrelogram er estimeret på baggrund af en simuleret random walk. Det ses,at for små k er afhængigheden mellem de stokastiske variable i tidsrækkenmeget stor, og at den aftager i takt med, at k bliver større. Dette bekræfterden serielle afhængighed i en random walk, hvis stokastiske variable yt eruafhængige af de foregående variable y1; : : : ; yt�2 givet yt�1.
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Figur B.3: Korrelogrammer af henholdsvis hvid støj og en random walk. Depunkterede linier angiver kon�densintervallerne �2=p50.Med korrelogrammer haves således en gra�sk metode til kontrol af, hvorvidtde beregnede prædiktionsresidualer er serielt korrelerede eller ej.



B.4 Kontrol af seriel uafhængighed 121I det tilfælde, at observationstidspunkterne ikke er ækvidistante, kan etvariogram anvendes til afsløring af seriel afhængighed mellem prædiktions-residualerne.For en stationær stokastisk pro
es y(t) gælder det, at fordelingen af y(t)�y(t � k) ikke afhænger af t, (Diggle, 1990, side 44). Variogrammet V (k) erda de�neret vedV (k) = 12E �(y(t)� y(t� k))2� = 
(0)(1� �(k));hvor 
(k) og �(k) er henholdsvis autokovariansfunktionen og autokorrela-tionsfunktionen for y(t). Da V (k) kun er afhængig af tidsforskellen k, kandette resultat anvendes ved estimation af �(k).Estimatet for V (k) er bestemt vedvij = 12(y(ti)� y(tj))2 for alle 12n(n� 1) par af kij = ti � tj : (B.2)Oftest vil der være et antal kij 'er, der optræder mere end en gang, og esti-matet for V (k) bestemmes i dette tilfælde ved middelværdien �v(k) af depågældende vij 'er. Den gra�ske repræsentation af variogrammet fås ved atplotte �v(k) mod k, og det kaldes det empiriske variogram.Hvis yt er en stationær pro
es vil autokorrelationen for store k gå mod nul.Dette medfører, at �v(k) vil svinge omkring en konstant værdi. Grænsevær-dien for �v(k) er da bestemt af estimatet for variansen v1 = 
̂(0), hvorvedet estimat af �(k) er givet ved�̂(k) = 1� �v(k)=v1:Hvis �v(k) ikke pla
erer sig i et fast niveau inden for de mulige værdier af k,kan det være tegn på, at den underliggende pro
es ikke er stationær.
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Figur B.4: Gra�sk repræsentation af det empiriske variogram for henholds-vis simuleret hvid støj med varians lig med 1 og en random walk,begge observeret til ikke-ækvidistante tidspunkter. Den stipledelinie i det venstre variogram illustrerer den empiriske varians afde simulerede observationer, mens den stiplede linie i variogram-met til højre angiver linien V (k) = k�2=2.I �gur B.4 ses empiriske variogrammer for hvid støj og en random walk,der begge er observeret til ikke-ækvidistante tidspunkter. Det ses, at vario-grammet for hvid støj pla
erer sig i et niveau omkring den empiriske varians,hvilket stemmer overens med, at observationerne i en hvid støj er indbyrdesuafhængige. Til forskel herfra ses, at variogrammet for en random walk ikkestabiliseres ved et konstant niveau for store k. Dette skyldes, at en randomwalk ikke er en stationær tidsrække. For yt = yt�1 + "t, hvor "t � N[0; �2℄,og "s, "t er indbyrdes uafhængige for s 6= t, fås det, atV (k) = 12E �(yt � yt�k)2� = 12E �("t + � � �+ "t�k+1)2�= 12Var ("t + � � �+ "t�k+1) = k�2=2:Da residualerne i tilfælde af en korrekt valgt model kan antages at væreuafhængige, kan den underliggende pro
es for residualerne antages at værestationær. Med korrelogrammet og variogrammet haves derfor metoder tilkontrol af uafhængige residualer.



B.4 Kontrol af seriel uafhængighed 123Det er muligt at udvide variogrammet til �ere personer. Dette gøres vedførst at bestemme vij for de absolutte tidsforskelle i hver af de tidsrækker,der betragtes. Dernæst samles vij for alle tidsrækkerne, og estimatet forV (k), som er givet i (B.2), beregnes.





Appendiks CDiskriminansanalyseI dataanalysen benyttes diskriminansanalyse ved �ere tilfælde. Hensigtenmed dette afsnit er at gennemgå teorien bag diskriminansanalyse. Afsnitteter baseret på Seber (1984), kapitel 6.Lad en population P være givet, da kan P betragtes som p grupper, der erhinanden udelukkende, det vil sige, at for grupper Gi, da erP = [pi=1Gi:Antag, at et objekt o fra P kendes, uden at det vides, hvilken gruppe ob-jektet o tilhører. Hensigten med diskriminansanalyse er på baggrund af dmålte karakteristikker x asso
ieret med objektet at kunne tildele objektettil en af de p grupper Gi.Det ønskes at foretage diskrimineringen af objekter på en optimal måde, detvil sige, at minimere antal af fejlklassi�
eringer af objekter.I det følgende vil en allokeringsregel for objekter blive udviklet i det tilfælde,hvor P kan antages at være opdelt i to grupper, og hvor fordelingen af xantages at være kendt.Antag, at �1 = P (oi 2 G1) og �2 = P (oi 2 G2) = 1� �1.Lad fi(x) være tæthedsfunktionen af x, dersom x er asso
ieret til et objekt,der tilhører Gi, for i 2 f1; 2g.Betragt følgende allokeringsregel for et identi�
eret objekt fra P med ka-rakteristik x: Tildel objekt o til Gi, hvis x 2 Ri,hvor der gælder om udfaldsrummene, at R1 \R2 = ;, og R1 [R2 = R, somer lig hele stikprøven for P . 125



126 C. DiskriminansanalyseTo fejl kan nu begås ved tildeling af et objekt til en gruppe, disse er:(i) Objektet o tildeles G2, når o faktisk tilhører G1.(ii) Objektet o tildeles G1, når o faktisk tilhører G2.Sandsynligheden for at begå en af disse fejl er henholdsvisP (2j1) = ZR2 f1(x) dx og P (1j2) = ZR1 f2(x) dx:Derved bliver den samlede sandsynlighed for fejlklassi�
ering af et objekto 2 P :P (R;f ) = P (fejltildeling af o)= 2Xi=1 P (tildel o til Gijo 2 Gj)P (o 2 Gj) for j 2 f1; 2g; j 6= i= P (1j2)�2 + P (2j1)�1;hvor RT = (R1; R2) og fT = (f1; f2).Til senere anvendelse introdu
eres følgende lemma.Lemma C.1Integralet RR1 g(x) dx er minimeret med hensyn til R1, når R1 = R01, hvorR01 = fxjg(x) < 0g. �Bevis:Lad R02 = fxjg(x) � 0g og bemærk, at R1 kan skrives som R1 = (R1 \R01) [ (R1 \ R02).ZR1g(x) dx= ZR1\R01g(x) dx+ ZR1nR1\R01g(x) dx� ZR1\R01g(x) dx= ZR01g(x) dx� ZR01nR1\R01g(x) dx� ZR01g(x) dx:Af ovenstående haves, at min�RR1 g(x) dx� = RR01 g(x) dx. �



127Den totale sandsynlighed for fejlklassi�
ering P (R;f) skal nu minimeres.P (R;f) = P (2j1)�1 + P (1j2)�2= �1 ZR2 f1(x) dx+ �2 ZR1 f2(x) dx= �1 �ZR f1(x) dx� ZR1 f1(x) dx�+ �2 ZR1 f2(x) dx (C.1)= �1 �1� ZR1 f1(x) dx�+ �2 ZR1 f2(x) dx= �1 + ZR1 (�2f2(x)� �1f1(x)) dx: (C.2)Af lemma C.1 er P (R;f) minimeret, når R1 = R01, det vil sige, for g(x)lig integranten i ligning (C.2), fås det, atR01 = fxj�2f2(x)� �1f1(x) < 0g=�x ����f1(x)f2(x) > �2�1 � :Hermed haves allokeringsreglen:Tildel objekt o til G1, hvis f1(x)f2(x) > �2�1 ,hvor x er karakteristikvektoren asso
ieret med o, ellers tildeles o til G2.Eksempel 5Lad fi(x) være tæthedsfunktion for x, hvor x � Nd[�i;�i℄ for i 2 f1; 2g.Antag desuden, at �1 = �2 = �, det vil sige, atfi(x) = (2�)�d=2j�j�1=2 exp��12(x� �i)T��1(x� �i)� :Da kan den optimale klassi�
eringsregel baseret på f1(x)=f2(x) > �2=�1udledes.f1(x)f2(x) = exp��12(x� �1)T��1(x� �1) + 12(x� �2)T��1(x� �2)�= exp�(�1 � �2)T��1x� 12(�1 � �2)T��1(�1 + �2)�= exp��Tx� 12�T (�1 + �2)� ;hvor � = ��1(�1 � �2).Lad nu diskriminansfunktionenD(x) være givet vedD(x) = ln (f1(x)=f2(x)).



128 C. DiskriminansanalyseDa fås ved indsættelse i den ovenfor udledte allokeringsregel følgende allo-keringsregel for to normalfordelte grupper med ens dispertionsmatrix:Tildel o til G1, hvisD(x) = ln�f1(x)f2(x)� = �Tx� 12�T (�1 + �2) > ln��2�1� :Diskriminansfunktionen D(x) = ln (�2=�1) de�nerer det hyperplan, der se-parerer de to grupper.Der er i eksempel 5 udledt en diskriminansfunktion til diskriminering afobjekter fra en population, der kan antages at være delt i to grupper, som kanantages at være normalfordelte med ens dispertionsmatrix. I det følgendeeksempel vil to grupper ligeledes blive betragtet, men her betragtes dettilfælde, hvor dispertionsmatri
erne ikke kan antages at være ens.Eksempel 6Lad fi(x) være tæthedsfunktion for x, hvor x � Nd[�i;�i℄ for i 2 f1; 2g,og hvor �1 6= �2.Lad diskriminansfunktionen Q(x) være givet ved Q(x) = ln (f1(x)=f2(x)),da havesQ(x) = (ln(f1(x)=f2(x)))= 12 ln(j�2j=j�1j)� 12(x��1)T��11 (x��1)+ 12(x��2)T��12 (x��2)=K � 12xT (��11 ���12 )x+ xT (��11 �1 ���12 �2);hvor K = 12 (ln(j�2j)� ln(j�1j))� 12�T1��11 �1 + 12�T2��12 �2:Allokeringsreglen bliver herved:Tildel o til G1, hvis Q(x) > ln (�2=�1).Af de to udledte diskriminansfunktioner ses det, at D(x), der relaterer til�1 = �2, er lineær, mens Q(x), der relaterer til �1 6= �2, er kvadratisk.De to diskriminansfunktioner er eksempli�
eret i �gur C.1.
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Figur C.1: Illustration af hvorledes den lineære henholdsvis den kvadratiskediskriminansfunktion adskiller to mængder af objekter tilhørendehver sin gruppe.





Appendiks DDiverseI dette appendiks præsenteres den multivariate normalfordeling samt nogleresultater i forbindelse med denne fordeling, som er anvendt i dette spe-
iale. Denne del er baseret på Seber (1984) og West & Harrison (1997).Cholesky-dekomposition som metode til at invertere en matrix beskrives,idet denne metode blandt andet anvendes i programmeringen af algoritme6.1, der benyttes ved dataanalysen i dette spe
iale. Beskrivelsen af Cholesky-dekomposition er baseret på Healy (1986). Endelig gives der enkelte diverseresultater.D.1 NormalfordelingsteoriDe�nition D.1 (Den multivariate normalfordeling)Lad yT = (y1; y2; : : : ; yn) være en n-dimensionel stokastisk vektor. Da sigesy at være multivariat normalfordelt med middelværdivektor � og disper-tionsmatrix �, hvis y's tæthedsfunktion er givet vedf(y) = (2�)�n=2j�j�1=2 exp��12(y � �)T��1(y � �)�;hvor � forudsættes at være positiv de�nit.Dersom y er multivariat normalfordelt, skrives dette y � Nn[�;�℄. �
131



132 D. DiverseSætning D.2Lad y være en n-dimensionel stokastisk vektor.Da gælder, at y � Nn[�;�℄, hvis og kun hvis f(y) opfylder følgendef(y) / exp��12yT��1y + yT��1��: �Bevis:Antag, at y � Nn[�;�℄, da haves jævnfør de�nition D.1, atf(y) = (2�)�n=2j�j�1=2 exp��12(y � �)T��1(y � �)�= k1 exp��12 �yT��1y + �T��1�� yT��1�� �T��1y��= k2 exp��12yT��1y + yT��1��:Idet k2 = (2�)�n=2j�j�1=2 exp �� 12�T��1��, er den ene implikation vist.Antag nu, at f(y) = k exp �� 12yT��1y + yT��1�� er tæthedsfunktion fory, hvor � er positiv de�nit.Betragt h(x), som antages at være tæthedsfunktion for x, hvorx � Nn[�;�℄,da haves h(x) = C exp �� 12xT��1x+ xT��1��. Endvidere haves det, atZ 1�1 f(y)dy = k Z 1�1 exp��12yT��1y + yT��1��dy= k Z 1�1 1Ch(y)dy = kC : (D.1)Af (D.1) haves det, at R1�1 f(y)dy = 1 for k = C, og dermed er y �Nn[�;�℄. �Sætning D.3Antag, at y � Nn[�;�℄ og lady = �y(1)y(2)� ; � = ��(1)�(2)� samt � = ��11 �12�21 �22� ;hvor y(i) og �(i) er (di � 1)-vektorer, og �ij er (di � dj)-matri
er for i; j 2f1; 2g med d1 + d2 = n.Da gælder følgende:



D.1 Normalfordelingsteori 133(i) Hvis C er en (q � n)-matrix med fuld rang, da erCy � Nq [C�;C�CT ℄:(ii) Den betingede fordeling af y(2) givet y(1) er givet ved(y(2)jy(1)) � Nd2 [�(2) +�21��111 (y(1) � �(1));�22�1℄;hvor �22�1 = �22 ��21��111 �12: �Sætning D.3 føres uden bevis, (Seber, 1984, side 18-19).Sætning D.4Antag at de tre stokastiske vektorer ',  og � er simultant normalfordelte.Lad  ?? � givet ', og lad A '; A'� og A � være givet ved henholdsvis = A '' + "1, ' = A'�� + "2 og  = A �� + "3, hvor "i � N[0;�"i ℄for i 2 f1; 2; 3g, og hvor "1; "2 og "3 er indbyrdes uafhængige. Da er0�' �1A � N 240��'� ��1A ;0� �' �'AT ' A'���A '�' � A �����AT'� ��AT � ��1A35 ; (D.2)hvor A � = A 'A'�: �Bevis:Da  = A ''+"1, gælder det, at "1 og ' er indbyrdes uafhængige, og detfås, at C ov ( ;') = C ov (A ''+ "1;') = A '�': (D.3)De øvrige indgange i dispertionsmatri
en i (D.2) udledes på tilsvarende vis.Lad � T = ( T ;�T ). Fra sætning D.3(ii) haves det, atD[ ;�j'℄ =D[ ;�℄� C ov (� ;')Var (')�1 C ov ('; � )=� � A �����AT � �����A '�'AT ' A 'A �����AT'�AT ' ��AT ���1' A'���� :



134 D. DiverseHermed er C ov ( ;�j') = A ��� �A 'A ���. Da  ?? � givet ' havesdet, at 0= (A � �A 'A �)��;hvormed A � = A 'A'�, da �� er positiv de�nit. �Korollar D.5Antag, at �i for i = 1; : : : ; n er normalfordelte stokastiske vektorer, forhvilke det gælder, at �i er betinget uafhængig af �i+k givet �i+j for alle iog 1 < j < k < n .Lad det desuden gælde for Ai;i+1, at �i = Ai;i+1�i+1 + "i. Da erA1;n = n�1Yi=1 Ai;i+1for �1 = A1;n�n + "1. �D.2 Cholesky-dekompositionCholesky-dekomposition giver en metode, som kan benyttes til at invertereen matrix.Lad A være en (n�n)-matrix og lad A være positiv de�nit. Da kan en øvretriangulær matrix U , hvorom det gælder, atA = UTU ;bestemmes på entydig vis.Af ovenstående relation haves følgende sammenhæng:(søjle i af U )� (søjle j af U ) = aij : (D.4)



D.2 Cholesky-dekomposition 135Ved at benytte relation (D.4) kan indgangene i U bestemmes, idetu211 = a11u11u12 = a12u11u13 = a13� � �u12u11 = a21u212 + u222 = a22u12u13 + u22u23 = a23� � �u213 + u223 + u233 = a33;og så fremdeles. Som det fremgår af ovenstående udledning, tilføjes der bloten ubekendt til hver ligning i forhold til de netop udledte. Det vil sige, alleindgange i U kan bestemmes entydigt.En statistisk anvendelse af kvadratrods-matri
en U fremkommer, hvis Aantages at være dispertionsmatri
en for den stokastiske vektor y. Udføresfølgende transformation x = (UT )�1y, da er dispertionsmatri
en for x givetved Var (x) = (UT )�1UTUU�1 = I ; hvor UTU = A:Det vil sige, ved ovenstående transformation opnås en stokastisk vektor xmed indbyrdes uafhængige indgange.Endvidere er det således, at kvadratet af diagonalindgangene i U beståraf de betingede varianser. Det vil sige, at for A = Var (y), hvor yT =(y1; y2; : : : ; yn), gælder der, atu211 = Var (y1) ; u222 = Var (y2jy1) ; : : : ; u2nn = Var (ynjy1; : : : ; yn�1) :Ovenstående relation ses, idet der ved benyttelse af sætning D.3(ii) fås, atVar (y2jy1) =Var (y2)� C ov (y2; y1)Var (y1)�1 C ov (y1; y2)= a22 � a212=a11 = a22 � u212= u222;hvor relationen a212=a11 = u212 haves fra udledningen af U . På tilsvarendevis kan det udledes for u2nn = Var (ynjy1; : : : ; yn�1).Cholesky-dekomposition kan med fordel benyttes til at invertere dispertions-matri
er i 
omputerprogrammel, da det er en numerisk præ
is metode. Vedudledning af dispertionsmatri
er som Q og R i Kalman�ltret, kan der fo-rekomme afrundingsfejl, der gør matri
erne asymmetriske. Derfor kan en



136 D. Diversemetode til at invertere dem være først at sikre symmetri, hvilket kan gøresved at sætteR = 1=2(R+RT ) og dernæst at bestemme den øvre triangulærematrix, der opfylder R = UTU . Herefter inverteres den øvre triangulærematrix, hvilket blot kræver et antal rækkeoperationer på U svarende tilrangen af U minus en. Herved opnås U�1(UT )�1 = (UTU )�1 = R�1, ogdispertionsmatri
en er inverteret.D.3 Diverse resultaterAf følgende sætning fremgår det, at middelværdi og varians af en stokastiskvariabel er givet ved en betinget middelværdi og varians.Sætning D.6For to stokastiske variable x og y gælder følgende udsagn:E [x℄ = E [E [xjy℄℄Var (x) = E [Var (xjy)℄ + Var (E [xjy℄) : �Sætning D.6 føres uden bevis, (Ross, 1998, side 338 og 348).



English SummaryThis thesis is motivated by a set of data 
on
erning diabetes, spe
i�
 ob-servations of glu
ose and insulin within two tests. The database is 
olle
tedby Steno Diabetes Center, Copenhagen and 370 subje
ts with respe
tivelyType II diabetes mellitus, impaired glu
ose toleran
e and normal glu
osetoleran
e joined the studies. All the subje
ts underwent an oral glu
ose to-leran
e test (OGTT). When the subje
ts had 
onsumed dissolved glu
ose,blood samples were 
olle
ted at �xed minutes for analysis of plasma glu
oseand serum insulin. Likewise all the non-diabeti
 subje
ts underwent an in-traveneous glu
ose toleran
e test (IVGTT). A portion of dissolved glu
osewere inje
ted and again at �xed minutes blood samples were 
olle
ted toanalyse the plasma glu
ose and serum insulin.In the beginning of the 1980's Dr. Ri
hard N. Bergman and some 
o-workersdeveloped a minimal model whi
h des
ribes the pharma
okineti
 and phar-ma
odynami
 of plasma glu
ose and serum insulin in the human body fol-lowing an intraveneous inje
tion of glu
ose. That is, the model is designedfor the IVGTT. The minimal model is known as Bergman's minimal model,and it is still used for analysis of e.g. insulinsensitivity. The model is a
tuallya union of two seperate 
ompartment models: One model for des
ription ofglu
ose kineti
s, whi
h is 
omposed by a two-
ompartment model, and aone-
ompartment model for des
ription of insulin kineti
s. The model hasa mathemati
al representation by three di�erential equations. They havebeen subje
ts for some 
riti
ism. We modify the original model in referen
eto the 
riti
ism.The database 
ontributed time series 
onsisting of glu
ose and insulin 
on-
entration in the blood samples. Time series in general 
onsist of a time-ordered sequen
e of measurements on a phenomenon of interest. Obser-vations in time series des
ribe the development of the phenomenon. As a
onsequen
e the observations in time series are often 
orrelated. This im-plies that 
lassi
al models for independent data are often not suitable formodelling time series. Another type of models are state spa
e models. These137



138 English Summarymodels are developed to handle time series. State spa
e models 
onsist oftwo types of variables. The observations serve as one type and is modelledby the observation equation. The other type of variables is the latent stateve
tor whi
h is modelled by the system equation.The most known state spa
e model is the Gaussian dynami
 linear model(DLM). For this model there are assumptions of both the observations andthe latent state ve
tor to be normally distributed.This thesis has partly been motivated by the possibility to in
orporate Berg-man's minimal model in a dynami
 linear model, and further to analyse thedata set.We �rst dis
retisize the three di�erential equations related to the modi�edversion of Bergman's minimal model to in
orporate the modi�ed model ina dynami
 linear model and then we linearize them by a �rst order Taylorexpansion. In this way the di�erential equations 
an be inserted in the latentstate ve
tor in the DLM.Afterwards we develope a program written in R whi
h is a free softwarepa
kage available from www.sunsite.dk/R. The program �lters and smoothsthe latent state pro
es a

ording to the observations from the data set.Using the program as the most important tool we analyse the algorithm be-hind the iterated extended Kalman�lter for the formulated model a

ordingto its ability to 
onverge and its reliability a

ording to estimate the pa-rameters in Bergman's minimal model. We �nd that under the assumptionthat it takes approximately three minutes, to get a well-distributed 
om-partment, the model provide the best diagnosti
 tests.Moreover we �nd that the fun
tion for dis
rimination best seperates the sub-je
ts a

ording to normal or impaired glu
ose toleran
e, when it is providedwith inexa
t initial estimates for the parameters asso
iated with more un-
ertainty than exa
t initial estimates for the parameters asso
iated with lessun
ertainty.Furthermore we analyse the data set a

ording to the Body Mass Indexof the subje
ts. The results of this analysis indi
ate that the subje
ts withnormal glu
ose toleran
e and BMI over 25 are not 
apable to eliminate asmu
h glu
ose from plasma independent on insulin whi
h imply that theyprodu
e more insulin than those with BMI less than 25.Finally we 
ompare the two modi�ed versions of Bergman's minimal model.We �nd that it has no importan
e whether we modify in one or the other wayin the di�erential equation for insulin for the estimated level of a
tive insulin,insulinsensitivity or the insulinindependent elimination rate of glu
ose, butit does e�e
t the estimated level of the se
ond phase of insulinse
retion.This implies that results provided by the two modi�ed models are not in



139general 
omparable.We summerize what 
ould be done di�erently and how we 
ould improvethe model and the program behind the algorithm for the iterated extendedKalman�lter.
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