
Med fokus på Dynamiske Modeller}Af Bo Eskerod MadsenJanuar 2002}

Aalborg UniversitetInstitut For Matematiske Fag � Fredrik Bajers Vej 7G9220 Aalborg Øst





Det teknisk-naturvidenskabelige fakultetAalborg UniversitetInstitut for matematiske fagTITEL: Med fokus påDynamiske ModellerAf: Bo Eskerod MadsenVEJLEDERE:Søren Lundbye-ChristensenThomas S
heikePERIODE:1. september 2001 -11. januar 2002OPLÆG: 10 stk.ANTAL SIDER: 121

SYNOPSIS:Det overordnede mål med dette spe-
iale er, at evaluere visse statistiketeorier og metoder, samt illustreredem ved hjælp af en række analy-ser.Den teoretiske del af spe
ialet om-handler dynaimske modeller, ogsåkendt som state spe
e modeller. Op-bygningen af den teoretiske del erudformet således, at der først intro-du
eres en simpel dynamisk lineærmodel (DLM) med Gaussiske forde-linger. Dernæst introdu
eres den ge-neraliserede lineære model (GLM),som er en udvidelse af den lineæremodel (LM) med Gassiske observa-tioner. Ud fra disse to modeller ud-ledes den dynamiske generaliseredelineære model (DGLM). Udvidelsenfra den DLM til den DGLM er til-svarende udvidelsen fra den LM tilden GLM. Således har den DGLM,ligesom den GLM, ikke nødvendig-vis Gaussiske fordelinger. For deovenstående modeller, indføres for-skellige metoder til inferens.Den teoretiske del af spe
ialet erillustreret dels ved nogle teoreti-ske og simuleringsbaserede eksemp-ler, og dels ved en dataanalyse. Da-taanalysen handler om skizofreni-tilfælde, og er udarbejdet i samar-bejde med Center for Registerforsk-ning ved Aarhus Universitet. I data-analyserne anvendes såvel en GLM,som en DGLM.





ForordDet overordnede mål med dette spe
iale er, at evaluere visse statistiske te-orier og metoder, samt illustrere dem ved hjælp af en række analyser. Derhar i spe
ialet været lagt stor vægt på samarbejdet med Center for Regi-sterforskning ved Aarhus Universitet, hvor den praktiske del af spe
ialeter foregået. Af fortrolighedsmæssige årsager må data ikke tages med udenfor 
enteret, hvorved alle dataanalyser er udført der, under vejledning aflektor Rodrigo Labouriau. Da Center for Registerforskning anvender stati-stikpakken SAS, er alle praktiske analyser lavet i dette program. Det haraf denne grund ikke være muligt, at anvende de beskrevne estimationsme-toder, indført af Durbin and Koopman [2000℄, men i stedet er anvendt demetoder, som er implementeret i SAS pakken. Dog har jeg selv bla. imple-menteret visse algoritmer i forbindelse med det udvidede Kalman�lter mediterationer for, at illustrere dele af teorien. Det er ikke oplagt, at anvendede beskrevne dynamiske modeller på de data, som er analyseret. Af pæda-gogiske grunde, og for at illustrere den beskrevne teori, er det dog valgt, atgøre dette alligevel.Først i november måned har Søren Lundbye-Christensen desværre måttetsygemelde sig, og har dermed været nød til, at trække sig ud, som hovedvej-leder på spe
ialet. Herefter har Thomas S
heike overtaget hovedvejlednin-gen. Af denne grund er der to hovedvejledere tilknyttet spe
ialet. Som detfremgår af alle de mennesker der har været så søde, at give mig en hånd,har dette dog givet nogle udemærkede samarbejder på tværs.Sætninger, de�nitioner, korollarer og metoder er nummereret fortløbendegennem hvert kapitel, mens ligninger har en egen nummerering gennemhvert kapitel. Kildehenvisninger inde i teksten angives ved kilde [år, evt.henvisning℄ , mens kilder til 
itater er angivet ved [kilde, år, evt. henvisning℄.Hvis kildehenvisningen gives før et punktum, refererer den kun til den på-gældende sætning, hvis den derimod gives efter et punktum, refererer dentil det pågældende afsnit.Litteraturlisten er ordnet alfabetisk efter forfatterens efternavn.Den notation som er benyttet i spe
ialet, er opsummeret i appendix E.Ord inde i teksten, der er henvist til fra stikordsregisteret, er markeret medfed type.



viUnder udarbejdelsen af dette spe
iale er der blevet udleveret en disposi-tion der er stort set ens med dispositionen til Larsson [2001℄. Desuden harLarsson [2001℄ været anvendt som undervisningsmateriale i en studiekredsi forbindelse med spe
ialet. Jeg har derfor valgt, at 
itere alt hvad de stortset viser på samme måde som jeg ville have gjort, og tage de ting med, hvorjeg viser noget anderledes.Jeg har valgt ikke at trykke de algoritmer jeg har bygget i forbindelse medanalyserne, da det ville fylde ganske betragteligt. Hvis nogen skulle ønske,at se disse algoritmer igennem vil jeg dog meget gerne sende dem.Jeg vil gerne rette en stor tak til Thomas S
heike for, at ville overtage vejled-ningen af mit spe
iale så sent i perioden, og for den gode vejledning han hargivet, Rodrigo Labouriau, fra Center for Registerforskning, for vejledningi forbindelse med opholdet på 
enteret, og til 
enterleder Preben Bo Mor-tensen for, at give mig muligheden for, at skrive mit spe
iale i samarbejdemed Center for Registerforskning. Desuden har Bettina Kirk Øgendahl, fraCenter for Registerforskning, været en god hjælp ved nogle ganske oply-sende diskussioner omkring psykiatriske faktorer i skizofrenidiagnostisering,og Claus Dethlefsen, fra Aalborg universitet, har været i kærkommen hjælp,til at �nde fejlen i mit programmel. Sidst men ikke mindst vil jeg gerne takkeSøren Lundbye-Christensen for en altid god og engageret vejledning.Aalborg, Januar 2002
Bo Eskerod Madsen
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1Indledning

De modeller der betragtes i dette spe
iale, er overvejende til, at analyserepro
esser der udvikler sig over tid. Data der er opsamlet i forbindelse medsådanne pro
esser betegnes longitudinelle data, eller tidsrækker, hvisder kun er tale om en enkelt observation til hver tid. Da data for en pro
esder udvikler sig over tid, typisk er serielt korrelerede, er de klassiske mo-deller for ukorrelerede data, ikke passende til beskrivelse af longitudinelledata. Istedet kan anvendes dynamiske modeller.De dynamiske modeller, som introdu
eres i dette spe
iale, betegnes i deleaf litteraturen state spa
e modeller. Disse modeller er opdelt, således atder er en observationsligning og en systemligning. Observationslignin-gen beskriver hvorledes observationerne er fordelt, ud fra nogle stokastiskedynamiske parametre. Deres udvikling over tid beskrives ved den tilhørendesystemligning. Således kan strukturen for de beskrevne dynamiske modelleropfattes, som om der hele tiden kører en stokastisk underliggende latentpro
es. Til en given tid trækkes der en tilstandsvektor ud af denne la-tente pro
es. Ud fra tilstandsvektoren bestemmes de stokastiske parametre,som indgår i observationsligningen, hvorved der �ndes en fordeling af deobservationer der foretages, til den givne tid. Ofte vil det være interessant,at kende den underliggende latente pro
es. Derfor beskæftiger en stor del afde metoder, som præsenteres i dette spe
iale, sig da også med estimation afdenne latente pro
es.For at kende forskel mellem de stokastiske og de ikke stokastiske parametrei modellerne, betegnes de ikke stokastiske parametre hyperparametre.Inferens for dynamiske modeller indeholder følgende punkter.Estimation af den latente pro
es er at bestemme den latente pro
es.1



2 1. IndledningDvs. tilstandsvektorerne der hører til de stokastiske parametre i mo-dellen.Estimation af ukendte hyperparametre er, at bestemme ukendte ikkestokastiske parametre i modellen.HypotesetestModelkontrol.Der er udviklet mange metoder til estimation af såvel den latente pro
es,som ukendte hyperparametre, hvorimod hypotesetest for stokastiske dyna-miske parametre, samt modelkontrol er et mere uudforsket område.For at estimere den latente pro
es anvendes, til tiden t, følgende tre begre-ber.Filtrering. Dette er, at estimere den latente pro
es til tiden t.Prædiktion. Dette er, at estimere den latente pro
es, og observationspro-
essen, senere end til tiden t.Udglatning. Dette er, at estimere den latente pro
es op til tiden t.De data der skal analyseres udgøres af to tidsrækker, hvoraf det kun erden ene tidsrække, som de præsenterede dynamiske modeller kan anvendesfor. Af denne grund introdu
eres de teoretiske metoder i dette spe
iale fortidsrækker, dvs. univariate observationer.I den teoretiske del, af spe
ialet, introdu
eres først den dynamiske lineæremodel (DLM), hvor fordelingerne i observationsligningen og systemlignin-gen er Gaussiske. Dernæst introdu
eres den generaliserede lineære model(GLM), som er en udvidelse af den lineære model (LM) med Gaussisk for-deling. Prin
ipperne for udvidelsen fra den LM til den GLM anvendes her-efter til, at udvide den DLM til den dynamiske generaliserede lineære model(DGLM). I denne model gælder at fordelingerne, ligesom i den GLM, ikkenødvendigvis er Gaussiske.Under de respektive modeller indføres metoder til estimeres den latentepro
es. Efter introduktionen af modellerne indføres alternative metoder tilestimering af den latente pro
es, samt estimering af ukendte hyperpara-metre. Disse metoder bygger på importan
e sampling, og er introdu
eret iDurbin and Koopman [2000℄.Af tidsmæssige årsager er hypotesetest for stokastiske dynamiske parametre,og modelkontrol for dynamiske modeller ikke behandlet i dette spe
iale.Der anvendes dog visse testmetoder for ikke dynamiske parametre. Disse



3metoder hører dog ikke de
ideret til dynamiske modeller, men snarer tilstatiske modeller.Den teoretiske del af spe
ialet er illustreret dels ved nogle teoretiske ogsimuleringsbaserede eksempler, og dels ved en dataanalyse. Dataanalysenhandler om skizofrenitilfælde, og er udarbejdet i samarbejde med Centerfor Registerforskning ved Aarhus Universitet. I dataanalyserne anvendessåvel en generaliseret lineær model, som en dynamisk generaliseret lineærmodel.ResuméSpe
ialet er inddelt i �re dele om henholdsvis teori, illustrerende eksemp-ler til teorien, anvendelse af teorien og til sidst appendiks, som omhandlerforskelligt baggrundsinformation. De �re dele er beskrevet i det følgende.Del I. TeoriDenne del indeholder den teoretiske baggrund for spe
ialet.I kapitel 2 gives en introduktion til dynamiske lineære modeller, og der præ-senteres eksakte metoder til estimering af den latente pro
es. Der behandles�ltrering, prædiktion og udglatning ved hjælp af Kalman�lteret.I kapitel 3 gives en introduktion til generaliserede lineære modeller. Derpræsenteres metoder til estimation, hypotesetest, samt modelkontrol.I kapitel 4 præsenteres dynamiske generaliserede lineære modeller. Dissemodeller behandles generelt, og i et spe
ialtilfælde, hvor systemligningener Gaussisk. Der gennemgåes i begge tilfælde approksimative metoder til�ltrering.I kapitel 5 præsenteres estimering baseret på importan
esampling. Dette kananvendes til bla. at estimere den latente pro
es, og ukendte hyperparametre.Del II. Illustrerende eksemplerDenne del indeholder illustrerende eksempler til den teori, som er præsen-teret i første del.I kapitel 6 illustreres den DGLM for henholdsvis poissonfordelte observa-tioner og binomialfordelte observationer. For begge fordelinger illustrereshvorledes den generelle teori kommer til at se ud, for den DGLM med del-vist spe
i�
eret systemligning, og den DGLM med Gaussisk systemligning.



4 1. IndledningDesuden gennemgås et simuleringsbaseret eksempel for den DGLM medbinomialfordelte observationer og Gaussisk systemligning.Del III. AnvendelseAnvendelsen af teorien er illustreret ved behandling af et datasæt om skizof-renitilfælde i Danmark. Dataanalysen er udført i samarbejde med Center forRegisterforskning ved Aarhus Universitet. I behandlingen ønskes en analyseaf, hvorvidt fødselsmåneden og fødselsåret har indvirkning på sandsynlighe-den for at få tidlig skizofreni. Der analyseres data for personer født i årene1955 til 1973.I kapitel 7 gennemgåes baggrunden for dataanalysen, og der gives en kort in-troduktion til diagnosen for skizofreni, samt mulige faktorer der kan tænkes,at have indvirkning på skizofrenifrekvensen.I kapitel 8 analyseres data på basis af den GLM. Her anvendes forskelligemetoder, til at undersøge mulige afhængighedsstrukturer i data.I kapitel 9 analyseres data på basis af den DGLM med Gaussisk systemlig-ning.Kapitel 10 indeholder en opsummering af den samlede dataanalyse, samt envidere diskussion af analyseresultaterne.Del IV. AppendiksDenne del indeholder en mængde resultater, som anvendes i de andre deleaf spe
ialet.Appendiks A indeholder en introduktion til poissonfordelingen og binomi-alfordelingen. Desuden indeholder det en mængde anvendte egenskaber iforbindelse med disse fordelinger.Appendiks B indeholder en introduktion til pro�l likelihoodfunktioner, samten meget kort introduktion til likelihoodfunktioner.Appendiks C indeholder en gennemgang af de betegnelser der anvendes ianalysetabellerne i anvendelsesdelen.Appendiks D indeholder sætninger, som ikke passer ind under de andreappendiks.Det sidste er appendiks E, der indeholder en gennemgang af den notation,som er anvendt i dette spe
iale.



5OverordnetOpbygningen af spe
ialet er illustreret i �gur 1.1. Denne �gur illustrererhvorledes de enkelte elementer i spe
ialet hænger sammen. Det skal spe
ieltbemærkes, at elementet indeholdene videre inferens ikke leder videre tilandre dele. Dette skyldes, at der ikke har være mulighed for, at implementerealgoritmerne i forbindelse med dataanalyserne. Emnet er dog behandletalligevel, da det er repræsentativt for den type metoder, der arbejdes medat udvikle i denne 
omputeralder.
DGLM

DLM GLM

Videre 

Illustrerende 

inferens

eksempler AnvendelseFigur 1.1: Opbygningen af spe
ialet. Boksene illustrer elementerne, mens pileneillustrerer sammenhængene.
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2Dynamiske
lineære
modellerDette kapitel indeholder en introduktion til den dynamiske lineære model(DLM). Dette er en dynamisk model med Gaussisk systemligning og obser-vationsligning.Da denne model har nogle gode beregningsmæssige egenskaber, tages derudgangspunkt i den for, at indføre mere avan
erede modeller. Der introdu
e-res ganske kort metoder til estimering af den latente pro
es. Disse metoderer bla. indført af Kalman, og betegnes dermed Kalman�ltrering, Kalman-prædiktion og Kalmanudglatning.Da [Larsson, 2001℄ har vist sætningerne rimelig korrekt efter West and Har-rison [1997℄, undlades beviserne her. Istedet refereres direkte til West andHarrison [1997℄, hvor beviserne er nydeligt gennemgået. Dette kapitel skaldermed ikke ses som en ny gennemgang af teorien, men blot en præsentationaf den, til senere brug.2.1 ModellenFor at introdu
ere den DLM, skal informationen først de�neres.9



10 2. Dynamiske lineære modellerDe�nition 2.1 (Informationen Dt)Lad D0 betegne begyndelsesinformationen til en dynamisk model forserien fYtg = fY1; : : : ; Yrg. Størrelsen D0 er da alt relevant information tiltiden t = 0, dvs. den f.eks. indeholder kendte hyperparametre.For ethvert t > 0 betegner Dt informationen, som er en kombinationen afbegyndelsesinformationen og realisationerne af Y1; : : : ; Yt. Dvs. Dt er infor-mationen bestående af Dt�1 og yt. MIdeen i den DLM er, som i alle dynamiske modeller, at betragte fYtg som enserie observationer med stokastiske, dynamiske regressionsparametre f�tg.Herved kommer fYtg til, at optræde som en observationspro
es, relateret tilen underliggende latent pro
es f�tg. For hvert tidstrin t tilføjes en stokastiskudviklingsvariation !t til tilstandsvektoren �t i den latente pro
es,hvorved denne udvikler sig som en første ordens Markovkæde. Hver gangder observeres, indgår ligeledes en stokastisk observationsvariation �t iobservationen Yt, hvorved denne bliver stokastisk, i relation til den latentepro
es. Den DLM er givet jvf. West and Harrison [1997, s. 102℄, som følger.De�nition 2.2 (Den DLM)Lad der til enhver tid t 2 Z+ være givet følgende hyperparametre.� F t, som er en kendt n-dimensional dynamisk regressionsvektor.� Gt, som er en kendt n� n evolutionsmatrix.� Vt, som er en kendt positiv observationsvarians.� W t, som er en kendt positiv de�nit n� n evolutions
ovariansmatrix.For hvert t 2 Z+ er den DLM, for observationerne fYtg og de n-dimensionalestokastiske parametervektorer f�tg, de�neret vedObservationsligning: Yt = F Tt �t + �t; �t s N (0; Vt);Systemligning: �t =Gt�t�1 + !t; !t s Nn(0;W t);Begyndelsesbetingelse: (�0jD0) s Nn(m0;C0);for givne værdier af m0 og C0.Der gælder endvidere, at (Ytj�t) er uafhængig af Y1; : : : ; Yt�1; Yt+1; : : : ; Yr;�1; : : : ;�t�1;�t+1; : : : ;�r, at Yt kun afhænger af �t gennem �t, samt at�1; : : : ;�r;!1; : : : ;!r; (�0jD0) er uafhængige. MBemærk at begyndelsesbetingelsen præsenterer viden om tilstandsvektoren�0 inden der foretages observationer. Begyndelsesinformationen D0 i den



2.1 Modellen 11DLM er dermed givet ved F t, Gt, Vt, W t, m0 og C0g. Hvis der ikkeforeligger nogen information, hvor ud fra middelværdivektoren og 
ovari-ansmatri
en til t = 0 kan angives, anvendes ofte m0 = 0 og C0 = �I, hvor� er en stor konstant, f.eks. � = 106 [Dethlefsen, 2001, s. 12℄.Størrelsen �t = F Tt �t vil blive betegnet signalet, da det er dette man villeobservere, hvis der ikke var nogen observationsstøj �t.Strukturen af afhængighed i de præsenterede dynamiske modeller, kan be-skrives mere overskueligt ved en korrelationsgraf. En sådanne graf er givetud fra West and Harrison [1997, s. 98℄. Grafen opbygges således, at et punktangiver en stokastisk variabel, og en linje angiver afhængighed mellem tostokastiske variabler. Hvis der betinges med en stokastisk variabel, brydesafhængigheden i dette punkt i grafen. Herved angives betinget uafhængig-hed.Lad f.eks. X1, X2, X3 og X4 være stokastiske variabler, og lad korrelations-grafen for dem givet ved �gur 2.1.X1 X2 X3��������X4Figur 2.1: Korrelationsgraf for X1, X2, X3 og X4.Tolkningen af grafen er, at X1, X3 og X4 er betinget uafhængige, givet X2.Ud fra det ovenstående prin
ip kan afhængigheden i den DLM karakteriseresved korrelationsgrafen i �gur 2.2.�0 �1 �2 �t�1 �t �t+1���������� � � � ����������� � � �� � � � � � � � � � �Y1 Y2 Yt�1 Yt Yt+1Figur 2.2: Korrelationsgraf for den DLM.Ud af denne ses, at den latente pro
es opfører sig som en første ordensMarkovkæde, og at Yt kun afhænger af de andre elementer gennem �t.



12 2. Dynamiske lineære modeller2.2 Kalman�lteretDette afsnit omhandler estimering af den latente pro
es, samt prædiktionaf observationspro
essen. Metoderne der anvendes er først introdu
eret ibla. Thiele [1880℄ (se endvidere Lauritzen [1981℄), men metoderne blev førstanvendt generelt efter, at være blevet introdu
eret af Kalman i Kalman[1960℄ og Kalman [1963℄. Metoderne er, som følger.Kalman�ltrering : Dette er, at estimere tilstandsvektoren �t til tiden t.Kalmanprædiktion: Dette er, at estimere den latente pro
es f�tg,og observationspro
essen fYtg, senere end til tiden t.Kalmanudglatning : Dette er, at estimere den latente pro
es f�tgop til tiden t.I de metoder som præsenteres i dette kapitel, antages at F t;Gt; Vt;W t;C0ogm0 i den DLM, er kendte. I mange tilfælde kan de dog afhænge af ukendtehyperparametre  , som skal estimeres. Metoder til estimation af sådanneukendte hyperparametre vil blive gennemgået i kapitel 5.2.2.1 Kalman�lteretKalman�lteret giver den betingede fordeling af tilstandsvektoren �t, givetalt relevant information Dt til tiden t, i den DLM. Filteret er formuleretsom en metode til at opdatere fordelingerne i systemligningen og observa-tionsligningen, hver gang der foretages en ny observation.Sætning 2.3 (Kalman�lteret)Opdateringen i den den DLM, er givet ved følgende punkter.(a) A posteriori til tid t� 1:(�t�1jDt�1) s Nn(mt�1;Ct�1);hvor mt�1 og Ct�1 er kendte funktioner af Dt�1.(b) A priori til tid t:(�tjDt�1) s Nn(Gtmt�1| {z }at ;GtCt�1GTt +W t| {z }Rt ):(
) 1-trinsprædiktion:(YtjDt�1) s Nm(F Tt at| {z }ft ;F TtRtF t + Vt| {z }Qt ):



2.2 Kalman�lteret 13(d) A posteriori til tid t:(�tjDt) s Nn(at + Atz }| {RtF tQ�1t etz }| {(yt � ft)| {z }mt ;Rt �AtQtATt| {z }Ct ): M[West and Harrison, 1997, s. 103-105℄.Hvis observationerne foretages løbende, kan Kalmanprædiktion anvendes til,at estimere værdien af tilstandsvektoren, og observationerne ud i fremtiden.Hvis man til tiden t gerne vil estimere værdierne til tiden t+ k, kan disse,jvf. West and Harrison [1997, s. 106-107℄, �ndes ved Kalmanprædiktion.Her er ligningerne for prædiktion af observationen og tilstandsvektoren tiltiden t+ k givet rekursivt ved(a) Tilstandsvektorfordelingen:(�t+kjDt) s Nn�Gt+kat(k � 1)| {z }at(k) ;Gt+kRt(k � 1)GTt+k +W t+k| {z }Rt(k) �;med startværdier at(0) =mt og Rt(0) = Ct.(b) Prædiktionsfordelingen:(Yt+k jDt) s N�F Tt+kat(k)| {z }ft(k) ;F Tt+kRt(k)F t+k + Vt+k| {z }Qt(k) �:2.2.2 KalmanudglatningI Kalman�lteret estimeres den latente pro
es til tiden t, ud fra de informa-tioner man har til denne tid. Dette estimat anvender således de observatio-ner der foreligger op til og med tiden t. Efter at have observeret en serieaf data y1; : : : ; yr, kan der opnås et bedre estimat for den latente pro
estil en given tid t < r ved, at basere estimatet på alle observationerne fort = 1; : : : ; r. Dette kan, som nævnt, gøres ved, at anvende Kalman�ltreringrekursivt fremad i tiden, og derefter anvende Kalmanudglatning rekursivtbagud i tiden.Ideen i Kalmanudglatteren er, at korrigere Kalman�lterets forudsigelser afhvorledes systemet burde opføre sig, med hvad der så er observeret. Kalma-nudglatteren er præsenteret i West and Harrison [1997, s. 113-115℄, men i



14 2. Dynamiske lineære modellerdette spe
iale er dog anvendt notationen fra Kalman�lteret. En tilsvarendenotation er anvendt i Larsson [2001℄ og Dethlefsen [2001℄.Sætning 2.4 (Kalmanudglatning)Lad Bt = CtGTt+1R�1t+1, r; t 2 Z+ og t < r i den DLM. Den udglattedefordeling af tilstandsvektoren til tiden t givet informationen til tiden r, erda givet rekursivt ved(�tjDr) s Nn�mt +Bt (fmt+1 � at+1)| {z }fmt ;Ct +Bt �eCt+1 �Rt+1�BtT| {z }eCt �;med startværdierne fmr =mr og eCr = Cr. M[West and Harrison, 1997, s. 114-115℄.



3Generaliserede
lineære
modellerI dette kapitel gives en introduktion til den generaliserede lineære model(GLM) indført af Nelder and Wedderburn [1972℄. En mere dybdegåendebeskrivelse af den GLM er bla. givet i Dobson [1990℄ og M
Cullagh andNelder [1989℄.3.1 Den GLMDen GLM kan betragtes som en udvidelse af den lineære model med Gaus-sisk fordeling. Denne model betegnes i dette spe
iale den lineære model(LM).Udvidelsen af den LM til den GLM består i, at de uafhængige observationerikke nødvendigvis er normalfordelte, men opfylder følgende model.De�nition 3.1 (Den GLM )Lad Y = [Y1; : : : ; Yr℄T være en vektor af uafhængige stokastiske variabler,der følger en fordeling med tæthedsfunktion på formenf (yij�i; V ) = exp�yi�i � b(�i)ai(V ) + 
(yi; V )� ; (3.1)15



16 3. Generaliserede lineære modellerfor i = 1; : : : ; r. Der gælder, at ai(�), b(�) og 
(�; �), er kendte reelle funktioner,�i er en ukendt naturlig parameter, og V er en evt. ukendt dispersions-parameter.Lad der endvidere eksistere en lineær prediktor �, som er en linearkom-bination af p forklarende variabler. Hvis xi er den p-dimensionale vektor,som udgør værdierne af de forklarende variabler til den i'te observation, er�i = xTi �; (3.2)hvor � = [�1; : : : ; �p℄T er en ukendt vektor af regressionsparametre.Hvis xT1 ; : : : ;xTr indsættes som rækker i en nxp designmatrix X, kan �udtrykkes ved � =X�:Sammenhængen mellem (3.1), og den lineære prædiktor i (3.2), er givet vedg(�i) = �i (3.3)hvor �i = E [Yi℄, for i = 1; : : : ; r, og g(�) er en kendt monoton og di�erenti-abel link funktion. MDet skal bemærkes, at funktionen b(�) fra den ovenstående de�nition kaldeskumulantfunktionen, samt at funktionerne ai(�), b(�) og 
(�; �) ikke vælgesarbitrært, men skal opfylde kravene i det nedenstående.Note: En tæthedsfunktionen givet på formen i (3.1), betegnes en tætheds-funktion på eksponentiel form, i dette spe
iale. MUd af den ovenstående de�nition kan visse egenskaber for den GLM udledes.For at gøre dette indføres først følgende de�nition.De�nition 3.2 (Kumulantfrembringende funktion )Den kumulantfrembringende funktion K (t) af en stokastisk variabel Y , erde�neret ved K (t) = ln (M (t)) ;hvor M (t) = E [exp (tY )℄er den momentfrembringende funktion. MVed anvendelse af at (3.1) er en tæthed opnås, atKi(t) = ai(V )�1[b(tai(V ) + �i)� b(�i)℄:



3.2 Inferens for den GLM 17Ud fra generel teori for kumulantfrembringende funktioner, kan middelvær-dien �ndes ved den første a�edede af K (t) evalueret i nul, og variansen kan�ndes ved den anden a�edede af K (t) evalueret i nul. Dvs.�i = K0i(0) = b0(�i) (3.4)og Var [Yi℄ = K00i (0) = ai(V )b00(�i): (3.5)Fra det ovenstående kaldes b00(�i) variansfunktionen, og betegnes, som enfunktion af �i ved V(�i).3.1.1 LinkfunktionerLinkfunktionen fra (3.3) kan ikke være en arbitrær funktion, da den skalafbillede værdimængden for �i på de�nitionsmængden for �i. Dette gør, atder normalt kun er nogle få linkfunktioner knyttet til en given fordeling.En spe
iel linkfunktion, som giver nogle matematisk simplere beregninger,er den kanoniske linkfunktion, der er de�neret, som følger.De�nition 3.3 (Kanonisk linkfunktion)Hvis linkfunktionen er givet ved de�nition 3.1, er den kanoniske linkfunktionden link der opfylder, at �i = �i, for alle i. MAf (3.4) ses, at den kanoniske linkfunktion er givet ved �i = g(�i) = b0�1(�i).3.1.2 OpsummeringKarakteristika for nogle ofte anvendte GLM'er er opsummeret i tabel 3.1.2.3.2 Inferens for den GLMInferens for den GLM omfatter estimation af regressionsparametrene�1; : : : ; �p og dispersionsparameteren V , hypotesetest, samt modelkontrol.Dette afsnit indeholder blot en kort gennemgang af metoderne. En meredetaljeret gennemgang �ndes bla. i M
Cullagh and Nelder [1989, afs. 2.5℄og Dobson [1990, kap. 4-5℄.



18
3.Generalise

redelineære
modeller Gaussisk Poisson Binomial GammaNotation N (�; �2) Poi(�) Bi(r; p)=r Gamma (�; �=�)De�nitionsmængden for y (�1;1) 0(1)1 0(1)rr (0;1)Dispersionsparameter: V �2 1 1=r ��1Kumulantfunktion: b(�) �2=2 exp (�) ln(1 + exp (�)) �ln(��)
(y; V ) �12 �y2V + ln (2�V )� �ln(y!) ln(� rry�) � ln(�y)� ln(y)� ln(� (�))�(�) = E [Y j�℄ (= b0(�)) � exp (�) exp (�)(1 + exp (�)) �1�Kanonisk linkfunktion identitet ln(�) logit (�) re
iprokVariansfunktion: V(�) 1 � � (1� �) �2Tabel 3.1: Karakteristika for nogle univariate fordelinger fra den GLM, opsummeret ud fra M
Cullagh and Nelder [1989,Tabel 2.1℄.



3.2 Inferens for den GLM 193.2.1 EstimationDe følgende estimater bygger på log-likelihoodfunktionen (se appendiks Bfor en kort introduktion)l (�jy) = rXi=1 ln (f (yij�i; V )) ;og �ndes ved hjælp af Newton-Raphson metoden eller Fisher's s
or-ings metode.Til at indføre disse metoder anvendes følgende de�nition.De�nition 3.4 (S
orefunktionen)Lad Y være en stokastisk vektor, som afhænger af parametervektoren �, sålog-likelihoodfunktionen for Y er givet ved l (�jy). S
orefunktionen S (�)er da de�neret ved S (�) = �l (�jy)�� : MMLE �̂ for � �ndes ved at løse s
oreligningen S (�) = 0. Ved at se påden j'te komponent Sj (�), og ved at observere at (3.5) og (3.2) giver, at��i=��i = V(�i) og ��i=��j = xij opnås, atSj (�) = �l (�jy)��j= rXi=1 �l (�jyi)��j= rXi=1 �l (�jyi)��i ��i��i ��i��i ��i��j= rXi=1 yi � �iai(V ) 1V(�i) 1g0(�i)xij= rXi=1 xijfVar [Yi℄ g0(�i)g�1(yi � �i);for j = 1; : : : ; p. For at løse s
oreligningen er det normalt nødvendigt, atanvende iterative metoder. Dvs. Newton-Raphson metoden eller Fisher'ss
orings metode.



20 3. Generaliserede lineære modellerOpdatering i Newton-Rapson metodenLad �̂(m) være den m'te approksimation af �̂ i Newton-Raphson metoden.Ved en første ordens Taylorudvikling af S��̂� omkring �̂(m) opnås, atS��̂� _=S��̂(m)�+ �S��̂(m)���̂ ��̂ � �̂(m)� :Løsningen �̂ opnås for S��̂� = 0, hvilket medfører, at�S��̂(m)� _=H ��̂(m)���̂ � �̂(m)� ;hvor den stokastiske matrixH ��̂(m)� = �S��̂(m)���̂kaldes Hessian matri
en.Under antagelse af at Hessian matri
en er regulær, opnås det følgende re-kursive trin i algoritmen ved�̂(m+1) = �̂(m) �H�1��̂(m)�S��̂(m)� :Denne algoritme gentages, ind til afstanden mellem �̂(m) og �̂(m+1) er til-strækkelig lille.Note: Algoritmen er ikke nødvendigvis konvergent. MFisher's s
orings metodeUd fra Newton-Raphson metoden fremkommer Fisher's s
orings metode di-rekte ved, at erstatte Hessian matri
en med dens middelværdi. I litteraturenanvendes ofte I ��̂(m)� = �E hH ��̂(m)�i ; (3.7)som kaldes informations matri
en. Iterationerne er her givet ved�̂(m+1) = �̂(m) + I�1��̂(m)�S��̂(m)� ; (3.8)



3.2 Inferens for den GLM 21som ofte er lettere at håndtere beregningsmæssigt end Newton-Raphsonmetoden.Note: Hvis g(�) er den kanoniske link bliver Hessian matri
en lig medden negative informationsmatrix, således at Newton-Raphson metoden ogFisher's s
orings metode giver den samme algoritme. MNote: Det skal bemærkes, at hvis ai(�) er en arbitrær funktion, og V erukendt, kan algoritmen fejle. Hvis ai(V ) derimod er på formenai(V ) = Vmi ;hvor mi er kendte vægte for i = 1; : : : ; r, går V ud i (3.8), hvorved �̂ kanestimeres uden at kende V . MNote: Som startværdi til algoritmen kan �̂0 = y normalt anvendes, mendet er nødvendigt at kontrollere, at der ikke herved fremkommer ude�neredeelementer, som for eksempel ln (0). MEstimation af VFor at estimere V indføres først de�nitionen af deviansen.De�nition 3.5 (Deviansen)Lad Y være en stokastisk vektor, som er antaget at tilhøre den GLM medai(V ) = V=mi, hvor mi er kendt for i = 1; : : : ; r. Lad endvidere E [Y ℄ = �.Deviansen D(yj�) for givne værdier af � og y er da de�neret vedD(yj�) = 2V �l (yjy)� l (�jy)�: MIagttag at for en normalfordeling med identitetslinkfunktion, og p parame-tre, er deviansen D(yj�) lig residualkvadratsummen, og dispersionsparame-teren V er lig variansen, hvorved D(yj�)=V s �2(r � p). Ud fra dette op-nås, under generelle regularitetsbetingelser beskrevet i Venables and Ripley[1997, s. 127℄, at V̂ = D(yj�)r � papproksimativt er et 
entralt estimat for V i den GLM.



22 3. Generaliserede lineære modeller3.2.2 HypotesetestHypotesetest behandles ud fra to metoder. Den første er baseret på devian-sen, hvorfor den ikke kan anvendes i de tilfælde hvor deviansen ikke kendes.Af denne grund indføres endvidere en metode baseret på Wald's statistik,som kan anvendes i andre tilfælde.Hypotesetest baseret på deviansenAntag at M0 er en basal GLM, som er fundet a

eptabel til at beskrivedata. For at redu
ere antallet af regressionsparametre i denne model, kander anvendes test baseret på deviansen.Lad M0 være en model med p parametre, og lad M1 være en undermodel afM0 med q < p parametre. Lad endvidere deviansen til Mi have notationenDi.Den reduktion der sker i deviansen, i kraft af at M0 anvendes i stedet forM1, kan under svage regularitetsbetingelser approksimeres godt ved(D1 �D0) _sV �2(p� q) (3.9)[Lindsey, 1997, s. 212-214℄. Se endvidere Fahrmeir and Tutz [1994, s. 48℄ ogM
Cullagh and Nelder [1989, s. 119℄ for yderligere diskussioner.Ud fra (3.9), opnås herved, at en hypoteseH1: M1 er korrekt,kan testes under hypotesenH0: M0 er korrekt.Hvis dispersionsparameteren V er kendt, kan der på grundlag af (3.9) lavesen �2-test af H1 under H0.Hvis derimod V er ukendt, og der er r observationer, kan der på grundlagaf (3.9), opnås F-statistikkenD1 �D0p� qD0r � p _sF(p� q; r � p)til at teste H1 under H0.Note: De ovenstående statistikker kan endvidere anvendes til, at lave kon-�densintervaller for parameterestimater. M



3.2 Inferens for den GLM 23Hypotesetest baseret på Wald's statistikEn anden anvendt metode til hypotesetest er Wald's test. Denne test kananvendes til at teste lineære hypoteser. Dvs. hypoteser af formenB� = 0;hvor � = [�1; : : : ; �p℄T er parametervektoren, og B er en konstant k � pmatrix, af rang k, som angiver hypotesen. Hvis hypotesen f.eks. er, at �1 = 0er B = [1; 0; : : : ; 0℄.Lad estimatet for parametervektoren være givet ved�̂ _sNp��;J(�̂)�;hvor J(�̂) er regulær.Hvis Y s Nk(0;�), hvor � er regulær, gælder jvf. Seber [1984, s. 16℄, atY T��1Y s �2(k);hvorved Wald's statistik kan opstilles ved�̂TBT �BJ�1(�̂)BT��1B�̂ _s�2(k):Note: Hvis �̂ er opnået ved maksimum likelihoodestimation, er den ap-proksimative normalfordeling, af �̂, givet ved (B.1). MUd fra Wald's statistik kan der herved laves �2-test af lineære hypoteser udfra samme prin
ip, som hypotesetest baseret på deviansen.En dybere indføring i Wald's test er bla. givet i Fahrmeir and Tutz [2001℄.Her diskuteres endvidere approksimationer af fordelingen af �̂, under andreestimationsmetoder end maksimum likelihood.3.2.3 ModelkontrolFor at lave modelkontrol for den GLM, kan der anvendes residualplots,ligesom ved den LM. Nogle af de residualer der ofte anvendes, er Pearson-residualerne (r(p)), og deviansresidualerne (r(d)), som er de�neret nedenfor.De�nition 3.6 (Pearsonresidualet)Pearsonresidualet er givet vedr(p)i = yi � �ipV(�i) ;



24 3. Generaliserede lineære modellerhvor yi er en observation, �i er middelværdien, og V(�) er variansfunktionen,for i = 1; : : : ; r. MDe�nition 3.7 (Deviansresidualet)Lad der være r observationer, og lad di være givet således, at D(yj�) =Pri=1 di. Deviansresidualet er da givet vedr(d)i = sign(yi � �i)pdi;hvor sign(�) angiver fortegnet af det givne udtryk, for i = 1; : : : ; r. MAndre former for modelkontrol består i, at anvende metoder fra analyse aftidsrækker til, at analysere residualerne for f.eks. serielle korrelationer.



4Dynamiske
generaliserede

lineære
modellerI dette kapitel indføres den dynamiske generaliserede lineære model(DGLM). Den DGLM kan dels opfattes som en udvidelse af den DLM, til atomfatte observationer fra en fordeling med tæthedsfunktion på samme form,som i den GLM. Dels kan den opfattes, som en udvidelse af den GLM, tilen model med stokastiske parametre givet ud fra en pro
es, der udvikler sigsom en første ordens markovkæde. Dette gør, at den DGLM kan betragtes,som værende en fælles overbygning på de to modeller der er introdu
eretindtil videre.Sammen med den DGLM gennemgåes endvidere approksimative metodertil estimation af den latente pro
es, for den DGLM.En mere dybdegående beskrivelse af den DGLM er bla. givet i West et al.[1985℄ og West and Harrison [1997, kap. 14℄, mens en mere dybdegåendebeskrivelse af et spe
ialtilfælde af den DGLM, hvor fordelingen i system-ligningen er Gaussisk, bla. er givet i Fahrmeir and Tutz [2001℄. En meredetaljeret gennemgang af teorien er bla. givet i Larsson [2001℄. Her gennem-25



26 4. Dynamiske generaliserede lineære modellergåes teorien nogenlunde korrekt for den samme generelle DGLM som her,men dog i et spe
ialtilfælde med kanonisk link, og dispersionsparameter ligen, for den DGLM, hvor fordelingen i systemligningen er Gaussisk. En meregenerel, men mindre detaljeret gennemgang er at �nde i Dethlefsen [2001℄.4.1 ModelopstillingFor at kende forskel på den GLM og den DGLM, de�neres den DGLMsom en GLM med stokastiske, dynamiske parametre, men med rækker i de-signmatri
en givet ved F Tt , og dynamiske stokastiske parametre �t. Hervedbliver notationen for den DGLM også i overensstemmelse med notationenfor den DLM.Den DGLM de�neres jvf. gennemgangen i West et al. [1985℄, som følger.De�nition 4.1 (Den DGLM)Lad F t være en n-dimensional vektor, Gt være en n � n matrix, og W tvære en n � n 
ovariansmatrix for t = 1; : : : ; r. Det antages, at F t;Gt ogW t er kendte eventuelt på nær en vektor  af ukendte hyperparametre.Lad observationerne fYtg være stokastiske variabler der følger en fordelingmed tæthedsfunktion på formenf (ytj�t; Vt) = exp�yt�t � b(�t)a(Vt) + 
(yt; Vt)� (4.1)for t = 1; : : : ; r. Der gælder, at a(�), b(�) og 
(�; �), er kendte reelle funktioner,�t er en ukendt naturlig parameter, og Vt er en kendt dispersionspa-rameter.Lad der endvidere eksistere et signal �t, som er givet ved�t = F Tt �t; (4.2)hvor �t er en n-dimensional stokastisk parametervektor, der udvikler sigsom en førsteordens Markovkæde, for t = 1; : : : ; r. Herved beskrives denlatente pro
es ved systemligningen�t =Gt�t�1 + !t; !t s [0;W t℄ ; (4.3)hvor [m1;M2℄ angiver, at fordelingen er delvist spe
i�
eret ved første mo-ment m1, og andet moment M2.Begyndelsesbetingelsen for den latente pro
es, er givet ved(�0jD0) s [m0;C0℄ :



4.2 Filtrering 27Sammenhængen mellem (4.1), og den lineære prædiktor (4.2), er givet vedg(�t) = �t (4.4)hvor �t = E [Yt℄, for t = 1; : : : ; r, og g(�) er en kendt monoton og di�erenti-abel link funktion.Der gælder endvidere, at (Ytj�t) er uafhængig af Y1; : : : ; Yt�1; Yt+1; : : : ; Yr;�1; : : : ;�t�1;�t+1; : : : ;�r, at Yt kun afhænger af �t gennem �t samt, at!1; : : : ;!r; (�0jD0) er uafhængige. MNote: Det skal bemærkes, at der i den DGLM anvendes a(Vt), i modsætingtil den tilsvarende ai(V ) fra den GLM. Denne omskrivning anvendes, da denpasser bedre ind i den nye modelopsætning. Den er blot et spe
ialtilfældeaf funktionen fra den GLM, da Vt er antaget at være kendt i den DGLM.For at lette notationen anvendes ofte betegnelsen 't = 1=a(Vt). MLigesom ved den DLM kan afhængighedsstrukturene ved den DGLM karak-teriseres ved en korrelationsgraf. Dette er gjort i �gur 4.1, hvor af det ses, atden eneste forskel i strukturene for den DLM og den DGLM er, at signaletnu er indskudt i �guren.�0 �1 �2 �t�1 �t �t+1���������� � � � ����������� � � ���1 ��2 � � � ��t�1 ��t ��t+1 � � �� � � � � � � � � � �Y1 Y2 Yt�1 Yt Yt+1Figur 4.1: Korrelationsgraf for den DGLM.4.2 FiltreringFor at estimere den latente pro
es indføres ligesom ved den DLM et �lter.Dette �lter bygger på konjugeret analyse og lineær Bayesiansk estimering.Det er introdu
eret i West et al. [1985℄, og kører efter en lidt anden strategiend Kalman�lteret.Metoden til at vise �lteret for den DGLM bygger basalt på to ting. Den



28 4. Dynamiske generaliserede lineære modellerførste er, at anvende konjugeret analyse til, at approksimere fordelingen afden naturlige parameter. Konjugeret analyse går ud på, at �nde en passendefordeling, således at opdateringen i �lteret kan foretages udelukkende ved,at opdatere parametrene i fordelingen.Det andet er, at anvende lineær Bayesiansk estimereing til, at approksimerea posteriorifordelingen af �t. Dette bygger på antagelsen, at middelværdienaf �t er givet ved en lineær transformation og forskydning af �t. Estimatetfor middelværdien og variansen af �t, kan heraf �ndes ved at minimeremiddelkvadratfejlen af estimatet.Under anvendelse af de ovenstående approksimationer, kan �lteret for denDGLM gennemgåes på samme måde som Kalman�lteret. Opdateringen bli-ver herved givet ud fra de følgende trin.A posteriori til tiden t� 1I opdateringen tages udgangspunkt i, at(�t�1jDt�1) s [mt�1;Ct�1℄ ;hvor mt�1 og Ct�1 er kendte funktioner af Dt�1.A priorifordelingerneLige som i Kalman�lteret �ndes a priorifordelingerne direkte ud fra de�ni-tionen af den DGLM, ved(�tjDt�1) s hGtmt�1| {z }at ;GtCt�1GTt +W t| {z }Rt i;og (�tjDt�1) s hF Tt at| {z }ft ;F TtRtF t| {z }qt i:Som nævnt approksimeres fordelingen af �t med den konjugerede fordelingtil (4.1). Ved at gøre dette opnås, at a priorifordelingen af �t er af sammefamilie, som a posteriorifordelingen af �t. Ud fra Bayes sætning D.2 ses, aten metode til, at �nde den konjugerede fordeling til observationsfordelingen(4.1) er, at anvende en fordeling med tæthedsfunktion på samme form, somlikelihoodfunktionen til den. Det antages således, at �t har en konjugeretfordeling med en tæthedsfunktion givet vedf (�tjDt�1) = d(rt; st)exp (rt�t � stb(�t)) ; (4.5)



4.2 Filtrering 29hvor d(�; �) er en kendt funktion, som giver normeringskonstanten. Størrel-serne rt og st vælges, så E [g(b0(�t))jDt�1℄ _= ft og Var [g(b0(�t))jDt�1℄ _= qt.En dybere indføring i konjugeret analyse er bla. givet i West and Harrison[1997, s. 518-521℄.A posteriorifordelingerne til tiden tEfter observationen af yt opdateres de ovenstående fordelinger. Den førsteder skal �ndes er a posteriorifordelingen af �t. Denne �ndes ved, at indsætte(4.1) og (4.5) i Bayes sætning D.2. Herved opnås, atf (�tjDt) = d(r�t ; s�t )exp (r�t �t � s�t b(�t)) ; (4.6)hvor r�t = rt + 'tyt og s�t = st + 't:Her ud fra kan den approksimative a posteriorifordeling af �t �ndes ved(�tjDt) _s �f?t ; q?t � ;hvor f?t = E [g(b0(�t))jDt℄ og q?t = Var [g(b0(�t))jDt℄ :Da �t er betinget uafhængig af Yt givet �t, opnås jvf. sætning D.1, atE [�tjDt℄ = E [E [�tj�t; Dt�1℄ jDt℄ ; (4.7)og Var [�tjDt℄ = E [Var [�tj�t; Dt�1℄ jDt℄ + Var [E [�tj�t; Dt�1℄ jDt℄ : (4.8)Da 
ovariansen mellem �t og �t er givet vedCov [�t; �t℄ = Cov [�t;F Tt �t℄ = RtF t;opnås ud fra den lineære Bayesianske estimering i sætning D.3, atE [�tj�t; Dt�1℄ _=at +RtF t�t � ftqt ; (4.9)og Var [�tj�t; Dt�1℄ _=Rt � RtF tF TtRtqt : (4.10)Ved at indsætte (4.9) og (4.10) i (4.7) og (4.8) opnås herved, at(�tjDt) _s �at +RtF t(f?t � ft)=qt;Rt +RtF tF TtRt(q?t � qt)=q2t � : (4.11)



30 4. Dynamiske generaliserede lineære modeller4.3 Den DGLM med Gaussisk systemligningEt meget anvendeligt spe
ialtilfælde af den DGLM, er det tilfælde, hvor deri stedet for delvise spe
i�
erede fordelinger i de�nitionen af den DGLM,anvendes Gaussiske fordelinger. Dette spe
ialtilfælde er bla. behandlet iFahrmeir and Tutz [2001℄. Der tages da også udgangspunkt i modellen herfra, men samtidig anvendes nogle af ideerne fra Durbin and Koopman [2001℄.Herved kan metoderne vises for den type model, som anvendes her, mennoget simplere end det kan gøres direkte ud fra Fahrmeir and Tutz [2001℄,og med en lidt anden approksimationspro
edure. Til sammenligning medmetoderne fra Durbin and Koopman [2001℄, har metoderne her den fordel,at de også gælder i de tilfælde, hvor der ikke anvendes kanonisk link, tilgengæld omfatter modellen fra Durbin and Koopman [2001℄ �ere forskelligetyper af fordelinger.I dette spe
iale betegnes denne model den DGLM med Gaussisk systemlig-ning, og har følgende de�nition.De�nition 4.2 (Den DGLM med Gaussisk systemligning)Lad F t være en n-dimensional vektor, Gt være en n � n matrix, og W tvære en n � n 
ovariansmatrix for t = 1; : : : ; r. Det antages, at F t;Gt ogW t er kendte eventuelt på nær en vektor  af ukendte hyperparametre.Lad observationerne fYtg være stokastiske variabler der følger en fordelingmed tæthedsfunktion på formenf (ytj�t; Vt) = exp�yt�t � b(�t)a(Vt) + 
(yt; Vt)� (4.12)for t = 1; : : : ; r. Der gælder, at a(�), b(�) og 
(�; �), er kendte reelle funktioner,�t er en ukendt naturlig parameter, og Vt er en kendt dispersionspa-rameter.Lad der endvidere eksistere et signal �t, som er givet ved�t = F Tt �t; (4.13)hvor �t er en n-dimensional stokastisk parametervektor, der udvikler sigsom en førsteordens Markovkæde, for t = 1; : : : ; r. Herved beskrives denlatente pro
es ved systemligningen�t =Gt�t�1 + !t; !t s Nn(0;W t): (4.14)Begyndelsesbetingelsen for den latente pro
es, er givet ved(�0jD0) s Nn(m0;C0):



4.3 Den DGLM med Gaussisk systemligning 31Sammenhængen mellem (4.12), og den lineære prædiktor (4.13), er givetved g(�t) = �t (4.15)hvor �t = E [Yt℄, for t = 1; : : : ; r, og g(�) er en kendt monoton og di�erenti-abel link funktion.Der gælder endvidere, at (Ytj�t) er uafhængig af Y1; : : : ; Yt�1; Yt+1; : : : ; Yr;�1; : : : ;�t�1;�t+1; : : : ;�r, at Yt kun afhænger af �t gennem �t, samt at!1; : : : ;!r; (�0jD0) er uafhængige. M4.3.1 EstimationDen DGLM med Gaussisk systemligning har den fordel, at den på mangefelter ligner den DLM. Forskellene ligger to steder. Det første er, at der i denDGLM kan være en linkfunktion forskellig fra identitetsfunktionen mellemsignalet �, og middelværdien �. Det andet er, at fordelingen af observatio-nerne er på den eksponentielle form (4.12) i den DGLM, hvorimod den erGaussisk i den DLM.For at �nde metoder til estimation af den latente pro
es i den DGLM medGaussisk systemligning, anvendes ligheden med den DLM. Således indføresder, i modsæting til den generelle DGLM, ikke yderligere antagelser om for-delingen af systemligningen. Istedet tages der udgangspunkt i de to steder,hvor den DGLM med Gaussisk systemligning, og den DLM er forskellige frahinanden. Her ud fra approksimeres den DGLM med Gaussisk systemlig-ning ved en passende DLM, hvorved metoderne fra kapitel 2 kan anvendestil estimation. Ved denne approksimation anvendes således den samme sy-stemligning, mens det er observationsligningen der approksimeres.For at �nde den approksimerende DLM, lineariseres således, at der approk-simativt opnås samme middelværdi og varians for observationerne i den an-vendte DGLM med Gaussisk systemligning, og den approksimerende DLM.Da middelværdien i den DLM er lig signalet, �ndes et estimat for middel-værdien, ved en første ordens Taylorudvikling af g�1(�t) omkring et estimat�̂t for �t. Herved opnås, at�t = g�1(�t) _=ht + �ht(�t � �̂t); (4.16)hvor ht = g�1(�̂t) og �ht = dg�1(�̂t)d�t :For at middelværdien i den approksimerende DLM skal være lig signalet �t,transformeres observationerne således, at dette er opfyldt. Ud fra (4.16) ses,



32 4. Dynamiske generaliserede lineære modellerat den transformerede værdi er givet vedeYt = Yt � ht�ht + �̂t:For at �nde variansen i den approksimerende DLM anvendes, at der jvf.(3.5) gælder, at Var [Yt℄ = a(Vt)b00(�t). Variansen af (eYtj�̂t) er dermed givetved eVt = Var heYtj�̂ti = Var hYtj�̂ti�h2t = a(Vt)b00(%�1(�̂t))�h2t ;hvor %(�) = g(b0(�)).Bemærk at der i spe
ialtilfældet med kanonisk link spe
ielt gælder, ateYt = Yt � b0(�̂t)b00(�̂t) + �̂t og eVt = a(Vt)b00(�̂t) ; (4.17)da �t = �t i dette tilfælde, hvorved %(�) er identitetsfunktionen, ht = b0(�̂t),og �ht = b00(�̂t).Ud fra det ovenstående approksimeres den DGLM med Gaussisk systemlig-ning til enhver tid t, ved en DLM med observationsligningeneYt = F Tt �t + �t; �t s N (0; eVt); (4.18)systemligning �t = Gt�t�1 + !t; !t s N (0;Wt); (4.19)og begyndelsesbetingelse (�tjD0) s N (m0;C0): (4.20)Ved �ltrering foretages den ovenstående approksimation sekventielt gennemden anvendte tidsrække. Størrelsen �̂t kan herved bestemmes ud fra de �l-trerede værdier til tiden t � 1, ved �̂t = F TtGtmt�1, hvor mt�1 er denestimerede middelværdivektor for a posteriorifordelingen af �t�1. I dettetilfælde betegnes metoden, jvf. Fahrmeir and Tutz [2001, 352-354℄, det ud-videde Kalman�lter.Ligesom ved den DLM, kan fordelingen af tilstandsvektoren �t estimeres,under anvendelse af al tilgængelig information Dr. Dette gøres ved blot,at anvende Kalmanudglatteren fra sætning 2.4 med Ct;Gt;Rt;mt og atgivet ved den approksimerende DLM, og det udvidede Kalman�lter, fort = 1; : : : ; r.



4.3 Den DGLM med Gaussisk systemligning 33Forbedring ved iterationAlternativt kan metoden forbedres ved iteration. Dette gøres ved, til et givettrin, at køre Kalman�lteret og Kalmanudglatteren på den approksimerendeDLM, og derefter �nde �̂t, til det næste trin, ud fra de udglattede værdier.Denne pro
edure kan opstilles ved følgende iteration over i = 0; 1; : : : , foren tidsrække fytg for t = 1; : : : ; r.For i = 0Lad �̂(0)t = F TtGtmt�1, hvormt�1 er a posteriorimiddelværdien for �t givetrekursivt ved det udvidede Kalman�lter, for t = 1; : : : ; r.Ved hjælp af det udvidede Kalman�lter, og Kalmanudglatteren �ndes denstakkede vektor fm(0) = 26664 m0fm(0)1...fm(0)r 37775 ;hvor fm(0)1 ; : : : ;fm(0)r er de udglattede middelværdier fundet ved Kalmanud-glatning.For i > 0Lad �̂(i)t = F Ttfm(i�1)t . Find den approksimerende DLM for �̂(i)t givet ved(4.18)-(4.20), for t = 1; : : : ; r. Anvend Kalman�lteret og Kalmanudglatterenpå den opnåede approksimerende DLM til, at �nde den nye stakkede vektorfm(i) = 26664 m0fm(i)1...fm(i)r 37775 ;af udglattede middelværdivektorer.Iterationen fortsættes ind til afstanden mellem fm(i) og fm(i�1) er tilstræk-kelig lille.Denne iterative approksimationspro
edure svarer til metoderne, der er gen-nemgået i Durbin and Koopman [2001, s. 191-198℄, dog anvendes her enanden model, end den som anvendes i Durbin and Koopman [2001℄.





5Videre InferensI de metoder der er gennemgået i de forgående kapitler antages, at allehyperparametre er kendte. Hvis dette ikke er tilfældet, må de estimeres førmetoderne kan anvendes.Der �ndes en del forskellige metoder til estimering af såvel ukendte hy-perparametre, som de stokastiske parametre i dynamiske modeller. I dettekapitel gennemgås en af de nyere metoder der er baseret på importan
esampling, og indført i Durbin and Koopman [2000℄. Metoderne er endvideregennemgået i Durbin and Koopman [2001℄, hvor der også gennemgås vissedynamiske modeller, samt nogle estimationsmetoder for disse.Metoderne gennemgås i dette kapitel ud fra den samme terminologi og no-tation, som i Durbin and Koopman [2001, kap. 11℄. Således indføres førstbasisideen i importan
esampling, hvorefter denne ide anvendes til, at esti-mere ukendte hyperparametre.5.1 Importan
e samplingLad i det følgende y = [y1; : : : ; yr℄T være den stakkede vektor af observa-tioner i en dynamisk model, og lad � = [�T0 ;�T1 ; : : : ;�Tr ℄T være den stakkedevektor af stokastiske parametre i modellen. I den klassiske udgave handlerimportan
e sampling basalt om, at estimere den betingede middelværdiE [x(�)jy℄ = Z x(�)f (�jy) d�; (5.1)hvor x(�) er en arbitrær funktion af �, og f (�jy) er tæthedsfunktionen forden betingede fordeling af � givet y. Et estimat for den betingede middel-35



36 5. Videre Inferensværdi i (5.1) giver mulighed for, at estimere størrelser, som middelværdienog variansen af den latente pro
es, samt likelihoodfunktionen af ukendtehyperparametre. Dvs. at alle de estimater der skal �ndes i de behandlededynamiske modeller, kan opnås ud fra (5.1). For at notetionen skal bliveoverskuelig, og i overensstemmelse med Durbin and Koopman [2001, kap.11℄, er afhængigheden af eventuelle ukendte hyperparametre impli
it i no-tationen.En metode til, at opnå et estimat for (5.1) er, at simulere en mængde værdier�(1); : : : ;�(N) ud fra en fordeling med tæthedsfunktionen f (�jy), og deref-ter approksimere middelværdien ved gennemsnittet af x(�(1)); : : : ;x(�(N)).I mange tilfælde kan f (�jy) dog være en funktion hvor fra det er besværligtat simulere. Ideen i importan
e sampling er her, at approksimere f (�jy) veden tæthedsfunktion, som det er nemt at simulere fra, og derefter approksi-mere (5.1) ud fra simulerede værdier fra denne tæthedsfunktion. En sådannetæthedsfunktion betegnes en importan
e tæthedsfunktion. Ofte anven-des en Gaussisk importan
e tæthedsfunktion, da det er nemt, at simulerefra en sådanne. Gennemgangen i Durbin and Koopman [2001, kap. 11℄ byg-ger da også på Gaussisk importan
e sampling, hvilket vil sige, at deranvendes en Gaussisk importan
e tæthedsfunktion. Gaussisk importan
esampling har endvidere den fordel, at nogle af approksimationsmetodernefra kapitel 4 kan anvendes til, at �nde en passende Gaussisk importan
etæthedsfunktion.Lad i det følgende G (�) være en Gaussisk importan
e tæthedsfunktion. Mid-delværdien i (5.1) kan da omskrives tilE [x(�)jy℄ = Z x(�)f (�jy)G (�jy)G (�jy) d� = EG �x(�)f (�jy)G (�jy)� ; (5.2)hvor EG [�℄ er middelværdien med hensyn til den Gaussiske importan
e tæt-hedsfunktion G (�). Brøken f (�jy)=G (�jy) i (5.2) kan ud fra Bayes sætningD.2 omskrives til f (�jy)G (�jy) = G (y) f (�;y)f (y)G (�;y) = G (y)f (y)w(�;y); (5.3)hvor w(�;y) = f (�;y)=G (�;y) betegnes importan
e vægten. Ved atbemærke, at størrelsen G (y)=f (y) ikke afhænger af �, kan denne �ndesved, at betragte tilfældet, hvor x(�) = 1. I dette tilfælde giver (5.2) og(5.3), at 1 = G (y)f (y)EG [w(�;y)℄ ;hvorved G (y)f (y) = 1EG [w(�;y)℄ : (5.4)



5.1 Importan
e sampling 37Dvs. E [x(�)jy℄ = EG [x(�)w(�;y)℄EG [w(�;y)℄ : (5.5)Lad nu �(1); : : : ;�(N) være værdier der er simuleret ud fra en fordeling medimportan
e tæthedsfunktionen G (�jy). Den betingede middelværdi i (5.1)kan herved estimeres ud fra (5.5), ved gennemsnittet�x = PNi=1 x(�(i))w(�(i);y)PNi=1 w(�(i);y) ; (5.6)hvor �x er estimatet for EG [x(�)jy℄.5.1.1 Estimation af hyperparametreEn metode til estimation af ukendte hyperparametre, kan opnås ved, at tageudgangspunkt i (5.4). Hvis de ukendte hyperparametre i den betragtededynamiske model betegnes  , opnås ud fra (5.4), at likelihoodfunktionenL ( jy) = G (y) EG [w(�;y)℄ ; (5.7)hvor L ( jy) er givet ved f (y). Lad �(1); : : : ;�(N) være værdier der er si-muleret ud fra en fordeling med importan
e tæthedsfunktionen. Et simule-ringsbaseret estimat for L ( jy) kan da opnås ud fra (5.7), vedL̂ ( jy) = LG ( jy)PNi=1 w(�(i);y)N ; (5.8)hvor LG (�) = G (y) er likelihoodfunktionen af  for den Gaussiske im-portan
e tæthedsfunktion. Det kan bemærkes, at approksimationen af like-lihoodfunktionen, givet ved (5.8), blot er en vægtet udgave af den Gaussiskelikelihoodfunktion LG ( jy).5.1.2 Den DGLM med Gaussisk systemligningFor den DGLM med Gaussisk systemligning, som er gennemgået i forgåendekapitel, er metoderne i importan
esampling særligt simple. Da det er dennemodel der sigtes mod i dette spe
iale, gennemgås teorien spe
ielt for den.Det første der kan bemærkes for den DGLM med Gaussisk systemligninger, jvf. Durbin and Koopman [2001, s. 191℄, at f (�) = G (�). Heraf følger,at udtrykket for importan
evægten bliver særlig simpelt, da vægten, ud fraBayes sætning D.2 og uafhængighedsstrukturerne i den DGLM, er givet vedw(�jy) = f (�;y)G (�;y) = f (�) f (yj�)G (�)G (yj�) = f (yj�)G (yj�) = f (yj�)G (yj�) ; (5.9)



38 5. Videre Inferenshvor � = [�1; : : : ; �r ℄T er den stakkede vektor af signalerne. Importan
evæg-ten i (5.9) har den fordel, at udtrykkene i den er givet ud fra de�nitionen afden DGLM med Gaussisk systemligning, og ud fra det udvidede Kalman-�lter med iterationspro
eduren introdu
eret i afsnit 4.3.1 (denne benævnesblot det udvidede Kalman�lter i dette kapitel).Det eneste der mangler for at kunne anvende importan
e sampling til esti-mation i den DGLM med Gaussisk systemligning er, at �nde importan
etæthedsfunktionen G (�jy) til at simulere fra. Denne kan ligeledes �ndes udfra det udvidede Kalman�lter. For at gøre dette anvendes metoden fra Dur-bin and Koopman [2001, afs. 11.9℄. Her benyttes, at!1; : : : ;!r jvf. de�nition4.2 er uafhængige, og givet ved!t = �t �Gt�t�1for t = 1; : : : ; r. Da fordelingen af �0; : : : ;�r givet y er givet ved detudvidede Kalman�lter, og !1; : : : ;!r er uafhængige, kan fordelingen af! = [!T1 ; : : : ; !Tr ℄T givet y herved opnås. Ud fra denne kan der så simu-leres, og hvis der ønskes, kan de simulerede værdier af � udregnes ud frasystemligningen �t =Gt�t�1 + !t:Inferens for dynamiske modeller omfatter også hypotesetest for dynamiskestokastiske parametre og modelkontrol. Da der ikke er forsket særlig megeti disse områder, og tiden jo løber, arbejdes dog ikke videre med emnerneher.
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6Eksempler til
den DGLMDette kapitel indeholder illustrerende eksempler til de to versioner af denDGLM fra kapitel 4. Formålet med dette kapitel er, at vise hvorledes mo-dellerne kommer til, at se ud for to konkrete fordelinger. De anvendte for-delinger er poissonfordelingen og binomialfordelingen. Eksemplet med po-issonfordelingen vil kun blive gennemgået teoretisk, mens eksemplet medbinomialfordelingen også vil blive illustreret ved et simuleret datasæt.Der vil være en del ting som er gentaget under begge fordelinger. Dissekommentarer er medtaget begge steder for, at eksemplerne rimeligvis kanlæses hver for sig.6.1 Den DGLM med poissonfordelte observa-tionerDet antages i dette afsnit, at Yt s Poi(�t) hvorved der, jvf. appendiks A,gælder, at f (ytj�t; Vt) = exphyt ln (�t)| {z }�t � exp (�t)| {z }b(�t) + ln (yt!)| {z }
(yt; Vt) i; (6.1)for yt 2 N. For alle andre værdier af yt er f (ytj�t; Vt) = 0. Det kan bemær-kes, at 't = 1=a(Vt) = 1. 41



42 6. Eksempler til den DGLMDer anvendes i dette afsnit kanonisk link, hvorvedln (�t) = �t = �t = F Tt �t:Modellen gennemgåes først i det generelle tilfælde, hvor systemligningen ogbegyndelsesinformationen er delvist spe
i�
eret ved�t = Gt�t�1 + !t; !t s [0;W t℄og (�0jD0) s [m0;C0℄ ;for kendte momenter m0 og C0.6.1.1 FiltreringOpdateringen i �lteret for den DGLM vises ud fra den generelle teori i afsnit4.2.A priorifordelingerneA priorifordelingen af �t følger direkte af den generelle teori, og er dermedgivet ved (�tjDt�1) s hGtmt�1| {z }at ;GtCt�1GTt +W t| {z }Rt i:Da der anvendes kanonisk link er �t = �t for t = 1; : : : ; r. Dermed kan �tanvendes alle steder på �t's plads.Jævnfør afsnit A.1 antages, at (�tjDt�1) er fordelt ved den konjugeredefordeling til poissonfordelingen, dvs. log-gammafordelingen. A prioriforde-lingen af �t er dermed givet ved(�tjDt�1) s log-gamma (�t; �t) ; (6.2)hvor tæthedsfunktionen jvf. (A.10) er givet vedf (�tjDt�1) = ��tt�(�t)exp (�t�t � �texp (�t)) : (6.3)En metode til at bestemme �t og �t i (6.2) er givet i West et al. [1985, s. 79℄og West and Harrison [1997, s. 529-530℄. Den går ud på, at approksimerestørrelserne således, at modus i tæthedsfunktionen (6.3) er lig ft = F Tt at,og krumningen af logaritmen til tæthedsfunktionen (6.3), evalueret i modus,er lig 1=qt, hvor qt = F TtRtF t.



6.1 Den DGLM med poissonfordelte observationer 43Modus bestemmes ved at �nde maksimum af (6.3). Da den a�edte af (6.3)er givet vedd f (�tjDt�1)d �t = ��tt�(�t)exp (�t�t � �texp (�t)) (�t � �texp (�t))opnås, at ft = ln��t�t� :Krumningen �ndes ved minus den anden a�edede af logaritmen til tætheds-funktionen (6.3), givet ved�d 2f (�tjDt�1)d �2t = �texp (�t) :Evalueret ft giver dette, at 1qt = �t:Ved at løse de to ligninger opnås, at�t = 1qt og �t = 1qtexp (ft) :Alternativt kan der anvendes nummeriske metoder til, at bestemme �t og�t således, at ft er lig middelværdien af (6.2), og qt er lig variansen af (6.2).A posteriorifordelingerneDa 't = 1 opnås a posteriorifordelingen af �t direkte fra (6.4) i den generelleteori, ved (�tjDt) s log-gamma (��t ; ��t ) ; (6.4)hvor ��t = �t + yt og ��t = �t + 1:Momenterne til a posteriorifordelingen er da jvf. (A.9) givet vedf?t = E [�tjDt℄ = 
 (�t + yt)� ln (�t + 1)q?t = Var [�tjDt℄ = 
0 (�t + yt) :Den approksimative a posteriorifordeling af �t er herefter givet direkte udfra (4.11) i den generelle teori, ved(�tjDt) _s �at +RtF t(f?t � ft)=qt;Rt +RtF tF TtRt(q?t � qt)=q2t � :



44 6. Eksempler til den DGLM6.1.2 Gaussisk systemligningI denne model er det antaget, at systemligningen og begyndelsesbetingelsener fuldstændigt spe
i�
eret ved�t = Gt�t�1 + !t; !t s Nn(0;W t)og (�0jD0) s Nn(m0;C0);for kendte momenter m0 og C0.Da �ltreringen i den DGLM med Gaussisk systemligning opnås ved, atapproksimere modellen med en DLM, er de eneste størrelser der skal �ndes idette tilfælde eY og eV . Eftersom der anvendes kanonisk link i dette eksempel,ses af (4.17), at eYt = Yt � b0(�̂t)b00(�̂t) + �̂t og eVt = a(Vt)b00(�̂t) :Ud fra dette ses, at b0(ft), b00(ft) og 't er det eneste, der skal benyttes for atudlede den approksimerende DLM. Jvf. (6.1) er 't = 1 og b(ft) = exp (ft).Heraf fås, at b0(ft) = exp (ft) b00(ft) = exp (ft) :Estimatet for fordelingen af den latente pro
es kan herved opnås ved deniterative pro
edure beskrevet i afsnit 4.3.1.6.2 Den DGLM med binomialfordelte obser-vationerDet antages i dette afsnit, at Xt s Bi(nt; pt) hvorved der jvf. appendiks Agælder, at f (xt) = �ntxt�pxtt (1� pt)nt�xt ; (6.5)for xt = 0; 1; : : : ; nt. For alle andre værdier af xt er f (xt) = 0.Jvf. appendikset, gælder ækvivalent, atf (ytj�t; Vt) = exphnt�yt logit (pt)| {z }�t � ln (1 + exp (logit (pt)))| {z }b(�t) �+ln��ntyt��| {z }
(yt; Vt) i;(6.6)hvor 't = 1=a(Vt) = nt, og yt = xt=nt.



6.2 Den DGLM med binomialfordelte observationer 45Der anvendes i dette afsnit kanonisk link, hvorvedlogit (�t) = �t = �t = F Tt �t:Modellen gennemgåes først i det generelle tilfælde, hvor systemligningen ogbegyndelsesinformationen er delvist spe
i�
eret ved�t = Gt�t�1 + !t; !t s [0;W t℄og (�0jD0) s [m0;C0℄ ;for kendte momenter m0 og C0.6.2.1 FiltreringOpdateringen i �lteret for den DGLM vises ud fra den generelle teori i afsnit4.2.A priorifordelingerneA priorifordelingen af �t følger direkte af den generelle teori, og er dermedgivet ved (�tjDt�1) s hGtmt�1| {z }at ;GtCt�1GTt +W t| {z }Rt i:Da der anvendes kanonisk link er �t = �t for t = 1; : : : ; r. Dermed kan �tanvendes alle steder på �t's plads.Jvf. afsnit A.2 antages, at (ptjDt�1) er fordelt ved den konjugerede fordelingtil binomialfordelingen, dvs. betafordelingen. A priorifordelingen af pt erdermed givet ved (ptjDt�1) s Beta(�t; �t);med tilhørende tæthedsfunktionf (pt) = 1B(�t; �t)p�t�1t (1� pt)�t�1; (6.7)for 0 < pt < 1. For pt � 0 eller pt � 1 er f (pt) = 0. Størrelsen B (�; �) erbetafunktionen givet ved (A.13).Parametrene �t og �t til a priorifordelingen for pt, opnås tilsvarende meto-den anvendt under poissonfordelingen.



46 6. Eksempler til den DGLMMiddelværdien af �t = logit (pt) er jvf. opdateringen i �lteret givet vedft, og variansen er givet ved qt. Under den ovenstående antagelse for apriorifordelingen af �t opnås jvf. West and Harrison [1997, s. 529-530℄, atft = 
 (�t)� 
 (�t) og qt = 
0 (�t) + 
0 (�t) ; (6.8)hvorved ft og qt kan approksimeres vedft _= ln��t�t� og qt _= 1�t + 1�t : (6.9)Ved at invertere (6.9) bestemmes �t og �t til�t = 1 + exp (ft)qt og �t = 1 + exp (�ft)qt :Alternativt kan der anvendes nummeriske metoder til, at bestemme �t og�t således, at ft er lig middelværdien af den antagende a priorifordeling af�t, og qt er lig den tilhørende varians.A posteriorifordelingerneDen approksimative a posteriorifordeling for pt opnås ved Bayes sætningf (ptjDt) / f (xtjpt) f (ptjDt�1) :De to tætheder på højresiden tilhører henholdsvis en binomialfordelingen ogen betafordeling, hvorved f (ptjDt), ifølge afsnit A.2.1, er betafordelt. Udfra (6.5) og (6.7) opnås herved, at(ptjDt) s Beta(��t ; ��t );hvor parametrene er givet ved��t = �t + xt og ��t = �t + nt � xt:Momenterne til den approksimative a posteriori for �t, kan herefter bestem-mes ved (6.8), tilf?t = E [�tjDt℄ = 
 (�t + xt)� 
 (�t + nt � xt)q?t = Var [�tjDt℄ = 
0 (�t + xt) + 
0 (�t + nt � xt) :Den approksimative a posteriorifordeling af �t er herefter givet direkte udfra (4.11) i den generelle teori, ved(�tjDt) _s �at +RtF t(f?t � ft)=qt;Rt +RtF tF TtRt(q?t � qt)=q2t � :



6.2 Den DGLM med binomialfordelte observationer 476.2.2 Gaussisk systemligningI denne model er det antaget, at systemligningen og begyndelsesbetingelsener fuldstændigt spe
i�
eret ved�t = Gt�t�1 + !t; !t s Nn(0;W t)og (�0jD0) s Nn(m0;C0);for kendte momenter m0 og C0.Da �ltreringen i den DGLM med Gaussisk systemligning opnås ved, atapproksimere modellen med en DLM, er de eneste størrelser der skal �ndes idette tilfælde eY og eV . Eftersom der anvendes kanonisk link i dette eksempel,ses af (4.17), at eYt = Yt � b0(�̂t)b00(�̂t) + �̂t og eVt = a(Vt)b00(�̂t) :Ud fra dette ses, at b0(ft), b00(ft) og 't er det eneste, der skal benyttesfor at udlede den approksimerende DLM. Jvf. (6.6) er 't = nt og b(ft) =ln (1 + exp (ft)). Heraf fås, atb0(ft) = exp (ft)1 + exp (ft) b00(ft) = exp (ft)(1 + exp (ft))2 :Estimatet for fordelingen af den latente pro
es kan herved opnås ved deniterative pro
edure beskrevet i afsnit 4.3.1.IllustrationDen anvendte iterationspro
edure der er beskrevet til det udvidede Kal-man�lter i afsnit 4.3.1 adskiller sig fra teorien i Fahrmeir and Tutz [2001℄.Da den desuden anvendes senere under dataanalysen i dette spe
iale,illustreres den her ved et simuleret datasæt.Datasættet er simuleret ud fra den ovennævnte DGLMmed binomialfordelteobservationer, Gaussisk systemligning og kanonisk link. Der anvendes Ft =Gt = Wt = 1 og nt = 300, for t = 1; : : : ; 100. Som begyndelsesværdier erder anvendt m0 = 0 og C0 = 1.Den latente pro
es estimeres henholdsvis ved det udvidede Kalman�lter, ogved det udvidede Kalman�lter med iterationspro
eduren beskrevet i afsnit



48 6. Eksempler til den DGLM4.3.1. Som stopkriterier for iterationspro
eduren anvendes, at����� em(i)t � em(i�1)tem(i�1)t ����� < 10�6;for alle t = 1; : : : ; 100, hvor emt er middelværdiestimatet for tilstandsvek-toren. Indekset i angiver hvilken gang iterationen kører. Hvis em(i�1)t = 0anvendes kriteriet ��� em(i)t � em(i�1)t ��� :I det anvendte tilfælde konvergerer algoritmen ved 5 iterationer, hvilketstemmer meget godt over ens med Durbin and Koopman [2000℄, hvor derangives, at der normalt ikke skal anvendes mere end 10 iterationer for, atopnå konvergens.Ved det øverste plot i �gur 6.1 illustreres estimatet givet ved det udvidedeKalman�lter med den beskrevne iterationspro
edure. Sammen med estima-tet er der angivet punktvise intervaller givet vedemt � 1:96qeCt;hvor eCt er variansestimatet for �t, for t = 1; : : : ; 100.Af �guren ses, at den latente pro
es estimeres ret godt ved den anvendte me-tode. Samtidig ses, at de punktvise intervaller er ret smalle, hvilket stemmergodt over ens med det præ
ise estimat.Ved det nederste plot i �gur 6.1 illustreres estimationen i samme skala, somobservationerne x1; : : : ; x100. Dette estimat er opnået ved, at anvende deninverse logit-funktionen på em1; : : : ; em100. Heraf ses, at estimatet ligeledesfølger observationerne ret præ
ist, hvilket dog også er, at forvente, da deter dem der er anvendt til at lave estimatet. Dette tjener således mere til atevaluere approksimationerne end til, at illustrere dem.Til sidst sammenlignes estimatet opnået udelukkende ved det udvidede Kal-man�lter, og det udvidede Kalman�lter med den beskrevne iterationspro-
edure. Dette gøres ved, at plotte estimaterne fra de to metoder sammen.Illustrationen heraf er at �nde i �gur 6.2, hvor det ses, at iterationspro
e-duren forbedrer estimatet noget. Det skal dog bemærkes, at en stor del afdenne forbedring skyldes, at Kalmanudglatteren er anvendt i metoden mediteration.



6.2 Den DGLM med binomialfordelte observationer 49

Figur 6.1: Øverst: Den estimerede middelværdi for den latente pro
es (fuldtop-trukken linje) plottet sammen med 95% punktvise intervaller (grå stiplede linjer).De simulerede værdier af tilstandsvektoren er markeret ved stjerner.Nederst: Den estimerede middelværdi for de simulerede værdier x1; : : : ; x100 (fuldt-optrukken linje) plottet sammen med x1; : : : ; x100 markeret ved stjerner.



Figur 6.2:Middelværdien for den latente pro
es estimeret ved henholdsvis det ud-videde Kalman�lter (stiplet linje), og ved det udvidede Kalman�lter med iteration(fuldtoptrukken linje). De simulerede tilstandsvektorer er markeret ved stjerner.
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7Baggrund for
dataanalysen

Anvendelsesdelen af dette spe
iale omfatter en analyse af data med rela-tion til skizofreni i Danmark. Dataanalysen er udført hos Center for Re-gisterforskning ved Aarhus Universitet, under vejledning af lektor RodrigoLabouriau.Anvendelsesdelen er inddelt i �re kapitler. Det første kapitel indeholder enkort beskrivelse af sygdommen skizofreni, en introduktion til den problem-stilling der ønskes belyst, samt en introduktion til det datamateriale der an-vendes. Det andet kapitel indeholder en dataanalyse baseret på den GLM,der er introdu
eret i kapitel 3. Det tredie kapitel indeholder en dataanalysebaseret på den DGLM, der er introdu
eret i kapitel 4. Det fjerde kapiteler en kort opsummering af anvendelsesdelen, samt en samlet diskussions afanalysen baseret på den GLM, og analysen baseret på den DGLM.7.1 SkizofreniDette afsnit indeholder en kort gennemgang af hvad sygdommen skizofrenier, samt lidt om de undersøgelser der er udarbejdet omkring risikofaktorerfor sygdommen.En mere dybdegående redegørelse for sygdommen og især dens behandlings-muligheder er bla. givet i Gronemann [1995℄ og Sørensen [2000℄.53



54 7. Baggrund for dataanalysen7.1.1 Sygdommen skizofreniSkizofreni er en alvorlig og ret hyppig sindslidelse. I det anvendte datasæt erden samlede frekvens for tidlig skizofreni på 
a. 0:23%. Op imod halvdelenaf alle patienter på de danske psykiatriske institutioner har ifølge [Grone-mann, 1995, s. 18℄ fået diagnosen skizofreni (dette tal stemmer jvf. RodrigoLabouriau godt over ens med tallene for det anvendte register).På nuværende tidspunkt �ndes der ikke e�ektive behandlingsmulighederfor sygdommen, og man kender ikke præ
ist hvilke faktorer der kan haveindvirkning dens opståen og udvikling. Diagnosen skizofreni bliver typiskstillet mens patienten er ung. Således får over 67% af skizofrenipatienternediagnosen første gang i en alder af 15-25 år [Westergaard et al., 1999, s.995℄.I Sørensen [2000℄ indføres en diagnose af skizofreni baseret på diagnosti-seringssystemet ICD10. En kort gennemgang af denne diagnose kan givesved, at mindst et af følgende punkter skal være opfyldt for, at der er taleom skizofreni.(1) Mindst et første rangs symptom, hvilket vil sige et af følgende punkter:Tankepåvirkningsoplevelser. Den skizofrene oplever at nogen ellernoget påvirker individets tanker, eller stjæler tankerne.Tredje-persons hørehallu
inationer. Det vil sige, at den skizof-rene forestiller sig stemmer, som ikke er der.Styringsoplevelser. Den skizofrene oplever, at få påført handlinger,viljeimpulser eller følelser fra omverdenen.Legemlige påvirkningsoplevelser. Den skizofrene oplever, atblive påvirket fysisk af omverdenen.Derealisation. Den skizofrene oplever omverden uvirkelig. F.eks.kan patienten opleve at alle andre er lavet af plasti
.(2) Vedvarende bizarre vrangforestillinger. Dvs. fuldstændig umulige, ogfor samfundet ua

eptable vrangforestillinger.(3) Mindst to af følgende punkter skal være opfyldtVedvarende hallu
inationer med vrangforestillingeruden a�ektivt indhold. Dvs. hallu
inationer med vrangforestillin-ger, uden tilknyttede sygeligt følesesmæssigt indhold.Sproglige tankeforstyrrelser.Katoni. Fysiske reaktioner som kan give sig udslag i stivhed, rastløs-hed eller lignende.



7.1 Skizofreni 55Negative symptomer. Dette kan være, at den skizofrene opbyggersin egen logik og tankeverden, som ofte kan være svær at forståfor udenforstående. Det kan også være, at den skizofrene kanhave meget svært ved at beslutte sig, at den skizofrene udviseren meget stærke, eller meget svage føleser for sine omgivelser, oglignende.Desuden skal disse symptomer have en varighed på mindst en måned for,at der kan være tale om skizofreni. Diagnosen skizofreni udelukkes, hvis derer diagnosti
eret en primær a�ektiv sindslidelse, som f.eks. depression, ellerhvis der er tale om organisk ætiologi, som f.eks. kan skyldes indtagelse afsto�er. Grunden til dette er, at disse faktorer kan fremkalde nogle af desamme symptomer, som skizofreni.En dybere indførsel til skizofreni er bla. givet i Sørensen [2000℄. En fuld-stændig gennemgang af ICD10 diagnostiseringssystemet for skizofreni er at�nde i WHO [1992, F20-F29℄. En tilsvarende gennemgang af ICD8 systemeter at �nde i WHO [1967℄.Nogle af de behandlingsmuligheder man har i dag, er so
ial-psykologisk be-handling, medikamentel behandling, psykoterapi og kropsterapi. Da der ikkebliver arbejdet med selve behandlingen i dette spe
iale, vil disse metoderdog ikke blive diskuteret yderligere her.7.1.2 RisikofaktorerFor at undersøge baggrunden for at nogle mennesker udvikler skizofreni, erder lavet en mængde undersøgelser af hvilke faktorer, der kan have indvirk-ning på sygdomsfrekvensen. Nogle af de faktorer der har være genstand forundersøgelse, er som følger.Biologiske faktorer� Familiær disposition. Dette dækker over hvor vidt skizofrenifre-kvensen afhænger af, om den nærmeste familie har fået diagnosenskizofreni. Spe
ielt er der lavet en del undersøgelser for tvillinger.Blandt de faktorer som er undersøgt, giver familiær disposition denstørste forøgelse af skizofrenifrekvensen [Mortensen et al., 1999℄.So
iale faktorer� So
ialklasse. Dette dækker over, om der er en sammenhæng mellemhvilken so
ial klasse man tilhører, og risikoen for at udvikle skizofreni.



56 7. Baggrund for dataanalysen� Household 
rowding. Dette dækker over hvor tæt man bor. Herun-der antallet af personer i husstanden.� Søskende�ok. Denne parameter relaterer dels til størrelsen af densøskende�ok, man kommer fra, og dels til aldersintervallet til den nær-meste ældre eller yngre søskende. I Westergaard et al. [1999℄ påvisesdet, at aldersintervallet til den nærmeste søskende, samt størrelsen afsøskende�okken, kan have indvirkning på skizofrenifrekvensen, hvori-mod nummeret i søskende�okken ikke kan påvises at have nogen ind-virkning.Graviditets og fødsesrelaterede faktorer� Fødselstidspunkt. Dette dækker over hvilket tidspunkt på året denskizofrene er født. Der er påvist en større risiko for at udvikle sygdom-men, hvis man er født i februar eller marts, og en lavere risiko hvisman er født i august eller september [Mortensen et al., 1999℄.� Komplikationer ved graviditet og fødsel.� In�uenza og andre infektioner hos moderen. Der har været un-dersøgelser af, om in�uenza og infektioner under graviditeten kan haveindvirkning på skizofrenifrekvensen. Hvorvidt dette er tilfældet er dogstadig et åbent spørgsmål [Mortensen, 2001, s. 4718℄.� Udendørstemperatur. Udendørstemperaturen seks måneder førfødslen har være forslået som parameter [Kendel and Adams, 1991℄.� Amning. Dette er en parameter for om man er blevet ammet eller ej.Demogra�ske faktorer� Urbanisering. Dette er en parameter for om man er opvokset pålandet, eller i givet fald hvilken størrelse by man er opvokset i. Såledesbetegner en højere grad af urbanisering, at man er født og opvokset ien større by. Der er påvist en markant sammenhæng mellem en højeregrad af urbanisering, og en større skizofrenifrekvens [Torrey et al.,2000℄ og [Mortensen et al., 1999℄.� Geogra�sk ophobning. Dette dækker over, at der i visse geogra�skeområder, kan være en større risiko for at udvikle skizofreni end i andre.Fænomenet kan dog delvist forklares ved urbanisering [Torrey et al.,2000℄.



7.2 Overordnet problemstilling 57Andre faktorer� Kost Denne parameter baserer sig på om mennesker, som f.eks. harværet udsat for hungerkatastrofer i fosterlivet, kan have en øget risikofor at udvikle skizofreni.� Giftsto�er Dette dækker over hvor vidt man udsættes for forskelligegiftsto�er som bly, sprøjtegifte og lignende.� Hovedtraumer. Dette er traumer fremkommet som følge af f.eks.bilulykker eller vold.� Smitte fra husdyr. Dette dækker over infektioner overført fra hus-dyr.Ovenstående liste er baseret på Mortensen [2001℄. For en dybere introduk-tion kan bla. anvendes Jablensky [1997℄. Som det kan ses af listen, forskesder på mange områder for, at �nde de faktorer, som ligger til grund forudviklingen af skizofreni. Det er dog stadig uvist, hvad der præ
ist er taleom, og om der er mulighed for at forebygge nogle af disse faktorer.7.2 Overordnet problemstillingDen overordnede problemstilling er opsat af Preben Bo Mortensen, 
enterle-der ved Center for Registerforskning. Problemstillingen er, at undersøge omder kan være påvirkninger knyttet til fødselsmåneden, der kan øge risikoenfor senere, at udvikle tidlig skizofreni. Med tidlig skizofreni menes patien-ter, der første gang får diagnosen skizofreni, i en alder af 15 til og med 25år. Således betragtes skizofrenifrekvenser, givet ved antallet af skizofrene,der er født i en given måned og et givet år, i forhold til det totale antal børnfødt i denne måned og dette år. De spørgsmål der konkret ønskes besvaret,er som følger.(1) Er der afhængighed mellem skizofrenifrekvenserne og fødselsmånedenog året ?(2) Hvis der er afhængighed, hvilke faktorer kan da have en ind�ydelse påskizofrenifrekvensen?7.3 DatabeskrivelseDe anvendte datakilder er det danske CPR-nummer register, samt det dan-ske psykiatriske register.



58 7. Baggrund for dataanalysenBetingelser for dataudvælgelseCPR-nummer registeret, og dermed det psykiatriske register, er oprettet d.1/4 1969, og det datasæt der er anvendes går frem til 1/1 1999. Da datasæt-tet først er taget ud senere er der ikke "reporting delay", dvs. alle personerder har fået skizofrenidiagnosen inden 1/1 1999, er med i datasættet. Eftersom der er valgt, at se på personer med tidlig skizofreni, er der følgendekriterier for personerne i det anvendte datasæt.� Ud fra den anvendte de�nition af tidlig skizofreni, betragtes udeluk-kende personer, der har fået diagnosen skizofreni første gang i en alderaf 15 til og med 25 år.� For at undgå strukturelle 
ensorering, skal personerne være født mel-lem d. 1. januar 1955 og d. 1. januar 1973. Dette valg er begrundet i,at en person født i 1955 bliver 15 år i 1970, og en person født i 1973bliver 25 år i 1998.� Da der betragtes personer der har fået diagnosen skizofreni efter deres15 års fødselsdag, medtages kun personer som har overlevet ind tildenne dag.� Da der ønskes en undersøgelse af danske patienter, medtages kun per-soner født i Danmark. Der medtages ikke personer født på Grønlandeller Færøerne. Dette valg begrunder sig i at nogle af de faktorer, dermuligvis kan have en indvirkning på skizofrenifrekvensen, er forskelligefor selve Danmark og Grønland/Færøerne.� Personer som er hjemløse, og derfor ikke bliver registreret i det psyki-atriske system udelades. Det skal bemærkes, at denne gruppe er megetlille i Danmark. Den udgør kun 
a. 0:25% af hele befolkningen mellem15 og 25 år.CensoreringerDa der er personer der er "droppet ud"af registeret, kan det ikke helt udgåsat have 
ensoreringer i datasættet. Således er der overvejet følgende årsagertil, at personer er "droppet ud".� Personer i datasættet der er bortrejs fra landet, i en alder af 15 til ogmed 25 år, uden at have fået konstateret skizofreni.� Personer i datasættet der er døde, i en alder af 15 til og med 25 år,uden at have fået konstateret skizofreni.



7.3 Databeskrivelse 59Da det ikke vides, om de ovenstående grupper af personer har en andenskizofrenirisiko end alle andre, udgør de en mulig kilde til 
ensoreringer.Grupperne udgør samlet 4:3% af de betragtede personer. Grundet den be-grænsede tid, arbejdes der ikke videre med denne problemstilling.VariableDe variabler, som indgår i det anvendte datasæt, har følgende betegnelser:t angiver tiden i måneder, efter 1. januar 1955. Således svarer t = 1 til denførste måned, januar 1955, og t = 216 svarer til den sidste måned,de
ember 1972. Tiden t angives, i analysen, enten ved måned og år,eller ved antallet af måneder efter 1. januar 1955.g angiver personens køn, hvor henholdsvis kvinder og mænd betegnes Fem.og Mas
.ntg angiver antallet af observerede børn, af et givet køn g, der er født iDanmark i en given måned t. I hele den betragtede periode, udgørdette 1513951 personer fordelt på 735069 kvinder og 778882 mænd.stg angiver antallet af observerede personer, af et givet køn g, der er fødti Danmark i en given måned t, som senere har fået diagnosen tidligskizofreni.Der er en niveauforskel, mellem skizofrenifrekvensen for henholds-vis kvinder og mænd, i datasættet. Således er der for de 216 måne-der samlet diagnosti
eret 1086 skizofrene kvinder, og 2398 skizofrenemænd. Skizofrenifrekvensen er herved henholdsvis 0.0015 for kvinderog 0.0031 for mænd. Denne niveauforskel kan meget vel hænge sam-men med, at kvinder typisk får diagnosti
eret skizofreni senere endmænd [Häfner and Heiden, 1997, s. 143℄. Dette kan dog ikke påvisesud fra det datasæt, som anvendes her.m angiver fødselsmåneden jan,: : : ,de
 kodet som 1,: : : ,12.Desuden forventes at der er et knækpunkt i data, som følge af at man d.1/1 1994 gik fra ICD8 til ICD10 diagnostiseringssystemet. Samtidig meddenne overgang gennemførtes endvidere en efteruddannelse. Disse ting til-sammen forventes, at give en højere skizofrenifrekvens for de personer, somer diagnosti
eret efter ICD10 systemet i stedet for ICD8 systemet.Note: Hvis der ikke er angivet andet, anvendes 5% signi�kansniveau i defølgende analyser. M



60 7. Baggrund for dataanalysen7.4 AnalyseprogramTil analysen af anvendelsesdelen i dette spe
iale, anvendes statistikprogram-met SAS. Dette kommer ganske naturligt af, at det var det program der vartilgængeligt ved Center for Registerforskning. Den eneste ulempe ved dettevar, at programpakken ikke anvendes på statistikstudiet ved AAU, og derforførst skulle læres. En kort forklaring af udskriften fra analyserutinerne ergivet i appendiks C. En mere dybdegående forklaring af de enkelte rutinerer bla. givet i SAS manualen SAS [1999℄.Dataanalysen baseret på den GLM, bygger på GENMOD pro
eduren, ogdataanalysen baseret på den DGLM, bygger på GLIMMIX makroen, somigen er en overbygning til MIXED pro
eduren. Desuden anvendes IML delenaf SAS under begge analyseformer til, at bygge rutiner, som ikke er imple-menteret direkte i SAS. Dette omfatter f.eks. dele af Fis
her's eksakte testfor hvid støj, test for ekstra temporal variation, og det udvidede iterativeKalman�lter.



8Dataanalyse
baseret på
den GLMFor at analysere datasættet for skizofrenifrekvensen, anvendes i dette kapitelen generaliseret lineær model (GLM). I den GLM anvendes udelukkendefaste parametre. Den GLM har den fordel, at der �ndes en stor mængdeværktøjer, til hypotesetest og modelkontrol, hvilket ikke på samme måde ertilfældet for dynamiske modeller.Den teoretiske baggrund for dataanalysen er beskrevet i kapitel 3.8.1 ModelopstillingDen første del af analysen består i, at opstille en model for skizofrenifre-kvensen givet ved stg=ntg.8.1.1 Grundlæggende modelopstillingUd fra de�nitionen af binomialfordelingen i appendiks A, kan antallet afskizofrenitilfælde stg til tiden t, og kønnet g, beskrives ved en binomialforde-ling. Størrelsen stg kan herved opfattes, som en realisation af den stokastiske61



62 8. Dataanalyse baseret på den GLMvariabel Ztg s Bi(ntg ; ptg); g(ptg) = xTt �hvor ptg er sandsynligheden for, at få skizofreni for et givet køn, til en giventid, g(�) er linkfunktionen, xTt er den t'te række i designmatri
enX, og � erparametervektoren. Disse størrelser er givet ved de�nition 3.1 af den GLM.Denne model kan omformuleres til i stedet, at beskrive skizofrenifrekvensen,som realisationer af en stokastisk variabel. Dette gøres ved, at opfatte skizof-renifrekvensen, til tiden t og kønnet g, som en realisation, ytg = stg=ntg, afden stokastiske variabel Ytg = Ztg=ntg, med tæthedsfunktionen givet ved(A.11).8.1.2 Indledende analyseDet næste trin er nu, at se på hvorledes data ser ud. Da den kanoniske linkfor binomialfordelingen er givet ved logit (�), undersøges hvor vidt dennelinkfunktion er anvendelig. Dvs. om der kan anvendes logistisk regression.Da �gurerne for henholdsvis mænd og kvinder, igennem hele analysen, lignerhinanden meget i struktur, vises kun �gurerne for kvinder.Af �gur 8.1 ses, at mønsteret i data et meget ens i rå skala, og i logistiskskala. Desuden ses, at den udglattede kurve for logistisk skala tilnærmel-sesvis består af rette linjer, hvilket indikerer, at der kan anvendes lineærregression til parameterestimation.Da logistisk link, som det også ses senere, passer udemærket til at modelleredisse data, vælges denne linkfunktion. Efterfølgende i denne analyse vil denanvendte skala derfor også være logistisk.De udglattede kurver for henholdsvis kvinder og mænd er plottet sammen i�gur 8.2. Heraf ses, at formen på kurverne er meget ens, blot tydeligt adskiltaf niveauforskellen, i skizofrenifrekvensen for kvinder og mænd.Det ses endvidere af de tre �gurer af skizofrenifrekvensen mod tiden, at detser ud som om, der er et knæk (
hange point) i skizofrenifrekvensen om-kring 1968. Dette knæk er forventet, og kan umiddelbart forklares ved, atman i januar 1994, som nævnt, gik fra ICD8 til ICD10 diagnosti
eringssy-stemet. Herved har personer født efter 1. januar 1968 en mulighed for, at fådiagnosen tidlig skizofreni, under diagnostiseringssystemet ICD10. Det skaligen bemærkes, at der også blev gennemført en efteruddannelse i forbindelsemed dette skift. Inden undersøgelsens start, blev det da også forventet, atskiftet ville give en stigning i antallet af personer der �k diagnosen tidligskizofreni. Af denne årsag anvendes dette knækpunkt i den indeledende faseaf modelopstillingen, men senere analyseres fænomenet nærmere.Det sidste indledende plot, i �gur 8.3, viser boxplot af skizofrenifrekvensernei hver måned, for henholdsvis kvinder og mænd. Heraf ses, at medianen i
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Figur 8.1: Skizofrenifrekvenserne for kvinder, samt en udglattet kurve for disse,i henholdsvis rå skala (øverst), og logistisk skala (nederst).



64 8. Dataanalyse baseret på den GLM

Figur 8.2: Udglattede kurver af skizofrenifrekvenserne for henholdsvis kvinderog mænd.data ikke svinger det store over året.8.1.3 ModelopstillingDer opstilles først en grundmodel indeholdende alle de mulige forklarendevariabler. Da der muligvis er et knækpunkt i data, indføres der en indika-torvariabel Ik, som er 1 før knækpunktet og 0 i knækpunktet og senere.Grundemodellen kommer herefter til at indeholde de forklarende variablekøn i form af g, tid i form af t, knækpunktet i form af Ik, samt alle veksel-virkninger mellem disse. Heraf er grundmodellen giver ved



8.1 Modelopstilling 65

Figur 8.3: Skizofrenifrekvenserne i hver måned for henholdsvis kvinder og mænd.De lodrette streger går mellem den største og den mindste værdi. De vandrettestreger angiver henholdsvis 25%, 50% (medianen) og 75% af data.
logit (ptg) = �0 + �tt+ �gIg + �kIk + �tkIkt+ �tgIgt+ �gkIgIk + �tgkIgIkt; (8.1)hvort er tiden,Ik er en indikatorvariabel for knækpunktet (der gælder,at Ik = 1 før knækpunktet, og Ik = 0 i knækpunktet og derefter),Ig er en indikatorvariabel for g (der gælder, at Ig = 1 for kvinder,og Ig = 0 for mænd),�0 er et fast referen
eniveau der betegnes interseptet.Tilsvarende er de resterende �'er koe�
ienter til de forklarende variable,og vekselvirkningerne mellem disse. Bemærk at alle �-værdierne er faste



66 8. Dataanalyse baseret på den GLMstørrelser, hvorved �t ikke afhænger af tiden, men blot er koe�
ienten tiltiden.Note: Der er anvendt Pearsonresidualer til analyserne i dette spe
iale.Dette valg er gjort ud fra, at selv om Pearsonresidualerne �blot� er de råresidualer, skaleret med den estimerede standardafvigelse på data, kan deresfordeling, som det senere fremgår af �gur 8.9, approksimeres godt ved enstandard normalfordeling. Andre typer af residualer kan meget vel anvendesi stedet, men da fordelingen af Pearsonresidualerne kan approksimeres godtved en standard normalfordeling, er disse �nt anvendelige. F.eks. er værdi-erne af deviansresidualerne meget tæt på værdierne af Pearsonresidualerne,men et normal-fraktilplot af deviansresidualerne afviger dog mere fra refe-ren
elinjen, end det er tilfældet for Pearsonresidualerne.En de�nition af Pearsonresidualerne er givet i de�nition 3.6, og en de�nitionaf deviansresidualerne er givet i de�nition 3.7. MPearsonresidualerne til grundmodellen er plottet i �gur 8.4. Da værdierne afresidualerne for henholdsvis kvinder og mænd ikke ser ud til, at afhænge afhverken den estimerede skizofrenisandsynlighed eller tiden, ser modellen udtil, at kunne forklare variationen i data rimeligt. Det skal spe
ielt bemærkes,at da residualerne ikke ser ud til, at afhængige af middelværdien, er her enindikation af, at den anvendte linkfunktion passer godt.Herefter testes hvor vidt nogle af de forklarende variable i grundmodellenkan udelades. Resultatet af denne analyse er opsummeret i tabel 8.1. (Seappendiks C for en gennemgang af metoderne.)Koe�
ient Type 1 Type 3P-værdi P-værdi�t 0.9378 0.0061�g <.0001 0.0014�k 0.0003 0.0005�tk <.0001 <.0001�tg 0.0576 0.1478�gk 0.4829 0.3976�tgk 0.4625 0.4625Tabel 8.1: Dette er en opsummering af de estimerede koe�
ienter til grundmo-dellen.Ud fra den ovenstående analyses ses, at grundmodellen (8.1) kan testes nedtil en simplere model givet ved
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Figur 8.4: Residualerne til grundmodellen, plottet mod henholdsvis den estime-rede middelværdi, og tiden.



68 8. Dataanalyse baseret på den GLMlogit (ptg) = �0 + �tt+ �gIg + �kIk + �tkIkt: (8.2)Estimationen af koe�
ienterne er opsummeret i tabel 8.2. (Se appendiks Cfor en gennemgang af metoderne.)Koe�
ient Estimat Standard- LR 95%afvigelse kon�densgrænser�0 -6.8637 0.3488 -7.5504 -6.1829�t 0.0061 0.0018 0.0025 0.0098�g -0.7365 0.0366 -0.8086 -0.6651�k 1.1871 0.3509 0.5021 1.8778�tk -0.0078 0.0019 -0.0115 -0.0040Tabel 8.2: Opsummering af de estimerede værdierne til koe�
ienterne til model-len givet ved (8.2).Note: De forklarende variable, som testes væk ved den ovenstående ana-lyse, kan også testes væk samlet. Dette er undersøgt ved alle følgende ana-lyser i denne anvendelsesdel, men det nævnes ikke med mindre den samledetest er signi�kant. MResidualplot til modellen givet ved (8.2), har samme struktur som plotenetil grundmodellen, hvorved denne model også ser ud til, at kunne forklarevariationen i data rimeligt.8.1.4 KnækpunktDet sidste trin i modelopstillingen er at se på pla
eringen af knækpunktet.For at estimere dette �ndes log-likelihooden, for den anvendte model (8.2),til alle mulige knækpunkter, hvorved der opnås en pro�l likelihood for disse.(Se appendiks B for en introduktion til pro�l likelihood.)I �gur 8.5 er pro�l likelihooden til hvert knækpunkt plottet sammen meden udglattet kurve af punkterne. Heraf ses, at toppunktet ligger meget tætpå januar 1968, hvilket stemmer særdeles godt overens med overgangen fraICD8 til ICD10. Det skal bemærkes, at de største værdier for pro�l likeli-hooden ligger midt i 1966, men da dette blot er et tjek på knækpunktet,anvendes dette punkt ikke. Hvis der laves tilsvarende kurver for pro�l like-lihooden, for hvert køn hver for sig, opnås et tilsvarende resultat.
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Figur 8.5: Punkterne til pro�l likelihooden, plottet sammen med en udglattetkurve for disse.I �gur 8.6 plottes skizofrenifrekvenserne, med en referen
elinje ved 1968,hvorved det gerne skulle være mere tydeligt, at data begynder at stige efterdette punkt.Efter pla
eringen af knækpunktet er undersøgt nærmere, kan modellen om-parametriseres. Dette gøres for, at undersøge hvorvidt der er et spring vedjanuar 1968 (mellem t = 156 og t = 157), eller om der blot er et knæk iregressionslinjen. Denne omparametrisering laves ved, at indføre de forkla-rende variable t1, hvor værdierne ændre sig før knækpunktet, og t2, hvorværdierne ændrer sig efter knækpunktet. Disse er givet vedt1 = � t for t < 157156 for t � 157;og t2 = t� t1.
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Figur 8.6: Skizofrenifrekvenserne, med en referen
elinje ved knækpunktet i ja-nuar 1968.Dette giver modellenlogit (ptg) = �0 + �t1t1 + �t2t2 + �gIg + �kIk; (8.3)hvor �k udelukkende giver størrelsen på springet i knækpunktet. En test,svarende til de tidligere tests, af denne model giver, at springet i knækpunk-tet ikke er signi�kant, hvorved den nye anvendte model er givet vedlogit (ptg) = �0 + �t1t1 + �t2t2 + �gIg : (8.4)Estimationen af koe�
ienterne er opsummeret i tabel 8.3 (se appendiks Cfor en gennemgang af metoderne). Modelkontrol for denne model giver etresultat der er helt tilsvarende resultaterne for de tidligere modeller.



8.2 Eventuel ekstra temporal variation 71Koe�
ient Estimat Standard- LR 95%afvigelse kon�densgrænser�0 -5.6796 0.0400 -5.7585 -5.6018�t1 -0.0016 0.0004 -0.0023 -0.0008�t2 0.0065 0.0012 0.0042 0.0089�g -0.7366 0.0366 -0.8086 -0.6651Tabel 8.3: Opsummering af de estimerede værdierne til koe�
ienterne til dennye anvendte model.Det ses, at resultaterne stemmer godt over ens med resultaterne for model(8.2). Det skal bemærkes, at �0 for denne model, svarer til �0 + �k fraden tidligere model, �t1 for denne model, svarer til �t+�tk fra den tidligeremodel, og �2 for denne model, svarer til �t fra den tidligere model. De laverestandardafvigelser på interseptet og koe�
ienten til tiden, må tilskrives, atmodellen er omparametriseret, og testet ned, således, at den ikke længereindeholder Ik, som forklarende variabel.Note: I denne modelopstilling betragtes knækpunktet ikke som en para-meter der skal estimeres. Derimod undersøges blot, om der er rimelighed iat det eksisterer, og har den angivne pla
ering. Hvis knækpunktet opfattes,som en parameter der skal estimeres er de angivne standardafvigelser lidtfor optimistiske, og dermed for små. M8.2 Eventuel ekstra temporal variationEfter at have opstillet en model for skizofrenifrekvensen, og lavet basal in-ferens, arbejdes der nu med, om der er yderligere variationer over tid. Denførste del af denne analyse ser på, om der er nogle systematiske variationer idata, som ikke er forklaret af den anvendte model (8.4). Derefter analyseresfor om der er nogle stokastiske variationer i data, som ikke er forklaret afden anvendte model.Den teori der anvendes til analyserne for ekstra temporal variation, er foren stor del basale metoder til analyse af tidsrækker. Af tidsmæssige årsagerer en teoretisk beskrivelse af disse metoder ikke behandlet i dette spe
iale,men en sådanne er bla. givet i Diggle [1990℄.



72 8. Dataanalyse baseret på den GLM8.2.1 Systematisk variationDenne analyse ser på, om der er nogle systematiske variationer i data, somikke er forklaret af den anvendte model (8.4).Analyse ved periodogrammerFor at undersøge om der er nogle faste svingninger i data, laves først peri-odogrammer for residualerne til den anvendte model (8.4).Prin
ippet i periodogrammer er, at undersøge om der er nogle systematiskevariationer i data, på formen� 
os(!t) + � sin(!t);hvor ! 2 [0; 2�℄ og t = 1; : : : ; 216.For at gøre dette, indføres funktionenI(!) = 1216 24( 216Xt=1 rt 
os(!t))2 +( 216Xt=1 rt sin(!t))235 ;hvor ! og t er givet som ovenfor, og r1; : : : ; r216 er residualerne, som ønskesundersøgt for harmoniske svingninger.Som det fremgår af Diggle [1990, 47-53℄, angiver store værdier af I(!), atharmoniske svingninger med de givne frekvenser !, stemmer godt over ensmed variationen i data.Da der tidligere er påvist en forskel i skizofrenifrekvensen for kvinder ogmænd, opdeles residualerne således, at de to køn undersøges hver for sig.Periodogrammerne for henholdsvis kvinder og mænd er plottet i �gur 8.7.Der er tilsyneladende ikke nogen entydige frekvenser, som forklarer vari-ationen i residualerne godt, men der er dog nogle toppe for begge køn. I�gur 8.8 er periodogrammerne for hver af kønnene plottet sammen, hvorvedman ser, at de ikke topper samtidigt. Dette underbyger den anvendte op-deling i køn. En yderligere opdeling, således at residualerne for hvert køn,også opdeles i en gruppe før knækpunket og en gruppe efter knækpunktet,kunne endvidere anvendes. Denne opdeling har dog den ulempe, at antalletaf værdier efter knækpunktet ikke er særlig stort. En analyse med denneopdeling, har da også givet et resultat, der svarer fuldstændig til resultatet,for en opdeling kun med hensyn til kønnene. Derfor vil denne gennemgangaf analysen kun anvende opdelingen i forhold til køn.Da det ikke er klart ud fra periodogrammerne, om der ligger nogle harmoni-ske svingninger i residualerne, testes der herefter for sådanne. Metoden er,at udvide den anvendte model (8.4) med nogle sinus og 
osinus led, der er
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Figur 8.7: Periodogram for residualerne, for henholdsvis kvinder (øverst), ogmænd (nederst).
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Figur 8.8: Periodogram for residualerne til de to køn, plottet sammen.på samme form, som dem der anvendes til at lave periodogrammet. Hervedkan der testes om en sum af sinus- og 
osinus-funktioner, med udvalgte fre-kvenser, kan forklare en del af variationen i data. Dette svarer til, at testeom visse frekvenser fra periodogrammet er signi�kante.Den model der testes bliver herved på formenlogit (ptg) = �0 + �t1t1 + �t2t2 + �gIg+ �k1 
os(!k1t) + �k2 
os(!k2t) + � � �+ �k1 sin(!k1t) + �k2 sin(!k2t) + � � � ; (8.5)hvor !ki = 2�ki=216, og ki er antallet af svingninger i hele datasættet. Dvs.ki 2 Z+, og ki � 108.Testen udføres ved, at der først laves kon�densintervaller, og beregnestestværdier, for hvert led hver for sig. Dernæst anvendes den �2-test, som



8.2 Eventuel ekstra temporal variation 75er beskrevet i afsnit 3.2.2, til at teste den tidligere anvendte model (8.4),imod model (8.5) der desuden indeholder alle de udvalgte frekvenser.En sådanne test af henholdsvis 1=4; 1=2; 1 og 2 svingninger pr. år, giver,at ingen af leddene i sig selv er signi�kante. Desuden giver testen af dentidligere anvendte model (8.4), imod modellen på formen (8.5), indeholdene1=4; 1=2; 1 og 2 svingninger pr. år, en P-værdi på 0:75. Dvs. der heller ikkeer signi�kans for alle frekvenserne samlet. Ligeledes opnås ikke signi�kansfor en mængde andre udvalgte frekvenser, eller serier af frekvenser, som ertestet på en tilsvarende måde.Hvis der yderligere tilføjes forklarende variable bestående af vekselvirknin-ger mellem kønnet, og sinus/
osinus leddene, opnås samme resultat.Efterfølgende analyseres for, om fødselsmåneden m, kan forklare noget afvariationen i data, som en ustruktureret sæsonvariation. Dette gøres ved, attilføje den forklarende variabel m, samt vekselvirkningen mellem m og g iden anvendte model. Herved opnås modellenlogit (ptg) = �0 + �t1t1 + �t2t2 + �gIg + �mm+ �gmIgm: (8.6)En type 1 test af denne model giver en P-værdi på 0:88, for at �gm er 0,og en P-værdi på 0:34, for at �m er 0. Dvs. der ikke er signi�kans for, atfødselsmåneden har nogen indvirkning på variationen i data.Konklusionen på de ovenstående analyser er, at ingen af de undersøgte til-fælde påviser nogen yderligere systematiske variationer.8.2.2 Stokastisk variationDen anden del af analysen for systematiske variationer, som ikke er forklaretaf den anvendte model (8.4), omfatter analyse for stokastiske variationer.KorrelogramDen første del af denne analyse omfatter korrelogrammer for residualernetil den anvendte model (8.4). Da det tidligere er påvist, at der er en forskelmellem kønnene, anvendes opdeling efter køn ligeledes i dette afsnit. Fortolk-ningen af korrelogrammet baserer sig på, at residualerne er approksimativtstandard normalfordelt. Derfor undersøges dette først.Undersøgelsen udføres ved, at lave et normal-fraktilplot af residualerne. I �-gur 8.9 ses normal-fraktilplottet for kvinder. Normal-fraktilplottet for mændser tilsvarende ud.



76 8. Dataanalyse baseret på den GLMHeraf ses, at residualerne tilsyneladende er approksimativt standard nor-malfordelt. Som det nævnes tidligere, underbygger dette valget af Pearson-residualerne til modelkontrol.

Figur 8.9: Normal-fraktilplot af residualerne for kvinder, med en referen
elinjefor middelværdien (Mu) lig nul, og en standardafvigelsen (Sigma) lig en.Da fraktilplottet for residualerne ser pænt ud, udregnes en empiriske au-tokorrelation �k, for henholdsvis kvinder og mænd, og der laves korrelo-grammer for disse.Der er lavet korrelogrammer for henholdsvis kvinder og mænd i �gur 8.10.Da der gælder, at �k _s N (0; 1=n), hvor n er antallet af observationer,kan �p2=216 anvendes, som approksimative 95% kon�densgrænser [Dig-gle, 1990, s. 39℄. Disse signi�kansgrænser er markeret på korrelogrammernesom stiplede linjer.Af korrelogrammerne ses, at de empiriske autokorrelationskoe�
ienter hol-der sig inden for grænserne for mænd, men for kvinder er der nogle ekstremeværdier i k = 7 og k = 9, der ligger lige på grænsen. Desuden er �1 og til
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Figur 8.10: Korrelogram for kvinder (øverst) og mænd (nederst). Autokorrela-tionskoe�
ienten i måneder er givet ved k. De stiplede linjer angiver �p1=108.



78 8. Dataanalyse baseret på den GLMdels også �2 høje for kvinder, hvilket tyder på at der måske kan være enform for korrelation i tid. Dette er dog kun en meget svag indikation, somkun kan anvendes som et �ngerpeg i videre undersøgleser.Det skal bemærkes, at hvis analyser køres for begge køn under ét, opnås ettilsvarende resultat. I dette tilfælde er værdierne i korrelogrammet dog for-holdsvis tættere på nul, da forskellene i autokorrelationsstrukturen mellemde to køn, til sammen giver en mere �ad struktur.ResidualplotsEn yderligere visuel undersøgelse af, om der er positiv seriel korrelation,opnås ved at lave s
atterplots af residualerne til tiden t, mod residualernetil tiden t� k, hvor k = 1; : : : ; 12. Disse s
atterplots er at �nde i �gur 8.11.Heraf ses, at der ikke umiddelbart ser ud til, at være nogen tydelige mønstre.Det kan dog se ud som om, der er et ovalt mønster i plottet af residualerne,for kvinderne, til tiden t mod residualerne til tiden t � 1, og t � 9. Dettestemmer godt over ens med iagttagelserne fra korrelogrammerne.Residualplottene for mænd har ikke et nær så tydeligt mønster, men ellersligner de plottene for kvinder.Test for hvis støjDen sidste del af denne undersøgelse går på, om residualerne kan opfattessom værende hvid støj. Til dette formål anvendes henholdsvis Fisher's ek-sakte test og Bartlett's Kolmogorov-Smirnov test. Disse tests er beskreveti Diggle [1990, s. 98-101℄. Da P-værdierne, givet i tabel 8.4 er store, afviserdette ikke, at residualerne er hvid støj. Kvinder MændFisher's eksakte test 0:86 0:70Bartlett's Kolmogorov-Smirnov test 0:22 0:76Tabel 8.4: P-værdier til tests for hvid støj.Det skal bemærkes, at hvis den analyse der her er kørt for kønnene hver forsig, køres for begge køn under ét, eller for en opdeling med hensyn til bådekøn og periode, opnås et tilsvarende resultat.
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Figur 8.11: S
atterplot af residualerne til tiden t mod residualerne til tiden t�k,hvor k = 1; : : : ; 12, for kvinder.



80 8. Dataanalyse baseret på den GLM8.3 DiskussionUd fra de ovenstående analyser må konkluderes, at den anvendte model (8.4)forklarer variationen i dataene rimeligt. Der er, på basis af analyserne, ingenindikation af, at der er yderligere systematiske variationer i data. Derimodindikerer undersøgelsen for stokastiske variationer, at der måske kan værevisse stokastiske strukturer, som ikke er forklaret ved den anvendte model.Dette er dog ikke oplagt.Den anvendte model denne analyse ender op med, er således givet vedlogit (ptg) = �0 + �t1t1 + �t2t2 + �gIg ; (8.7)hvor estimationen af koe�
ienterne er opsummeret i tabel 8.3.Hvis de estimerede værdier for koe�
ienterne indsættes i (8.7), opnås denmodellerede skizofrenisandsynlighed ptg. Dette er illustreret i �gur 8.12,hvor ptg er givet i henholdsvis rå og logistisk skala. Det ses, at ptg udgøresaf �re rette linjer i logistisk skala. Dette skyldes, at estimatet er opnåetved lineær regression med logit link. I rå skala ses, at der ikke længere ertale om rette linjer, men formen er meget lig formen i logistisk skala. Detteillustrerer, at der ikke er en lineær sammenhæng mellem de to skala.I �guren er den estimerede skizofrenisandsynlighed for mænd de øverstelinjer, og den estimerede skizofrenisandsynlighed for kvinder, er de neder-ste. Værdien til januar 1955 for mænd, er givet ved �0. Forskellen mellemkønnene er givet ved �g. Hældningen af linjerne før knækpunktet, er givetved �t1, og hældningen af linjerne efter knækpunktet, er givet ved �t2. Detses endvidere, at skizofrenisandsynligheden er svagt faldene frem til knæk-punktet, hvorefter den begynder at stige. Dette indikerer den stigning derkan være sket med overgangen fra ICD8 til ICD10 diagnostiseringssyste-met. Samtidig indikeres, at der har været et fald i skizofrenifrekvensen fremtil dette tidspunkt. Ud fra verserede hypoteser på Center for Registerforsk-ning, kan dette fald i antallet af diagnosti
erede skizofrene meget vel skyldesen nedskæring på det psykiatriske område op gennem tiden. Herved er derblevet færre sengepladser til rådighed for skizofrene patienter, og dermeddiagnosti
eret færre. Noget sådanne er der dog ikke basis for at konkludereud fra disse analyser.
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Figur 8.12: Den modellerede skizofrenisandsynlighed ptg i henholdsvis rå skala(øverst) og logistisk skala (nederst). Data er plottet i de respektive skala, medkvinder markeret ved sorte plusser, og mænd markeret ved grå punkter.





9Dataanalyse
baseret på
den DGLMI dette kapitel gennemgås resultaterne for en dataanalyse baseret på denDGLM. Denne analyse gennemgåes dels for, at undersøge data nærmere,og dels for at illustrere anvendelsen af den beskrevne teori for den DGLM.Til estimation af ukendte hyperparametre anvendes GLIMMIX makroen iSAS.De beskrevne metoder fra kapitel 5 anvendes ikke, da der af tidsmæssigeårsager ikke har være muligt, at nå implementeringen af disse algoritmer iSAS. Jvf. [Durbin and Koopman, 2001, s. 202-203℄ er der dog meget lilleforskel på, at anvende det udvidede Kalman�lter, med iterationsmetodenbeskrevet i afsnit 4.3.1, og importan
e sampling til, at estimere middelvær-dien af den latente pro
es i den DGLM med Gaussisk systemligning.Den teoretiske baggrund, for dataanalysen, er beskrevet i kapitel 4, og gen-nemgået spe
ielt for binomialfordelingen i kapitel 6.
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84 9. Dataanalyse baseret på den DGLM9.1 ModelopstillingI den model der opnås ved dataanalysen i foregående kapitel, bygger te-stresultaterne på, at modellen er statisk, og data er ukorrelerede. Da denmodel der ønskes anvendt i dette kapitel ikke anvender disse krav, tages derudgangspunkt i grundmodellen (8.1) i stedet for den anvendte model (8.7).Dog omparametriseres, så de forklarende variable bliver på samme formsom (8.7). Den grundmodel der anvendes i denne analyse bliver herved, atantallet af skizofrenitilfælde stg beskrives ved den stokastiske variabel Ztg,hvor (Ztgj�tg) s Bi(ntg ; ptg);med logit (ptg) = �tg = F Ttg�tg= �0 + �t1t1 + �t2t2 + �gIg + �kIk + �t1gIgt1+ �t2gIgt2 + �gkIgIk + "(t; g);hvor � = [�0; �t1; �t2; �g; �k; �t1g ; �t2g; �gk℄T er regressionsparametrene imodellen, "(t; g) er en dynamisk parameter, som afhænger af tiden og køn-net, og t1, t2 og Ig er de forklarende variabler de�neret i afsnit 8.1.Det ses, at F Ttg = [1; t1; t2; Ig; Ik; Igt1; Igt2; IgIk; 1℄, og �tg = [�T; "(t; g)℄T.Da der ikke er nogen forhåndsviden om fordelingen af "(t; g), antages denneat være Gaussisk. Her ud fra opstilles en DGLM med Gaussisk system-ligning, for de anvendte skizofrenidata. Strukturen af den latente pro
esbestemmes dels ved, at se på analysen for ekstra temporal stokastisk varia-tion i afsnit 8.2.2, og dels ud fra hvilken struktur der kan forventes, at værei data. Ud fra �gur 8.10 kan det se ud som om, der er en positiv korrelationmellem en given måned, og den forgående måned. Dette stemmer godt overens med strukturen for mulige risikofaktorer, fra afsnit 7.1.2, som f.eks. in-�uenza under graviditeten. Af denne grund anvendes en stationær AR(1)struktur til, at beskrive "(t; g).Korrelogrammet for mænd ligner, som tidligere diskuteret, udpræget hvidstøj, hvorfor der også anvendes to forskellige AR(1) modeller for kvinder ogmænd.Da en model med negativ korrelation ville afhænge af hvilken tidsopdelingder anvendes, betragtes kun modeller med positiv korrelation. En stationærAR(1) model med positiv korrelation kan for et givet køn g spe
i�
eres ved,at "(t; g) = �g"(t� 1; g) + !tg; !tg s N (0; vg);for t = 1; : : : ; 216. Der gælder endvidere, at !1g ; : : : ; !216g er uafhængige,og 0 � �g < 1, da der skal være positiv korrelation.



9.1 Modelopstilling 85Da pro
essen er stationær, er variansen af "(t; g) givet ved en konstant �2g ,for alle t = 1; : : : ; 216. Dvs. vg er givet vedvg = (1� �2g)�2g :Jvf. Fahrmeir and Tutz [2001, s. 332-337 og s.345-346℄ kan den DGLM medGaussisk systemligning, lige så vel anvendes i det tilfælde, hvor 
ovarians-matri
en W tg , fra de�nition 4.2, er singulær. Da regressionsparametreneikke er dynamiske, vil denne model have en sådanne form.Den anvendte model for et givet køn g, kan herved opskrives ud fra de�nition4.2 af den DGLM med Gaussisk systemligning, som følger.Model:ObservationsligningTæthedsfunktionen for skizofrenifrekvensen er givet vedf (ytgj�tg ; Vtg) = exphntg�ytg logit (ptg)| {z }�tg � ln (1 + exp (�tg))| {z }b(�tg) �+ln��ntgytg��| {z }
(ytg ; Vtg) i;(9.1)hvor 'tg = 1=a(Vtg) = ntg, og ytg = ztg=ntg, for t = 1; : : : ; 216.Der eksisterer endvidere et signal �tg , som er givet vedlogit (ptg) = �tg = F Ttg�tg ; (9.2)for t = 1; : : : ; 216.SystemligningDen latente pro
es er givet ved systemligningen�tg = Gtg�(t�1)g + � 0!tg � ; !tg s Nn(0;W g);hvor Gtg = 2666641 0 � � � 00 . . . . . . ...... . . . 1 00 � � � 0 �g377775 og W g = �0 00 vg � ;med vg = (1� �2g)�2g .



86 9. Dataanalyse baseret på den DGLMBegyndelsesbetingelseBegyndelsesbetingelsen for den latente pro
es, er givet ved(�0gjD0g) s Nn(m0g ;C0g);hvor �0g = � �"(0; g)� ;og begyndelsesinformationen D0g er givet ved hyperparametrene F tg , Gtg,m0g, C0g ogW tg, medm0g = ��begynd0 � og C0g = 266664

g 0 � � � 00 . . . . . . ...... . . . 

g 00 � � � 0 �2g 377775 ;hvor �begynd er begyndelsesværdierne for regressionsparametrene, og 

g erden tilhørende varians.Der gælder endvidere, at (Ytg j�tg) er uafhængig afY1; : : : ; Yt�1; Yt+1; : : : ; Y216; �1; : : : ;�t�1;�t+1; : : : ;�216, at Ytg kun af-hænger af �tg gennem �tg , samt at !1; : : : ;!216; (�0jD0) er uafhængige.MDet kan bemærkes, at begyndelsesvariansen �2g , for "(0; g) angiver, at derstartes et tilfældigt sted i en pro
es med konstant varians �2g .9.2 EstimationFor at kunne køre det udvidede Kalman�lter, skal de ukendte hyperpara-metre først estimeres. I dette afsnit estimeres derfor først de ukendte hyper-parametre, og derefter den latente pro
es.9.2.1 Estimation af ukendte hyperparametreUd fra det ovenstående modelopsæt ses, at de ukendte hyperparametre ud-gøres af �g og �g. Da dataanalysen er blevet udført i SAS, er GLIMMIXmakroen i dette program anvendt til, at lave maksimum likelihood estima-tion af disse ukendte hyperparametre. Detaljer om algoritmen fremgår ikkeklart af manualen, hvorfor der er prioriteret ikke at gå i detaljer med det.



9.2 Estimation 87Estimationen giver, at �2g = 0 for mænd, hvilket vil sige, at der ikke er enlatent pro
es, af den givne form, for mænd. For kvinder er �2g = 0:01442, og�g = 0:6778.Da der, jvf. estimationen, ikke er nogen latent pro
es, af den angivne form,for mændene, er den følgende analyse udelukkende for kvinderne. Grund-modellen kun for kvinderne bliver hervedlogit (pt) = �t = F Tt �t = �0 + �t1t1 + �t2t2 + �kIk + "(t);hvor det er impli
it, at data kun omfatter kvinder. Der anvendes, i denfølgende analyse af data for kvinder, ikke et indeks for køn på nogen afstørrelserne.9.2.2 Estimation af �tEfter de ukendte hyperparametre er estimeret, kan tilstandsvektoren �t esti-meres for kvinderne. Dette gøres ved hjælp af det udvidede Kalman�lter,med iterationsmetoden beskrevet i afsnit 4.3.1. Som stopkriterier anvendes,at ����� em(i)tj � em(i�1)tjem(i�1)tj ����� < 10�6;for alle j = 1; : : : ; n og t = 1; : : : ; 216, hvor fmt er middelværdiestimatetfor tilstandsvektoren, og n er antallet af elementer i �t. Indekset i angiverhvilken gang iterationen kører. Hvis em(i�1)tj = 0 anvendes kriteriet��� em(i)tj � em(i�1)tj ��� :I de anvendte tilfælde konvergerer algoritmen ved under 8 iterationer, hvil-ket stemmer meget godt over ens med Durbin and Koopman [2000℄, hvorder angives, at der normalt ikke skal anvendes mere end 10 iterationer for,at opnå konvergens.I dette kapitel betegnes det ovennævnte �lter blot ved det udvidede Kal-man�lter.For, at estimere værdierne køres først det udvidede Kalman�lter på data.Som startværdier for regressionsparametrene anvendes estimaterne, givetved den generelle model fra GLM-analysen, kørt kun for kvinderne. Hervedopnås begyndelsesværdierne givet i tabel 9.1. Bemærk at denne analyseikke giver helt de samme resultater som analysen fra foregående kapitel, daanalysen derfra omfatter både kvinder og mænd, mens denne analyse kunomfatter kvinderne.



88 9. Dataanalyse baseret på den DGLMParameter Begyndelsesværdi�0 �6:6015�t1 �0:0006�t2 0:0091�k 0:0929Tabel 9.1: Begyndelsesværdier givet ved de estimerede regressionsparametre fraGLM-analysen.Da der ikke er nogen grund til, at være meget usikker på disse begyndelses-værdier, anvendes begyndelsesvariansen 

 = 1.Det udvidede Kalman�lter er kodet op ved hjælp af IML-pakken i SAS.Ved at køre dette opnås det udglattede middelværdiestimat fmt, og detudglattede 
ovariansmatrixestimat eCt, for tilstandsvektoren �t. Her ud fralaves en Wald test (beskrevet i afsnit 3.2.2) af, om regressionsparametreneer lig nul. Desuden opsættes approksimative kon�densgrænser, ved�̂i � 1:96qeCii;hvor �̂ er de estimerede regressionsparametre fra fm1, og eCii er det tilhø-rende variansestimat. Denne metode svarer til de anvendte metoder i Westand Harrison [1997, kap. 10 og kap. 14℄. Det skal bemærkes, at de udglattedeestimater for regressionsparametrene er stort set konstante over tid, hvorvedstørrelsen af estimatet ikke afhænger af hvilket tidspunkt det er taget til.Ud fra det ovenstående opnås en P-værdi for �k på 0:61, hvorved dennetestes væk. Herefter testes modellenlogit (pt) = �0 + �t1t1 + �t2t2 + "(t):Dette giver en P-værdi for �t1 på 0:29, hvorved denne testes væk. Hereftertestes modellen logit (pt) = �0 + �t2t2 + "(t): (9.3)De opnåede estimater er givet i tabel 9.2. Samtidig opnås estimatet formiddelværdien af "(t), illustreret ved �gur 9.1. Sammen med estimatet erder plottet 95% punktvise intervaller, givet vedemt3 � 1:96qeCt33;hvor mt3 er middelværdiestimatet for "(t), og eCt33 er det tilhørende varian-sestimatet.



9.3 Analysekritik 89Koe�
ient Estimat Standard- 95% interval P-værdiafvigelse�0 -6.5700 0.0405 -6.6495 -6.4906 <0.0001�t2 0.0060 0.0020 0.0021 0.0100 0.0029Tabel 9.2: Estimerede værdier opnået ved det udvidede Kalman�lter. P-værdiener givet ved en type 3 analyse (se appendiks C for en gennemgang af de anvendtebetegnelser).Af de ovenstående analyser, og tabel 9.2, ses at det kun er interseptet ogt2, som ikke kan testes væk, hvilket er i overensstemmelse med analyser afen tilsvarende GLM-model, uden "(t) leddet. Bemærk at denne model ikkeer den analyserede model kapitel 8, da modellen der fra også indeholdermændene.Jvf. Fahrmeir and Tutz [2001, s. 354℄ opnås ikke bedre estimater ved detiterative udvidede Kalman�lter, hvis begyndelsesværdierne i en binomialmodel er nogenlunde nøjagtigt bestemt. Dette er heller ikke tilfældet i dennemodel, hvor estimaterne dog heller ikke forbedres mærkbart, ved at køre denanvendte iterationspro
edure, beskrevet i afsnit 4.3.1, mere end en gang.Hvis estimationen udføres med en begyndelsesvarians for regressionspara-metrene, på henholdsvis 10 og 100, opnås et resultat som er stort set identiskmed den angivne.9.3 AnalysekritikSom tidligere nævnt er der ikke forsket særlig meget i modelkontrol fordynamiske modeller. Af denne grund, og af tidsmæssige årsager, er der valgtikke, at gå særlig dybt ind i dette emne. Visse kritiske betragtninger omkringmodellens og dermed analyseresultaternes anvendelighed, vil dog være påsin plads.Da de punktvise intervaller for den estimerede middelværdi, i �gur 9.1, inde-holder nul til enhver tid t, indikeres at pro
essen ikke er signi�kant forskelligfra nul. En de
ideret test af om dette er tilfældet hører dog under de ikkesærlig udforskede og ikke behandlede emner, hypotesetest for stokastiskedynamiske parametre, og modelkontrol for dynamiske modeller.Det er endvidere ikke klart ud fra �guren, om "(t) forklarer noget af vari-ationen i data. For at undersøge dette sammenlignes den estimerede mid-delværdi af "(t) med de rå residualer for en tilsvarende GLM-analyse uden"(t) leddet. Da logit-funktionen ikke er lineær, er den estimerede middel-værdi for "(t), og rå-residualerne ikke direkte sammenlignlige. For at kunne
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Figur 9.1: Den estimerede middelværdi for "(t) (fuldtoptrukken linje) plottetsammen med 95% punktvise intervaller (grå stiplede linjer).sammenligne størrelserne udregnes derfor forskellen mellem modellen med"(t), og modellen uden. Denne størrelse er givet ved rep = �pt � �pt, fort = 1; : : : ; 216, hvor �pt er skizofrenisandsynligheden, estimeret ved modellenuden "(t), og �pt er skizofrenisandsynligheden, estimeret ved modellen med"(t). Sammenligningen mellem rå-residualet og rep er illustreret i �gur 9.2.Af den øverste �gur ses, at "(t) ikke forklarer en særlig stor del af variationeni residualet, men dog en del. Af den nederste �gur ses, at formen i middel-værdiestimatet for "(t), og rå-residualerne følges ad, hvilket underbygger,at "(t) forklarer en del af variationen i data. Det kan endvidere bemærkes,at middelværdiestimatet for "(t), mere eller mindre, er en udglattet kurvefor rå-residualerne.For at evaluere de estimerede regressionsparametre, sammenlignes resulta-terne for de forskellige estimationsmetoder. Den første er GLM-analysen fraforegående kapitel, den anden er det udvidede Kalman�lter, og det tredje er
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Figur 9.2: E�ekten af "(t) (fuldtoptrukken linje) plottet sammen med det rå resi-dual for modellen uden "(t) (stiplet linje). Øverst er værdierne plottet forbundetmed linjer, mens en udglattet kurve for dem er plottet nederst.



92 9. Dataanalyse baseret på den DGLMGLIMMIX makroen i SAS, som også estimerer regressionsparametrene. Detre metoder når alle frem til en slutmodel der ligesom (9.3) kun indeholderregressionsparametrene �0 og �t2. Værdierne for de tre metoder er samlet itabel 9.3. GLM-analysen DGLM-analysen SAS-analysenKoe�
ient Estimat Std.afv. Estimat Std.afv. Estimat Std.afv.�0 -6.5701 0.0348 -6.5700 0.0405 -6.5711 0.0405�t2 0.0060 0.0017 0.0060 0.0020 0.0061 0.0020Tabel 9.3: Sammenligning af estimaterne, og standardafvigelserne, for regres-sionsparametrene, ved de tre anvendte metoder.Af tabel 9.3 ses, at estimaterne for regressionsparametrene er meget tæt påhinanden, for de tre forskellige metoder. Forskellen er ikke større end, atfor et hvilket som helst af estimaterne ligger de to andre estimater indenfor en standardafvigelse af det givne estimat. Det skal dog bemærkes, atstandardafvigelsen på de tre metoder er lidt forskellige. Dette må henvisestil forskelle i metoderne.For at se nærmere på valget af en AR(1) model, anvendes en mere generelmodel i GLIMMIX. For at indføre denne model er det først nødvendigt,at omskrive den anvendte model til GLIMMIX syntaks. Dette gøres ganskesimpelt ved, at samle elementerne til alle tiderne i en vektor. Modellen bliverherved logit (p) =X� + "; (9.4)hvor logit (p) = [logit (p1) ; : : : ; logit (p216)℄T,X er designmatri
en, � er vek-toren af regressionsparametre og " = ["(1); : : : ; "(216)℄T. Strukturen af "(t)angives ved, at de�nere strukturen af 
ovariansmatri
en for ". Covarians-strukturen for en AR(1) pro
es bliver hervedVar ["℄ = �2 266666664 1 � �2 � � �� . . . . . . . . . ...�2 . . . . . . . . . �2... . . . . . . . . . �� � � �2 � 1
377777775 :



9.4 Diskussion 93En udvidelse af denne model er en TOEP(k), hvor 
ovariansstrukturen er
Var ["℄ = 266666666666664

�2 �1 � � � �k�1 0 � � � 0�1 . . . . . . . . . . . . ...... . . . . . . . . . . . . 0�k�1 . . . . . . . . . �k�10 . . . . . . . . . . . . ...... . . . . . . . . . . . . �10 � � � 0 �k�1 � � � �1 �2
377777777777775 :Ud fra disse parametre kan værdierne af �2 sammenlignes, og �2�j , fraAR(1) modellen kan sammenlignes med �j fra TOEP(k) modellen. Dettegøres for, at undersøge hvorvidt 
ovariansstrukturen af den anvendte AR(1)model er for simpel, i forhold til den mere avan
erede TOEP model. Dethar ved hjælp af GLIMMIX, været muligt at estimere parametre op til enTOEP(12) model. Sammenligningen mellem modellerne er illustreret ved�gur 9.3.Heraf ses, at TOEP værdierne svinger omkring AR(1) værdierne. Af detøverste plot ses, at værdierne for modellerne starter forskelligt ud, men ellersstemmer nogenlunde godt over ens i et tidsspænd af op til 8 måneder. Afden nederste �gur ses, at �9 er langt større end forventet i AR(1) modellen.Denne struktur går igen i korrelogrammet for kvinder i �gur 8.10, hvorstrukturen også tyder på en høj korrelation ved et tidsspænd på 9 måneder.Det skal bemærkes, at TOEP modellen ikke kan opskrives ved den DGLM-model, som anvendes i dette spe
iale. Derfor arbejdes der ikke videre meddenne model.Note: Hvis der anvendes en tilsvarende TOEP model for mænd, estimeresvariansen til at være nul, ligesom ved AR(1) modellen. M9.4 DiskussionAf �gur 9.1 fremgår hvilken form middelværdien "(t) er estimeret til athave. Et sådanne plot vil kunne anvendes ved overvejelse af hvilke forkla-rende variable, der kunne tænkes, at have indvirkning på skizofrenifrekven-sen for kvinder. Dvs. hvis en mængde forklarende variable med den angivenestruktur blev indkluderet i modellen, ville de kunne forklare e�ekten af "(t)-leddet.
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Figur 9.3: Kurverne for den estimerede 
ovarians for en afstand på k måneder.Den fuldtoptrukne graf er værdierne for TOEP modellen, og den stiplede er vær-dierne for AR(1) modellen. Sammenligningen er lavet for henholdsvis en TOEP(9)(øverst), og en TOEP(12) (nederst).



9.4 Diskussion 95Den model der er opnået ved denne analyse er givet ved (9.3). Den skizofre-nifrekvens den modellerer er illustreret ved �gur 9.4. Fortolkningen af plotteti logistisk skala, er tilsvarende fortolkningen ved GLM-analysen. Således erværdien til januar 1955, er givet ved �0. Hældningen af regressionslinjen førknækpunktet, er 0, og hældningen af regressionslinjen efter knækpunktet,er givet ved �t2. Det skal dog bemærkes, at de modellerede niveauer ikkelængere udgøres af rette linjer, men, i sagens natur, har udsving bestemtved den estimerede middelværdi af "(t).Af �gur 9.3 ses, at AR(1) modellen for den latente pro
es ikke kan forkastes,men der kan undemærket tænkes, at være andre modeller, som beskriver denlatente pro
es bedre. En sådanne model behøver ikke nødvendigvis, at væreen DGLM, hvorved det ville være nødvendigt, at anvende andre metoderend de, som er beskrevet i dette spe
iale, for at modellere den latente pro
es.
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Figur 9.4: Den modellerede skizofrenisandsynlighed pt, for kvinder, i rå skala(øverst), og i logistisk skala (nederst). Data er markeret ved sorte plusser.



10Opsummering
& DiskussionDen gennemgåede dataanalyse er udført i samarbejde med Center for Regi-sterforskning ved Aarhus universitet. Undersøgelsens formål er at klarlægge,hvorvidt måneden og året en person er født i, har indvirkning på skizofre-nifrekvensen. Desuden er det, at undersøge om der er nogle faktorer, somkan forklare antallet af skizofrene født i de givne måneder.Da spe
ialet har til formål, at evaluere gennemgåede teorier og metoder, eret primært formål med analyserne endvidere, at illustrere teorien i del I.Analyserne indledes med en analyse baseret på en GLM. Denne analyse nårfrem til, at en model baseret på et intersept, tiden, kønnet og et knækpunktgiver en rimelig forklaring på variationen i data. Det angivne knækpunkter bestemt ud fra overgangen fra ICD8 til ICD10 diagnostiseringssystemetpr. 1. januar 1994. Da de�nitionen af tidlig skizofreni omfatter personerder får diagnosen skizofreni inden udgangen af deres 25. år, giver detteer knækpunkt ved 1. januar 1968. Dette skyldes, at en person født efterknækpunktet herved har en mulighed for, at få diagnosen tidlig skizofreniefter ICD10 systemet. Pla
eringen af knækpunktet er endvidere kontrolleretved lave en pro�l likelihood for pla
eringen. Denne analyse kan ikke afviseden angivne pla
ering af knækpunktet.Der undersøges endvidere for ekstra temporale variationer i data. Denneanalyse �nder ingen klare indikationer af at der skulle være sådanne. Tværti-mod forkastes alle hypoteser om systematisk variation. Dvs.hypoteserne omat der er yderligere variationer, enten i form af serier af harmoniske svingnin-97



98 10. Opsummering & Diskussionger, eller ustrukturerede e�ekter, som skyldes fødselsmåneden. Tilsvarende�ndes der heller ikke nogen klare ekstra temporale stokastiske variationer.Der er dog en lille indikation af sådanne i korrelogrammet for kvinderne.Det skal bemærkes at hvis der sammenlignes med de mulige faktorer, somer introdu
eret i afsnit 7.1.2, kan der ikke i denne analyse påvises den års-tidsvariation, som har været fundet i andre undersøgelser.Efterfølgende analyseres data ved en DGLM med Gaussisk systemligning. Idenne analyse betragtes en model, hvor den latente pro
es modelleres veden AR(1) pro
es. Denne model viser sig dog kun at være anvendelig forkvinderne, hvorved det kun er denne del af data, som betragtes i den videremodellering.Fra afsnit 7.1.2 ses, at en mulig faktor, som evt. kunne forklare den anvendteAR(1) pro
es, er in�uenza under graviditeten.Ved hjælp af GLIMMIX makroen i SAS estimeres ukendte hyperparametre.Ud fra disse estimeres den latente pro
es ved det udvidede Kalman�lter,med iterationspro
eduren beskrevet i afsnit 4.3.1. Det udvidede Kalman�l-ter er kodet op i IML i SAS, direkte ud fra den beskrevne teori. Algoritmener testet ved simulerede datasæt for henholdsvis binomialfordelte og pois-sonfordelte observationer. Desuden har Claus Dethlefsen været så venlig, atkøre et simuleret poissonfordelt datasæt igennem en tilsvarende algoritmehan har kodet op i R, spe
ielt for poissonfordelte observationer. Denne testgav det samme, som den algoritme der er anvendt her.Den anvendte algoritme estimerer således både de ikke dynamiske regres-sionsparametre, og den dynamiske AR(1) pro
es. Det skal således bemærkes,at de punktvise intervaller for den latente AR(1) pro
es indeholder nul tilenhver tid. Den estimerede middelværdi for pro
essen, bør derfor tages meden pæn portion skepsis.For at give en kritisk gennemgang af estimaterne for regressionsparemetrene,sammenlignes de med estimaterne for en tilsvarende GLM analyse, og entilsvarende analyse ved GLIMMIX modellen. Denne sammenligning viser, atestimaterne ikke er væsentligt forskellige. Dvs. at der i denne sammenhænglige så godt kan anvendes en GLM til at estimere regressionsparametrene,som den mere kompli
erede DGLM eller GLIMMIX model.Der foretages endvidere en kritisk gennemgang af den anvendte AR(1) mo-del, ved at sammenligne den med den mere kompli
erede TOEP model. Udfra denne analyse ses, at AR(1) strukturen ikke passer helt dårligt. Mereavan
erede pro
esser kunne dog tænkes, at være anvendelige, men da en un-dersøgelse af dette ligger, også uden for rammerne af dette spe
iale, arbejdesikke videre med emnet.Da de betragtede strukturer for en latent pro
es ikke kan anvendes til mænd,



99kunne det være interessant at kigge nærmere på dette emne. Dvs. undersøgeom der overhovedet kan påvises en latent pro
es for mænd, og i givet fald,hvilken struktur den kunne tænkes, at have. Der har været prøvet med enAR struktur, en random walk samt den beskrevne TOEP model, men ingenaf dem er anvendelige for mændene. Emnet er dog ikke blevet analyseretnærmere, da tiden løber.Hypotesetest for dynamiske stokastiske parametre, samt modelkontrol fordynamiske modeller, er generelt et meget lidt udforsket område, hvorveddisse emner ikke er indarbejdet yderligere i denne analyse. Det kunne ikkedesto mindre være interessant, at arbejde videre med området.Et andet emne der kunne være interessante at betragte, hvis tiden tilloddet, er hvorvidt andre forklarende variabler kunne tænkes at forklareen yderligere del af variationen i data. Forslag til sådanne variabler eropsummeret i afsnit 7.1.2, men det er dog ikke givet, at der eksistererdatamateriale til dem.Det kunne endvidere være interessant, at undersøge hvor vidt de "dropouts"der er i datasættet, kunne tænkes at have en skizofrenirisiko forskelligfra personerne i datasættet. Da antallet af "drop outs"ikke er særlig stort,og metoder til sådanne analyser ligger uden for rammerne af spe
ialet, erder ikke set nærmere på dette emne.
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AFordelinger

I dette appendiks gennemgåes en række fordelinger, samt egenskaber veddisse fordelinger, som anvendes i dette spe
iale.A.1 PoissonfordelingenPoissonfordelingen anvendes, hvis et forsøg med en lille sandsynlighed for, aten hændelse A indtræ�er, udføres et stort antal gange, og de enkelte forsøger uafhængige. Størrelsen X angiver da antallet af forsøg, der resulterer ihændelsen A.Poissonfordelingen kan de�neres formelt ved følgende de�nition.De�nition A.1 (Poissonfordelingen)Lad X være en stokastisk variabel, og lad � 2 R, da er X poissonfordelt,hvis den tilhørende tæthedsfunktion er på formen,f (x) = exp (��) �xx! ;for x 2 N. For alle andre værdier af x er f (x) = 0.Notationen er X s Poi(�): MTæthedsfunktionen for poissonfordelingen kan omskrives til den eksponen-tielle form (3.1), vedf (xj�; V ) = exphx ln (�)| {z }� � �|{z}b(�)� ln (x!)| {z }
(x; V ) i; (A.1)103



104 A. Fordelingerhvor a(V ) = 1.Ud fra den generelle teori for tætheder på eksponentiel form, �ndes middel-værdien og variansen ud fra (3.4) og (3.5), vedE [X ℄ = � og Var [X ℄ = �: (A.2)A.1.1 Den konjugerede fordelingEn konjugeret fordeling til poissonfordelingen, kan �ndes ved at anvende enfordelingen med en tæthedsfunktion på samme form, som likelihoodfunk-tionen til X . Ud fra de�nition A.1 ses, at gammafordelingen, som de�neretnedenfor, kan anvendes som konjugeret fordeling til poissonfordelingen.Hvis den eksponentielle tæthedsfunktion (A.1) for poissonfordelingen an-vendes, er parameteren givet ved � = ln (�). I dette tilfælde kan gammafor-delingen derfor ikke anvendes, som konjugeret fordeling. Istedet anvendesen log-gammafordeling, som gennemgåes efter gammafordelingen.GammafordelingenFor at de�nere gammafordelingen indføres først gammafunktionen. For � 2R+ er denne givet ved � (�) = Z 10 t��1e�tdt: (A.3)Herefter kan standard gammafordelingen de�neres, som følger.De�nition A.2 (Standard gammafordelingen)Lad Z være en stokastisk variabel, og lad � 2 R+ være formparameter,da er Z standard gammafordelt, hvis den tilhørende tæthedsfunktion er påformen f (z) = 1� (�)z��1exp (�z) ;for z 2 R+ . For z 62 R+ er f (z) = 0.Notationen er Z s Gamma (�; 1). MUd fra tæthedsfunktionen i de�nition A.2 ses, at den kumulantfrembrin-gende funktion for standard gammafordelingen, er givet vedK (t) = �� ln (1� t) :



A.1 Poissonfordelingen 105Dvs. E [Z℄ = K0(0) = � og Var [Z℄ = K00(0) = �: (A.4)En skaleret gammafordeling har en ekstra skalaparameter � 2 R+ .Hvis en stokastisk variabel X er gammafordelt med formparameter � ogskalaparameter �, de�neres fordelingen af X ved, at X = ��1Z, hvorZ s Gamma (�; 1). Denne udgave af gammafordelingen har således tæt-hedsfunktionen f (x) = ��� (�)x��1exp (��x) ;for x 2 R+ . For x 62 R+ er f (x) = 0. Notationen er X s Gamma (�; �).Middelværdien og variansen af X s Gamma(�; �), kan �ndes, ud fra mid-delværdien og variansen til standard gammafordelingen i (A.4), vedE [X ℄ = �� og Var [X ℄ = ��2 : (A.5)Log-gammafordelingenFor at de�nere log-gammafordelingen indføres først digammafunktionen. For� 2 R+ er denne givet ved 
 (�) = �0 (�)� (�) : (A.6)Herefter kan log-gammafordelingen de�neres, som følger.De�nition A.3 (Log-gammafordelingen)LadX være en stokastisk variabel med fordelingenX s Gamma (�; �). Denstokastiske variabel Y = ln (X) er da log-gammafordelt, hvilket betegnesY s log-gamma (�; �). MDa X = ��1Z, hvor Z s Gamma (�; 1), �ndesY1 = Y + ln (�) = ln (X) + ln (�) = ln (Z) :For at �nde momenterne til log-gammafordelingen anvendes teorien for tæt-hedsfunktioner på den eksponentielle form. Dette gøres ved, at �nde tæt-hedsfunktionen for Y1 ud fra tæthedsfunktionen af Z, og observere, at den



106 A. Fordelingeropnåede tæthedsfunktion er på den eksponentielle form. Dvs.fY1 (y1) = ddy1FZ (exp (y1))= exp (y1) fZ (exp (y1))= exp (y1) 1� (�)�exp (y1) ���1exp (�exp (y1))= exphy1 �|{z}� � ln (� (�))| {z }b(�) �exp (y1)| {z }
(y1; V ) i; (A.7)hvor a(V ) = 1.Ved at betragte (A.1) ses, at tæthedsfunktion for log-gammafordelingen,stemmer ganske godt over ens med tæthedsfunktionen for (�jx), hvor x erden naturlige parameter.Ud fra den generelle teori for tætheder på eksponentiel form, �ndes middel-værdien og variansen for Y1, ud fra (3.4) og (3.5), vedE [Y1℄ = 
 (�) og Var [Y1℄ = 
0 (�) ; (A.8)hvor 
 (�) er digammafunktionen givet ved (A.6).Herved kan middelværdien og variansen for Y �ndes vedE [Y ℄ = 
 (�) � ln (�) og Var [Y ℄ = 
0 (�) : (A.9)Ud fra en udledning ækvivalent med (A.7), er tæthedsfunktionen for Y givetved f (y) = ���(�)exp (�y � �exp (y)) : (A.10)De ovenstående resultater for log-gammafordelingen er ligeledes gennemgåeti en sætning i Larsson [2001, s. 165-167℄, men udledningen gennemgås dogogså her, da resultaterne kan vises noget kortere på denne form.A.2 BinomialfordelingenLad et forsøg med sandsynligheden p, for at en hændelse A indtræ�er, væregentaget n gange. Er de enkelte forsøg uafhængige af hinanden, og angiverden stokastiske variabel X antallet af forsøg, der resulterer i hændelsen A,da betegnes X som værende binomialfordelt.Binomialfordelingen kan de�neres formelt ved følgende de�nition.



A.2 Binomialfordelingen 107De�nition A.4 (Binomialfordelingen)Lad X være en stokastisk variabel, lad n 2 Z+, og lad p 2 R opfylde at0 < p < 1, da er X binomialfordelt, hvis den tilhørende tæthedsfunktion erpå formen f (x) = �nx�px(1� p)n�x;for x = 0; 1; : : : ; n. For alle andre værdier af x er f (x) = 0.Notationen er X s Bi(n; p): MTæthedsfunktionen for binomialfordelingen kan omskrives til den eksponen-tielle form (3.1), vedf (yj�; V ) = exphn�y logit (p)| {z }� � ln (1 + exp (�))| {z }b(�) �+ ln��ny��| {z }
(y; V ) i; (A.11)hvor a(V ) = 1=n, og y = x=n.Ud fra den generelle teori for tætheder på eksponentiel form, �ndes middel-værdien og variansen ud fra (3.4) og (3.5), vedE [X ℄ = np og Var [X ℄ = np(1� p): (A.12)A.2.1 Den konjugerede fordelingEn konjugeret fordeling til binomialfordelingen kan �ndes ved, at anvendeen fordelingen med en tæthedsfunktion på samme form, som likelihoodfunk-tionen til X . Ud fra de�nition A.4 ses, at betafordelingen, som de�neretnedenfor, kan anvendes som konjugeret fordeling til binomialfordelingen.BetafordelingenFor at de�nere betafordelingen indføres først betafunktionen. Denne er de-�neret ved B (�; �) = � (�+ �)� (�) + � (�) ; (A.13)hvor gammafunktionen � (�) er givet ved (A.3).Betafordelingen kan herefter de�neres, som følger.De�nition A.5 (Betafordelingen)Lad X være en stokastisk variabel, og lad �; � 2 R+ , da er X betafordelt,



108 A. Fordelingerhvis den tilhørende tæthedsfunktion er på formenf (x) = 1B(�; �)x��1(1� x)��1;for 0 < x < 1. For x � 0 eller x � 1 er f (x) = 0.Notationen er X s Beta(�; �): MMiddelværdi og varians har formlerneE [X ℄ = ��+ � ; (A.14)og Var [X ℄ = ��(�+ �)2(�+ � + 1) ;[Bernardo and Smith, 2000, s. 116-117℄.



BProfil
likelihoodDette appendiks indeholder en kort introduktion til pro�l likelihood me-toder. En dybere indførsel i teorien er bla. givet i Barndor�-Nielsen and Cox[1994℄.LikelihoodDa pro�l likelihood metoder bygger på maksimum likelihood estimation(MLE), introdu
eres dette først ganske kort.Lad y = (y1; : : : ; yn)T være realisationer af en stokastisk variabel Y , medtæthedsfunktion f (yj�). Likelihoodfunktionen L (�jy) for parametervekto-ren �, er da givet ved den simultane tæthedsfunktion f (y1; : : : ; ynj�), tagetsom en funktion af �. Værdien af �, hvor L (�jy) antager sit maksimum,betegnes MLE, og har notationen �̂.Hvis der arbejdes med en stokastisk vektorer er likelihoodfunktionen tilsva-rende givet ved den tilhørende simultane tæthedsfunktion til realisationerneaf den stokastiske vektor.Maksimum likelihood metodens anvendelighed bygger på, at �̂ under gene-relle regularitetsbetingelser, er approksimativt normalfordelt ved�̂ _sNp��;I�1��̂��; (B.1)for n!1, hvor �̂ er maksimum likelihoodestimatet for �, og I ��̂� er den109



110 B. Pro�l likelihoodtilhørende informationsmatrix givet ved (3.7). [Fahrmeir and Tutz, 2001, s.44-45℄.I mange sammenhænge anvendes log-likelihood funktionen l (�) =ln (L (�)) i stedet for likelihoodfunktionen. Da logaritmefunktionen er bi-jektiv, og monoton voksende, har log-likelihoodfunktionen de samme egen-skaber, som ovenfor er beskrevet for likelihoodfunktionen.Hvis realisationerne (y1; : : : ; yn)T er uafhængige, er likelihoodfunktionen gi-vet ved L (�jy) = nYi=1 f (yij�) ;hvorved log-likelihoodfunktionen er givet vedl (�jy) = nXi=1 ln (f (yij�)) :Pro�l likelihoodLad parametervektoren være givet ved � = (�; �1; : : : ; �k)T, hvor �1 =(�1; : : : ; �k)T. Hvis der ønskes en likelihoodfunktion for �, kan pro�l likeli-hooden anvendes. Denne �ndes ved, for enhver fast værdi af �, at maksimerel (�) med hensyn til �1, hvorved der opnås en værdi �̂(�), som afhænger af�. Hvis denne værdi indsættes i log-likelihoodfunktionen l (�), opnås pro�llikelihoodfunktionen for �, givet vedlp (�) = l�� ��̂(�)�� :Maksimum likelihood estimatet for � opnås herefter ved, at maksimerelp (�), hvorved estimatet �̂ = �̂(�̂) opnås.



CGennemgang af
analysetabeller

De betegnelser der er anvendes i tabellerne over udskrifterne fra SAS, ergennemgået i den følgende liste.Koe�
ient er koe�
ienterne til forklarende variable, der indgår i analysen(�'erne).Estimat er estimatet af den tilhørende koe�
ient (�-værdi).Standard afvigelse er standard afvigelsen på estimatet, forkortet std.afv.LR 95% kon�densgrænser er grænserne for et 95% kon�densinterval,opnået ud fra �2-værdien til en statistik baseret på deviansen (se afsnit3.2.2).95 % interval er grænserne for et 95% interval baseret på 
ovariansma-tri
en, der er estimeret ved det udvidede Kalman�lter. Værdierne erudregnet ved den tilhørende Wald statistik.P-værdi er P-værdien for hypotesen, at den givne parameter kan udelades.I GLM analysen bygger den anvendte test på �2-værdien fundet veddeviansen (se afsnit 3.2.2). I DGLM analysen er det Wald's test, deranvendes (denne er ligelides introdu
eret i afsnit 3.2.2).I type 1 analysen starter testen nedefra i listen af forklarende vari-abler, og kører opefter. Således er den hypotese der testes, af model-len indeholdende de ovenstående forklarende variabler, mod modellen111



112 C. Gennemgang af analysetabellerindeholdende den givne forklarende variabel, og de ovenstående for-klarende variabler. Herved testes de forklarende variabler væk i ræk-kefølge, i denne analyse.I type 3 analysen testes modellen indeholdene alle de forklarendevariabler undtagen den angivne, mod modellen indeholdene alle for-klarende variabler. Dette er herved en test af den enkelte forklarendevariabel.Note: Bemærk af estimationspro
edurerne anvender "
orner point estima-tion"for at opnå regulærere designmati
er. Dvs. den sidste værdi i hver for-klarende variabel anvendes som referen
eværdi. En dybere indførsel i dennemetode, og andre tilsvarende metoder er bla. givet i [M
Cullagh and Nelder,1989, s. 65-67℄ M



DDiverseDette appendiks indeholder forskellige sætninger, der anvendes i spe
ialet.Sætning D.1For to stokastiske vektorer X og Y gælder, atE [Y ℄ = E [E [Y jX ℄℄ og Var [Y ℄ = E [Var [Y jX℄℄ + Var [E [Y jX℄℄ :[West and Harrison, 1997, s. 635℄ MSætning D.2 (Bayes sætning)Lad f (yj�) være tæthedsfunktionen til fordelingen af (Y j�), da gælder atf (�jy) = f (yj�) f (�)f (y) / f (yj�) f (�) : MSætning D.3 (Lineært Bayesiansk estimation)Lad fordelingen af den stakkede stokastiske vektor af � og � være delvistspe
i�
eret således, at ���� s ���1�2 � ; ��11�12�T12 �22 �� :113



114 D. DiverseDet lineære Bayesianske estimat for middelværdivektoren m, og 
ovarians-matri
en C, til (�j�), er da givet ved henholdsvism = �1 +�12�� �2�22 og C = �11 � �12�T12�22 : M[West and Harrison, 1997, s. 122-124℄. Dette er endvidere gennemgået �nt iWest et al. [1985, s. 76-77℄.



ENotationDen nedenstående liste er en gennemgang af den notation, som er anvendti dette spe
iale. Notationerne for stokastiske variable, stokastiske vektorer,realisationer af disse, samt skalarer, faste vektorer og faste matri
er, har ivisse tilfælde overlap. Det må derfor ses ud af konteksten hvad der er tale om.Y Stokastisk variabel.y Realisation af en stokastisk variabel.Y Stokastisk vektorer.y Realisation af en stokastisk vektor.fytg Tidsrække.fytg Longitudinelle data.�y Gennemsnittet af stokastiske vektorer.�̂ Estimat.A Ikke stokastisk matrix.At(k) En k-trins prædiktion til tiden t, af matri
en A.I Identitets matrix.em Værdi opnået ved Kalmanudglatning.AT Den transponerede af en matrix.A�1 Den inverse af en matrix.
115



116 E. NotationE [�℄ Middelværdioperator, anvendt på stokastiske variable,stokastiske vektorer og stokastiske matri
er.Var [�℄ Variansoperator, anvendt på stokastiske variable,og stokastiske vektorer.V(�) Variansfunktion.Cov [�; �℄ Covariansoperator, anvendt på stokastiske variable,og stokastiske vektorer.D(�) Deviansoperator.Dt Informationen til tiden t, for en given model.M (�) Momentfembringende funktion.K (�) Kumulantfrembringende funktion.r(d)� Deviansresidual.r(p)� Pearsonresidual.Bi(n; p) Binomialfordeling med parametrene n og p.B (�; �) Betafunktionen med parametrene � og �.Beta(�; �) Betafordelingen med parametrene � og �.N (�; �2) Normalfordeling med parametrene � and �2.Nd(�;�) Den �erdimensionale normalfordelingmed d dimensioner, og parametrene � og �.Poi(�) Poissonfordeling med parameteren �.� (�) Gammafunktion med parameter �.
 (�) Digammafunktion med parameter �.Gamma (�; �) Gammafordeling med formparameteren �og skalaparameteren �.log-gamma (�; �) Log-gammafordeling med parametrene � og �.�2(n) En �2 fordeling med n frihedsgrader.F(n;m) En F-fordelingen med n tællerfrihedsgrader.og m nævnerfrihedsgrader.[�; V ℄ Delvist spe
i�
eret fordeling med første moment �,og andet moment V .CP (r; s) Den konjugerede fordeling med parametrene r og s.Mi Model i.P (�) Sandsynligheden for det angivne udtryk.FY (y) Fordelingsfunktionen for den stokastiske variabel Y .f (y) Tæthedsfunktionen for den stokastisk variabel Y .Andre bogstaver end f anvendes nogle steder.fX (y) Tæthedsfunktion for den stokastisk variabel X ,med værdier givet ved y.f (�; �) Simultan tæthedsfunktion for to stokastiske variable.f (�j�) Tæthedsfunktion for en betinget fordeling af enstokastisk variabel.G (�) Tæthedsfunktion for en Gaussisk fordeling af enstokastisk variabel.ln (�) Den naturlige logaritme.logit (�) Logit-funktionen, de�neret vedlogit (p) = ln (p=(1� p)), hvor 0 < p < 1.



117N De naturlige tal, dvs. de positive heltal og nul.Z Heltallene.Z+ De positive heltal.R De reelle tal.R+ De positive reelle tal.Rn Et n-dimensionalt Euklidisk vektorrum af reelle tal.L (�) Likelihoodfunktionen.l (�) Log-likelihoodfunktionen.lp (�) Pro�l likelihoodfunktionen.s Fordelt som._s Approksimativt fordelt som.j Givet._= Approksimativt lig med.� Cirka lig med.� Identisk fordelt./ Proportional med._/ Approksimativt proportional med.� Bevis slut.M De�nition, sætning, korollar, note, model eller metode slut.ForkortelserLM Lineær normal model.GLM Generaliset lineær model.DLM Dynamisk lineær model.DGLM Dynamisk generaliset lineær model.MLE Anvendt for Maximum Likelihood Estimat ellerMaximum Likelihood Estimator, afhængigt af konteksten.
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