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SYNOPSIS:

Det overordnede mal med dette spe-
ciale er, at evaluere visse statistike
teorier og metoder, samt illustrere
dem ved hjaxlp af en reekke analy-
ser.

Den teoretiske del af specialet om-
handler dynaimske modeller, ogsa
kendt som state spece modeller. Op-
bygningen af den teoretiske del er
udformet saledes, at der forst intro-
duceres en simpel dynamisk lineaer
model (DLM) med Gaussiske forde-
linger. Dernzest introduceres den ge-
neraliserede linezere model (GLM),
som er en udvidelse af den lineere
model (LM) med Gassiske observa-
tioner. Ud fra disse to modeller ud-
ledes den dynamiske generaliserede
linezere model (DGLM). Udvidelsen
fra den DLM til den DGLM er til-
svarende udvidelsen fra den LM til
den GLM. Saledes har den DGLM,
ligesom den GLM, ikke ngdvendig-
vis Gaussiske fordelinger. For de
ovenstaende modeller, indfgres for-
skellige metoder til inferens.

Den teoretiske del af specialet er
illustreret dels ved nogle teoreti-
ske og simuleringsbaserede eksemp-
ler, og dels ved en dataanalyse. Da-
taanalysen handler om skizofreni-
tilfeelde, og er udarbejdet i samar-
bejde med Center for Registerforsk-
ning ved Aarhus Universitet. I data-
analyserne anvendes savel en GLM,
som en DGLM.







Forord

Det overordnede mal med dette speciale er, at evaluere visse statistiske te-
orier og metoder, samt illustrere dem ved hjelp af en rakke analyser. Der
har i specialet veeret lagt stor veegt pa samarbejdet med Center for Regi-
sterforskning ved Aarhus Universitet, hvor den praktiske del af specialet
er foregaet. Af fortrolighedsmeessige arsager ma data ikke tages med uden
for centeret, hvorved alle dataanalyser er udfgrt der, under vejledning af
lektor Rodrigo Labouriau. Da Center for Registerforskning anvender stati-
stikpakken SAS, er alle praktiske analyser lavet i dette program. Det har
af denne grund ikke vaere muligt, at anvende de beskrevne estimationsme-
toder, indfgrt af Durbin and Koopman [2000], men i stedet er anvendt de
metoder, som er implementeret i SAS pakken. Dog har jeg selv bla. imple-
menteret visse algoritmer i forbindelse med det udvidede Kalmanfilter med
iterationer for, at illustrere dele af teorien. Det er ikke oplagt, at anvende
de beskrevne dynamiske modeller pa de data, som er analyseret. Af paeda-
gogiske grunde, og for at illustrere den beskrevne teori, er det dog valgt, at
gore dette alligevel.

Forst i november maned har Sgren Lundbye-Christensen desvaerre mattet
sygemelde sig, og har dermed veeret ngd til, at traekke sig ud, som hovedvej-
leder pa specialet. Herefter har Thomas Scheike overtaget hovedvejlednin-
gen. Af denne grund er der to hovedvejledere tilknyttet specialet. Som det
fremgar af alle de mennesker der har varet sa sgde, at give mig en hand,
har dette dog givet nogle udemarkede samarbejder pa tveers.

Saetninger, definitioner, korollarer og metoder er nummereret fortlgbende
gennem hvert kapitel, mens ligninger har en egen nummerering gennem
hvert kapitel. Kildehenvisninger inde i teksten angives ved kilde [ar, evt.
henvisning] , mens kilder til citater er angivet ved [kilde, ar, evt. henvisning].
Hvis kildehenvisningen gives for et punktum, refererer den kun til den pa-
gaeldende satning, hvis den derimod gives efter et punktum, refererer den
til det pagaeldende afsnit.

Litteraturlisten er ordnet alfabetisk efter forfatterens efternavn.

Den notation som er benyttet i specialet, er opsummeret i appendix E.
Ord inde i teksten, der er henvist til fra stikordsregisteret, er markeret med
fed type.



vi

Under udarbejdelsen af dette speciale er der blevet udleveret en disposi-
tion der er stort set ens med dispositionen til Larsson [2001]. Desuden har
Larsson [2001] veeret anvendt som undervisningsmateriale i en studiekreds
i forbindelse med specialet. Jeg har derfor valgt, at citere alt hvad de stort
set viser pa samme made som jeg ville have gjort, og tage de ting med, hvor
jeg viser noget anderledes.

Jeg har valgt ikke at trykke de algoritmer jeg har bygget i forbindelse med
analyserne, da det ville fylde ganske betragteligt. Hvis nogen skulle gnske,
at se disse algoritmer igennem vil jeg dog meget gerne sende dem.

Jeg vil gerne rette en stor tak til Thomas Scheike for, at ville overtage vejled-
ningen af mit speciale sa sent i perioden, og for den gode vejledning han har
givet, Rodrigo Labouriau, fra Center for Registerforskning, for vejledning
i forbindelse med opholdet pa centeret, og til centerleder Preben Bo Mor-
tensen for, at give mig muligheden for, at skrive mit speciale i samarbejde
med Center for Registerforskning. Desuden har Bettina Kirk @Ogendahl, fra
Center for Registerforskning, veeret en god hjalp ved nogle ganske oply-
sende diskussioner omkring psykiatriske faktorer i skizofrenidiagnostisering,
og Claus Dethlefsen, fra Aalborg universitet, har vaeret i keerkommen hjalp,
til at finde fejlen i mit programmel. Sidst men ikke mindst vil jeg gerne takke
Sgren Lundbye-Christensen for en altid god og engageret vejledning.

Aalborg, Januar 2002

Bo Eskerod Madsen
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Indledning

De modeller der betragtes i dette speciale, er overvejende til, at analysere
processer der udvikler sig over tid. Data der er opsamlet i forbindelse med
sadanne processer betegnes longitudinelle data, eller tidsraekker, hvis
der kun er tale om en enkelt observation til hver tid. Da data for en proces
der udvikler sig over tid, typisk er serielt korrelerede, er de klassiske mo-
deller for ukorrelerede data, ikke passende til beskrivelse af longitudinelle
data. Istedet kan anvendes dynamiske modeller.

De dynamiske modeller, som introduceres i dette speciale, betegnes i dele
af litteraturen state space modeller. Disse modeller er opdelt, saledes at
der er en observationsligning og en systemligning. Observationslignin-
gen beskriver hvorledes observationerne er fordelt, ud fra nogle stokastiske
dynamiske parametre. Deres udvikling over tid beskrives ved den tilhgrende
systemligning. Saledes kan strukturen for de beskrevne dynamiske modeller
opfattes, som om der hele tiden kgrer en stokastisk underliggende latent
proces. Til en given tid traekkes der en tilstandsvektor ud af denne la-
tente proces. Ud fra tilstandsvektoren bestemmes de stokastiske parametre,
som indgar i observationsligningen, hvorved der findes en fordeling af de
observationer der foretages, til den givne tid. Ofte vil det vaere interessant,
at kende den underliggende latente proces. Derfor beskaftiger en stor del af
de metoder, som prasenteres i dette speciale, sig da ogsa med estimation af
denne latente proces.

For at kende forskel mellem de stokastiske og de ikke stokastiske parametre
i modellerne, betegnes de ikke stokastiske parametre hyperparametre.

Inferens for dynamiske modeller indeholder fplgende punkter.

Estimation af den latente proces er at bestemme den latente proces.
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Dvs. tilstandsvektorerne der hgrer til de stokastiske parametre i mo-
dellen.

Estimation af ukendte hyperparametre er, at bestemme ukendte ikke
stokastiske parametre i modellen.

Hypotesetest
Modelkontrol.

Der er udviklet mange metoder til estimation af savel den latente proces,
som ukendte hyperparametre, hvorimod hypotesetest for stokastiske dyna-
miske parametre, samt modelkontrol er et mere uudforsket omrade.

For at estimere den latente proces anvendes, til tiden ¢, fglgende tre begre-
ber.

Filtrering. Dette er, at estimere den latente proces til tiden ¢.

Preediktion. Dette er, at estimere den latente proces, og observationspro-
cessen, senere end til tiden ¢.

Udglatning. Dette er, at estimere den latente proces op til tiden t.

De data der skal analyseres udggres af to tidsraekker, hvoraf det kun er
den ene tidsraekke, som de praesenterede dynamiske modeller kan anvendes
for. Af denne grund introduceres de teoretiske metoder i dette speciale for
tidsraekker, dvs. univariate observationer.

I den teoretiske del, af specialet, introduceres forst den dynamiske linezere
model (DLM), hvor fordelingerne i observationsligningen og systemlignin-
gen er Gaussiske. Dernast introduceres den generaliserede linesere model
(GLM), som er en udvidelse af den linezere model (LM) med Gaussisk for-
deling. Principperne for udvidelsen fra den LM til den GLM anvendes her-
efter til, at udvide den DLM til den dynamiske generaliserede linezre model
(DGLM). I denne model gaelder at fordelingerne, ligesom i den GLM, ikke
ngdvendigvis er Gaussiske.

Under de respektive modeller indfgres metoder til estimeres den latente
proces. Efter introduktionen af modellerne indfgres alternative metoder til
estimering af den latente proces, samt estimering af ukendte hyperpara-
metre. Disse metoder bygger pa importance sampling, og er introduceret i
Durbin and Koopman [2000].

Af tidsmaessige arsager er hypotesetest for stokastiske dynamiske parametre,
og modelkontrol for dynamiske modeller ikke behandlet i dette speciale.
Der anvendes dog visse testmetoder for ikke dynamiske parametre. Disse



metoder hgrer dog ikke decideret til dynamiske modeller, men snarer til
statiske modeller.

Den teoretiske del af specialet er illustreret dels ved nogle teoretiske og
simuleringsbaserede eksempler, og dels ved en dataanalyse. Dataanalysen
handler om skizofrenitilfeelde, og er udarbejdet i samarbejde med Center
for Registerforskning ved Aarhus Universitet. I dataanalyserne anvendes
savel en generaliseret linezer model, som en dynamisk generaliseret lineser
model.

Resumé

Specialet er inddelt i fire dele om henholdsvis teori, illustrerende eksemp-
ler til teorien, anvendelse af teorien og til sidst appendiks, som omhandler
forskelligt baggrundsinformation. De fire dele er beskrevet i det fglgende.

Del 1. Teori

Denne del indeholder den teoretiske baggrund for specialet.

I kapitel 2 gives en introduktion til dynamiske linesere modeller, og der prae-
senteres eksakte metoder til estimering af den latente proces. Der behandles
filtrering, praediktion og udglatning ved hjalp af Kalmanfilteret.

I kapitel 3 gives en introduktion til generaliserede linezere modeller. Der
praesenteres metoder til estimation, hypotesetest, samt modelkontrol.

I kapitel 4 preesenteres dynamiske generaliserede lineare modeller. Disse
modeller behandles generelt, og i et specialtilfaelde, hvor systemligningen
er Gaussisk. Der gennemgaes i begge tilfeelde approksimative metoder til
filtrering.

I kapitel 5 praesenteres estimering baseret pa importancesampling. Dette kan
anvendes til bla. at estimere den latente proces, og ukendte hyperparametre.

Del II. Illustrerende eksempler

Denne del indeholder illustrerende eksempler til den teori, som er prasen-
teret i forste del.

I kapitel 6 illustreres den DGLM for henholdsvis poissonfordelte observa-
tioner og binomialfordelte observationer. For begge fordelinger illustreres
hvorledes den generelle teori kommer til at se ud, for den DGLM med del-
vist specificeret systemligning, og den DGLM med Gaussisk systemligning.
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Desuden gennemgas et simuleringsbaseret eksempel for den DGLM med
binomialfordelte observationer og Gaussisk systemligning.

Del III. Anvendelse

Anvendelsen af teorien er illustreret ved behandling af et dataseet om skizof-
renitilfaelde i Danmark. Dataanalysen er udfgrt i samarbejde med Center for
Registerforskning ved Aarhus Universitet. I behandlingen gnskes en analyse
af, hvorvidt fgdselsmaneden og fgdselsaret har indvirkning pa sandsynlighe-
den for at fa tidlig skizofreni. Der analyseres data for personer fgdt i arene
1955 til 1973.

I kapitel 7 gennemgaes baggrunden for dataanalysen, og der gives en kort in-
troduktion til diagnosen for skizofreni, samt mulige faktorer der kan taenkes,
at have indvirkning péa skizofrenifrekvensen.

I kapitel 8 analyseres data pa basis af den GLM. Her anvendes forskellige
metoder, til at undersgge mulige aftheengighedsstrukturer i data.

I kapitel 9 analyseres data pa basis af den DGLM med Gaussisk systemlig-
ning.

Kapitel 10 indeholder en opsummering af den samlede dataanalyse, samt en
videre diskussion af analyseresultaterne.

Del IV. Appendiks

Denne del indeholder en maengde resultater, som anvendes i de andre dele
af specialet.

Appendiks A indeholder en introduktion til poissonfordelingen og binomi-
alfordelingen. Desuden indeholder det en mangde anvendte egenskaber i
forbindelse med disse fordelinger.

Appendiks B indeholder en introduktion til profil likelihoodfunktioner, samt
en meget kort introduktion til likelihoodfunktioner.

Appendiks C indeholder en gennemgang af de betegnelser der anvendes i
analysetabellerne i anvendelsesdelen.

Appendiks D indeholder sztninger, som ikke passer ind under de andre
appendiks.

Det sidste er appendiks E, der indeholder en gennemgang af den notation,
som er anvendt i dette speciale.



Overordnet

Opbygningen af specialet er illustreret i figur 1.1. Denne figur illustrerer
hvorledes de enkelte elementer i specialet heenger sammen. Det skal specielt
bemsaerkes, at elementet indeholdene videre inferens ikke leder videre til
andre dele. Dette skyldes, at der ikke har veere mulighed for, at implementere
algoritmerne i forbindelse med dataanalyserne. Emnet er dog behandlet
alligevel, da det er repraesentativt for den type metoder, der arbejdes med
at udvikle i denne computeralder.

DGLM
Videre
inferens
Illustrerende
eksempler Anvendelse

Figur 1.1: Opbygningen af specialet. Boksene illustrer elementerne, mens pilene
illustrerer sammenhangene.
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Dynamiske
lineaere
modeller

Dette kapitel indeholder en introduktion til den dynamiske linesere model
(DLM). Dette er en dynamisk model med Gaussisk systemligning og obser-
vationsligning.

Da denne model har nogle gode beregningsmaessige egenskaber, tages der
udgangspunkt i den for, at indfgre mere avancerede modeller. Der introduce-
res ganske kort metoder til estimering af den latente proces. Disse metoder
er bla. indfgrt af Kalman, og betegnes dermed Kalmanfiltrering, Kalman-
praediktion og Kalmanudglatning.

Da [Larsson, 2001] har vist saetningerne rimelig korrekt efter West and Har-
rison [1997], undlades beviserne her. Istedet refereres direkte til West and
Harrison [1997], hvor beviserne er nydeligt gennemgaet. Dette kapitel skal
dermed ikke ses som en ny gennemgang af teorien, men blot en praesentation
af den, til senere brug.

2.1 Modellen

For at introducere den DLM, skal informationen fgrst defineres.
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Definition 2.1 (Informationen Dy)

Lad Dy betegne begyndelsesinformationen til en dynamisk model for
serien {Y;} = {Y1,...,Y,}. Starrelsen Dy er da alt relevant information til
tiden t = 0, dvs. den f.eks. indeholder kendte hyperparametre.

For ethvert t > 0 betegner D, informationen, som er en kombinationen af
begyndelsesinformationen og realisationerne af Y1, ...,Y;. Dvs. Dy er infor-
mationen bestaende af Di_1 0g y;. A

Ideen i den DLM er, som i alle dynamiske modeller, at betragte {Y;} som en
serie observationer med stokastiske, dynamiske regressionsparametre {6,}.
Herved kommer {Y;} til, at optreede som en observationsproces, relateret til
en underliggende latent proces {60, }. For hvert tidstrin ¢ tilfgjes en stokastisk
udviklingsvariation w; til tilstandsvektoren 6; i den latente proces,
hvorved denne udvikler sig som en fgrste ordens Markovkaede. Hver gang
der observeres, indgar ligeledes en stokastisk observationsvariation v; i
observationen Y;, hvorved denne bliver stokastisk, i relation til den latente
proces. Den DLM er givet jvf. West and Harrison [1997, s. 102], som fplger.

Definition 2.2 (Den DLM)
Lad der til enhver tid t € 7, vaere givet fplgende hyperparametre.

e F; som er en kendt n-dimensional dynamisk regressionsvektor.
e G4, som er en kendt n X n evolutionsmatrix.
e 1}, som er en kendt positiv observationsvarians.

e W, som er en kendt positiv definit n X n evolutionscovariansmatrix.

For hvert t € Z er den DLM, for observationerne {Y;} og de n-dimensionale
stokastiske parametervektorer {0;}, defineret ved

Observationsligning: Y = F1o, + v, v ~ N(0,V;),
Systemligning: 0, = Gi0; 1 + wy, wi ~ Np(0, W),

Begyndelsesbetingelse: (09| Dy) ~ Np(myg, C),
for givne veerdier af mg og Cl.

Der galder endvidere, at (Y;|0;) er uathengig af Y1, ...,Y;—1,Yeit1,..., Yy,
01,...,0: 1,0:11,...,0,, at Y; kun athaenger af 0; gennem \;, samt at
Vi, ..., Up,W1,...,w;, (00|Do) er uathengige. A

Bemaerk at begyndelsesbetingelsen praesenterer viden om tilstandsvektoren
6y inden der foretages observationer. Begyndelsesinformationen Dy i den
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DLM er dermed givet ved Fy, G, Vi, Wy, mg og Co}. Hvis der ikke
foreligger nogen information, hvor ud fra middelveerdivektoren og covari-
ansmatricen til £ = 0 kan angives, anvendes ofte my = 0 og Cy = &I, hvor
K er en stor konstant, f.eks. Kk = 10 [Dethlefsen, 2001, s. 12].

Storrelsen A\ = FtT 0, vil blive betegnet signalet, da det er dette man ville
observere, hvis der ikke var nogen observationsstaj v;.

Strukturen af afheengighed i de praesenterede dynamiske modeller, kan be-
skrives mere overskueligt ved en korrelationsgraf. En sadanne graf er givet
ud fra West and Harrison [1997, s. 98]. Grafen opbygges saledes, at et punkt
angiver en stokastisk variabel, og en linje angiver afheengighed mellem to
stokastiske variabler. Hvis der betinges med en stokastisk variabel, brydes
afhaengigheden i dette punkt i grafen. Herved angives betinget uathangig-
hed.

Lad f.eks. X1, X5, X3 og X4 veere stokastiske variabler, og lad korrelations-
grafen for dem givet ved figur 2.1.

X X X3

Xy

Figur 2.1: Korrelationsgraf for X, X5, X3 og Xj.

Tolkningen af grafen er, at X7, X3 og Xy er betinget uafthaengige, givet Xs.

Ud fra det ovenstaende princip kan athaengigheden i den DLM karakteriseres
ved korrelationsgrafen i figur 2.2.

0o 0, 0 0:1 06, 0: 11
Y S S— o— o —— { ] o—
| | | | |
° . S ° ° °
Y Y, Yii Y Vit

Figur 2.2: Korrelationsgraf for den DLM.

Ud af denne ses, at den latente proces opfgrer sig som en forste ordens
Markovkaede, og at Y; kun afthaenger af de andre elementer gennem ;.
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2.2 Kalmanfilteret

Dette afsnit omhandler estimering af den latente proces, samt praediktion
af observationsprocessen. Metoderne der anvendes er fgrst introduceret i
bla. Thiele [1880] (se endvidere Lauritzen [1981]), men metoderne blev fprst
anvendt generelt efter, at vare blevet introduceret af Kalman i Kalman
[1960] og Kalman [1963]. Metoderne er, som fglger.

Kalmanfiltrering : Dette er, at estimere tilstandsvektoren 8; til tiden t.
Kalmanprasediktion: Dette er, at estimere den latente proces {6},

og observationsprocessen {Y;}, senere end til tiden t.
Kalmanudglatning: Dette er, at estimere den latente proces {6;}

op til tiden ¢.

I de metoder som preesenteres i dette kapitel, antages at Fy, G, V;, W, Cy
og myg i den DLM, er kendte. I mange tilfaelde kan de dog afhaenge af ukendte
hyperparametre 1, som skal estimeres. Metoder til estimation af sddanne
ukendte hyperparametre vil blive gennemgaet i kapitel 5.

2.2.1 Kalmanfilteret

Kalmanfilteret giver den betingede fordeling af tilstandsvektoren 6,, givet
alt relevant information D; til tiden ¢, i den DLM. Filteret er formuleret
som en metode til at opdatere fordelingerne i systemligningen og observa-
tionsligningen, hver gang der foretages en ny observation.

Seetning 2.3 (Kalmanfilteret)
Opdateringen i den den DLM, er givet ved fplgende punkter.

(a) A posteriori til tid ¢ — 1:
(01—1|Dt—1) ~ Np(my—1,C-1),

hvor m;_1 og C;_; er kendte funktioner af Dy_; .

(b) A priori til tid ¢:

(0| Di—1) ~ Np(Gimyi—1,GC_1Gy + Wy).
—_—— _

at Rt

(c) 1-trinspraediktion:

(Yi|Ds 1) ~ Ni(Fia, F{ R Fy 4+ V}).
ft Q¢
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(d) A posteriori til tid ¢:

A e
t 1 t T
(0:|D¢) ~ Np(ar + ReFQy (v — ft)j;Rt - AtQtAtl)-
my 5t

[West and Harrison, 1997, s. 103-105].

Hvis observationerne foretages lobende, kan Kalmanpraediktion anvendes til,
at estimere veerdien af tilstandsvektoren, og observationerne ud i fremtiden.
Hvis man til tiden ¢ gerne vil estimere vaerdierne til tiden ¢t + k, kan disse,
jvi. West and Harrison [1997, s. 106-107], findes ved Kalmanpreediktion.
Her er ligningerne for praediktion af observationen og tilstandsvektoren til
tiden t + k givet rekursivt ved

(a) Tilstandsvektorfordelingen:

(B1141D0) ~ N Grnau(k = 1), Graw Ryl = DG + Wiy ),

"

a:(k) R (k)

med startveerdier a;(0) = m; og R:(0) = C,.
(b) Praediktionsfordelingen:

(Yeyn|Dg) ~ N(F15T+kat(k)aFtT+th(k)Ft+k + Vt+k)-

e v

fi(k) Q¢ (k)

2.2.2 Kalmanudglatning

I Kalmanfilteret estimeres den latente proces til tiden ¢, ud fra de informa-
tioner man har til denne tid. Dette estimat anvender saledes de observatio-
ner der foreligger op til og med tiden t. Efter at have observeret en serie
af data y1,...,y,, kan der opnas et bedre estimat for den latente proces
til en given tid ¢ < r ved, at basere estimatet pa alle observationerne for
t=1,...,r. Dette kan, som navnt, ggres ved, at anvende Kalmanfiltrering
rekursivt fremad i tiden, og derefter anvende Kalmanudglatning rekursivt
bagud i tiden.

Ideen i Kalmanudglatteren er, at korrigere Kalmanfilterets forudsigelser af
hvorledes systemet burde opfgre sig, med hvad der sa er observeret. Kalma-
nudglatteren er praesenteret i West and Harrison [1997, s. 113-115], men i



14 2. Dynamiske linezere modeller

dette speciale er dog anvendt notationen fra Kalmanfilteret. En tilsvarende
notation er anvendt i Larsson [2001] og Dethlefsen [2001].

Szetning 2.4 (Kalmanudglatning)

Lad By = C:G{, R, r,t € Zy ogt < r i den DLM. Den udglattede
fordeling af tilstandsvektoren til tiden t givet informationen til tiden r, er
da givet rekursivt ved

(6:|D,) ~ Nn(znt + By (M1 — at+12; C:+ B; (ét+1 - Rt+1) BtT);
e ) pg .

o

med startvaerdierne m, = m, og 6‘,, =C,.

[West and Harrison, 1997, s. 114-115].



Generaliserede
linezere
modeller

I dette kapitel gives en introduktion til den generaliserede linesere model
(GLM) indfert af Nelder and Wedderburn [1972]. En mere dybdegaende
beskrivelse af den GLM er bla. givet i Dobson [1990] og McCullagh and
Nelder [1989].

3.1 Den GLM

Den GLM kan betragtes som en udvidelse af den linesere model med Gaus-
sisk fordeling. Denne model betegnes i dette speciale den lineare model
(LM).

Udvidelsen af den LM til den GLM bestar i, at de uathaengige observationer
ikke ngdvendigvis er normalfordelte, men opfylder fglgende model.

Definition 3.1 (Den GLM )
LadY = [Y1,...,Y.]" veere en vektor af uathzengige stokastiske variabler,
der fplger en fordeling med taethedsfunktion pa formen

f Wil V) = exp (”fﬁ)(") n c(yi,v’)) , (3.1)

15
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fori =1,...,r. Der gaelder, at a;(-), b(-) og c(+, ), er kendte reelle funktioner,
7; er en ukendt naturlig parameter, og V er en evt. ukendt dispersions-
parameter.

Lad der endvidere eksistere en lineser prediktor A, som er en linearkom-
bination af p forklarende variabler. Hvis x; er den p-dimensionale vektor,
som udggr vaerdierne af de forklarende variabler til den i’te observation, er

hvor B = [Bi,...,B,]" er en ukendt vektor af regressionsparametre.
Hvis o7, ..., x; indsettes som rackker i en nxp designmatrix X, kan A
udtrykkes ved

A= Xg0.

Sammenheengen mellem (3.1), og den linezre preediktor i (3.2), er givet ved

9(i) = Ni (3.3)
hvor p; = E[Y;], fori=1,...,r, og g(-) er en kendt monoton og differenti-
abel link funktion. A

Det skal bemerkes, at funktionen b(-) fra den ovenstaende definition kaldes
kumulantfunktionen, samt at funktionerne a;(-), b(-) og c(-, -) ikke veelges
arbitreert, men skal opfylde kravene i det nedenstaende.

NOTE: En tathedsfunktionen givet pa formen i (3.1), betegnes en taetheds-
funktion pa eksponentiel form, i dette speciale. A

Ud af den ovenstaende definition kan visse egenskaber for den GLM udledes.
For at gore dette indfgres forst fglgende definition.

Definition 3.2 (Kumulantfrembringende funktion )
Den kumulantfrembringende funktion K (t) af en stokastisk variabel Y, er
defineret ved

K(t) =In(M(t)),

hvor
M(t) = E[exp (t1)]

er den momentfrembringende funktion. A

Ved anvendelse af at (3.1) er en teethed opnas, at

Ki(t) = ai(V)'[b(tai(V') + i) — b(n:)].
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Ud fra generel teori for kumulantfrembringende funktioner, kan middelvaer-
dien findes ved den fgrste afledede af K (t) evalueret i nul, og variansen kan
findes ved den anden afledede af K (¢) evalueret i nul. Dvs.

pi = K;(0) = b'(m:) (3.4)
Og .
Var [Y;] = K; (0) = a;(V)b" (n;). (3.5)

Fra det ovenstaende kaldes b (1;) variansfunktionen, og betegnes, som en
funktion af u; ved V(p;).

3.1.1 Linkfunktioner

Linkfunktionen fra (3.3) kan ikke veere en arbitreer funktion, da den skal
afbillede veerdimaengden for p; pa definitionsmeengden for A;. Dette gor, at
der normalt kun er nogle fa linkfunktioner knyttet til en given fordeling.
En speciel linkfunktion, som giver nogle matematisk simplere beregninger,
er den kanoniske linkfunktion, der er defineret, som fglger.

Definition 3.3 (Kanonisk linkfunktion)
Hvis linkfunktionen er givet ved definition 3.1, er den kanoniske linkfunktion
den link der opfylder, at n; = \;, for alle i. A

Af (3.4) ses, at den kanoniske linkfunktion er givet ved \; = g(p;) = b'~"(ps).

3.1.2 Opsummering

Karakteristika for nogle ofte anvendte GLM’er er opsummeret i tabel 3.1.2.

3.2 Inferens for den GLM

Inferens for den GLM omfatter estimation af regressionsparametrene
Bi,-..,Bp og dispersionsparameteren V', hypotesetest, samt modelkontrol.
Dette afsnit indeholder blot en kort gennemgang af metoderne. En mere
detaljeret gennemgang findes bla. i McCullagh and Nelder [1989, afs. 2.5]
og Dobson [1990, kap. 4-5].
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Gaussisk Poisson | Binomial Gamma
Notation N(u,0?) Poi(u) | Bi(r,p)/r Gamma (o, a/p)
1
Definitionsmeengden for y | (—o0, 00) 0(1)o0 or (0, 00)
T
Dispersionsparameter: V | o2 1 1/r at
Kumulantfunktion: b(n) n*/2 exp(n) | In(1+exp(n)) | —ln(—n)
1 2
c(y,V) ~3 <y7 +1n (27TV)) —In(y") ln((r’;)) aln(ay) —In(y) — In(T (a))
exp (1) 1
u(n) =E[Y|n] (=0b'(n 1 exp(n) | m—m————~— | —=
(1) = E[Y|n] (= ¥ (n) ) | el |
Kanonisk linkfunktion identitet In() logit (+) reciprok
Variansfunktion: V(u) 1 1 w(l—p) >

Tabel 3.1: Karakteristika for nogle univariate fordelinger fra den GLM, opsummeret ud fra McCullagh and Nelder [1989,

Tabel 2.1].
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3.2.1 Estimation

De folgende estimater bygger pa log-likelihoodfunktionen (se appendiks B
for en kort introduktion)

B|y Zln yz|7h: )7

og findes ved hjxlp af Newton-Raphson metoden eller Fisher’s scor-
ings metode.

Til at indfgre disse metoder anvendes fglgende definition.

Definition 3.4 (Scorefunktionen)
Lad Y vare en stokastisk vektor, som athaenger af parametervektoren 3, sa
log-likelihoodfunktionen for Y er givet ved I (B|y). Scorefunktionen S (/3)
er da defineret ved

al(Bly)

@) =53

A

Ved at se pa

MLE f for B findes ved at lgse scoreligningen S (B) =
3.5) o (3 2) giver, at

den j’te komponent S; (8), og ved at observere at (
Opi/On; = V(p;) og OXi/0B; = x;; opnas, at

ol (Bly)
S; =
_ Z al :6|yz
0B,

Z ol ( ,8|yz On; Opi ON;

B Oni  Oui ON; OB,

_ Z Yi — i 1 o

= - ij
= ai(V) V(Mi)g (i)

= @i {Var [Yi]g' ()} "(vi — i),
i=1

for j = 1,...,p. For at lgse scoreligningen er det normalt ngdvendigt, at

anvende iterative metoder. Dvs. Newton-Raphson metoden eller Fisher’s
scorings metode.



20 3. Generaliserede linezere modeller

Opdatering i Newton-Rapson metoden

Lad B(m) veere den m’te approksimation af ,[3 i Newton-Raphson metoden.
Ved en fgrste ordens Taylorudvikling af S (B) omkring B(m) opnas, at

~(m)
s(3) = () + 207 (o,

Lgsningen B opnas for S (,3) = 0, hvilket medfgrer, at

_g (B(m)) ~H (B(m)) (B _B(m)) 7
hvor den stokastiske matrix

- (m)
n(s)-200)

kaldes Hessian matricen.

Under antagelse af at Hessian matricen er reguleer, opnas det folgende re-
kursive trin i algoritmen ved

B(m—i-l) _ B(m) g (B(m)) S (B(m)) '

Denne algoritme gentages, ind til afstanden mellem [3(m) og B(m+1) er til-
strackkelig lille.
NoTE: Algoritmen er ikke ngdvendigvis konvergent. A

Fisher’s scorings metode

Ud fra Newton-Raphson metoden fremkommer Fisher’s scorings metode di-
rekte ved, at erstatte Hessian matricen med dens middelveerdi. I litteraturen

anvendes ofte
£(57) = 5[ (5], o1

som kaldes informations matricen. Iterationerne er her givet ved

~ (m+1)

3 _ B(m) LT (B(m)) S (B(m)) 7 (3.8)
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som ofte er lettere at handtere beregningsmeessigt end Newton-Raphson
metoden.

NoTe: Hvis g(-) er den kanoniske link bliver Hessian matricen lig med
den negative informationsmatrix, saledes at Newton-Raphson metoden og
Fisher’s scorings metode giver den samme algoritme. A

NoTE: Det skal bemeerkes, at hvis a;(-) er en arbitraer funktion, og V er
ukendt, kan algoritmen fejle. Hvis a;(V') derimod er pé formen
|4
(V) = —,
ai(V) m
hvor m; er kendte vaegte for i = 1,...,r, gar V ud i (3.8), hvorved 8 kan
estimeres uden at kende V. A

NOTE: Som startvaerdi til algoritmen kan f1, = y normalt anvendes, men
det er ngdvendigt at kontrollere, at der ikke herved fremkommer udefinerede
elementer, som for eksempel In (0). A

Estimation af V
For at estimere V indferes forst definitionen af deviansen.

Definition 3.5 (Deviansen)

Lad'Y vaere en stokastisk vektor, som er antaget at tilhgre den GLM med
a;(V) = V/m;, hvor m; er kendt fori = 1,...,r. Lad endvidere E[Y] = p.
Deviansen D(y|p) for givne veerdier af p og y er da defineret ved

D(ylw) =2V (1 (yly) ~ L (uly) ).
A

Tagttag at for en normalfordeling med identitetslinkfunktion, og p parame-
tre, er deviansen D(y|p) lig residualkvadratsummen, og dispersionsparame-
teren V er lig variansen, hvorved D(y|un)/V ~ x?(r — p). Ud fra dette op-
nas, under generelle regularitetsbetingelser beskrevet i Venables and Ripley
[1997, s. 127], at

.~ D

v — Dlw)

r—p

approksimativt er et centralt estimat for V i den GLM.
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3.2.2 Hypotesetest

Hypotesetest behandles ud fra to metoder. Den fgrste er baseret pa devian-
sen, hvorfor den ikke kan anvendes i de tilfselde hvor deviansen ikke kendes.
Af denne grund indfgres endvidere en metode baseret pa Wald’s statistik,
som kan anvendes i andre tilfaelde.

Hypotesetest baseret pa deviansen

Antag at My er en basal GLM, som er fundet acceptabel til at beskrive
data. For at reducere antallet af regressionsparametre i denne model, kan
der anvendes test baseret pa deviansen.

Lad My veere en model med p parametre, og lad M; veere en undermodel af
My med q < p parametre. Lad endvidere deviansen til M; have notationen
D;.

Den reduktion der sker i deviansen, i kraft af at My anvendes i stedet for
M, kan under svage regularitetsbetingelser approksimeres godt ved

(D1 — Do) ~Vx*(p — q) (3.9)

[Lindsey, 1997, s. 212-214]. Se endvidere Fahrmeir and Tutz [1994, s. 48] og
McCullagh and Nelder [1989, s. 119] for yderligere diskussioner.

Ud fra (3.9), opnas herved, at en hypotese
H,: M, er korrekt,

kan testes under hypotesen

Hy: My er korrekt.

Hvis dispersionsparameteren V' er kendt, kan der pa grundlag af (3.9) laves
en x2-test af H; under Hy.

Hvis derimod V er ukendt, og der er r observationer, kan der pa grundlag
af (3.9), opnas F-statistikken

D; — Do

_pb—q _ _
Dy F(p—q,7—p)

r—p
til at teste Hy; under Hy.

NoOTE: De ovenstaende statistikker kan endvidere anvendes til, at lave kon-
fidensintervaller for parameterestimater. A
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Hypotesetest baseret pa Wald’s statistik

En anden anvendt metode til hypotesetest er Wald’s test. Denne test kan
anvendes til at teste linezere hypoteser. Dvs. hypoteser af formen

Bj =0,

hvor B8 = [f1,...,Bp]" er parametervektoren, og B er en konstant k X p
matrix, af rang k, som angiver hypotesen. Hvis hypotesen f.eks. er, at 51 =0
er B=1[1,0,...,0].

Lad estimatet for parametervektoren vaere givet ved

BN (8,9B),

A

hvor J(B) er reguler.
Hvis Y ~ N (0,X), hvor ¥ er reguleer, gaelder jvf. Seber [1984, s. 16], at

Y'SY ~ (k)

hvorved Wald’s statistik kan opstilles ved
AT ~ -1 ~ .
B'B" (BI'(B)B") BB~x(k).

NoTE: Hvis [3 er opnaet ved maksimum likelihoodestimation, er den ap-
proksimative normalfordeling, af 3, givet ved (B.1). A

Ud fra Wald’s statistik kan der herved laves x2-test af linezere hypoteser ud
fra samme princip, som hypotesetest baseret pa deviansen.
En dybere indfgring i Wald’s test er bla. givet i Fahrmeir and Tutz [2001].

Her diskuteres endvidere approksimationer af fordelingen af B, under andre
estimationsmetoder end maksimum likelihood.

3.2.3 Modelkontrol

For at lave modelkontrol for den GLM, kan der anvendes residualplots,
ligesom ved den LM. Nogle af de residualer der ofte anvendes, er Pearson-
residualerne (r(?)), og deviansresidualerne (r(?)), som er defineret nedenfor.

Definition 3.6 (Pearsonresidualet)
Pearsonresidualet er givet ved
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hvor y; er en observation, p; er middelveerdien, og V(-) er variansfunktionen,
fori=1,...,r. A

Definition 3.7 (Deviansresidualet)
Lad der vezre r observationer, og lad d; vere givet siledes, at D(y|p) =
>-i_, d;. Deviansresidualet er da givet ved

rD = sign(y; — pi)V/ds,

hvor sign(-) angiver fortegnet af det givne udtryk, fori =1,...,r. A

Andre former for modelkontrol bestar i, at anvende metoder fra analyse af
tidsraekker til, at analysere residualerne for f.eks. serielle korrelationer.



Dynamiske
generaliserede
linesere
modeller

I dette kapitel indfgres den dynamiske generaliserede linezxre model
(DGLM). Den DGLM kan dels opfattes som en udvidelse af den DLM, til at
omfatte observationer fra en fordeling med teethedsfunktion pa samme form,
som i den GLM. Dels kan den opfattes, som en udvidelse af den GLM, til
en model med stokastiske parametre givet ud fra en proces, der udvikler sig
som en forste ordens markovksede. Dette gor, at den DGLM kan betragtes,
som varende en feelles overbygning pa de to modeller der er introduceret
indtil videre.

Sammen med den DGLM gennemgaes endvidere approksimative metoder
til estimation af den latente proces, for den DGLM.

En mere dybdegaende beskrivelse af den DGLM er bla. givet i West et al.
[1985] og West and Harrison [1997, kap. 14], mens en mere dybdegaende
beskrivelse af et specialtilfaelde af den DGLM, hvor fordelingen i system-
ligningen er Gaussisk, bla. er givet i Fahrmeir and Tutz [2001]. En mere
detaljeret gennemgang af teorien er bla. givet i Larsson [2001]. Her gennem-

25
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gaes teorien nogenlunde korrekt for den samme generelle DGLM som her,
men dog i et specialtilfaelde med kanonisk link, og dispersionsparameter lig
en, for den DGLM, hvor fordelingen i systemligningen er Gaussisk. En mere
generel, men mindre detaljeret gennemgang er at finde i Dethlefsen [2001].

4.1 Modelopstilling

For at kende forskel pa den GLM og den DGLM, defineres den DGLM
som en GLM med stokastiske, dynamiske parametre, men med rakker i de-
signmatricen givet ved F;, og dynamiske stokastiske parametre ;. Herved

bliver notationen for den DGLM ogsa i overensstemmelse med notationen
for den DLM.

Den DGLM defineres jvf. gennemgangen i West et al. [1985], som falger.

Definition 4.1 (Den DGLM)

Lad F; veere en n-dimensional vektor, Gy veere en n X n matrix, og Wy
vare en n X n covariansmatrix for t = 1,... r. Det antages, at Fy, Gy og
W, er kendte eventuelt pa naer en vektor ¥ af ukendte hyperparametre.

Lad observationerne {Y;} vaere stokastiske variabler der fplger en fordeling
med taethedsfunktion pa formen

F ot V) = exp (20 ey 1)) (4.1)

fort =1,...,r. Der gaelder, at a(-), b(-) og c(-, ), er kendte reelle funktioner,
1; er en ukendt naturlig parameter, og V; er en kendt dispersionspa-
rameter.

Lad der endvidere eksistere et signal ¢, som er givet ved
At = F}0,, (4.2)

hvor 6; er en n-dimensional stokastisk parametervektor, der udvikler sig
som en forsteordens Markovksede, for t = 1,...,r. Herved beskrives den
latente proces ved systemligningen

0: =G0 +wi, wp ~ [0, W], (4.3)

hvor [my, M ] angiver, at fordelingen er delvist specificeret ved forste mo-
ment my, og andet moment M.

Begyndelsesbetingelsen for den latente proces, er givet ved

(60| Do) ~ [my, Co].
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Sammenhaengen mellem (4.1), og den linezxre praediktor (4.2), er givet ved

9(pe) = At (4.4)

hvor uyy = E[Yy], fort =1,...,r, og g(-) er en kendt monoton og differenti-
abel link funktion.

Der gealder endvidere, at (Y;|0;) er uathengig af Y1,...,Y;—1,Yi1,...,Y,,
01,...,0¢ 1,0,11,...,0,, at Y; kun afthaenger af 0; gennem \; samt, at
wi,...,w,, (00|Do) er uathengige. A

NOTE: Det skal bemaerkes, at der i den DGLM anvendes a(V;), i modsaeting
til den tilsvarende a;(V') fra den GLM. Denne omskrivning anvendes, da den
passer bedre ind i den nye modelopsatning. Den er blot et specialtilfeelde
af funktionen fra den GLM, da V; er antaget at veere kendt i den DGLM.

For at lette notationen anvendes ofte betegnelsen ¢y = 1/a(V;). A

Ligesom ved den DLM kan atheengighedsstrukturene ved den DGLM karak-
teriseres ved en korrelationsgraf. Dette er gjort i figur 4.1, hvor af det ses, at
den eneste forskel i strukturene for den DLM og den DGLM er, at signalet
nu er indskudt i figuren.

0o 0, 0> 01 0; 0111
[ *— o— .- —e ° e
| | | | |
o)\ oy - o\ 1 e\ o1
| | | | |
[ ] [ ] L [ ] [ ] [ ]
i % You Y, Yin

Figur 4.1: Korrelationsgraf for den DGLM.

4.2 Filtrering

For at estimere den latente proces indfgres ligesom ved den DLM et filter.
Dette filter bygger pa konjugeret analyse og linezer Bayesiansk estimering.
Det er introduceret i West et al. [1985], og kerer efter en lidt anden strategi
end Kalmanfilteret.

Metoden til at vise filteret for den DGLM bygger basalt pa to ting. Den
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forste er, at anvende konjugeret analyse til, at approksimere fordelingen af
den naturlige parameter. Konjugeret analyse gar ud pa, at finde en passende
fordeling, saledes at opdateringen i filteret kan foretages udelukkende ved,
at opdatere parametrene i fordelingen.

Det andet er, at anvende linezer Bayesiansk estimereing til, at approksimere
a posteriorifordelingen af 8;. Dette bygger pa antagelsen, at middelvaerdien
af 8; er givet ved en linezr transformation og forskydning af \;. Estimatet
for middelveerdien og variansen af 6;, kan heraf findes ved at minimere
middelkvadratfejlen af estimatet.

Under anvendelse af de ovenstaende approksimationer, kan filteret for den
DGLM gennemgaes pa samme made som Kalmanfilteret. Opdateringen bli-
ver herved givet ud fra de fglgende trin.

A posteriori til tiden t — 1
I opdateringen tages udgangspunkt i, at
(0i—1|D¢—1) ~ [my—1,C1],

hvor m;_; og C;_; er kendte funktioner af D;_;.

A priorifordelingerne

Lige som i Kalmanfilteret findes a priorifordelingerne direkte ud fra defini-
tionen af den DGLM, ved

(0¢|Di—1) ~ [Gtmt—l,GtCt—1GtT + th],

at Rt

og
(At|Dt,1) ~ [FtTat,FtTRtFt].
N N——

It qt

Som naevnt approksimeres fordelingen af 7, med den konjugerede fordeling
til (4.1). Ved at gore dette opnés, at a priorifordelingen af 7; er af samme
familie, som a posteriorifordelingen af n;. Ud fra Bayes satning D.2 ses, at
en metode til, at finde den konjugerede fordeling til observationsfordelingen
(4.1) er, at anvende en fordeling med taethedsfunktion pa samme form, som
likelihoodfunktionen til den. Det antages saledes, at 7; har en konjugeret
fordeling med en taethedsfunktion givet ved

[ (me|De—1) = d(re, se)exp (rene — s¢b(ne)) (4.5)
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hvor d(-,-) er en kendt funktion, som giver normeringskonstanten. Stgrrel-
serne 1y og sy veelges, sa E[g(b'(n:))|Di—1] = fr og Var [g(b'(n:))|Di—1] = q¢-

En dybere indfgring i konjugeret analyse er bla. givet i West and Harrison
[1997, s. 518-521].

A posteriorifordelingerne til tiden t

Efter observationen af y; opdateres de ovenstaende fordelinger. Den fgrste
der skal findes er a posteriorifordelingen af .. Denne findes ved, at indsaette
(4.1) og (4.5) i Bayes saetning D.2. Herved opnés, at

f (| De) = d(ry, sp)exp (rin: — s;b(ne)) , (4.6)

hvor
i =T+ QY 0g S; = St + ¢t

Her ud fra kan den approksimative a posteriorifordeling af \; findes ved
()‘t|Dt) ~ I:f:7 qz(] )

hvor
fz( =E[g(b'(n))| D] og Q? = Var [g(b'(n:))|Ds] -

Da 6, er betinget uathaengig af Y; givet A¢, opnas jvf. setning D.1, at
E[60¢|D;] = E[E[0¢|\¢, Di—1]|Dy], (4.7)
0g
Var [0;|D;] = E[Var [0¢|\t, Di—1] | D] + Var [E[60¢| A, Di—1] |Dt] . (4.8)
Da covariansen mellem 6; og A; er givet ved
Cov [0, \¢] = Cov [0y, F;0;] = R F,

opnas ud fra den linexre Bayesianske estimering i seetning D.3, at

. At —
E[0:A; Di—1] =a¢+ R Fy tq ft, (4.9)
t
o R.F:FTR
Var [0t|>\t7Dt—1] = Rt — % (410)
t

Ved at indseztte (4.9) og (4.10) i (4.7) og (4.8) opnas herved, at

(0t|Dt) ~ [at + RtFt(f:( — ft)/qt, Rt + RtFtF;FRt(q?’ — qt)/qtl] . (411)
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4.3 Den DGLM med Gaussisk systemligning

Et meget anvendeligt specialtilfeelde af den DGLM, er det tilfeelde, hvor der
i stedet for delvise specificerede fordelinger i definitionen af den DGLM,
anvendes Gaussiske fordelinger. Dette specialtilfeelde er bla. behandlet i
Fahrmeir and Tutz [2001]. Der tages da ogsa udgangspunkt i modellen her
fra, men samtidig anvendes nogle af ideerne fra Durbin and Koopman [2001].
Herved kan metoderne vises for den type model, som anvendes her, men
noget simplere end det kan ggres direkte ud fra Fahrmeir and Tutz [2001],
og med en lidt anden approksimationsprocedure. Til sammenligning med
metoderne fra Durbin and Koopman [2001], har metoderne her den fordel,
at de ogsa geaelder i de tilfeelde, hvor der ikke anvendes kanonisk link, til
gengeld omfatter modellen fra Durbin and Koopman [2001] flere forskellige
typer af fordelinger.

I dette speciale betegnes denne model den DGLM med Gaussisk systemlig-
ning, og har fglgende definition.

Definition 4.2 (Den DGLM med Gaussisk systemligning)

Lad F; veere en n-dimensional vektor, Gy veere en n X n matrix, og W,
veere en n X n covariansmatrix for t = 1,...,r. Det antages, at F, Gy og
W, er kendte eventuelt pa naer en vektor ¥ af ukendte hyperparametre.

Lad observationerne {Y;} veere stokastiske variabler der fplger en fordeling
med tathedsfunktion pa formen

Yehe — b(Tlt)

f (yelne, Vi) = exp <

fort =1,...,r. Der gaelder, at a(-), b(-) og c(-, ), er kendte reelle funktioner,
1 er en ukendt naturlig parameter, og V; er en kendt dispersionspa-
rameter.

Lad der endvidere eksistere et signal ¢, som er givet ved
>\t = FtTHt, (413)

hvor 0, er en n-dimensional stokastisk parametervektor, der udvikler sig
som en forsteordens Markovkaede, for t = 1,...,r. Herved beskrives den
latente proces ved systemligningen

Ht = Gth_l + W, W~ J\fn(O, Wt) (414)

Begyndelsesbetingelsen for den latente proces, er givet ved

(00|D0) ~ Nn(mo, Co)
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Sammenheengen mellem (4.12), og den linezre pradiktor (4.13), er givet
ved

gu) = Mt (4.15)

hvor py = E[Yy], fort =1,...,7, og g(-) er en kendt monoton og differenti-
abel link funktion.

Der galder endvidere, at (Y;|0;) er uathengig af Y1, ...,Yi—1,Yi41,-.., Yr,
01,...,0¢1,0,41,...,0,, at Y; kun athaenger af 0; gennem )\, samt at
wi,...,w., (00|Do) er uathaengige. A

4.3.1 Estimation

Den DGLM med Gaussisk systemligning har den fordel, at den pa mange
felter ligner den DLM. Forskellene ligger to steder. Det fgrste er, at der i den
DGLM kan veaere en linkfunktion forskellig fra identitetsfunktionen mellem
signalet A, og middelvaerdien p. Det andet er, at fordelingen af observatio-
nerne er pa den eksponentielle form (4.12) i den DGLM, hvorimod den er
Gaussisk i den DLM.

For at finde metoder til estimation af den latente proces i den DGLM med
Gaussisk systemligning, anvendes ligheden med den DLM. Saledes indfgres
der, i modseeting til den generelle DGLM, ikke yderligere antagelser om for-
delingen af systemligningen. Istedet tages der udgangspunkt i de to steder,
hvor den DGLM med Gaussisk systemligning, og den DLM er forskellige fra
hinanden. Her ud fra approksimeres den DGLM med Gaussisk systemlig-
ning ved en passende DLM, hvorved metoderne fra kapitel 2 kan anvendes
til estimation. Ved denne approksimation anvendes saledes den samme sy-
stemligning, mens det er observationsligningen der approksimeres.

For at finde den approksimerende DLM, lineariseres saledes, at der approk-
simativt opnas samme middelveerdi og varians for observationerne i den an-
vendte DGLM med Gaussisk systemligning, og den approksimerende DLM.
Da middelvaerdien i den DLM er lig signalet, findes et estimat for middel-
veerdien, ved en forste ordens Taylorudvikling af g=*(\;) omkring et estimat
¢ for ;. Herved opnas, at

pe = g7 (M) =he + (A = Ao), (4.16)
hvor

R .. da-1(\
ht = g_1(>\t) og h/t = 7'9 ( t) .

For at middelveerdien i den approksimerende DLM skal veere lig signalet A,
transformeres observationerne saledes, at dette er opfyldt. Ud fra (4.16) ses,
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at den transformerede veerdi er givet ved

~ Y. —h «
V=Lt ).
t
For at finde variansen i den approksimerende DLM anvendes, at der jvi.
(3.5) geelder, at Var [Y;] = a(V;)b"(n;). Variansen af (Y¢|A;) er dermed givet
ved .
> Var [Vilh ] aipp o)

V; = Var [fﬂj\t} = 2 = 2 ,

hvor o(-) = g(b'(-))-
Bemark at der i specialtilfaeldet med kanonisk link specielt geelder, at

- Y-b\) - ~
Y;: = 2t 7 A A( t) + At og ‘/;5 = a(‘?) y
blI(At) b”(At)

(4.17)

da A; = 1 i dette tilfaelde, hvorved o(-) er identitetsfunktionen, hy = b'(\¢),
og h/t = b"()\t).

Ud fra det ovenstaende approksimeres den DGLM med Gaussisk systemlig-
ning til enhver tid ¢, ved en DLM med observationsligningen

i\/;t :Fgetﬂ-l/t, Vg ~ N(O,‘Z), (418)

systemligning
0; =G;0;_; + we, Wi~ N(O,Wt), (419)

og begyndelsesbetingelse

(0:|Do) ~ N (mg,Co). (4.20)

Ved filtrering foretages den ovenstaende approksimation sekventielt gennem
den anvendte tidsraekke. Storrelsen /A\tA kan herved bestemmes ud fra de fil-
trerede veerdier til tiden ¢ — 1, ved A\ = F;Gymy—_1, hvor m;_; er den
estimerede middelvaerdivektor for a posteriorifordelingen af 6,_;. I dette
tilfaelde betegnes metoden, jvf. Fahrmeir and Tutz [2001, 352-354], det ud-
videde Kalmanfilter.

Ligesom ved den DLM, kan fordelingen af tilstandsvektoren 6; estimeres,
under anvendelse af al tilgengelig information D,. Dette ggres ved blot,
at anvende Kalmanudglatteren fra satning 2.4 med Cy, Gy, Ry, m; og a;
givet ved den approksimerende DLM, og det udvidede Kalmanfilter, for
t=1,...,r.
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Forbedring ved iteration

Alternativt kan metoden forbedres ved iteration. Dette gores ved, til et givet
trin, at kgre Kalmanfilteret og Kalmanudglatteren pa den approksimerende
DLM, og derefter finde \;, til det naeste trin, ud fra de udglattede vaerdier.
Denne procedure kan opstilles ved fglgende iteration over i = 0,1,..., for
en tidsraekke {y;} for t =1,...,7.

Fori=0

Lad J\EO) = F;Gym;_1, hvor m,_; er a posteriorimiddelveerdien for 6, givet
rekursivt ved det udvidede Kalmanfilter, for t =1,...,r.

Ved hjalp af det udvidede Kalmanfilter, og Kalmanudglatteren findes den
stakkede vektor

mo
) — ﬁgm 7
ﬁ,@
hvor mg"), o ,mff’) er de udglattede middelvaerdier fundet ved Kalmanud-
glatning.
Fori>0

Lad S\Ei) = Fy; mgi‘”. Find den approksimerende DLM for 5\?) givet ved
(4.18)-(4.20), for t = 1,...,r. Anvend Kalmanfilteret og Kalmanudglatteren
pa den opnaede approksimerende DLM til, at finde den nye stakkede vektor

mo
m = m@ ,
)
af udglattede middelveerdivektorer.
Tterationen fortsattes ind til afstanden mellem 772" og m Y er tilstreek-

kelig lille.

Denne iterative approksimationsprocedure svarer til metoderne, der er gen-
nemgaet i Durbin and Koopman [2001, s. 191-198], dog anvendes her en
anden model, end den som anvendes i Durbin and Koopman [2001].
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I de metoder der er gennemgaet i de forgaende kapitler antages, at alle
hyperparametre er kendte. Hvis dette ikke er tilfeeldet, ma de estimeres fgr
metoderne kan anvendes.

Der findes en del forskellige metoder til estimering af savel ukendte hy-
perparametre, som de stokastiske parametre i dynamiske modeller. I dette
kapitel gennemgas en af de nyere metoder der er baseret pa importance
sampling, og indfert i Durbin and Koopman [2000]. Metoderne er endvidere
gennemgaet i Durbin and Koopman [2001], hvor der ogsa gennemgés visse
dynamiske modeller, samt nogle estimationsmetoder for disse.

Metoderne gennemgas i dette kapitel ud fra den samme terminologi og no-
tation, som i Durbin and Koopman [2001, kap. 11]. Saledes indfgres forst
basisideen i importancesampling, hvorefter denne ide anvendes til, at esti-
mere ukendte hyperparametre.

5.1 Importance sampling

Lad i det folgende y = [y1,...,yr|* veere den stakkede vektor af observa-
tioner i en dynamisk model, og lad 8 = [0,07,...,0,]" vere den stakkede
vektor af stokastiske parametre i modellen. I den klassiske udgave handler
importance sampling basalt om, at estimere den betingede middelvaerdi

E[2(0)|y] = / (0)f (6ly) 46, (5.1)

hvor x(-) er en arbitreer funktion af 8, og f (6|y) er taethedsfunktionen for
den betingede fordeling af @ givet y. Et estimat for den betingede middel-

35
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veerdi 1 (5.1) giver mulighed for, at estimere stgrrelser, som middelvaerdien
og variansen af den latente proces, samt likelihoodfunktionen af ukendte
hyperparametre. Dvs. at alle de estimater der skal findes i de behandlede
dynamiske modeller, kan opnés ud fra (5.1). For at notetionen skal blive
overskuelig, og i overensstemmelse med Durbin and Koopman [2001, kap.
11], er athengigheden af eventuelle ukendte hyperparametre implicit i no-
tationen.

En metode til, at opna et estimat for (5.1) er, at simulere en mengde vaerdier
0(1), e 6™) ud fra en fordeling med taethedsfunktionen f (@|y), og deref-
ter approksimere middelveerdien ved gennemsnittet af z(0W), ..., z(@™)).
I mange tilfzelde kan f (8]y) dog veere en funktion hvor fra det er besvaerligt
at simulere. Ideen i importance sampling er her, at approksimere f (8]y) ved
en tethedsfunktion, som det er nemt at simulere fra, og derefter approksi-
mere (5.1) ud fra simulerede vaerdier fra denne taethedsfunktion. En sddanne
teethedsfunktion betegnes en importance teethedsfunktion. Ofte anven-
des en Gaussisk importance tethedsfunktion, da det er nemt, at simulere
fra en sddanne. Gennemgangen i Durbin and Koopman [2001, kap. 11] byg-
ger da ogsad pa Gaussisk importance sampling, hvilket vil sige, at der
anvendes en Gaussisk importance taethedsfunktion. Gaussisk importance
sampling har endvidere den fordel, at nogle af approksimationsmetoderne
fra kapitel 4 kan anvendes til, at finde en passende Gaussisk importance
taethedsfunktion.

Lad i det fplgende G (-) vaere en Gaussisk importance taethedsfunktion. Mid-
delveerdien i (5.1) kan da omskrives til

7 (0ly) 7 (0]y)
G Bly) g <0|y>} - 63

hvor Eg [-] er middelvaerdien med hensyn til den Gaussiske importance taet-
hedsfunktion G (-). Brgken f (8|y)/G (0ly) i (5.2) kan ud fra Bayes satning
D.2 omskrives til

fOly) G fOy _ g(y)w(g v) (5.3)

GOy fyG@.y) [y
hvor w(0,y) = f(0,y)/G(0,y) betegnes importance vaegten. Ved at
bemerke, at storrelsen G (y)/f (y) ikke atheenger af @, kan denne findes
ved, at betragte tilfeeldet, hvor x(8) = 1. I dette tilfeelde giver (5.2) og
(5.3), at

Bla@)ly] = [ 20256 0ly) 10 = 5 {w(f))

9wy 1,
hvorved
g (y) 1
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o Eg [x(6)w(0,y)]
z(0)w(0,y
E[lx(0)|y] = ——F——2. 5.5
[=O)] Eg [w(6,y)] (55)
Lad nu 0(1), cee 0™Y) veere veerdier der er simuleret ud fra en fordeling med

importance tethedsfunktionen G (8]y). Den betingede middelveerdi i (5.1)
kan herved estimeres ud fra (5.5), ved gennemsnittet

ity z(09)w(8",y)
Eﬁil w(e(l) Y y)
hvor & er estimatet for Eg [x(0)|y].

7= , (5.6)

5.1.1 Estimation af hyperparametre

En metode til estimation af ukendte hyperparametre, kan opnas ved, at tage
udgangspunkt i (5.4). Hvis de ukendte hyperparametre i den betragtede
dynamiske model betegnes 1, opnés ud fra (5.4), at likelihoodfunktionen

L(¥ly) =G (y)Eg [w(8,y)], (5.7)

hvor L (1|y) er givet ved f (y). Lad 0(1), e O™) veere veerdier der er si-
muleret ud fra en fordeling med importance tethedsfunktionen. Et simule-
ringsbaseret estimat for L (¢|y) kan da opnés ud fra (5.7), ved

N (4)
o w0y
L(bly) = L (ply) ==t 2020,
hvor Lg (-) = G (y) er likelihoodfunktionen af ¢ for den Gaussiske im-
portance taethedsfunktion. Det kan bemaerkes, at approksimationen af like-

lihoodfunktionen, givet ved (5.8), blot er en veaegtet udgave af den Gaussiske
likelihoodfunktion Lg (¢|y).

(5.8)

5.1.2 Den DGLM med Gaussisk systemligning

For den DGLM med Gaussisk systemligning, som er gennemgaet i forgaende
kapitel, er metoderne i importancesampling sarligt simple. Da det er denne
model der sigtes mod i dette speciale, gennemgas teorien specielt for den.

Det fgrste der kan bemaerkes for den DGLM med Gaussisk systemligning

er, jvf. Durbin and Koopman [2001, s. 191], at f (@) = G (@). Heraf folger,

at udtrykket for importancevaegten bliver serlig simpelt, da vaegten, ud fra

Bayes setning D.2 og uatheengighedsstrukturerne i den DGLM, er givet ved
fO.y) O F(O) flo) FN

v =56 T cOCwe)  Gwe Gy Y
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hvor A = [A1, ..., A.]* er den stakkede vektor af signalerne. Importancevaeg-
ten i (5.9) har den fordel, at udtrykkene i den er givet ud fra definitionen af
den DGLM med Gaussisk systemligning, og ud fra det udvidede Kalman-
filter med iterationsproceduren introduceret i afsnit 4.3.1 (denne benaevnes
blot det udvidede Kalmanfilter i dette kapitel).

Det eneste der mangler for at kunne anvende importance sampling til esti-
mation i den DGLM med Gaussisk systemligning er, at finde importance
teethedsfunktionen G (6|y) til at simulere fra. Denne kan ligeledes findes ud
fra det udvidede Kalmanfilter. For at ggre dette anvendes metoden fra Dur-
bin and Koopman [2001, afs. 11.9]. Her benyttes, at wy, . . ., w, jvi. definition
4.2 er uathaengige, og givet ved

wy =0, — G0

for t = 1,...,r. Da fordelingen af 6y,...,0, givet y er givet ved det
udvidede Kalmanfilter, og wi,...,w, er uafhaengige, kan fordelingen af
w = [wi,...,wr]|" givet y herved opnas. Ud fra denne kan der sa simu-
leres, og hvis der gnskes, kan de simulerede veerdier af @ udregnes ud fra
systemligningen

0t = Gt0t_1 + Wy

Inferens for dynamiske modeller omfatter ogsa hypotesetest for dynamiske
stokastiske parametre og modelkontrol. Da der ikke er forsket sarlig meget
i disse omrader, og tiden jo lgber, arbejdes dog ikke videre med emnerne
her.
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Illustrerende eksempler
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Eksempler til
den DGLM

Dette kapitel indeholder illustrerende eksempler til de to versioner af den
DGLM fra kapitel 4. Formalet med dette kapitel er, at vise hvorledes mo-
dellerne kommer til, at se ud for to konkrete fordelinger. De anvendte for-
delinger er poissonfordelingen og binomialfordelingen. Eksemplet med po-
issonfordelingen vil kun blive gennemgaet teoretisk, mens eksemplet med
binomialfordelingen ogsa vil blive illustreret ved et simuleret datasaet.

Der vil vaere en del ting som er gentaget under begge fordelinger. Disse
kommentarer er medtaget begge steder for, at eksemplerne rimeligvis kan
laeses hver for sig.

6.1 Den DGLM med poissonfordelte observa-

tioner

Det antages i dette afsnit, at Y; ~ Poi(u:) hvorved der, jvf. appendiks A,
geelder, at

£ il Vi) = explyeln () —exp () + () |, (6.1)
) ey Vi)

for y; € N. For alle andre vaerdier af y; er f (y¢|n:, V) = 0. Det kan bemeer-
kes, at oy = 1/a(V}) = 1.

41
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Der anvendes i dette afsnit kanonisk link, hvorved

ln(,ut) =N = )\t = FtTOt
Modellen gennemgaes forst i det generelle tilfaelde, hvor systemligningen og
begyndelsesinformationen er delvist specificeret ved

0: =G0 +wi, wy ~ [0, W]

og
(60| Do) ~ [my,Co,

for kendte momenter mq og Cl.

6.1.1 Filtrering

Opdateringen i filteret for den DGLM vises ud fra den generelle teori i afsnit
4.2.

A priorifordelingerne

A priorifordelingen af 8; fplger direkte af den generelle teori, og er dermed
givet ved

(0¢|Di—1) ~ I:GtmtflaGtthlG;r + th]-
at -iit

Da der anvendes kanonisk link er n; = A\ for t = 1,...,7. Dermed kan )\
anvendes alle steder pa 7;’s plads.

Jevnfor afsnit A.1 antages, at (A¢;|D¢—1) er fordelt ved den konjugerede
fordeling til poissonfordelingen, dvs. log-gammafordelingen. A prioriforde-
lingen af A; er dermed givet ved

(At|Dg—1) ~ log-gamma (o, Bt) , (6.2)

hvor teethedsfunktionen jvi. (A.10) er givet ved

Qg

f(M|De—r) = %GXP (arAe — Brexp (Ar)) - (6.3)

En metode til at bestemme oy og B¢ i (6.2) er givet i West et al. [1985, s. 79]
og West and Harrison [1997, s. 529-530]. Den gar ud pa, at approksimere
storrelserne séledes, at modus i taethedsfunktionen (6.3) er lig f; = F;ay,
og krumningen af logaritmen til taethedsfunktionen (6.3), evalueret i modus,
er lig 1/q;, hvor ¢t = F; R F;.
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Modus bestemmes ved at finde maksimum af (6.3). Da den afledte af (6.3)
er givet ved

AFOelDeos) _ B2 (aohe = Brexo ) (a — rexp (A)

dAt F(Oét)
ft =In (%) .

Krumningen findes ved minus den anden afledede af logaritmen til taetheds-
funktionen (6.3), givet ved

opnas, at

_d2f (D)

d)\f = ﬂtexp (At) .
Evalueret f; giver dette, at
1
— = (.
dt
Ved at lgse de to ligninger opnas, at
1
a=— og Bi=—F7
4t grexp (ft)

Alternativt kan der anvendes nummeriske metoder til, at bestemme a; og
B¢ séledes, at f; er lig middelveerdien af (6.2), og ¢ er lig variansen af (6.2).

A posteriorifordelingerne

Da ¢; = 1 opnas a posteriorifordelingen af )\; direkte fra (6.4) i den generelle
teori, ved
(A¢|Dt) ~ log-gamma (aj, ff), (6.4)

hvor
ai; =ar+y; og B =p+1.

Momenterne til a posteriorifordelingen er da jvf. (A.9) givet ved

ff =E[N|D¢] =7(w+ye) —In(B; +1)
qr = Var [A\|D¢] =o' (s + ye) -

Den approksimative a posteriorifordeling af 8; er herefter givet direkte ud
fra (4.11) i den generelle teori, ved

(0¢|Dy) ~ [a¢ + R F(ff — fi)/ae, Re + ReF F{ Ry(af — @)/ 7] -
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6.1.2 Gaussisk systemligning

I denne model er det antaget, at systemligningen og begyndelsesbetingelsen
er fuldstaendigt specificeret ved

0 =G0 +wi, wi ~ Ny(0,Wy)
0g
(60|Do) ~ Nyp(myg,Ch),
for kendte momenter mg og Cy.

Da filtreringen i den DGLM med Gaussisk systemligning opnas ved, at
approksimere modellen med en DLM, er de eneste stgrrelser der skal findes i
dette tilfeelde Y og V. Eftersom der anvendes kanonisk link i dette eksempel,
ses af (4.17), at

~ Y, — V() R ~
Yt:w+)\t og Vt:a(‘{t).
b”(At) b”(At)

Ud fra dette ses, at b'(fi), b (fi) og ¢: er det eneste, der skal benyttes for at
udlede den approksimerende DLM. Jvf. (6.1) er ¢ = 1 og b(f:) = exp (ft).
Heraf fas, at

b’(ft) = exp (f) b”(ft) = exp (f) -

Estimatet for fordelingen af den latente proces kan herved opnéas ved den
iterative procedure beskrevet i afsnit 4.3.1.

6.2 Den DGLM med binomialfordelte obser-
vationer

Det antages i dette afsnit, at X; ~ Bi(n¢, p;) hvorved der jvf. appendiks A
geelder, at

Fe = (M), (65)

for z; = 0,1,...,n;. For alle andre veerdier af x; er f (z;) = 0.
Jvf. appendikset, geelder sekvivalent, at

£ (ye|me, Vi) = exp [nt (yt logit (pt) — In (1 + exp (logit (pt)))) +1n ((”t)) ];

~ Yt
t S———
! o 1)
(6.6)

hvor ¢, = 1/a(Vy) = ny, og yr = x/ny.
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Der anvendes i dette afsnit kanonisk link, hvorved

IOglt (,ut) =N = )\t = FtTOt

Modellen gennemgaes forst i det generelle tilfaelde, hvor systemligningen og
begyndelsesinformationen er delvist specificeret ved

0 =G0 +wi, wp ~ [0,W]

0g
(60| Do) ~ [my,Co,

for kendte momenter mg og Cp.

6.2.1 Filtrering

Opdateringen i filteret for den DGLM vises ud fra den generelle teori i afsnit
4.2.

A priorifordelingerne

A priorifordelingen af 8; fglger direkte af den generelle teori, og er dermed
givet ved

(0| Di—y) ~ [Gtmt—lagtct—lG?‘FWE .
at ﬁt

Da der anvendes kanonisk link er n, = A for ¢ = 1,...,r. Dermed kan A
anvendes alle steder pa 7;’s plads.

Jvi. afsnit A.2 antages, at (p|D¢—1) er fordelt ved den konjugerede fordeling
til binomialfordelingen, dvs. betafordelingen. A priorifordelingen af p; er
dermed givet ved

(pe|Dy—1) ~ Beta(ay, Bt),
med tilhgrende teethedsfunktion

f(pe) = mﬁ”_l(l —p)? (6.7)

for 0 < p; < 1. For p; < O eller p; > 1 er f(p;) = 0. Storrelsen B (-, ) er
betafunktionen givet ved (A.13).

Parametrene a; og f; til a priorifordelingen for p;, opnas tilsvarende meto-
den anvendt under poissonfordelingen.
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Middelvaerdien af A; = logit (p;) er jvi. opdateringen i filteret givet ved
ft, og variansen er givet ved ¢;. Under den ovenstidende antagelse for a
priorifordelingen af A; opnéas jvf. West and Harrison [1997, s. 529-530], at

fe=7(w) =v(B:) og @ =7v"(u)+7 (Be), (6.8)

hvorved f; og ¢q; kan approksimeres ved

. (677 o1 1
=ln([= 0 =— 4+ —. 6.9
i (Bt) & & a B (6.9)
Ved at invertere (6.9) bestemmes ay og S til
1+ex 1+ exp(—
o = P (ft) B = xp (= fe)
ai 4t

Alternativt kan der anvendes nummeriske metoder til, at bestemme a; og
B¢ saledes, at f; er lig middelveerdien af den antagende a priorifordeling af
At, 0g g er lig den tilhgrende varians.

A posteriorifordelingerne

Den approksimative a posteriorifordeling for p; opnas ved Bayes satning

f (pt|Dy) o< f (ze|pe) f (pe|Di—1) .

De to teetheder pa hgjresiden tilhgrer henholdsvis en binomialfordelingen og
en betafordeling, hvorved f (pt|D;), ifolge afsnit A.2.1, er betafordelt. Ud
fra (6.5) og (6.7) opnas herved, at

(pe|Dy) ~ Beta(ay, 57),
hvor parametrene er givet ved

* *
of =ar+2x: og B =Bt +ng— e

Momenterne til den approksimative a posteriori for \;, kan herefter bestem-
mes ved (6.8), til

ff =E[M|Di] = +) =7 (B + i —w0)
af = Var [\| Dy =o' (o + ) + 7' (Be + e — x4) .

Den approksimative a posteriorifordeling af 6; er herefter givet direkte ud
fra (4.11) i den generelle teori, ved

(0¢|Dy) ~ [a¢ + R F(ff — fi)/ae, Re + ReF F{ Ry(af — @)/ 7] -
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6.2.2 Gaussisk systemligning

I denne model er det antaget, at systemligningen og begyndelsesbetingelsen
er fuldstzendigt specificeret ved

0: = G0 1 +wi, wi ~ N,(0,W,)

0og
(00|Dg) ~ Nyp(myg,C),

for kendte momenter mg og Cy.

Da filtreringen i den DGLM med Gaussisk systemligning opnas ved, at
approksimere modellen med en DLM, er de eneste stgrrelser der skal findes i
dette tilfaelde Y og V. Eftersom der anvendes kanonisk link i dette eksempel,
ses af (4.17), at

~ Y-V ~ Vi
Y;:it A( t)—|—At og ‘/;5: a(f).
b”(At) b”(}\t)

Ud fra dette ses, at 0'(f:), b"(ft) og ¢ er det eneste, der skal benyttes
for at udlede den approksimerende DLM. Jvf. (6.6) er ¢; = ns og b(f:) =
In (1 + exp (f:)). Heraf fas, at

’ _ exp (ft) " _
V' (fe) = Thep () b (fe) =

exp (ft)
(1 +exp(fi))?

Estimatet for fordelingen af den latente proces kan herved opnéas ved den
iterative procedure beskrevet i afsnit 4.3.1.

Illustration

Den anvendte iterationsprocedure der er beskrevet til det udvidede Kal-
manfilter i afsnit 4.3.1 adskiller sig fra teorien i Fahrmeir and Tutz [2001].
Da den desuden anvendes senere under dataanalysen i dette speciale,
illustreres den her ved et simuleret datasaet.

Datasaettet er simuleret ud fra den ovennaevnte DGLM med binomialfordelte
observationer, Gaussisk systemligning og kanonisk link. Der anvendes F; =
Gy =Wy =1o0gn; =300, for t =1,...,100. Som begyndelsesveerdier er
der anvendt mg = 0 og Cp = 1.

Den latente proces estimeres henholdsvis ved det udvidede Kalmanfilter, og
ved det udvidede Kalmanfilter med iterationsproceduren beskrevet i afsnit
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4.3.1. Som stopkriterier for iterationsproceduren anvendes, at

~(1) _ ~(i-1)
my - —my —6
1) <1077,
my
for alle t = 1,...,100, hvor m; er middelveerdiestimatet for tilstandsvek-

toren. Indekset ¢ angiver hvilken gang iterationen kgrer. Hvis ﬁzgi_l) =0
anvendes kriteriet
‘ﬁl(i) _ ﬁl(i—l)‘
¢ ¢ .

I det anvendte tilfeelde konvergerer algoritmen ved 5 iterationer, hvilket
stemmer meget godt over ens med Durbin and Koopman [2000], hvor der
angives, at der normalt ikke skal anvendes mere end 10 iterationer for, at
opna konvergens.

Ved det gverste plot i figur 6.1 illustreres estimatet givet ved det udvidede
Kalmanfilter med den beskrevne iterationsprocedure. Sammen med estima-
tet er der angivet punktvise intervaller givet ved

e +1.961/C;,

hvor C, er variansestimatet for 0, for t =1,...,100.

Af figuren ses, at den latente proces estimeres ret godt ved den anvendte me-
tode. Samtidig ses, at de punktvise intervaller er ret smalle, hvilket stemmer
godt over ens med det praecise estimat.

Ved det nederste plot i figur 6.1 illustreres estimationen i samme skala, som
observationerne x1,...,x199. Dette estimat er opnaet ved, at anvende den
inverse logit-funktionen pa my, ..., migo. Heraf ses, at estimatet ligeledes
fplger observationerne ret pracist, hvilket dog ogsa er, at forvente, da det
er dem der er anvendt til at lave estimatet. Dette tjener saledes mere til at
evaluere approksimationerne end til, at illustrere dem.

Til sidst sammenlignes estimatet opnaet udelukkende ved det udvidede Kal-
manfilter, og det udvidede Kalmanfilter med den beskrevne iterationspro-
cedure. Dette gores ved, at plotte estimaterne fra de to metoder sammen.
Tllustrationen heraf er at finde i figur 6.2, hvor det ses, at iterationsproce-
duren forbedrer estimatet noget. Det skal dog bemaerkes, at en stor del af
denne forbedring skyldes, at Kalmanudglatteren er anvendt i metoden med
iteration.
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Figur 6.1: Qverst: Den estimerede middelveerdi for den latente proces (fuldtop-
trukken linje) plottet sammen med 95% punktvise intervaller (gra stiplede linjer).
De simulerede vaerdier af tilstandsvektoren er markeret ved stjerner.

Nederst: Den estimerede middelveerdi for de simulerede veerdier z1, . .., Z100 (fuldt-
optrukken linje) plottet sammen med z1, ..., %100 markeret ved stjerner.



0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
t
Figur 6.2: Middelvardien for den latente proces estimeret ved henholdsvis det ud-

videde Kalmanfilter (stiplet linje), og ved det udvidede Kalmanfilter med iteration
(fuldtoptrukken linje). De simulerede tilstandsvektorer er markeret ved stjerner.
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Baggrund for
dataanalysen

Anvendelsesdelen af dette speciale omfatter en analyse af data med rela-
tion til skizofreni i Danmark. Dataanalysen er udfert hos Center for Re-
gisterforskning ved Aarhus Universitet, under vejledning af lektor Rodrigo
Labouriau.

Anvendelsesdelen er inddelt i fire kapitler. Det forste kapitel indeholder en
kort beskrivelse af sygdommen skizofreni, en introduktion til den problem-
stilling der gnskes belyst, samt en introduktion til det datamateriale der an-
vendes. Det andet kapitel indeholder en dataanalyse baseret pa den GLM,
der er introduceret i kapitel 3. Det tredie kapitel indeholder en dataanalyse
baseret pa den DGLM, der er introduceret i kapitel 4. Det fjerde kapitel
er en kort opsummering af anvendelsesdelen, samt en samlet diskussions af
analysen baseret pa den GLM, og analysen baseret pa den DGLM.

7.1 Skizofreni

Dette afsnit indeholder en kort gennemgang af hvad sygdommen skizofreni
er, samt lidt om de undersggelser der er udarbejdet omkring risikofaktorer
for sygdommen.

En mere dybdegaende redeggrelse for sygdommen og isaer dens behandlings-
muligheder er bla. givet i Gronemann [1995] og Sgrensen [2000].
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7.1.1 Sygdommen skizofreni

Skizofreni er en alvorlig og ret hyppig sindslidelse. I det anvendte datasaet er
den samlede frekvens for tidlig skizofreni pé ca. 0.23%. Op imod halvdelen
af alle patienter pa de danske psykiatriske institutioner har ifplge [Grone-
mann, 1995, s. 18] faet diagnosen skizofreni (dette tal stemmer jvf. Rodrigo
Labouriau godt over ens med tallene for det anvendte register).

Pa nuveerende tidspunkt findes der ikke effektive behandlingsmuligheder
for sygdommen, og man kender ikke preecist hvilke faktorer der kan have
indvirkning dens opstaen og udvikling. Diagnosen skizofreni bliver typisk
stillet mens patienten er ung. Saledes far over 67% af skizofrenipatienterne
diagnosen forste gang i en alder af 15-25 ar [Westergaard et al., 1999, s.
995].

I Sgrensen [2000] indfgres en diagnose af skizofreni baseret pa diagnosti-
seringssystemet ICD10. En kort gennemgang af denne diagnose kan gives
ved, at mindst et af fglgende punkter skal vare opfyldt for, at der er tale
om skizofreni.

(1) Mindst et fgrste rangs symptom, hvilket vil sige et af folgende punkter:
Tankepavirkningsoplevelser. Den skizofrene oplever at nogen eller
noget pavirker individets tanker, eller stjeler tankerne.

Tredje-persons hgrehallucinationer. Det vil sige, at den skizof-
rene forestiller sig stemmer, som ikke er der.

Styringsoplevelser. Den skizofrene oplever, at fa pafgrt handlinger,
viljeimpulser eller fglelser fra omverdenen.

Legemlige pavirkningsoplevelser. Den skizofrene oplever, at
blive pavirket fysisk af omverdenen.

Derealisation. Den skizofrene oplever omverden uvirkelig. F.eks.
kan patienten opleve at alle andre er lavet af plastic.

(2) Vedvarende bizarre vrangforestillinger. Dvs. fuldstaendig umulige, og
for samfundet uacceptable vrangforestillinger.

(3) Mindst to af fplgende punkter skal veere opfyldt

Vedvarende hallucinationer med vrangforestillinger

uden affektivt indhold. Dvs. hallucinationer med vrangforestillin-
ger, uden tilknyttede sygeligt fglesesmaessigt indhold.

Sproglige tankeforstyrrelser.

Katoni. Fysiske reaktioner som kan give sig udslag i stivhed, rastlgs-
hed eller lignende.
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Negative symptomer. Dette kan vaere, at den skizofrene opbygger
sin egen logik og tankeverden, som ofte kan vaere sveer at forsta
for udenforstaende. Det kan ogsa veere, at den skizofrene kan
have meget sveert ved at beslutte sig, at den skizofrene udviser
en meget starke, eller meget svage foleser for sine omgivelser, og
lignende.

Desuden skal disse symptomer have en varighed pa mindst en méaned for,
at der kan veere tale om skizofreni. Diagnosen skizofreni udelukkes, hvis der
er diagnosticeret en primaer affektiv sindslidelse, som f.eks. depression, eller
hvis der er tale om organisk @tiologi, som f.eks. kan skyldes indtagelse af
stoffer. Grunden til dette er, at disse faktorer kan fremkalde nogle af de
samme symptomer, som skizofreni.

En dybere indfgrsel til skizofreni er bla. givet i Sgrensen [2000]. En fuld-
steendig gennemgang af ICD10 diagnostiseringssystemet for skizofreni er at
finde i WHO [1992, F20-F29]. En tilsvarende gennemgang af ICD8 systemet
er at finde i WHO [1967].

Nogle af de behandlingsmuligheder man har i dag, er social-psykologisk be-
handling, medikamentel behandling, psykoterapi og kropsterapi. Da der ikke
bliver arbejdet med selve behandlingen i dette speciale, vil disse metoder
dog ikke blive diskuteret yderligere her.

7.1.2 Risikofaktorer

For at undersgge baggrunden for at nogle mennesker udvikler skizofreni, er
der lavet en maengde undersggelser af hvilke faktorer, der kan have indvirk-
ning pa sygdomsfrekvensen. Nogle af de faktorer der har vaere genstand for
undersggelse, er som folger.

Biologiske faktorer

e Familizer disposition. Dette dakker over hvor vidt skizofrenifre-
kvensen athaenger af, om den neermeste familie har faet diagnosen
skizofreni. Specielt er der lavet en del undersggelser for tvillinger.
Blandt de faktorer som er undersggt, giver familizer disposition den
storste forpgelse af skizofrenifrekvensen [Mortensen et al., 1999].

Sociale faktorer

e Socialklasse. Dette daekker over, om der er en sammenhang mellem
hvilken social klasse man tilhgrer, og risikoen for at udvikle skizofreni.
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Household crowding. Dette deekker over hvor teet man bor. Herun-
der antallet af personer i husstanden.

Sdskendeflok. Denne parameter relaterer dels til stgrrelsen af den
sgskendeflok, man kommer fra, og dels til aldersintervallet til den naer-
meste aldre eller yngre sgskende. I Westergaard et al. [1999] pavises
det, at aldersintervallet til den nzermeste sgskende, samt stgrrelsen af
sgskendeflokken, kan have indvirkning pa skizofrenifrekvensen, hvori-
mod nummeret i sgskendeflokken ikke kan pavises at have nogen ind-
virkning.

Graviditets og fodsesrelaterede faktorer

Fodselstidspunkt. Dette daekker over hvilket tidspunkt pa aret den
skizofrene er fgdt. Der er pavist en stgrre risiko for at udvikle sygdom-
men, hvis man er fodt i februar eller marts, og en lavere risiko hvis
man er fgdt i august eller september [Mortensen et al., 1999].

Komplikationer ved graviditet og fodsel.

Influenza og andre infektioner hos moderen. Der har vaeret un-
dersggelser af, om influenza og infektioner under graviditeten kan have
indvirkning pa skizofrenifrekvensen. Hvorvidt dette er tilfeeldet er dog
stadig et abent sporgsmal [Mortensen, 2001, s. 4718|.

Udendgrstemperatur. Udendgrstemperaturen seks méaneder for
fpdslen har vaere forslaet som parameter [Kendel and Adams, 1991].

Amning. Dette er en parameter for om man er blevet ammet eller ej.

Demografiske faktorer

Urbanisering. Dette er en parameter for om man er opvokset pa
landet, eller i givet fald hvilken stgrrelse by man er opvokset i. Saledes
betegner en hgjere grad af urbanisering, at man er fodt og opvokset i
en stgrre by. Der er pavist en markant sammenhaeng mellem en hgjere
grad af urbanisering, og en storre skizofrenifrekvens [Torrey et al.,
2000] og [Mortensen et al., 1999].

Geografisk ophobning. Dette dackker over, at der i visse geografiske
omrader, kan veere en stgrre risiko for at udvikle skizofreni end i andre.
Faenomenet kan dog delvist forklares ved urbanisering [Torrey et al.,
2000].
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Andre faktorer

e Kost Denne parameter baserer sig pa4 om mennesker, som f.eks. har
vaeret udsat for hungerkatastrofer i fosterlivet, kan have en gget risiko
for at udvikle skizofreni.

e Giftstoffer Dette daekker over hvor vidt man udsattes for forskellige
giftstoffer som bly, sprojtegifte og lignende.

e Hovedtraumer. Dette er traumer fremkommet som fglge af f.eks.
bilulykker eller vold.

e Smitte fra husdyr. Dette daekker over infektioner overfort fra hus-
dyr.

Ovenstaende liste er baseret pa Mortensen [2001]. For en dybere introduk-
tion kan bla. anvendes Jablensky [1997]. Som det kan ses af listen, forskes
der pa mange omrader for, at finde de faktorer, som ligger til grund for
udviklingen af skizofreni. Det er dog stadig uvist, hvad der precist er tale
om, og om der er mulighed for at forebygge nogle af disse faktorer.

7.2 Overordnet problemstilling

Den overordnede problemstilling er opsat af Preben Bo Mortensen, centerle-
der ved Center for Registerforskning. Problemstillingen er, at undersgge om
der kan veere pavirkninger knyttet til fodselsmaneden, der kan gge risikoen
for senere, at udvikle tidlig skizofreni. Med tidlig skizofreni menes patien-
ter, der fgrste gang far diagnosen skizofreni, i en alder af 15 til og med 25
ar. Saledes betragtes skizofrenifrekvenser, givet ved antallet af skizofrene,
der er fgdt i en given maned og et givet ar, i forhold til det totale antal bgrn
fpdt i denne maned og dette ar. De spgrgsmal der konkret gnskes besvaret,
er som fglger.

(1) Er der atheengighed mellem skizofrenifrekvenserne og fgdselsmaneden
og aret ?

(2) Hvis der er athaengighed, hvilke faktorer kan da have en indflydelse pa
skizofrenifrekvensen?

7.3 Databeskrivelse

De anvendte datakilder er det danske CPR-nummer register, samt det dan-
ske psykiatriske register.
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Betingelser for dataudvalgelse

CPR-nummer registeret, og dermed det psykiatriske register, er oprettet d.
1/4 1969, og det datasaet der er anvendes gar frem til 1/1 1999. Da datasset-
tet forst er taget ud senere er der ikke "reporting delay", dvs. alle personer
der har faet skizofrenidiagnosen inden 1/1 1999, er med i datasaettet. Efter
som der er valgt, at se pa personer med tidlig skizofreni, er der fglgende
kriterier for personerne i det anvendte datasat.

e Ud fra den anvendte definition af tidlig skizofreni, betragtes udeluk-
kende personer, der har faet diagnosen skizofreni fgrste gang i en alder
af 15 til og med 25 ar.

e For at undga strukturelle censorering, skal personerne vaere fgdt mel-
lem d. 1. januar 1955 og d. 1. januar 1973. Dette valg er begrundet i,
at en person fgdt i 1955 bliver 15 ar i 1970, og en person fpdt i 1973
bliver 25 ar i 1998.

e Da der betragtes personer der har faet diagnosen skizofreni efter deres
15 ars fedselsdag, medtages kun personer som har overlevet ind til
denne dag.

e Da der gnskes en undersggelse af danske patienter, medtages kun per-
soner fadt i Danmark. Der medtages ikke personer fadt pa Grgnland
eller Feergerne. Dette valg begrunder sig i at nogle af de faktorer, der
muligvis kan have en indvirkning pa skizofrenifrekvensen, er forskellige
for selve Danmark og Grenland/Faergerne.

e Personer som er hjemlgse, og derfor ikke bliver registreret i det psyki-
atriske system udelades. Det skal bemaerkes, at denne gruppe er meget
lille i Danmark. Den udger kun ca. 0.25% af hele befolkningen mellem
15 og 25 ar.

Censoreringer

Da der er personer der er "droppet ud"af registeret, kan det ikke helt udgas
at have censoreringer i datasattet. Saledes er der overvejet fglgende arsager
til, at personer er "droppet ud".

e Personer i datasattet der er bortrejs fra landet, i en alder af 15 til og
med 25 ar, uden at have faet konstateret skizofreni.

e Personer i datasattet der er dgde, i en alder af 15 til og med 25 ar,
uden at have faet konstateret skizofreni.



7.3 Databeskrivelse 59

Da det ikke vides, om de ovenstdende grupper af personer har en anden
skizofrenirisiko end alle andre, udggr de en mulig kilde til censoreringer.
Grupperne udggr samlet 4.3% af de betragtede personer. Grundet den be-
graensede tid, arbejdes der ikke videre med denne problemstilling.

Variable
De variabler, som indgar i det anvendte datasaet, har fglgende betegnelser:

t angiver tiden i maneder, efter 1. januar 1955. Saledes svarer ¢ = 1 til den
fgrste maned, januar 1955, og t = 216 svarer til den sidste maned,
december 1972. Tiden t angives, i analysen, enten ved maned og ar,
eller ved antallet af maneder efter 1. januar 1955.

g angiver personens kgn, hvor henholdsvis kvinder og maend betegnes Fem.
og Masc.

ny, angiver antallet af observerede bgrn, af et givet kegn g, der er fodt i
Danmark i en given maned ¢. I hele den betragtede periode, udger
dette 1513951 personer fordelt pa 735069 kvinder og 778882 maend.

sty angiver antallet af observerede personer, af et givet kgn g, der er fgdt
i Danmark i en given maned ¢, som senere har faet diagnosen tidlig
skizofreni.
Der er en niveauforskel, mellem skizofrenifrekvensen for henholds-
vis kvinder og mend, i datasaettet. Saledes er der for de 216 mane-
der samlet diagnosticeret 1086 skizofrene kvinder, og 2398 skizofrene
mand. Skizofrenifrekvensen er herved henholdsvis 0.0015 for kvinder
og 0.0031 for meend. Denne niveauforskel kan meget vel haenge sam-
men med, at kvinder typisk far diagnosticeret skizofreni senere end
mand [Héifner and Heiden, 1997, s. 143]. Dette kan dog ikke pavises
ud fra det datasat, som anvendes her.

m angiver fgdselsmaneden jan,...,dec kodet som 1,...,12.

Desuden forventes at der er et knakpunkt i data, som fglge af at man d.
1/1 1994 gik fra ICD8 til ICD10 diagnostiseringssystemet. Samtidig med
denne overgang gennemfgrtes endvidere en efteruddannelse. Disse ting til-
sammen forventes, at give en hgjere skizofrenifrekvens for de personer, som
er diagnosticeret efter ICD10 systemet i stedet for ICD8 systemet.

NoTE: Hvis der ikke er angivet andet, anvendes 5% signifikansniveau i de
fplgende analyser. A
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7.4 Analyseprogram

Til analysen af anvendelsesdelen i dette speciale, anvendes statistikprogram-
met SAS. Dette kommer ganske naturligt af, at det var det program der var
tilgeengeligt ved Center for Registerforskning. Den eneste ulempe ved dette
var, at programpakken ikke anvendes pa statistikstudiet ved AAU, og derfor
forst skulle leeres. En kort forklaring af udskriften fra analyserutinerne er
givet i appendiks C. En mere dybdegaende forklaring af de enkelte rutiner
er bla. givet i SAS manualen SAS [1999].

Dataanalysen baseret pa den GLM, bygger pa GENMOD proceduren, og
dataanalysen baseret pa den DGLM, bygger pa GLIMMIX makroen, som
igen er en overbygning til MIXED proceduren. Desuden anvendes IML delen
af SAS under begge analyseformer til, at bygge rutiner, som ikke er imple-
menteret direkte 1 SAS. Dette omfatter f.eks. dele af Fischer’s eksakte test
for hvid stgj, test for ekstra temporal variation, og det udvidede iterative
Kalmanfilter.



Dataanalyse
baseret pa
den GLM

For at analysere datasaettet for skizofrenifrekvensen, anvendes i dette kapitel
en generaliseret lineser model (GLM). I den GLM anvendes udelukkende
faste parametre. Den GLM har den fordel, at der findes en stor mangde
vaerktgjer, til hypotesetest og modelkontrol, hvilket ikke pa samme made er
tilfeeldet for dynamiske modeller.

Den teoretiske baggrund for dataanalysen er beskrevet i kapitel 3.

8.1 Modelopstilling

Den forste del af analysen bestar i, at opstille en model for skizofrenifre-
kvensen givet ved sig/nyg.

8.1.1 Grundleeggende modelopstilling
Ud fra definitionen af binomialfordelingen i appendiks A, kan antallet af

skizofrenitilfaelde s4 til tiden ¢, og kgnnet g, beskrives ved en binomialforde-
ling. Stgrrelsen s;, kan herved opfattes, som en realisation af den stokastiske
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variabel
Ztg ~ Bi(ntg:ptg)a g(ptg) = :B;F,B

hvor p¢, er sandsynligheden for, at f& skizofreni for et givet kgn, til en given
tid, g(-) er linkfunktionen, x} er den ¢’te raekke i designmatricen X, og 8 er
parametervektoren. Disse stgrrelser er givet ved definition 3.1 af den GLM.

Denne model kan omformuleres til i stedet, at beskrive skizofrenifrekvensen,
som realisationer af en stokastisk variabel. Dette ggres ved, at opfatte skizof-
renifrekvensen, til tiden ¢t og kgnnet g, som en realisation, y:g = S¢g/N¢q, af

den stokastiske variabel Y;; = Z;;/nsy, med teethedsfunktionen givet ved
(A.11).

8.1.2 Indledende analyse

Det naeste trin er nu, at se pa hvorledes data ser ud. Da den kanoniske link
for binomialfordelingen er givet ved logit (-), undersgges hvor vidt denne
linkfunktion er anvendelig. Dvs. om der kan anvendes logistisk regression.
Da figurerne for henholdsvis meend og kvinder, igennem hele analysen, ligner
hinanden meget i struktur, vises kun figurerne for kvinder.

Af figur 8.1 ses, at mgnsteret i data et meget ens i ra skala, og i logistisk
skala. Desuden ses, at den udglattede kurve for logistisk skala tilneermel-
sesvis bestar af rette linjer, hvilket indikerer, at der kan anvendes lineger
regression til parameterestimation.

Da logistisk link, som det ogsa ses senere, passer udemeerket til at modellere
disse data, veelges denne linkfunktion. Efterfolgende i denne analyse vil den
anvendte skala derfor ogsa veere logistisk.

De udglattede kurver for henholdsvis kvinder og mand er plottet sammen i
figur 8.2. Heraf ses, at formen pa kurverne er meget ens, blot tydeligt adskilt
af niveauforskellen, i skizofrenifrekvensen for kvinder og maend.

Det ses endvidere af de tre figurer af skizofrenifrekvensen mod tiden, at det
ser ud som om, der er et knak (change point) i skizofrenifrekvensen om-
kring 1968. Dette knaek er forventet, og kan umiddelbart forklares ved, at
man i januar 1994, som naevnt, gik fra ICDS8 til ICD10 diagnosticeringssy-
stemet. Herved har personer fgdt efter 1. januar 1968 en mulighed for, at fa
diagnosen tidlig skizofreni, under diagnostiseringssystemet ICD10. Det skal
igen bemaerkes, at der ogsa blev gennemfgrt en efteruddannelse i forbindelse
med dette skift. Inden undersggelsens start, blev det da ogsa forventet, at
skiftet ville give en stigning i antallet af personer der fik diagnosen tidlig
skizofreni. Af denne arsag anvendes dette knaekpunkt i den indeledende fase
af modelopstillingen, men senere analyseres faenomenet naermere.

Det sidste indledende plot, i figur 8.3, viser boxplot af skizofrenifrekvenserne
i hver maned, for henholdsvis kvinder og mand. Heraf ses, at medianen i
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Figur 8.1: Skizofrenifrekvenserne for kvinder, samt en udglattet kurve for disse,
i henholdsvis ré skala (gverst), og logistisk skala (nederst).
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Figur 8.2: Udglattede kurver af skizofrenifrekvenserne for henholdsvis kvinder
og maend.

data ikke svinger det store over aret.

8.1.3 Modelopstilling

Der opstilles fgrst en grundmodel indeholdende alle de mulige forklarende
variabler. Da der muligvis er et knaekpunkt i data, indfgres der en indika-
torvariabel Iy, som er 1 for knaekpunktet og 0 i knaekpunktet og senere.
Grundemodellen kommer herefter til at indeholde de forklarende variable
kon i form af g, tid i form af ¢, knaekpunktet i form af Iy, samt alle veksel-
virkninger mellem disse. Heraf er grundmodellen giver ved
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Figur 8.3: Skizofrenifrekvenserne i hver maned for henholdsvis kvinder og mand.
De lodrette streger gar mellem den stgrste og den mindste veerdi. De vandrette
streger angiver henholdsvis 25%, 50% (medianen) og 75% af data.

logit (pig) = Bo + Bit + Bgly + Brdy + BerIrt
+ Biglgt + Bgrlgly + BrgrdyIit, (8.1)

hvor
t er tiden,

Ij; er en indikatorvariabel for knaekpunktet (der geelder,
at I = 1 for knaekpunktet, og I, = 0 i knakpunktet og derefter),
I, er en indikatorvariabel for g (der geelder, at I, = 1 for kvinder,
og I, = 0 for meend),
Bo er et fast referenceniveau der betegnes interseptet.

Tilsvarende er de resterende [’er koefficienter til de forklarende variable,
og vekselvirkningerne mellem disse. Bemaerk at alle S-veerdierne er faste
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stgrrelser, hvorved (; ikke athanger af tiden, men blot er koefficienten til
tiden.

NoOTE: Der er anvendt Pearsonresidualer til analyserne i dette speciale.
Dette valg er gjort ud fra, at selv om Pearsonresidualerne “blot” er de ra
residualer, skaleret med den estimerede standardafvigelse pa data, kan deres
fordeling, som det senere fremgar af figur 8.9, approksimeres godt ved en
standard normalfordeling. Andre typer af residualer kan meget vel anvendes
i stedet, men da fordelingen af Pearsonresidualerne kan approksimeres godt
ved en standard normalfordeling, er disse fint anvendelige. F.eks. er veerdi-
erne af deviansresidualerne meget taet pa veerdierne af Pearsonresidualerne,
men et normal-fraktilplot af deviansresidualerne afviger dog mere fra refe-
rencelinjen, end det er tilfeeldet for Pearsonresidualerne.

En definition af Pearsonresidualerne er givet i definition 3.6, og en definition
af deviansresidualerne er givet i definition 3.7. A

Pearsonresidualerne til grundmodellen er plottet i figur 8.4. Da veerdierne af
residualerne for henholdsvis kvinder og maend ikke ser ud til, at athaenge af
hverken den estimerede skizofrenisandsynlighed eller tiden, ser modellen ud
til, at kunne forklare variationen i data rimeligt. Det skal specielt bemeerkes,
at da residualerne ikke ser ud til, at athaengige af middelveerdien, er her en
indikation af, at den anvendte linkfunktion passer godt.

Herefter testes hvor vidt nogle af de forklarende variable i grundmodellen
kan udelades. Resultatet af denne analyse er opsummeret i tabel 8.1. (Se
appendiks C for en gennemgang af metoderne.)

Koefficient | Type 1 | Type 3
P-veerdi | P-veerdi
Bt 0.9378 0.0061
Bg <.0001 0.0014
Bk 0.0003 0.0005
Btk <.0001 | <.0001
Big 0.0576 0.1478
Bk 0.4829 0.3976
Bigk 0.4625 0.4625

Tabel 8.1: Dette er en opsummering af de estimerede koefficienter til grundmo-
dellen.

Ud fra den ovenstaende analyses ses, at grundmodellen (8.1) kan testes ned
til en simplere model givet ved
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Figur 8.4: Residualerne til grundmodellen, plottet mod henholdsvis den estime-
rede middelveerdi, og tiden.
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logit (ptg) = By + it + Bglg + Bl + B Ik t. (8.2)

Estimationen af koeflicienterne er opsummeret i tabel 8.2. (Se appendiks C
for en gennemgang af metoderne.)

Koefficient | Estimat | Standard- LR 95%
afvigelse konfidensgreaenser
Bo -6.8637 | 0.3488 -7.5504 -6.1829
B 0.0061 | 0.0018 0.0025 0.0098
By -0.7365 | 0.0366 -0.8086 -0.6651
B 1.1871 | 0.3509 0.5021  1.8778
Bk -0.0078 | 0.0019 -0.0115 -0.0040

Tabel 8.2: Opsummering af de estimerede vaerdierne til koefficienterne til model-
len givet ved (8.2).

Not1E: De forklarende variable, som testes veek ved den ovenstaende ana-
lyse, kan ogsa testes vaek samlet. Dette er undersggt ved alle fglgende ana-
lyser i denne anvendelsesdel, men det naevnes ikke med mindre den samlede
test er signifikant. A

Residualplot til modellen givet ved (8.2), har samme struktur som plotene
til grundmodellen, hvorved denne model ogsa ser ud til, at kunne forklare
variationen i data rimeligt.

8.1.4 Knakpunkt

Det sidste trin i modelopstillingen er at se pa placeringen af knaekpunktet.
For at estimere dette findes log-likelihooden, for den anvendte model (8.2),
til alle mulige knaekpunkter, hvorved der opnas en profil likelihood for disse.
(Se appendiks B for en introduktion til profil likelihood.)

I figur 8.5 er profil likelihooden til hvert knakpunkt plottet sammen med
en udglattet kurve af punkterne. Heraf ses, at toppunktet ligger meget taet
pa januar 1968, hvilket stemmer seerdeles godt overens med overgangen fra
ICDS til ICD10. Det skal bemarkes, at de stgrste veerdier for profil likeli-
hooden ligger midt i 1966, men da dette blot er et tjek pa knakpunktet,
anvendes dette punkt ikke. Hvis der laves tilsvarende kurver for profil like-
lihooden, for hvert kgn hver for sig, opnas et tilsvarende resultat.
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Figur 8.5: Punkterne til profil likelihooden, plottet sammen med en udglattet
kurve for disse.

I figur 8.6 plottes skizofrenifrekvenserne, med en referencelinje ved 1968,
hvorved det gerne skulle vaere mere tydeligt, at data begynder at stige efter
dette punkt.

Efter placeringen af knaekpunktet er undersggt neermere, kan modellen om-
parametriseres. Dette ggres for, at undersgge hvorvidt der er et spring ved
januar 1968 (mellem ¢t = 156 og t = 157), eller om der blot er et knak i
regressionslinjen. Denne omparametrisering laves ved, at indfgre de forkla-
rende variable t1, hvor vardierne @ndre sig fgr knekpunktet, og t2, hvor
vardierne @endrer sig efter knaekpunktet. Disse er givet ved

i = t fort < 157
") 156 for t > 157,

ogt2=t—tl.
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Figur 8.6: Skizofrenifrekvenserne, med en referencelinje ved knakpunktet i ja-
nuar 1968.

Dette giver modellen

logit (peg) = Bo + Beatl + Beat2 + Byl + Brly, (8.3)

hvor fj udelukkende giver storrelsen pa springet i knaekpunktet. En test,
svarende til de tidligere tests, af denne model giver, at springet i knaekpunk-
tet ikke er signifikant, hvorved den nye anvendte model er givet ved

IOgit (ptg) = Bo + Btltl + Bt2t2 + Bglg- (84)

Estimationen af koefficienterne er opsummeret i tabel 8.3 (se appendiks C
for en gennemgang af metoderne). Modelkontrol for denne model giver et
resultat der er helt tilsvarende resultaterne for de tidligere modeller.
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Koefficient | Estimat | Standard- LR 95%
afvigelse konfidensgranser
Bo -5.6796 | 0.0400 -5.7585 -5.6018
Bu -0.0016 | 0.0004 -0.0023  -0.0008
Bi2 0.0065 | 0.0012 0.0042  0.0089
Bg -0.7366 | 0.0366 -0.8086 -0.6651

Tabel 8.3: Opsummering af de estimerede vaerdierne til koefficienterne til den
nye anvendte model.

Det ses, at resultaterne stemmer godt over ens med resultaterne for model
(8.2). Det skal bemaerkes, at By for denne model, svarer til Sy + (B fra
den tidligere model, 3;; for denne model, svarer til 3; + B¢, fra den tidligere
model, og B5 for denne model, svarer til 3; fra den tidligere model. De lavere
standardafvigelser pa interseptet og koefficienten til tiden, méa tilskrives, at
modellen er omparametriseret, og testet ned, saledes, at den ikke leengere
indeholder I}, som forklarende variabel.

NoTE: I denne modelopstilling betragtes knaekpunktet ikke som en para-
meter der skal estimeres. Derimod undersgges blot, om der er rimelighed i
at det eksisterer, og har den angivne placering. Hvis knaekpunktet opfattes,
som en parameter der skal estimeres er de angivne standardafvigelser lidt
for optimistiske, og dermed for sma. A

8.2 Eventuel ekstra temporal variation

Efter at have opstillet en model for skizofrenifrekvensen, og lavet basal in-
ferens, arbejdes der nu med, om der er yderligere variationer over tid. Den
forste del af denne analyse ser pa, om der er nogle systematiske variationer i
data, som ikke er forklaret af den anvendte model (8.4). Derefter analyseres
for om der er nogle stokastiske variationer i data, som ikke er forklaret af
den anvendte model.

Den teori der anvendes til analyserne for ekstra temporal variation, er for
en stor del basale metoder til analyse af tidsrackker. Af tidsmeessige arsager
er en teoretisk beskrivelse af disse metoder ikke behandlet i dette speciale,
men en sadanne er bla. givet i Diggle [1990].
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8.2.1 Systematisk variation

Denne analyse ser pa, om der er nogle systematiske variationer i data, som
ikke er forklaret af den anvendte model (8.4).

Analyse ved periodogrammer

For at undersgge om der er nogle faste svingninger i data, laves fgrst peri-
odogrammer for residualerne til den anvendte model (8.4).

Princippet i periodogrammer er, at undersgge om der er nogle systematiske
variationer i data, pa formen

a cos(wt) + B sin(wt),

hvor w € [0;27] og t = 1,...,216.
For at gore dette, indfgres funktionen

1 216 2 216 2
I(w) = 316 {Zn cos(wt)} + {Z Tt sin(wt)} ,
t=1 t=1
hvor w og t er givet som ovenfor, og ry,...,T216 er residualerne, som gnskes

underspgt for harmoniske svingninger.

Som det fremgar af Diggle [1990, 47-53], angiver store veerdier af I(w), at
harmoniske svingninger med de givne frekvenser w, stemmer godt over ens
med variationen i data.

Da der tidligere er pavist en forskel i skizofrenifrekvensen for kvinder og
mand, opdeles residualerne saledes, at de to k¢n undersgges hver for sig.
Periodogrammerne for henholdsvis kvinder og maend er plottet i figur 8.7.

Der er tilsyneladende ikke nogen entydige frekvenser, som forklarer vari-
ationen i residualerne godt, men der er dog nogle toppe for begge kgn. I
figur 8.8 er periodogrammerne for hver af kgnnene plottet sammen, hvorved
man ser, at de ikke topper samtidigt. Dette underbyger den anvendte op-
deling i kgn. En yderligere opdeling, saledes at residualerne for hvert kegn,
ogsa opdeles i en gruppe for knaekpunket og en gruppe efter knackpunktet,
kunne endvidere anvendes. Denne opdeling har dog den ulempe, at antallet
af veerdier efter kneekpunktet ikke er sarlig stort. En analyse med denne
opdeling, har da ogsa givet et resultat, der svarer fuldstaendig til resultatet,
for en opdeling kun med hensyn til kgnnene. Derfor vil denne gennemgang
af analysen kun anvende opdelingen i forhold til kgn.

Da det ikke er klart ud fra periodogrammerne, om der ligger nogle harmoni-
ske svingninger i residualerne, testes der herefter for sidanne. Metoden er,
at udvide den anvendte model (8.4) med nogle sinus og cosinus led, der er
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Figur 8.7: Periodogram for residualerne, for henholdsvis kvinder (gverst), og

maend (nederst).
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Figur 8.8: Periodogram for residualerne til de to kgn, plottet sammen.

pa samme form, som dem der anvendes til at lave periodogrammet. Herved
kan der testes om en sum af sinus- og cosinus-funktioner, med udvalgte fre-
kvenser, kan forklare en del af variationen i data. Dette svarer til, at teste
om visse frekvenser fra periodogrammet er signifikante.

Den model der testes bliver herved pa formen
logit (ptg) = Bo + Butl + Biat2 + Byl
+ ayy cos(writ) + ags cos(wgat) + - - -
+ Br1 sin(wg1t) + Bro sin(wpat) + - - -, (8.5)

hvor wy; = 27wki/216, og ki er antallet af svingninger i hele datasaettet. Dvs.
ki € Z 4, og ki < 108.

Testen udfgres ved, at der fgrst laves konfidensintervaller, og beregnes
testvaerdier, for hvert led hver for sig. Dernaest anvendes den y2-test, som
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er beskrevet i afsnit 3.2.2, til at teste den tidligere anvendte model (8.4),
imod model (8.5) der desuden indeholder alle de udvalgte frekvenser.

En sadanne test af henholdsvis 1/4,1/2,1 og 2 svingninger pr. ar, giver,
at ingen af leddene i sig selv er signifikante. Desuden giver testen af den
tidligere anvendte model (8.4), imod modellen pa formen (8.5), indeholdene
1/4,1/2,1 og 2 svingninger pr. ar, en P-vaerdi pa 0.75. Dvs. der heller ikke
er signifikans for alle frekvenserne samlet. Ligeledes opnas ikke signifikans
for en meengde andre udvalgte frekvenser, eller serier af frekvenser, som er
testet pa en tilsvarende made.

Hvis der yderligere tilfgjes forklarende variable bestaende af vekselvirknin-
ger mellem konnet, og sinus/cosinus leddene, opnds samme resultat.

Efterfglgende analyseres for, om fgdselsmaneden m, kan forklare noget af
variationen i data, som en ustruktureret sasonvariation. Dette gores ved, at
tilfgje den forklarende variabel m, samt vekselvirkningen mellem m og g i
den anvendte model. Herved opnas modellen

logit (peg) = Bo + Buatl + Biat2 + Byly + Brum + BymIym. (8.6)

En type 1 test af denne model giver en P-veerdi pa 0.88, for at By, er 0,
og en P-vaerdi pa 0.34, for at 8, er 0. Dvs. der ikke er signifikans for, at
fgdselsmaneden har nogen indvirkning pa variationen i data.

Konklusionen pa de ovenstaende analyser er, at ingen af de underspggte til-
feelde paviser nogen yderligere systematiske variationer.

8.2.2 Stokastisk variation

Den anden del af analysen for systematiske variationer, som ikke er forklaret
af den anvendte model (8.4), omfatter analyse for stokastiske variationer.

Korrelogram

Den fgrste del af denne analyse omfatter korrelogrammer for residualerne
til den anvendte model (8.4). Da det tidligere er pavist, at der er en forskel
mellem kgnnene, anvendes opdeling efter kon ligeledes i dette afsnit. Fortolk-
ningen af korrelogrammet baserer sig pa, at residualerne er approksimativt
standard normalfordelt. Derfor undersgges dette fgrst.

Undersggelsen udfgres ved, at lave et normal-fraktilplot af residualerne. I fi-
gur 8.9 ses normal-fraktilplottet for kvinder. Normal-fraktilplottet for maend
ser tilsvarende ud.
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Heraf ses, at residualerne tilsyneladende er approksimativt standard nor-
malfordelt. Som det naevnes tidligere, underbygger dette valget af Pearson-
residualerne til modelkontrol.

Jo@mSoamT™m

el = = ST =

Normal Buantiles

Normal Line: Mu=0, Sigma=1

Figur 8.9: Normal-fraktilplot af residualerne for kvinder, med en referencelinje
for middelveerdien (Mu) lig nul, og en standardafvigelsen (Sigma) lig en.

Da fraktilplottet for residualerne ser paent ud, udregnes en empiriske au-
tokorrelation py, for henholdsvis kvinder og maend, og der laves korrelo-
grammer for disse.

Der er lavet korrelogrammer for henholdsvis kvinder og maend i figur 8.10.
Da der gelder, at py ~ N(0,1/n), hvor n er antallet af observationer,
kan £4/2/216 anvendes, som approksimative 95% konfidensgraenser [Dig-
gle, 1990, s. 39]. Disse signifikansgraenser er markeret pa korrelogrammerne
som stiplede linjer.

Af korrelogrammerne ses, at de empiriske autokorrelationskoefficienter hol-
der sig inden for graenserne for maend, men for kvinder er der nogle ekstreme
verdier i k = 7 og k =9, der ligger lige pa greensen. Desuden er p; og til
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Figur 8.10: Korrelogram for kvinder (gverst) og maend (nederst). Autokorrela-
tionskoefficienten i maneder er givet ved k. De stiplede linjer angiver +,/1/108.
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dels ogsa p2 hgje for kvinder, hvilket tyder pa at der maske kan vare en
form for korrelation i tid. Dette er dog kun en meget svag indikation, som
kun kan anvendes som et fingerpeg i videre undersggleser.

Det skal bemeerkes, at hvis analyser kgres for begge kgn under ét, opnas et
tilsvarende resultat. I dette tilfaelde er veerdierne i korrelogrammet dog for-
holdsvis teettere pa nul, da forskellene i autokorrelationsstrukturen mellem
de to kgn, til sammen giver en mere flad struktur.

Residualplots

En yderligere visuel undersggelse af, om der er positiv seriel korrelation,
opnas ved at lave scatterplots af residualerne til tiden ¢, mod residualerne
til tiden t — k, hvor k = 1,...,12. Disse scatterplots er at finde i figur 8.11.

Heraf ses, at der ikke umiddelbart ser ud til, at veere nogen tydelige mgnstre.
Det kan dog se ud som om, der er et ovalt mgnster i plottet af residualerne,
for kvinderne, til tiden ¢ mod residualerne til tiden ¢t — 1, og t — 9. Dette
stemmer godt over ens med iagttagelserne fra korrelogrammerne.
Residualplottene for maend har ikke et naer sa tydeligt mgnster, men ellers
ligner de plottene for kvinder.

Test for hvis stgj

Den sidste del af denne undersggelse gar pa, om residualerne kan opfattes
som vaerende hvid stgj. Til dette formal anvendes henholdsvis Fisher’s ek-
sakte test og Bartlett’s Kolmogorov-Smirnov test. Disse tests er beskrevet
i Diggle [1990, s. 98-101]. Da P-veerdierne, givet i tabel 8.4 er store, afviser
dette ikke, at residualerne er hvid stgj.

Kvinder | Maend
Fisher’s eksakte test 0.86 0.70
Bartlett’s Kolmogorov-Smirnov test | 0.22 0.76

Tabel 8.4: P-veerdier til tests for hvid stgj.

Det skal bemeerkes, at hvis den analyse der her er kgrt for kgnnene hver for
sig, kores for begge kgn under ét, eller for en opdeling med hensyn til bade
kgn og periode, opnas et tilsvarende resultat.
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Figur 8.11: Scatterplot af residualerne til tiden ¢ mod residualerne til tiden t — k,

hvor kK =1,...,12, for kvinder.
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8.3 Diskussion

Ud fra de ovenstaende analyser mé konkluderes, at den anvendte model (8.4)
forklarer variationen i dataene rimeligt. Der er, pa basis af analyserne, ingen
indikation af, at der er yderligere systematiske variationer i data. Derimod
indikerer undersggelsen for stokastiske variationer, at der maske kan vaere
visse stokastiske strukturer, som ikke er forklaret ved den anvendte model.
Dette er dog ikke oplagt.

Den anvendte model denne analyse ender op med, er siledes givet ved

logit (ptg) = Bo + Btltl + Bt2t2 + Bglg: (87)

hvor estimationen af koefficienterne er opsummeret i tabel 8.3.

Hvis de estimerede veerdier for koefficienterne indsaettes i (8.7), opnas den
modellerede skizofrenisandsynlighed p;y. Dette er illustreret i figur 8.12,
hvor piy er givet i henholdsvis rd og logistisk skala. Det ses, at p;; udgeres
af fire rette linjer i logistisk skala. Dette skyldes, at estimatet er opnaet
ved linezer regression med logit link. I ra skala ses, at der ikke langere er
tale om rette linjer, men formen er meget lig formen i logistisk skala. Dette
illustrerer, at der ikke er en lineser sammenhaeng mellem de to skala.

I figuren er den estimerede skizofrenisandsynlighed for mand de gverste
linjer, og den estimerede skizofrenisandsynlighed for kvinder, er de neder-
ste. Veerdien til januar 1955 for maend, er givet ved fy. Forskellen mellem
kgnnene er givet ved 3,. Heeldningen af linjerne for knsekpunktet, er givet
ved f;1, og haeldningen af linjerne efter knakpunktet, er givet ved S;2. Det
ses endvidere, at skizofrenisandsynligheden er svagt faldene frem til knaek-
punktet, hvorefter den begynder at stige. Dette indikerer den stigning der
kan veere sket med overgangen fra ICDS8 til ICD10 diagnostiseringssyste-
met. Samtidig indikeres, at der har veeret et fald i skizofrenifrekvensen frem
til dette tidspunkt. Ud fra verserede hypoteser pa Center for Registerforsk-
ning, kan dette fald i antallet af diagnosticerede skizofrene meget vel skyldes
en nedskaring pa det psykiatriske omrade op gennem tiden. Herved er der
blevet faerre sengepladser til radighed for skizofrene patienter, og dermed
diagnosticeret faerre. Noget sadanne er der dog ikke basis for at konkludere
ud fra disse analyser.
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Figur 8.12: Den modellerede skizofrenisandsynlighed p¢y i henholdsvis ra skala
(overst) og logistisk skala (nederst). Data er plottet i de respektive skala, med
kvinder markeret ved sorte plusser, og maend markeret ved gra punkter.






Dataanalyse
baseret pa
den DGLM

I dette kapitel gennemgas resultaterne for en dataanalyse baseret pa den
DGLM. Denne analyse gennemgaes dels for, at undersgge data naermere,
og dels for at illustrere anvendelsen af den beskrevne teori for den DGLM.
Til estimation af ukendte hyperparametre anvendes GLIMMIX makroen i
SAS.

De beskrevne metoder fra kapitel 5 anvendes ikke, da der af tidsmaessige
arsager ikke har vaere muligt, at na implementeringen af disse algoritmer i
SAS. Jvf. [Durbin and Koopman, 2001, s. 202-203] er der dog meget lille
forskel pa, at anvende det udvidede Kalmanfilter, med iterationsmetoden
beskrevet i afsnit 4.3.1, og importance sampling til, at estimere middelvaer-
dien af den latente proces i den DGLM med Gaussisk systemligning.

Den teoretiske baggrund, for dataanalysen, er beskrevet i kapitel 4, og gen-
nemgaet specielt for binomialfordelingen i kapitel 6.
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9.1 Modelopstilling

I den model der opnas ved dataanalysen i foregaende kapitel, bygger te-
stresultaterne pa, at modellen er statisk, og data er ukorrelerede. Da den
model der gnskes anvendt i dette kapitel ikke anvender disse krav, tages der
udgangspunkt i grundmodellen (8.1) i stedet for den anvendte model (8.7).
Dog omparametriseres, sa de forklarende variable bliver pa samme form
som (8.7). Den grundmodel der anvendes i denne analyse bliver herved, at
antallet af skizofrenitilfeelde s;, beskrives ved den stokastiske variabel Z;,,
hvor

(Ztg10tg) ~ Bi(nig, pty),

med
lOglt (ptg) = >\tg = F;Fgotg
= Bo + Butl + Bi2t2 + Bgly + Brdy + Biiglytl
+ BtZgIgt2 + ngIgIk + E(ta g);
hvor B = [Bo, Bt1, Biz2, By, Bk, Birg, Biag, Bgr]* er regressionsparametrene i

modellen, (¢, g) er en dynamisk parameter, som afhanger af tiden og kegn-
net, og t1, t2 og I, er de forklarende variabler defineret i afsnit 8.1.

Det ses, at Fy, = [1,t1,12,1,, I, I,t1, I,t2, I, I}, 1], og 8, = [B",&(t, 9)]".

Da der ikke er nogen forhandsviden om fordelingen af e(t, g), antages denne
at veere Gaussisk. Her ud fra opstilles en DGLM med Gaussisk system-
ligning, for de anvendte skizofrenidata. Strukturen af den latente proces
bestemmes dels ved, at se pa analysen for ekstra temporal stokastisk varia-
tion i afsnit 8.2.2, og dels ud fra hvilken struktur der kan forventes, at vaere
i data. Ud fra figur 8.10 kan det se ud som om, der er en positiv korrelation
mellem en given maned, og den forgaende maned. Dette stemmer godt over
ens med strukturen for mulige risikofaktorer, fra afsnit 7.1.2, som f.eks. in-
fluenza under graviditeten. Af denne grund anvendes en stationar AR(1)
struktur til, at beskrive (¢, g).

Korrelogrammet for maend ligner, som tidligere diskuteret, udpraeget hvid
st@j, hvorfor der ogsa anvendes to forskellige AR(1) modeller for kvinder og
maend.

Da en model med negativ korrelation ville afhaenge af hvilken tidsopdeling
der anvendes, betragtes kun modeller med positiv korrelation. En stationaer
AR(1) model med positiv korrelation kan for et givet kon g specificeres ved,
at

€(t,g) :ng(t—l,g)+wtg, Weg ~ N(O,’Ug),

for t = 1,...,216. Der geelder endvidere, at wiy,...,w216, er uafhaengige,
og 0 < pgy < 1, da der skal vaere positiv korrelation.
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Da processen er stationaer, er variansen af e(t, g) givet ved en konstant 05,
for allet =1,...,216. Dvs. v, er givet ved

vy =(1- pg)ag.

Jvf. Fahrmeir and Tutz [2001, s. 332-337 og 5.345-346] kan den DGLM med
Gaussisk systemligning, lige sa vel anvendes i det tilfeelde, hvor covarians-
matricen Wy, fra definition 4.2, er singuleer. Da regressionsparametrene
ikke er dynamiske, vil denne model have en sddanne form.

Den anvendte model for et givet kon g, kan herved opskrives ud fra definition
4.2 af den DGLM med Gaussisk systemligning, som fglger.

Model:
Observationsligning
Taethedsfunktionen for skizofrenifrekvensen er givet ved

F Wbt Vi) = exp [ty (o1 Yot )~ 1n 1+ exp )1 () )],

ytg
e blins) T
g g
(9.1)

hvor ¢y = 1/a(Vig) = ntg, 08 Ytg = 2tg/Neg, for t =1,...,216.

Der eksisterer endvidere et signal )\, som er givet ved
logit (peg) = Aty = Fy, 04, (9.2)

fort=1,...,216.

Systemligning

Den latente proces er givet ved systemligningen

0
Oty = Gig0(1—1)y + [ ] ;o wig ~ Na(0, W),
Wtg

hvor
1 0 0
0o . . 0 0
Gy = . 08 Wg:[O v]’
B 1 0 g
0 0 py



86 9. Dataanalyse baseret pa den DGLM

Begyndelsesbetingelse
Begyndelsesbetingelsen for den latente proces, er givet ved

(Bog1Dog) ~ Nyn(mog, Coy),

B0, = [s((fg)} :

og begyndelsesinformationen Dy, er givet ved hyperparametrene Fyy, Gyg,
Mog, Cog 08 Wiy, med

hvor

ccg 0 -+ 0
Bhregyn 0 T

: - cey

0O --- 0 05

hvor Bycgyna €r begyndelsesvaerdierne for regressionsparametrene, og ccy er
den tilhgrende varians.

Der  galder  endvidere, at (Yig|6+9) er  uathengig  af
Yl: R 7)/:‘,—17}/24-17 R 7}[2167 017 R 70t—170t+17 R 702167 at }[tg kun af-
haenger af 6;, gennem Ay, samt at wi,...,waq, (6o|Do) er uathaengige.
A

Det kan bemaerkes, at begyndelsesvariansen o, for £(0,g) angiver, at der

startes et tilfaeldigt sted i en proces med konstant varians 05.

9.2 Estimation

For at kunne kgre det udvidede Kalmanfilter, skal de ukendte hyperpara-
metre forst estimeres. I dette afsnit estimeres derfor fgrst de ukendte hyper-
parametre, og derefter den latente proces.

9.2.1 Estimation af ukendte hyperparametre

Ud fra det ovenstaende modelopsat ses, at de ukendte hyperparametre ud-
gores af o4 og p,. Da dataanalysen er blevet udfgrt i SAS, er GLIMMIX
makroen i dette program anvendt til, at lave maksimum likelihood estima-
tion af disse ukendte hyperparametre. Detaljer om algoritmen fremgar ikke
klart af manualen, hvorfor der er prioriteret ikke at ga i detaljer med det.



9.2 Estimation 87

Estimationen giver, at 03 = 0 for mend, hvilket vil sige, at der ikke er en
latent proces, af den givne form, for maend. For kvinder er 03 = 0.01442, og

pg = 0.6778.

Da der, jvf. estimationen, ikke er nogen latent proces, af den angivne form,
for maendene, er den fglgende analyse udelukkende for kvinderne. Grund-
modellen kun for kvinderne bliver herved

logit (pt) =M= F;Fot = Bo + Bu1tl + Beot2 + Br Iy + E(t),

hvor det er implicit, at data kun omfatter kvinder. Der anvendes, i den
fplgende analyse af data for kvinder, ikke et indeks for kgn pa nogen af
stgrrelserne.

9.2.2 Estimation af 0,

Efter de ukendte hyperparametre er estimeret, kan tilstandsvektoren 6, esti-
meres for kvinderne. Dette ggres ved hjelp af det udvidede Kalmanfilter,
med iterationsmetoden beskrevet i afsnit 4.3.1. Som stopkriterier anvendes,
at

() _ = (i-1)
My — My -6
—— L[ <107,
my;
foralle j = 1,...,n 0og t = 1,...,216, hvor m; er middelvaerdiestimatet

for tilstandsvektoren, og n er antallet af elementer i 8;. Indekset i angiver

hvilken gang iterationen kgrer. Hvis 7717(:;71) = 0 anvendes kriteriet

S ()~ (1)

‘mtj — My

I de anvendte tilfeelde konvergerer algoritmen ved under 8 iterationer, hvil-
ket stemmer meget godt over ens med Durbin and Koopman [2000], hvor
der angives, at der normalt ikke skal anvendes mere end 10 iterationer for,
at opna konvergens.

I dette kapitel betegnes det ovennaevnte filter blot ved det udvidede Kal-
manfilter.

For, at estimere veerdierne kores forst det udvidede Kalmanfilter pa data.
Som startveerdier for regressionsparametrene anvendes estimaterne, givet
ved den generelle model fra GLM-analysen, kgrt kun for kvinderne. Herved
opnas begyndelsesvaerdierne givet i tabel 9.1. Bemerk at denne analyse
ikke giver helt de samme resultater som analysen fra foregaende kapitel, da
analysen derfra omfatter bade kvinder og maend, mens denne analyse kun
omfatter kvinderne.
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Parameter | Begyndelsesvaerdi
Bo —6.6015
Bu —0.0006
B 0.0091
B 0.0929

Tabel 9.1: Begyndelsesveerdier givet ved de estimerede regressionsparametre fra
GLM-analysen.

Da der ikke er nogen grund til, at veere meget usikker pa disse begyndelses-
vaerdier, anvendes begyndelsesvariansen cc = 1.

Det udvidede Kalmanfilter er kodet op ved hjxlp af IML-pakken i SAS.
Ved at kere dette opnas det udglattede middelveerdiestimat my;, og det
udglattede covariansmatrixestimat C', for tilstandsvektoren 8. Her ud fra
laves en Wald test (beskrevet i afsnit 3.2.2) af, om regressionsparametrene
er lig nul. Desuden opsattes approksimative konfidensgranser, ved

Bi + 1.96 CN'ii,

hvor B er de estimerede regressionsparametre fra my, og CN’M er det tilhg-
rende variansestimat. Denne metode svarer til de anvendte metoder i West
and Harrison [1997, kap. 10 og kap. 14]. Det skal bemzerkes, at de udglattede
estimater for regressionsparametrene er stort set konstante over tid, hvorved
storrelsen af estimatet ikke afheenger af hvilket tidspunkt det er taget til.
Ud fra det ovenstaende opnas en P-veerdi for £; pa 0.61, hvorved denne
testes vaek. Herefter testes modellen

logit (pt) = 60 + Btlt]- + Bt2t2 + 8(t).

Dette giver en P-vaerdi for By pa 0.29, hvorved denne testes vaek. Herefter
testes modellen

logit (pt) = Bo + Bi2t2 + &(t). (9.3)

De opnaede estimater er givet i tabel 9.2. Samtidig opnas estimatet for
middelveerdien af (t), illustreret ved figur 9.1. Sammen med estimatet er
der plottet 95% punktvise intervaller, givet ved

s £ 1.96\/ Cias,

hvor m;3 er middelvaerdiestimatet for (t), og @33 er det tilhgrende varian-
sestimatet.
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Koefficient | Estimat | Standard- 95% interval P-veerdi
afvigelse

Bo -6.5700 | 0.0405 -6.6495 -6.4906 | <0.0001

B2 0.0060 | 0.0020 0.0021  0.0100 | 0.0029

Tabel 9.2: Estimerede veerdier opnéet ved det udvidede Kalmanfilter. P-veerdien
er givet ved en type 3 analyse (se appendiks C for en gennemgang af de anvendte
betegnelser).

Af de ovenstaende analyser, og tabel 9.2, ses at det kun er interseptet og
t2, som ikke kan testes vaek, hvilket er i overensstemmelse med analyser af
en tilsvarende GLM-model, uden £(t) leddet. Bemaerk at denne model ikke
er den analyserede model kapitel 8, da modellen der fra ogsa indeholder
mendene.

Jvf. Fahrmeir and Tutz [2001, s. 354] opnas ikke bedre estimater ved det
iterative udvidede Kalmanfilter, hvis begyndelsesvaerdierne i en binomial
model er nogenlunde ngjagtigt bestemt. Dette er heller ikke tilfaeldet i denne
model, hvor estimaterne dog heller ikke forbedres maerkbart, ved at kgre den
anvendte iterationsprocedure, beskrevet i afsnit 4.3.1, mere end en gang.

Hvis estimationen udfgres med en begyndelsesvarians for regressionspara-
metrene, pa henholdsvis 10 og 100, opnas et resultat som er stort set identisk
med den angivne.

9.3 Analysekritik

Som tidligere naevnt er der ikke forsket szerlig meget i modelkontrol for
dynamiske modeller. Af denne grund, og af tidsmaessige arsager, er der valgt
ikke, at ga seerlig dybt ind i dette emne. Visse kritiske betragtninger omkring
modellens og dermed analyseresultaternes anvendelighed, vil dog veere pa
sin plads.

Da de punktvise intervaller for den estimerede middelvaerdi, i figur 9.1, inde-
holder nul til enhver tid ¢, indikeres at processen ikke er signifikant forskellig
fra nul. En decideret test af om dette er tilfzeldet hgrer dog under de ikke
szrlig udforskede og ikke behandlede emner, hypotesetest for stokastiske
dynamiske parametre, og modelkontrol for dynamiske modeller.

Det er endvidere ikke klart ud fra figuren, om e(t) forklarer noget af vari-
ationen i data. For at undersgge dette sammenlignes den estimerede mid-
delveerdi af €(t) med de ra residualer for en tilsvarende GLM-analyse uden
e(t) leddet. Da logit-funktionen ikke er linesr, er den estimerede middel-
veerdi for (t), og ra-residualerne ikke direkte sammenlignlige. For at kunne
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Figur 9.1: Den estimerede middelveerdi for (¢) (fuldtoptrukken linje) plottet
sammen med 95% punktvise intervaller (gra stiplede linjer).

sammenligne stgrrelserne udregnes derfor forskellen mellem modellen med
e(t), og modellen uden. Denne storrelse er givet ved rep = py — j, for
t=1,...,216, hvor pj; er skizofrenisandsynligheden, estimeret ved modellen
uden &(t), og Py er skizofrenisandsynligheden, estimeret ved modellen med
e(t). Sammenligningen mellem ra-residualet og rep er illustreret i figur 9.2.
Af den gverste figur ses, at €(t) ikke forklarer en saerlig stor del af variationen
i residualet, men dog en del. Af den nederste figur ses, at formen i middel-
veerdiestimatet for e(t), og ra-residualerne folges ad, hvilket underbygger,
at €(t) forklarer en del af variationen i data. Det kan endvidere bemaerkes,
at middelvaerdiestimatet for e(t), mere eller mindre, er en udglattet kurve
for ra-residualerne.

For at evaluere de estimerede regressionsparametre, sammenlignes resulta-
terne for de forskellige estimationsmetoder. Den forste er GLM-analysen fra
foregaende kapitel, den anden er det udvidede Kalmanfilter, og det tredje er
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GLIMMIX makroen i SAS, som ogsa estimerer regressionsparametrene. De
tre metoder nar alle frem til en slutmodel der ligesom (9.3) kun indeholder
regressionsparametrene 3y og [Bi2. Veerdierne for de tre metoder er samlet i
tabel 9.3.

GLM-analysen DGLM-analysen SAS-analysen
Koefficient | Estimat | Std.afv. | Estimat | Std.afv. | Estimat | Std.afv.
Bo -6.5701 0.0348 -6.5700 0.0405 -6.5711 0.0405
B2 0.0060 | 0.0017 0.0060 | 0.0020 0.0061 | 0.0020

Tabel 9.3: Sammenligning af estimaterne, og standardafvigelserne, for regres-
sionsparametrene, ved de tre anvendte metoder.

Af tabel 9.3 ses, at estimaterne for regressionsparametrene er meget taet pa
hinanden, for de tre forskellige metoder. Forskellen er ikke stgrre end, at
for et hvilket som helst af estimaterne ligger de to andre estimater inden
for en standardafvigelse af det givne estimat. Det skal dog bemerkes, at
standardafvigelsen pa de tre metoder er lidt forskellige. Dette ma henvises
til forskelle i metoderne.

For at se narmere pa valget af en AR(1) model, anvendes en mere generel
model i GLIMMIX. For at indfgre denne model er det forst ngdvendigt,
at omskrive den anvendte model til GLIMMIX syntaks. Dette ggres ganske
simpelt ved, at samle elementerne til alle tiderne i en vektor. Modellen bliver
herved

logit (p) = X3 + ¢, (9.4)
hvor logit (p) = [logit (p1) ,. . ., logit (p216)]*, X er designmatricen, 3 er vek-
toren af regressionsparametre og € = [g(1),...,€(216)]". Strukturen af &(¢)

angives ved, at definere strukturen af covariansmatricen for €. Covarians-
strukturen for en AR(1) proces bliver herved

1o 2 -
)

Var [e] = o° P T 2

)

I P> p 1
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En udvidelse af denne model er en TOEP(k), hvor covariansstrukturen er

r o2 o1 - oOp_1 0 .- 0 T
01
0
Var[e] = |5, _, o
0
01
L 0 0 o1 --- o1 02_

Ud fra disse parametre kan veerdierne af o? sammenlignes, og o?p/, fra
AR(1) modellen kan sammenlignes med o; fra TOEP(k) modellen. Dette
gores for, at underspge hvorvidt covariansstrukturen af den anvendte AR(1)
model er for simpel, i forhold til den mere avancerede TOEP model. Det
har ved hjelp af GLIMMIX, veeret muligt at estimere parametre op til en
TOEP(12) model. Sammenligningen mellem modellerne er illustreret ved
figur 9.3.

Heraf ses, at TOEP verdierne svinger omkring AR(1) veerdierne. Af det
gverste plot ses, at veerdierne for modellerne starter forskelligt ud, men ellers
stemmer nogenlunde godt over ens i et tidsspaend af op til 8 maneder. Af
den nederste figur ses, at oy er langt storre end forventet i AR(1) modellen.
Denne struktur gar igen i korrelogrammet for kvinder i figur 8.10, hvor
strukturen ogsa tyder pa en hgj korrelation ved et tidsspeend pa 9 maneder.

Det skal bemarkes, at TOEP modellen ikke kan opskrives ved den DGLM-
model, som anvendes i dette speciale. Derfor arbejdes der ikke videre med
denne model.

NotTE: Hvis der anvendes en tilsvarende TOEP model for mand, estimeres
variansen til at veere nul, ligesom ved AR(1) modellen. A

9.4 Diskussion

Af figur 9.1 fremgar hvilken form middelveerdien €(t) er estimeret til at
have. Et sadanne plot vil kunne anvendes ved overvejelse af hvilke forkla-
rende variable, der kunne taenkes, at have indvirkning pa skizofrenifrekven-
sen for kvinder. Dvs. hvis en mangde forklarende variable med den angivene
struktur blev indkluderet i modellen, ville de kunne forklare effekten af e(t)-
leddet.
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Sammenligning af AR(1) og TOEP(®©)

Ken: Kvinder

Sammenligning af AR(1) og TOEP(12)
RTE

=-0.031

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1
k

Figur 9.3: Kurverne for den estimerede covarians for en afstand pa k maneder.
Den fuldtoptrukne graf er veerdierne for TOEP modellen, og den stiplede er veer-
dierne for AR(1) modellen. Sammenligningen er lavet for henholdsvis en TOEP(9)
(pverst), og en TOEP(12) (nederst).
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Den model der er opnaet ved denne analyse er givet ved (9.3). Den skizofre-
nifrekvens den modellerer er illustreret ved figur 9.4. Fortolkningen af plottet
i logistisk skala, er tilsvarende fortolkningen ved GLM-analysen. Saledes er
vaerdien til januar 1955, er givet ved 3. Heeldningen af regressionslinjen fgr
knakpunktet, er 0, og haldningen af regressionslinjen efter knackpunktet,
er givet ved fi. Det skal dog bemaerkes, at de modellerede niveauer ikke
laengere udggres af rette linjer, men, i sagens natur, har udsving bestemt
ved den estimerede middelvaerdi af e(t).

Af figur 9.3 ses, at AR(1) modellen for den latente proces ikke kan forkastes,
men der kan undemaerket taenkes, at vaere andre modeller, som beskriver den
latente proces bedre. En sadanne model behgver ikke ngdvendigvis, at vaere
en DGLM, hvorved det ville vaere ngdvendigt, at anvende andre metoder
end de, som er beskrevet i dette speciale, for at modellere den latente proces.
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p_tg
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Figur 9.4: Den modellerede skizofrenisandsynlighed p;, for kvinder, i ra skala
(pverst), og i logistisk skala (nederst). Data er markeret ved sorte plusser.



Opsummering
& Diskussion

Den gennemgaede dataanalyse er udfgrt i samarbejde med Center for Regi-
sterforskning ved Aarhus universitet. Undersggelsens formal er at klarlaegge,
hvorvidt maneden og aret en person er fgdt i, har indvirkning pa skizofre-
nifrekvensen. Desuden er det, at underspge om der er nogle faktorer, som
kan forklare antallet af skizofrene fodt i de givne maneder.

Da specialet har til formal, at evaluere gennemgaede teorier og metoder, er
et primaert formal med analyserne endvidere, at illustrere teorien i del I.

Analyserne indledes med en analyse baseret pa en GLM. Denne analyse nar
frem til, at en model baseret pa et intersept, tiden, kgnnet og et knackpunkt
giver en rimelig forklaring pa variationen i data. Det angivne knakpunkt
er bestemt ud fra overgangen fra ICDS8 til ICD10 diagnostiseringssystemet
pr. 1. januar 1994. Da definitionen af tidlig skizofreni omfatter personer
der far diagnosen skizofreni inden udgangen af deres 25. ar, giver dette
er knazkpunkt ved 1. januar 1968. Dette skyldes, at en person fgdt efter
knakpunktet herved har en mulighed for, at fa diagnosen tidlig skizofreni
efter ICD10 systemet. Placeringen af knackpunktet er endvidere kontrolleret
ved lave en profil likelihood for placeringen. Denne analyse kan ikke afvise
den angivne placering af knaekpunktet.

Der undersgges endvidere for ekstra temporale variationer i data. Denne
analyse finder ingen klare indikationer af at der skulle vaere sddanne. Tvaerti-
mod forkastes alle hypoteser om systematisk variation. Dvs.hypoteserne om
at der er yderligere variationer, enten i form af serier af harmoniske svingnin-
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ger, eller ustrukturerede effekter, som skyldes fgdselsmaneden. Tilsvarende
findes der heller ikke nogen klare ekstra temporale stokastiske variationer.
Der er dog en lille indikation af sadanne i korrelogrammet for kvinderne.

Det skal bemaerkes at hvis der sammenlignes med de mulige faktorer, som
er introduceret i afsnit 7.1.2, kan der ikke i denne analyse pavises den ars-
tidsvariation, som har vaeret fundet i andre undersggelser.

Efterfplgende analyseres data ved en DGLM med Gaussisk systemligning. I
denne analyse betragtes en model, hvor den latente proces modelleres ved
en AR(1) proces. Denne model viser sig dog kun at veere anvendelig for
kvinderne, hvorved det kun er denne del af data, som betragtes i den videre
modellering.

Fra afsnit 7.1.2 ses, at en mulig faktor, som evt. kunne forklare den anvendte
AR(1) proces, er influenza under graviditeten.

Ved hjelp af GLIMMIX makroen i SAS estimeres ukendte hyperparametre.
Ud fra disse estimeres den latente proces ved det udvidede Kalmanfilter,
med iterationsproceduren beskrevet i afsnit 4.3.1. Det udvidede Kalmanfil-
ter er kodet op i IML i SAS, direkte ud fra den beskrevne teori. Algoritmen
er testet ved simulerede dataszt for henholdsvis binomialfordelte og pois-
sonfordelte observationer. Desuden har Claus Dethlefsen vaeret sa venlig, at
kgre et simuleret poissonfordelt datasaet igennem en tilsvarende algoritme
han har kodet op i R, specielt for poissonfordelte observationer. Denne test
gav det samme, som den algoritme der er anvendt her.

Den anvendte algoritme estimerer saledes bade de ikke dynamiske regres-
sionsparametre, og den dynamiske AR(1) proces. Det skal saledes bemaerkes,
at de punktvise intervaller for den latente AR(1) proces indeholder nul til
enhver tid. Den estimerede middelvaerdi for processen, bgr derfor tages med
en pan portion skepsis.

For at give en kritisk gennemgang af estimaterne for regressionsparemetrene,
sammenlignes de med estimaterne for en tilsvarende GLM analyse, og en
tilsvarende analyse ved GLIMMIX modellen. Denne sammenligning viser, at
estimaterne ikke er vaesentligt forskellige. Dvs. at der i denne sammenhang
lige sa godt kan anvendes en GLM til at estimere regressionsparametrene,
som den mere komplicerede DGLM eller GLIMMIX model.

Der foretages endvidere en kritisk gennemgang af den anvendte AR(1) mo-
del, ved at sammenligne den med den mere komplicerede TOEP model. Ud
fra denne analyse ses, at AR(1) strukturen ikke passer helt darligt. Mere
avancerede processer kunne dog taenkes, at veere anvendelige, men da en un-
derspgelse af dette ligger, ogsa uden for rammerne af dette speciale, arbejdes
ikke videre med emnet.

Da de betragtede strukturer for en latent proces ikke kan anvendes til maend,
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kunne det vaere interessant at kigge nzermere pa dette emne. Dvs. undersgge
om der overhovedet kan pavises en latent proces for maend, og i givet fald,
hvilken struktur den kunne taenkes, at have. Der har vaeret prgvet med en
AR struktur, en random walk samt den beskrevne TOEP model, men ingen
af dem er anvendelige for maendene. Emnet er dog ikke blevet analyseret
naermere, da tiden lgber.

Hypotesetest for dynamiske stokastiske parametre, samt modelkontrol for
dynamiske modeller, er generelt et meget lidt udforsket omrade, hvorved
disse emner ikke er indarbejdet yderligere i denne analyse. Det kunne ikke
desto mindre vare interessant, at arbejde videre med omradet.

Et andet emne der kunne vezere interessante at betragte, hvis tiden tillod
det, er hvorvidt andre forklarende variabler kunne tzenkes at forklare
en yderligere del af variationen i data. Forslag til sddanne variabler er
opsummeret i afsnit 7.1.2, men det er dog ikke givet, at der eksisterer
datamateriale til dem.

Det kunne endvidere veere interessant, at undersgge hvor vidt de "drop
outs"der er i datasattet, kunne taenkes at have en skizofrenirisiko forskellig
fra personerne i dataszttet. Da antallet af "drop outs"ikke er sarlig stort,
og metoder til sadanne analyser ligger uden for rammerne af specialet, er
der ikke set neermere pa dette emne.
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Fordelinger

I dette appendiks gennemgaes en raekke fordelinger, samt egenskaber ved
disse fordelinger, som anvendes i dette speciale.

A.1 Poissonfordelingen

Poissonfordelingen anvendes, hvis et forsgg med en lille sandsynlighed for, at
en hendelse A indtraeffer, udfgres et stort antal gange, og de enkelte forsgg
er uathaengige. Stgrrelsen X angiver da antallet af forsgg, der resulterer i
haendelsen A.

Poissonfordelingen kan defineres formelt ved fplgende definition.

Definition A.1 (Poissonfordelingen)
Lad X veare en stokastisk variabel, og lad £ € R, da er X poissonfordelt,
hvis den tilhgrende tathedsfunktion er pa formen,

exp (=) §*

z!

flx) =

for & € N. For alle andre veerdier af x er f (z) = 0.
Notationen er X ~ Poi(¢). A

Teethedsfunktionen for poissonfordelingen kan omskrives til den eksponen-
tielle form (3.1), ved

f(m|n,V):exp[mli(£)/—\§f/—ln(m!) , (A.1)
o b(n) c(x,V)
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hvor a(V) = 1.

Ud fra den generelle teori for teetheder pa eksponentiel form, findes middel-
veerdien og variansen ud fra (3.4) og (3.5), ved

E[X]=¢ og Var[X]=¢. (A.2)

A.1.1 Den konjugerede fordeling

En konjugeret fordeling til poissonfordelingen, kan findes ved at anvende en
fordelingen med en tathedsfunktion pa samme form, som likelihoodfunk-
tionen til X. Ud fra definition A.1 ses, at gammafordelingen, som defineret
nedenfor, kan anvendes som konjugeret fordeling til poissonfordelingen.

Hvis den eksponentielle teethedsfunktion (A.1) for poissonfordelingen an-
vendes, er parameteren givet ved = ln (£). I dette tilfaelde kan gammafor-
delingen derfor ikke anvendes, som konjugeret fordeling. Istedet anvendes
en log-gammafordeling, som gennemgaes efter gammafordelingen.

Gammafordelingen

For at definere gammafordelingen indfgres forst gammafunktionen. For a €
R} er denne givet ved

['(a)= /000 t*te tdt. (A.3)

Herefter kan standard gammafordelingen defineres, som fglger.

Definition A.2 (Standard gammafordelingen)

Lad Z vaere en stokastisk variabel, og lad o € Ry veere formparameter,
da er Z standard gammafordelt, hvis den tilhgrende teethedsfunktion er pa
formen

_ ]‘ a—1 _
f(Z)_F(a)Z eXp( Z);
forz e Ry. Forz ¢ Ry er f(z)=0.
Notationen er Z ~ Gamma (o, 1). A

Ud fra tethedsfunktionen i definition A.2 ses, at den kumulantfrembrin-
gende funktion for standard gammafordelingen, er givet ved

K()=—aln(l1-1t).
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Dvs.
E[Z] =K'(0) =a og Var[Z] =K"(0)=a. (A.4)

En skaleret gammafordeling har en ekstra skalaparameter § € R,.
Hvis en stokastisk variabel X er gammafordelt med formparameter a og
skalaparameter (3, defineres fordelingen af X ved, at X = [7'Z, hvor
Z ~ Gamma (a,1). Denne udgave af gammafordelingen har saledes taet-
hedsfunktionen go

@) = frrayeexp (<),

for z € Ry. For ¢ ¢ Ry er f (z) =0. Notationen er X ~ Gamma (a, §).

Middelvaerdien og variansen af X ~ Gamma(a, 3), kan findes, ud fra mid-
delveerdien og variansen til standard gammafordelingen i (A.4), ved

E[X]:% og Var[X]= % (A.5)

Log-gammafordelingen

For at definere log-gammafordelingen indfgres forst digammafunktionen. For
a € Ry er denne givet ved

1(0) = T (4.6)

Herefter kan log-gammafordelingen defineres, som fglger.

Definition A.3 (Log-gammafordelingen)

Lad X veere en stokastisk variabel med fordelingen X ~ Gamma («, 3). Den
stokastiske variabel Y = In (X) er da log-gammafordelt, hvilket betegnes
Y ~ log-gamma(a, ). A

Da X = p7'Z, hvor Z ~ Gamma (a, 1), findes
Yi=Y+nh(@)=h(X)+In(8)=In(2).
For at finde momenterne til log-gammafordelingen anvendes teorien for taet-

hedsfunktioner pa den eksponentielle form. Dette gores ved, at finde teet-
hedsfunktionen for Y7 ud fra tethedsfunktionen af Z, og observere, at den
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opnaede taethedsfunktion er pa den eksponentielle form. Dvs.

fri (1) = diylle (exp (42))

=exp (y1) fz (exp (y1))

= exp (31) ﬁ(exp (1)) exp (—exp (41))

=exp|y1 _a_—In (T (a)) —exp (1) ], (A7)
T e V)

hvor a(V) = 1.

Ved at betragte (A.1) ses, at taethedsfunktion for log-gammafordelingen,
stemmer ganske godt over ens med tathedsfunktionen for (n|z), hvor x er
den naturlige parameter.

Ud fra den generelle teori for teetheder pa eksponentiel form, findes middel-
veerdien og variansen for Y7, ud fra (3.4) og (3.5), ved

EVi]=v(a) og Var[¥i]=7"(a), (A.8)

hvor 7 (+) er digammafunktionen givet ved (A.6).

Herved kan middelvaerdien og variansen for Y findes ved
E[Y] =7(a) ~In(8) og Var[Y]=7'(a). (A.9)

Ud fra en udledning aekvivalent med (A.7), er taethedsfunktionen for Y givet

ved
(e

() = fryexp (o = fexp (). (A.10)

De ovenstaende resultater for log-gammafordelingen er ligeledes gennemgaet
i en satning i Larsson [2001, s. 165-167], men udledningen gennemgéas dog
ogsa her, da resultaterne kan vises noget kortere pa denne form.

A.2 Binomialfordelingen

Lad et forsgg med sandsynligheden p, for at en haendelse A indtraeffer, vaere
gentaget n gange. Er de enkelte forsgg uafhaengige af hinanden, og angiver
den stokastiske variabel X antallet af forsgg, der resulterer i haendelsen A,
da betegnes X som varende binomialfordelt.

Binomialfordelingen kan defineres formelt ved folgende definition.
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Definition A.4 (Binomialfordelingen)

Lad X veere en stokastisk variabel, lad n € Z,, og lad p € R opfylde at
0 < p< 1, daer X binomialfordelt, hvis den tilhgrende tathedsfunktion er
péa formen

fz) = <Z>p“”(1 -p)"",

forz =0,1,...,n. For alle andre veerdier af x er f (x) = 0.
Notationen er X ~ Bi(n,p). A

Taethedsfunktionen for binomialfordelingen kan omskrives til den eksponen-
tielle form (3.1), ved

f(yln, V) =exp [n(ylogit (p) —In (1 + exp (n))) +1In <(Z>> }, (A.11)
n NI

o) c(y,V)

hvor a(V) =1/n, ogy = z/n.
Ud fra den generelle teori for taetheder pa eksponentiel form, findes middel-
veerdien og variansen ud fra (3.4) og (3.5), ved

E[X]=np og Var[X]=np(l-p). (A12)

A.2.1 Den konjugerede fordeling

En konjugeret fordeling til binomialfordelingen kan findes ved, at anvende
en fordelingen med en taethedsfunktion pa samme form, som likelihoodfunk-
tionen til X. Ud fra definition A.4 ses, at betafordelingen, som defineret
nedenfor, kan anvendes som konjugeret fordeling til binomialfordelingen.

Betafordelingen

For at definere betafordelingen indfgres fgrst betafunktionen. Denne er de-

fineret ved I'(a+8)

hvor gammafunktionen I (-) er givet ved (A.3).

(A.13)

Betafordelingen kan herefter defineres, som fglger.

Definition A.5 (Betafordelingen)
Lad X vare en stokastisk variabel, og lad a, 8 € Ry, da er X betafordelt,
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hvis den tilhgrende tethedsfunktion er pa formen

1
f(x) = (1 —2)P
D= B Y
for0 <z <1 Forx <Oellerxz>1er f(z)=0.
Notationen er X ~ Beta(a, f3). A

Middelveerdi og varians har formlerne

E[X] = oyl (A.14)
af
(a+B)2(a+B+1)

[Bernardo and Smith, 2000, s. 116-117].

og
Var [X] =




Profil
likelihood

Dette appendiks indeholder en kort introduktion til profil likelihood me-
toder. En dybere indfersel i teorien er bla. givet i Barndorff-Nielsen and Cox
[1994].

Likelihood

Da profil likelihood metoder bygger pa maksimum likelihood estimation
(MLE), introduceres dette forst ganske kort.

Lad y = (y1,...,yn)* veere realisationer af en stokastisk variabel Y, med
teethedsfunktion f (y|B). Likelihoodfunktionen L (B|y) for parametervekto-
ren B3, er da givet ved den simultane taethedsfunktion f (yi,...,yn|B), taget
som en funktion af 8. Veerdien af B, hvor L (Bly) antager sit maksimum,
betegnes MLE, og har notationen 8.

Hvis der arbejdes med en stokastisk vektorer er likelihoodfunktionen tilsva-
rende givet ved den tilhgrende simultane teethedsfunktion til realisationerne
af den stokastiske vektor.

Maksimum likelihood metodens anvendelighed bygger pa, at B under gene-
relle regularitetsbetingelser, er approksimativt normalfordelt ved

BAN, (8,27 (B)). (B.1)
for n — oo, hvor B er maksimum likelihoodestimatet for 3, og Z (B) er den
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tilhgrende informationsmatrix givet ved (3.7). [Fahrmeir and Tutz, 2001, s.
44-45).

I mange sammenh®nge anvendes log-likelihood funktionen [(-) =
In(L () i stedet for likelihoodfunktionen. Da logaritmefunktionen er bi-
jektiv, og monoton voksende, har log-likelihoodfunktionen de samme egen-
skaber, som ovenfor er beskrevet for likelihoodfunktionen.

Hvis realisationerne (y1,...,y,)" er uatheengige, er likelihoodfunktionen gi-

vet ved
n

LBly) =] f wilB),

i=1

hvorved log-likelihoodfunktionen er givet ved

[(Bly) = Zln (il8))

Profil likelihood

Lad parametervektoren veere givet ved 8 = («, f1,...,8k)", hvor B, =
(B1,-..,Bk)". Hvis der gnskes en likelihoodfunktion for a, kan profil likeli-
hooden anvendes. Denne findes ved, for enhver fast veerdi af «, at maksimere
[ (B) med hensyn til 8;, hvorved der opnas en veerdi B (), som athaenger af
a. Hvis denne veerdi indseettes i log-likelihoodfunktionen [ (-), opnés profil
likelihoodfunktionen for «a, givet ved

v =1(|5])

Maksimum likelihood estimatet for 8 opnas herefter ved, at maksimere
I” (@), hvorved estimatet 8 = 3(d&) opnas.



Gennemgang af
analysetabeller

De betegnelser der er anvendes i tabellerne over udskrifterne fra SAS, er
gennemgaet i den folgende liste.

Koefficient er koefficienterne til forklarende variable, der indgar i analysen

(B’erne).
Estimat er estimatet af den tilhgrende koefficient (5-veerdi).
Standard afvigelse er standard afvigelsen pa estimatet, forkortet std.afv.

LR 95% konfidensgrzenser er graenserne for et 95% konfidensinterval,
opnaet ud fra y2-veerdien til en statistik baseret pa deviansen (se afsnit
3.2.2).

95 % interval er graenserne for et 95% interval baseret pad covariansma-
tricen, der er estimeret ved det udvidede Kalmanfilter. Veerdierne er
udregnet ved den tilhgrende Wald statistik.

P-veerdi er P-veerdien for hypotesen, at den givne parameter kan udelades.
I GLM analysen bygger den anvendte test pa y?-veerdien fundet ved
deviansen (se afsnit 3.2.2). I DGLM analysen er det Wald’s test, der
anvendes (denne er ligelides introduceret i afsnit 3.2.2).

I type 1 analysen starter testen nedefra i listen af forklarende vari-
abler, og kgrer opefter. Saledes er den hypotese der testes, af model-
len indeholdende de ovenstaende forklarende variabler, mod modellen
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indeholdende den givne forklarende variabel, og de ovenstaende for-
klarende variabler. Herved testes de forklarende variabler vaek i raek-
kefglge, i denne analyse.

I type 3 analysen testes modellen indeholdene alle de forklarende
variabler undtagen den angivne, mod modellen indeholdene alle for-
klarende variabler. Dette er herved en test af den enkelte forklarende
variabel.

NoTE: Bemerk af estimationsprocedurerne anvender "corner point estima-
tion"for at opna regulerere designmaticer. Dvs. den sidste vaerdi i hver for-
klarende variabel anvendes som referenceveerdi. En dybere indfgrsel i denne
metode, og andre tilsvarende metoder er bla. givet i [McCullagh and Nelder,
1989, s. 65-67] A



Diverse

Dette appendiks indeholder forskellige saetninger, der anvendes i specialet.

Seetning D.1
For to stokastiske vektorer X ogY gelder, at

E[Y]|=E[E[Y|X]] og Var[Y]=E[Var[Y|X]]+ Var[E[Y|X]].

[West and Harrison, 1997, s. 635]

Szetning D.2 (Bayes saetning)
Lad f (y|0) veere taethedsfunktionen til fordelingen af (Y'|0), da gaelder at

f(y|0) f ()

f(Bly) = )

o f(yl0) f(6).

Seetning D.3 (Linezert Bayesiansk estimation)
Lad fordelingen af den stakkede stokastiske vektor af @ og A\ vare delvist
specificeret séledes, at

N RN
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D. Diverse

Det linezre Bayesianske estimat for middelveerdivektoren m, og covarians-

matricen C, til (6|)\), er da givet ved henholdsvis

m = ll/l +212 222

A= _ E1230,

A

[West and Harrison, 1997, s. 122-124]. Dette er endvidere gennemgaet fint i

West et al. [1985, s. 76-77].



Notation

Den nedenstaende liste er en gennemgang af den notation, som er anvendt
i dette speciale. Notationerne for stokastiske variable, stokastiske vektorer,
realisationer af disse, samt skalarer, faste vektorer og faste matricer, har i
visse tilfaelde overlap. Det ma derfor ses ud af konteksten hvad der er tale om.

Y Stokastisk variabel.

Y Realisation af en stokastisk variabel.
Y Stokastisk vektorer.

Y Realisation af en stokastisk vektor.

{y:} Tidsraekke.
{y;}  Longitudinelle data.

i Gennemsnittet af stokastiske vektorer.
B Estimat.
A Ikke stokastisk matrix.

A(k) En k-trins praediktion til tiden t, af matricen A.
I Identitets matrix.

m Verdi opnaet ved Kalmanudglatning.
AT Den transponerede af en matrix.
A Den inverse af en matrix.
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E[] Middelveerdioperator, anvendt pé stokastiske variable,
stokastiske vektorer og stokastiske matricer.

Var [] Variansoperator, anvendt pa stokastiske variable,
og stokastiske vektorer.

V() Variansfunktion.

Cov -] Covariansoperator, anvendt pa stokastiske variable,
og stokastiske vektorer.

D(-) Deviansoperator.

Dy Informationen til tiden t, for en given model.

M (") Momentfembringende funktion.

K (") Kumulantfrembringende funktion.

r® Deviansresidual.

r?) Pearsonresidual.

Bi(n, p) Binomialfordeling med parametrene n og p.

B(a, ) Betafunktionen med parametrene « og f.

Beta(a, ) Betafordelingen med parametrene « og 3.

N(p,0?) Normalfordeling med parametrene p and o2,

Na(p, X) Den flerdimensionale normalfordeling
med d dimensioner, og parametrene p og X.

Poi(u) Poissonfordeling med parameteren p.

T (v) Gammafunktion med parameter v.

v (v) Digammafunktion med parameter v.

Gamma (a, ) Gammafordeling med formparameteren o
og skalaparameteren /.

log-gamma («, ) Log-gammafordeling med parametrene « og 3.

x2(n) En x? fordeling med n frihedsgrader.

F(n,m) En F-fordelingen med n teellerfrihedsgrader.
og m navnerfrihedsgrader.

[, V] Delvist specificeret fordeling med fgrste moment g,
og andet moment V.

CP(r,s) Den konjugerede fordeling med parametrene r og s.

M; Model i.

P() Sandsynligheden for det angivne udtryk.

Fy (y) Fordelingsfunktionen for den stokastiske variabel Y.

) Tathedsfunktionen for den stokastisk variabel Y.
Andre bogstaver end f anvendes nogle steder.

fx (y) Tethedsfunktion for den stokastisk variabel X,
med veerdier givet ved y.

f(,) Simultan teethedsfunktion for to stokastiske variable.

JaCD) Tathedsfunktion for en betinget fordeling af en
stokastisk variabel.

G Tathedsfunktion for en Gaussisk fordeling af en
stokastisk variabel.

In (-) Den naturlige logaritme.

logit () Logit-funktionen, defineret ved

logit (p) = In (p/(1 — p)), hvor 0 < p < 1.
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N De naturlige tal, dvs. de positive heltal og nul.

Z Heltallene.

y/m De positive heltal.

R De reelle tal.

R4 De positive reelle tal.

R? Et n-dimensionalt Euklidisk vektorrum af reelle tal.
L(-) Likelihoodfunktionen.

[(-)  Log-likelihoodfunktionen.

P (-) Profil likelihoodfunktionen.

~ Fordelt som.

Approksimativt fordelt som.

Givet.

Approksimativt lig med.

Cirka lig med.

Identisk fordelt.

Proportional med.

Approksimativt proportional med.

Bevis slut.

Definition, satning, korollar, note, model eller metode slut.

> O K& - 2

Forkortelser

LM Linezer normal model.

GLM Generaliset linezer model.

DLM Dynamisk lineser model.

DGLM Dynamisk generaliset linezer model.

MLE Anvendt for Maximum Likelihood Estimat eller
Maximum Likelihood Estimator, athengigt af konteksten.
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AR(1), 84

Bayes satning, 113
begyndelsesinformationen, 10
betafordelingen, 107
betafunktionen, 107
binomialfordelingen, 106

Dy, se begyndelsesinformationen

Dy, se information

den DGLM, se DGLM

den DGLM med Gaussisk system-
ligning, se DGLM med
Gaussisk systemligning

den DLM, se DLM

den GLM, se GLM

designmatrix, 16

deviansen, 21

test, se test, baseret pa devi-

ansen

deviansresidualet, 24

DGLM, 2, 26, 83

DGLM

med Gaussisk systemligning,

30, 83, 85

digammafunktionen, 105

dispersionsparameter, 16, 26, 30

DLM, 2, 10

dynamisk generaliseret
model, se DGLM

dynamisk linezer model, se DLM

dynamiske modeller, 1

lineser

eksempel
den DGLM med binomialfor-
delte observationer, 44
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den DGLM med poissonfor-
delte observationer, 41

filtrering, 2

Fisher’s scorings metode, 19
forklarende variable, 59
formparameter, 104

gammafordelingen, 104
gammafunktionen, 104
Gaussisk importance sampling, 36

Gaussisk systemligning, se
DGLM med Gaussisk
systemligning

generaliseret linezr model, se
GLM

GLM, 2, 15, 61

hyperparametre, 1

importance sampling, 35
importance taethedsfunktion, 36
importance vaegten, 36
information, 10

informations matricen, 20

Kalmanfiltrering, 12
Kalmanpreediktion, 12, 13
Kalmanudglatning, 12, 14
kanonisk link, 17
konjugerede familie

til binomialfordelingen, 107

til poissonfordelingen, 104
korrelationsgraf

DGLM, 27

DLM, 11
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kumulantfrembringende funktion,
16
kumulantfunktionen, 16

latent proces, 1
likelihoodfunktionen, 109
linezer Gaussisk model, se LM
linezer prediktor, 16

link funktion, 16, 27, 31

LM, 2

log-gammafordelingen, 105
log-likelihood funktionen, 109
longitudinelle data, 1

momentfrembringende funktion,
16

naturlig parameter, 16, 26, 30
Newton-Raphson metoden, 19
notation, 115

observationsligning, 1
observationsvariation, 10

Pearsonresidualet, 24
poissonfordelingen, 103
profil likelihood, 109
praediktion, 2

scorefunktionen, 19
scoreligningen, 19
signal, 11, 26, 30, 85
skalaparameter, 105
skizofreni, 53

state space modeller, 1
systemligning, 1

test
baseret pa deviansen, 22
Wald, se Wald’s test
tidlig skizofreni, 57
tidsraekker, 1
tilstandsvektor, 1, 10
TOEP, 92

type 1 analysen, 111
type 3 analysen, 112

udglatning, 2
udvidede Kalmanfilter, 32
udviklingsvariation, 10

variable, se forklarende variable
variansfunktionen, 17

Wald’s test, 23



