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Synopsis:

I specialet opstilles en model til at
beskrive todimensionale punktmen-
stre med lineere strukturer, hvor der
tages udgangspunkt i et datasaet om
gravhgje. Den opstillede model er en
Cox punktproces, som er inspireret af
Thomas punktprocessen.

Der gennemgés grundleggende teori
om punktprocesser med fokus pd
typen Poisson og Cox, og der redegores
for forskellige deskriptive storrelser til
bl.a. modelkontrol samt for anvendel-
sen af MCMC-metoder til at udfore
inferens.

I den praktiske del af specialet gives en
detaljeret beskrivelse af den foresldede
model, og det vises, hvorledes den kan
implementeres, og hvordan der kan
udfores inferens for parametrene. Her-
efter udferes en modelkontrol for at
sammenligne modellens overensstem-
melse med datasattet, og der afsluttes
med en diskussion af muligheder for

forbedring af model og inferens.

Indholdet er frit tilgcengeligt, offentliggorelse er tilladt med kildeangivelse.
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Abstract

The master’s thesis is concerned with the issue of modelling spatial point pat-
terns with linear structures. A dataset of Danish barrows is used as a starting-
point for proposing a parametric model able to represent the kind of linear struc-
tures that are present in the dataset. For this purpose a combination of Poisson
point processes and random independent displacement is used to represent li-
ne segments and points respectively. The model is analysed for the purpose of
inference regarding the parameters and various approaches to model checking
is performed. Simulations of the model, an algorithm for estimating parameters
and functions for performing model checking has been implemented in R.

Before introducing the model, Chapter 1 introduces the theory of spatial point
processes that is used in later chapters. Basic definitions, summary statistics,
Poisson point processes and Cox point processes is treated, and the chapter also
contains a section on using MCMC-methods for simulation. The model is pre-
sented in Chapter 2 where also various issues regarding implementing the model
is discussed, and some examples of point patterns created by simulating the mo-
del are shown. The chapter is concluded by determining a density for the model
wrt. the standard Poisson point process.

A bayesian approach utilising Metropolis-within-Gibbs is used for inference,
so likelihoods, priors, posteriors and Hastings ratios are the topics in the first
sections of Chapter 3 after which a detailed description of an estimation algo-
rithm is given. Inference is first performed for simulated data using various met-
hods and secondly for areduced version of the dataset as the full dataset turns out
to be too large to handle within reasonable time. The results are used for model
checking in Chapter 4 which starts with a visual comparison of simulated point
patterns and the data. Other model checks are performed including looking at
the distribution of angles and comparing the summary statistics from Chapter
1. It turns out the model is fairly suitable for representing the linear structures
themselves, however it is not performing well in representing clusters in the da-
ta, so the final conclusion and discussion is used for evaluating the challenges
regarding estimation parameters for the full dataset and improving the model.






Forord

Dette speciale er skrevet som afslutningen af kandidatuddannelsen i matema-
tik med specialiseringsretningen statistik ved Institut for Matematiske Fag ved
Aalborg Universitet. Specialet er skrevet indenfor rumlig statistik med fokus pa
punktprocesser, og det er bade af teoretisk og anvendelsesorienteret art.

Der er pa tidligere semestre bl.a. arbejdet med teori om bayesiansk statistik og
punktprocesser, og i specialets kapitel 1 er der genanvendt dele fra et tidligere
projekt om punktprocesser. Materialet er dog blevet tilpasset og omstruktureret,
sé det bedst muligt passer til den anvendelse, der finder sted i senere kapitler, og
det er yderligere oversat fra engelsk.

Ud over selve dette skriftlige indhold af specialet, sa er der ogsa skrevet en omfat-
tende maengde kode i R, [R Development Core Team, 2011], hvoraf en del er lavet
vha. pakkerne coda, [Plummer et al., 2006], og spat stat, [Baddeley & Turner,
2005]. Det mest centrale kode er inkluderet som bilag sidst i specialet.

Der skal lyde en tak til Jakob G. Rasmussen for vejledning gennem forlabet.
Vedr. henvisninger og notation

Henvisninger folger Harvard-formatet og er pd formen [forfatter(e), ar [, place-
ring i kilden]]. Der henvises ikke eksplicit til grundleeggende resultater om sand-
synlighedsregning og bayesiansk statistik, for mere information herom kan an-
vendes henholdsvis [Olofsson, 2005] og [Lee, 2004].

Om notationen bor der bemaerkes folgende:

¢ log er den naturlige logaritmefunktion In.

¢ Der anvendes fede bogstaver til at betegne punktprocesser og punktmen-
stre, eksempelvis X og x. Vektorer skrives ikke med fede bogstaver, det bor
fremga af konteksten, hvorvidt et symbol er en vektor eller ej.

e Middelverdien af X skrives E[X], variansen som Var[X], og indikatorfunk-
tioner som 1[X € F]. Pga. mange komplekse udtryk anvendes eksplicitte
parenteser ved produkter og summer, eksempelvis 3.7, [/;] og [1}_, [p(w)].
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Introduktion

Mange af virkelighedens datasat bestér af punktmenstre, der er opgivet som ko-
ordinater i to eller flere dimensioner, og der tales i sa fald om rumlige punktmen-
stre. Et eksempel pa et observeret todimensionalt punktmenster ses pa figur 0.1,
hvor punkterne angiver placeringen af gravheje i et omrade pé 15 x 15 km? i neer-
heden af Skjern i Vestjylland. Det viste plot indeholder i alt 1147 gravheje, og det
er et udsnit af et storre datasaet med i alt 4171 gravhaeje fordelt pa et omréde pa
ca. 29 x 45 km?.
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Figur 0.1 - Plot af 1147 gravhojes placering i et omrade pd 15 x 15 km? ved Skjern i
Vestjylland.
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INTRODUKTION

Ved at betragte plottet ses det, at der mange steder er en tendens til, at punkter-
ne udviser en lineaer struktur, dvs. at de ligger omtrent langs rette linjestykker,
hvilket bl.a. tilskrives, at mange af gravhejene menes at veere opfort i nerheden
af forhistoriske veje. Noget tilsvarende kan observeres i en raekke andre dataszet,
og det er derfor relevant at forsege og opstille statistiske modeller, der genererer
punktmenstre, som udviser sidanne lineeere strukturer.

Séledes er bade dette dataset og tilsvarende dataseet med lineeere strukturer tid-
ligere forsegt modelleret pa forskellig vis. I et tidligere speciale, [Haals & Jensen,
2009], anvendes det samme dataszt om gravhoje, og der bliver anvendt en sa-
kaldt linjeproces til at generere et underliggende antal rette linjer, som repree-
senterer veje, gennem hele observationsvinduet. Derefter genereres de egentlige
punkter langs disse linjer. Specialet indeholder yderligere en uddybning af for-
skellige historiske forhold og sammenligninger mellem datasettet og kendte for-
historiske veje baseret pa arkzologiske kilder. Derved seges det at styrke formod-
ningen om, at en vaesentlig del af gravhejene vitterligt er opfert langs veje, og
at det dermed er pa et validt grundlag, at der forseges at modellere en statistisk
model for gravhejenes placering ved brug af modeller, som indeholder linezere
strukturer.

En anden tilgang til at modellere bade dette datasat samt et andet om bjergtop-
pes placering i Pyrenaeerne gives i [Moller & Rasmussen, 2010]. Deri introduceres
en model, hvor punkterne genereres sekventielt, og hvert punkt bliver klassifi-
ceret som enten et baggrundspunkt, der ikke har nogen tilknytning til de lineze-
re strukturer, eller som et uathaengigt eller athaengigt klyngepunkt. De aftheengi-
ge klyngepunkter athaenger af det forrige punkt i klyngen og placeres teet herpa,
og pga. den valgte teethedsfunktion far klyngerne karakter af at ligge langs ret-
te linjestykker. Bemeerk at der for denne model ikke anvendes en underliggende
model af rette linjer, den linezere struktur fremkommer gennem den sekventielle
generering af punkter.

I dette speciale er formaélet at opstille en ny type model, som ogsa genererer
punktmenstre med linegere strukturer, men som adskiller sig fra de to ovennaevn-
te tilgange. I lighed med modellen fra [Haals & Jensen, 2009] vil der blive anvendt
en underliggende model af veje, men der vil ikke veere tale om linjer, som gar
gennem hele observationsvinduet men derimod om linjestykker, der er centre-
ret omkring nogle punkter, og som har forskellige leengder. Pa hvert af linjestyk-
kerne vil der blive genereret et antal punkter, som til sidst forskydes i forhold til
linjestykket for at f& nogle punktmenstre, der har linezere strukturer, men uden
at punkterne ligger preecist pé linjestykkerne.
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Punktprocesser og
MCMC-metoder

I dette kapitel praesenteres den teori, der ligger til grund for det praktiske arbejde
med modellering, inferens og modelkontrol i de efterfolgende kapitler. Der in-
troduceres forst i afsnit 1.1 de mest fundamentale definitioner og begreber vedr.
punktprocesser, og i afsnit 1.2 redegares for en reekke deskriptive storrelser, der
kan anvendes til at beskrive karakteristiske egenskaber ved punktprocesser. Den
opstillede model bygger bl.a. pa Poisson punktprocesser, som indfares i afsnit
1.3 sammen med en mangde teoretiske resultater herom, og i afsnit 1.4 beskri-
ves Cox punktprocesser. Kilden for disse forste fire afsnit er med mindre andet er
naevnt [Moller & Waagepetersen, 2004, kap. 2-5]. Kapitlet afsluttes med afsnit 1.5,
hvor der gennemgds metoder til at simulere komplicerede teetheder.

1.1 Grundleeggende teori om punktprocesser

1.1.1 Malteori

For de egentlige definitioner vedr. punktprocesser gives, er det relevant at naev-
ne et par aspekter om malteori. Det skyldes, at en del af de teoretiske resultater i
dette kapitel hviler pd mélteoretiske detaljer. Der vil dog kun i sparsom grad blive
anvendt sddanne detaljer, og derfor introduceres kun de mest elementaere kon-
cepter.

Definition 1.1 (Borelmangde):
En Borelmeengde B < S for en arbitreer maengde S er enhver mangde, der kan
konstrueres af dbne delmengder af S under folgende betingelser:

(i) HvisBeB,sder S\Be B.
(ii) HvisB;e Bfori=1,2,..., séerU‘l?ZlB,-eB,

hvor B er maengden af alle Borelmaengder.
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KAPITEL 1. PUNKTPROCESSER OG MCMC-METODER

Nar der i dette speciale omtales en mangde, sd er det underforstéet, at der er tale
om en Borelmangde. Et andet koncept, som vil blive anvendt, er begrebet mdl.

Definition 1.2 (Mal):
Et mal er en funktion v: B — [0; co], som opfylder:

H vig)=0.
(ii) Hvis B; € B,i =1,2,..., er et teelleligt antal disjunkte meengder, s er

o0
V(U Bi
i=1

- i[v(B,-)].

1.1.2 Punktprocesser pa R?

Definition 1.3 (Punktproces og punktmenster):
En punktproces X er en stokastisk tellelig delmeaengde af et rum S. En reali-
sation x af en punktproces X kaldes et punktmaonster.

I almindelighed er S < R%. Nar det kommer til egentlige observationer, si
ses pa punkterne i et begraenset observationsvindue W < S, der ofte er en d-
dimensional kasse, men W kan have enhver form. Hvis kun en del af X eller x
skal betragtes, eksempelvis den del, som er indeholdt i en begrenset maengde
B c S, sé skrives denne restriktion som henholdsvis Xz := XN B og xg :=xN B.
Antallet af punkter i X eller x betegnes henholdsvis med 7 (X) og n (x), men dette
anvendes dog forholdsvis sjeldent i praksis, fordi der i de fleste tilfeelde fokuseres
paenrestriktion til B < S. Isd fald skrives n(X) som n(Xg), og der anvendes oftest
teellefunktionen N : S — N til at betegne det N(B) := n(Xp).

Definition 1.4 (Lokalt endelig):
Hvis n(xp) < oo for enhver begreenset maengde B < S, sé siges x at veere lokalt
endelig. Rummet af alle lokalt endelige x betegnes

Nt := {x < S| n(xp) < oo for enhver begranset meengde B < S}.

Elementerne i Ny kaldes lokalt endelige punktkonfigurationer eller blot
punktmonstre.
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1.1. GRUNDLZAGGENDE TEORI OM PUNKTPROCESSER

Definition 1.5 (Fordelingen af en punktproces):
Den endeligtdimensionale fordeling af teellefunktionen for en punktproces
X kaldes fordelingen af punktprocessen.

Definitionen betyder, at fordelingen af en punktproces X er bestemt af den si-
multane fordeling af N(B;),..., N(B;,) for alle begreensede mangder Bj,..., By,
neN, og det er dermed et alternativ at definere en punktproces ud fra en stokas-
tisk teellefunktion. En punktproces siges at veere simpel, hvis der ingen sammen-
faldende punkter er, og der vil i dette speciale kun blive anvendt sddanne.

Et vigtigt koncept for punktprocesser er begrebet intensitet, hvor en punktproces
betragtes ud fra det forventede antal punkter i en maengde B.

Definition 1.6 (Intensitetsmal):
For en punktproces X er intensitetsmdlet u(B) det forventede antal punkter i
en begraenset maengde B, dvs. u(B) := E[N(B)] for begraenset B < S.

Frem for intensitetsmaélet u benyttes ofte intensitetsfunktionen p(-).

Definition 1.7 (Intensitetsfunktion):
Hvis intensitetsmalet p kan skrives som

w(B) = E[N(B)] = fp(u)du, p=0,BcR?
B

sa kaldes p intensitetsfunktionen eller blot intensiteten.

Idet der kun anvendes simple punktprocesser, sa er der en intuitiv fortolkning af
intensiteten p, hvis der betragtes et infinitesimalt lille omrade A. Sa er

p(W|Al = u(A) = E[N(A)] = P(X har et punkti A),

sé intensiteten p(u) angiver, hvor kompakt punkterne er spredt omkring et arbi-
treert u € S. Det giver anledning til felgende definition.

Definition 1.8 (Homogenitet):
Hvis p er konstant, s siges en punktproces X < S at veere homogen pa S med
rate eller intensitet p, ellers siges X at veere inhomogen pa S.
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KAPITEL 1. PUNKTPROCESSER OG MCMC-METODER

Bemeerk at for omréder af A < S med enhedsstorrelse, da folger det af definition
1.7 og 1.8, at nar p er konstant, sa er u(A) = p|Al|, dvs. p er det gennemsnitlige
antal punkter pr. enhedsstorrelse.

Definition 1.9 (Stationaritet og isotropi):
En punktproces X < R siges at veere stationcer, hvis dens fordeling er invari-
ant under parallelforskydning, dvs. hvis X ~ {u+s|u € X} for alle s € RY.

En punktproces X < R? siges at veere isotropisk, hvis dens fordeling er invari-
ant under rotation, dvs. hvis X ~ { Ru|u € X } for R en rotation om origo.

Hvis en punktproces er stationeer eller isotropisk (eller begge), s& er intensi-
tetsmadlet p og intensitetsfunktionen p ogsé invariant under parallelforskydning
og/eller rotation. Det skyldes, at fordelingen er invariant pr. definition, og idet
den er baseret pa teellefunktionen N jf. definition 1.5, sd nedarves disse egenska-
ber, da 2 og derigennem p er defineret pa baggrund af teellefunktionen.

Det kan i visse tilfeelde veere gavnligt at have mulighed for at sammensztte eller
fjerne dele af en punktproces, og sidanne operationer kan defineres som folger.

Definition 1.10 (Superpositionering):
En disjunkt forening U2, X; af punktprocesser kaldes en superposition.

Definition 1.11 (Uafhangig udtynding):

Lad X veere en punktproces pd S, oglad p: S — [0,1] veere en funktion. Punkt-
processen Xwin € X, som fés ved at beholde hvert u € X i Xyj, med sand-
synlighed p (u), kaldes en uafheengig udtydning af X med bevaringssandsyn-
lighed p (u),u € S. Hvert punkt bevares eller udelades uafhengigt af ovrige
punkter.

En praktisk méde at specificere Xhin pé er Xmin := {u € X|R ) < p(w)}, hvor
R (u) ~ Unif{0,1] for alle u € S og uatheengig af X, og det er typisk denne méde,
der bliver anvendt ved implementation, og det benyttes ogsa i visse beviser.

Endnu en made at karakterisere punktprocesser pa er ved at betragte de maeng-
der, som ikke indeholder nogen punkter.
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1.1. GRUNDLZAGGENDE TEORI OM PUNKTPROCESSER

Definition 1.12 (Void-sandsynligheder og handelser):
Void-sandsynlighederne v er sandsynligheden for, at der ikke er nogle punk-
ter i en begreenset maengde B € S, dvs. v(B) := P(N(B) = 0) for B begrenset.

Heendelserne Fg := {x € Ni¢|n(xp) = 0} kaldes void-heendelser. Bemaeerk at
X € Fp hvis og kun hvis N(B) = 0.

Void-sandsynlighederne kan anvendes til entydigt at bestemme en punktproces,
som det fremgar af den folgende setning, der angives uden bevis.

Seetning 1.13 (Entydighed ud fra void-sandsynligheder):
En punktproces er entydigt bestemt ud fra sine void-sandsynligheder.

Det kan undertiden veere onskeligt at tilknytte ekstra information til punkterne
i et punktmenster. Denne ekstra information kaldes meerker, og punktprocesser
af denne type kaldes meerkede punktprocesser.

Definition 1.14 (Market punktproces):

Lad Y veere en punktproces pa T < R?. Givet tilfeeldige mcerker {myluey}
fra en meerkerum M, da siges X = {(u,m,) |u € Y} at vaere en meerket punkt-
proces med punkter i T og meerker i M.

Hvis meerkerne er i.i.d. med fordeling Q, sa kaldes Q for mcerkefordelingen.

En meaerket punktproces kan eksempelvis bruges til bade at indeholde placerin-
gen af traeer samt deres storrelse, eller den kan anvendes til at skelne imellem
forskellige typer af punkter. Det er ogséd muligt at have flerdimensionale meerker,
séledes vil den opstillede model i kapitel 2 indeholde en mearket punktproces
med todimensionale merker, som angiver henholdsvis en vinkel og en leengde.

1.1.3 Standardbeviset
I visse beviser i de efterfolgende afsnit er der brug for at fastsla ligheder af typen
E[f(X)] = H() (1.1)

foret H: f — R, hvor H er enten et integrale, en sum, en middelveerdi eller en
kombination af disse. Ved at antage, at f kan skrives som en greenseveerdi af
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KAPITEL 1. PUNKTPROCESSER OG MCMC-METODER

summen af skalerede indikatorfunktioner, sa er det tilstreekkeligt at vise, at (1.1)
er sand for indikatorfunktioner, dvs. at E[1[X € F]] = P(X € F) = H(1f) for en
meaengde F. Dette er kendt som standardbeviset. Teknisk set skal det vises, at de
tre folgende punkter er opfyldte for funktionen H, for at fastsla ligheden i (1.1).

i) E[1[X€eF]] = P(XeF) = H(1p) som allerede omtalt.

(ii) E

Y [anixer]| = Y [aknixern] = 3 [am (1)
i=1 i=1 i=1

n
= H|). [ailpi] = H(f). Her er a;’erne konstanter, og f er en sum af
i=1

skalerede indikatorfunktioner. Ligheden folger af lineariteten af H og E[-].

(i) B[ lim £,00| = lim E[£,(X)] = lim H(f,) = H(lim f,] = H(P.
I dette tilfeelde er f greenseveaerdien af en folge af funktioner. Ligheden fol-
ger af Lebesgues monotone konvergensseetning, [Rudin, 1987, seet. 1.26].

Hvis funktionen H opfylder disse tre punkter, s medferer det ligheden af
E[f(X)] = H(f). Styrken ved standardbeviset er, at hvis blot ligheden i (i) kan
vises for en given funktion H, sa felger punkt (ii) og (iii) automatisk.

1.2 Deskriptive starrelser

Der findes en raekke deskriptive storrelser, som kan anvendes til at kvantificere
forskellige egenskaber ved punktprocesser, og de kan eksempelvis indikere, om
punkterne i et punktmenster udviser tiltreekning eller frastedning af hinanden.
Yderligere kan det ogsd veere relevant at undersege variationen i punktmenstre
genereret af samme punktproces.

1.2.1 Andenordens-egenskaber

En udvidelse af begreberne om intensitet findes i folgende definition.

Definition 1.15 (Faktorielt momentmal og produkttaethed):
Det andenordens faktorielle momentmadl a® pa R x R? er givet ved

£
Y. [1meaven||, hvor Ax BR? xR?.

u,veX

a®(AxB) = E
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1.2. DESKRIPTIVE STORRELSER

Hvis a® kan skrives som

a®(AxB) = ffp(Z)(u,v)dudv, hvorp(z)EOOgAnglR{ded,
AJB

sa kaldes p® for andenordens produkttetheden.

Heuristisk er p(z) (u, v)dudv sandsynligheden for simultant at observere et par af
punkter i to infinitesimalt sma kugler med centrum i henholdsvis u og v og med
volumener du og dv. I den folgende saetning introduceres Campbells formler, der
er et nyttigt resultat i adskillige efterfolgende beviser.

Seetning 1.16 (Campbells formler):
Antag at X har intensitet p og andenordens produkttaethed p?. S& gaelder
for funktioner h; : R? — [0,00) og hy: R% x R? — [0,00), at

E Z [hl(u)] = fhl(u)p(u)du samt at
ueX
#
E Z [hg(u,y)] = f hz(u,y)p(z)(u,v)dudv.
u,veX

Bevis:
Fra definition 1.7 f3s, at

E = u(B) = fl[ueB]p(u)du,

Y [lues)]

ueX

og fra definition 1.15 fas, at

£
Y [tueaves)

u,veX

E = a?(AxB) = ffl[ueA,UEB]p(Z)(u,v)dudU.

Heraf ses det, at formlerne geelder for indikatorfunktioner, og det folger derfor af
standardbeviset, at de gaelder for funktionerne h; og hy. |

Den folgende saetning viser, hvorledes p og p® for en punktproces X pavirkes
ved udfersel af uatheengig udtynding af X.
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Seetning 1.17 (p og p® under uafhangig udtynding):

Antag at X har intensitet p og andenordens produkttaethed p®. Antag yder-
ligere at Xyi, med intensitet pyhin, 0g andenordens produkttethed piﬁ)in eren
uafheaengig udtynding af X med bevaringssandsynlighed p(u). S& er

pmin(W) = pp@)  og  pi (W) = pwpwp? (w,v).

Bevis:
Ved at anvende definition 1.6 for X, og betinge pa X fés for R(u) ~ Unif(0,1), at

penin(A) =E| Y [l[ueA]] —E|E| Y [l[ueA,R(u)sp(u)]”X ]
u€ Xihin ueX
=E| Y [tiuea|E[1[Rw < pw] ||| = B| X [1lue A1pas]
ueX ueX
=fp(u)p(u)du.
A

Dermed er pmin (1) = p(u) p(u), og det folger pa tilsvarende vis, at

#
Y [Uwweaxn|

U, V€ Xthin

a® (AxB)

thin E

#
E| Y [p(u)p(v)l[(u, v) eAxB]]

u,veX

ffp(u)P(v)p(Z)(u,v)dudv.
AJB

1.2.2 Parkorrelationsfunktionen g og JC-malet

Ved at normalisere andenordens produktteetheden fas den sakaldte parkorrela-
tionsfunktion g, der er en af de deskriptive storrelser, der indikerer tiltreekning
eller frastodning af punkterne i et punktmenster. Dette forhold preeciseres neer-
mere i afsnit 1.3.4 i forbindelse med udregning af g for Poisson punktprocesser.
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Definition 1.18 (Parkorrelationsfunktionen):
Hvis bade p og p® eksisterer, sa er parkorrelationsfunktionen givet ved

p@ (w,v)

pwp(v)’ hvor g(u,v) := 0 for p(u)p(v) =0.

glu,v) =

Det folger direkte fra seetning 1.17 og definition 1.18, at gwin = &, s g er inva-
riant under uafheengig udtynding. Bemeerk at ndr X er stationeer, s& er g ogsa
invariant under parallelforskydning, g(u,v) = g(u — v), og da andenordens pro-
dukttetheden er symmetrisk, sa er g(u,v) = g(v — u) = g(u — v) for X stationeer.
Denne egenskab vil blive anvendt i flere efterfolgende beviser.

Endnu et mal X (B) vil nu blive defineret. Det har i visse tilfaelde en taet sammen-
haeng med g, og det er grundlaget for flere af de andenordens deskriptive storrel-
ser, der indferes i naeste afsnit.

Definition 1.19 (Andenordens reduceret momentmal):
Antag at X har intensitet p, at 0 < |A| < oo, 0og at mélet

1 Z [1llue A,v—ucB
K@) = ~g| y |HueAv-ueh] A BSR?
Al | uoex p(u)p(v)

ikke afhaenger af valget A, hvor led i summen seettes lig 0 for p(u)p(v) = 0.
Sa kaldes X for et andenordens reduceret momentmadl, og X siges at veere an-
denordens intensitetsgenvcegtet stationcer.

Bemeerk at stationaritet af X medforer andenordens intensitetsgenveaegtet statio-
naritet. Sammenhangen mellem g og K (B) fremgar af foelgende resultat.

Sztning 1.20 (Sammenhangen mellem K og g):
Antag at g eksisterer og er invariant under parallelforskydning. Sa er X an-
denordens intensitetsgenvagtet stationeer, og

K(B) = fg(u)du, B<RY.
B
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Bevis:
Ved anvendelse af henholdsvis definition 1.19, Campbells formler, invariansen af
g under parallelforskydning samt transformationen w = v — u fés, at

# _
K(B) = L Z llue A,v—ue€ B]
|A| u,veX p(u)p(v)
= Lffl[ueA’v_uEB]p(z)(u,l/)dudv
| Al p(w)p(v)

1
= m[fl[ueA,v—ueB]g(v—u)dudv

fl[weB]g(w)dw

= fg(w)dw.
B

|
1.2.3 Andenordens deskriptive storrelser

X-maélet anvendes oftest for en klasse af meengder sdsom kugler, hvilket er grun-
den til folgende andenordens deskriptive storrelser.

Definition 1.21 (K- og L-funktionerne):
For andenordens intensitetsgenveegtede stationaere punktprocesser er

K(r) = XK(b(©,) og L) = (K@) /wg'?,

hvor r > 0, b(0,r) er en d-dimensional kugle med radius r, og w, er volumen
af den d-dimensionale enhedskugle b(0,1), dvs. wg = 7%/2/T(1+d/2).

For det stationeere tilfeelde angiver pK(r) det forventede antal af yderligere punk-
ter indenfor afstand r af origo givet at X har et punkt i origo. I praksis anvendes
oftest L-funktionen, da den er nemmere at fortolke pa et plot, se afsnit 1.3.4 for
en forklaring herpa.

I seetning 1.20 blev sammenhengen mellem X og g fastslaet, og det fremgéar af
det neeste resultat, hvad sammenhengen er mellem K og g i de tilfeelde, hvor g
er isotropisk. Bemaerk atisd fald er g(u,v) = g(lu—vl) = g(r).
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Seetning 1.22 (Sammenhangen mellem K og g):
Antag at g er isotropisk. S& er K-funktionen givet ved

K(r) = odf sd_lg(s)ds,
0

hvor r er radius af en d-dimensional kugle, og o, er overfladearealet af den
d-dimensionale enhedskugle, dvs. o4 = 272 /T(d/2).

Inden beviset er det nyttigt at notere, at sfeerisk integration af en funktion f(r),
som kun afhaenger af radius r, er defineret ved 4 f; s%~! f(s)ds.

Bevis:
Ud fra definition 1.21, Campbells formler, definition 1.18, transformationen s =
v — u og endeligt er skift til sfeeriske koordinater fas, at

K@) = 1 i lueAllv-ul<r]
| Al u,veX p(u)p(v)
= Lffl[ueA,nv—unsr] 0@ (u,v)dudv
| Al p(wp(v)

= |—;|f[1[u€A,llv—ullSr]g(llv—ull)dudv
= L[fl[ueA sl <rlg(s)duds

= , =rlg

= fI[IISIISI’]g(S)ds

-
= (Tdf sd_lg(s)ds,
0

1.2.4 Deskriptive storrelser baseret pa afstanden mellem punkter

En anden type deskriptive storrelser er de folgende, der er baseret pa afstanden
mellem punkter for stationaere punktprocesser.
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Definition 1.23 (F-, G- og J-funktionerne):
Antag at X er en stationaer punktproces. Tomrumsfunktionen F er fordelings-
funktionen for afstanden mellem a € R og det nzermeste punkt i X, dvs.

F(r) = P(Xnb(ar)#¢) = E[1[XNnb(a,r) # 2], r>0.

Ncermeste nabo-funktionen G er fordelingsfunktionen for afstanden fra u €
X til det neermeste nabopunkt i X for et arbitreert A<R?, 0 < |A| < oo, s&

G(r) = PX\{uynb(u,r) # @) = LE

P2 |11\ ) n b # 91

ueXy

,r>0.

J-funktionen er defineret ud fra F og G til at veere

1-G(r)

0 = e

F(r)<1.

Der kendes kun udtryk for F-, G- og J-funktionerne péa lukket form for enkelte
punktprocesser, herunder Poisson punktprocesser, hvilket vises i afsnit 1.3.4.

1.2.5 Ikke-parametrisk estimation af deskriptive storrelser

For alle de indforte deskriptive storrelser findes der nogle ikke-parametriske esti-
mater, hvoraf enkelte vil blive omtalt i dette afsnit. Estimaterne er baseret pa et
konkret punktmenster Xy = x, som er observeret i et begraenset observations-
vindue W c R%, [W| > 0, og det antages, at de forskellige deskriptive storrelser
eksisterer i det omfang, det er nadvendigt.

Som et forste estimat vises, at det oplagte bud pa et estimat af p er centralt.

Satning 1.24 (Centralt estimat af p):
I det homogene tilfeelde er et centralt estimat for intensiteten p givet ved

o)
W
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Bevis:
. n(x) pu(Ww) 1 f 0 f
E =E|(—| = —— = — du = — | 1du = p.
7] wil = wr T wiw T wildw P
|
I det inhomogene tilfeelde er et ikke-parametrisk kerneestimat af intensiteten
. ky(u—v)
() = _— uew. (1.2)
by U;x hw,p(v)

Her er k en teethedsfunktion, og kj er en kerne med bredde b > 0, saledes at
kp(u) = k(u/ b)/bd, og hw p(v) er en kantkorrektionsfaktor givet ved hy;(v) =
Jw kp(u—v)du. P4 baggrund heraf kan et estimat for intensitetsmalet opstilles.

Seetning 1.25 (Centralt estimat af p):
Et centralt estimat af u(W) er givet ved (W) = f pp(w)du.
w

Bevis:
Fra definition 1.6, Campbells formler og (1.2) fis det, at

Emwm]:EL[ﬁdeu
w
R ky(u—v)
fW [Pran}du = | 5 | ) ] “
— f ( Mdu)p(v)dy = f p(U)dU = /.l(W)!
w \Jw hw,p(v) w
|

Saetning 1.26:

Antag at |[W n W,,| > 0 for alle u € B, hvor W, = {v+ u|v € W} er parallelfor-
skydningen af W med u, og at X er andenordens intensitetsgenvagtet sta-
tioneer. Da er et centralt estimat af X

i 1{v—ue€ B]
U, VeEX P(u)p(l/)|Wﬁ Wy—_ul '

K(B) =
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Bevis:
Ved anvendelse af Campbells formler, definition 1.18, transformationen w = v —
u, at |[Wn wyl|=|WnW_,| samt setning 1.20 folger det, at

#

)3

u,veXy

E [JAC(B)]

1{v—u€ B]
p(wpWIWNW,_yl

= f[ lv-ucBl llue W,ve Wlg(v—u)dudv
WA W, veis

ff HueW,ueW_y,] 1{w € B] g(w) dudw
[WnW,|

fl[w € Bl g(w)dw

fg(w)dw = K(B).
B

|
Bemeerk at estimatet kun er centralt, hvis p(u)p(v) kendes. Hvis det er ngdven-
digt at anvende p eller py,(u), sa bliver K(B) ikke-centralt.

1.2.6 Kanteffekter og kantkorrektion

Nar der fokuseres pé et begraenset observationsvindue W, s kan der veere en vek-
selvirkning mellem observerede punkter i neerheden af kanten af W og uobser-
verede punkter udenfor W. Dette feenomen kaldes kanteffekter, og der findes for-
skellige former for kantkorrektioner til at korrigere for dette problem for at mod-
virke bias. Ovenfor er anvendt de to kantkorrektioner hy ;(v) og 1/|W N W,_,l,
der viser sig at kunne bruges til at frembringe centrale estimater.

En anden type kantkorrektion er minus sampling, hvor der for r > 0 benyttes
Wer = {ueW|b(u,r)c Wi,

dvs. der anvendes de punkter i W, der har en afstand sterre end r til kanten af
W. Det er bl.a. muligt at bestemme estimater for F-, G- og J-funktionerne ved
brug af minus sampling. Andre kantkorrektioner og estimater af de forskellige
deskriptive sterrelser findes, men de vil ikke blive yderligere gennemgdet her, en
del vil dog blive anvendt til modelkontrol i afsnit 4.3 vha. R-pakken spatstat,
der har en lang reekke af estimater og kantkorrektioner indbygget.
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1.3 Poisson punktprocesser

En fundamental type punktproces er den sikaldte Poisson punktproces (PPP),
der besidder en reekke interessante egenskaber, der vil blive belyst i dette afsnit.
Inden den formelle indfersel af PPP’er er det dog nedvendigt forst at definere den
binomiale punktproces.

Definition 1.27 (Binomial punktproces):

Lad f vere en teethed pa en mangde S < R%, oglad n € N. En punktproces X
bestdende af n i.i.d. punkter med teethed f kaldes en binomial punktproces
med n punkter i S med teethed f. Dette skrives X ~ binomial (S,n, f).

Dette kaldes en binomial punktproces, da antallet af punkter N(B) for B < S er
binomialfordelt. Sandsynligheden for, at et punkt fra en binomial punktproces er
iBc S erp= fB flx)dx (fsf(x) dx = 1), og da punkterne er i.i.d., s& haves alle
kravene for en binomial stokastisk variabel, dvs. N(B) ~ Bin(n, p).

Definition 1.28 (Poisson punktproces):
X er en PPP med intensitet p(u) og endeligt intensitetsmal p < oo, hvis der
for enhvert begraenset omrade B < S med u(B) > 0 geelder folgende:

() N(B) ~Poi(u(B)), hvor u(B) = 0 betyder, at N(B) = 0.
(i) Betinget pd N(B) = n for n €N, X ~ binomial (B,n, f) med f « p(u).

Dette skrives X ~ Poisson(S,p).

Da middelveerdien af en Poissonfordeling Poi (,u (B)) er u(B), sa er E[N(B)] =
1 (B), og i overensstemmelse med definition 1.7 er det derfor naturligt at benytte
begreberne om intensitet for en PPP. Jf. definition 1.8 siges en PPP at veere homo-
gen eller inhomogen, men en serlig homogen PPP benyttes ofte.

Definition 1.29 (Standard Poisson punktprocessen):
X ~ Poisson (S,1) kaldes standard Poisson punktprocessen.

Nér X er defineret som en homogen PPP, sa er sandsynligheden P(u € X) for et
arbitreert punkt u € S den samme for ethvert omrade B; < S, nar alle B;’erne har
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samme storrelse. Derfor vil en parallelforskydning eller rotation af X ikke zendre
fordelingen af X, s& en homogen PPP pa R er bade stationzer og isotropisk.

1.3.1 Eksistens og entydighed af Poisson punktprocesser

Der er en raekke trin, der skal gennemfores, for at vise eksistens og entydighed.

Trin 1 - Poisson-udvikling og eksistens af endelige PPP’er

Det forste skridt er at vise den sdkaldte Poisson-udvikling.

Szetning 1.30 (Poisson-udvikling):
(i) X ~Poisson(S,p) < alle B< S med u(B) < oo og alle F < Njs opfylder

o0

P(XgeF) =)
n=0

’

o(—H(B) n
" fB---fBl[{xl,...,xn}eF]H[p(x,-)]dxl...dx,,

i=1

(1.3)

hvor integranden for n =0er 1[¢ € FJ.

(i) Hvis X ~ Poisson (S, p), gelder for funktioner 4 : Nis — R for B < S med
U (B) < oo, at

E[h(Xp)] = Z[exp( uE )f fh({xl, xn})H[p(xl)]dxl x|

n=0

Bevis:
(i) Antagat X ~ Poisson (S, p). Ved at betinge pa N(B) og anvende den diskrete
version af loven om total sandsynlighed fés det, at

o0

P(XgeF) = ) [P(N(B)=n)P(XgeF|N(B)=n)].

n=0
Da N(B) ~ Poi (i (B)) pr. definition 1.28 (i), s kan dette skrives som

> B
> |exp(- (B))ME[I[XBEHN(B) nl]|. (1.4)

n=0

Middelveerdien i (1.4) kan skrives som multiple integraler over B, og indikator-
funktionen forbliver, da F kan specificeres arbitraert. Da de n punkter er binomi-
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alfordelt med teethed f o p pr. definition 1.28 (ii), sd er normaliseringskonstan-
ten [ p(u) du = u(B). Herved kan (1.4) skrives som

p (x:)
1 (B)

—u(B n
WL...LI[{x1,...,xn}€F]i:I—[l[p(xi)] dx;...dx,

exp (- 1[{x1,...,%,} € F] ]"[

dx;...dx,

[e)
2

n=0
00
=)

n=0

)

hvilket svarer til (1.3), hvorved kun hvis-delen af (i) er vist. For at vise hvis-delen
antages, at (1.3) er sand. For at vise opfyldelse af den forste betingelse i definition
1.28 defineres F := {x € Ni¢| N(B) = k}, og (1.3) bruges til at beregne sandsynlig-
heden for, at Xp indeholder preaecist k punkter, hvis der er n punkteri S, dvs.

P(N(B)=k)= .(1.5)

exp (= #(S))[ fl[N(B) H[p(xi)]dxl...dxn
i=1

De forste k led i summen er 0, da indikatorfunktionen ikke kan veere sand, nar
der er feerre end k punkter, hvorved indekset kan sendres til n = k. Ved at betragte
situationen som en binomial punktproces, enten er x; € B, eller ogsa er x; € S\ B,
sé kan (1.5) benyttes til at omskrive sandsynligheden til

exp (S) f f n
i) dxp...dx,
( ) Bk S\B) n— k]:[ p(x ] xl x

O s fooa] ([, p0d)
% n! k!(n—- k! ( Bp(X) dx (s\B)p(x) dx

exp (—p(9))
k'(n-k)!

P(N(B)=k)

I
gl

3
Il
)

I
18

N
1l

I
gl

,u(B)k,u(S\B)”_k] . (1.6)

3
]
)

Pr. definition er ¢ (S) = £ (S\ B) + p(B) for B € S, s (1.6) kan omskrives til

exp (-1 (S\ B))

exp (- (B))”( Bt f pS\B" "
= exp(— H(B)) /J(B) Z exp(—r,LrtlES\B))u(S\B)m] = exp(- H(B)) u(B) 1.7)

m=0

med m := n -k, hvorved det ses, at summen i (1.7) er lig 1, da leddene er en
Poissontzethed. Resultatet er ogsa en Poissontethed, s& N(B) ~ Poi (,u(B)) som
pakraevet. For at vise, at definition 1.28 (ii) ogsé er opfyldt, vil det blive vist, at
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betinget pd N(B) = k, sd er antallet at punkter N(A) = m med A< Bog m <
k binomialfordelt. For at gore dette er der brug for et udtryk for den simultane
fordeling, og tilsvarende til ovenfor fés, at

pB\AF

P(N(A)=m,N(B) = k) = exp(—p(4) &2 exp( ,u(B\A))(k—m (1.8)

Ved brug af betinget sandsynlighed samt (1.7) og (1.8) fas nu, at

P(N(A)=m,N(B)=k)
P(N(B)=k)

exp (—p(A) o pd ) —exp (—p(B\ A))

P(N(A=m|NB) =k) =

w(B\A)k-m
(k—m)!

exp( u (B)) N(B)

" (A)m (B\A)k—m
= e €XP (1 (B) — u(A) —,U(B\A))%

[k (u(A))m y(B\A))k_m
m|\ 1(B) u(B)

(u(A))’" u(B)—;u(A))k""
11(B) 14(B)
(u(A))'" 1_u(A))k—’"
1(B) K (B) ’

k
m
k
m

hvor u(B) — u(A) = u(B\ A), da A < B. Det er en binomialteethed, hvorved (i) er
vist. Til at bevise (ii) anvendes standardbeviset. Lad X ~ Poisson(S,p), sa er

E[l[Xg€F]] = P(Xg€F)

exp(— y(B))f f 1[{x1,...,Xy} € F] H [p(x)] dx;...dxp,
i=1

= H1p) , 1p=1[XgeF].

Ud fra denne definition af H ses pastanden at veere sand for indikatorfunktioner,
og det folger af standardbeviset, at det geelder for alle ki, hvilket beviser (ii). B

Eksistensen af endelige PPP’er folger af dele af beviset. Antag at S er begreenset, sa
1(S) < 0o, og set B = S. For en begrenset maengde A c B fremgér det af beviset,
at Poisson-udviklingen definerer en punktproces, som opfylder definition 1.28,
da N(A) ~ Poi(u(A)), og (N(A)|N(B) = n) ~ Bin(n,p) med p x p.
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Trin 2 - Void-sandsynligheder

Seetning 1.31 (Void-sandsynligheder for PPP’er):
PPP’en X ~ Poisson (S, p) eksisterer og er entydigt bestemt ud fra sine void-
sandsynligheder

v(B) = exp(—u(B)) , BcSbegrenset.

Bevis:
Bemark forst, at for Y ~ Poi (k), sa er

0
P(Y=0) = %exp(—k) = exp(—k). (1.9)

Lad u € Sveere et arbitreert punkt og definer B; :={ve S| i-1 < |lv—ul < i}forie
N, séledes at B; ’erne er koncentriske ringe omkring u hver med bredde 1. Dermed
er S en disjunkt forening af begreensede B;’er. Definer yderligere X := U2, X;
med X; ~ Poisson (B;,p;), hvor hver X; er uathangig og p; er restriktionen af p til
B;. Sé er void-sandsynlighederne for X for en begreenset meengde B < S

V(B) = P(Xp=9) = ﬁ[P(XmB=¢)] = ﬁ[P(N(BmB)=0)],
i=1 i=1

hvilket pr. (1.9) er lig

3

i i=1

1[eXlo(—u(BmB))] = exp(i[—u(BmB)]) = exp(-p(B)).

Dette stemmer med en PPP med intensitetsmal u, s entydigheden folger af seet-
ning 1.13. u

Bemeerk at s@tningens resultat kan udvides til void-sandsynlighederne for den
simultane fordeling af flere uathangige PPP’er. Givet at bade X; og X, er PPP’er
péd S med intensitetsmal p; og o, sé gelder for begraensede A,B < S, at fordelin-
gen af (X7,X>) er entydigt bestemt ved void-sandsynlighederne

PXiNnA=3,XNB=@g)=P(X1NnA=@)P(X,NB=0)=exp(—y1 (A —pu2(B)).
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Trin 3 - Eksistens af uendelige PPP’er

Efter at have vist eksistensen og entydigheden af endelige PPP’er, sa er det sidste
trin at fastsld, at det ogsa gaelder for uendelige PPP’er. I beviset for seetning 1.31
er S begreenset, og B;'erne er defineret pa en bestemt made, men en ubegraenset
S, sé p(S) = oo, kunne lige sa godt veere anvendt ligesom en anden definition af
B;’erne, sé lenge det geelder, at S = U2, B; er en disjunkt forening. Ved at anven-
de de samme argumenter og udledninger som i beviset kan det derfor vises, at
void-sandsynlighederne ogsa vil passe for en uendelig PPP.

1.3.2 Egenskaber for Poisson punktprocesser

PPP’er har en raekke grundleeggende egenskaber, der er med til at fastsla vigtighe-
den af denne type punktproces. Det skyldes, at flere af dem er sé generelle, at de
kan benyttes ved konstruktionen af andre punktprocesser, eller det kan bruges til
at undersoge i hvilket omfang et punktmenster ligner en PPP.

Ingen interaktion og komplet rumlig tilfaeldighed

Seetning 1.32 (Disjunkt opdeling af en PPP):
X ~ Poisson(S,p) = Xp,,Xp,,... er uathangige for disjunkte By, By,... S S.

Bevis:

Det er kun nedvendigt at verificere, at Xp,, X3,,..., Xp, er uathangige for et en-
deligt antal disjunkte meengder By, By, ..., B, € S. Antag at B = B; U By, hvor B) og
B; er disjunkte, sa folger det fra seetning 1.30, at

e —u(B)

n
P(Xp € F1,Xp, € F) = [ f fl[XBIEFl,XBZEFg [Tle(xd]dx;...dx,|.
n=0 i=1

Antag at de forste n; punkter er i Xp, ogresten i Xp,, s& kan dette skrives

o0
2
n=0

exp( U(B)) Z [nl'(n nl)'f f {X], »xnl}EFl){xn1+l) )xn}EFZ]

[Tlp(xd]dx;...dx,
i=1
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og ved at opdele Bi B; og B, fas

[

n=0|n=0

—u(By1) —p(B2)
=2 o) [ [ 4 41k ] o] ..o
l

fé--fBl[{xan,...,xn}EFZ] [T [p(x)]dxps1...dxn

i=n;+1

Ombytning af summerne giver nu, at

o0

—(By) Lo}
%f] oo € A T 00 ...,

n1:0

o0

B n
exp (—u(B2)) f f {xns1reexnt €B] T [pGe)] dxnys1---dxy
(n—mny)! i=n;+1

™

n=mn

= P(Xp,€F) -P(Xp,eF),

hvilket viser, at Xp, og Xp, er uatheengige. Pr. induktion folger det, at det ogsa
er tilfeeldet, nar Bj,...,B, < S er begreensede og disjunkte for n > 2. Dermed er
XB3,,X3,,... uathaengige for begreensede og disjunkte B; <, i = 1,2,.... Idet del-
maengder af S er teellelige foreninger af begreensede delmaengder af S, sé ses pa-
standen at holde for alle disjunkte Bj,...,B, € Sogalle n e N. ]

Begreberne ingen interaktion og komplet rumlig tilfeeldighed kommer fra resul-
tatet i seetning 1.32, fordi det medforer, at ved enhver opdeling af en PPP i andre
PPP’er begraenset til disjunkte maengder, da vil de resulterende punktprocesser
altid veere uathaengige. Derfor er der ikke nogen interaktion imellem dem, sé& der
er ingen tendens til hverken klyngedannelse eller regularitet, der er kun den sa-
kaldte komplet rumlige tilfeeldighed.

Superpositionering og udtynding

Det viser sig, at PPP’er er lukket under badde superpositionering og uathaengig
udtynding, nar det udferes pa uatheengige PPP’er. Disse forhold vises i de folgen-
de setninger, hvor den forste pa delvist er det omvendte resultat af 1.32, fordi den
viser, at det er muligt at kombinere flere uathangige PPP’er til en ny PPP.

Side 23 af 108



KAPITEL 1. PUNKTPROCESSER OG MCMC-METODER

Satning 1.33 (PPP’er er lukket under superpositionering):
Hvis X; ~ Poisson (S,p;) er gensidigt uafheengige fori =1,2,...,0gp =Y ; [p;]
er lokalt integrabel, sa geelder folgende for superpositionen X =52, X;:

(i) X ~Poisson(S,p).
(ii) X er en disjunkt forening med sandsynlighed 1.

Bevis:
(i) Lad p; veere intensitetsmalet for X;. For en begrenset mengde B < S og
Y2, [1i(B)] = u(B) folger det af uatheengigheden af X;’erne, at

P(Xg=0)=]] [P(Xi NB= (2))] =11 [exp(—,u,-(B))] = exp (-p(B)), (1.10)
-1 i=1

og fra definition 1.7 felger, at

pB) =3 [piB)] =),
i=1 i=1

/pi(u)du = Z[pi(u)]du=fp(u)du. (1.11)
B BT B

Idet p antages at veere lokalt integrabel fés fra (1.11), at u(B) er et intensitetsmal,
og (1.10) viser, at void-sandsynlighederne for X stemmer pr. setning 1.31.

(i) Denne del vil blive bevist ved induktion over k. For k = 1 er pastanden oplagt
sand, hvilket giver basistrinnet af induktionen.

Antag som induktionshypotese, at (ii) geelder for k — 1. Fra dette og (i) er
Ufz‘ll X; := X] ~ Poisson(S,p) med p = Zf;ll [pi]. Det betyder, at det kun er ned-
vendigt at se pa X{ og en anden arbitreer PPP Xé. Lad p; og u» veere intensitets-
malene for henholdsvis X og XJ, lad p; og p, veere de tilknyttede intensiteter, og
lad n(X{) =ny, n(XZ’) = np samt n = n; + ny. Sandsynligheden for, at superpositio-
nen af X| og X er disjunkt svarer til sandsynligheden for, at deres feellesmengde
er tom, hvilket kan udtrykkes vha. Poisson-udviklingen som

- x| & [exp (- (B)) exp (-p2(B)
P((leXZ)mB:¢) = Z Z ! | ’
n1=0 [ n,=0 1- ny.

f""f1[{xl)-”)xnl}m{xn1+l)~-«)xn}:®]' (1~12)
B B

ny

n
H[Pl(xi)] 1_[ [pz(xi)]dxl...dxn

i=1 i=n;+1
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Indikatorfunktioneni (1.12) kan reelt fjernes, fordi den er 1 ncesten overalt (almost
everywhere), og integralet i (1.12) kan skrives som

f H [p1(x)] H [02(x)] dx; ... dxy,

i=n+1
= f fl_[ [o1(xp)] doxy ... dxp, - ff [2(x)] dxpy41...dxy,
i=m+1
= (prl(x)dx) U pz(x)dx) = p1(B)" 2 (B)"™. (1.13)

Ved at indseette (1.13) i (1.12) ses, at sandsynligheden er

ZZ

=0 | n,=0

_ Z [exp( (B ﬂ (B)nl] Z [exp( p2(B )” B =1

2eCa®) 0 C®) yy (B)™ pip (B)"™ |

P((X;nX;)nB=9)

Seetning 1.34 (PPP’er er lukket under uathaengig udtynding):
Antag at X ~ Poisson (S,p) udtyndes med bevaringssandsynlighed p (u) for
ueS.Saer

Pthin (@) = pW)p(w) , ues.

Yderligere er bdde Xihin 0g X \ Xihin uatheengige PPP’er med intensitet hen-
holdsvis pihin (1) 08 p (1) = Pehin (1).

Bevis:
Forst og fremmest ses pin (1) = p (1) p (1) at holde direkte fra saetning 1.17. Det
vises nu, at Xy er en PPP ved at bestemme dens void-sandsynligheder. For en

begraenset meengde C < S er
PXhinNC=9) = E[1[XninNC=0]] = E[E[1[XninnC=0|Xc]]].
Ved at anvende Poisson-udviklingen er dette lig

>

oxp(-r©) “(C))f fE[l [Xthin N C = @] | Xc = {x1,.. xn}]H[P(xz dx;...dx,
n=0

i=1

(1.14)
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med h =E [1 [Xthin N C = @] | Xc = {x1,... ,xn}]. Dette kan ogsé skrives som

E[I[XthinﬂCZQ]|XC:{X1,...,xn}] = P(XthmmC:¢|XC:{x1,...,xn})

n
H (1-px)], (1.15)

da x;’erne er uathaengige og indeholdt i Xy,;, med sandsynlighed p (x;). Ved ind-
sattelse af (1.15) 1 (1.14) fas

02:) M‘L Cf[[(l—p(x,-))]f[[p(xi)]dxl...dxn

nl[ f = p(x;) )P(xi)]dxl...dxn

exp (—p(0) )
n=0

= exp(-p(0) Z U l—p(x))p(x)dx) . (1.16)
Summen i (1.16) er potensrakken for exp (-), og da
p W) —pwmin (@) = pw—-pwpw) = (1-pw)pw,
sd kan definition 1.7 anvendes til at skrive summen som
[ee] 1 n o0 n
2 ,( f (o ()~ pthin(u))du) =2 [ (1(O) = pnin (C))
n=0 L1 n=0
= exp (1£(C) — pienin (C)). (1.17)

Ved endeligt at indsette (1.17) i (1.16) ses void-sandsynlighederne at veere
P (Xhin N C = @) = exp (—£(C) + i (C) — Lhthin (C)) = exp (—enin (C)) . (1.18)
Tilsvarende kan det vises for X \ Xii, og C < S begraenset, at
P(X\XhinNC=9) = exp(~(1(C) ~ pmin (0)). (1.19)

Pr. seetning 1.31 kan det konkluderes fra (1.18) og (1.19), at bade Xhin 08 X \ Xihin
er PPP’er med de korrekte intensiteter som péstéet i seetningen.

Til sidst skal det vises, at Xiin 0g X \ Xihin 0gsé er uathaengige. For A,B < S be-
grenset er

P(XminNA=90, X\ XhinNB=9)
=PXNANB) =8, XpninN(A\B) =3, X\ XihinN(B\A) =9).
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Detvides, at X, Xihin 08 X \ Xwhin er PPP’er, ogidet de nu er begraenset til disjunkte
maengder AN B, A\ Bog B\ A, sé er de uathaengige pr. seetning 1.32, og derfor er
deres simultane teethed produktet

P(XN(ANB) = @) P (Xthin N (A\B) = @) P(X\ Xphin N (B\ A) = @)

exp (— (AN B)) exp (—ihin (A\ B)) exp (— (1 (B\ A) — pnin (B\ 4)))

= exp(—f (AN B) — fihin (A\ B) = (£ (B\ A) = tshin (B\ A)))

exp (—Hehin (A) = (14 (B) — penin (B)))

P(XiinN A= @) P(X\ XninN B =9). (1.20)

Da den simultane fordeling er lig produktet af de marginale fordelinger pr. (1.20),
s folger uathengigheden af X, 0g X \ Xihin. |

En praktisk anvendelse af resultatet er, at det kan benyttes til at konstruere en in-
homogen PPP fra en homogen i visse tilfeelde. Dette fremgar at folgende korollar,
som folger direkte af seetningen.

Korollar 1.35 (Inhomogen PPP fra homogen PPP):
Antag at X ~ Poisson(S,p(u)),S < R?, med intensitet p, der er begran-
set af en konstant ¢ < co. S& er X fordelt som en uaftheengig udtynding af

Poisson (S, ¢) med bevaringssandsynlighed p (u) = @.

Slivnyak-Meckes satninger

Poisson-udviklingen i seetning 1.30 er en brugbar karakterisering af Poisson
punktprocesser, og ligesa er setning 1.31. En yderligere praktisk karakteristik gi-
ves i de folgende Slivnyak-Mecke satninger.

Seetning 1.36 (Slivnyak-Mecke):
Lad X ~ Poisson(S,p) og h: S x Njf — [0,00). Sa er

E| ) [hX\{u}]

ueX

= fE[h(u,X)]p(u)du.
S
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Bevis:

Der vises tilfeeldet, hvor X er indeholdt i en begreenset maengde B < S, da det
generelle tilfzelde i seetningen kraever malteoretiske detaljer, som ligger udenfor
dette speciales fokus. Det vises sdledes, at

Y [huXp\{uh]

ueXp

= fE[h(u,XB)]p(u)du. (1.21)
B

Venstresiden af (1.21) kan pr. seetning 1.30 (ii) skrives som

o0

, (1.22)

e_H(B) n
fB Y [hidxn,oxa\ D | [ [e(x)] dxg...dx,
i=1

|
n: Bx,-EXB

n=1

hvor summen nu starter fra n = 1, da tilfeeldet n = 0 ikke giver mening. Summen
iintegralet i (1.22) kan fjernes ved at seette det forste argument i 4 til altid at veere
X, og gange med n pga. de n forskellige permutationer. Derved bliver (1.22) til

x> exp p(B)
nX::1 (n—D!

f f h(xny{xly )xn—l}) H [p(XI)] dX] ...dxn .
i=1

Ved at seette n = k+1, x,, = u samt gange med B (B) - bhver dette til

Z eu(B) (B)kf [h(u {x1,.. ,xk})n[z((g))]dxl...dxk

Punkterne i en PPP er uatheengige, og betinget pa antallet er de binomialfordelt,

o(w)du. (1.23)

sa teetheden for {x,...,x;} er H

eXp( .U )

ves som en middelveerdi, og det samme kan summen, da ,u(B)k er en

Poissonteethed. Derved kan (1.23) omskrives til

L&

LE[E[h(u,{xl,...,xk})|N(B):k]]p(u)du

exp (—p(B))

- pB)XE [h(u,{x1,....x) IN(B) = k] | p(w) du

fBE[h(u,XB)]p(u)du.

En udvidelse af seetningen fas pa folgende vis.
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Setning 1.37 (Udvidet Slivhyak-Mecke):
Lad X ~ Poisson(S,p) og h: S" x Njs — [0,00). S& geelder for alle n € N, at

#

E Z (AU, un, X\ {u,..., un}) |

n
f fE[h(ul, , Un, X) H p(u)] duy ...duy,

Bevis:
Som for vises tilfeeldet, hvor X er indeholdti en begreenset meengde B < S, dvs. at

Z [h(uly---;MHIXB\{MII---IMH})]

" (1.24)
= L---fBE[h(ul,...,un,XB)] [Tlen] du...dus,.
i=1

Beviset udferes ved induktion over n, og basistrinnet n = 1 fglger trivialt af seet-
ning 1.36. Antag som induktionshypotese, at (1.24) er sand for n — 1, og definer

B ¢
h(ux) := [h(u Ug,...,Up, X\ {Uz,...,un})

Bemeerk at pr. seetning 1.36, sé er

> [h(u, X\ {u})]

ueXp

= fE[E(u,XB)]p(u)du
B

Y. h(uup,...unXp\{ua,...,un}) | p(w) du. (1.25)

Middelveerdien i (1.25) indeholder kun de n — 1 ukendte uy,...,u,, sa pr. induk-
tionshypotesen er det lig

n
// E[h(u,up,...,un, Xp) [ [ [p(u)] duz...duy. (1.26)
B JB i=2
Ved at kombinere (1.25) med resultatet i (1.26) og seette u = u; fas, at

fB---LE[h(u,uz,...,un,XB)]p(uz)---p(un)duz...dunp(u)du

n
L BE[h(ulrMZ)“')un)XB)] l_[ [p(ul)] dul"'dun

i=1

som pdkraevet for at fuldfere induktionen. |
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Absolut kontinuitet og taetheden for en Poisson punktproces

Pga. den matematiske kompleksitet af punktprocesser, sé er det i almindelighed
ikke muligt at bestemme en teethed for dem mht. det seedvanlige Lebesguemal el-
ler teellemal. I visse tilfeelde er det dog muligt at udtrykke teetheden for en punkt-
proces mht. en anden punktproces, hvilket kraever det folgende begreb.

Definition 1.38 (Absolut kontinuitet af punktprocesser):
For to punktprocesser X; og X, pa det samme rum S, da siges fordelingen af
X at veere absolut kontinuert mht. fordelingen af X5, hvis og kun hvis

(i) P(X, e F)=0 = P(X; €F)=0foralle F € Ny, eller &kvivalent
(i) f:Nji— [0,00] findes, s& P(X; € F) =E[1[Xz € F] f(X»)] for F < N

holder. Funktionen f kaldes teetheden for X; med hensyn til X,.

Punkt (i) i definitionen er den traditionelle version, punkt (ii) skyldes Radon-
Nikodyms scetning, [Rudin, 1987, seet. 6.10], og den version viser sig nyttig, nar
det nu skal opstilles teetheder for PPP’er.

Sztning 1.39 (Absolut kontinuitet og teethed for PPP’er):
(i) Foralle py,p2 € Ry, daer X; ~ Poisson(R? ,01) absolut kontinuert med
hensyn til X, ~ Poisson(R%,p,) hvis og kun hvis p; = p».
(i) Lad pj,p2 : S — [0,00) veere intensiteten for henholdsvis X; og X», og
lad py,u2 < oo. Hvis py(u) > 0 = p2(u) > 0, sd er X; ~ Poisson(S,p1)
absolut kontinuert med hensyn til X, ~ Poisson(S,p») med tethed

p1(uw)

= S)— (S
fx) = exp(u2(8)— i (9) [] 02D

uex

for lokalt endelige x = S. (0/0:= 0 i denne sammenhang)

Bevis:
(i) Hvis p; = p2, folger resultatet direkte fra definition 1.38 (i). Antag omvendst,
at p) # p2, og tag disjunkte delmeengder A; < R% med |A;| =1 for i € N, og lad

> ):PI}, (1.27)

i=1

F = {xele n(:/lAi)

lim (
m—oo
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dvs. F er meengden af punktmenstre, hvor hvert omrdde med enhedsstorrelse
i gennemsnit har p; punkter. Bemaerk at E[n(X; N A;)] = pu1 (4;) = fAipldu =
p1, og at E[n (X, N A;)] = po. Pga. af F i (1.27) og de store tals sterke lov, s er
P(X; € F)=1,men P(X; € F) =0, hvilket er en modstrid, sa p; = p».

(i) Ved at anvende begge punkter i seetning 1.30 vises det ved folgende udreg-
ninger, at med den angivne taethed f(x), sa er definition 1.38 (ii) opfyldt.

X |exp|—ui(S) n
PXieF) = Y Mf---fl[X1€F]H[Pl(xi)]dxl...dxn
n=0 n: s Js i=1
_ = exp (- yl(S)) exp(—u2 (SN IT, [p2(x1)] L .
= n;) f f (X1 € Fl exp(—uz(snn?:l[pz(xi)]i:r[l[pl(xl)]dxl"'dx"
= Z expl HZ(S))/ [ [X) € F] e'UZ(S MI(S)H Zigz H[PZ (xi) ]dx1 an
n=0

o | exp(—p2(S) n
=y %L..Ll[xﬁp]ﬂxgn[pz(xi)]dxl...dxn
! i=1

E[1(X, € F f(Xp)]

Direkte fra resultatet fas folgende vigtige korollar.

Korollar 1.40 (Tzethed for en PPP mht. standard PPP’en):
Lad X ~ Poisson(S,p) med S begraenset. Sd er X absolut kontinuert mht. stan-
dard Poisson punktprocessen Poisson(S,1), og teetheden for X er

f@ = exp(ISI-u®) [] [pw)].

uex

Bemeerk at korollaret angiver, at enhver PPP er absolut kontinuert mht.
Poisson(S,1) for begraenset S, mens det ikke i almindelighed geelder, at to PPP’er
er absolut kontinuert mht. hinanden.

Resultatet i korollaret er vigtigt, fordi det angiver en konkret teethed, hvilket gor
det muligt at opstille mere komplicerede punktprocesser, hvor der ikke ngdven-
digvis kan findes en eksplicit teethed, og det gor det bl.a. muligt at bestemme en
teethed for den model, der anvendes i de efterfolgende kapitler.
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1.3.3 Maerkede Poisson punktprocesser

Bemark at der i dette afsnit om markede PPP’er anvendes en let &ndret notation
for at understrege, at de er forskellige fra ordineere PPP’er.

Definition 1.41 (Maerket Poisson punktproces):

Lad Y ~ Poisson(T,¢p) med lokalt integrabel intensitet ¢. Hvis merker-
ne {my|ucY} betinget pd Y er gensidigt uafhengige, s siges X =
{(u,my) |u e Y} at veere en meerket PPP med punkter i T og merker i M.

Det viser sig, at nogle markede PPP’er kan kombineres med maerkerne til at lave
en ny PPP, og at selve maerkerne i visse tilfeelde er en PPP.

Saetning 1.42:

Lad X vaere en maerket PPP med punkter i T og meerkeri M < R”, p = 1. Hvis
hvert maerke m,, betinget pd Y ~ Poisson(T,¢) har en teethed p,, som ikke
atheenger af Y \{u}, s& geelder folgende:

i X~ Poisson(T x M, p), hvor p (u,m,) = ¢ (1) p,, (My,).
(ii) Hvis intensiteten pd M givet ved « (m,,) := fT p (u,my) du er lokalt in-
tegrabel, sd er meerkerne {m,,|u € Y} ~ Poisson (M, ).

Bevis:
(i) Bemeerk forst, at sandsynligheden for X € F for F < Nj kan skrives som

P(XeF) = E[1[X€eF]] = E[E[1[X€eF]]|Y] = E[P(Xe€F|Y)]. (1.28)

Ved at betragte den betingede sandsynlighed som en funktion af Y n By, Br < T,
sa kan saetning 1.30 (ii) anvendes til at skrive (1.28) som

o [ n
> [%(,BT)L/B P({(ur,mu,),.., (un,mu,)} € F) [ ] [@ ()] dus ... duy,
T T

n=0 i=1

-y [e”rng)L.T,.LTE[1[({(u1,mul),...,(un,mun)}EF) 11T @] dus...du |

n=0 i=1

(1.29)

Middelverdien tages mht. markerne, og By < M indfores til at skrive (1.29) som
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M8

B
exp H( T)f ff f 1[{(w1, mu,), ., (tn, mu,)} € F|-
Br Br JBy B

[pu (my,)]dmy, ...dmy, H [ (ui)] duy dun] (1.30)
1 i=1

3
S

i

Bemeerk at hvis B := By x By, sa kan Fubinis scetning, [Rudin, 1987, szt. 8.8],
anvendes til at skrive intensitetsmalet af By som

w(Br) @) du =fB pu(mu)dmufB @ (u) du

Br

fB A pu(my) o (uw) dmydu = pr(u,mu)d(u,mu) = u(B).

o0

Ved brug af Fubinis seetning og kombinering af produkterne kan (1.30) skrives

B
il ”ff {101 ma) ooy (1t 110, )} € F

,~:Hl [0 @) pu () d (01, ) .. (2,720, ]

s X ~ Poisson (T x M, (u) py (mu)) pr. seetning 1.30 (i).

(ii) For B € M er void-sandsynlighederne for markerne

P({mylueY}nB=9) = P(N(XN(TxB))=0) = exp(-u(Xn (T xB)))

= exp(—foTp(u,mu) dudmu) = exp(—fBK(mu) dmu),

hvilket viser, at merkerne er en PPP p4& M med intensitet x pr. seetning 1.31. H

Tilfeeldig uafhaengig flytning af punkterne i en PPP

Antag at Y' = {u+ my|uec Y} fas ved en tilfeldig uafhcengig flyrning af punkter-
neiY ~ Poisson(R?,p), hvor m,’ erne betinget pa Y er uafhaengige og folger en
teethed p, pa R?, som ikke afhaenger af ¥ \ {u}. Ved at lade X’ vaere en merket
PPP med punkter u og marker u + m,, sa folger det af seetning 1.42 (ii), at Y’ er
en PPP med intensitet

p'(w) = fp(u)pu(v—u)du,

givet at p’ er lokalt integrabel. Hvis p er konstant, og p,, ikke afthanger af u, sa er
Y’ en stationaer PPP med intensitet p’ = p.
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1.3.4 Deskriptive storrelser for Poisson punktprocesser

Seetning 1.43 (Parkorrelationsfunktionen for PPP’er):
Lad X ~ Poisson(S,p). Sa er parkorrelationsfunktionen givet ved g(u,v) = 1.

Bevis:
Det vises forst, at p(z) (u,v) = p(w)p(v) for en PPP. Antag at X ~ Poisson(S,p) med
intensitet p, og at A,B € R%. S4 fas fra definition 1.15 og saetning 1.37, at

#
«®UxB) = E| ¥ [llucaveB)

u,veX

ffE[l[ueA,veB]]p(u)p(v)dudv
sds

ffp(u)p(v)dudv = ffp(Z)(u,v)dudy,
BJA BJA

og det folger af definition 1.18, at g = 1. |

Idet g = 1 for en PPP, s indikerer det komplet rumlig tilfeeldighed, mens g(u,v) >
1 indikerer, at par af punkter er mere tilbgjelige til at forekomme simultant, dvs.
der er tendens til klyngedannelse, og omvendt indikerer g(u,v) < 1 regularitet.

Seetning 1.44 (L-funktionen for PPP’er):
Lad X veere en PPP med K-funktion K(r). S er L-funktionen L(r) = r.

Bevis:
Fra definition 1.21, Campbells formler, seetning 1.43, transformationen s = v —u
samt et skift til sfeeriske koordinater fas det, at

£ (1/d)
L) = 1 llue A llv—ul <r]
wd|A| u,veX p(u)p(v)
1 (1/d)

= ffl[ueA,llv—ulISr]dudv)

wqlAl

1 (1/d)
= —fl[llsll <r] ds)

wq

r 1/d) a\a
(ﬂf sd_lds) = (dr—) =T
wq Jo d
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I praksis anvendes dette resultat oftest til at plotte r i forhold til L(r) — r, fordi
det for en PPP vil veere 0-funktionen, der er nem at sammenligne med visuelt.
Pé tilsvarende vis som for g, s geelder for tilpas smé r, at L(r) — r > 0 indikerer
klyngedannelse, og L(r) — r > 0 indikerer regularitet.

Seetning 1.45 (F-, G- og J-funktionerne for PPP’er):
For en stationaer PPP pa R? med intensitet p < oo, da er

F(r) = G(r) = 1 —exp(pwqr®) og J(r) = 1.

Bevis:
At F(r) = G(r) folger ved at anvende definition 1.23, seetning 1.36, og at det for en
stationeer PPP er muligt at udskifte b(u,r) med b(v,r). Sa er nemlig

G(r)

A z [1[(X\{u})nb(u r) # @]]]

1
= — | E[Xnb(v,r) # @llpdu
p|A|fA P
= E[1[Xnb(v,r) # D] ]mf pdu
= E[1[Xnb(v,r) #@ll = F(r).
Det folger heraf direkte fra definition 1.23, at J(r) = 1. For at bestemme et udtryk

for F(r) og G(r) benyttes seetning 1.31, stationariten af X og et skift til sfeeriske
koordinater, hvorved det fas, at

F(r) E(1[Xnb(v,r)#@] = 1-PIXnb(yr) = @]

1—exp(—-p(b0,r)) = l—exp(—adf sd_lpds)
0
d)'

= l1-exp(—pwgr

Ogsa dette resultat er nyttigt til at vurdere en punktproces eller et punktmenster
ud fra, da det som naevnt ovenfor er simpelt at sammenligne med en konstant
funktion. Veerdien af J-funktionen indikerer ogsd henholdsvis klyngetendenser
og regularitet, men i modsaetning til g og L, s& er det J(r) < 1, der indikerer klyn-
gedannelse, mens J(r) > 1 indikerer regularitet.
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1.4 Cox punktprocesser

En PPP er i praksis ofte ikke velegnet til at modellere virkelige dataseet, hvorfor der
er udviklet mere fleksible typer af punktprocesser, der dog i flere tilfeelde bygger
pa egenskaber ved PPP’er. En af svaghederne ved PPP’er er den totale rumlige til-
feeldighed, hvor punkterne ikke har nogen form for indbyrdes indflydelse pa hin-
anden, hvilket kun sjeeldent er tilfeeldet i konkrete dataseet. En type af interaktion
mellem punkter er klyngedannelse, og dette fenomen kan bl.a. repraesenteres
ved brug af Cox punktprocesser, der er emnet i dette afsnit

1.4.1 Definition og grundlaeggende egenskaber

Definition 1.46 (Cox punktproces):

Antagat Z = {Z(u)|ue S} med S < R? er en ikke-negativ stokastisk funktion,
sd u — Z(u) er lokalt integrabel med sandsynlighed 1. Hvis den betingede
fordeling af X | Z er en PPP pa S med intensitet Z, sa siges X at veere en Cox
punktproces drevet af Z.

For at udlede egenskaber ved Cox punktprocesser kan det benyttes, at X | Z er en
PPP. Det gor det bl.a. muligt at bestemme udtryk for p, p®® og g.

Seetning 1.47 (p og p® for Cox punktprocesser):
Antagat X € Sog u,v € S. Hvis X er en Cox punktproces drevet af Z, sd er

p(w) =E[Z(w)] og pPwv)=EZW)ZW).

Bevis:
Fra definition 1.7 og 1.46 samt ved at betinge pa Z fas, at

uB) = B Y [1iueB]
ueX
= E[E| Y [tueB)|z
ueX
= E fZ(u)du = fE[Z(u)]du.
B B
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For at vise den anden lighed benyttes definition 1.15 og 1.46, Campbells formler

samt at P%)z(u’ v) = Z(uw) Z(v) jf. beviset for setning 1.43. S er

a®(AxB)

£
E[E| ¥ [lwveaxnl||z

u,veX

E [ffl[(u,v) € Ax Bl Z(uw)Z(v)dudv

f/E[Z(u)Z(v)]dudv.
BJA

|
Folgende korollar om parkorrelationsfunktionen folger direkte fra resultatet.

Korollar 1.48 (Parkorrelationsfunktionen for Cox punktprocesser):
Parkorrelationsfunktionen for en Cox punktproces drevet af Z er givet ved

E[Z(u)Z(v)]

8 V) = o WIEZ)

safremt Z(u) har endelig varians for alle u € S.

For de fleste konkrete Cox punktprocesser er g > 1, der jf. afsnit 1.3.4 indikerer
klyngedannelse. En anden indikation herpé fas af folgende setning.

Setning 1.49 (Overspredning af Cox punktprocesser):
For B ¢ S, da gaelder for en Cox punktproces, at Var [N (B)] = E[N(B)].

Bevis:
Lad X veere en Cox punktproces pa S, B < S, og benyt, at Var[A] = E[Var[A|Y] +
Var[E[A|Y]] samt at Var[Poi(1)] = E[Poi(1)]. Sa er

Var[N(B)] = E[Var[N(B)|Z]] + Var[E[N(B)|Z]]

\%

E[Var[N(B)|Z]]

E[N(B)].
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Fenomenet i setningen kaldes overspredning, fordi variansen af antallet af
punkter i et omrdde B kan veere storre end middelveerdien. Det betyder, at der
er sandsynlighed for forskelligt antal punkter i omréder, der er lige store, og det
indikerer derfor, at der kan opsté klyngetendenser. Teetheden for en Cox punkt-
proces fremgér af det naeste resultat, som folger af korollar 1.40.

Seetning 1.50 (Teethed for en Cox punktproces):
Antag at X er en Cox punktproces begranset til B < S med |B| < co. Sa er
teetheden af Xz mht. Poisson(S,1) for endelige punktmenstre x c B givet ved

fx) = E exp(IBl—fBZ(u)du) IREQIE

ueXp

1.4.2 Neyman-Scott punktprocesser som Cox punktprocesser

Som en konkret type Cox punktprocesser behandles her typen Neyman-Scott.

Definition 1.51 (Neyman-Scott punktproces):
Lad C vaere en stationzr PPP pa R med intensitet x > 0. Betinget pa C, lad
da X. med c € C vaere uafhaengige PPP’er pa R?, hvor X, har intensitet

pc(w) = ak(u-o,

hvor a > 0 er en parameter, og k er en kerne, dvs. for alle ¢ € R?, da er u —
k(u - c) en teethed. Sd er X = Uccc X, et specialtilfeelde af en Neyman-Scott
punktproces med klyngecentre C og klynger X,, c€ C.

I den generelle definition p& en Neyman-Scott punktproces antages klyngepro-
cessen at veere en stationaer PPP som i definitionen, men betinget pé en given
klynge, sa antages punkterne i klyngen at veere i.i.d. omkring klyngecenteret, men
de behgver ikke nodvendigvist at veere resultatet af en PPP. Bemeerk i ovrigt, at
klyngecentrene c € C ikke er en del af det genererede punktmenster.

Frem for at betragte X som foreningen af klyngepunktprocesserne, X = U.cc X¢,
sd kan X ogsé defineres som en Cox punktproces som vist i folgende resultat.
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Setning 1.52 (Neyman-Scott punktprocesser som Cox punktprocesser):
Pr. seetning 1.33 er X som i definition 1.51 en Cox punktproces drevet af

Zw =) ak(u-o),
ceC

hvor a > 0 er en parameter og k en kerne. Z er stationeer, og p = ax er lokalt
integrabel. Yderligere er Z isotropisk, nar k(u) = k(|| u|) er isotropisk.

Bevis:
Stationariteten af Z vises ved brug af Campbells formler, og at p(c) = x. S& er

E[Z(w)] = E = afk(u—c)ch = aka(u—c)dc = ax.

Z [ak(u— c)]

ceC

|
Det er i almindelighed sveert at bestemme deskriptive storrelser for Cox punkt-
processer, men i tilfeeldet Neyman-Scott er det bl.a. muligt at bestemme g.

Seetning 1.53 (Parkorrelationsfunktion for Neyman-Scott punktproces):
Parkorrelationsfunktionen for en Cox punktproces X som i seetning 1.52 er

glw=1+ %fk(v)k(u+ v)dv.

Bevis:
Forst udledes et udtryk for p® (u,v) = E[Z(u) Z(v)] vha. Campbells formler:

E(Z(uw) Z(v)] E

> [ak(u—c)] > [ak(v—c)]
ceC ceC

+a’E

#
Z [k(u—c)k(v—a]

c,ceC

- aszk(u—c)k(v—E)szcd5+a2fk(u—6)k(v—C)ch

a’E

Z [k(u—c)k(v— c)]]

ceC

a’x® + aZKf k(u—-ck(v--c)dc

Fra korollar 1.48 og satning 1.52 fs, at g(u,v) = 1 +x ! [ k(u— c)k(v - ¢)dc. Da
k er stationeer, s er g(u,v) = g(u—v) = g(s) =1+x 1 [k(s+v—-c)k(v-c)dc, og
ved at seette v —c = t fas det, at g(u,v) = g(s) = 1 +x ! [k(s+ t)k(£)dt. ]
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Bemeerk at det fremgér af resultatet, at g > 1, da k og x begge er positive, hvilket
bekreefter, at denne type model har klyngetendenser. Valget af kernen k adskiller
forskellige typer af Neyman-Scott punktprocesser, og ved valget af en normalfor-
deling fas den sakaldte Thomas punktproces, der skal vise sig at veere en veesent-
lig inspiration for den model, som opstilles i kapitel 2.

Thomas punktprocesser
En Thomas punktproces fas ved at veelge kernen

—||u||2)
p :

k(u) = (anz)d/zex ( 2002

hvilket ses at veere teetheden for N,;(0,w?1,;), hvor der haves d i.i.d. variable hver
med middelverdi 0 og varians w?. P& baggrund af saetning 1.53 kan det vises, at

lul? 1.31)
K(Anw?)4/2 P 4w? |’ '

gluw) = 1+

og da kernen er isotropisk, sé er g det ogsa. Det er dermed muligt analytisk at
bestemme et udtryk for K-funktionen, hvilket nu gores for d = 2.

Seetning 1.54 (K-funktionen for Thomas punktprocesser):
For en Thomas punktproces i 2 dimensioner er K-funktionen givet ved

1 2
K(r) = aré+ = (1 —exp (——))
K w

Bevis:
Idet g er isotropisk, sa folger det af seetning 1.22 og (1.31), at for d =2, da er

r ~ r 1 Bk

ano sg(s)ds = 271[0 1+K(47m2)exp "ol sds
r 1 r IISIIZ) )

2 ds+ ——- -——|sd

n(fo s s+1<(47m)2)f0 exp( 102 | 598

3z |, = 70t 1wl )
—s"——exp|-——5 = ar‘+—|1-exp|-—||.
2 2 P\ T 402 0 K P\ " %02

K(r)

27
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1.5 Markovkade Monte Carlo og Gibbs sampling

Det er ofte ikke muligt analytisk at bestemme de marginale fordelinger for para-
metrene i komplekse og flerdimensionale statistiske modeller, da de involverede
teetheder kan veere for komplicerede. Eksempelvis kan modeller indeholdende
teetheden for en inhomogen PPP eller en Cox punktproces vere for komplekse
til, at det umiddelbart er muligt at udfere inferens for de indgédende parametre.
For at muliggere udfersel af eksempelvis inferens i sddanne situationer er der
udviklet approksimative metoder, som bl.a. er baseret pa sandsynlighedsteore-
tiske forhold. En veesentlig type af metoder er af typen Markovkade Monte Carlo
(MCMQ), hvor der dannes en Markovkaede bestdende af udtreek fra en bestemt
fordeling.

I dette afsnit praesenteres en MCMC-metode med navnet Metropolis-Hastings
samt et specialtilfeelde i form af Gibbs sampling. Yderligere gennemgas, hvor-
ledes Metropolis-Hastings kan anvendes til at simulere punktprocesser med et
henholdsvis varierende og fast antal punkter. Afsnittet er primeert baseret pa
[Walsh, 2004], [Casella & George, 1992], [Berthelsen & Mpller, 2004] samt [Mol-
ler & Waagepetersen, 2004, kap. 71, der alle fire indeholder mere uddybende bag-
grundsteori vedr. Markovkeader og vurdering af fejlstorrelsen, hvilket ikke vil blive
praesenteret her.

1.5.1 Monte Carlo integration

Monte Carlo-delen i MCMC-metoder kommer fra en serlig tilgang til at approk-
simere vanskelige integraler. Hvis det for et integrale |, : g(x)dx er muligt at op-
skrive integranden g(x) som et produkt af en funktion f(x) og en tethed p(x),
der er defineret og positiv pa (a; b), sa er

b b
f gx)dx = f fpx)dx = E[f(0)].

Hvis X er en stokastisk variabel, som folger teetheden p(x), sa kan der tilfeeldigt
udveelges realisationer xj,..., X;, og en approksimation vil veere

b 12
[ swas = Bl = 23 [re]

Det er denne metode, der kendes som Monte Carlo integration, og den kan ogsa
benyttes til at approksimere integraler med betingede udtryk, eksempelvis kan

~ 12
I(y) = ff(y|x)p(x)dx approksimeresved 1(y) = ;Z[f(ylxz')]-
i=1
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1.5.2 Metropolis-Hastings

For at kunne udtraekke verdier fra en kompliceret fordeling, hvor normalise-
ringskonstanten ikke kendes, kan der anvendes en seerlig type Markovkeede. Hvis
en Markovkaede opfylder at veere aperiodisk, irreducibel og reversibel, sa vil den
konvergere mod en entydig stationeer fordeling 7, og formdlet med at anvende
Metropolis-Hastings er, at det genererer en sddan kade, der vil konvergere mod
en valgfri fordeling 7. Den generaliserede metode hertil er introduceret i [Ha-
stings, 1970], der er en videreudvikling af metoden i [Metropolis et al., 1953].

Givet atkeeden erien tilstand X;, i € Ny, lad da = = h(x)/c, hvor c er en normalise-
ringskonstant, veere den teethed, der onskes at konvergere mod, og lad h(xp) > 0.
Lad yderligere gq(-|-) veere en forslagsfordeling, som anvendes til at udtraekke et
forslag til den neeste tilstand X;.;. Til at afgere, hvad den neeste tilstand skal vee-
re, benyttes

n(x)q(x|x) _ Rh(x)q(x|x)
n(x)q(¥']x)  h)q(x|x)

Hastingsforholdet H (x,x') = , (132
hvor x er den aktuelle veerdi i tilstand i, og x’ er forslaget til veerdien i tilstand
i+ 1. Hvis h(x) g (x'|x) = 0, s& settes H(x,x') = co. Bemerk at ¢ forkortes ud i
Hastingsforholdet, hvorfor det kun er ngdvendigt at kende 7 op til proportiona-
litet. Forslaget x” accepteres med

acceptsandsynligheden a(x,x') = min{1, H(x,x')},

hvilket i praksis gares ved at lave en evaluering af r < H (x,x’ ), hvor r ~ Unif(0,1).
Hvis x er endimensional, og der anvendes eksempelvis en normalfordeling
N (x',0) som forslagsteetheden ¢ (x|x'), sé er

Y
atots) = e -E2L) < g,

dvs. g(-|-) er symmetrisk i x og x’, sdledes at den ogsé kan forkortes ud i (1.32).
For symmetriske forslagsfordelinger bliver Hastingsforholdet derfor reduceret til

h(x')
hx)’

Metropolisforholdet H (x,x") =

som blev anvendt i den oprindelige Metropolis-algoritme. Bemeaerk at i dette
tilfelde vil forslaget altid blive accepteret, hvis h(x)/h(x) = 1, dvs. hvis x" er
mere sandsynlig end x. Algoritmisk kan forlebet ved anvendelse af Metropolis-
Hastings beskrives som folger.
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Algoritme 1.55 (Metropolis-Hastings):
1) Veelgen startveerdi Xy = xo, hvor £ (xp) > 0, og gor foralle i =0,..., N, NeN:
2) Udtreek et forslag x’ fra g (x| x;)
3) Beregn H (x;,x’)

4) Hvis r < H(x;,x') seet X;11 = x/, ellers seet Xj41 = x; 0

Ved konkret anvendelse af algoritme 1.55 vil det tage et antal iterationer, for kae-
den kan forventes i tilfredsstillende grad at ligne sin stationere fordeling z. Der-
for ber veerdierne i kaeden forst anvendes efter et sadkaldt burn-in k < N,k e N,
som er det antal led i starten af kaeden, der sorteres fra, dvs. der benyttes kun led
Xj,j =k+1,k+2,...,N.

Der kan veere store forskelle pa hvor mange iterationer, det tager for en kade at
naerme sig sin stationaere fordeling, og dermed hvilket k, der skal vaelges. En made
at vurdere det p4, hvis x er endimensional, er at betragte et fraceplot, som viser
veerdierne i keeden i forhold til iterationsnummeret. P4 figur 1.1 ses et eksempel
pa et traceplot, hvor det fremgér, at det tager ca. 25.000 iterationer for keeden
bliver stabiliseret, sa i dette tilfaelde vil k = 25.000 veere et passende burn-in. Er
x multidimensional, s& kan der laves et traceplot for hver komponent, og sd ma
det vurderes, hvorndr der er konvergens for alle komponenter. Der findes mere
formelle og decideret kvantitative tilgange til at bestemme et velegnet burn-in,
men disse vil ikke blive anvendt i dette speciale.

0.0005 0.0020 0.0035
|

I I I I I I
0 10000 20000 30000 40000 50000

Figur 1.1 — Eksempel pad traceplot.

Forskellen pa veerdien imellem tilstanden X; og forslaget til X;, afgores af spred-
ningen af g(-|-). Det er derfor vigtigt, at den har en passende veerdi, siledes at de
sakaldte spring er af en tilpas storrelse, da der ellers vil opsté en hej autokorrela-
tion imellem tilstandene, og mange af veerdierne vil veere fra et lille omréade af 7
frem for hele dens domane. Dette omtales som kaedens mixing, hvor god mixing
er nar storstedelen af domenet for 7 indgar i keeden. Til at opna en hensigtsmaes-
sig forslagsspredning anvendes bl.a. acceptraten, dvs. antallet af accepterede for-
slag iforhold til antallet af iterationer.
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En generel retningslinje er, at acceptraten ber ligge i intervallet [0,2; 0,4], og det
er vist i [Roberts et al., 1997], at den teoretisk optimale acceptrate er 0,234. Ac-
ceptraten for eksemplet pa figur 1.1 er 0,29, hvilket medvirker til at give en god
mixing, som er kendetegnet ved, at traceplottet ligner hvid stej. Hvis acceptraten
er for lav, er spredningen af g(-|-) for hej, dvs. for fa forslag bliver accepteret, og
det fremstar pa et traceplot som mange vandrette segmenter. Omvendt betyder
en for hej acceptrate, at spredningen er for lille, og det tilfeelde far et traceplot til
at ligne en random walk. Disse to forhold kan ses illustreret pé figur 1.2.

o
N

2.0

0.5

o
T T T T T 1 — T T T T T 1
0 2000 4000 6000 8000 10000 0 2000 4000 6000 8000 10000

Figur 1.2 — Traceplot med en acceptrate pa henholdsvis 0,02 (venstre) og 0,98 (hojre).

1.5.3 Gibbs sampling og Metropolis-i-Gibbs

Ved brug af Metropolis-Hastings kan der godt anvendes en multidimensional x,
men det kan i nogle situationer veere besveerligt at konstruere en Markovkaede
med god mixing ved direkte anvendelse af den simultane teethed. Det kan eksem-
pelvis veere tilfeeldet, hvis parametrene i teetheden er indbyrdes afheengige, eller
det kan vise sig at veere problematisk at opnda en fornuftig acceptrate, nar flere
parametre skal opdateres simultant. Derfor er der i litteraturen fremkommet for-
skellige bud pa lgsning af denne problemstilling, og i [Geman & Geman, 1984]
introduceres konceptet Gibbs sampling som et specialtilfeelde af Metropolis-
Hastings. Ideen heri er, at der frem for at bruge simultane taetheder kun anvendes
betingede teetheder af én parameter, séledes at der betinges pa alle gvrige para-
metre, da det forsimpler de ngdvendige beregninger.

Lad x = (x3,..., x5) veere en multidimensional parameter, der anvendes i en teet-
hed, og lad xt = (x1,..., Xi—1, Xi+1,-.., Xn) vaere x uden komponenten x;. I Gibbs
sampling foretages en opdatering for hver komponent i x ud fra den betingede
taethed p (x;|x'), og i en klassisk Gibbs sampler vil acceptsandsynligheden veere
1. Det skyldes, at brugen af de betingede teetheder ofte vil resultere i velkend-
te fordelinger, hvor der findes metoder til at udtrakke i.i.d. veerdier fra. Hvis det
ikke er tilfeeldet, sa kan opdateringer foretages pa samme vis som i Metropolis-
Hastings ud fra Hastingsforholdet, der tales i sa fald om Metropolis-i-Gibbs, og
det er netop denne type opdateringer, som vil blive anvendt i kapitel 3.
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Da der i Gibbs sampling skal opdateres flere forskellige parametre, s er der for-
skellige raekkefolger at gore det i. En made er et cyklisk opdateringsskema, hvor
parametrene opdateres fortlobende fra 1 til n, og derefter startes forfra. I sa fald
vil forlebet af Metropolis-i-Gibbs med parametre x = (x1, X2, x3) se ud som folger.

Algoritme 1.56 (Gibbs sampling med cyklisk opdateringsskema):
1) Veelgen startveerdi Xy = xo, hvor h (xp) >0, oggor foralle j =0,..., N,NeN:
h(xy|x2,X3;
2) Udtrak et forslag x| fra g (x]|x; ;) og udregn H (x;,x}) = M
h (x| x2,x35)
3) Hvis r < H(x1,x]) sat x1 j,41 = x], ellers saet xyj,1 = x1
h (x£|x1j+1yx3j)

h(x2|x1 41, %3)

4) Udtraek et forslag x), fra q (x}| x2 ;) og udregn H (x2,x}) =

5) Hvis r < H (x2,x}) sat X1 = Xy, ellers saet xpj,1 = Xz
!
h(x3|x1j+1»x2j+1)

h(x3] %111, %241)

6) Udtrak et forslag x} fra g (x} | x3 ;) og udregn H (x3,x}) =

7) Hvis r < H(x3,X}) seet X3j.1 = x}, ellers saet x3 .1 = X3 0

I visse situationer vil denne type opdateringsskema ikke give en reversibel
Markovkaede. Er der brug for det, s& kan der anvendes et andet type op-
dateringsskema kaldet forwards-backwards. Her opdateres der i rekkefolgen
X1,---Xn-1,Xn, Xn-1,.--, X1, dvs. at i forhold til algoritme 1.56 vil trin 7) blive ef-
terfulgt af trin 4) og 5) (hvor den netop opdaterede verdi af x3 benyttes i bereg-
ningen af H (xg,xé)), og derefter folger trin 2) og 3) inden iterationen afsluttes. En
anden mulighed for at lave reversibel Gibbs sampling er at opdatere parametrene
i tilfeeldig reekkefolge i hver iteration.

1.5.4 Simulering af punktprocesser vha. Metropolis-Hastings

Da punktprocesser ofte har komplicerede teetheder, hvor normaliseringskon-
stanten ikke npdvendigvis er kendt, s& besveerliggares simulation af dem af sam-
me arsager som i ovenstdende tilfeelde. Det er derfor nodvendigt at anvende en
metode til at generere konkrete punktmenstre for en given punktproces, og her
kan Metropolis-Hastings med visse modifikationer anvendes. Nar der arbejdes
med punktprocesser frem for tetheder i almindelighed, kan der anvendes en
algoritme af typen Birth-Death-Move (BDM), hvor Birth-Death betyder, at der
kan tilfojes og fjernes punkter i et punktmenster, og Move betyder, at de enkelte
punkter kan flyttes.
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Lad Y vere en punktproces med tethed f (y) = 7 (y) mht. Poisson (B, 1), B < R¢,
|B| endelig, y € Ny, oglad 7 (y) = h(y) /¢, hvor ¢ er en normaliseringskonstant. [
en BDM-algoritme benyttes henholdsvis ¢ (y) € [0;1] og p(y) € [0;1] som sand-
synligheder for, om der i den enkelte iteration skal laves en opdatering, hvor der
forseges henholdsvis at tilfoje, fjerne eller slette et punkt. Bemaerk at ¢ (y) ikke
skal forveksles med den tidligere navnte forslagsfordeling ¢ (-|-). ¢ (y) afger, om
der forseges tilfojelse/sletning eller flytning, og i tilfeelde af forstnaevnte, sa afger
p(y), om der forsoges tilfojelse eller sletning, dvs. at hvis der veelges konstan-
ter g = 1/3 og p = 1/2, sa er alle tre typer opdateringer lige sandsynlige. Hvad
de konkrete valg bor veere afheenger af den enkelte situation, i [Geyer & Moller,
1994] omtales de naevnte veerdier som passende for molekylaere systemer, men i
artiklens eget eksempel viste andre valg sig at vaere mere hensigtsmeessige.

Hver type af opdatering har en tilknyttet forslagsfordeling og Hastingsforhold,
der adskiller sig fra de tidligere anvendte. For en move-opdatering udveelges et
punkt y;, i ~ Unif ({1,..., n(y)}) fradet aktuelle y = (y1,..., ¥n(y)), 0g der genereres
et nyt punkt ¥’ vha. forslagsfordelingen ¢, (y'|y). gm er en teethedsfunktion pé
B, eksempelvis en uniform tethed pa hele B eller i et rektangel omkring y;. Det
nye punkt y’ indsaettes i forslaget y' = (y1,... i1, ¥, Vi+1,---» Yn())> 08

h(Y) am(vily)

Hastingsforholdet er givet ved H,, (y,y') = )
h(y)am(v'y)

Bemeerk at hvis g, er en uniform teethed pé hele B, sd er g, = ITil’ hvorved den

kan forkortes ud i Hastingsforholdet, som derved bliver et Metropolisforhold.
Ved en birth-opdatering tilfojes et nyt punkt y’ ud fra g5, (y'|y), og for en death-
opdatering udvelges et punkt y’ til sletning vha. den diskrete forslagsfordeling
qa (¥'|y). Hastingsforholdene for de to typer opdateringer er da givet ved

h N(1- / /
.y = WY P(J’))%II(J/ lyouy) o
hyp(y)as(v'ly)

hy\y)p(¥)an(y'1y\Y)
hy) (1-p(¥)qa(V'1y)

Hy(y,y") =

Acceptsandsynlighederne for en BDM-algoritme er som tidligere, dvs.

am(y,y') = min{l,H, (3.¥')}, ap(y,y’) = min{l, Hy(y,y)} og aq(y.y) =
min {1, H, (y,y)}. Algoritme 1.57 beskriver det samlede forlgb af algoritmen.
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Algoritme 1.57 (Metropolis-Hastings for punktprocesser (BDM)):
Lad Y; = (y1,...,¥n(y) veere den aktuelle tilstand i skridt i, hvor Y, er en valgt
starttilstand, som afthaenger af den enkelte situation. Lad yderligere

Tbdm> Tm> Thd> Th» T, ~ Unif (0,1) og I ~ Unif({1,...,n(y)}).
I hver iteration i = 1,..., N, N € N, udfores folgende:

- Hvis rpam < q(y) gd i move, ellers gd i birth-death

a) Move:
- Fjern linjestykke y; og tilfej nyt ud fra q,,(-|-) til forslag y’
- Hvis ry, < (Hpy(y,y) seet Y; =y, ellers seet Y; = Vi

b) Birth-death:
- Hvis rpq < p(y) gd ibirth, ellers gd i death
b.1) Birth:

- Generer linjestykke y’ ud fra g, (-|-) som nyt forslag
- Hvis rp < (Hp(y,y) st Y;=yuy/, ellerssaet Y; = Y;_;

b.2) Death:
- Udtrek linjestykke y’ ud fra q,4(-|-) som forslag til sletning
- Hvisrg < Hy(y,y) seet Y; = y\ y/, ellers seet Y; = Y;_;
]

Som starttilstanden Yj kan eksempelvis anvendes en homogen PPP, da en sddan
er simpel at simulere. To specialtilfeelde af algoritme 1.57 fas ved valg af hen-
holdsvis g = 0 og g = 1. Hvis g = 0 haves tilfeeldet, hvor der udelukkende la-
ves birth- og death-opdateringer, mens der for g = 1 fas situationen, hvor der
udelukkende foretages move-opdateringer. g = 1 svarer dermed til at simulere
f(¥In(y) =n),neN, dvs. der betinges pé et bestemt antal punkter for de simu-
lerede punktmenstre. Bemeerk at tilstandsrummet reduceres ved valget af g = 1,
fordi det ikke leengere er muligt at eendre pé antallet af punkter, og Markovkaeden
er dermed ikke leengere irreducibel i forhold til hele tilstandsrummet.

De beskrevne algoritmer af typerne Metropolis-Hastings, Gibbs sampling og
BDM er meget fleksible algoritmer, og det er muligt at sammensatte dem pa
mange mader. Séledes vil der i kapitel 3 blive gjort brug af en kombination af
dem, da det viser sig nodvendigt at simulere bade en punktproces og en simultan
teethed pd samme tid.
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Opstilling og
implementation af
model

I dette kapitel specificeres det, hvordan specialets model specifikt opstilles. Der
vil forst blive redegjort for, hvordan den er opbygget ud fra punktprocesser og for-
skellige fordelinger, og der vil herefter blive givet en mere detaljeret beskrivelse af,
hvordan den teknisk kan implementeres. Den overordnede kode til at generere
realisationer af modellen vil blive praesenteret, og der vil blive givet eksempler pa
punktmenstre, der er genereret af modellen. Endeligt vil der blive opstillet teet-
heder for modellen til senere brug til inferens for modellens parametre.

2.1 Model-specifikation

De grundlaeggende punktprocesser, der blev praesenteret i kapitel 1, er i sig selv
ikke velegnede til at repreesentere dataseettet om gravhgje. Der er tydelige klyn-
getendenser i datasaettet, og da en PPP har komplet rumlig tilfeeldighed, sa er det
ikke en anvendelig type punktproces. Cox punktprocesser kan repraesentere for-
skellige typer af klynger, men de omtalte Neyman-Scott punktprocesser kan ikke
umiddelbart repraesentere de tydelige lineaere strukturer, som dataseettet inde-
holder. Derfor er der brug for en mere kompleks punktproces, og den foresldede
model er inspireret af Thomas punktprocessens brug af en normalfordeling til at
forskyde punkter i forhold til hvert klyngecentrum, og den bestar af en kombina-
tion af PPP’er, der samlet giver en Cox punktproces.

Modellen bestar overordnet beskrevet af to punktprocesser X og Y, hvor Y er
en underliggende proces af linjestykker, som repreesenterer de antagede veje i
dataseettet, og en realisation af ¥ bruges som input til X, der kommer til at inde-
holde de egentlige punkter. Det opnés ved at generere et antal punkter pd hvert
af linjestykkerne i realisationen af Y, hvorefter punkterne forskydes i forhold til
det linjestykke, punktet er blevet genereret pa. Yderligere anvendes en punktpro-
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ces til at indfere sdkaldte baggrundspunkter, som ikke har nogen tilknytning til
linjestykkerne, og endeligt foretages en superposition af alle de forskudte punk-
ter samt baggrundspunkterne til den samlede realisation af X.

Y er en meerket homogen PPP pé et observationsvindue B med intensitet A, hvor
et punkt angiver midtpunktet m; for linjestykket y;, og merkerne bestar af hen-
holdsvis en vinkel v; i forhold til vandret og en leengde [; af hvert linjestykke.
Begge typer meerker er i.i.d., vinklerne er uniformt fordelte i intervallet (0,7), og
leengderne er eksponentialfordelte med parameter §, dvs. % er middelveerdien
af linjestykkernes leengder. Samlet bestar realisationer af ¥ dermed af et antal
linjestykker med kendt placering, orientering og leengde.

P& hvert linjestykke y; i en realisation af ¥ anvendes uafthaengige homogene
PPP’er X; med intensitet y, hvilket resulterer i, at der genereres et antal punk-
ter beliggende pé hvert linjestykke. For hvert punkt x; udtraekkes i.i.d. veerdier d;
fra en normalfordeling med middelveerdi 0 og spredning o, og hvert x; forsky-
des afstanden d; vinkelret i forhold til linjestykket y;, hvilket giver de endelige
punkter til realisationen af X;. Forskydningen er en tilfeeldig uathaengig flytning,
sd X; er jf. afsnit 1.3.3 stadigveek en PPP. Ud over forskydelsen af punkterne, sa
anvendes en homogen PPP X, med intensitet ¢ til at repraesentere baggrunds-
punkterne, og til sidst foretages en superposition, saledes at X = U?:(J(;) X;, og det
er jf. seetning 1.33 en PPP, fordi X; erne er uatheengige. Da X |Y dermed er en PPP,
sé bliver X en Cox punktproces drevet af Y jf. definition 1.46. I tabel 2.1 ses en
sammenfattende oversigt over, hvordan modellen er opbygget.

Parametre: 0 = (A, ,7,6,0)

Punkter m; ~ Poisson(B,A)
Y | Vinkler v; ~ Unif(0,7)
Lengder [; ~ Exp(f)

’ Xo ‘ Baggrundspunkter X, ~ Poisson(B,6)

Punkter for forskydning: x; ~ Poisson(y;,y)

X;

x; forskydes vinkelret med d; ~ N(0,0)

n(y)
Superposition: X = | X;
i=0

Tabel 2.1 — Oversigt over modellens opbygning.
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Bemeerk at pga. anvendelsen af homogene PPP’er, ligefordelte vinkler og en nor-
malfordeling, der er symmetrisk, s kan modellen simuleres pa hele R?. Yderlige-
re vil realisationer udvise den samme opforsel overalt pa R? for et givent sat af
parametre, s modellen er béde stationer og isotropisk. Modellen har i alt fem
forskellige parametre, der under ét vil blive betegnet med 6 = (/1, B,y,0 ,U), og pa-
rameterrummet er R3. De to forste parametre er knyttet til Y, og de tre sidste pa-
rametre er knyttet til X, s det kan undertiden vere hensigtsmaessigt at anvende
henholdsvis Oy = (1,5) og 0x = (y,6,0) frem for den samlede parameter 6.

2.2 Implementation af modellen

Der er en raekke forskellige tekniske aspekter, der ma afklares, for at kunne lave en
implementation af modellen i R ud fra ovenstdende specifikation. Eksempelvis
skal det afklares, hvordan forskydningen af punkter i forhold til linjestykkerne
preaecist skal fortolkes, samt hvordan mulige kanteffekter skal hdndteres, ogidette
afsnit gennemgas nogle af disse praktiske udfordringer.

2.2.1 Implementation af Y

For at kunne generere Y skal der bruges 0y samt et rektanguleert observations-
vindue B € R?, der angives vha. to vektorer, som indeholder henholdsvis mini-
mum og maksimum for henholdsvis leengden x og bredden y. Det vides fra afsnit
1.1.2, at intensiteten A for en homogen punktproces svarer til det forventede an-
tal punkter pr. enhedsareal, og pr. definition 1.28 fas det dermed, at antallet af
punkter n ~ Poi(A|B]). Punkterne i B er uniformt fordelte givet antallet, og der-
ved kan selve punkterne m;,i = 1,...,n, i Y genereres ved at udtrakke en uni-
formt fordelt x- og y-koordinat som midtpunkt for hvert linjestykke. Til hvert m;
tilknyttes der efterfolgende henholdsvis vinkel v; og leengde /; som merker, og
det hele gemmes i en matrix, hvor hver reekke indeholder x- og y-koordinater for
punktet samt det tilknyttede meerke.

2.2.2 Implementation af X

Til at generere en realisation af X benyttes ud over 6x ogsé koordinater samt
meerker i en realisation af Y til i forste omgang at beregne koordinaterne til start-
og slut-punktet af hvert linjestykke. Dette gores ved at benytte, at r; = (gﬁf((l'jl’)) )
vil veere en retningsvektor for linjestykket y; med vinkel v; og have enhedsleng-
de. Ved at anvende stedvektoren for midtpunktet af linjestykket m; + %l iTi, savil

henholdsvis slut- og start-koordinaterne kunne beregnes, se figur 2.2.
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m; =317,
Figur 2.2 - [llustration af beregningen af linjestykket y;’s start- og slut-koordinater
ved brug af midtpunkt m;, vinkel v;, lcengde l; samt retningsvektor r;.

Pé hvert linjestykke y; skal der simuleres en homogen PPP X; med intensitet y, og
som ved genereringen af Y vides, at antallet af punkter for det enkelte linjestykke
m ~ Poi(yl;). For hvert y; skal de m genererede punkter placeres et sted uniformt
pa linjestykket, hvilket kan geres ud fra de beregnede start- og slut-koordinater.

Herefter skal de genererede punkter x;, j = 1,...,m, forskydes i forhold til y;. I
specifikationen stér, at dette gores vinkelret i forhold til y;, og det skal fortolkes pa
den made, at hvis den genererede veerdi fra d i ~N(0,0) er positiv, sé skal punk-
tet forskydes d; langs retningsvektoren for y; roteret 90° i negativ omlgbsretning.
Dvs. at for eksempelvis et lodret linjestykke y; med v; = 7, da skal et punkt x;
forskydes d; vandret til hejre for d; > 0 og vandret til venstre for d; < 0. Da der
arbejdes i R?, s& kan tveervektoren 7; = (;2‘;;(,}3)) benyttes til at foretage forskyd-
ningen. En tveervektor 7; er roteret 90° i positiv omlebsretning i forhold til r;, s&
den endelige placering af et punkt kan beregnes ved at gange storrelsen af for-
skydningen d; med —7;, se figur 2.3.

positiv d; negativ d;

=1

Il =|7:

Figur 2.3 - Illustration af, hvordan et punkt x; pa linjestykket y; forskydes afstanden
dj vinkelret i forhold til y; ved brug af tveervektoren 7; .

Endeligt tilfajes baggrundspunkterne til sidst ved at simulere o ~ Poi (§|B|) punk-
ter uniformt i B. De resulterende punkter x;’s x- og y-koordinater efter forskyd-
ningen samt baggrundspunkterne gemmes i en matrix med 2 sojler, hvor hver
rakke angiver koordinaterne til ét punkt.
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2.2.3 Handtering af kanteffekter

Midtpunkterne m; for linjestykkerne vil ligge indenfor observationsvinduet B,
men pa grund af linjestykkernes tilfeeldige laeengder og vinkler, sé kan dele af det
enkelte y; komme til at ligge udenfor B. Ved genereringen af hver X; kan der der-
for opsta punkter, som befinder sig udenfor B, enten fordi punktet x; er genereret
pé en del af y; udenfor B, eller fordi det efter den afsluttende forskydning er ble-
vet placeret udenfor B. Det er dermed nodvendigt at veelge en fremgangsméde
for, hvordan der skal tages hensyn til disse kanteffekter.

Det er valgt at handtere kanteffekterne ved at udvide observationsvinduet, nar
Y genereres, hvilket s ogsa medforer, at X genereres i et udvidet observations-
vindue B’ o B. Efterfolgende fjernes de punkter, som ligger i B'\ B, siledes at X
kun indeholder punkter i B. Et argument for at anvende denne tilgang er, at mo-
dellen jf. afsnit 2.1 er stationeer og isotropisk, og der vil dermed ikke veere forskel
pd, om der simuleres pé B eller B, men det forventes at reducere indflydelsen fra
kanteffekter at benytte et forstorret observationsvindue under simulationen.

Konkret udvides B med 20% i hver side, sdledes at B’ har 40% storre laengde og
bredde og 96% storre areal end B. Efter genereringen af X pa B’ beskeres X ved
at sammenligne med greenserne for B. Y vil fortsat indeholde alle data fra ge-
nereringen pa B/, men ved plot af linjestykkerne i Y fjernes de dele, som ligger
udenfor B. P& figur 2.4 ses en illustration af fremgangsméaden.

- < T e
B’ 209 s B, oo :
I e m e e = M _ 2 _20% ! ‘. |
o ! - N° I . . ., X
Do . ' s
. : '.. . °. ) : H [ 4 .s :
o R A . o | \ -. . . '.4' |
T " . e é - |
e y e e L Y °t e ) !
" s o * '—>:. : ]
: T e e b : ! ~ ..:
" P e | T -
"| g °. l. “ [} ., . .
. .s': . : l.'. : IS LR
1o o . . . K .
= el = = Sy = = - - - | . | % !
20% & It . °v . . 1
°s . Decteeg  20% X R D

Figur 2.4 - Illustration af handteringen af kanteffekter, hvor der simuleres pa et ud-
videt observationsvindue B', som efterfolgende beskceres til B.
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2.2.4 Overordnet kode

I R-kode 2.5 ses den overordnede kode, som benyttes til at lave en realisation af
modellen. Den indeholder kald til de underliggende funktioner, der tilsammen
laver Y og X som beskrevet ovenfor. Det kan bemaeerkes, at der ogsa indgar en ma-
trix Z, som indeholder informationer om linjestykkernes koordinater og antallet
af punkter for hvert linjestykke, men den gemmes ikke, da det kun er midlertidi-
ge informationer, der er brug for under genereringen, og ikke en del af Y eller X.
Koden til den resterende implementation kan findes i bilag A.1, som indeholder
koden til de funktioner, der kaldes fra henholdsvis generer_Y oggenerer_X.

s N
generer_model <- function (lambda, beta, gamma, delta, sigma, xrange,

yrange) { #master—funktion, der genererer en komplet realisation af modellen
Y <<- generer_Y (lambda, beta, xrange, yrange)
X <<- generer_X (Y, gamma, delta, sigma, xrange, yrange)
} #end function

generer_Y <- function(lambda, beta, xrange, yrange) { #generering aflinjestykker
antal_veje <- generer_antal_veje (lambda, xrange, yrange)
Y <- generer_veje(antal_veje, xrange, yrange)
merker <- generer_merker (antal_veje, beta)
Y <- cbind (Y, merker)
} #end function

generer_X <- function(Y, gamma, delta, sigma, xrange, yrange) { #punkterne
7Z <- beregn_ve]j_start_slut (Y)
<- generer_punkter_pr_vej (Y, Z, gamma)
<- generer_punkter (Y, Z)
generer_forskydninger (X, Y, Z, sigma)
<- generer_baggrundspunkter (X, delta, xrange, yrange)
<- besk®ring (X, xrange, yrange)
} #end function

)X X X N
A
|

R-kode 2.5 —model-master. R, overordnet kode til realisering af modellen.

Der er anvendt en funktions-orienteret tilgang til implementationen, hvor hver
fase i genereringen af en realisation af modellen er lavet i sin egen funktion, hvil-
ket bidrager til at give et storre overblik over koden. En anden fordel er, at det
ogsa giver en forholdsvis stor modularitet, hvor der nemt kan udskiftes dele af
modellen, hvis der eksempelvis gnskes en anden type fordeling for leengden af
linjestykkerne eller for forskydningen af punkterne til sidst. Sdledes er den valgte
implementationsform med til at vise, at modellen indeholder en hvis fleksibili-
tet, fordi den giver mulighed for anvendelse af andre typer fordelinger end de her
anvendte eksponentialfordeling og normalfordeling, uden at der aendres funda-
mentalt p& modellens opbygning.
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2.3 Eksempler pa genererede punktmenstre

I dette afsnit gives der eksempler pa forskellige punktmenstre, der er blevet ge-
nereret af modellen for at konstatere, om der som gnsket opnés punktmenstre
med linezere strukturer. Faktisk er der allerede ovenfor i figur 2.4 anvendt konkret
output fra modellen, men her vil der blive set mere detaljeret pa to vaesentligt
forskellige punktmenstre for bl.a. at undersoge samspillet mellem parametrene
narmere.

Det forste punktmenster ses pa figur 2.6, hvor parametrene er valgt til at veere
0 =,B,y,06,0)=(0,5;1/5;5;0;0,05) og B=1[0;10]x[0;10]. Bemeerk at 6 er
valgt til at veere 0 her, séledes at der ingen baggrundspunkter er, for at holde fo-
kus pé de linezere strukturer. P4 plottet til venstre ses der tydelige tendenser til, at
punkterne ligger langs rette linjestykker, hvilket ogsa er forventeligt pga. kombi-
nationen af det lave o og hgje vy, som giver mange punkter, der ligger forholdsvis
teet pa det underliggende linjestykke. Det synes ogsa evident, at linjestykkernes
orientering er vidt forskellig pga. den uniforme fordeling af deres vinkler, og at
der er en forholdsvis stor variation i deres leengder pga. eksponentialfordelingens
varians.

0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Figur2.6-Til venstre et punktmonster x genereret ved korsel af

generer_model (0.5, 1/5, 5, 0, 0.05, c(0,10), c(0,10)).
Til hojre x sammen med det tilhorendey.

Disse forhold bekrzftes ved at betragte plottet til hojre, der bade indeholder
punktmensteret og de underliggende linjestykker. Det antydes ogsd, at handte-
ringen af kanteffekter spiller en aktiv rolle, da en del af linjestykkerne lader til at
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slutte udenfor observationsvinduet, og der er et forholdsvist lille antal, som er
komplet indeholdt i observationsvinduet B.

Pé figur 2.7 ses et andet punktmenster, hvor parametrene nu er 6 = (A,8,y,0,0) =
(0,8;1/3;0,5;0;0,15) 0g B=[0;10]x[0; 10]. Det ses at veere vaesentligt forskel-
ligt fra det tidligere og dermed medvirke til at understrege modellens fleksibilitet
til at kunne frembringe forskellige typer af punktmenstre. Der er i dette eksempel
langt feerre punkter, og de linegere strukturer fornemmes kun svagt. Dette skyldes
bl.a., at der er et lavere y end for, sd der er kun 0,5 punkter pr. enhedslaengde. Nar
der yderligere er gennemsnitligt kortere leengder af linjestykkerne pga. et storre
B, og punkterne forskydes leengere veek pga. hejere o, sa er det ikke overraskende,
at punktmensteret i dette tilfaelde er mindre kompakt og ikke udviser sa visuelt
tydelige lineaere tendenser.

o o
= =

o o o

T T T T T T T T T T T T
2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

0
Figur2.7-Til venstre et punktmonster x genereret ved korsel af
generer_model (0.8, 1/3, 0.5, 0, 0.15, c(0,10),
c(0,10)). Til hajre x sammen med det tilhorendey.

Til hejre, hvor linjestykkerne ogsé er sat pa plottet, ses det, at der faktisk er gene-
reret en del flere linjestykker end for, hvilket skyldes, at A er foroget. Alligevel er
der dog forholdsvis fa punkter pga. det lave v, s resultatet er, at der slet ikke er
genereret nogle punkter pa en del af linjestykkerne. En interessant detalje er, at
det kunne se ud til, at flere af de linezere strukturer, som synes at fremga af plot-
tet til venstre, i virkeligheden er opstaet tilfaeldigt, idet punkterne lader til at veere
genereret pa flere forskellige linjestykker.

Side 56 af 108



2.4. TEATHEDER FOR MODELLEN

2.4 Teetheder for modellen

For at kunne lave inferens for 0, sd er det nedvendigt at bestemme udtryk for
modellens teetheder for henholdsvis Y |0y og X|Y,0x. De kan benyttes til at be-
stemme den simultane tethed for X,Y |6, som vil indeholde alle modellens para-
metre og derfor kunne anvendes til inferens i naeste kapitel. Til at gore dette kan
resultaterne fra korollar 1.40 og seetning 1.42 benyttes til at angive teethederne
med hensyn til Poisson(S,1).

Y er en market PPP med konstant intensitet A pa et observationsvindue B og
meerker /; ~ Exp(B) og v; ~ Unif(0,7). Dermed bliver teetheden for Y

exp (181 - u(®) [] [ptw)]

uey

p(Y|A,p)

n(y)
= exp(IBI-AIBI) [ [1-Bexp(-B)- L]
i=1

AB n(y) n(y)
eXp(IBI—/llBI)(7) exp (—,6 Z li]) 2.1)
i=1

mht. Poisson(B,1). X|Y er en PPP, der pga. af forskydningen af punkter veek fra
linjestykkerne bliver inhomogen, og dens intensitet p(x) afhenger ud over af y
og 6 ogsa af de normalfordelinger, der er placeret langs hvert linjestykke y;. Hver
af disse vil bidrage til intensiteten afhaengigt af, om punktet x; ligger placeret,
sa der eksisterer en vinkelret afstand til hver y;. Dette er illustreret pa figur 2.8,
hvor punktet x; bidrager til intensiteten i forhold til normalfordelingen horende
til henholdsvis y; og y», mens x; kun bidrager til intensiteten i forhold til nor-
malfordelingen herende til y;. Bemeerk at normalfordelingen herende til y» har
storre volumen end normalfordelingen hgrende til y;, da y» er leengere end y; og
dermed bor have flere punkter tilknyttet end y;.

Den betingede teethed for X |Y mht. Poisson(S,1) bliver saledes

n(x)
pX|Y,y,8,0) = exp(1BI-u(B) [[ [p(xi)|, hwor
i=1
(xi) = H(Zw (xi) | +6 ) = — )
plxi) = Yj:l Py; (X 0g py; X)) = \/EUGXP 292 |’

og hvor d; ; er afstanden fra punktet x; til linjestykket y;. Hvis en vinkelret af-
stand ikke eksisterer, s& sattes py,(x;) = 0, fordi der ikke kommer noget bidrag
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Figur 2.8 - Illustration af to linjestykker y, og y» med tilhorende normalfordelinger
samt to punkter x, og x».

fra pageeldende linjestykkes normalfordeling. Regneteknisk kan dette gores ved
at saette d;,j = oo, da py,; sa bliver 0. Pr. definition af betinget sandsynlighed er
pX,Y|0)=pY|A,B)p(X|Y,y,0), séd det fas fra (2.2) og (2.1), at

l,-])-

pX,Y|0) = exp(IBI—/llBD(?) exp(—ﬁ Z
i=1

n(x) n(y) 1 dizj
exp (|B| — u(B) exp[——=1||+6],
p(IBl-u )i:l_[1 YjZZl ——exp| =55
der kan omskrives til
n(y) AR\ n@) [ n@) 1 dizj
€xp (Z_A”Bl_ﬂ l; —,U(B) (—) Y —exp(__’ +01.
( z:Zi [ l] 1:1_[1 ,gi V2no 202
(2.3)
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Inferens for modellens
parametre

I dette kapitel er formaélet at udfere inferens for at bestemme veardier af model-
lens parametre, der kan frembringe et punktmenster med samme egenskaber
som dataseettets. Til det formal konstrueres en algoritme, som overordnet be-
star af to dele i form af henholdsvis simulering af linjestykker og estimation af
parametre. Datasattet indeholder kun gravhejenes placering, der er ingen infor-
mation om de forhistoriske veje, som de menes at have ligget langs, dvs. i denne
sammenhang er X kendt, men indholdet af ¥ er ukendt.

For at gore det muligt at estimere parametrene i den simultane model X,Y er
det derfor nedvendigt at simulere linjestykkerne i Y, og det gores ved brug af en
BDM-algoritme som beskrevet i afsnit 1.5.4. Ud fra simulationen af Y kan der
derefter laves estimation af parametrene i den simultane model ved at anvende
almindelig Metropolis-Hastings. Dette gores konkret ved i hver iteration af algo-
ritmen forst at opdatere indholdet i Y og derefter opdatere parametrene pa bag-
grund af den aktuelle tilstand af Y.

Da der er valgt at anvende en bayesiansk tilgang, sa skal der til konstruktion af
algoritmen ud over likelihoods ogsa opstilles priors og posteriors. Dette foregar i
det efterfplgende afsnit, og resultaterne derfra vil blive anvendt til at bestemme
de Hastingsforhold, som anvendes til opdatering af parametre og linjestykker, sa-
ledes at en komplet algoritme kan specificeres. Derneest vil der blive gennemgaet
en raekke tekniske aspekter vedr. implementationen af algoritmen, inden kapitlet
afsluttes med en preesentation af resultater af anvendelse af algoritmen pa hen-
holdsvis simulerede data og pa dataseettet om gravhoje.

3.1 Likelihood og posterior

For at estimere 0 skal teetheden i (2.3) betragtes som en likelihood L(0| X,Y), men
for at kunne anvende den til konkrete beregninger, sa skal der veelges en made at
approksimere u(B) pa.

Side 59 af 108



KAPITEL 3. INFERENS FOR MODELLENS PARAMETRE

3.1.1 Approksimation af y(B)

Idet X |Y er en PPP, sd er u(B) = [ p(2) dz, men dette integrale kan ikke umid-
delbart udregnes pga. den komplicerede p-funktion, sd der mé anvendes en ap-
proksimation.

J p(2) dz er den samlede volumen over B af de normalfordelinger, der er tilknyt-
tet linjestykkerne y;, samt baggrundsintensiteten 6. Da normalfordelingerne er
teetheder, sa integrerer deres areal til 1y, da de er skalerede med y, og deres volu-
men over R? ma derfor vaere y-1;, hvilket kan bruges til en approksimation. Denne
vil veere storre end det egentlige volumen over B, men storstedelen af volumen vil
veere koncentreret teet pa linjestykkerne i B, sa det vurderes som veerende en an-
vendelig approksimation. Ud over dette, sa bidrager 6 med §|B| til volumen, og
der fas samlet approksimationen

n(y) n(y)
u(B) = pr(z)dz ~ Y [yli]+6|B| =yY [l,-]+5|B|. 3.1)
= iz

3.1.2 Simultan likelihood og posterior
P& baggrund af (3.1) samt tethederne fra afsnit 2.4 fas det, at likelihood-
funktionen for parametrene bliver
( 1 ﬁ)"(y)
b2

n(y) n(y)
LO|X,Y) = exp((2—A)|B|—ﬁ Yy li] vy [li] —5|B
i=1 i=1

nx) [ n® ?j
exp|-——= || +6].
o1 Yj; V2no 20?

Som priors anvendes for hver parameter en gammafordeling I (a,x), hvor a > 0
er en formparameter og x > 0 en skalaparameter. Anvendelsen af gammafordelte
frem for normalfordelte priors har bl.a. den fordel, at de kun er defineret for po-
sitive tal pd samme vis som parametrene, og der er ogsd mulighed for at tilpasse
spredningen efter behov som ved en normalfordeling. Det preeciseres neermere
i afsnit 3.3.1, hvordan disse priors anvendes, og hvordan de i de efterfolgende
kersler af algoritmen veelges for det enkelte tilfaelde. Saledes indferes det, at

A~TAaA) , B~T(BaBx) » Y~T(Yarrx)
O0~T(040«) , 0~T(040«),

og da der er uathengighed mellem parametrene, s er

p©@ =pMpB)p(y)p@® po).
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n(y)
Ved at seette [ (y) = Z [ ] fas derved en simultan posterior
i=1

p@|X,Y) x p@®)-LO|X,Y)

+0

y

" n(x) &2
p©)exp(-(A+8)IBI-(B+7) 1) (16)"” [l [YZ [ L exp( 2;’2)

]_

(3.2)

hvor konstanter nu er reduceret veek pga. den bayesianske tilgang.

3.1.3 Betingede posteriors

Til brug for estimering af parametrene i 6 skal de betingede posteriors bestem-
mes, hvor der betinges pa de gvrige parametre samt data. Det gores pa baggrund
af den simultane posteriori (3.2), og det fas, at

p(A|X,Y,B,y,0,0) « p(A)exp(—AIB)A"D,

p(B|X,Y,1,y,6,0) < p(B)exp(-pI(y))p"Y,

n(x) n(y) 2
_ - W
py|X,Y,A,6,6,0) < p(y)exp(-yl(y)) i|:|1 y;:l Nor p( 202) 5] ,

n(y)

YZ

n(x)
p(6|X,Y,A,B,y,0) < p (&) exp(—5|Bl) H

i=

1 dz;
el

2
1 dij
2 6 ,

idet udtryk, der kun athaenger af de givne parametre, kan reduceres veek pa grund
af proportionaliteten.

n(y)

YZ

j=

n(x)

po|X,Y,A,B6,y) x p)[]

i=1

3.2 Opbygning af algoritmen

Algoritmen opbygges som en Gibbs sampler, sdledes at hver parameter opdate-
res uafheengigt af de ovrige parametre ud fra de betingede posteriors, og selve

Side 61 af 108



KAPITEL 3. INFERENS FOR MODELLENS PARAMETRE

opdateringen foretages vha. Metropolis-Hastings, dvs. der er tale om Metropolis-
i-Gibbs. Til opdatering af hver af parametrene skal der anvendes en (evt. unor-
maliseret) teethed k() jf. afsnit 1.5.2, og hertil kan de betingede posteriors i oven-
stdende afsnit anvendes, sa derved bliver

M) = pAl) , hgB) = pBl) , h) = pil),
hs(6) = p6|) , hglo) = plo|).

3.2.1 Hastingsforhold for parametrene

Til estimation af parametrene veelges en normalfordeling som forslagstaetheden
q(-|), sdledes at forslaget ¢’ udtraekkes fra en normalfordeling med den aktuelle
veerdi af ¢ som middelveerdi og en spredning . Dette valg af forslagsteethed er
symmetrisk i ¢ og ¢’, og dermed reduceres Hastingsforholdet

h(@)q(ele’) h(e')

H(p,p') = ——=———=til Metropolisforholdet H (¢,¢') =
(.0 h(p)a(¢'|e) (0.0 h (o)
Derved fas for de fem parametre, at
ha(A) hp(B") hy (Y))
HMLA) = , HBBH = , Hyy)h = ,
e P = 5.6 YT
hs(6' hy (o'
H($,0) = 2(0) samtat H(o,0') = ACH)

hs(6) ho(0)

Det er nodvendigt at anvende logaritmen af disse for at fi konkret anvendelige
udtryk til brug i R, da de ovenstdende udtryk giver numeriske problemer. Det
skyldes iseer produktet i de betingede posteriors for y, § og o, idet det vil blive
uhéndterligt stort allerede ved forholdsvis sma dataseet, hvis der ikke tages loga-
ritmen til udtrykkene. De Hastingsforhold, som anvendes i praksis, bliver derfor

hm’)) oo [P exp (-A1B) ()"
oy p (A) exp (—A|B[) AnW)

log(H(A,A)) = log

p (V)

pA)

) = e[ ) exp(—ﬁ’l(y))(ﬁ’)”(”)

log

) +(A-A)IBl+ n(y)log(%),

log(H(B,8')) = log

5 (P) p(B)exp(-p1()) p"Y)
= log Z(([;’))) +(B-B)1(y)+nw log(’%), (3.3)
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! ! nix) ,n(y) 1 lZJ
p(r)exp(-y'1(y)) 1T vy ZMeXp(—r,z +6
= log
n(x) n(y) d2
pWew(-r) T v | e (52 +2
oo PO : :
= log +r=v)1(y)+e ¥y 0,0)-p(yyd0), (34
p(r)
hs(6")
log(H(6,6")) = lo )
g(H(8,07)) = log| 3~
dZ
p(6')exp(-6'IBI) H [Y Z 217m p( ”2) +6'
i=1
= log
n(x) n(y dz
p©@)exp(=01BD Il [YZ e p( 37 || +6
(PO s s ,
= log 7 0) +(6-6")IBl+p(y,y.6",0)-p(y,y,6,0) samt
hy (o)
log(H (0,0")) = log|-Z )
g(H(o0")) = log| =~
, nx) | n@y) 1 A2
]9( )ll:ll YZ 2no’ Xp( 2(0)) +0
= log —
nx) | ny 2.
p (o) .H Y Z 2Mexp(—# +0
i=1
!/
= log ’;((Z)) ) +p(yy.6,0')-p(y7.6,0), hvor
n(x) n(y) l?j
(y,7,0,0) = lo -——= 1 +0|]- 35
Py ; g(YZ N ( 2) )] (3.5)
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3.2.2 Hastingsforhold for BDM-delen

Til BDM-delen af algoritmen kan (3.2) igen benyttes som den unormaliserede
h(-). Denne gang kan faktorer, der er uaftheengige af linjestykkerne, forkortes ud,

og dermed er
2
1 4y
2710 202

Som forslagstethed g, for flytning af et linjestykke veaelges en ligefordeling pa
hele observationsvinduet B, dvs. g, = BI Ud over at selve midtpunktet for
linjestykket flyttes, sd genereres ogsa nye meerker i form af leengde og vinkel som
specificeret i modellen i forrige kapitel, og Hastingsforholdet bliver ogsé her re-
duceret til et Metropolisforhold pga. den valgte forslagsteethed, idet

n(y)

YZ

n(x)

m(y) = exp(-(8+7)1(y)) (18)"Y 1

i=

+0|.

ny)amCl)  MOE  my)

Hpu(yy) = = = .
"I @t T kT w)

Som for skal logaritmen til forholdet bestemmes, og

12 h ( )
log(Hm(y,y") = (hl(y))
n n(x) ny" d2
exp (- (01N (40 T |y Y | e - | o
=1
" " Tl @
exp (- (60 1) 8y T v 3 | A esw -5 | o

B+yY)I-1")+p (¥ v.6,0)-p(y.y.6,0),

idet log ((/1,6)”(3”) /()L,B)”(J’)) =0, da n(y') = n(y) for move-opdateringer.

Til at afgere, om algoritmen skal forsage at flytte et linjestykke med en move-
opdatering, eller om der skal pabegyndes birth-death, bruges en konstant sand-
synlighed g, og hvis der pdbegyndes birth-death, s& anvendes en konstant sand-
synlighed p til at afgere, om der skal forseges birth eller death. For tilfgjelse af et
nyt linjestykke y’ veelges midtpunktet som ved flytning uniformt i |B|, s& g, = ITil’
mens der ved fjernelse af et linjestykke y’ vaelges uniformt mellem de eksisteren-
de, dvs. q4(y) = —. Det fas sé jf. afsnit 1.5.4, at
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myVY)1-Prgrr  hiyuy)(d-plBl
)P mypny +1)

Hy(y,y")

Ha,y) = MY\ Y P _ \y)pn)
T - p, T A= pIBl

Logaritmen af disse to Hastingsforhold bliver henholdsvis

hi(yuyH(1 - p)|B|
log(Hy (v.)) = log( LYV 2P )

hi(ypny) +1)
, n(x) n(y)+1 daz.
e—(ﬁ+Y)l(yUJ’)(Aﬁ)n(y)+l Hl y -21 ——exp (—# +0| (1 —-p)BI
1= j=
=1
08 nx) | n@ 1 az.
e~ (BN (A B)nW) ‘1‘[1 Y ;1 — exp(—ﬁ) +6| p(n(y)+1)
i= j=

= (B+7)(1(1) - 1(yuy") +log[LEA) + p(y Uy 1.6,0) - p(y1.5,0) og

, hz(y\y’)pn(y))
log(Hy, (y, = log| —————
og(Ha (v)) Og(hl(y)(l—pnm
, n(y)—1 1@ [ (-1 az.
e~ (BNIOW) (1) ) 1i1;[1 y );1 J;?Uexp(—ﬁ) +6| pn(y)

= log :

n(x) n(y) d?.

e PIMARW T |y L |5 exp(—ﬁ) +8|(1-p)B
i=1|" j=1 V& 7

pn(y)
AB( - p)IBI

=(B+y)(I(y)-1(y\Y)) +log ) +p(y\y'7.6,0) - p(y,7.6,0).

3.2.3 Den samlede algoritme

P4 baggrund af de ovenstdende Hastingsforhold er det nu muligt at specificere
en samlet oversigt over forlgbet af estimationen, hvilket ses i algoritme 3.1.
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Algoritme 3.1 (Estimationsalgoritme):

Lad Y; = (y1,..-,¥n(y) 08 Xi = (Ai,Bi,Yi,0i,0) veere den aktuelle tilstand i skridt i
for henholdsvis linjestykker og parametre, hvor Yy og X, er valgte starttilstande,
som afhanger af den enkelte situation. Lad yderligere

Tbdm> Tms Tbd> Ty Tds TA» Tps Ty» Te» To ~ Unif (0,1) 08 Iy, Iy ~ Unif ({1,...,n(y)}).

I hver iteration i =1,..., N, N € N, udferes folgende:

1) Birth-Death-Move:
— Hvis rpqm < g gdimove, ellers gé i birth-death
1.1) Move:

- Fjern linjestykke y;  og tilfej nyt til forslag y’
- Hvislog(rm) <log(Hm(y,y)) seet Y; = y/, ellers s@t Y; = Y4

1.2) Birth-death:
- Hvis rpq < p géibirth, ellers gd i death

1.2.1) Birth:
- Generer linjestykke y’' som nyt forslag
- Hvislog(rp) <log(Hp(y,y)) seet Y; = yuy', ellers seet Y; = Yi_;

1.2.2) Death:
- Udtreek linjestykke y' = y;, som forslag til sletning
- Hvislog(rg) <log(Ha(y,y)) set Y; =y\y' ellersseet ¥; = Y;_;

2) Opdatering af A:

- Generer nyt forslag A’ ~ N (1;-1,4y)
- Hvislog(ry) <log(Hj (Ai—1,A')) seet A; = A/, ellers saet A; = 1;_;

3) Opdatering af g:

- Generer nyt forslag ' ~ N (Bi-1,B8y)

- Hvislog(rp) <log(Hp (Bi-1,8')) st B; = B/, ellers seet B; = f-1
4) Opdatering af y:

- Generer nyt forslag ¥’ ~ N (yi-1,yy)
- Hvislog(ry) <log(Hy (vi-1,Y')) seety; =7/, ellers seet y; =y

5) Opdatering af :

- Generer nyt forslag 6’ ~N (6;-1,6y)
- Hvislog(rs) <log(Hs (6i-1,6")) seet 5; = &', ellers seet §; = 5,1
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6) Opdatering af o:

- Generer nyt forslag 0’ ~ N (0;-1,04)
- Hvislog(ry) <log(Hy (0i-1,0")) seeto; =o', ellersseet o, = 04
O

Efter de N iterationer udger X en Markovkaede, der efter et passende burn-in k
kan forventes at veere tilpas tilnaermet sin stationzere fordeling. Da alle opdate-
ringer foregér vha. Metropolis-Hastings, sa er keeden aperiodisk, og der er ingen
restriktioner, som forhindrer hverken parameter-estimationen eller BDM-delen i
at na ethvert sted i tilstandsrummet, sa kaeden vil ogsa veere irreducibel.

3.3 Implementation af algoritmen

Der er lavet en implementation i R af algoritmen pa baggrund af resultaterne i
forrige afsnit, og dette afsnit har til formal at praesentere losningerne pa en del af
de praktiske problemstillinger, der er forbundet hermed.

3.3.1 Startveerdier

Ved starten af algoritmen er der brug for en raekke af startveerdier, som bl.a. skal
indeholde valg af antal iterationer, sandsynligheder for at ga i henholdsvis move,
birth og death samt indhold til ¥, og X, — tabel 3.1 indeholder en samlet oversigt.

Sandsynligheder for BDM q €[0; 1] —sandsynlighed for move

p €[0; 1] —sandsynlighed for birth

Iterationer ‘ N € N - antal iterationer

Yy — startlinjestykker ‘ Y- YR =2

Forslagsspredninger Ay By, Yy, Oy, 0y ERY

| |
| |
’ Xp — startveerdier for parametre ‘ A0, Bo,Y0,00,00 € Ry ‘
| |
| |

Formparametre for priors ‘ A BarYar0arTq ERY

Tabel 3.1 - Oversigt over startveerdier til estimations-algoritmen.

Middelvaerdien af den gammafordelte prior I'(a,x) er ak, og ud fra det enkelte
tilfeelde veelges et a, og k seettes til at veere eksempelvis A, = Ay/ A4, sdledes at
middelveerdien er Ay. Ved at forhgje vaerdien af a koncentreres en storre del af
sandsynlighedsmassen omkring middelvaerdien, og det kan dermed bruges til at

Side 67 af 108



KAPITEL 3. INFERENS FOR MODELLENS PARAMETRE

til at justere priorens betydning for estimationen. Det skal dog bemeerkes, at ens
formparametre ikke giver samme form af teetheden, idet variansen er ax?, og der-
for vil en hejere middelveerdi kreeve et hojere a for at have samme varians. Dette
forhold er illustreret pa figur 3.2, hvor der ses tre eksempler p4, hvor stor a skal
veere for at opna ens varians ved tre forskellige middelveerdier.

N
i

oo}

<

o -

T T T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4

Figur 3.2 - [llustration af teetheden for T (40;0,2/40) (venstre), I'(490;0,7/490)
(midt) samtT (1440; 1,2/1440) (hojre).

Bemeerk ogsé vedr. indholdet af Yy, at der kraeves n = 2 pga. tekniske arsager i R,
da datatypen matrix bliver konverteret til en vektor, hvis der kun er 1 raekke. Den-
ne begrensning har ikke nogen praktisk betydning, idet det for dataseettet om
gravhoje ikke er realistisk kun at have brug for ét linjestykke. Der kan enten be-
nyttes n tilfeeldigt genererede linjestykker, eller der kan indleeses en given maeng-
de af linjestykker inden estimationen startes. I afsnit 3.4 belyses fordele ved den
tilgang frem for at starte med tilfeeldigt genererede linjestykker.

3.3.2 Optimeringer

Estimationen er meget beregningstung pga. seerligt p (y,y,6,0)-funktioneni (3.5),
som optrader i storstedelen af Hastingsforholdene. Den indeholder 7 (x) x n (y)
led, hvor der i hvert led skal bestemmes afstanden mellem punkt og linjestykke,
og der skal beregnes den tilsvarende taethed i en normalfordeling for pageeldende
afstand. Dette skal gores 8 gange pr. iteration, sa det kan for selv forholdsvis sma
dataseet blive til over en million beregninger for hver iteration, og profilering af
en korsel viser ogsd, at over 90% af korselstiden bruges pa beregning af p(-).

For at gore algoritmen praktisk anvendelig har det derfor veeret nedvendigt at la-
ve en reekke af optimeringer frem for blot at implementere algoritmen direkte ud
fra specifikationen i afsnit 3.2.3. Forst og fremmest har de fleste datastrukturer
globalt scope, sé der ikke anvendes unedig tid p& sende data rundt mellem funk-
tionskald, men der arbejdes direkte pa dataene af de fleste funktioner. Da det in-
teressante er indholdet af Markovkaeden X efter en korsel, s& er det ikke nodven-
digt at gemme information om tidligere tilstande af Y, det er kun nedvendigt at
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kende den aktuelle tilstand, idet Y ogsé er en Markovkade. Derfor gemmes kun
den aktuelle tilstand af Y, og den @ndres kun, hvis der accepteres en opdatering
af Y i BDM-delen af algoritmen. Ved @&ndring af Y opdateres ogsé afstandene
d;,j mellem alle punkter x; og det nye linjestykke y; baseret pa [Bourke, 1988],
saledes at afstandene kun skal beregnes én gang for hvert linjestykke.

En anden vaesentlig optimering er at genbruge p(-) i de tilfeelde, hvor det er mu-
ligt. Thver iteration optreeder den 8 gange, men de 4 af gangene er pa samme form
p (y,7,6,0), der kan genbruges fra tidligere beregning af Hastingsforhold afhaen-
gigt af, om forslaget er blevet accepteret eller ej. Inden pabegyndelse af estimatio-
nen beregnes den forste p(-) ud fra start-veerdier og -linjestykker, og herefter vil
den ved hver accepteret opdatering, hvor den indgar i Hastingsforholdet, blive
sat til forslagets p(-), hvilket effektivt halverer antallet af nodvendige beregninger.

I enkelte tilfeelde vil yderligere optimering veere mulig, da der ved eksempelvis
beregning af p(-) til forslag for opdatering af y og § ikke vil veere aendret pa den
indre sum i forhold til forrige beregning, men denne type optimering er dog ikke
blevet implementeret.

3.3.3 Overordnet kode

I R-kode 3.3 ses den overordnede kode for estimations-algoritmen, og den ses at
afspejle det gverste niveau af pseudo-koden i afsnit 3.2.3 med enkelte tilfojelser
af teknisk karakter. Bemeerk at ingen af funktionskaldene tager nogle parame-
tre, da der som omtalt ovenfor primeert arbejdes pa globale datastrukturer, og de
nedvendige startveerdier fra tabel 3.1 indleeses ogsa globalt, s& estimationen pa-
begyndes ved blot at kere est imation ().

estimation <- function() { #master—funktion til estimation af parametre
initialiser () #opretdatastrukturer ogopret/indlees start—veje inden selve algoritmen startes
for (i in 1:N) { #herikorer hver iteration af algoritmen
i <<- i #optimering for at have globalt tilgeengeligt i
if (runif(l) < gq) { move() } else { birth_death() } #kerM eller BD
opdater_lambda () #opdater parametrene
opdater_beta ()
opdater_gamma ()
opdater_delta ()
opdater_sigma ()
status () #lavstatusopdatering hver n skridt
} #end for
afslutning () #udskrivresultat af kerslen til sidst

} #end function
N\ J

R-kode 3.3 - est imation-master. R, overordnet kode til estimation af parametre.
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Bilag A.2 indeholder koden for de funktioner, som kaldesiest imation () samt
tilherende hjeelpefunktioner. Heri kan det yderligere bl.a. ses, hvorledes de naeevn-
te optimeringer er lavet i praksis, og hvordan der beregnes lobende acceptrater
for opdateringen af hver parameter, siledes at det er muligt at justere pa spred-
ningen v af forslagsfordelingen for at opné en acceptrate i intervallet [0,2; 0,4],
hvilket er med til at give en bedre mixing af Markovkaden jf. afsnit 1.5.2.

3.4 Inferens for simulerede data

For at underspge algoritmens effektivitet vil den i dette afsnit blive anvendt til at
estimere parametrene for et punktmenster, der er genereret af modellen. Figur
3.4 viser punktmensteret, og det vil igennem fire typer karsler blive undersogt i
hvilken grad, algoritmen er i stand til at estimere de parametre, der har frembragt
punkterne.

o | . (=3
I} « . o)

40

30
1

10

o 4

T T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 0 10 20

Figur3.4-Til venstre et punktmonster x genereret ved korsel af
generer._model (0.006, 0.1, 0.8, 0, 0.5,¢c(0,50),c(0,50)).
Til hojre x sammen med det tilhorende y.

3.4.1 Korsel 1 og 2 - betydningen af priors

Den farste korsel har til formal at undersoge udfaldet af en kersel, hvor der an-
vendes priors med en formparameter pa 2, dvs. forholdsvis flade priors, som ikke
forventes at pavirke resultatet naevneveerdigt. Som startveerdier for parametrene
er valgt de samme som ved genereringen af punktmensteret for A, 8 og o, mens 0
har faet en startveerdi p& 0,001, da den af regnetekniske arsager skal veere positiv.
g og p er valgt til henholdsvis 0,8 0g 0,5, dvs. der i BDM-delen af estimationen vil
veere en fordeling pa 80% move, 10% birth og 10% death. Disse storrelser er valgt
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ud fra en forventning om, at antallet af linjestykker vil blive stabiliseret i lobet af
afviklingen af algoritmen, og derfor vil det veere hensigtsmeessigt at have en stor
andel af move-opdateringer frem for at forsege at eendre pa antallet af linjestyk-
ker hele tiden. Der er forsegt andre kombinationer af g og p for at undersege, om
detleder til hurtigere konvergens, men det synes ikke at vere tilfeeldet, tveertimod
foreger vaesentligt lavere veerdier af g problemet omtalt i afsnit 3.4.3.

Antal iterationer er valgt til N = 200.000, da eksperimenter med algoritmen har
vist, at det kan tage op mod 100.000 iterationer for kaeden virker til at veere til-
fredsstillende stabiliseret. Endeligt er der blevet justeret pa spredningen af for-
slagsfordelingerne, indtil der er opnéet acceptrater i intervallet [0,2 ; 0,4]. P4 figur
3.5 ses traceplots af korslen for de fire parametre 1,8,y og o, mens § er udeladt,
da den er af mindre betydning her. Det ses, at der kraeves mange iterationer, for
seerligt v og o bliver stabiliserede, men der synes at veere tilstraekkelig stabilitet
efter 100.000 iterationer, sa der vaelges et burn-in k = 100.000.

Traceplot for A Traceplot for B
2
Q &
© o
8] 83
o 1 T T T T © T T T T
0 50000 100000 150000 200000 0 50000 100000 150000 200000
Traceplot for y Traceplot for o
— 0
0 o
- o
- N :
Ln -
5 — o)
e T T T ST T T T

I I
0 50000 100000 150000 200000 0 50000 100000 150000 200000

Figur 3.5 — Traceplots for korsel 1.

Efter burn-in fas histogrammerne pa figur 3.6, hvor der ogsa er indlagt en ap-
proksimeret teethed for den enkelte parameter. For alle fire parametre fis en nee-
sten symmetrisk og unimodal taethed, hvilket er med til at bekrafte forventnin-
gen om, at keeden har néet sin stationaere fordeling. Traceplots og histogrammer
for de efterfolgende korsler ligner i hoj grad disse eksempler, s& denne type illu-
strationer bringes kun for denne forste keorsel.
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Histogram og approksimativ teethed for A Histogram og approksimativ teethed for 3
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Figur 3.6 — Histogrammer og approksimerede tcetheder for korsel 1.

En oversigt over valgte startveerdier og resultatet kan ses i tabel 3.7. Heraf fremgar,
at CPI'erne for A og f indeholder den sande veerdi, mens det ikke er tilfeeldet for y
og i endnu mindre grad for ¢. En arsag hertil kan veere, at de indsatte linjestykker
fra BDM-delen af algoritmen ikke passer s godt som de sande linjestykker fra
genereringen af punktmensteret.

Korsel 1 — Startvaerdier

qg=0,8 p=0,5 N=200000 n=15 k =100000
/10=0,006 ,5()=0,1 Yo =0,8 60 =0,001 (o) =0,5
Ay =0,01 Py =0,18 Yy =0,48 6y =0,004 0y =065
Adg=2 Ba=2 Yo =2 6g=2 Og=2
Korsel 1 — Resultater
Parameter Gennemsnit 95% CPI Acceptrate
A 0,00524 [0,00289; 0,00830] 0,235
B 0,148 [0,0785;0,224] 0,289
Y 1,58 [1,31;1,86] 0,299
0 0,000860 [0,000117;0,00223] 0,240
o 2,69 [2,36;3,06] 0,301

Tabel 3.7 — Oversigt over valgte startvcerdier og resultatet af korsel 1.

Sammenlignes de to plots i figur 3.8, sa ses linjestykkerne i estimationen i flere
tilfeelde at ga pa tveers af de oprindelige linjestykker. De er ogsa generelt kortere,
og det kan forklare det forhpjede gennemsnit af f og derigennem, at estimatet af
vy ligger hojere end den sande veerdi. Det vaesentligt forhejede estimat af o kan
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T T T T T T T T T T T T
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Figur 3.8 - Linjestykker ved afslutning af korsel 1 (venstre) og linjestykker fra genere-
ring af punktmensteret (hojre — samme plot som det hgjre i figur 3.4).

forklares af samme &rsag, da det tydeligt ses pa plottet til venstre, at punkterne
ligger betragteligt leengere veek fra linjestykkerne end i plottet til hojre.

For at forsege og opna et bedre resultat, er det undersogt, i hvilken grad det har
effekt at &ndre pa formparameteren for de fem priors. Det har vist sig, at seerligt
en smal prior for o kan fore til et bedre resultat af estimationen, idet det sa at sige
tvinger o til at ligge indenfor et lille interval, og det gar, at BDM-delen ikke er sa
tilbojelig til at placere linjestykker pa samme méde, som det blev gjort ved korsel
1. Séledes er korsel 2 foretaget pd samme mdade som kersel 1 men med @ndrede
formparametre samt forslagsspredninger, og en oversigt kan ses i tabel 3.9.

Korsel 2 - Startvaerdier
qg=0,8 p=0,5 N=200000 n=15 k =100000
A0 =0,006 Bo=0,1 Y0=0,8 00=0,001 09=0,5
Ay =0,006 By =0,07 Yy =0,23 6y =0,0012 o4 =0,1

Ag =20 Ba =20 Ya =20 6y =20 04 =500
Korsel 2 — Resultater
Parameter Gennemsnit 95% CPI Acceptrate
A 0,00664 [0,00466 ; 0,00894 ] 0,251
B 0,0963 [0,0679;0,130] 0,289
Y 0,674 [0,568;0,789] 0,279
) 0,00112 [0,000117;0,00162] 0,280
o 0,523 [0,485;0,562] 0,232

Tabel 3.9 — Oversigt over valgte startvcerdier og resultatet af korsel 2.
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Denne gang er det kun y hvis CPI ikke indeholder den sande verdi, men det er
dog ikke langt fra, og forklaringen kan veere, at gennemsnittet for § nu er mindre
end 0,1. Det bor ogsd bemaerkes, at CPI'erne i korsel 2 er kortere end i korsel 1,
hvilket er forventeligt pga. de forhojede formparametre. Hvis der som for fore-
tages en sammenligning af linjestykkerne, som ses pa figur 3.10, sa fremgar det,
at deres placering denne gang i hej grad ligner den oprindelige placering. Disse
velegnede placeringer lader til primeert at kunne tilskrives valget af o, = 500, og
det kan ogsa ses under selve korslen, at stort set samtlige nyindsatte linjestykker
er i stil med dem, som blev brugt under genereringen af punktmensteret.

50

40
1

30

T T T T T T T T T T
0 10 20 30 A 50 0 10 20 30 40 50

0
Figur 3.10 - Linjestykker ved afslutning af korsel 2 (venstre) og linjestykker fra gene-
rering af punktmeonsteret (hojre — samme plot som det hojre i figur 3.4).

P& baggrund af de to kersler ma det konstateres, at der ikke nodvendigvis opnés
korrekte estimater, men det er muligt at opnd et mere pracist resultat ved juste-
ring af priors. Den tilgang er ikke velegnet til alle situationer, idet der ikke altid
kan forventes at veere nok a priori viden til at kunne forsvare brugen af sa smal
en prior, som det viste sig nedvendigt her. Derfor er der forsegt et alternativ, hvor
der, i stedet for at generere tilfeeldige linjestykker ved starten af algoritmen, be-
nyttes linjestykkerne fra genereringen af punktmensteret.

3.4.2 Korsel 3 og 4 — anvendelse af linjestykker fra genereringen

I korsel 3 er der ved starten af kerslen samme situation som pa figur 3.4, idet der
anvendes de samme linjestykker. Denne tilgang forseges ud fra forventningen
om, at der er en forholdsvis lille sandsynlighed for, at disse linjestykker vil blive
flyttet eller fjernet af BDM-delen, og at der samtidigt opnas en lille sandsynlighed
for indseettelse af linjestykker, der som i kersel 1 ligger pd tveers af mere optimale
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linjestykker. Af disse rsager er det ogsd i forste omgang forsegt at anvende priors
med en formparameter pa 2, det har dog vist sig at veere nodvendigt at benytte en
vaesentligt hojere B, og v, for at fa estimatet af disse to parametre til at passe. En
mulig forklaring p4, at det er ngdvendigt, gives senere i forbindelse med korsel 4.

Tabel 3.11 indeholder startveerdier og resultatet af korslen, og det ses i rimelig
grad at stemme overens med resultatet fra korsel 2, idet gennemsnittet ligger teet
pa den sande veerdi, der ogsé er klart indeholdt i CPT’erne. Der er yderligere fo-

Korsel 3 - Startvaerdier
qg=0,8 p=05 N =200000 n=— k =100000
A0 =0,006 Bo=0,1 Y0=0,8 0o =0,001 00=0,5

a=2 Ba =100 Ya =500 6q=2 Og=2
Korsel 3 — Resultater
Parameter Gennemsnit 95% CPI Acceptrate
A 0,00585 [0,00333;0,00905] 0,303
B 0,0952 [0,0786;0,114] 0,222
Y 0,766 [0,705;0,828] 0,260
0] 0,00151 [0,000353;0,00321] 0,236
o 0,555 [0,484;0,634] 0,295

Tabel 3.11 - Oversigt over valgte startvcerdier og resultatet af korsel 3.

retaget to lignende korsler kaldet korsel 3’ og kersel 3”. For de to kersler er der
anvendt de samme startveerdier som for kersel 3, men der er inden starten af al-
goritmen kun indleest henholdsvis halvdelen og en tredjedel af linjestykkerne fra
genereringen af punktmensteret. Det har til formal af afpreve den situation, hvor
der haves viden om en del af linjestykkerne, hvilket kan vere relevant for data-
seettet om gravheje, da nogle forhistoriske veje er kendte. Disse to kersler giver
lignende resultater som korsel 3 for A, § og y, men for o indeholder CPI’et ikke
den sande veerdi, og det menes at kunne tilskrives de samme arsager som beskre-
vet vedr. korsel 1, dvs. placering af linjestykker, som passer darligt til de korrekte
linjer, af BDM-delen.

Efter at have erfaret de forskellige problemstillinger ved de tre forskellige typer
karsler er der endeligt forspgt med en korsel 4, hvor der fra starten anvendes de
samme linjestykker som i kersel 3, men denne gang fastholdes de, dvs. BDM-
delen er frakoblet i korsel 4. Resultatet kan ses i tabel 3.12. Bemeerk at formpa-
rameteren er sat til 2 for alle priors, da der ikke ber veere brug for en smal prior
i denne situation, ndr linjemensteret fastholdes. Resultatet viser, at A og o ligger
peent centralt i CPI’et, men 3 og y er igen problematiske.
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Korsel 4 — Startveerdier
q=— p=— N=200000 n=— k =100000
A0=0,006 Bo=0,1 Y0=0,8 0p=0,001 0¢=0,5
Ay =0,007 By =0,05 Yy =0,14 6y =0,005 0y =0,15

Ag=2 Ba=2 Ya =2 6g=2 Oqg=2
Korsel 4 — Resultater
Parameter Gennemsnit 95% CPI Acceptrate
A 0,00612 [0,00359;0,00929] 0,309
B 0,0652 [0,0379;0,0995] 0,392
Y 0,560 [0,470;0,657] 0,381
6 0,000877 [0,000158;0,00215] 0,193
o 0,5444 [0,477;0,622] 0,285

Tabel 3.12 - Oversigt over valgte startveerdier og resultatet af korsel 4.

Ved at se naermere pa de anvendte linjestykker, sé viser det sig, at en del af dem
gér langt udenfor observationsvinduet, og det er deres samlede leengde [ (y), der
anvendes til beregninger. Da Hastingsforholdene for netop 8 og y athaenger af
l (y) jf. (3.3) og (3.4), s& ma det vaere her arsagen til de darlige estimater skal
findes, dvs. det skyldes kanteffekter. De pageldende linjestykker har stor tilbe-
jelighed til at blive liggende under hele korsel 3 og ligger fast under karsel 4, og
den forpgede samlede leengde af linjestykkerne stemmer overens med det for lave
estimat af bade § ogy.

Det kan pa baggrund af dette fund synes nedvendigt at modificere algoritmen
til at se bort fra den del af linjestykkerne, der matte veere udenfor observations-
vinduet, men det er dog valgt ikke at foretage en sddan andring. Det skyldes, at
problemstillingen har veesentlig mindre betydning, nar der startes med tilfeeldi-
ge linjestykker som ved kersel 1 og 2, idet de kun i sparsom grad vil have an-
dele udenfor observationsvinduet, og der er lille sandsynlighed for accept af nye
linjestykker, som i neevneverdig grad ligger udenfor observationsvinduet. Anven-
des der bestemte linjestykker ved algoritmens start p&4 samme vis som i kersel 3
og 4, sé kan de blot tilpasses til at veere indeholdt i observationsvinduet for at
forebygge problemet.

Konklusionen pa disse eksperimenter er, at det kraever varsomhed at benytte al-
goritmen til estimation, da der er flere faldgruber, som kan fore til uhensigts-
maessige resultater. Ved estimation af parametrene for datasaettet om gravhoje
vil der derfor blive forsegt at finde en velegnet blanding af henholdsvis priors og
linjestykker ved algoritmens start.
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3.4.3 Vigtigheden af egentlig og tilpas smal prior

Undervejs i implementationen af algoritmen og udarbejdelsen af de forskellige
korsler har der ved flere lejligheder vist sig et pafaldende feenomen, hvor estima-
tionen pludselig begynder at fa en kraftig eendring i bade antal linjestykker og
parameterestimater. Inden der blev implementeret brugen af de gammafordelte
priors, dvs. ved brug af en uegentlig prior p () « 1, opstod der flere gange en
situation som illustreret af traceplots pa figur 3.13. Her har algoritmen kert i ca.
1500 iterationer, hvorefter A, 8,y og antallet af linjestykker begynder at @endre sig
voldsomt og antage steerkt usandsynlige veerdier i forhold til bade dataene, der
er de samme som i kersel 1-4, og den intuitive opfattelse af, hvordan algoritmen
ber udvikle sig.

Desverre har det ikke veeret muligt at observere, om den kraftige eendring sta-
biliseres pa et tidspunkt, da algoritmen praktisk talt gar i std pga. det store antal
linjestykker, der mangedobler antallet af beregninger for at bestemme p(:). Det
har taget over 5 timers korselstid blot at nd op pa de 5000 iterationer, til sammen-
ligning er kerselstiden typisk 2-3 timer for de 200.000 iterationer i karsel 1-4.
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Figur 3.13 - Traceplots for testkorsel med kraftige cendringer efter ca. 1500 iterationer:
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Umiddelbart giver dette mistanke om fejl i implementationen eller i de opstille-
de Hastingsforhold, men der er ikke blevet fundet nogle fejl herved. Ved neermere
undersogelse af feenomenet er det observeret, at det ser ud til at opstd, hvis veerdi-
en af § bliver tilpas stor. Det betyder, at de nye forslag til linjestykker i BDM-delen
bliver mindre og mindre, og sa kan tingene begynde at lobe labsk. Der indseettes
mange meget korte linjestykker, og acceptraterne pa alting begynder ogsa at sti-
ge, fordi alle forslag er stort set lige sandsynlige eller rettere sagt usandsynlige,
hvis forst denne ustabile tilstand er ndet.

At en sadan situation kan opstd ma skyldes BDM-delen af algoritmen, hvor de va-
rierende linjestykker forarsager, at estimaterne serligt i begyndelsen af en korsel
fluktuerer. Problemet synes som neavnt iser at veere knyttet til veerdien af g, og
problemet har ikke vist sig under arbejdet med korsel 1-4 siden de egentlige pri-
ors blev indfert og implementeret. Under de indledende forsog med at anvende
algoritmen pa dataseettet om gravheje viste problemet sig dog igen pa samme vis,
ndr B, = 2, sa det kan konstateres, at det ikke alene er vigtigt at anvende egentli-
ge priors, det er ogsa vigtigt, at de er tilpas smalle, da estimaterne ellers risikerer
at spiralere ud af kontrol. Néar situation ogsa kan opsta pa trods af brugen af en
egentlig prior, sé vurderes det, at det skyldes dataseettet ikke i lige s hoj grad som
de simulerede data passer til modellen.

3.5 Inferens for datasattet om gravheje

P4 trods af de optimeringer, som er omtalt i afsnit 3.3.2, s& har det vist sig, at
korselstiden for at lave inferens for hele dataseettet er for stor til, at det har veeret
praktisk muligt at gennemfore. Derfor er der udvalgt en mindre del af datasaettet,
som den egentlige inferens udferes for. Figur 3.14 viser det reducerede dataszet,
der bestar af i alt 250 punkter ud af de oprindelige 1147 punkter, og det deekker
over et kvadratisk omréade pé 6,35 x 6,35 = 40,3225 km?. Ud over, at det er udvalgt
ud fra mélet om et handterligt antal punkter, sa vurderes det ogsa i passende grad
at repraesentere de samme karakteristika som hele datasettet i form af tydelige
lineeere strukturer af varierende kompakthed samt et antal isolerede punkter.

Pé baggrund af erfaringerne fra afsnit 3.4 er der indlagt i alt 20 linjestykker frem
for at starte estimationen med tilfeeldigt genererede linjestykker. Disse linjestyk-
ker ses sammen med punktmensteret pa det hajre plotifigur 3.14. Ideelt set skul-
le dette gores ved at anvende kendte forhistoriske veje, men da sddanne oplysnin-
ger ikke haves, sa er linjestykkerne indlagt manuelt ud fra en visuel betragtning
af, hvad der vil passe hensigtsmaessigt i forhold til punktmensteret.
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Figur 3.14 - Til venstre det reducerede datascet, til hojre det reducerede datascet med
indlagte linjestykker, som anvendes ved starten af estimationen.

Det vurderes, at der vil veere brug for flere veje for at beskrive punktmensteret
optimalt, i alt 25 veje, og derfor veelges 1y som 25/40,3225 = 0,62, og der forventes
en middelvejlaengde pa ca. 1 km, sa 3y seettes til 1. Der er 250 punkter i dataszettet,
og valgene af 8 og A giver i alt en forventning pa 25 km vej, sa yo veelges til at
veere 10. J¢ seettes til 0,1, dvs. det skal forklare ca. 4 isolerede punkter, og endeligt
seettes 0 = 0,1, da sterstedelen af punkterne forventes at veere placeret indenfor
200 m af en vej. @ og v er valgt pa baggrund af en raekke testkarsler og er sat til
veerdier, der giver en passende konvergens og acceptrate.

Figur 3.15 viser traceplots for kerslen for alle parametre samt antallet af linjestyk-
ker. Det ses bl.a., at der ikke er s tydelig konvergens som ved korsel 1-4, men
det vurderes alligevel, at den er tilpas efter 100.000 iterationer, sa der veelges som
tidligere et burn-in k = 100.000. Det ses ogsd, at antallet af linjestykker er knapt
det dobbelte af det forventede antal, og det skyldes primeert det samme feenomen
som omtalt ved korsel 1, nemlig at en del linjestykker placeres pa tveers af, hvad
der visuelt ser ud til at veere den optimale placering, og dermed pavirkes iseer A
og B.

Efter burn-in kan resultatet vurderes ud fra histogrammerne og de approksime-
rede teetheder pa figur 3.16. Det ses, at keeden ma veere tilpas konvergeret efter de
100.000 iterationer, da der i alle tilfaelde haves forholdsvis symmetriske og uni-
modale resultater. For visse af parametrene ses en lille tendens til, at den approk-
simerede taethed har nogle udsving i neerheden af maksimum, men det synes ikke
at veere af storre betydning.
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Figur 3.15 - Traceplots for estimation af parametrene for (reduceret version af) data-

scettet om gravhoje.
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Figur 3.16 — Histogrammer og approksimerede tcetheder for estimation af parame-
trene for (reduceret version af) datascettet om gravhoje.
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I tabel 3.17 ses et overblik over startveerdier og resultatet af estimationen, og det
fremgér som allerede omtalt, at flere af parametrene ligger et stykke fra det for-
ventede, der blev brugt som startveerdi. For A og o indeholder CPI’et ikke start-
veerdien, hvor det for A kan tilskrives den allerede omtalte placering af linjestyk-
ker af BDM-delen, mens det for 0 ma konstateres, at punkterne ligger teettere pa
linjestykkerne end forventet. Yderligere ses det ud fra CPI for §, at den skal for-
klare mellem ca. 3-15 isolerede punkter, hvilket synes at stemme overens med
punktmensteret. Samlet set virker resultatet derfor ikke overraskende i forhold til
det forventede.

Estimation for reduceret datasaet — Startveerdier

qg=0,8 p=0,5 N =200000 n=— k =100000
/1():0,62 ﬁ():l }/():10 5():0,1 0'()=0,1
Ay =04 By =0,7 Yy =2 6y =04 oy =0,015
Ao =20 Ba =30 Ya =50 O0qg=2 0qa=8
Estimation for reduceret datasaet — Resultater
Parameter Gennemsnit 95% CPI Acceptrate

A 0,825 [0,622;1,05] 0,316

B 1,26 [0,981;1,58] 0,267

Y 9,49 [8,34;10,7] 0,322

0 0,209 [0,0837;0,382] 0,278

o 0,0717 [0,0630;0,0815] 0,308

Tabel 3.17 — Oversigt over valgte startveerdier og resultatet af estimation for (reduceret
version af) datascettet om gravhoje.
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Modelkontrol 4

I dette kapitel vil der blive anvendt en reekke fremgangsmader til at undersege i
hvilken udstreekning punktmenstre genereret af modellen er i overensstemmelse
med datasaettet om gravheje. P4 baggrund af resultaterne fra afsnit 3.5 foreta-
ges forst forskellige visuelle sammenligninger for at fa et indledende indtryk af
ligheder og forskelle. Derefter vil det blive undersegt, om fordelingen af vinkler
mellem et punkt og dets to neermeste naboer for henholdsvis model og datasaet
har sammenfald, da de ber ligne hinanden pga. de lineare strukturer. Til sidst an-
vendes de deskriptive storrelser fra afsnit 1.2 til sammenligning. Idet der er udfert
inferens for et reduceret dataseet, sa vil de forskellige sammenligninger blive fo-
retaget bade for det reducerede og det fulde dataset med henblik pé at belyse,
om resultaterne kan anvendes i begge tilfeelde.

4.1 Visuelle sammenligninger

Et forste indtryk af modellens egnethed fés ved at sammenligne punktmenstre
genereret af modellen og dataszettet. Pa figur 4.1 ses et punktmenster x genereret
ved brug af de estimerede gennemsnit fra tabel 3.17 sammen med det reducere-
de dataseet. Ved en visuel sammenligning synes der ikke at veere storre uoverens-
stemmelse mellem strukturen af de to plot. Det simulerede punktmenster inde-
holder tydelige linezere strukturer af varierende leengde og intensitet af punkter,
hvilket er tilsvarende det reducerede datasaet. Det kan ogsa ses, hvordan der pa
begge plot er omtrent lige mange isolerede punkter, som méa formodes ikke at
veere tilknyttet nogen ve;j.

P& disse vaesentlige faktorer er der sdledes sammenfald mellem de to punktmen-
stre, men der synes dog at optreede en hvis forskel pa de to plotiform af de synlige
klyngetendenser. Der optraeder enkelte synlige klynger pa det simulerede punkt-
menster, men der er flere klynger i det reducerede datasaet, og intensiteten af dem
synes at veere hojere. Det er ikke overraskende, at modellen ikke umiddelbart er i
stand til at repraesentere denne type klynger, nar bade linjestykker og punkter (for
forskydning) genereres vha. en PPP og derfor er uniformt fordelte. Det viser sig da
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ogsd ved at betragte monsteret af linjestykker y, at klyngerne for x hovedsageligt
ligger ved skeeringer mellem linjestykkerne.

as
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genereret af model-

len ved brug af de estimerede gennemsnit, til hojre det reducerede datascet.

Mht. antal punkter, s& indeholder x 229 punkter i forhold til de 250 for det re-
ducerede dataseet. For at kunne vurdere variationen i antallet af punkter, sa kan
modellen simuleres et antal gange for at bestemme intervaller herfor. Baseret pa
5000 simulationer fas et 95%-interval for det reducerede dataseet til [ 155 ; 388], og
medianen er 256, s& ogsa her er der god overensstemmelse mellem simulationer

og dataseet.

Pé figur 4.2 ses en simulation af et punktmenster x pa hele omréadet, og det sam-
menlignes nu med hele datasaettet. Umiddelbart kan der observeres de samme

0
“

15 0

0 5 10
Figur 4.2 — Til venstre et punktmonster x pa [0 ; 15] x [

0; 15] genereret af modellen

ved brug af de estimerede gennemsnit, til hojre det komplette datascet.
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feenomener som for punktmenstrene i figur 4.1, men for seerligt antallet af punk-
ter viser der sig at veere darligere korrespondens mellem model og dataseet. Det
viste punktmenster x har 1184 punkter i forhold til dataseettets 1147, hvilket ikke
synes at veere nogen nevnevardig stor forskel, men det er et fatal af simulationer-
ne, der har sa fa punkter. For 5000 simulationer fas et 95%-interval [1170; 1740]
og median 1440, sa de estimerede parametre for det reducerede datasat viser sig
pé dette omrade mindre velegnede til simulation pa hele omrédet.

I de to ovenstdende sammenligninger er der anvendt den simultane model X, Y,
men det kan ogsé veere interessant at simulere den betingede model X |Y, hvor
x sd er en realisation af X givet et monster af linjestykker y, som veelges til at vee-
re det y, der haves ved afslutningen af estimationen. Et resultat af at gore dette
ses pa figur 4.3, og det skal bemeerkes, at der ved denne tilgang ikke blot ber vee-
re den samme type tendenser pa begge punktmenstre. De to ber vaere naesten
visuelt identiske, hvis den betingede models punktmenstre skal siges at vere i
overensstemmelse med data.

T T T T T T T T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6 2 3 4 5 6

0 1
Figur 4.3 - Til venstre et punktmonster x pd [0;6.35] x [0; 6.35] genereret af model-
len ved brug af de estimerede gennemsnit fory,0,0 samty ved afslutnin-
gen af estimationen, til hojre det reducerede datascet.

Ved sammenligning af de to punktmenstre ses det, at omend der er visse tyde-
lige forskelle, sé& er der en hej grad af sammenhaeng mht. placeringen af de om-
rader, hvor punkterne ligger. Dette kan tilskrives kombinationen af de manuelt
indlagte linjestykker ved begyndelsen af estimationen samt BDM-delen af algo-
ritmen. Den har fjernet knap halvdelen af de indlagte linjestykker, men de indsat-
te linjestykker har i tilpas grad en placering, der giver sammenfald mellem simu-
lerede punktmenstre og data. For antallet af punkter er der ogsa i hej grad kor-
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respondens, idet x indeholder 254 punkter, og et 95%-interval baseret pa 5000
simulationer er [220 ; 281] med en median pa 250, hvilket netop er antallet af
punkter for det reducerede dataset. Den eneste tydelige forskel er som tidligere
klyngetendenserne, hvor modellen ogsé i denne situation ikke i serlig stor grad
er i stand til at producere samme type klynger som i dataseettet.

4.2 Fordeling af vinkler

De forskellige deskriptive storrelser i afsnit 1.2 vedrerer ikke direkte lineaere struk-
turer, men da det er en veesentlig egenskab for modellen, s vil det veere gavnligt
at have en metode til at vurdere disse. En fremgangsmade til dette angives i [Mol-
ler & Rasmussen, 2010], hvor der undersoges storrelsen af vinklerne mellem hvert
punkt og de to nermeste nabopunkter.

Lad x;, i =1,...,n(x) veere et punkt i et punktmenster x, og lad henholdsvis x;
og xj veere de to nermeste nabopunkter til x; i x. Lad yderligere vinklen v; €
[0; 7] veere vinklen mellem vektorerne x; — x; og xx—x;. Hvis de tre punkter ligger
preacist pd en ret linje, sa vil v; veere 0 eller 7 afheengig af den indbyrdes placering
af punkterne. Dermed ma der forventes at veare et flertal af vinkler i neerheden af
0 og 7, hvis punkterne ligger omtrent langs en ret linje, som de menes at gore i
dataseettet og ved simulationer af modellen — figur 4.4 illustrerer idéen i metoden.

Figur 4.4 - Illustration af, at vinklerne mellem tre punkter, der omtrent folger en ret
linje, vil veere forholdsvis teet pd 0 eller 7.

Metoden anvendes forst til at vurdere, om dataseettet vitterligt indeholder de li-
neere strukturer, der tydeligt synes at fremgé ved en visuel betragtning. Figur 4.5
viser et histogram over vinkelfordelingen for henholdes det reducerede og det ful-
de dataseet, hvor hver sojle er 7/8 bred. Der anvendes teethed pa y-aksen, séledes
at de to histogrammer er direkte sammenlignelige pa trods af forskellig hyppig-
hed af vinkler i hvert interval.

Forst og fremmest bemaerkes det, at de to histogrammer er praktisk talt ens, dvs.
der i begge tilfeelde udvises den samme grad af lineaere strukturer, og det er med
til at bekreefte den tidligere pastand fra afsnit 3.5 om, at det reducerede data-
seet udviser samme tendenser som hele dataszettet. Det ses ogsd, at der en smule
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overraskende kun er en ret begraenset overvaegt af vinkler i de forste to sejler neer
0, og der er ingen overvaegt af vinkler neer 7. En forklaring herpé er, at det sammen
med en hvis afstand mellem punkter og linjestykker skyldes de isolerede punkter
og klyngetendenserne, som kan pavirke fordelingen af vinkler vaesentligt.

Fordeling af vinkler for reduceret datasaet Fordeling af vinkler for hele dataseettet
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Figur 4.5 — Fordelingen af vinkler mellem hvert punkt og dets to ncermeste naboer for
henholdsvis det reducerede datascet (venstre) og hele datascettet (hojre).

For at sammenholde vinkelfordelingen for datasaettet med genererede punkt-
menstre er der kort et antal simulationer, og for hver af disse er fordelingen af
vinkler blevet beregnet med henblik pa at opstille et 95%-interval. Pga. det varie-
rende antal punkter i hver simulation udregnes det i %, hvor mange vinkler, der
er i hvert interval, hvorved der fas et normaliseret resultat i forhold til dataseaettet.

Fordeling af vinkler for 5000 simulationer Fordeling af vinkler for 5000 simulationer
af modellen p& [0 ; 6,35] x [0 ; 6,35] af modellen pa [0 ; 15] x [0 ; 15]
8] S
8 =B
o _| N T
<
o
84
S -
o | 1
« (=3
n
o - o -
T T T T T T 1 T T T T T T 1
00 05 10 15 20 25 3.0 00 05 10 15 20 25 30

Figur 4.6 — Fordelingen af vinkler for henholdsvis det reducerede datascet (venstre)
og hele datascettet (hojre). Toppen af hver sojle viser maksimum, og den
nederste streg viser minimum for de simulerede punktmenstre. Det grad
omrade angiver et 95%-interval, og den prikkede streg angiver veerdien
for pageeldende interval for datascettet.
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Resultatet ses pé figur 4.6, hvor der til simulation af modellen igen er anvendt de
estimerede gennemsnit fra tabel 3.17. Denne type modelkontrol er blevet imple-
menteret i R, og bilag A.3.1 indeholder koden, som har genereret det venstre plot.
For det reducerede datasaet ses der at veere god sammenhang mellem model og
data, da veerdien for datasettet i alle tilfeelde ligger klart indenfor 95%-intervallet.
For hele dataseettet er sammenhangen dog ikke helt sa god, idet dataseettets vin-
kelfordeling for interval 3 og 4 ligger udenfor 95%-intervallet, og for de sidste to
intervaller ligger det kun lige netop indenfor 95%-intervallet og kan veere deci-
deret sveert at se pa figuren. Samlet fas det dermed, at denne type modelkontrol
giver et tilsvarende resultat som i forrige afsnit i form af, at der er god korrespon-
dens for det reducerede dataszet, men den er mindre god for det komplette data-
seet.

4.3 Deskriptive storrelser

I dette afsnit vil de deskriptive storrelser fra afsnit 1.2 blive anvendt til at under-
spge sammenhaengen mellem modellen og datasaettet. Pga. den komplicerede
teethed for modellen (se (2.3)), sa vurderes det ikke, at det umiddelbart er muligt
analytisk at bestemme udtryk for de forskellige deskriptive storrelser, og der an-
vendes derfor kun estimater. Da modellen er stationaer, sa er det muligt at estime-
re alle de 6 deskriptive storrelser g(r), K(r), L(r), F(r), G(r) samt J(r), og det gores
i praksis ved brug af spatstat-pakkens kommandoer pcf.ppp (), Kest (),
Lest (),Fest (),Gest () ogJest ().IbilagA.3.2 ses R-koden til bestemmel-
se af parkorrelationsfunktionen g(r) samt fraktiler for det reducerede dataseet, de
ovrige estimater er lavet pd tilsvarende vis.

Pa de folgende to sider ses pa figur 4.7-4.12 plot af de deskriptive storrelser for
henholdsvis det reducerede og det komplette dataseet. Der er ud over den esti-
merede funktion for data ogsé angivet et 95%-interval samt median baseret pa
5000 simulationer af modellen, hvor der som tidligere er anvendt de estimere-
de parametre fra tabel 3.17. De forskellige intervaller af 7 er i hvert tilfeelde sat til
detinterval, som anbefales af den enkelte estimationsfunktioni spat stat.Som
interval for funktionsveerdien er i hvert tilfzelde valgt en passende veerdi, sa mest
mulig information ses pa plottet. Mht. kantkorrektion er der for g, K og L anvendt
Ripley’s isotropic, og for F, G og ] benyttes Kaplan-Meier, da de er mest velegnede
til rektanguleere observationsvinduer ifolge dokumentationen til spatstat.

Parkorrelationen g(r) ses for det reducerede dataseet at veere i god overensstem-
melse med modellen for r > 0,2, hvor den ligger indenfor 95%-intervallet. For
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Figur 4.7 — Parkorrelationsfunktionen g(r) for det reducerede (venstre) og det kom-
plette datascet (hojre). Fraktilerne er baseret pa 5000 simulationer.
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Figur 4.8 - K (r) for det reducerede (venstre) og det komplette datascet (hojre). Frakti-
lerne er baseret pa 5000 simulationer.
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Figur 4.9 — L(r)—r for det reducerede (venstre) og det komplette datascet (hajre). Frak-
tilerne er baseret pa 5000 simulationer.
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Figur 4.10 - Tomrumsfunktionen F(r) for det reducerede (venstre) og det komplette
datascet (hajre). Fraktilerne er baseret pa 5000 simulationer.
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Figur 4.11 - Neermeste nabo-funktionen G(r) for det reducerede (venstre) og det kom-
plette datascet (hojre). Fraktilerne er baseret pd 5000 simulationer.
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Figur 4.12 - ] (r) for det reducerede (venstre) og det komplette datascet (hojre). Frak-
tilerne er baseret pa 5000 simulationer.
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4.3. DESKRIPTIVE STORRELSER

r <0,2 er g(r) for data sterre, og det kan skyldes de tidligere omtalte klyngeten-
denser, der netop optraeder for smé r flere steder, og som modellen er mindre
velegnet til at repreesentere. For hele datasettet er der en mindre god sammen-
heeng, idet g(r) ligger udenfor eller teet pa kanten af 95%-intervallet for de fleste
veerdier af r. Stort set tilsvarende forhold ses for K-funktionen og for L(r)—r, hvil-
ket ikke er overraskende, da der jf. seetning 1.20 og 1.22 er sammenhang mellem
X, K og g, nér g er invariant under parallelforskydning/isotropisk, og L er defi-
neret ud fra K. Ses der pé selve funktionsveerdierne for data, sd fremgéar det som
forventet, at der er klyngetendenser for tilpas smé r, hvor henholdsvis g(r) > 1 og
L(r)—r>0.

De afstandsbaserede deskriptive storrelser F, G og J udviser ogsa en blandet grad
af korrespondens mellem data og model. For det reducerede datasat ses F for
det reducerede datasat i hej grad at veere sammenfaldende med modellen, idet
den ligger teet pa medianen for alle r, men for det komplette datasaet ligger den
lige udenfor 95%-intervallet. G er derimod for b&dde det reducerede og komplette
dataseet kun i god overensstemmelse med modellen for enkelte veerdier af r, og
det samme er ogsa altovervejende tilfeeldet for J, der dog for tilpas store r ligger
indenfor 95%-intervallet. Mht. funktionsveerdierne for J, sa ses igen indikation af
klyngetendenser, idet J(r) < 1 for stort set alle r, dog ses der for det reducerede
dataseet et lille interval teet pa r = 0, hvor J(r) lige netop er storre end 1.

Samlet set giver de deskriptive starrelser et tilsvarende billede som i de to for-
rige afsnit, nemlig at der for de fleste tilfeelde er en god sammenhaeng mellem
data og model for det reducerede datasaet, mens den er mindre god for det fulde
datasaet. Det mé pa baggrund af disse forhold derfor konstateres, at modellen i
rimelig udtreekning er i stand til at producere punktmenstre af samme type som
det reducerede dataszet, men de estimerede parameterverdier er ikke velegnede
til at blive overfort til det fulde dataseet.
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Der er i dette speciale forsegt en ny tilgang til at opstille en parametrisk model
for rumlige punktmenstre med lineaere strukturer med udgangspunkt i et data-
saet om gravhoejes placering i Vestjylland. Det har igennem arbejdet med at udfere
inferens for modellen i kapitel 3 vist sig, at der er flere typer af udfordringer, der
skal tackles, for at fa et brugbart resultat. Derfor har det veeret nodvendigt at foku-
sere pa en mindre del af datasattet, men den udferte inferens herpa har gennem
modelkontrollen i kapitel 4 dog ogsé i flere henseender vist sig at lede til god over-
ensstemmelse mellem model og data. Ved forseg pa at anvende de estimerede
parametre pa det fulde dataseet er der konstateret en mindre god sammenhzang,
men pa baggrund af de fornuftige resultater for det reducerede dataseet mé det
forventes, at der vil veere en bedre sammenhzng mellem model og data, hvis der
blev gennemfort estimation for hele datasaettet.

For at komme neermere en muliggorelse af dette, sd er der bl.a. en raekke
implementations-tekniske forhold, der kan vise sig fordelagtige at undersoge
naermere. I lobet at speciale-perioden er R 2.14 udkommet, hvor en af de vee-
sentlige nyheder er, at alle indbygge funktioner og de fleste pakker nu er eller kan
kompileres til sdkaldt bytekode, der afvikles hurtigere end R-kode fortolket fra
kommandolinjen. Eksperimentering med estimations-algoritmen har dog kun
givet sma hastighedsforbedringer pa fa procent. En anden potentiel brugbar ud-
vikling indenfor R er den stigende fokus pa udnyttelse af flere kerner, hvor der er
flere bud pa udnyttelse af, at mange computere i dag har flere kerner.

En af dem er pakken multicore, [Urbanek, 2011], som giver en multikerne-
version af lapply (), der netop er en af de centrale og mest tidsforbruge-
ne funktioner i estimations-algoritmen. Brugere af pakken rapporterer om stort
set lineaer skalering i forhold til antallet af kerner, men en test pa estimations-
algoritmen viser pa trods af foreget cpu-forbrug tveertimod en forringelse af ha-
stigheden pé ca. 50%, s det mé konstateres, at denne pakke i sin nuveerende form
ikke er anvendelig i denne situation. Den indbyrdes aftheengighed mellem trine-
ne i Metropolis-Hastings og Gibbs sampling ger det sveert at parallelisere algorit-
men, og der er derfor lille forventning til, at sidanne generelle pakker vil vere i
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stand til at give afgorende hastighedsforbedringer. Da der dermed ikke har veeret
nogen succes med disse nye teknologiske muligheder, sé tyder det p4, at det her
og nu vil kreeve andre tilgange at udfere inferens for hele dataseettet. Eksempel-
vis er der stadig mulighed for yderligere optimering af beregningen af p(-), og det
forventes ogsd at kunne hjalpe, hvis der manuelt indlaegges linjestykker for hele
dataseettet til brug ved starten af algoritmen. Det kan ogsé forseges at indhente
information om kendte forhistoriske veje, som kan indlaegges og evt. fastholdes,
séledes at der fas en hybrid BDM-algoritme, hvor der bade er faste og varierende
linjestykker.

I stedet for kun at fokusere pa ren foregelse af hastigheden ad teknologisk vej,
sd vil der ogsa veere muligheder i at undersoge effekten af mere fundamentale
e@ndringer af algoritmens virkemade. En af udfordringerne er, at der indsattes
langt flere linjestykker, end hvad der intuitivt forekommer realistisk, og der er
flere bud p4, hvordan det kan modvirkes. En simpel mulighed er at lade g(-) veere
en stigende funktion af antallet af iterationer, sdledes at der i starten af algoritmen
er mange birth-death-opdateringer, og der gradvist fis en storre andel af move-
opdateringer. P4 denne vis bor antallet af linjestykker hurtigere blive stabiliseret,
og ved lobende at nedsette sandsynligheden for birth-death, vil antallet pa sigt
variere minimalt.

Maden move-opdateringer laves pa er ogsa en kandidat til eksperimentation, og
i [Allen & Tildesley, 1989] anbefales det at foretage en flytning indenfor et rektan-
gel omkring det udvalgte y;. En s&dan tilgang vil maske kunne give flere mindre
justeringer af linjestykkernes placering, hvor de lokalt bliver flyttet til mere opti-
male steder frem for, af der ved en birth-death-opdatering oprettes nye linjestyk-
ker i neerheden. Denne teknik vil yderligere kunne udbygges til at lave opdate-
ringen i tre trin, hvor linjestykket forst parallelforskydes, og derefter kan der evt.
@&ndres pa vinkel og leengde, hvor hver type endring foretages vha. Metropolis-
Hastings. Som supplement eller alternativ kan multiple-try metropolis, [Liu et al.,
2000], forseges, hvor der ved hver opdatering udtraekkes flere forslag. Eksempel-
vis kan der udtraekkes et antal vinkler og vejleengder, hvor sa det mest sandsynli-
ge par bruges til at afgore, om opdateringen accepteres. Dette forventes at kunne
medvirke til at undgé, at nye linjestykker placeres pa tveers af et intuitiv bedre
linjestykke. Til at vurdere effekten af disse forslag til &ndringer, kan der ud over
betragtning af traceplots ogsd benyttes andre metoder. Eksempelvis er der spe-
cificeret en test i [Geweke, 1991], hvor der anvendes en del af hver ende af Mar-
kovkeeden efter burn-in. Hvis der er tilpas stor lighed imellem de to, s& méa keeden
veere konvergeret, og sdledes kan testen benyttes til at vurdere et valgt burn-in.
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Den storste udfordring for at udfere inferens har vist sig at veere BDM-delen af
algoritmen, hvor § har tendens til nogle gange at stige i en grad, sa der oprettes
mange meget korte linjestykker. Dette er i sig selv ikke et argument for at e&n-
dre pa modellen, men modelkontrollen for det reducerede dataseet viste bade
forekomst af god og mindre god korrespondens mellem model og data, sa der er
grund til ogsé at forsege og justere pa modellen. Det forekommer som en oplagt
mulighed at undersoge effekten af at udskifte ekponentialfordelingen af vejleeng-
der med noget andet. Eksempelvis vil brugen af en normal- eller ligefordeling
give mulighed for at undga problemet med de mange korte linjestykker, da deres
middelveerdi kan fastholdes, og spredningen kan justeres efter behov.

En eendring af denne type vil ikke pavirke modellens virkemade i serlig grad, og
det vil veere relativt nemt at forsege. Til gengeeld er der to andre forhold, som vil
kraeve vaesentligt mere fundamentale sendringer at fa indeholdt i modellen. Det
drejer sig bl.a. om selve placeringen af linjestykkerne, hvor der anvendes en meer-
ket homogen PPP til at placere dem i modellen, mens det i dataseettet fremstéar ty-
deligt, at der er tale om en inhomogen placering. Derfor vil det veere interessant,
om der kunne velges en mere velegnet metode til at placere linjestykkerne, men
det kan risikere at komplicere modellen i en grad, sa udfersel af inferens bliver
for vanskelig. Yderligere kan modellen blive for specifikt rettet mod det konkrete
dataseet og miste for meget generalitet til stadig at veere interessant i andre sam-
menhaenge. Tilsvarende forhold gor sig gaeldende omkring klyngetendenserne,
hvor en klyngeproces godt vil kunne indbygges i modellen til at f4 mere kompak-
te klynger, men det giver samme risici mht. kompleksitet og generalitet.

Nar der i denne diskussion har veeret sé stor fokus pé at belyse mulige forbedrin-
ger til estimation og model, sa skyldes det anvendelsesperspektiverne for model-
len. De ovennavnte betragtninger virker maske umiddelbart mest interessante i
en ren matematisk-statistisk sammenheng, men de bunder ogsé i hoj grad i on-
sket om at kunne producere resultater med relation til virkeligheden. Flere gange
gennem specialet er det naevnt, at der er en problematik omkring den manglende
realisme omkring placeringen af linjestykker, og det h&emmer anvendeligheden
af modellen til et virkeligt formél. En anvendelse inspireret af dataseettet kan veere
i arkeeologisk sammenheeng, hvor estimaterne for parametrene kan bruges til at
ansld forhold om veje eller gravheje i andre omrader. Det er kun muligt at gore pa
forsvarlig vis, hvis de enkelte parametre bliver estimeret til en veerdi, der har en
reel sammenheeng med virkeligheden. Derfor er det vigtigt ikke kun at betragte
modellen ud fra et teoretisk synspunkt, da statistik nu engang i overvejende grad
er en anvendt disciplin.
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R-kode

A.1 R-kode til simulation af modellen

s N
generer_antal_veje <- function(lambda, xrange, yrange) {

areal <- (xrange[2] - xrange[l]) * (yrange[2] - yrange[l]) = 1.96 #arealetat
B’ (arealet vokser med faktor 1+4n+4n/2, ndr der tilleegges n% i hver "ende")
lambda <- lambda * areal #lavnytlambda = forventet antal veje for hele arealet
antal_veje <- 0 #initialiser, sd while—lokke kan bruges
while (antal_veje < 1) {
antal_veje <- rpois(n=1,lambda=lambda) } # generer antallet af veje
return (antal_veje) } #end function

generer_veje <- function(antal_veje, xrange, yrange) { #genereringafmidtpunkter
Y <- matrix(nrow=antal_veje, ncol=2,

dimnames=1list (c(),c("midt_x", "midt_y"))) #opretmatrix til koordinater
xlengde <- xrange[2]-xrange[l] ; ylengde <- yrange[2]-yrange[l] #udvidBtilB’
xrange_ny <- c(xrange[l] - xlengdex0.2 , xrange[2] + xlaengdex0.2)
yrange_ny <- c(yrange[l] - ylengdex0.2 , yrange[2] + ylaengdex0.2)
for (i in l:antal_veje) { #forhvervej
temp_x <- runif (1,min=xrange_ny[l],max=xrange_ny[2]) # generer uniform x—vaerdi
temp_y <- runif (l,min=yrange_ny[l],max=yrange_ny[2]) #genereruniform y—vaerdi
Y[i,] <- c(temp_x,temp_y) #gemiY
} #end for
return (Y) } #end function
generer_merker <- function(antal_veje, beta) { #generering afvinkler oglangder

vinkler <- runif (antal_veje, min=0, max=pi) # generer vinkler
lengder <- rexp(antal_veje, rate=beta) #genererlengder
merker <- cbind(vinkler, lengder) #satdem sammen

} #end function

beregn_vej_start_slut <- function(Y) { #beregning afvejenes start— og slut—koordinater
Z <- matrix(nrow=length(Y[,1]), ncol=4, dimnames=list (c(),
c("start_x", "start_y", "slut_x", "slut_y"))) #oprethjelpematrix
for(i in 1l:length(Y[,1]1)) { #beregn forhver vej
Z[1,1:2] <= c(Y[1,1] - 1/2xY[i,4]*cos(Y[i,31) , Y[i,2] -
1/2xY[i,4]xsin(Y[1i,3])) #startpunktet er midtpunktet minus den halve laengde gange
en enhedsretningsvektor
Z[1,3:4] <= c(Y[i,1] + 1/2%Y[i,4]*cos(Y[1,3]) , Y[i,2] +
1/2%Y[1i,4]*sin(Y[1,3])) #slutpunkteter midtpunktet plus den halve leengde gange en
enhedsretningsvektor
} #end for
return(zZ) } #end function
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generer_punkter_pr_vej <- function(Y, Z, gamma) { #genererantal punkter for hver vej
vejpunkter <- matrix (nrow=length(Y[,1]), ncol=1,
dimnames=1list (c(),c("vejpunkter"))) #opretsom matrix til senere brug

for(i in l:length(Y[,1])) { #forhvervej

gamma_ny <- gamma x Y[i,4] #lavnytgamma =middelvardifor antal punkter for hele vejen
veijpunkter[i] <- rpois(l,gamma_ny) } #end for
7 <- cbind(Z,vejpunkter) } #end function

generer_punkter <- function(Y, Z) { #generering afpunkter pa vejene
X <- matrix(ncol=2,nrow=0,dimnames=1list (c(),c("x", "y"))) #tilkoordinaterne
for(i in l:length(Y([,1])) { #forhvervej
if(z[1,5] > 0) { #hvisder skal genereres noget
for(j in 1:Z[1i,5]) { #generersd mange punkter
temp <- runif (1l,min=0,max=Y[i,4]) # generer uniformt sted pd linjen
X <- rbind(X,c(Z[i,1] + tempx*cos(Y[i,3]) ,Z[1i,2] +
tempxsin(Y[i, 3]))) #beregn koordinaten til dette sted fra linjens begyndelse
} #end for
} #endif
} #end for

return (X) } #end function

generer_forskydninger <- function (X, Y, Z, sigma) { #forskydning afpunkterne
k <- 1 #hjelpetaeller
for(i in l:length(Y[,1])) { #forhvervej
if(Z[i,5] > 0) { #hvisden har nogle punkter
tvervektor <- c(-sin(Y[i,3]) , cos(Y[i,3])) #beregn tvervektoren
for(j in k: (k+Z[1i,5])-1) { #minus I, dader ellers vil veere overlap

temp <- rnorm(l, sd=sigma) # generer normalfordelt forskydning
X[Jj,] <- tempx (-tvervektor) + c(X[J,1]1,X[]J,2]) #gem de forskudte koordinater
} #end for
k <= k + Z[i,5] } #endif (ryk frem til starten af neeste vejs punkter)
} #end for
return (X) } #end function

generer_baggrundspunkter <- function (X, delta, xrange, yrange) { #homogen
PPP med intensitet delta til baggrundspunkterne (behover ikke at blive simuleret pd B’)
areal <- (xrange[2] - xrange[l]) * (yrange[2] - yrange[l]) #arealafB

delta <- delta x areal #detforventede antal punkter for hele arealet
antal_punkter <- rpois(n=1,lambda=delta) # generer antalletafbaggrundspunkter
if ( antal_punkter > 0) { #ifdalykken ellerskorer2 gange

for(i in l:antal_punkter) { #simuler punkterne

temp_x <- runif (1,min=xrange[l],max=xrange([2]) # generer uniform x—vardi
temp_y <- runif (l,min=yrange[l],max=yrange([2]) # generer uniform y—veerdi
X <- rbind(X,c(temp_x,temp_y)) #tilfojtilX
} #end for
} #endif

return (X) } #end function

beskaring <- function (X, xrange, yrange) { # Besker punkterudenfor observationsvinduet
X <= X[(X[,1] >= xrange[l] & X[,1] <= xrange[2] & X[,2] >= yrange[l] &
X[,2] <= yrange[2]),] } #end function

R-kodeA.1 —-model-funktioner.R, kode til de funktioner, som genererer
simulationer af modellen.
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A.2. R-KODE TIL ESTIMATION AF PARAMETRE

A.2 R-kode til estimation af parametre

(initialiser <- function() { # oprettelse af datastrukturer mv. )

Y <<- matrix(,,8, dimnames=list(c(), c("midt_x", "midt_y", "vinkel",
"lengde", "start_x", "start_y", "slut_x", "slut_y")))

D2 <<- matrix(,1l,length(X[,1])) ; D2 <<- D2[-1,]1 #opretD2til atindeholde d_/[ij]

resultat <<- matrix(, N, 6, dimnames=list(c(), c("lambda", "beta",
"gamma", "delta", "sigma", "linjer"))) #matrix til resultatet

acceptrater <<- matrix(, N, 5, dimnames=list(c(), c("lambda", "beta",
"gamma", "delta", "sigma"))) # matrixtillobende acceptrater

accept.lambda <<- accept.beta <<- accept.gamma <<- accept.delta <<-
accept.sigma <<- 0 #teallere til antal accepterede opdateringer af parametrene

lambda.aktuel <<- lambda.start ; beta.aktuel <<- beta.start ;
gamma.aktuel <<- gamma.start #indles startveerdier

delta.aktuel <<- delta.start ; sigma.aktuel <<- sigma.start

Y[1,] <<- generer_linjestykke () #lavn linjestykker til at starte med — lav forste linjestykke

D2_beregning () #udregn d_{ij} for forste linjestykke

for (1 in 1:(n-1)) { #lavderesterende linjestykker

Y <<- rbind(Y,generer_linjestykke()) ; D2_beregning() } #end for
rho.aktuel<<-rho(Y,D2, gamma.aktuel, sigma.aktuel,delta.aktuel) #optimering
} #end function

d <- function(px, py, x1, yl, x2, y2) { #beregning afafstand mellem punkt og linjestykke
u <= (((px - x1) * (x2 - x1)) + ((py - yl) * (y2 - y1))) /
((x2-x1) "2+ (y2-yl)~2) #beregning af parameteren for skaeringspunktet
if((u < 0) || (u > 1)) { #punktetharikke nogen afstand til linjestykket
return (Inf) #Infer passende, da dnorm(Inf,...) = 0 (hardcoded i dnorm.c)
} #endif
else { #punktethar en afstand til linjestykket
ix <— x1 + u * (x2 - x1) ; 1y <= yl + u *» (y2 - yl) #normalvektors koordinater
afstand <- sqgrt((ix-px) "2+ (iy-py)"~2) #lengden af normalvektor fra linjestykke til punkt
} #end else
} #end function

generer_linjestykke <- function () {
midt_x <- runif (l,min=xrange[l],max=xrange[2]) #generer uniform x—verdi
midt_y <- runif (l,min=yrange[l],max=yrange[2]) #generer uniform y—verdi
vinkel <- runif(l, min=0, max=pi) #generer vinkel
lengde <- rexp(l, rate=beta.aktuel) #genererlaengde
start_x <- midt_x - 1/2xle&ngdexcos (vinkel) # beregning afstart— og slut—koordinater
start_y <- midt_y - 1/2xle&ngdexsin(vinkel)
slut_x <- midt_x + 1/2*langdexcos (vinkel)
slut_y <- midt_y + 1/2+lengdexsin(vinkel)
return (c(midt_x,midt_y,vinkel, lengde, start_x,start_y,slut_x,slut_y))
} #end function

D2_beregning <- function() { # Tagden sidsteraekkeiY og tilfojen ny reekkeiD2
lin <- length(Y[,1]) #detindex, der skal arbejdes pa
temp <- numeric(length(X[,1])) #vektor tilleengderne
for (i1 in l:length(X[,11)) { #beregnlaengden tillinjestykket for hvert punkt
temp[i] <- d(X[i,1], X[i,2], Y[lin,5], Y[lin,6], Y[lin,7], Y[1lin,8])
} #end for
D2 <<- rbind (D2, temp) # opdater D2 med resultatet
} #end function
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BILAGA. R-KODE

D1_beregning <- function(Y1l,D1l) { #Tagden sidsterakkeiYl oglaven nyrakkeiDI
lin <- length(Y1[,1]) #DI_beregning() er nodvendig pga. optimering med globale datastrukturer
temp <- numeric(length(X[,1]))
for (i in l:length(X[,1]1)) {
temp[i] <- d(X[i,1], X[i,2], Y1[lin,5], Y1[lin,6], Y1([lin,7], Y1[lin,8]1)
} #end for
return (rbind (D1, temp))
} #end function

1 <- function(Y) { sum(Y[,4]) } #beregndensamledelaengde aflinjestykkerneiY
rho <- function(Y, D2, gamma, sigma, delta) { #rho() ihidtil hurtigste udgave
rho <- unlist (lapply (D2, dnorm, sd=sigma)) # laver én—dimensional vektor

dim(rho) <- c(length(Y[,1]),length(X[,1]1)) #konverterden til matrix

indre.sum <- colSums (rho) #summer sojlerne for at fa den indre sum
sum (log (gammaxindre.sum+delta)) # beregn den ydresum
} #end function

move <- function() { #move—opdatering
Im <- sample(l:length(Y[,1]),1) #udtraeklinjestykke til flytning
Y1 <= Y[-Im,] ; Y1 <- rbind(Y1l,generer_linjestykke()) #fjerndetoglavetnyt
D1 <- D2[-Im,] ; D1 <- Dl_beregning(Y1l,D1) #fjern afstande ogudregn nye til forslaget
rho.forslag <<- rho(Y1l,Dl,gamma.aktuel, sigma.aktuel,delta.aktuel)
log.hf <- (beta.aktuelt+gamma.aktuel)(1(Y) - 1(Y1l)) + rho.forslag -

rho.aktuel #beregn Hastingsforholdet

if (log(runif (1)) <= log.hf) { #hvisHastingsforholdet er stort nok
Y <<- Y1 ; D2 <<- D1 ; rho.aktuel <<- rho.forslag #accepter forslaget oggem
} #endif
resultat[i, 6] <<- length(Y[,1]) #opdaterantallinjer
} #end function

birth_death <- function() { #birth—death—opdatering
if (runif (1) <= p){ #kor birth-opdatering

Y1l <- rbind(Y,generer_linjestykke ()) #tilfojdetnye forslag

D1 <- D2 ; D1 <- Dl_beregning(Y1l,D1l) #kopier D2 og udregn nye afstande

rho.forslag <<- rho(Y1l,D1l,gamma.aktuel, sigma.aktuel,delta.aktuel)

log.hf <- (beta.aktuel+gamma.aktuel)* (1(Y) - 1(Y1l)) + log((l-p)+areal)
- log(p* (length(Y[,1])+1)) + rho.forslag - rho.aktuel +
log (lambda.aktuelsbeta.aktuel) # beregn Hastingsforholdet

if (runif (1) <= log.hf) { #hvisHastingsforholdet er stort nok
Y <<- Y1 ; D2 <<- D1 ; rho.aktuel <<- rho.forslag #accepter forslaget oggem
} #endif
} #endif

else { #kordeath—opdatering

if (length(Y[,1]) == 2){ } #skiphviskun 2 linjestykker (R andrer Y til vektor ved kun 1 raekke)
else {

Im <- sample(l:length(Y([,1]),1) ##udtreklinjestykke tildod

Yl <- Y[-Im,] ; D1 <- D2[-Im,] #fjerndetsamtde tilhorende afstande

rho.forslag <<- rho(Y1l,Dl,gamma.aktuel, sigma.aktuel,delta.aktuel)
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log.hf <- (beta.aktuel+gamma.aktuel)(1(Y) — 1(Y1l)) +
log(pxlength(Y[,1])) - log((l-p)+*areal) + rho.forslag - rho.aktuel
- log(lambda.aktuelxbeta.aktuel) #beregn Hastingsforholdet

if (runif (1) <= log.hf) { #hvisHastingsforholdet er stort nok
Y <<= Y[-Im,] ; D2 <<- D2[-Im,] ; rho.aktuel <<- rho.forslag #accepter
} # endif
} #end else
} #end else
resultat[i, 6] <<- length(Y[,1]) #opdaterantallinjer
} #end function

opdater_lambda <- function() { #opdateringaflambda
lambda.forslag <<- -1 #initialiser, sd while—lpkke kan bruges til at sikre positivt forslag
while (lambda.forslag < 0) { lambda.forslag <<-
rnorm(1l, lambda.aktuel, lambda.psi) } #udtrakforslag
prior <- dgamma (lambda.forslag, lambda.form,, lambda.start/lambda.form,T) -
dgamma (lambda.aktuel, lambda.form,, lambda.start/lambda.form, T)
log.hf <- (lambda.aktuel - lambda.forslag)*areal +
length(Y[,1])+log(lambda.forslag/lambda.aktuel) + prior # Hastingsforholdet
if (log(runif (1)) <= log.hf) { #opdater hvis Hastingsforholdet er stort nok
lambda.aktuel <<- lambda.forslag ; accept.lambda <<- accept.lambda + 1
} #endif
acceptrater[i,1] <<- accept.lambda / i ; resultat[i,1] <<- lambda.aktuel
} #end function

opdater_beta <- function() { #opdateringafbeta
beta.forslag <<- -1 #initialiser, sd while—lpkke kan bruges til at sikre positivt forslag
while (beta.forslag < 0) { beta.forslag <<- rnorm(l,beta.aktuel,beta.psi)
} #udtraek forslag
prior <- dgamma (beta.forslag,beta.form,,beta.start/beta.form,T) -
dgamma (beta.aktuel, beta.form,,beta.start/beta.form, T)
log.hf <- (beta.aktuel - beta.forslag)*1(Y) +
length(Y[,1])+xlog (beta.forslag/beta.aktuel) + prior # Hastingsforholdet
if (log(runif (1)) <= log.hf) { #opdater hvis Hastingsforholdet er stort nok
beta.aktuel <<- beta.forslag ; accept.beta <<- accept.beta + 1
} #endif
acceptrater[i,2] <<- accept.beta / i ; resultat[i,2] <<- beta.aktuel
} #end function

opdater_gamma <- function() { #opdateringafgamma

gamma.forslag <<- -1 #initialiser, sd while—lokke kan bruges til at sikre positivt forslag

while (gamma.forslag < 0) { gamma.forslag <<-
rnorm(1l,gamma.aktuel, gamma.psi) } #udtrek forslag

rho.forslag <<- rho(Y,D2,gamma.forslag, sigma.aktuel,delta.aktuel)

prior <- dgamma (gamma.forslag,gamma.form,,gamma.start/gamma.form,T) -
dgamma (gamma .aktuel, gamma.form, ,gamma.start/gamma.form, T)

log.hf <- (gamma.aktuel - gamma.forslag)=*1(Y) + rho.forslag - rho.aktuel
+ prior #Hastingsforholdet

if (log(runif (1)) <= log.hf){ #opdater hvis Hastingsforholdet er stort nok

gamma.aktuel <<- gamma.forslag ; accept.gamma <<- accept.gamma + 1 ;
rho.aktuel <<- rho.forslag
} #endif

acceptrater[i, 3] <<- accept.gamma / i ; resultat[i,3] <<- gamma.aktuel
} #end function
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-

opdater_delta <- function() { #opdatering afdelta
delta.forslag <<- -1 #initialiser, s4 while—lokke kan bruges til at sikre positivt forslag
while (delta.forslag < 0) { delta.forslag <<-
rnorm(1l,delta.aktuel,delta.psi) } #udtrekforslag
rho.forslag <<- rho(Y,D2,gamma.aktuel, sigma.aktuel,delta.forslagqg)
prior <- dgamma (delta.forslag,delta.form,,delta.start/delta.form,T) -
dgamma (delta.aktuel,delta.form,,delta.start/delta.form, T)
log.hf <- (delta.aktuel - delta.forslag)xareal + rho.forslag - rho.aktuel
+ prior #Hastingsforholdet
if (log(runif (1)) <= log.hf){ #opdater hvis Hastingsforholdet er stort nok
delta.aktuel <<- delta.forslag ; accept.delta <<- accept.delta + 1 ;
rho.aktuel <<- rho.forslag
} #endif
acceptrater[i,4] <<- accept.delta / i ; resultat[i,4] <<- delta.aktuel
} #end function

opdater_sigma <- function() { #opdateringafsigma
sigma.forslag <<- -1 #initialiser, s while—lpkke kan bruges til at sikre positivt forslag
while (sigma.forslag < 0) { sigma.forslag <<-
rnorm(1l, sigma.aktuel, sigma.psi) } #udtreek forslag
rho.forslag <<- rho(Y,D2,gamma.aktuel, sigma.forslag,delta.aktuel)
prior <- dgamma (sigma.forslag,sigma.form,,sigma.start/sigma.form,T) -
dgamma (sigma.aktuel, sigma.form,,sigma.start/sigma.form,T)
log.hf <- rho.forslag - rho.aktuel + prior #Hastingsforholdet
if (log(runif (1)) <= log.hf){ #opdater hvis Hastingsforholdet er stort nok
sigma.aktuel <<- sigma.forslag ; accept.sigma <<- accept.sigma + 1 ;
rho.aktuel <<- rho.forslag
} #endif
acceptrater[i,5] <<- accept.sigma / i ; resultat[i,5] <<- sigma.aktuel
} #end function

burnin <- function (n) { #skeer alt vaek mindre end burn—in

resultat <<- resultat[-(1:n),] ; resultat <<- mcmc(resultat)
acceptrater <<- acceptrater[-(1l:n),] ; acceptrater <<- mcmc (acceptrater)
} #end function

status <- function(n) { # printen status—opdatering
if (1 %% s == 0) {
print (paste (i, lambda.aktuel, beta.aktuel, gamma.aktuel, delta.aktuel,
sigma.aktuel), quote=F) #udskrivaktuel veerdi af parametrene + aktuelt linjemonster

plot (X, pch=20,cex=0.75) ; segments(Y[,5]1,Y([,6]1,Y[,71,Y[,8], lwd=1l.5)
flush.console () #sikrer at konsol-output kan ses i GUI-mode
} #endif

} #end function

afslutning <- function() { #lavtilcoda—mcmc—objeckter for nem handtering af plots mv.
library (coda) ; resultat <<- mcmc (resultat)

acceptrater <<- mcmc (acceptrater) ; print (summary (resultat))

} #end function

R-kodeA.2-estimation-funktioner.R, kode til de funktioner, der anvendes til
estimation af parametrene.
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A.3 R-kode til modelkontrol

A.3.1 Fordeling af vinkler

library (spatstat) # spatstatskal bruges pga. nnwhich()
source ("main-model.R") #indles koden til at simulere modellen

beregn_naboer <- function(X) { #lavmatrix med hvert punkts 2 naermeste naboer
naboer <- matrix(,length(X[,1]),2,dimnames=1list (c(),c("nabo_1", "nabo_2")))
naboer([,1] <- nnwhich(X,k=1) ; naboer[,2] <- nnwhich (X, k=2)
return (naboer)

} #end function

beregn_vinkler <- function (X, naboer) { #beregn vinkel mellem x_iog2 nermeste naboer

vinkler <- numeric(length(X[,1])) #vektor til resultatet
for (1 in l:length(X[,1]1)) { #opstil vektorerne mellem punkterne
a <- c(X[naboer[i,1],1] - X[i,1] , X[naboer[i,1l],2] - XI[i,2])
b <- c(X[naboer[i,2],1] - X[i,1] , X[naboer[i,2],2] - X[i,2])
vinkler[i] <- acos((a%*%b) / (sqrt(a%x%a) =* sqrt (b%x%b))) #beregn vinklen
} #end for

return (vinkler)
} #end function

simuler_vinkler_reduceret <- function(n) { #lavnsimuleringer og beregn fraktiler
vinkelfordeling <- matrix(,n,8) #matrix til antal vinkler i hvert interval

for ( i in 1:n) { #lavnsimuleringer og beregn hvor mange vinkler, der er i hvert interval
generer_model (0.825,1.26,9.49,0.209,0.0717,c(0,6.35),c(0,6.35))
naboer <- beregn_naboer (X) ; vinkler <- beregn_vinkler (X, naboer)

x <- hist (vinkler,breaks=seq(0,pi,pi/8),plot=F) #udnythist( til resultatet
vinkelfordeling[i, ] <- x$counts/sum(x$Scounts) # % pga.varierende antal punkter
} #end for

fraktiler <- matrix(, 8, 4) #matrix til resultatet
for (i in 1:8) { #beregnmin/0.025/0.975/ max for hvert interval
fraktiler[i,] <- quantile(vinkelfordeling[,i],c(0,0.025,0.975,1))
} #end for
return (fraktiler=250) #omregn tilbage til hyppighed
} #end function

plot_vinkler_reduceret <- function(n) { #plotsimuleretresultatvs.datasat

fraktiler <- simuler_vinkler_reduceret (n) #lavforstn simulationer

y <— hist (1,breaks=seq(0,pi,pi/8),plot=F) ; y$Scounts <- fraktiler([,4]

plot (y,ylim=c (0, max (fraktiler)), main=paste ("Fordeling af vinkler
for",n, "simulationer \n af modellen pa& [0 ; 6,35] x [0 ; 6,35]"))

y$counts <- fraktiler[,3] ; plot(y,add=T,col="grey75")

y$counts <- fraktiler([,2] ; plot(y,add=T,col="white")

y$counts <- fraktiler([,1] ; plot(y,add=T,col="white")

source ("estimation-data-datasaet.R") #indlas detreducerede datasat

naboer <- beregn_naboer (X) ; vinkler <- beregn_vinkler (X, naboer)

hist (vinkler, breaks=seq(0,pi,pi/8),add=T, col=NULL, 1ty=3) } #end function

. J

R-kode A.3 —modelkontrol-vinkelfordeling.R, kode til bestemmelse af
vinkelfordelingen for henholdsvis datascet og simulerede punktmanstre.
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A.3.2 Deskriptive storrelser

library (spatstat) #spatstats estimerings—kommandoer skal bruges
source ("main-model.R") #indles koden til at simulere modellen

source ("estimation-data-datasaet.R") #indles det reducerede datasaet
X <- as.ppp (X, W=c(0,6.35,0,6.35)) #konverter til spatstat—punktmenster
x <- pcf.ppp (X,correction="Ripley", r=seq(0,1.5875,1.5875/500)) #estimerg(r)

plot (x$iso ~ x$r , type="1" , xlim=c(0,1.48), ylim=c(0.6,7)) #plotestimateti
passende storrelse vindue

legend(x = 0.713, y = 7.16, legend = c("Data", "Median","2,5% /
97,5%-fraktil"), lty = c("solid", "dashed", "dotted"), title="g(r) for
reduceret datasat") #tilfoj signaturforklaring

n <- 5000 #antal simulationer
pcf <- matrix(,n,501) # matrix til resultatet

for (i in 1:n ) { #estimerg(r) for n simulationer af modellen
generer_model (0.825,1.26,9.49,0.209,0.0717,c(0,6.35),c(0,6.35))
X <- as.ppp (X, W=c(0,6.35,0,6.35)) #konverter til spatstat—punktmenster
x <- pcf.ppp (X, correction="Ripley", r=seq(0,1.5875,1.5875/500)) #estimerg(r)
pcf[i,] <- x$iso #gem resultatet
} #end for

fraktiler <- matrix(, 501, 3) #matrix til resultatet

for (i in 1:501) { #beregn0.025/0.5/0.975—fraktiler for hver r—veerdi
fraktiler[i,] <- quantile(pcf[,1],c(0.025,0.5,0.975))
} #end for

lines (fraktiler[,1]~x$r, lty=3,1lwd=2.5) #tilfoj 95%—interval og median til plottet
lines (fraktiler[,2]~x$r,lty=2,1wd=1.5)

lines (fraktiler[,3]1~x$r,lty=3,1wd=2.5)
N\ J

R-kode A.4 - modelkontrol-pcft.R, kode til bestemmelse af g(r) for henholdsvis
datascet og simulerede punktmeonstre.
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