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Synopsis:

Dette kandidatspeciale tager udgangspunkt i et
dataseet bestaende af folkeskoleelever, der over
fire peroder er blevet undervist i forskellige em-
ner inden for matematik. Specialet indeholder
en analyse af, hvordan disse elever har udviklet
deres brgkregningskompetencer over disse perio-
der, og yderligere hvordan eleverne kan gruppe-
res samt den relevante underliggende teori.
Datsaettet indeholder dog manglende veerdier i
responsvariablen, hvorfor vi indledningsvist un-
dersgger, om disse vaerdier er missing at random,
saledes at de kan udelades fra analysen.

Ved at inddele eleverne i hgjt, lavt og middel
praesterende grupper, baseret pa hvordan de har
praesteret i de danske nationale tests, udfegres
en analyse af om elevgrupperne udvikler deres
brgkregningskompetencer forskelligt i de fire pe-
rioder, og om dette stemmer overens med, hvad
de er blevet undervist i. Dette gor vi ved at be-
nytte en mizred model, hvorfor den underbyggen-
de teori herfor beskrives.

En anden inddeling kan ske ved brug af Growth
Mizture modeller (GMM), som udover at mo-
dellere elevernes vekstkurver ogsa finder en pas-
sende gruppeinddeling af eleverne for det antal
latente grupper, der gnskes. Parameterestima-
tion for en GMM kan dog veere vanskeligt, hvor-
for vi introducerer numeriske metoder til dette
som Marquardt- og EM-algoritmen. Brugen af en
GMM muligggr yderligere undersggelsen af, hvil-
ket antal grupper der er mest passende til da-
ta, hvortil informationskriterier og en likelihood

ratio-test beskrives.

Rapportens indhold er frit tilgengeligt, men offentliggorelse (med kildeangivelse) md kun ske efter aftale med

forfatterne.
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Forord

Det indevaerende kandidatspeciale er udarbejdet af studerende i STAT-gruppen 4.111d pa
tiende og afsluttende semester, pa matematikuddannelsen ved det Ingenigr- og Naturviden-
skabelige Fakultet pa Aalborg Universitet, i foraret 2023. Projektets omfang er afgraenset af,
at det henvender sig til matematikstuderende med godt kendskab til sandsynlighedsteori og
statistik inferens.

Projektet folger konventionerne for Vancouver-formatet til referering af kilder. Alle kilder
nummereres med et tal, [n], som da kan findes i litteraturlisten under dette nummer. Yderligere
nummereres eksempler, figurer og tabeller lgbende efter kapitel. Ydermere vil det statistiske
programmeringssprog R blive brugt til at udfgre simuleringer og statistiske analyser.

Slutteligt gnsker projektets forfattere at rette en stor tak til Rasmus Waagepetersen for be-
hjeelpelige rad og vejledning.
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1 Introduktion

Vi tager i det indeveerende kandidatspeciale udgangspunkt i datassettet benyttet i studiet
Differences in High- and Low-Performing Students’ Fraction Learning in the Fourth Grade
[24]. Dette studie omhandler en undersggelse af, hvordan elever i fjerde klasse har udviklet
sig inden for brgkregning over fire perioder. Eleverne er i disse fire perioder blevet undervist i
emner som multiplikation, division, brgkregning og ligninger med henblik pa at teste om hgjt
og lavt praesterende elever har forskellige udviklingsmgnstre. En oversigt over, hvilke emner
eleverne er undervist i, og i hvilke perioder, kan findes i [24, s. 5]. For og efter hver af disse
perioder har hver elev deltaget i en sakaldt curriculum-based measurement test (CBM-test),
som er en kort test, der kun vedrgrer deres brgkregningskompetencer.

variabel forklaring veerdi antal elever
id elev-id [1,587] 431
test CBM-score [0, 35]
time nummer pa test 1, 5]
gender kon 1 = dreng 206
0 = pige 225
age alder i 2018 [9,12]
class_id klasse-id [1,22] [13, 26]
school_id skole-id [1,11] [13,95]
intervention | interventionsgruppe 1 = undervisningsforlob 1 218
2 = undervisningsforlgb 2 213
1 = lavt praesterende elever 100
group preestationsgruppe | 2 = medium praesterende elever | 99
3 = hdjt preesterende elever 232

Tabel 1.1: Forklaring af data.

Dette dataseet indeholder i alt 431 elever, hver med op til fem testresultater (CBM-score),
hvis tider definerer de fire perioder, hvormed vi har i alt 2155 observationer, hvoraf der er
observeret 1912 CBM-scorer. Det geelder yderligere, at 41,5% af eleverne er udeblevet fra
minimum én af testene, samt at fem elever er udeblevet fra fire ud af de fem tests. En
forklaring af data kan ses i Tabel 1.1.

I artiklen, Differences in High- and Low-Performing Students’ Fraction Learning in the Fourth
Grade [24], konkluderes det, at de hgjt praesterende elever i interventionsgruppe 1, som star-
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1 Introduktion

tede pa forlgbet forst, oplevede en signifikant udvikling af deres brgkregningskompetencer
i de fgrste tre ud af fire forlgbsperioder. Derimod udviklede de lavt praesterende elever i
samme interventionsgruppe kun deres brgkregningskompetencer i den periode, hvor de blev
undervist i brgkregning. Lignende konkluderes for eleverne i interventionsgruppe 2. Denne
opdeling baseret pa interventionsgrupperne skyldes, at de to grupper ikke har haft samme
undervisningsforlgb, hvormed de kan vaere besveerlige at sammenligne. Dette indikeres ogsa af
de gennemsnitlige testscorer, inddelt efter de tre grupper over de to forskellige undervisnings-
forlgb, vist pa Figur 1.1. Det ene undervisningsforlgb introducerer eksempelvis brgkregning i
anden periode, hvor det andet undervisningsforlgb fgrst introducerer dette i tredje periode.
Vi vil derfor omtale data for elever, som har modtaget undervisningsforlgb 1 som dataset 1,
og data for de som modtog det andet undervisningsforlgb som dataset 2.

——= group 1
S+ group 2
— group 3

15

test score

10

Figur 1.1: Gennemsnitlige testscorer inddelt efter de tre grupper over de to forskellige undervisningsforlgb.

Hvis en elev eksempelvis har faet en god testscore ved den forste test, er det forventeligt, at
den samme elev har stgrre sandsynlighed for igen at fa en god testscore ved en efterfglgende
test. Dette er illustreret i Figur 1.2, hvor fire tilfeeldige elevers observerede testscorer er
sammenlignet med de gennemsnitlige testscorer for elever med samme undervisningsforlgb
givet ved den stiplede linje. Dette skaber derfor en korrelation mellem observationer inden for
samme elev. Derudover kunne vi ogsa forestille os, at leerernes evne til at undervise varierer
eller at skolerne har forskellige trivselsniveauer, som pavirker elevernes evne til at tilegne sig ny
viden. Dette kunne derfor veere med til yderligere at skabe korrelation mellem observationer
inden for samme skole og samme klasse. Dette giver altsa data den hierarkiske struktur, som
kan ses pa traeet i Figur 1.3.

Vi skal derfor i projektet benytte hierarkiske modeller til at modellere data, herunder mo-
deller der indeholder disse underliggende effekter, som der skal tages hgjde for. En speciel
fremgangsmade til at analysere data med sadanne effekter, som dem vi betragter igennem
projektet, er variansanalyse (ANOVA), som benyttes til at udregne og sammenligne vari-
ansestimater imellem og inden for forskellige grupper i data. Disse variansestimater er iseer
relevante, idet de blandt andet kan indikere, hvor spredte de forskellige grupper er.
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Figur 1.2: Observerede testscorer for fire tilfaeldige elever, som alle har modtaget undervisningsforlgb 1, samt
de gennemsnitlige testscorer for eleverne der modtog dette forlgb givet ved den stiplede linje.

’ class_id;;

e ’ class_id;;

Figur 1.3: Den hierarkiske inddeling af data.

Variansanalyse benytter eksakte resultater til at bestemme forskellene mellem grupperne, nar
vi har lige mange observationer i hver af disse. Dette er dog ikke tilfseldet for vores data, hvor
vi ikke har malinger for alle fem tests for alle eleverne. I sddan et tilfeelde kan vi ikke veere
sikre pa, hvor troveerdige disse resultater er.

De nationale tests for matematiske kompetencer er opdelt i tre underkategorier; tal og algebra,
geomelri og statistik og sandsynlighed. Da et supplerende datasaet indeholder testscorerne for
disse tre kategorier for eleverne i gruppe 1 og 3, kan vi undersgge korrelationerne mellem disse
testscorer og CBM-scorerne for eleverne, der tilhgrer disse grupper, som kan ses pa Figur 1.4.
Vi ser her, at de nationale tests er hgjt positivt korrelerede med hinanden, samt at de fem
CBM-scorer ligeledes er indbyrdes hgjt positivt korrelerede. De nationale tests er moderat
positivt korrelerede med CBM-scorerne, og specielt er tal og algebra mest korrelerede med
CBM-scoren som forventet. Der er altsa grundlag for at kunne inddele eleverne baseret pa
CBM-scorerne i stedet for testscorerne for tal og algebra, som eleverne allerede er opdelt efter
i datasaettet.



1 Introduktion
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Figur 1.4: Korrelationer mellem testscorerne for de nationale tests og CBM-scorerne.

Vi bemeerker, at denne inddeling i praestationsgrupperne, baseret pa de danske nationale
tests, muligvis kan veere misvisende for nogle elever, idet disse er lange og omhandler mange
emner inden for matematik og ikke bare brgkregning. Yderligere kan nogle elever have sveert
ved at gennemfgre de nationale tests i skolen grundet koncentrationsbesveer, eller fordi eleven
blot havde en darlig dag, men have nemmere ved de kortere CBM-tests. Vi vil derfor i dette
projekt se naermere pa, hvordan vi kan inddele disse elever i grupper, alt efter hvordan de
har klaret sig til disse CBM-tests, samtidig med at vi gerne vil undersgge, hvordan eleverne
i de pageldende grupper udvikler deres kompetencer. Dette vil vi ggre ved at betragte en
Growth Mizture model (GMM), som er en model, der beskriver tilstedeveerelsen af grupper
i en population samt individernes udvikling inden for hver af disse, uden at grupperne for
hvert individ er observerede. Yderligere vil vi undersgge, om der er overensstemmelse mellem
gruppeinddelingen baseret pd de nationale tests og gruppeinddeling baseret pa en GMM.

Vi vil i projektet benytte en generisk notation for teethedsfunktioner, siledes at vi benytter f
som en fzxelles betegnelse for alle taetheder og skal derfor forstas ud fra sammenhaengen. Nar vi
gnsker at evaluere teetheden i et givet punkt, vil vi veere ngdt til at benytte et logisk udtryk
som input som eksempelvis f(z = 7), idet f(7) ikke vil bevare den forngdne information.



2 Manglende data

Som naevnt i tidligere afsnit indeholder dataseettet en del manglende veerdier, som skyldes at
nogle elever er udeblevet fra en eller flere tests. Der mangler i alt 243 CBM-testscorer, hvilket
svarer til 11% af de samlede observationer. Vi vil derfor i dette kapitel beskrive, hvordan vi
skal handtere disse manglede veerdier.

2.1 Typer af manglende data

Manglende data kan kategoriseres i forskellige typer alt efter grunden til, at de ikke forekom-
mer. Lad y; = (yi1, ..., yir)] veere testscorerne for den i’te elev, hvormed y = (y7,...,y1)T
er datavektoren for testscorerne. Vi noterer de manglede vaerdier i y ved y,, og de observerede
ved 9,. Yderligere lader vi X veere matricen med observerede kovariater for hver elev og R
en matrix, hvor den it’te indgang er 1, hvis y;; er observeret og 0 ellers, for i = 1,...,d og
t =1,...,T. Hver razekke i R beskriver altsa et mgnster for de manglende veerdier for hver
elev. Vi siger, at data er missing at random (MAR) hvis

P(R | Yo, ym, X) = P(R | yo, X), (2.1)

hvormed fordelingen af R kun afheenger af det observerede data [13, s. 796]. Hvis dette ikke
er opfyldt, siger vi, at data er missing not at random (MNAR).

Betragt en simultan parametrisk model for R og y givet ved

f(R,y;0,0) = f(R|y;9)f(y; 0), (2.2)

hvor (¢7,07)T € ® x ©. Bemaerk, at det ikke er muligt at observere R og y pa samme tid,
medmindre alle indgange i R er lig 1, hvorfor vi integrerer y,, ud, siddan at vi opnar den
simultane teethedsfunktion for det observerede data givet ved

f(R,yo; ¢,0) = /f(R,y;QS, 0)dy, = /f(R | y; 8) f(y; 0)dym. (2.3)

Da vi kun er interesserede i fordelingen af y, gnsker vi blot at maksimere likelihoodfunktionen
for 0 baseret pa y, men ved at betragte ovenstdende taethed bliver vi ngdt til ogsa at tage
hgjde for ¢. Ved da at antage at data er MAR, er (2.1) opfyldt, hvormed vi far at

f(R,y050,0) = f(R | yo;¢)/f(y; 0)dym = (R | Yo; ¢) f (Y03 0). (2.4)

Vi kan derfor bestemme et estimat for # uden at tage hgjde for ¢ ved blot at maksimere
log f(yo;0). Hvis den observerede datameengde er tilstrackkelig stor, kan vi altsa héndtere

5



2 Manglende data

manglede data ved blot at fjerne observationerne med de manglende vaerdier fra analysen [2,
s. 62].

Vi kan dog ikke undersgge, om data er MAR, idet vi i sa fald skal kende y,,, og vi definerer
derfor den staerkere antagelse missing completely at random (MCAR), som er givet ved

P(R | Yos Ym, X) - P(R) (25)

og som betyder, at y, eller X heller ikke har indflydelse pa mgnsteret af de manglede veaerdier
[13, s. 796].

2.2 Littles MCAR-test

Vi vil nu beskrive Littles MCA R-test, som vi skal benytte til at undersgge, om data er MCAR.
Lad J veere antallet af entydige mgnstre af manglende veerdier og lad o; og m; veere indeks-
maengderne for henholdsvis de observerede og manglende komponenter i det j’te mgnster,
samt T, = |oj|, for j = 1,...,J. Antag, at y; er modelleret ved en T-dimensional normal-
fordeling med middelvaerdivektor u og kovariansmatrix 3 og lad p,; og X, svare til den
observerede del af disse for hvert entydigt mgnster. Lad yderligere r; vaere mgnsteret for den
i'te elev og S; C {1,...,d} veere maengden af indekser for individerne, hvor r; er lig det j'te
entydige mgnster samt d; = |S;|, hvormed ijl d; = d. For at teste om data er MCAR, lader
vi y; 0 veere den observerede del af y; og betragter hypotesen

Ho IY;"O |7"Z'NNTOJ_(MO].,EOJ.), iESj, i=1,...,J, (26)
mod den alternative hypotese
Hq :Yvi,o |TiNNToj(Vjan]~)7 ’iGSj, jzl,...,J, (27)

hvor v; er en T, -dimensional middelveerdivektor, som kan veere distinkt for j = 1,...,J. Det
betyder altsa, at under den alternative hypotese, varierer middelveerdien af y; , i forhold til,
hvilken S; individet tilhgrer. Det geelder derfor, at forkastelse af (2.6) er tilstraekkeligt for at
forkaste MCAR-~antagelsen.

Lad nu g, veere gennemsnittet af y;, over alle i € S;. Da kan vi teste nulhypotesen med
teststgrrelsen

J
0 = Y di(Yo, = 1o,)" 55! (Yo, = o), (2.8)
j=1

som under Ho asymptotisk fglger en x?-fordeling med ijl T, —T frihedsgrader [14, s. 1200].
Bemaerk, at man kan undlade antagelsen om normalitet ved tilpas stor datameengde, idet det
af den centrale graenseveerdiseetning gaelder, at Yoj gar mod en normalfordeling, nar d gar mod
uendelig. Da vi i praksis ikke kender p og ¥, erstattes disse blot med [ og Y =nd /(n—1),
hvor [ og 3 er MLE under nulhypotesen. Dermed benytter vi teststgrrelsen

J
52 = Z dj(YOj - /loj)TE;Jvl(i/Oj - ﬂoj)' (2'9)
j=1



2.3 Analyse af manglende data

2.3 Analyse af manglende data

For at undersgge om vores data er MCAR, undersgger vi forst strukturen af R, og en illustra-
tion af disse mgnstre ses i Figur 2.1. Vi ser eksempelvis, at J = 21 og yderligere observerer
vi, at der er d; = 252 elever med alle testscorer observeret, altsa r; = (1,1,1,1,1). Derudover
er der do = 59 elever, der kun mangler den fjerde test, altsa ro = (1,1,1,0,1). Vi bruger nu

test1
testS
test2
test3
testd

DOTTOOD T M=~
wey o —

Figur 2.1: Mgnstre af manglende veerdier af CBM-scoren, hvor et rgdt felt illustrerer en manglende veerdi til
den pagaldende test for et antal elever.

Littles MCAR-test for at undersgge, om de manglende vaerdier opfylder MCAR-antagelsen.
Dette ggr vi ved R-funktionen mcar_test fra pakken naniar [30], som giver 62 = 66 med 57
frihedsgrader, hvormed vi opnér en p-veerdi pa 0.193, og vi ikke kan forkaste antagelsen om
MCAR. Vi kan derfor blot fjerne de manglede veerdier fra analysen.






3 Modeller med stokastiske effekter

Under regression, ved eksempelvis at benytte normale eller generaliserede linezere modeller,
gnsker vi ofte at estimere den ukendte parametervektor 5. Parametrene i denne vektor kal-
des systematiske effekter, hvorfor en sadan model hgrer under kategorien systematisk effekt-
modeller [16, s. 7|. Betragt i stedet tilfeeldet, hvor vi ikke er interesserede i de enkelte syste-
matiske effekter, men derimod en underliggende effekt som tillader variation mellem grupper
af data. Dette kunne eksempelvis veere hver elevs effekt pa testscoren, altsa en eleveffekt. I sa
fald kan en simpel model, som indeholder denne tilfzeldige effekt samt den feelles middelvaerdi
u € R, veere givet ved

Yij = p+ U + g4, i=1,....d, j=1,...,n4 (3.1)

hvor Y;; er variablen for den j'te CBM-score til den i’te elev, og hvor n; er antallet af ob-
serverede CBM-scorer for denne elev. Yderligere er U; ~ N(0,02) den stokastiske effekt pa
CBM-scoren, det har at veere den i'te elev, som er uatheengig af ;5 ~ N (0, 0?). En sddan
model kaldes for en stokastisk effekt-model, som hgrer under kategorien hierakiske modeller,
idet bade Y;; og U; er stokastiske, og U; indgar i modelspecifikationen for Yj; [16, s. 162-163].
Bemserk, at det for to forskellige CBM-scorer for samme elev gaelder, at

COV(YZ‘J‘, Yij/) = COV(UZ‘ + €ij, U; + Eij/)
= COV(UZ', Uz) + COV(UZ‘, 82']'/) + COV(&“Z']‘, UZ) + COV(&“Z']‘, Ez'j’) (3.2)
= Var(Uz) = 0—12u ] ?é jlv

hvormed

B Var(U;) ol (3.3)
B \/Var(Y;;) Var(Y;;) C 02402 '

Corr(Y;;, Y1)

Altsé geelder det, at observationer af CBM-scoren for den samme elev er korrelerede. Vi ser og-
sa, at jo stgrre elevvarians der er, des stgrre er denne korrelation. Stokastisk effekt-modeller
kan derfor tage hgjde for elevernes individuelle heterogenitet, som ellers ikke er muligt i
almindelige systematisk effekt-modeller. Betragt eksempelvis tilfeeldet, hvor vi ignorerer va-
riationen mellem eleverne. Da vil vi f4, at Y;; = u+¢;;, hvormed &;; ~ N (0,02 + ¢2). Hvis vi
har estimeret middelvaerdien p ved gennemsnittet af testscorerne, vil det da geelde, at

d

1 i o2 4 o2
Var(f1) = Var | — i | =~ , 3.4
ar(f1) ar | — Z Ze j p (3.4)

i=1 j=1




3 Modeller med stokastiske effekter

hvor n = 2?21 n; er antallet af observationer. Denne varians er mindre end i tilfeeldet, hvor
vi har inkluderet variationen mellem eleverne, hvor vi ville fa

d d d n
1L 1 Z
Var(ji) = Var | — Uiteij) | == niVar(U;) + Var(eij
= | 135 v | = o i) + 303 vt
(3.5)

— o
n? n ’

d d 2 2
1 o2 n?/n+o
23 02 ng? | = T/
i=1
idet Zle n?/n > 1. Bemerk, at den stokastiske effekt svarer til effekten af en variabel som

inddeler observationerne i elevspecifikke grupper. Sddan en variabel kaldes for en faktor, F
defineret ved en surjektiv funktion

op: T — F, (3.6)

hvor F er en endelig maengde, og Z er indeksmengden for alle observationerne [31, s. 36].
Det vil sige, at faktoren F' inddeler observationerne i |F| = dp grupper. Ligeledes kan vi
definere enhedsfaktoren, I, ved p;r : T — Z, som tildeler hver observation til en entydig
gruppe. Tilsvarende kan vi ogsa definere faktoren 0, som tildeler alle observationer til den
samme gruppe.

Hvis vi yderligere gnsker at inkludere effekten af forskellige kovariater, saisom kgn og prae-
stationsgruppe, og samtidig tage hgjde for variationen mellem eleverne, kan vi specificere
en sakaldt mized model, som bestar af bade stokastiske og systematiske effekter [16, s. 158].
Betragt derfor

Ej:ﬁo—l—xg;ﬂl—i-Ui—‘rEij, 1=1,...,d, i=1...,n (3.7)

hvor z;; er en vektor af kovariater. Denne model kaldes linezer, idet Y;; givet U; = w; har
middelveerdi p; = By + ;; ﬂlT + u;. Vi kan da specificere denne linesere mixed model ved

Y = XB+ZU +e, (3.8)

hvor X € R™*P og Z € R™*? er passende designmatricer. Designmatricen Z bestar af reekkerne
2ij, hvor den ¢’te indgang er 1, hvis ¢ = ¢ og 0 ellers for i« = 1,...,d og j = 1,...,n,.
Ovenstaende kan udvides til en model med K stokastiske effekter, hvor vi for nemhedes skyld
antager, at disse er uatheengige. Dette er ikke ngdvendigvis en korrekt antagelse i praksis,
men hvis to stokastiske effekter er atheengige, er det oftest nemmest at betragte dem som én
stokastisk effekt [23, s. 452]. Da kan modellen i (3.8) betragtes som en generel specifikation
for en mixed model, hvor Z = [Z; --- Zk] er designmatricen for den stokastiske effekt U =
(UL, ..., U hvor Uy, ~ Ng, (0, Ri) og € ~ N,,(0,%) er uafheengige for k =1,..., K [16, s.
179]. Det geelder altsé, at

Y ~ N, (XB,ZRZT + %), (3.9)

hvor R er en blokdiagonal matrix, som bestar af blokkene Ry for k =1,..., K, og vi vil frem-
over kalde kovariansmatricen i ovenstaende ligning for V. Fra ovenstaende gaelder det altsa,

10



3.1 Parameterestimation

at (UT,eT)T fglger en multivariat normalfordeling med middelveerdi 0 og en kovariansmatrix,
som bestar af henholdvis R og ¥ som blokdiagonaler. Dette medfgrer, at

Y| | XB Z I,| |U
U 0 Ip 0Of |e|’ (3.10)
hvor D = Zle dy., felger en normalfordeling med kovariansmatrix
Z L) |R of||zZ" Ip| |V ZR (3.11)
Ip 0|0 ||, o| |RZ' R ‘

3.1 Parameterestimation

Det galder ofte, at kovariansmatricerne for U og e athaenger af ¢ ukendte parametre, ) =
(¥1,...,%y)T. Derfor skal vi udlede profil-likelihoodfunktionen for v, for at kunne estimere
parameterne i modellen i (3.8). Ved at betegne kovariansmatricen for Y ved V(¢), kan vi
opskrive log-likelihoodfunktionen baseret pa (3.9) som

(48, viw) = 5 Tog V(W) = 5 (v — XY V(w) ™ (v~ XB). (312)

Ved at maksimere denne i forhold til § far vi
Bly) = (XTVR) X)XV (@) Ny, (3.13)

under antagelsen af, at (X7V (y)71X) ! eksisterer, hvilket vi genkender som GLS-estimatet.
Denne estimator har folgende kovariansmatrix

Var(B(¢)) = (XTV ()71 X) T XTV () Var(Y)(V () )T X (XTV ()t x)™)T
= (XTV(E) X)) TN XTV) T X)X TV ()T X)THT (3.14)
= (XTv(w)'x)™n

Da kan vi opskrive profil-likelihoodfunktionen for 1 ved at indsaette 3 (¢) i (3.12), hvormed
vi far

sy = —5los V() — 3 (v—XBw)) V@) (y-Xpw).  (319)

Vi kan nu bestemme maksimum likelihood-estimatet @@ ved at maksimere ovenstaende log-
likelihoodfunktion i forhold til det r’te komponent i 1, hvormed v er givet ved en lgsning til
ligningssystemet

OV () 5 T 10V (¥) - 3
1 (., _ 1 1(,
tr <V<¢) 5o, ) = (v= X)) V)G EV@) T (v - XBw),  3.16)
for r =1,...,q, hvor tr(-) angiver sporet af en matrix [10, s. 11]. Ved at indsatte estimatet
for ¢ kan vi estimere den systematiske effekt ved

b= XTVE) X)XV My, (3.17)

11



3 Modeller med stokastiske effekter

3.1.1 REML-estimation

Vi vil eksempelvis for en normal lineser model opleve, at estimatet for ¢, der lgser (3.16), ikke
er middelveerdiret. Vi vil nu beskrive et konkret eksempel, hvor dette ogsa er tilfseldet.

Eksempel 3.1 (Neyman-Scott-problemet)

Antag at i = 1,...,d og j = 1,2, hvormed n = 2d samt at Y;; ~ N(u;,0?), sddan at hver
gruppe har forskellige middelveerdier men samme varians, hvormed vi har d + 1 ukendte
parametre. Da kan vi opskrive fglgende model

Yij = pi + €ij (3.18)

hvor ;5 ~ N (0, 0?). I s4 fald vil MLE for p; og 02 vaere givet ved henholdsvis 7;. = (yi1+Yi2)/2
og

2
Z yu i-

Jj=1

2 2
Yi1 — Yi2 Yi2 — Yi1
3.19

(yn - Z/z'z)Q,

6

|
SR
M&

I
—

€
d

7

|
M=

I
£l
=

=1

hvor det geelder, at Z?Zl(yh —Yi2)? ~ 202x?(d). Dermed er 2 hverken middelvaerdiret eller
konsistent, idet

1 1
Yderligere er variansen givet ved
. 202)? 1
Var(5?%) = (4d)? 2d = %04. (3.21)

Denne bias opstar, da vi har benyttet MLE for p;, hvilket vi ser, da 2?21 Z?ZI(YU — p13)% ~
o2x?(n), hvormed
d 2
1
) ST
1=

1j=1

= o2 (3.22)

Vi far dermed, at MSE af 62 er

MSE = E[(62 — 6%)%] = E[6* + 0 — 26207
1y, N 1 N 1 +1 (3.23)
2dJ 40’ 0’ = 2d0’ 40 .
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3.1 Parameterestimation

Jeevnfgr eksemplet er det fordelagtigt at estimere ¢ uden fgrst at estimere middelveerdien,
hvorfor vi transformerer data, sd middelveerdien fjernes. Vi betragter derfor en n x (n — p)-
matrix, A, hvis sgjler udspzender det ortogonale komplement af span(X ), hvormed AT X = 0.
Vi far dermed, at

J=Aly =ATXB+ ATZU + ATe = AT ZU + AT¢, (3.24)

hvorfor det geelder, at Y er normalfordelt med middelveerdi 0 og kovariansmatrix 17(¢) =
ATV () A, hvormed log-likelihoodfunktionen er givet ved

() = —5 og V@) - 57"V () 5 (3.25)

Vi kan da udlede maksimum likelihood-estimatet for 1) baseret pa fordelingen af 17, hvor
ikke indgar, hvormed vi har mere tiltro til, at estimatet er middelveerdiret. Dette estimat
kalder vi for restricted/residual maximum likelihood-estimatet (REML-estimatet) [10, s. 14]
og er, jeevnfer (3.16), opnaet ved at lgse ligningssystemet

~ 12)% ~ 0 ~
tr AV(w)—lATﬂ = yTAV(¢)—1ATMAV(¢)—1ATy, (3.26)
Oy Oy
for r = 1,...,q. Bemark, at REML-estimatet ikke afheenger af transformationen A. Hvis vi

eksempelvis erstatter A med en anden matrix B = AC, hvor C er en invertibel matrix, sa
geelder det, at

BBV ()B) BT = AC(CT ATV () AC)*CT AT = A(ATV () A) AT, (3.27)
hvormed log-likelihoodfunktion for ¢ baseret pa fordelingen af BY T er
~ S log |BTV(W)B| ~ 5" BBTV (1)) BTy
= 1og C7C| ~ Jlog|ATV(W)A| - ATV () A) ATy (329)
x 3 og V(W) — 57" V()5
Dermed opnar vi de samme estimater, hvilket er fordelagtigt, idet A ikke er entydigt valgt.

Eksempel 3.1 (fortsat)
Betragter vi igen Neyman-Scott-problemet, sa vil det geelde, at

Y; = Yi1 — Yis ~ N(0,20?), (3.29)

hvilket svarer til transformationen Y = ATY  hvor A er en n x d-matrix givet ved

1 -10 0 0 0

s |00 1 -1 ...0 0

A= . ] (3.30)
00 0 0 1 -1

13



3 Modeller med stokastiske effekter

Det geelder heraf, at AT A = 2I;, samt at AAT er en n x n blok-diagonal matrix bestdende
af 2 x 2-dimensionale blokke med 1 pa diagonalen og —1 pa de resterende indgange. Ved at
lgse (3.26) for o2 far vi at

tr <1AAT>— L T AAT ATy &

202 - Hy
902~ gg1Y Ay (3:31)
d

Da det geelder, at Z?Zl 371-2 ~ 20%x%(d), far vi at

E[6°] = %20261 =0, (3.32)
samt at
Var(6?%) = i(zcﬁ)?zd = 204, (3.33)
4d? d

hvormed REML-estimatoren altsa er middelveerdiret og konsistent, modsat maksimum likelihood-
estimatoren. Vi far derfor, at MSE af REML-estimatoren er givet ved Var(G?). Det gaelder

da, at

1, 1, 2, 1 1_2

. - . —+->" 2 34
57 +4a i <:>2d+4>d<:> +d>8«d> 6, (3.34)

hvormed MSE af ML-estimatoren er stgrre end MSE af REML-estimatoren for d > 6. <

Modsat hvad vi ser i ovenstaende eksempel, har vi ofte stgrst tiltro til at MSE for ML-
estimatoren er mindre end for REML. Hvis vi dog vaelger at bruge REML-estimation, opnar
vi en estimator, som vi har stgrre tiltro til er middelvaerdiret, end vi har til ML-estimatoren.
Derfor bruger vi REML-estimatet som standardmetode, medmindre ngjagtigheden af estima-
tet er vigtigere end et middelveerdiret estimat [16, s. 182].

3.2 Modeller med krydsfaktorer

Vi siger, at en faktor F' er finere end en faktor G, eller at G er grovere end F', hvis der findes
en funktion ppg @ F — G, sddan at

YrG o pr = e [31,s. 36]. (3.35)

Det betyder altsa, at grupper af G kan opnas ved at sammensaette grupper af F', og vi noterer
dette med G <X F. Dette kan illustreres ved strukturdiagrammet

I-F—G—0. (3.36)

Antag nu, at vi har to faktorer, P og T, hvor grupperne i hver faktor ikke kan opnas ved
sammensatninger af den anden. Da definerer vi krydsfaktoren P x T ved

opxr L= PxT, (3.37)
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3.8 Preadiktion af stokastiske effekter

hvor x er det kartesiske produkt [31, s. 37]. Det geelder, at P < P x T, samt at krydsfaktoren
inddeler observationerne i dpdy grupper. Betragt nu en mixed model med stokastiske effekter
Up og Upxr givet ved

Y =1,60 + X7pBr + ZpUp + Zpx7Upyxr + €, (3.38)

hvor Up ~ N4, (0,Rp), Upxt ~ Napar (0, Rpxr) 0g € ~ N,(0,%). Vi kalder en faktor for
systematisk, hvis effekten af denne, i modellen, er systematisk og tilsvarende for en stokastisk
faktor. Bemeerk, at krydsfaktoren P x T ikke kan veere systematisk, idet P er stokastisk. Det
geelder, at en systematisk faktor G tilhgrer F’s stratum, hvis F' er den groveste stokastiske
faktor, som er finere end G. Vi kan derfor betragte folgende strukturdiagram for modellen,
hvor en stiplet pil indikerer, at faktorerne tilhgrer samme stratum.

Altsa geelder det, at 0 tilhgrer P’s stratum, T tilhgrer P x T’s stratum og I er den eneste
faktor i sit stratum. I tilfeeldet hvor bade P og T' er stokastiske, og 0 er systematisk, kan vi
ikke bestemme et entydigt stratum, som 0 tilhgrer, hvorfor bade P og T ikke begge kan veere
stokastiske, medmindre 0 er det.

En model med flere faktorer skal altid respektere det hierarkiske princip, som betyder, at hvis
den indeholder krydsfaktoren F'x G, skal faktorerne F' og G ogsa veere indeholdt i denne model
[19]. Dette skyldes, at vi ikke vil have en entydig fortolkning af effekterne opnaet ved brug
af forskellige parametriseringer af designmatricen, nar sidanne vekselvirkninger ogsa indgar i
modellen. Vi bgr derfor ikke teste for, om vi kan fjerne hverken F' eller G, hvis krydsfaktoren
indgar.

3.3 Pradiktion af stokastiske effekter

Den stokastiske effekt U er ikke en parameter i modellen og blev derfor ikke estimeret i Afsnit
3.1. Dog gelder det, at for at lave preediktioner ved brug af en mixed model, skal vi bruge et
estimat af bade de stokastiske og de systematiske effekter, som vi indseetter i (3.8) pa folgende
made

Y =Xj+ 2U. (3.39)

For at udlede en estimator for U bemserker vi, at den simultane taethed for (Y7, UT)T er
givet ved

Fy,w; B,4) = fy | w; B)f(u; ), (3.40)
ogdaY | U =u og U begge er normalfordelte, er log-likelihoodfunktionen givet ved

1 1 _
0B, i y,u) = = Slog D] = Sy = XB = Zu)' ¥y - XB = Zu)
1 1
| =, Tp-1 )
5 og | R 5t R 'u

(3.41)
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3 Modeller med stokastiske effekter

Ved at differentiere denne i forhold til u og seette lig nul far vi estimatet

= ZT2 12+ RPHY 12Ty — XPB)

= RZV "y~ XB), (3:42)

givet at (ZTX71Z+ R™1)~! eksisterer, hvor sidste lighed kommer af Woodburys identitet [21,
s. 614]. T praksis vil vi i ovenstaende erstatte de ukendte parametre med estimater heraf. Det
er klart, at U er lineser og middelveerdiret, idet (3.42) er en lineser funktion af y, samt at

E[U - U] = —RZTVYE(Y) - XB) = 0. (3.43)
Estimatoren U kaldes best linear unbiased predictor (BLUP) [23, s. 441}, idet der for enhver
anden lineser middelveerdiret praediktor U geelder, at Var(U — U) — Var(U — U ) er positiv

semi-definit. Dette ser vi, da der for en vilkarlig lineser funktion oo + C'Y gaelder, at

Cov(U —U,a+CY) = (Cov(U,Y) — RZTV~'Cov(Y,Y))CT

3.44
= (RZT — RZTVIV)CT =0 (3.44)
jeevnfer (3.11), hvormed vi far, at
Var(U — U) = Var(U — U + U - U)
= Var(U — U) + Var(U — U) + 2Cov(U — U,U — U) (3.45)

idet U — U ogsé er en linezer funktion af Y. Det geelder altsd, at Var(U — U) — Var(U —U) =
Var(U — U), som er positiv semi-definit, hvormed U er den bedste praediktor.

Yderligere geelder det jaevnfor (3.44), at Cov(U — U, U) = 0, hvilket medfgrer, at

Var(U)ZCOV(g ,0) + Cov(U = U, 1) (3.46)

ZRVRZT.

S>
Il

Vi definerer nu W = U — U, sdledes at U = U + W. Da geelder det, at W er normalfordelt
med middelveerdi 0 og

Var(W) = Var(U) + Var(U) — 2Cov(U,U) = R — ZRV ' RZT, (3.47)

samt Cov(W,Y’) = 0, hvormed W og Y er uatheengige. Givet Y = y, sa er U = 4 en konstant,
hvormed det folger, at

U|Y =y~ Nyg(it,R— ZRV'RZT), (3.48)

hvilket viser, at E[U | Y = y] = 4. BLUP er altsa en optimal praediktor blandt alle linezere
middelveerdirette estimatorer, da den minimerer den kvadrerede praediktionsfejl [16, s. 183].
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3.4 F-test

3.4 F-test

For at undersgge om vi kan reducere middelveaerdistrukturen i en mixed model, vil det veere
oplagt at benytte en F-test. Mere generelt kunne vi teste for nulhypotesen

Ho: KB=b, (3.49)

hvor K er en passende f x p-matrix og b € R/. Eksakte F-tests er ofte ikke mulige i praksis,
hvorfor man i stedet benytter asymptotiske y>-tests, sdsom den fglgende, baseret pa Walds
teststorrelse. Denne er givet ved

_1
- f

hvor ¢) er REML-estimatet, og 3 er givet som i (3.17) [8, s. 10]. Det geelder, at /3 er asymptotisk
normalfordelt med middelveerdi 8 og kovariansmatrix (X7V (4))"1X)~!, hvormed det under
nulhypotesen gzelder, at teststgrrelsen fF asymptotisk fglger en x?(f)-fordeling. Vi ved dog
ikke, hvor stort datasaettet skal veere, for at denne approksimation er god. Kenward og Roger
foreslog i stedet en modificeret teststorrelse, med en approksimeret F'(f, m)-fordeling, for et
m > 0 [8, s. 10]. Det kan vises, at

F=—(KB-b) " (KXTV() ' X)'KT) "1 (KB - b), (3.50)

Var(8) = (XTV7IX)1 + A (3.51)
hvor A svarer til den bias, som den asymptotisAke kovariansmatrix underestimerer Var(ﬁ)
[11, s. 985]. S& i stedet for at benytte (XTV(¢))71X)~! som estimat for (XTV-1X)~! i
(3.50), benytter vi et estimat for hele udtrykket i (3.51), hvilket vil forbedre den asymptotiske
fordeling af F-teststgrrelsen.

Yderligere definerer vi A > 0, sddan at en approksimation af den forventede vaerdi og variansen
af A\F', svarer til henholdsvis middelveerdien og variansen af en F'(f, m)-fordelt variabel. Det
vil sige, at A og m kan bestemmes ved at lgse

XL \2V* — 2m?(f +m — 2)

f=2 f(m —=2)*(m —4)°

(3.52)

hvor E* og V* er approksimationer af henholdsvis E[F| og Var(F'), baseret pa en forste ordens
Taylor-udvidelse af F' [8, s. 31]. Dermed vil vi opna

m (f +2)2(E*)?

= ST C ek A
A m + PV 2(B )2

Fm =3 (3.53)

hvormed AF' asymptotisk fglger en F'(f, m)-fordeling, og vi kan derfor lave F-test, baseret pa
denne teststorrelse [11, s. 986-988].

3.5 Dataanalyse ved brug af mixed modeller

Vi vil i dette afsnit tilpasse en mixed model pa begge datasset og beskrive de forskellige prae-
stationsgruppers udvikling over tid. I denne sammenhaeng vil vi betragte parameterestimater,
estimater af kurvernes haldninger samt lave forskellige hypotesetests for disse. Yderligere vil
vi undersgge sammenhaengen mellem praediktioner af eleveffekterne og gruppeinddelingen ba-
seret pa de nationale tests. R-koden til dette afsnit kan findes i Appendiks B.1.
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3 Modeller med stokastiske effekter

3.5.1 Mixed model med gruppefaktor

For at tilpasse en mixed model skal vi overveje, hvilke variable der er relevante for analysen,
og hvilke effekter der skal veere henholdsvis stokastiske eller systematiske. Effekterne af group
og time samt deres vekselvirkning group:time, skal indga i modellen som systematiske, da
vi gnsker at undersgge de forskellige gruppers udviklinger over tid. Vi vurderer, at age ikke
er ngdvendig, da alle indvider er fjerdeklasseselever. Yderligere tilfgjer vi ogsa effekten af
gender som en systematisk effekt. Som stokastiske effekter er det oplagt at veelge effekten af
id, class_id og school_id, idet vi dermed tillader individuel variation for eleverne, klasserne
og skolerne. Dermed er modellen givet ved

fo
Btime Ui
Y=X Bgender +7Z Uclass_id + ¢, (354)
ﬁgroup Uschool_id
ﬁgroup:time

hvor Y er variablen for alle testresultaterne for alle elever. Benytter vi os af 1mer-funktionen
fra 1me4-pakken [1] til at tilpasse denne model for datasset 1, far vi REML-estimaterne af
parametrene i Tabel 3.1. Vi ser, at drenge i gennemsnit scorer Sgendger1 = 2.8264 point hgjere

intervention = 1:

estimat standardfejl t-test p-veerdi

Bo 4.7295 1.0615 4.456 0.00178 **
Btine2 -0.0242 0.6319 -0.038  0.96942
Brimes 3.5708 0.6345 5.628 2.61e-08 ***
Btines 4.1993 0.6738 6.233 7.77e-10 ***
Btines 3.8752 0.6351  6.101 1.71e-09 ***
Beroup2 2.3233 0.8606 2.700 0.00724 **
Beroup2:tine2  0.5022 0.7567 0.663  0.50723
Beroup2:times  1.2991 0.7614 1.706  0.08840 .
Beroup2:timea  2-7008 0.8055 3.353  0.00084 ***
Beroup2:times  2.9807 0.7579  3.933 9.20e-05 ***
Beroups 5.4178 0.9983  5.427 1.03e-07 ***
Beroups:tine2  2-4759 0.8673  2.855 0.00443 **
Beroups:times  1.9992 0.8719 2.293  0.02214 *
Beroups:timea  3.8280 0.9126  4.195 3.07e-05 ***
Beroups:tines 43119 0.8700 4.956 8.98e-07 ***
Bgendert 2.8264 0.5966  4.738 4.00e-06 ***

Tabel 3.1: REML-estimater for dataseet 1. Signifikanskoder: 0 "***’0.001 "**’ 0.01 '*’, 0.05

end piger, og at testscoren for de hgjt preesterende elever forventes at veere Bgroupg = 5.4178
point hgjere end for de lavt praesterende elever til forste test, hvis vi fastholder gender.
Middelvaekstkurverne for de tre grupper kan ses i Figur 3.1.
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3.5 Dataanalyse ved brug af mized modeller

intervention = 1 intervention = 1

20

— group=1
------- group = 2
-- group=3

test score
15
Lel
Lel

10
Sample Quantiles

test score Theoretical Quantiles

Figur 3.1: Middelvaekstkurverne for gruppe 1, 2 og Figur 3.2: Q-Q-plot af residualerne for modellen til-
3 blandt elever i datasaet 1. passet pa datasaet 1.

Udregner vi residualvektoren y — ¢, hvor g er givet som i (3.39), ser vi pa Figur 3.2, at disse
ser ud til at veere realiseringer af en normalfordeling. Dette gger altsa plausibiliteten om
antagelsen om normalitet af Y og dermed vores tiltro til modellen.

Vi kan estimere sendringerne af CBM-scoren i hver af de fire perioder for hver gruppe ved
at betragte de linezre transformationer i Appendiks A af parameterestimaterne i Tabel 3.1.
Dermed kan vi ogsd udregne standardfejlene for disse sendringer ved brug af standardfejlene
fra tabellen og de tilhgrende kovarianser. Bemserk, at disse sendringer svarer til heeldningerne
pa Figur 3.1 og kan ses i Tabel 3.2. For at undersgge om haeldningerne er signifikante, udregner
vi t-teststgrrelsen for hver af disse estimater, givet ved

H(t+1)
i — groupk , k=1,2,3, t=1,...,4, (355)
Var <(§t(t+1))

groupk

som under nulhypotesen, H : 6;(;:;2{ = 0, folger en t-fordeling med n — 1 frihedsgrader [16,
s. 70-71]. Vi ser i Tabel 3.2, at det kun er sgendringen af CBM-scoren i anden periode, der er
signifikant for de lavt praesterende elever. Denne sndring i testresultatet er estimeret ved

023 ip1 = Prines — Brinez = 3.5708 + 0.0242 = 3.5950. (3.56)
For de hgjt prasterende elever, er det kun den sidste periode, som ikke er signifikant, og for
de middel praesterende elever er anden og tredje periode signifikante, og disse sendringer er
estimeret ved

29 ~ ~ ~ o
5g§oup2 = BgroupQ:timeS + ﬁtimeB - (6group2:time2 + 6time2) = 439195

Brow2 1 . i : (3.57)
5group2 = Bgroup?:timeél + /Btime4 - (BgroupQ:timeS + BtimeB) = 2.0302.

Bemaerk, at eleverne blev undervist i brgkregning i anden og tredje periode. Derudover kan
vi ogsa estimere tre kontraster mellem grupperne for hver af de fire perioder. Her er blandt
andet kontrasten i CBM-scoren mellem hgjt og lavt praesterende elever og mellem hgjt og
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3 Modeller med stokastiske effekter

middel prassterende elever i forste periode signifikante og er estimeret ved

<12 $12 2

6group3 - 5group1 = 5group3:time2 = 2.4759, (3 58)
$12 $12 2 A '
5group3 - 5group2 = ﬁgroupS:timeQ - ﬁgroupQ:timeQ = 1.9737.

Hvis eksempelvis 5;30‘1})3 — Séfoupg = 0, ville kurven for den gennemsnitlige udvikling i forste
periode for de to grupper blot veere forskydninger af hinanden. For at teste om den gennem-
snitlige udvikling i hver af de tre grupper er signifikant forskellige, kan vi benytte en F-test
til at teste for hypotesen om, at Bgroupk:timet = 0 for k =1,2,3 og t = 2,...,5. Ved at ggre
dette med funktionen KRmodcomp fra R-pakken pbkrtest [8], far vi en p-veerdi pa 1.38e-05,

hvormed nogle af haeldningerne er signifikant forskellige.

intervention = 1:

estimat standardfejl  t-test  p-veerdi

Opzoupr  -0.0242 0.6319 -0.038  0.96940
Ogeoupt  3:5951 0.6518  5.516 4.48e-08 ***
Otoups  0.6284 0.6956  0.904  0.36650
Ogooupt  -0-3240 0.6926 -0.468  0.63998
Ogroupz 04779 04166  1.147  0.25160
Oomopz 43920 0.4297 10.221 2.48e-23 ***
Ooroupz  2:0302 0.4530  4.482 8.30e-06 ***
Ogooupz  -0.0443 0.4457 -0.099  0.92110
Ogeoups  2:4517 0.5941  4.127 4.00e-05 ***
Ootoups  3.1184 0.6137  5.081 4.52e-07 ***
Oroups  2:45T72 0.6311  3.894 0.00010 ***
Ogooups  0.1598 0.6269  0.255 0.79880

Tabel 3.2: Estimater af haeldningerne i dataseet 1. Signifikanskoder: 0 "***’0.001 ***’0.01 "*’, 0.05

Fra modellen far vi ogsé, at estimatet for henholdsvis elev-, klasse- og skolevariansen er givet
ved

62,=16.23, &2 4 =030, &2 4 = 2.06, (3.59)

class_i school_i

samt at variansestimatet af residualet er 52 = 8.80.

For dataseet 2 far vi REML-estimaterne, som kan ses i Tabel 3.3. Her ser vi igen, at de
hgjt praesterende elever i gennemsnit har en hgjere testscore end de lavt praesterende elever.
Derudover er testscoren for drenge nu kun estimeret til at veere Bgenden = 0.8093 point hgjere
end testscoren for piger og er ikke lezengere signifikant. Middelvaekstkurverne for denne model
kan ses pa Figur 3.3 og et Q-Q-plot af residualerne pa Figur 3.4. Her ser vi igen, at residualerne
ser ud til at veere realiseringer af en normalfordeling, hvormed vi slutter samme konklusion
som tidligere.
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3.5 Dataanalyse ved brug af mized modeller

intervention = 2:

estimat standardfejl  t-test  p-veerdi

Bo 6.1343 0.8802  6.969 1.24e-07 ***
Btine2 -0.2742 0.5967 -0.460  0.64598
Btine3 0.6036 0.6138 0.983 0.32577
Brines 3.8975 0.6219  6.267 6.20e-10 ***
Btines 3.8492 0.6006  6.409 2.60e-10 ***
Bgroup2 0.6687 0.8362 0.800 0.42436
Beroup2:time2  1.6062 0.7122  2.255 0.02440 *
Beroup2:tines  1.5131 0.7243  2.089 0.03704 *
Beroup2:tinea  1.3766 0.7311 1.883 0.06010 .
Beroup2:times  2-5764 0.7102  3.628 0.00031 ***
Begroups 4.3126 1.0002  4.312 2.06e-05 ***
Beroups:tine2  3.9199 0.8627 4.544 6.45e-06 ***
Beroups:tines  4.1035 0.8780 4.674 3.51e-06 ***
Beroups:timea  3-2805 0.9113  3.600 0.00034 ***
Beroups:times ~ 4.6613 0.8653  5.387 9.62e-08 ***
Bgender1 0.8093 0.5742 1.409 0.16020

Tabel 3.3: REML-estimater for dataseet 2. Signifikanskoder: 0 "***°0.001 ***’ 0.01 '*’, 0.05

intervention =2 intervention = 2
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S — group=1 eeeO o | °
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Figur 3.3: Middelvaekstkurverne for gruppe 1, 2 og Figur 3.4: Q-Q-plot af residualerne for modellen til-
3 blandt elever i datasset 2. passet pa datasaet 2.

Vi far yderligere variansestimaterne

62, =13.948, &2 0,

class_id =

3.60
a-Zchool_id = 1.687, 6 = 8.101. ( )

Der er altsa ingen evidens er for variation mellem klasserne, hvorfor denne effekt kunne
udelades fra modellen. Vi bemeerker, at elevvariationen udggr 59% af den totale varians,
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3 Modeller med stokastiske effekter

som ogsa er tilfeeldet for dataseset 1. Klassevariationen er ligeledes lille i begge datsaet, og
skolevariationen svarer til henholdsvis 8% og 7% af den totale varians. Der er altsa overordnet
set stor konsistens mellem variansestimaterne for de to uaftheengige dataseet. Dette bekraefter
os i, at elevvariansen udggr den storste del af den totale varians, samt at klassevariansen
naesten er uden betydning.

Ved igen at benytte t-tests for szendringerne i CBM-scoren for hver af de tre grupper ser vi,
at eendringen i forste, anden og fjerde periode er signifikante for bade de hgjt og middel
praesterende elever. For de lavt prasterende elever er det kun sendringen i tredje periode, som
er signifikant. Bemeaerk, at eleverne i dette datasset blev undervist i brgkregning i tredje og
fjerde periode. Benytter vi nu F-test for nulhypotesen om, at Bgroupk:tinet = 0 for £ =1,2,3
ogt =2,...,5, far vi en p-veerdi pa 6.62e-06, hvorfor vi igen kan konkludere, at nogle af
haeldningerne er signifikant forskellige.

3.5.2 Vurdering af gruppeinddelingen

For at undersgge om gruppeinddelingen i datassettet, baseret pa de nationale tests, stemmer
overens med eleveffekterne, tilpasser vi samme mixed model som i (3.54), men hvor group,
og dermed ogsa krydsfaktoren group:time, ikke indgér i modellen. Vi far da estimaterne i
Tabel 3.4 af de systematiske effekter for de to datasaet.

intervention = 1:

estimat standardfejl  t-test p-veerdi
Bo 6.8612 1.0751  6.382 0.00453  **
Brime2 0.8504 0.3063  2.776 0.00564 **
Btines 4.7500 0.3088 15.380 <2.00e-16 ***
Btinea 6.5958 0.3235 20.388 <2.00e-16 ***
Btines 6.5233 0.3056 21.346 <2.00e-16 ***
Bgender  3.5340 0.6929  5.100 7.58e-07 ***

intervention = 2:

estimat standardfejl  t-test p-veerdi

Bo 7.1904 0.6500 11.062  8.66e-08 ***
Brimez  1.4586 0.2945 4.952  9.05e-07 *F**
Brimes  2.3259 0.2952  7.880  1.15e-14 ***
Brinea  D.3644 0.2995 17.914 <2.00e-16 ***
Beimes ~ 6.2828 0.2909 21.598 <2.00e-16 ***
Bgender  1.2511 0.6658 1.879  0.06160

Tabel 3.4: REML-estimater for de to dataseet. Signifikanskoder: 0 ****’0.001 ***’, 0.01 '*’, 0.05 *’

For datasset 1 far vi variansestimaterne

679 =23.05, 621406 1a = 0.64,

3.61
a-Zchool_id = 337 6'2 = 9167 ( )
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3.5 Dataanalyse ved brug af mized modeller

og for datasaet 2 far vi

A2 _ A2 _
0iq = 20.4, Oclass_id = 0,

3.62
62 = 8.43. (3:62)

~2 o
Uschool_id - 1'2>

Vi bemszerker altsa, at alle varianserne er hgjere end varianserne i modellen med gruppefak-
toren med undtagelse af skolevariansen for datasset 2. Det giver mening, at det seerligt er
elevvarianserne, der er blevet hgjere, idet vi har fjernet gruppefaktoren fra middelveerdistruk-
turen.

Ved at benytte BLUP kan vi praediktere de forskellige stokastiske effekter. Pa Q-Q-plottene
pa Figur 3.5 ser vi, at det er rimeligt at antage, at praediktionerne er realiseringer af en
normalfordeling.
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Figur 3.5: Q-Q-plots for de tre forskellige stokastiske effekter for begge datasaet.

Vi laver nu en opdeling af praediktionerne for eleveffekterne baseret pa praestationsgrupperne.
P& Figur 3.6 ser vi for begge datasaet, at de h@jt praesterende elever generelt har positive stoka-
stiske effekter, hvorimod det omvendte er geeldende for de lavt praesterende elever. Yderligere
er effekterne af de middel praesterende eleverne centreret omkring 0. Dette tyder altsa pa, at
den oprindelige gruppeinddeling, baseret pa de nationale tests, er overvejende acceptabel.
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4 Latente vaekstmodeller

Idet vores datasset bestar af longitudinelle data, altsa gentagne malinger af testscoren for
hver af de d elever, er vi i stand til at estimere en uobserveret underliggende matematisk
kompetence, som udvikler sig som en kontinuert funktion af tiden. Ved at betragte en sdkaldt
latent vekstmodel, som indeholder stokastiske skaeringer og stokastiske heeldninger, er det
muligt, at eleverne kan have forskellige vaekstkurver over tid [2, s. xi|. En latent vaekstmodel
er specificeret ved to niveauer af ligninger. Det fgrste niveau bestar af en veekstkurvemodel
for Y, som for det i’te individ til tidspunkt ¢ € {1,...,T} er givet ved

T

Yir = min 4 Y Mi(s—1)7his + €t (4.1)
5=2

hvor 7;; er den stokastiske skeering for det ¢’te individ, ZZQ;I 7nis er den stokastiske heeldning
i den m’te periode for det i’te individ og A\s = (¢t — s)1[t > s| for alle ¢. Vi antager, at
git ~ N(0,02), hvor Cov(ey,ejy) = 0 for i # j og t,t' = 1,...,T. Altsd er fejlleddene for
forskellige elever ukorrelerede til de forskellige tider [2, s. 127]. Det andet niveau bestar af
ligninger for de stokastiske latente variable

p
Mis = s + Y Yejij + Gis, s=1,...,T, (4.2)
j=1
hvor ay er skeeringen for n;s pa tveers af alle elever for alle s = 1,...,T. Derudover er x;;,
for j = 1,...,p, kovariater som pavirker de latente variable og v,;, for s = 1,...,T, er de

tilhgrende parametre. Vi antager, at (;s ~ N(0,1)5), samt at Cov((ss, isr) = sg for s # 8.
Derudover er Cov((is, (jsr) = Cov((is,ei¢) = 0 for i # jog t,s,8' =1,...,T [2,s. 127].

Modellen kan ogsa udtrykkes pa matrix-vektorform ved
Y; = An; + ¢, (4.3)

hvor Y; = (Yi1,...,Yir)T, ei = (ci1,...,cir)T og A er en T x T-matrix bestdende af 17 som
forste sgjle og A\ts pa den t(s + 1)’te indgang, sadan at

1 0 0 0
11 0 0

A= |1 1 0. (4.4)
1 T—1 T-2 1
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4 Latente vekstmodeller

Yderligere er 7; vektoren bestaende af de latente variable for det i’te individ og er givet ved

m:a—i—l“aci—i—g, (4.5)
hvor o = (an,...,ar)T, ¢ = (G, ..., Gr)T og
71 Tip
r=|: s (4.6)
Y11 YTp

Vi lader yderligere Var(e;) = ¥ og Var((;) = ¥. Ved at opskrive den latente vaekstmodel som
en kombineret model givet ved

Y, = A(a + Tz, + Cz) + &4, (4.7)

bemeerker vi, at

Vi | 2 ~ N(A(a + T;), ADAT + %), (4.8)
hvormed modellen er pa samme form som en mixed model, og en latent veekstmodel er altsa
et specialtilfeelde heraf.

Eksempel 4.1

For simpelhedens skyld betragter vi nu en delmaengde af datasasttet, hvor vi kun medtager
observationerne fra de forste tre tests. Vi lader nu (; = e1;1, hvor ;3 ~ N(0,%1). Ved da at
betinge med kovariaterne gender og age, betegnet ved henholdsvis z; og 2, kan vi opskrive
den kombinerede model som i (4.7) for den i’te elev ved

Yi1 100 oy Y1 Y12 , Gi1 €il
_ Ti1

vzl = |1 1 0 az| + [y21 722 "1+ 10 + |en
X2

Yi3 1 21 a3 Y31 Y32 0 €i3

a1 + Y1151 + Y12%52
a1 + a2 + (711 +y21)zin + (Y12 + 22)Ti2
a1 + 200 + az + (Y11 + 2721 + v31) i + (V12 + 2722 + Y32) T2
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Gi1 €il
+ |G| + | i (4.9)
Gi1 €i3
o 0o ofr R 0 0
ar|l+ |1 0 a2 + |zin| 11+ [zaa O 12
a1 2 1 3 Pl 2 Tl 31
T2 0 0 o Gi1 i1
+ |zi2| yie+ |zi2 O o + |G| + |en
T2 2 T Gi1 €i3




Vi ser altsa, at dette svarer til en mixed model pa formen

Yi = 1350 + (Xtime)iﬁtime + (Xgender)iﬁgender + (Xgender:time)iﬁgender:time

(4.10)
+ (Xage)iﬁage + (Xage:time)iﬁage:time + 13(Uid)i + €,
hvor eksempelvis
(Xgender)i = 1375 og ﬁgender = Y11- (411)
Eksempler pa vaekstkurver for denne model kan ses pa Figur 4.1.
T T T
1.0 20 3.0
time
Figur 4.1: Individuelle vaekstkurver for 12 forskellige elever baseret pa modellen i (4.10).
<

Da vi er interesserede i at undersgge udviklingen over forskellige undervisningsforlgb, har
vi i dette afsnit begraenset vores model til kun at omfatte stykkevise linesere vaekstkurver,
idet vi har valgt A som i (4.4). P4 denne made opnar vi vaekstkurver beskrevet med linesere
splines, hvilket ofte er anvendeligt i praksis. Hvis vi eksempelvis tilpasser en model med kun
én stokastisk haldning, altsd veelger A som en T' x 2-matrix, bestaende af de to farste sgjler
i (4.4), vil vacksten i elevernes testresultater veere konstant over alle tidsperioder. En sddan
model kaldes en linezer latent vaekstmodel og vil i dette tilfeelde ikke veere saerlig retvisende
grundet elevernes undervisningsforlgb. Antallet af linesere splines afheenger altsa af data, og
hvad vi gnsker at modellere. Yderligere kunne vi ogsa estimere de T2 indegange i A ud fra
data, men i sa fald kan vi risikere at f& for mange parametre i modellen, hvormed vi ikke kan
identificere denne [20, s. 465]. Alternativt kan veekstkurverne ogsa modelleres ved at tilfgje
kvadratiske eller kubiske led af tiden til en lineser latent veekstmodel, hvormed vi vil opna
ikke-linesere veekstkurver [2, s. 89].

27



4 Latente vekstmodeller

4.1 Growth Mixture modeller

Hvis data indeholder latente grupperinger, kan vi udvide en latent vaeckstmodel til en Growth
Mixture model (GMM). Denne model kan identificere de uobserverede grupper, givet at vi
specificerer antallet af disse. Vi lader K veere antallet af latente grupper og definerer den
stokastiske variabel Cj, hvor C; = k, hvis og kun hvis det 7’te individ tilhgrer den k’te latente
gruppe. Dermed geelder det altsa, at C; fglger en multinomialfordeling med antalsparameter
1 og er uathaengig af C; for j # i. Vi opskriver da en GMM ved

Y; = An; + &, (412)

hvor Var(e;) = ¥ er en diagonalmatrix [20, s. 464]. Dermed er dette niveau af modelspecifi-
kationen ens med modelspecifikationen for latente vaekstmodeller. Forskellen opstar dog ved
specifikationen af n;, som for en GMM er givet ved

K
i =Y (o +Thxi) e = K] + ¢, (4.13)
k=1

hvor ay, og I'y er henholdsvis skeeringsvektor og parametermatrix for den k’te gruppe [20, s.
464).

Lad nu 7; veere en K-dimensional vektor med indgangene m;, = P(C; = k | x;) for k =
., K, hvor Zle ik = 1, hvormed taetheden for C; | z; kan udtrykkes som

K

flei | zg) = []mie=M. (4.14)

k=1
Vi kan modellere m; ved en multivariat logistisk regression, hvor vi bruger den K’te gruppe
som reference. Det geelder derfor, at

logit (1)

: = ac+ Lewi, (4.15)
logit (k1))

med skeeringsvektor a. og parametermatrix I'..

Af ovenstdende modelspefikation geelder det, at n; | C; = k,x; ~ Np(ap + T, V) og
Yi | ni ~ Np(An;, ), hvormed vi far, at

Y; | G = k,x; ~ Ny <A(ak 4 Dpay), AUAT + z) . (4.16)

Vi kan nu udregne teetheden for Y; | x; ved

Flys | ) = chzm Fi | e, i)

=3 H wH =y | e ) (4.17)

Cq

K
=Y maf i | i = k@)

k=1
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4.2 Prediktion af klassifikation

Teaetheden er altsd en sum af K normalfordelingsteetheder veegtet med sandsynligheden for,
at individet tilhgrer den pagaeldende gruppe, givet x;, hvilket er en sakaldt mixturtethed [20,
s. 464]. Dermed er log-likelihoodfunktionen for 6, som indeholder alle de ukendte parametre
iay,...,a, I't,...,.T'k, a., I'e, ¥ og X, givet ved

d K
06;y) = Zlomek(ﬁ)f(yi | i = k,x;;0). (4.18)
k=1

i=1

Bemszerk dog, at denne log-likelihoodfunktion er besveerlig at maksimere, idet den bestar af
logaritmen af en sum af teethederne, og vi er ikke garanteret at kunne finde et udtryk for MLE
pa lukket form. Vi gnsker derfor i stedet at benytte numeriske optimeringsmetoder, som vi
vil beskrive i Afsnit 4.3.

Tilsvarende Afsnit 3.3 kan vi preediktere (; ved
Gi = AT (AUAT + %) (yi — Ao + i), (4.19)

givet at C; = k, safremt at (ATY7TA + ¥~1)~! eksisterer, hvor vi i praksis vil indszette
estimater for de ukendte parametre.

4.2 Pradiktion af klassifikation

Vi kan praediktere, hvilken gruppe det i’te individ tilhgrer ved at finde det k, som opfylder,
at

k = argmax P(C; =k | y;, zi). (4.20)
ke{l,. K}

Da Cj er en diskret variabel, skal vi blot finde det k, som maksimerer

filci=kai)f(ci=Fklz)  maf(yilci=Fk ) .
fyi | @) S T fyi | i = K, ;)

flei =k |y, wi) = (4.21)

Denne taeethed kalder vi en posterior sandsynlighed, og vi kan bestemme et estimat for denne,
safremt vi har maksimeret log-likelihoodfunktionen i (4.18) [12, s. 3].

Hvis det i’te individ bliver preedikteret til den k’te gruppe, hvor f(¢; = k | y;, x;) er teet pa
1, 0g f(c; = 1| yi,x;) er tet pa O for | # k, siger vi, at gruppe k er godt separeret fra de
resterende grupper. Omvendt er der mere overlap i den k’te gruppe, hvis f(¢; = k | yi, x;)
er teettere pa f(c; = 1 | y;,x;) for et | # k. For hvert k kan vi udregne den gennemsnitlige
posterior sandsynlighed for at tilhgre denne gruppe over individerne, der er pradikteret til at
tilhgre gruppe k. Hvis dette gennemsnit er teet pa 1, indikerer det, at gruppen er separeret fra
de resterende. Omvendt betyder et mindre gennemsnit, at der er mere overlap i grupperne.

Bemaerk, at idet vi betragter longitudinelle data, kan vi tildele det enkelte elevs posterior
sandsynlighed til hver af elevens observationer. Disse posterior sandsynligheder kan vi benyt-
te til at konstruere et rootogram for hver gruppe, som blot er et histogram, hvor hgjden af
blokkene er kvadratroden af antallet af observationer, hvis posterior sandsynlighed ligger i
det pageeldende interval. Rootogrammet for den k’te gruppe indeholder altsa posterior sand-
synlighederne for at tilhgre denne gruppe, for alle observationerne i datassettet. Vi frasorterer
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observationer med en posterior sandsynlighed mindre end et § > 0, da det ellers kan veere
besveerligt at vurdere rootogrammet for de observationer, som har en betydelig sandsynlighed
for at tilhgre den pageeldende gruppe, hvis mange af disse er taet pa 0. Ofte veelges § = 1e-04.
To eksempler pa rootogrammer kan ses pa Figur 4.2 for K = 2. Hvis rootogrammet viser en

Rootogram of posterior probabilities > 1e-04

00 02 04 06 08 10

| | | |
Comp. 1 Comp. 2

25

15
10

Rootogram of posterior probabilities > 1e-04

00 02 04 06 08 10
1

| | | |
Comp. 1 Comp. 2

64 —
48 -
32 =

Figur 4.2: Eksempler pa rootogrammer.

betydelig hgj frekvens omkring 1, indikerer dette, at gruppen er separeret fra de resterende.
Derimod indikerer det, at gruppen overlapper med en eller flere af de andre grupper, hvis der
er meget masse i midten af intervallet. Vi ser altsd en indikation pa, at modellen tilhgrende
de gverste rootogrammer har overlappende grupper, og at modellen tilhgrende de nederste
rootogrammer har separerede grupper

4.3 Metoder til parameterestimation

I dette afsnit gnsker vi at undersgge, hvordan vi maksimerer log-likelihoodfunktionen i (4.18).
Som naevnt tidligere kan vi oftest ikke ggre dette direkte, hvorfor vi i dette afsnit vil undersgge
nogle numeriske metoder til at maksimere denne. For sadanne numeriske metoder skal vi
vaelge en startveerdi, 09, for parametervektoren 8 € R hvorefter denne iterativt opdateres,
séledes at den konvergerer mod det 6, der maksimerer log-likelihoodfunktionen.
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4.3.1 Quasi Newton Raphson-algoritmen

Vi kan eksempelvis opdatere 6 iterativt ved at benytte Newton Raphson-algoritmen til at
finde et nulpunkt for scorefunktionen, S(0;y) = %6(0; y). Af Taylors Saetning far vi, at denne
kan approksimeres ved

S(0;y) ~ SO ;y) + HOT:y) (0 — 0M), (4.22)

hvor H(0;y) = B%TS (6;y) er Hessematricen for log-likelihoodfunktionen, og hvor #") er den

approksimation af 8, som er opnaet ved den r’te iteration. Nulpunktet for denne approksima-
tion er

0= 00 — H(O); )18 (0);y), (4.23)
hvorfor vi for » =0,1,... far, at en opdatering af 6 er givet ved
00+ = 90) — H(0); )~ S(00); ), (4.24)

som fortsaettes indtil den gnskede konvergens er opnaet. Her er det ngdvendigt, at H (0(’”); Y)
er negativ definit, for at opdateringerne af # for hver iteration gar mod et maksimum [21, s.
23]. For at opstille Hessematricen for hver iteration skal vi dog udlede de dobbeltafledede af
log-likelihoodfunktionen, hvilket kan vaere besveerligt. Vi kan i stedet benytte en sakaldt quasi
Newton Raphson-algoritme, hvor H(G(r); y) approksimeres ved en finite differences-metode for
hver iteration, saledes at vi ikke behgver at specificere denne. Vi betegner denne approksime-
rede Hessematrix ved en symmetrisk matrix H(™), som opfylder sekantligningen

H(T)(g(r) _ 9(?-1)) _ 5(9(7‘); y) — S(g(r—l);y), (4.25)

forr = 1,2,...,idet den i sa fald er en approksimation af Jacobimatricen af S(6("); ). I stedet
for at approksimere Hessematricen for derefter at bestemme den inverse, er det fordelagtigt
direkte at benytte en approksimeret invers Hessematrix, B("). Denne skal da opfylde, at

B =1 = Alr=1), (4.26)
hvor A=1 = 9" — gr=1) og s=1) = §(9("); ) — S(O—1; ) [21, 5. 137]. Vi veelger ind-
ledningsvist en negativ definit og symmetrisk startveerdi for denne approksimation, som ek-
sempelvis B = —1I,,,, hvormed vi sikrer os, at fgrste iteration beveeger sig i retning af
gradienten for log-likelihoodfunktionen i (9. For at bestemme B(") skal vi veelge den enty-
dige symmetriske matrix, som opfylder (4.26), og som er teettest pa B=1 altsa den matrix
som lgser

min || B — B V| st. B'=B, BsrH=A0"D (4.27)
hvor || - || betegner Frobenius-normen [21, s. 139-140]. Det kan vises, at matricen som opfyl-

der dette, kan opnas ved at korrigere den forrige veerdi af approksimationen af den inverse
Hessematrix, sadan at

B — gr=1) 4 (1 n (S(T—l))TB(r—I)S(T—1)> A(r—1)(A(T_1))T

(S(r—l))TA(r—l) (S(r—l))TA(r—l)

Alr=1) (S(Tfl))TB(rfl) + B(rfl)s(rfl) (A(r71)>T
o (S(r—l))TA(r—l) :

(4.28)
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Det galder yderligere, at den tilsvarende approksimation af Hessematricen er givet ved

Hr=1)Alr-1) (A(r—l))TH(r—l) S(T—l) (S(T‘—l))T

(r) — glr-1) _
H =H (A(Tfl))TH(rfl)A(rfl) + (S(rfl))TA(rfl) ’

(4.29)

samt at disse approksimationer er hinandens inverse [21, s. 140].

Antag nu, at H~Y er negativ definit for et » > 1. Da H"~V yderligere er symmetrisk,
findes der en entydig Cholesky-dekomposition, H"~Y = —LLT for en nedre trekantsmatrix,
L, med positive diagonalindgange [21, s. 608]. Dermed gaelder det for et vilkarligt z # 0 med
dimension ng, at

v eeny  HODACDAC-D)T 1)
=\ T T aeyraearen )¢

T r—1 r—1)\T T
_r(LL AC=D(AC=INTLT, TaAr (4.30)
(A(rfl))TLLTA(rfl)

(LTAUD)TLT ) TANT 1T
- (LTAr=)TLTA(r=1) — (L' 2)"L" 2 <0,

hvor uligheden kommer af Cauchy-Schwarz-uligheden [21, s. 600]. Derudover gaelder det, at
hvis (s~)TAC=D <0, sa er

(r=1)(g(r=INT (r—1\T ,\2
T( S (s ) (s ) 2)
¢ ((s(f—l))TA(r—l)> == (sr=DT A1) < 0. (4.31)

Da z # 0, er (4.30) kun lig 0, hvis L7z oc LTAT=Y . T s4 fald er z oc A1, hvormed (4.31)
er strengt mindre end 0. Altsé geelder det, at

Hr-1)A(-1) (A(rfl))TH(rfl) S(rfl)(s(rfl))T
Tr(r), T (r—1) T
2 H"z =z (H T T AT HDAGD z+z (STD)TAGT z <0,

(4.32)

hvormed H, og dermed ogsa B("), er negativ definit for alle 7, hvis (s(r_l))TA(r_l) < 0 for
alle » > 1. Vi lader da den r + 1’te opdatering af 6 veere givet ved

or+1) = g(r) — B g9 4). (4.33)

Denne metode, hvor vi opdaterer den inverse Hessematrix ved (4.28), er kendt som Broyden-
Fletcher-Goldfarb-Shanno-algoritmen (BFGS-algoritmen) [6, s. 55] og er implementeret i R-
funktionen optim [28], som dermed kan benyttes til at maksimere log-likelihoodfunktionen i
(4.18). Hvis vi ikke specificerer scorefunktionen, approksimeres denne ved brug af endnu en fi-
nite differences-metode. Yderligere er standarden for opnaet konvergens i optim, at sendringen
i vaerdien af objektfunktionen er mindre end e(|€(6); y)| + €) for et e > 0 [28].

Idet log-likelihoodfunktioner baseret pa mixturteetheder ofte kan veere multimodale, kan der
eksistere flere nulpunkter for scorefunktionen, hvormed vi kan risikere blot at finde frem til
et lokalt maksimum for ¢(6;y). Det kan derfor veere ngdvendigt at benytte flere forskellige
startveerdier, (), for algoritmen, hvoraf vi slutteligt ber udveelge det 0, som giver den stgrste
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veerdi af log-likelihoodfunktionen. Dog er vi ikke sikret, at (s())TA) < 0 for alle r, hvormed
vi kan risikere, at en iteration af BFGS-algoritmen ikke er veldefineret, eller at nogle af
approksimationerne af den inverse Hessematrix ikke er negativ definitte, hvorfor en opdatering
af 6 ikke resulterer i en stgrre veerdi af log-likelihoodfunktionen.

4.3.2 Marquardt-algoritmen

Vi kan i stedet betragte en udvidelse af quasi Newton Raphson-algoritmen, nsermere bestemt
en sakaldt modificeret Marquardt-algoritme [26, s. 167]. Denne algoritme opdaterer 6 ved

o+ = () — ()15, (4.34)

hvor S() er en finite differences-approksimation af S (G(T);y), og H®) er givet som H (r) i
(4.29) med undtagelse af diagonalindgangene, som i stedet er givet ved

7(r) _ () _ () _ (r)

av =m0 - ((1 M) H| = Note(H )) , (4.35)
for j = 1,...,n9 0g A\, A2 € R [26, s. 167]. Yderligere veelges A1_0g A2 som udgangspunkt
begge til 0.01 i hver iteration. Disse veerdier kan da justeres, hvis H(") ikke er negativ definit,
séledes at vi opndr en negativ definit matrix, som har en tilpas lille afvigelse fra H(").

Denne metode sikrer os, at approksimationen af Hessematricen bliver negativ definit, uanset
om (s(r))TA(’“) < 0 for alle r eller ej. Den gnskede konvergens er da opnéet, nar de fglgende
tre trin er opfyldt pa samme tid for tilpas sma €, ¢, ¢4 > 0.

(i) (00 = oU=D)T (") — 90D < ey,
(ii) [6(07)5y) — (0" Vs5y)| < @
(iii) SO y)T(H)T1S(00);y) < ¢y [27, 5. 10].
Bemaerk, at vi dog stadig ber benytte algoritmen for et gitter af startveerdier.

For at sikre os at approksimationerne af ¥ og W i (4.18) er positiv definitte i hver iteration, nar
vi bruger en quasi Newton Raphoson-algoritme, kan vi benytte en omparametrisering. Hvis
eksempelvis bade X og ¥ er diagonalmatricer, kan vi omparametrisere deres diagonalelemen-
ter, saledes at vi, i stedet for at tilpasse en model med hensyn til parameteren 6;, tilpasser med
hensyn til parameteren s = log(6;). Dette gor vi ved at erstatte 6; i log-likelihoodfunktionen
med exp(s), som altid er positiv for den nye parameter s.

Marquardt-algoritmen for tilpasning af en GMM er i R implementeret i funktionen hlme fra
lcmm-pakken [27].

Eksempel 4.2

Vi vil i dette eksempel betragte et simulationsstudie, hvor vi gnsker at estimere parametrene
i en GMM ved brug af bdde optim- og hlme-funktionen i R, som benytter henholdsvis BFGS-
algoritmen og den modificerede Marquardt-algoritme. Nar vi benytter BFGS-algoritmen, esti-
merer vi yderligere de forsteafledede ved en finite differences-metode. Vi lader den sande mo-
del, som bestar af to grupper med fem datapunkter for hvert individ, veere givet som i (4.12),
(4.13) og (4.15), hvor

o =(8,2,4,-8,10)7, ay=(10,-2,4,-2,5)7, TI1=Iy=0, I'.=0 (4.36)
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og hvor (; ~ N5(0,V), ¢; ~ N5(0,%), ¥ = diag(2,0,0,0,0) og ¥ = I5. Yderligere er A valgt
som i (4.4), hvormed

Aoy = (8,10,16,14,22)7 og  Aay = (10,8,10,10,15)7. (4.37)

Dette betyder, at skaeringen for gruppe 1 er a1; = 8, samt at haeldningen for den m’te periode
er givet ved "0 g = (Aay)ma1 — (Aay)m, form=1,...,4.

Vi simulerer data fra denne model, hvor vi lader stikprgven besta af d = 100 individer, som
tilhgrer hver gruppe med sandsynlighed 0.5. Dette giver en gruppeinddeling pa henholdsvis
57 og 43 individer i de to grupper, hvormed

0.43

a. = log (()57> = —0.28. (4.38)

For at veelge de samme startveaerdier til begge funktioner benytter vi en metode implementeret i
hlme, hvor vi fgrst tilpasser en model med én latent gruppe og far parameterestimaterne oE=1,
Herefter lader vi a((:()) =0, 20 = BE=1 og U0 = \ilel, samt de resterende startveerdier
veere givet ved

0450) = ¢K=1 + (1 _ Z) Var(dKZl),

ago) o=t 4 <2 - 2) Var(aK=1) [27,s. 17].

Da kan vi efterfglgende tilpasse en GMM ved brug af de to R-funktioner. Resultaterne af
dette kan ses i Tabel 4.1, hvor fejlen beskriver afstanden || — 6]].

iterationer tid i ms log-likelihood gruppestgrrelser  fejl
hmle 11 373 -926.95 43,57 4.92
optim 21 17125 -926.96 43,57 491

Tabel 4.1: Tabel over resultater for de to R-funktioner.

Vi ser, at hlme-funktionen er en del hurtigere end optim-funktionen, men at de to funktioner
stort set har fundet samme maksimum for log-likelihoodfunktionen. Det er vigtigt at bemaer-
ke, at algoritmerne har forskellige konvergenskriterier, samt at vi har brugt funktionernes
standardtolerancer, hvilket kan have pavirket resultaterne. Vi ser dog pa de praedikterede
gruppestgrrelser, samt pa Figur 4.3, at begge metoder giver gode resultater. Bemaerk, at kur-
verne for de to tilpassede modeller ligger oven i hinanden, hvorfor de er sveere at adskille pa
Figuren.

Hvis vi i stedet veelger at simulere indgangene i a1 og ao som uafhsengige realiseringer af en
uniform fordeling pé intervallet [—10,10], kan vi benytte disse til at simulere N = 100 for-
skellige datasaet. Da vil vi fa resultaterne i Tabel 4.2, hvor log-likelihood og standardafvigelse
angiver gennemsnittet af maksimum af log-likelihoodfunktionen samt dennes standardafvigel-
se over de N dataseet.
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Figur 4.3: Veekstkurver for den sande model og de to modeller, opnéet ved henholdsvis hlme og optim.

iterationer tid i ms log-likelihood standardafvigelse
hmle 16.86 342 -926.01 14.54
optim 27.33 22325 -941.09 61.50

Tabel 4.2: Tabel over resultater for de to R-funktioner for N = 100 forskellige datasaet.

Her ser vi, at hlme klart fungerer bedre end optim bade med hensyn til tid og maksimering
af log-likelihoodfunktionen. Arsagen til, at optim ikke finder samme maksimum, kan veere
at den ikke fungerer lige s4 godt med det valg af startveerdier, som hlme benytter. Dertil
skal det naevnes, at de to funktioners maksimum af log-likelihoodfunktionen var ens for 79
af tilfzeldene ud til fjerde decimal. Vi kan altsé konkludere, at det er hurtigere at benytte
hlme, men at vi har tiltro til, at optim vil give acceptable resultater, hvis vi benytter flere
forskellige startveerdier. Det er yderligere nemmere at bruge hlme, idet vi hverken selv skal
veelge startveerdier eller kode log-likelihoodfunktionen i (4.18) eller taetheden i (4.21). Koden
til dette eksempel kan ses i Appendiks B.2. <

4.3.3 EM-algoritmen

Vi vil i dette afsnit beskrive Ezpectation-Mazimization-algoritmen (EM-algoritmen), som er
en iterativ metode, der ofte benyttes til at approksimere et lokalt maksimum for en log-
likelihoodfunktion i tilfeeldet, hvor vi har latente variable [29].

Vi lader nu n = (nf,...,n%), C = (C1,...,Cq) og x = [x1---x4)7. For at kunne estimere
parametervektoren 6 i log-likelihoodfunktionen i (4.18), skal vi benytte den komplette likeli-
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hoodfunktion givet ved

d
Lkom(e;ya’rhc) = f(yﬂ%c ‘ .T,G) = Hf(yi»niaci | SCZ,G)
i=1
d
=1 £l i ci,xi0) f(ni | civws; 0) f(ci | 250) (4.40)
i=1

|
.E&

.
Il
—

f Qi | i;0) f(ni | ciyzi50) f(ci | w43 0).

Dermed bliver den komplette log-likelihoodfunktion

d K
Crom (03y,m,¢) =Y | log f(yi | mi;0) +log f(ni | ci,xi;0) + Y 1[ei = k] log min (6)
=1 k=1
(4.41)

EM-algoritmen benytter denne log-likelihoodfunktion til at finde et estimat af 8, som @ger
veerdien af log-likelihoodfunktionen i (4.18) i hver iteration. Vi vaelger indledningsvist en
startveerdi, 09, og gennemferer herefter de folgende to trin for » = 0,1,2,..., indtil den
gnskede konvergens er opnaet [29].

(i) Udregn den forventede veerdi af €30, (8; 9,7, ¢), baseret pa (1, C) |y, ~ f(-,- | y, z;6)),
givet ved

Q(ea Q(T)) = E(U,C)|y,x[£kom (‘97 Yy, 1, C)]

4.42
= /Zf(n,c |y, 230 Com (03 5,1, €)d. (4.42)

(ii) Lad 80D vere det § der maksimerer Q(6,6(")), altsa
o+ = arg max Q0,0). (4.43)

Det naeste parameterestimat findes altsa ved at maksimere den forventede veerdi af den kom-
plette log-likelihoodfunktion, hvoraf navnet pa algoritmen opstar. Bemeerk, at vi kan mak-
simere (4.42) for de tre led i (4.41) enkeltvist, idet de ikke deler nogle feelles parametre i 6.
Derudover ser vi, at

fy,nclz;0)  fly|n,cx;0)f(n,cl|;0)

Tl O =y a0y~ TS ot | a:O)af )
N fly [ m;0)f(n,c| =;6) ‘
e fy o) f(r ¢ | 6)dn”
hvor
d d
fnsela;0) =] fisci | i:0) = [ F(mi | cir iz 0) f(ei | i3 0), (4.45)
=1 =1
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hvormed f(n,c | y,x;0) er en kendt teethed givet 6.

For at se at EM-algoritmen finder et estimat som gger vaerdien af log-likelihoodfunktionen i

(4.18) i hver iteration, betragter vi det fglgende resultat.

Seetning

For maksimering af log-likelihoodfunktionen i (4.18) ved brug af EM-algoritmen, gaelder

det for r =0,1,..., at

20UV 4) > 0(6M; y).

Beuvis:
Det geelder, at log-likelihoodfunktionen baseret pa Y er givet ved

0;y) =log f(y | x;0) =1log f(y,n,c| x;6) —log f(n,c|y,x;0),

hvor sidste lighed kommer af Bayes’ Seetning, hvormed

/Zf(nac |y, 2;00))0(6; y)dn

= /Zf(n,c |y, 2;0) (log f(y,m, ¢ | 2;0) —log f(n, ¢ | y, 2;6)) dn.

Idet [ >, f(n,c|y,x;00))dn = 1 far vi, at ovenstiende kan skrives som

0(0;y) = /Zf(n,c | y,2;0)) (log f(y,m, c | 2;6) —log f(n, ¢ | y,;6)) dn

= Q6,0 /Zf n,c|y,x;00))log f(n, | y,x;60)dn

Det geelder derfor, at
B5y) —L(0D5) = Q(6,6")) — Q6" 01)

nc|y,a;00))

hvor vi ifplge Jensens Ulighed [7, s. 561] kan omskrive sidste led til

n.c|y,;00))

< log </Zf(77>c | ij;g(r))f{(n,c \ y,fc;er) dn)

n.c|y,z;00)

= log </Zf(?7,c | y,x;(?)dn) =log(1) =0,

idet logaritmefunktionen er konkav. Dermed geelder det for § = #"t1) at

00U+ y) = £(0W:y) > QO 0 — (0, 01),

(4.46)

(4.47)

(4.48)

(4.49)

(4.50)

(4.51)

(4.52)
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som er ikke-negativ, idet #"t1) maksimerer Q(6,0()) jeevnfor (4.43). Altsa er
0O y) > 00 y). (4.53)

Som konsekvens af dette resultat, er EM-algoritmen numerisk stabil, hvilket betyder, at en
iteration i algoritmen ikke vil ggre log-likelihoodfunktionen mindre. Vi er dog ikke garante-
ret at finde frem til et globalt maksimum, hvorfor det tilsvarende quasi Newton Raphson-
algoritmerne kan veere ngdvendigt at benytte algoritmen gentagne gange for forskellige start-
veerdier, () [29].

Vi er heller ikke garanteret, at maksimering af Q(#,6(")) i (4.42) er mindre tungt end maksi-
meringen af log-likelihoodfunktionen i (4.18). Vi ser dog, at hvis vi begraenser en GMM ved
at fjerne (;, sa bliver EM-algoritmen forholdsvis simpel, hvilket vi illustrerer i det fglgende
eksempel.

Eksempel 4.3 (Gaussian Mizture model)
Antag, at n; = Zle aglle; = k|, samt at vi for simpelthedens skyld ogsa antager, at vi ikke
har kovariater i data. Da vil det jeevnfer (4.17) geelde, at

yza Zﬂ-zkf Yi | ci = k; )a (4-54)

hvor f(y; | ¢; = k;6) er en normalfordelingsteethed med ukendte parametre oy, og X, og da vi
ikke har nogle kovariater, geelder det, at m;; er ens for alle ¢, og vi noterer dem blot ved myg
for hvert k. I dette tilfselde reduceres en GMM altsa til en Gaussian Mixture model, som ofte
benyttes som en unsupervised klassificeringsmetode [3]. Parametrene i modellen bestar altsa
af aq,...ax,m1,... Tk 0g X, og vi opfatter ikke laengere 7; som latent. Dermed gaelder det,
at

Q0,0 = Zf | 430" 0kom (059, )

—Zf Iy, T) Zlog yz | Cis ) (ci;g))

(4.55)

= ZZf ci | yi;07)) log (f(ys | ci:0)f(ci; 0))

=1 ¢

i K
=3 flei =k |y;0") (log f(yi | ¢ = k; 0) + log m1y.)

i=1 k=1

hvor
i | = /{:'Q(T) ()
Fles =k | ooy = LWil e = R OT)m, (4.56)

f(yi;00)) ’
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hvormed vi har udfgrt det fgrste trin i EM-algoritmen. I det andet trin skal vi maksimere
Q(#,06") i forhold til @, hvor vi for ay, for k=1,..., K, far, at

d
—Q(0,0")) = i =k |y 0)S (g — Aag)A =0 4.57
GakQ( )) ;f(c | 4i;0)E ! (yi — Aa)A = 0, (4.57)
som lgses ved
r if(ci =k |y 0 (r)
Zz 1f(cz—k|yza0( )
Yderligere geelder det, at log || = —log || og ved at maksimere med hensyn til preeci-
sionsmatricen 71, far vi af [25, s. 9-10], at
d K 1
)y — — LN (Y (g — o Ty _
51 @0,0") ;;m k1 yis00)5 (5 = (5 — M) (s — Aa)™) =0, (4.59)
hvormed
Sty S Jei =k [ yis 07) (yi — M) (y; — Acg)”
nr+1) — Zai=1 Zak=1J i Yi k k (4.60)

K
Z?:1 Zk:1 flei=Fk|y;0 )
For slutteligt at bestemme 7r§ i 2 , husker vi, at disse skal overholde begraensningen Z b1 Tk —
1 = 0. Vi benytter derfor en Lagmnge multiplier, A, i maksimeringsproblemet [21, s. 310],
hvormed vi altsa gnsker at lgse

B . - :
I Q0,0)) — X ;m—l Z—f(cl—lﬂyl,ﬂ( )= A=0&
= (4.61)
d
Zf(ci =k | y;0")) = Ay
=1

Vi bemaerker heraf, at
d K K
SO fe = k™) =AY (4.62)
i=1 k=1 k=1
hvormed A = d, da summerne over de K grupper begge giver 1. Dermed kan vi altsa udregne
1
r+1 r
i = P > flei =k |yi00), (4.63)

i=1
hvormed vi har fundet alle elementerne i 71 og dermed maksimeret Q(8,6(")). <
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4 Latente vekstmodeller

4.3.4 Sammenligning af algoritmer

I R er der implementeret flere funktioner til tilpasning af en GMM [33]. Vi har tidligere
brugt hlme-funktionen, og yderligere er EM-algoritmen implementeret i funktionen FLXMR1mm
fra pakken flexmix [12]. I begge disse pakker er der implementeret mulighed for at bruge
algoritmerne gentagne gange for forskellige startvaerdier. Vi vil nu lave et simulationsstudie for
at undersgge disse funktioners konvergenshastigheder. For at ggre dette simulerer vi N = 100
dataseet for forskellige vaerdier af K. I alle disse datasaet er T' = 5 og d = 100. Yderligere lader
vi

= =Ig=0, T.=0, =diag(5,0,0,0,0), %=5I;. (4.64)

For hvert dataseet simulerer vi indgangene i ay, for k = 1,..., K, som uathsengige realiseringer
af en uniform fordeling pa intervallet [—10, 10], samt inddeler individerne i hver gruppe med
sandsynlighed 1/K. Herefter tilpasser vi en GMM med henholdsvis hlme og FLXMRlmm pa
hvert datasaet. I Tabel 4.3 ses gennemsnittene af antal iterationer, tid og maksimum af log-
likelihoodfunktionerne for begge funktioner over de N dataszet samt standardafvigelsen af
log-likelihoodfunktionerne. Koden brugt til denne simulation kan ses i Appendiks B.3.

iterationer tid i ms log-likelihood standardafvigelse

K—9 FLXMR1mm 35.98 1881 -1660.07 21.19
hlme 11.66 284 -1660.09 21.19
K—3 FLXMR1mm 48.22 3509 -1693.76 26.71
hlme 16.76 795 -1691.79 22.24
K—4 FLXMR1mm 51.40 4976 -1712.37 23.98
hlme 21.19 1829 -1713.12 26.91
K—5 FLXMR1mm 66.33 7857 -1721.95 24.14
hlme 29.27 4065 -1726.12 27.47

Tabel 4.3: Tabel over resultater for de to R-funktioner for K = 2,3,4 og 5.

Vi ser, at hlme generelt er hurtigere for alle veerdier af K bade med hensyn til iterationer og
tid brugt. Eksempelvis bruger denne funktion i gennemsnit omkring halvt sa lang tid som
FLXMR1mm for K = 5. Yderligere ser vi, at funktionerne finder teet pa samme veerdi for log-
likelihoodfunktionerne for hvert K samt taet pa ens standardafvigelser. Vi erfarer yderligere,
at hlme ofte ikke kunne konvergere, specielt for K = 4 og K = 5, hvilket ikke var et problem
for FLXMR1mm.

Alternativt kan vi ogsé undersgge de to funktioners konvergenshastigheder, nar d bliver storre
for et fastholdt K. Vi lader derfor K = 2 og gentager de fgrnasevnte simuleringer N = 100
gange for d € {50,100, 200, 500}. Dermed er det samlede antal observationer for hvert datasaet
od.
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iterationer tid i ms log-likelihood standardafvigelse

d =50 FLXMR1mm 30.39 940 -825.18 14.11
hlme 11.42 170 -825.16 14.17
d =100 FLXMR1mm 28.78 1554 -1662.13 16.36
hlme 11.83 280 -1662.00 16.51
d = 200 FLXMR1mm 27.28 2873 -3328.62 34.97
hlme 11.81 479 -3328.03 35.11
d = 500 FLXMR1mm 30.54 8687 -8315.78 34.97
hlme 13.84 1268 -8315.73 35.11

Tabel 4.4: Tabel over resultater for de to R-funktioner for d € {50, 100,200, 500}.

Resultatet af dette kan ses i Tabel 4.4, hvor vi ser, at stgrrelsen af d ikke sendrer meget pa
gennemsnittet af antallet af iterationer, som algoritmerne bruger. Tilsvarende resultaterne i
tidligere undersggelse ser vi, at tiden for FLXMR1mm bliver meget stgrre end hlme, samt at
log-likelihoodfunktionen og standardafvigelsen er cirka det samme. Bemseerk, at forste reekke
i Tabel 4.3 og anden rackke i Tabel 4.4 er ackvivalente undersggelser. Vi bemaerker yderligere,
at denne sammenligning ikke ngdvendigvis er helt meningsfuld, idet de to algoritmer hverken
har samme konvergenskritier eller startveerdier.

En fordel ved at bruge Marquardt-algoritmen frem for EM-algoritmen er, at estimation af
standardfejl for estimaterne er en del af selve algoritmen. Dette ggres, idet Marquardt-
algoritmen approksimerer den inverse Hessematrix, hvilket svarer til minus den inverse af
den observerede informationsmatrix, hvormed vi ssetter

Var(f) = —B("). (4.65)

De tilsvarende metoder til at finde standardfejl for EM-algoritmen har vist sig at give meget
varierende resultater [5, s. 34-35].

Baseret pa denne fordel og de ovenstaende resultater er hlme altsa at foretraekke.

4.4 Valg af antal latente grupper

Nar vi opstiller en GMM, skal vi indledningsvist veelge antallet af latente grupper, K. Dette
valg kan somme tider vaere oplagt, alt efter hvilken undersggelse man gnsker at lave. Det kan
dog stadig veere interessant at undersgge, om der findes et andet mere passende antal grupper,
der beskriver data bedre. Vi skal derfor i dette afsnit undersgge forskellige metoder, som kan
give en indikation pa et passende antal grupper, baseret pa hvordan elevernes CBM-scorer
har udviklet sig over de fire perioder. Overordnet set vil vi beskaeftige os med to forskellige
tilgange nemlig at benytte udvalgte informationskriterier og likelihood ratio-test, som er de
to mest brugte tilgange til modelselektion for en GMM [4, s. 3]. Begge tilgange bestér i at
estimere log-likelihoodfunktionen, ¢ (6;y), for flere forskellige veerdier af K, hvorefter vi kan
sammenligne de tilhgrende modeller.
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4 Latente vekstmodeller

4.4.1 Informationskriterier

En simpel made, hvorpa vi kan sammenligne modeller for forskellige K, er blot ved at sam-
menligne de maksimerede vezerdier af de tilhgrende log-likelihoodfunktioner. Vi kan dog i sa
fald risikere at favorisere modeller med ungdvendig hgj kompleksitet, altsa med rigtig mange
latente grupper, som kan komme til at overfitte data, hvormed vi ogsa bgr tage hgjde for an-
tallet af parametre i modellen. Alternativt kan vi derfor udregne Akaike informationskriteriet
(AIC) for modellerne, som er givet ved

AIC(K) = =205 0k y) + 2m(K), (4.66)

hvor m(K) er antallet af uafhaengige parametre i modellen med K latente grupper, og hvor
0 maksimerer (g [32, s. 5-6]. I denne sammenhaeng vil kandidaten til den bedste model veere
modellen med laveste AIC, hvorfor modellerne straffes for at have mange parametre. Simu-
lationsstudier har vist, at dette informationskriterie har en tendens til at favorisere modeller
med flere latente grupper, end den sande model er specificeret ved [32, s. 5]. Vi kan derfor
alternativt udregne Bayesian informationskriteriet (BIC) for modellerne givet ved

BIC(K) = —20x (0 y) + log(n)m(K), (4.67)

som gger straffen for at have mange parametre og dermed ogsa for at have mange grupper.
Dette informationskriterie har dog i stedet en tendens til at favorisere modeller med fzerre
latente grupper end den sande model [32, s. 5-6].

Eksempel 4.4
Vi laver nu et simulationsstudie for at undersgge valget af model baseret pa ovenstaende. Vi
simulerer derfor d = 100 individer fordelt pa tre grupper med sandsynlighed 1/3, hvor T'=5

og
oy = (—1.97,-0.76,0,0,0)7,
o = (4.35,-3.06,0,0,0)T, (4.68)
a3 = (4.33,-1.79,0,0,0)T.

Yderligere lader vi

Fl :FQ :Fg :07 FCZO, G :diag(3,0,...,0), 22215, (469)

hvilket resulterer i de linesere veekstkurver, som ses pa Figur 4.4.

42



4.4 Valg af antal latente grupper
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Figur 4.4: De sande vakstkurver og det simulerede datasaet.

Ved brug af EM-algoritmen tilpasser vi nu en GMM pa datassettet for K = 1,...,7, og
udregner herefter maksimum af log-likelihoodfunktionen, AIC og BIC. Resultatet af dette
kan ses pa Figur 4.5, hvor vi ser, at AIC og BIC minimeres ved henholdsvis K = 3 og K = 2,
hvormed AIC altsa favoriserer en model med flere grupper end BIC. Det gaelder yderligere, at
maksimum af log-likelihoodfunktionen vokser, nar K bliver stgrre, samt at denne stigning er
mest markant mellem K = 1,2. Ved at betragte tre latente grupper, i stedet for to, stiger log-
likelihoodfunktionen kun ganske lidt, og vi skal derfor overveje, om den ggede kompleksitet
retfeerdigggr den marginalt bedre tilpassede model. R-koden til dette eksempel kan ses i
Appendiks B.4.
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Figur 4.5: AIC, BIC og maksimum af log-likelihoodfunktionen for K = 1,...,7.
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4.4.2 Likelihood ratio-test

Hvis vi i stedet gnsker at udfgre en hypotesetest for det rette antal af grupper, frem for blot
at samle evidens ud fra AIC og BIC, kan vi benytte os af en likelihood ratio-test foreslaet af
Lo, Mendell og Rubin. Denne test kan give evidens for, om data fglger en GMM med enten
Ky eller K; grupper, hvor Ky < K; [15, s. 767]. Typisk vil vi teste for, om vi skal benytte
enten K — 1 eller K grupper for forskellige veerdier af K.

Vi lader indledningsvist Lg,(0k,;y) veere likelihoodfunktionen for en GMM med K, grup-
per, med tilhgrende parametervektor fg,, og ligeledes for Ly, (0k,;y) og Ok,. Betragt nu
hypoteserne

Ho: K = Ky,
0 0 (4.70)
/Hl : K= Kl.
Da far vi, at teststorrelsen for en likelihood ratio-test for ovenstaende nulhypotese er givet
ved
L, Oy
LR — —2log | LE0l0Koiy) ) (4.71)
LK1 9K1;y)

hvor Ko 08 Ok, er estimerede veerdier af henholdsvis 6 K, 08 0k, for de to modeller [15, s. 771].
Det gaelder dog ikke, at denne teststorrelse asymptotisk fglger en y2-fordeling med m(Ky) —
m(Kp) frihedsgrader, som en ssedvanlig likelihood ratio-teststorrelse gor. Dette skyldes, at
under Hg vil nogle af mikstursandsynlighederne, m;;, veere 0, hvorfor a. vil ligge pa randen af
parameterrummet, hvormed visse regularitetsbetingelser ikke er opfyldt [17, s. 343]. I stedet er
denne teststorrelse asymptotisk fordelt som en vaegtet sum af m = m(K;)+m(Ky) uathengige
x2(1)-fordelte variable, sidan at

LR 2 M2+ + AuZi, (4.72)

nr d — oo, hvor Z; ~ x2(1) for i = 1,...,m [15, s. 772]. Her geelder det, at \; er den i’te
egenveerdi til matricen

—Bl(eKl)Al(AKl) —Bio(fx, . 0x,) Ao(O,)
) A ‘ (4.73)
Blo(eKlaeKo) A 0 ) BO(QI(O)}lO(GK'O)_1 ’
hvor
i 2
Al(gKl):]EY WIOgLKl(eKI,Y) s
L 17V K
S
AQ(GKO):EY WlOgLKO(eKO,Y) s
L 07" Ko
2 ) _
Bi(0k,) = Ey 90, log L, (05, Y) 5 108 L, (0kc15 Y) | (4.74)
1 K |
2 ) -
By(0k,) = Ey 90, l0g Ly (0r0: Y) 5 7108 Lo (Orcs V) |
0 KO i
2 ) -
Bi1o(0k,,0k,) = Ey 90, log L, (0x,; )80T log L, (0K Y)
L 1 Ko i
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Denne teststgrrelse konvergerer forholdsvis langsomt mod den asymptotiske fordeling og
er derfor kun brugbar for store stikprgver. Vi kan da i stedet betragte den justerede LR-
teststgrrelse givet ved

LR

Mt = T (Gn(®) — mi(Ko)) logn) 17

(4.75)

som er hurtigere til at konvergere mod den asymptotiske fordeling, hvormed brugen af denne
teststorrelse regnes for at veere mere palidelig end ved brug af teststgrrelsen i (4.71) [15, s.
774].

Bemaerk, at for at udlede analytiske udtryk for egenveerdierne i (4.72) skal vi udregne de afle-
dede og de dobbeltafledede af de to log-likelihoodfunktioner, hvilket kan veere bade besveerligt
og tidskraevende. Derudover har det ogsa vist sig, at argumentationen for at LR asymptotisk
folger denne fordeling, nar d — oo, indeholder betydelige matematiske fejl [9]. For derfor at
undga denne asymptotiske fordeling kan vi i stedet bruge parametrisk bootstrap til at estimere
p-veerdien for hypotesetesten. Denne metode kaldes Bootstrap likelihood ratio-test (BLRT) og
bestar af fplgende trin [18, s. 229].

(i) Estimer to modeller med henholdsvis Ky og K; grupper og udregn likelihood ratio-
teststorrelsen i (4.71).

(ii) For b=1,..., B, simuler et datasat, y*, baseret pa modellen med K, grupper, estimer
to nye modeller med henholdsvis Ky og K grupper og udregn

LR; = —2log - (4.76)
L, (0%,:9%)
(iii) Estimer p-veerdien for hypotesetesten ved
1 B
P > 1[LR; > LR]. (4.77)

b=1

Bemaerk, at LR} er udregnet under antagelse af, at Ho er sand, hvorfor det er meningsfuldt
at sammenligne disse med LR for at teste hypotesen.

Denne metode er udregningsmaessig tung, idet vi skal veelge en stor veerdi af B samt flere
forskellige startvaerdier for hver tilpasning af de to modeller, for hvert b, for at fa gode approk-
simationer. Trods dette, er det dog den fortrukne metode til at udfegre likelihood ratio-test for
en GMM [32, s. 6]. Denne udregningsmzessige udfordring betyder, at den typiske fremgangs-
made til at veelge antallet af grupper er forst at undersgge forskellige veerdier af K ved hjeelp
af AIC og BIC, hvorefter vi laver BLRT for udvalgte veerdier af K.

Eksempel 4.4 (fortsat)
Vi husker, at AIC og BIC blev minimeret ved henholdsvis K = 3 og K = 2. Lad nu Ky = 2
og K7 = 3, hvormed vi fér, at

LR = 12.5349. (4.78)
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Vi simulerer nu B = 1000 datasset baseret pa modellen hvor K = 2, hvis parameterestimater
er givet ved

&1 = (0.65,—0.29, —1.06,0.38, —1.11)7T,

(4.79)
g = (5.44, —4.41,2.39, —1.92,2.19)7,

U = diag(11.3524,0, . . ., 0) og 3 = 3.894075. Sammenligner vi de simulerede dataszets likelihood-

ratios med LR, far vi at p ~ 0.191, hvormed vi ikke kan forkaste Hg. Fordelingen af LR;, kan

ses i Figur 4.6. Vi ser altsa en indikation p&, at vi vil fa en bedre tilpasset model ved at bruge

K = 2, selvom det sande antal grupper er tre. R-koden til dette eksempel kan ses i Appendiks

B.4.

Density
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1 | ]
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Figur 4.6: Histogram over LR}, for b=1,...,1000, med LR markeret ved den lodrette linje.

4.5 Dataanalyse ved brug af Growth Mixture modeller

Vi vil i dette afsnit tilpasse en GMM med K = 3 pa hvert datasaet for herefter at sammenligne
med resultaterne i Afsnit 3.5 bade i forhold til estimaterne og gruppeinddelingerne. Derudover
vil vi undersgge, om der er et mere optimalt valg af K og i sa fald tilpasse en model med
dette K. R-koden til dette afsnit kan findes i Appendiks B.5.

4.5.1 Modeller med tre latente grupper med EM-algoritmen

Vi sa i Afsnit 3.5 en indikation pa, at den mest relevante stokastiske effekt at have med i en
mixed model er eleveffekten. Vi gnsker derfor at tilpasse en GMM for K = 3 grupper, hvor
vi lader variablen id indga som den eneste stokastiske variabel. Derudover gnsker vi ikke at
inkludere krydsfaktoren gender:time eller den stokastiske krydsfaktor id:time i modellen,
sddan at resultaterne er mest muligt sammenlignelige med modellen i Afsnit 3.5. Vi far dermed
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en model pa formen

K

Y; = A Z(ak + I‘Icl'gender)]-[ci = k] + C’L + &4, (480)
k=1

hvor Ty, = ey for standardvektoren e;. Derudover er ¢; ~ N5(0,¥) og &; ~ N5(0,02%I5), hvor
U = diag(1)i4,0,0,0,0). Vi tillader altsa hver elev at have en stokastisk skeering samt vacksten
og kgnseffekten at veere gruppespecifikke. Vi benytter da EM-algoritmen, implementeret i R-
funktionen FLXMR1mm, til at estimere de relevante parametre for datasset 1, med 1000 forskellige
startveerdier, hvormed vi far estimaterne i Tabel 4.5 samt de tilsvarende middelvaekstkurver pa
Figur 4.7. P4 samme made tilpasser vi ogsa en GMM for datasset 2, og parameterestimaterne
og middelvaekstkurverne for denne kan ses henholdsvis i Tabel 4.6 og pa Figur 4.8.

intervention = 1: intervention = 2:
gruppe 1 gruppe 2 gruppe 3 gruppe 1 gruppe 2 gruppe 3
Qg1 6.8146 6.1655 8.5924 k1 6.2061 9.6882 11.3850
k2 -0.1551 0.5216 2.1863 02 0.9288 -0.9922 4.9546
g3 4.1815 1.9301 1.7031 k3 -0.1483 1.9914 -3.4152
QL4 -4.2322 5.3162 -0.1688 k4 1.9312 8.9768 0.1804
ags 0.6499 -18.8117 -3.3220 aLs -2.3090 -7.6473 0.9846
Vi 1.0925 6.1828 0.2878 Yk 0.5260 7.1236 1.2751
Tabel 4.5: Parameterestimater for datasset 1 ved Tabel 4.6: Parameterestimater for dataset 2 ved
brug af EM-algoritmen. brug af EM-algoritmen.

Yderligere far vi for datasaet 1, at

hia = 13.0132 og &% = 6.6463, (4.81)
og tilsvarende for datasaet 2, at

ia = 76645 og 62 = 6.5430, (4.82)

Bemaerk, at den estimerede residualvarians for dataseet 1 udger 32% af den sammelede va-
rians, hvilket er tilsvarende modellen, der indeholder den systematiske gruppeeffekt, i Afsnit
3.5, hvor den udger 33%. Yderligere geelder det for dataseet 2, at residualvariansen udger 46%
sammenlignet med 34% for den tilpassede mixed model. Derudover ser vi ogsa, at elevvari-
ansen er markant mindre end for de tilpassede mixed modeller. Dette kan skyldes den ggede
kompleksitet af middelveerdistrukturen, samt at modellen praedikterer hvilke elever, der skal
tilhgre hvilken gruppe ud fra data.

I Tabel 4.5 ser vi, at gruppe 1 har en sndring i heeldningen i anden periode pa G153 = 4.1815
i forhold til den forrige periode. Dermed ma det gelde, at testscorerne forventes at stige
med &9 + G135 = —0.1551 4 4.1815 = 4.0264 point for denne gruppe i denne periode, idet
P Qp(s4+1) svarer til heeldningen i den m’te periode. Yderligere er qq = —4.2322, hvormed
heeldningen i tredje periode flader ud, idet 4.0264 — 4.2322 = —0.2058. En oversigt over
omregning af estimater kan ses i Appendiks A. Dette svarer til, hvad vi ser pa den tilsvarende
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Figur 4.8: Middelveekstkurverne for dataset 2 ved
brug af EM-algoritmen.

Figur 4.7: Middelveekstkurverne for dataset 1 ved
brug af EM-algoritmen.

middelvaekstkurve i Figur 4.7. Det geelder altsa, at veekstkurven for denne gruppe stiger i
anden periode, hvor eleverne er blevet undervist i brgkregning.

Ved at udregne alle haeldningerne for middelvaskstkurverne for datasset 1, som i Appendiks
A, kan vi sammenligne disse med estimaterne i Tabel 3.2, hvormed vi opnar resultaterne i
Tabel 4.7. Vi ser her, at haeldningerne for kurverne for gruppe 1 og 3 generelt stemmer overens

intervention = 1:

mixed model GMM afvigelse
Ogzoupt -0.0242  -0.1551  0.1793
022 upt 3.5951  4.0264  0.4313
8 toupt 0.6284  -0.2058  0.8342
O oupt -0.3240  0.4441  0.7681
Ogroup2 0.4779  0.5216  0.0437
022 up2 4.3920  2.4517  1.9403
5 up2 2.0302  7.7679  5.7377
Sgoup?2 -0.0443 -11.0438  10.9995
Ogroups 2.4517  2.1863  0.2654
O oup3 3.1184  3.8894  0.7710
5 oup3 24572  3.7206  1.2634
Ogooup3 0.1598  0.3986  0.2388

Tabel 4.7: Sammenligning af estimater for den tilpassede mixed model og den tilpassede GMM, ved brug af
EM-algoritmen.

med heeldningerne for kurverne for de lavt og hgjt preesterende elever. Pa Figur 4.7 ser vi
ligeledes, at middelvaekstkurverne for gruppe 1 og 3 ligner kurverne, som vi opnaede i Afsnit
3.5. Specielt geelder det, at kurverne for gruppe 1 og for de lavt prasterende elever ligner
forskydninger af hinanden, som ogséa bekraeftes af resultaterne i Tabel 4.7. Derimod ser vi, at
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kurven for gruppe 2 har en meget stort positiv haeldning i tredje periode, efterfulgt af en stor
negativ heeldning i fjerde periode, som ikke stemmer overens med nogle af kurverne for den
tilpassede mixed model.

Afvigelsen fra middelvaekstkurverne for den tilpassede mixed model kan skyldes en ny gruppe-
inddeling, hvorfor vi gnsker at sammenligne disse inddelinger. I Tabel 4.8 ser vi, at modellen
for datasset 1 preedikterer syv elever til at ligge i gruppe 2, i modsatning til gruppen med
de middel preesterende elever, baseret pa de nationale tests, hvor der er 111 elever. Dette er
altsa arsagen til, at veekstkurven for gruppe 2 pa Figur 4.7 er sa forskellig fra kurven for de
middel prassterende elever. Pa Figur 4.9 ser vi de observerede vaekstkurver for de syv indivi-
der praedikteret til gruppe 2. Her bemaerker vi, at alle disse elever har faet en hgj testscore i
fjerde test efterfulgt af en lav testscore i femte test, hvilket er en tendens, som modellen har
opfanget. Yderligere ser vi i datasset 2, at der er praedikteret 166 elever til gruppe 1, hvoraf
98 af dem tilhgrer den middel praesterende gruppe. Dette kan have en sammenhaeng med,
at middelveekstkurverne for de lavt og middel praesterende elever ligger meget teet, jeevnfor
Figur 3.3. Bemaerk, at modellen for dette datasaet ligeledes praedikterer fa elever til at tilhgre
gruppe 2, som tilsvarende datasaet 1 har en stor heeldning i tredje periode.

intervention = 1: intervention = 2:
NT\GMM 1 2 3] total NT\GMM 1 2 3| total
1 45 2 ) 52 1 46 2 0 48
2 62 4 45 111 2 98 10 13 121
3 15 1 39 55 3 22 2 20 44
total | 122 7 89 218 total | 166 14 33 213

Tabel 4.8: Sammenligning af gruppeinddelingen baseret pa de nationale tests (NT) med inddelingen baseret
pa den tilpassede GMM, ved brug af EM-algoritmen.
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Figur 4.9: Observerede vaekstkurver for de syv elever i datasaet 1, som er praedikteret til at tilhgre gruppe 2.
Derudover ser vi, at der kun er fa elever i datasset 1 fra gruppen med de lavt praesterende,
som ifglge den tilpassede GMM bgr tilhgre gruppe 3 og omvendt. Vi ser ogsa, at nzesten alle

middel praesterende elever tilhgrer enten gruppe 1 eller gruppe 3, hvoraf stgrstedelen bliver

49
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praedikteret til at tilhgre gruppe 1. Dette forklarer forskydningen af den tilhgrende vaekstkurve
i forhold til den vi fik ved brug af en mixed model. Tilsvarende geelder det i dataseet 2, at der
ikke er nogle elever, der er i den lavt praesterende gruppe, som bliver praedikteret til gruppe 3.
Dog er det omvendte ikke tilfzeldet. De to gruppeinddelinger stemmer altsd overens for 40%
af eleverne i datasat 1 og for 36% af eleverne i dataseet 2.

For at fa et udtryk for korrelationen mellem gruppeinddelingerne kan vi bruge Spearmans
korrelationskoefficient. Lad r,, veere rangen for den i’te realisering af den stokastiske variabel
X, sadan at r,, = j, hvis x; er den j’te mindste veerdi iblandt realiseringerne af X. For n
realiseringer af den stokastiske variabel (X,Y") er Spearmans korrelationskoefficient givet ved

Z?:l(rm — Tg)(ry, — Ty)

b
V(e = )2 (ry, — 7y)?

: (4.83)

hvor 7, er gennemsnittet af ry, for ¢ = 1,...,n [22, s. 430]. Vi kan nu udregne Spearmans
korrelationskoefficient mellem de to gruppeindelinger, som er 0.43 og 0.38 for henholdvis
dataseet 1 og 2. Der er altsa en svag til moderart positiv korrelation mellem inddelingerne.

Vi sammenligner nu gruppeinddelingen baseret pa den tilpassede GMM med de praedikterede
eleveffekter fra Afsnit 3.5, som var praedikteret ud fra modellen uden group-faktoren. Denne
sammenligning kan ses i Figur 4.10. Vi ser her, at eleverne i gruppe 3 generelt har positive
preediktioner, hvilket iseer er tilfeeldet for datasset 2, samt at eleverne i gruppe 1 generelt har
negative preediktoner. Altsa tyder det pa, at der er en sammenhang mellem eleveffekten fra
den tilpassede mixed model og praediktionen af gruppeinddelingen. Bemaerk, at idet gruppe
2 for datasset 1 kun bestéar af syv individer, kan det vaere misvisende at opfatte denne gruppe
som de middel praesterende elever og tilsvarende for dataseet 2.

intervention =1 intervention = 2

10

id effect

id effect

-10

gmmgroup gmmgroup

Figur 4.10: Boksplots af de praedikterede eleveffekter fra den tilpassede mixed model fordelt over gruppeind-
delingen for den tilpassede GMM, ved brug af EM-algoritmen.

Ved nu at udregne de gennemsnitlige posterior sandsynligheder for hver af de tre grupper,
for modellen tilpasset pa datasaet 1, far vi 0.8787 for gruppe 1, 0.9043 for gruppe 2 og 0.8724
for gruppe 3. Disse gennemsnit indikerer, at grupperne generelt er godt separerede, idet de
alle er teet pa 1, og vi ser den samme indikation i rootogrammet pa Figur 4.11. Tilsvarende
far vi henholdsvis 0.9751, 0.8623 og 0.8701 for modellen, der er tilpasset pa dataseet 2. Idet
gruppe 1 har en markant hgjere ratio end de resterende grupper, gelder det, at denne gruppe
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4.5 Dataanalyse ved brug af Growth Mizture modeller

er bedre separeret fra de to andre grupper, end de andre grupper er. Dette stemmer overens
med Figur 4.12, hvor rootogrammet for denne gruppe viser en hgj frekvens omkring 1.

intervention =1

00 02 04 06 08 1.0
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Figur 4.11: Rootogrammer for dataszet 1 ved brug af EM-algoritmen.
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Figur 4.12: Rootogrammer for datasst 2 ved brug af EM-algoritmen.

Ved at udregne (; som i (4.19) for i = 1,...,d, kan vi opna residualvektoren y — ¢, hvormed
vi far Q-Q-plottene pa Figur 4.13. Her ser vi, at antagelsen om normalitet af Y er acceptabel.
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intervention =1 intervention = 2
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Figur 4.13: Q-Q-plots af residualerne for modellerne tilpasset ved EM-algoritmen pa henholdsvis datasaet 1
og 2.

4.5.2 Modeller med tre latente grupper med Marquardt-algoritmen

Tilpasser vi i stedet modellen i (4.80) ved brug af Marquardt-algoritmen, implementeret i R-
funktionen hlme, med 1000 forskellige startvaerdier, far vi estimaterne i Tabel 4.9 og 4.10. Her
er grupperene nummereret som grupperne baseret pa modellen tilpasset ved EM-algoritmen,
sddan at deres vaekstkurver stemmer overens. Ved brug af denne metode, far vi estimater,
som er nogenlunde tilsvarende estimaterne opnaet ved EM-algoritmen, hvilket bekraeftes af
Figur 4.14 og 4.15.

intervention = 1: intervention = 2:
gruppe 1 gruppe 2 gruppe 3 gruppe 1 gruppe 2 gruppe 3
a1 6.5802 5.8821 8.5951 (e751 6.0316 9.7791 10.0179
Q2 -0.2637 0.3972 1.9231 Q2 0.7673 -1.1797 3.7433
g3 4.2172 2.0086 2.0315 Q3 -0.0630 2.1884 -2.2593
k4 -4.3438 5.7648 -0.6498 k4 1.8820 9.2380 0.9195
Qg5 0.6007 -19.5866 -2.8222 Qg5 -2.2882 -7.9175 -0.3277
Yk 0.6922 7.9935 4.7236 Yk 0.2576 6.9127 1.1900
Tabel 4.9: Parameterestimater for datasset 1 ved Tabel 4.10: Parameterestimater for dataseset 2 ved
brug af Marquardt-algoritmen. brug af Marquardt-algoritmen.

Yderligere far vi for dataseet 1, at

iq = 7.7813 og 62 = 6.7055, (4.84)
og tilsvarende for dataszet 2, at

hiq = 16,9001 og &2 = 6.5184. (4.85)
Altsa udger elevvariansen for datasaet 1 og 2 henholdsvis 54% og 72% af den samlede varians.
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Figur 4.14: Middelvaekstkurver for datasset 1 ved Figur 4.15: Middelvaekstkurver for datasset 2 ved
brug af Marquardt- og EM-algoritmen. brug af Marquardt- og EM-algoritmen.

Vi ser nu pa Figur 4.14, at middelvaekstkurven for gruppe 1 baseret pa Marquardt-algoritmen
ligger lavere end den tilsvarende kurve baseret pa EM-algoritmen. Tilsvarende ser vi pa Fi-
gur 4.15, at alle kurverne for modellen tilpasset ved Marquardt-algoritmen er lavere end de
tilsvarende kurver baseret pa EM-algoritmen. Dette kan skyldes, at gruppeinddelingen ved
brug af de to metoder ikke stemmer overens for alle individer, og en sammenligning af disse
inddelinger kan ses i Tabel 4.11. Det geelder heraf, at de to preedikterede gruppeinddelinger
for bade datasaet 1 og 2 stemmer overens for henholdsvis 93% og 92% af eleverne. Eksempelvis
ser vi for datasset 1, at den eneste forskel pa de to inddelinger er de 16 elever, som modellen
tilpasset ved Marquardt-algoritmen praedikterer til at tilhgre gruppe 3, men som modellen
tilpasset ved EM-algoritmen praedikterer til at tilhgre gruppe 1. Forskellen i disse inddelinger
kan skyldes, at de to implementeringer af algoritmerne ikke har de samme konvergenskriterier.

intervention = 1: intervention = 2:
EM\Marq. 1 2 3 | total EM\Marq. 1 2 3| total
11106 O 16 122 11149 0 17 166
2 0o 7 0 7 2 0 13 1 14
3 0 0 &9 89 3 0 0 33 33
total | 106 7 105 218 total | 149 13 51 213

Tabel 4.11: Sammenligning af gruppeinddelingen baseret pa modellen tilpasset ved Marquardt-algoritmen
med inddelingen baseret pa modellen tilpasset ved EM-algoritmen.

AIC og BIC for modellerne ved EM- og Marquardt-algoritmen kan ses i Tabel 4.12. Bemaerk,
at vi opnar de laveste veerdier af AIC og BIC ved brug af Marquardt-algoritmen, hvilket
indikerer, at denne algoritmen giver de bedste tilpassede modeller.

En fordel ved at bruge Marquardt-algoritmen er, at variansen for alle parameterestimaterne
udregnes som en del af metoden. Vi kan derfor lave Wald-test for at undersgge nulhypotesen
om, at vaekstkurvernes haeldninger er 0, hvormed elevernes udvikling ikke er signifikant. Be-
maerk, at disse heeldninger er udregnet som i Appendiks A. Teststgrrelsen for Hy : 5?;;;% =0
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4 Latente vekstmodeller

AIC BIC

dataseet 1 EM 5234.71 5341.44
Marq. 5231.52 5312.75

datasset 2 EM 5223.58 5330.81

Marq. 5219.75 5300.43

Tabel 4.12: AIC og BIC ved brug af EM- og Marquardt-algoritmen for begge datasset.

er da givet ved

St(t+1
wr— Ogtough)”

— ﬁ 9
Var(éé(rt:;p)k)

k=1,2,3, t=1,...,4, (4.86)

som er asymptotisk y?(1)-fordelt under Hq [16, s. 23]. Denne test er i dette tilfzelde menings-
fuld, sa leenge at &y er en god approksimation af MLE for aj, som er asymptotisk normal-
fordelt, ndr d — oo, hvormed 5;(;::12@ ogsa er asymptotisk normalfordelte for ¢t = 1,...,4.
Resultaterne af disse tests for alle haeldningerne for modellen tilpasset pa datasaet 1 kan ses i
Tabel 4.13. Bemaerk, at idet modellen tilpasset ved Marquardt-algoritmen, ligesom ved EM-
algoritmen, kun har tildelt syv elever til gruppe 2, er det ikke meningsfuldt at sammenligne
middelvaekstkurven for denne gruppe med den tilsvarende kurve for den tilpassede mixed mo-
del fra Afsnit 3.5. Sammenligner vi dog gruppe 1 og 3 for denne model med de lavt og hgjt
praesterende elever, ser vi, at det er de samme perioder, hvori veeksten i elevernes udvikling
er signifikant. Vores konklusioner stemmer derfor overens med konklusionerne i Afsnit 3.5. Vi
bemaerker yderligere, at disse estimater ogsa stemmer godt overens med heeldningerne i Tabel
4.7 for modellen tilpasset ved brug af EM-algoritmen.

intervention = 1:

mixed model  p-veerdi GMM  p-veerdi
Ogroupt -0.0242  0.96940 -0.2637  0.54495
Oam upt 3.5951 4.48¢-08 ***  3.9535  0.00000 ***
5 oupt 0.6284  0.36650 -0.3903  0.40660
Ogooupt -0.3240  0.63998 0.2104  0.68221
Oazoup?2 0.4779  0.25160 0.3972  0.83128
022 up2 4.3920 2.48e-23 *** 24058  0.14938
53 oup2 2.0302 8.30e-06 *** 81706 1.67e-06 ***
02 oup?2 -0.0443  0.92110 -11.4160  1.57e-11 %
Ogzoup3 2.4517 4.00e-05 *** 19231 1.18e-05 ***
022 up3 3.1184 4.52e-07 ***  3.9546  0.00000 ***
O toup3 2.4572  0.00010 ***  3.3049 2.09e-10 ***
O oup3 0.1598  0.79880 0.4826  0.28604

Tabel 4.13: Sammenligning af estimater for modellerne tilpasset pa dataseet 1 samt p-veerdierne for hver test.
Signifikanskoder: 0 "***0.001 "**’, 0.01 "*’, 0.05
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4.5 Dataanalyse ved brug af Growth Mizture modeller

Vi tilpasser nu igen modellen i (4.80) ved brug af Marquardt-algoritmen, men hvor vi lader
ay veere ens med undtagelse af ayq, for £ = 1,2, 3, hvormed vi far ens haldninger pa vaekst-
kurverne inden for alle tre grupper men forskellige skeeringer. Middelvaekstkurverne for denne
model kan ses pa Figur 4.16, og vi far en AIC og BIC pa henholdsvis 5324.67 og 5372.05
for dataseet 1 og 5312.56 og 5359.62 for datasaet 2. Da disse veerdier er stgrre end veerdierne
for modellerne med forskellige haeldninger for de tre grupper, indikerer dette, at en GMM
forbedres for dette datsaet, hvis vi tillader forskellige haeldninger for grupperne. Bemeerk, at
dette ogsa stemmer overens med F-testen i Afsnit 3.5 om, at krydsfaktoren group:time er
signifikant for den tilpassede mixed model.
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Figur 4.16: Middelvaekstkurver for modellerne hvor alle gruppernes vaekstkurver har samme haldninger.

Ved igen at udregne (; som i (4.19) fori = 1,...,d, opnar vi Q-Q-plottene for residualvektoren,
som ses pa Figur 4.17. Heraf ser vi ogsa, at normalitet af Y er en acceptabel antagelse.
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Figur 4.17: Q-Q-plots af residualerne for modellerne tilpasset ved Marquardt-algoritmen pa henholdsvis da-
taszet 1 og 2.

4.5.3 Undersggelse af det optimale antal grupper

Vi er yderligere interesserede i, om der er et andet mere oplagt antal grupper, som beskriver
data bedre. Vi betragter fgrst dataseet 1 og tilpasser en GMM for K = 1,...,5, ved brug
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af EM-algoritmen, hvor vi benytter 100 forskellige startveerdier for hvert K. Vi opnar da
veerdierne for AIC, BIC og estimater for den maksimerede log-likelihoodfunktion, som kan
ses pa Figur 4.18. Ifglge dette vil det altsa veere mest oplagt at veelge K = 2 eller K = 4. Vi
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Figur 4.18: AIC, BIC og maksimum af log-likelihoodfunktionen for K = 1,... 5.

laver derfor en BLRT med Ko =2, K1 =4 og B = 1000, hvor vi yderligere far, at likelihood
ratio-teststgrrelsen er LR = 41.5119. Resultatet af dette kan ses pa Figur 4.19, hvor vi far en
tilhgrende p-veerdi pa 0.002, hvorfor vi forkaster nulhypotesen om, at der er to grupper.

Density

[ T T T T 1
0 10 20 30 40 50

0.00 0.01 002 0.03 0.04 005

LRb

Figur 4.19: BLRT for datasezet 1, hvor den lodrette linje repraesenterer LR = 41.5119.

Modellen med fire grupper for datasaet 1 inddeler individerne i gruppestgrrelser pa henholdvis
86, 75, 12 og 45, og for denne model far vi middelvaekstkurverne pa Figur 4.20. Vi ser her, at
vi stadig har en gruppe af elever, som generelt har hgje testscorer til den fjerde test og lave
testscorer til den efterfglgende test, som nu bestar af 12 individer. Yderligere har vi tre kurver,
der ligner dem fra den tilpassede mixed model fra Afsnit 3.5, hvilket ses i sammenligningen
pa Figur 4.21, hvor kurven for gruppen med de 12 indvider er udeladt. Hvis vi nummererer
grupperne saledes, at gruppen med 12 indvider er gruppe 4, samt at de resterende grupper
rangeres efter, hvor hgjt deres middelvaekstkurver ligger, kan vi opstille Tabel 4.14, hvormed
vi kan sammenligne gruppeinddelingerne.
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test score

Figur 4.20: Middelvaekstkurver for den tilpassede
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Figur 4.21: Udvalgte middelveekstkurver for GMM

med K = 4, sammenlignet med middel-
veekskurverne for mixed model.

NT\GMM | 1 2 3 4| total
136 12 2 2 52

2131 56 19 5! 111

3| 8 18 24 5 55

total | 75 86 45 12| 218

Tabel 4.14: Sammenligning af gruppeinddeling baseret pa den tilpassede GMM, med fire grupper, og de

nationale tests.

Vi ser her, at eleverne i gruppe 4 kommer fra alle tre praestationsgrupper, samt at det igen
geelder, at kun fa elever fra den lavt praesterende gruppe praedikteres til at ligge i gruppe 3 og
omvendt. Praediktionerne for den tilpassede GMM stemmer overens med gruppeinddelingen
for de nationale tests for 53% af eleverne, og vi far en svag til moderat positiv Spearman
korrelation péa 0.44 mellem de to gruppeindelinger.
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Figur 4.22: AIC, BIC og maksimum af log-likelihoodfunktionen for K =1,...,5.
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Vi benytter nu samme fremgangsmade for datasset 2, hvor vi far resultaterne pa Figur 4.22.
Her ser vi, at AIC falder som antallet af grupper vokser, men at BIC er minimeret ved K = 2.
Det geelder yderligere, at log-likelihoodfunktionen stiger, ndr K bliver storre. Baseret pa BIC
er det oplagt at veelge modellen med K = 2. Denne model pradikterer gruppestgrrelser pa
henholdsvis 45 og 168 elever, og de tilsvarende middelveekstkurver er pa Figur 4.23 sammen-
lignet med middelvaekskurverne for den tilpassede mixed model fra Afsnit 3.5. Vi ser her, at
den gverste kurve for den tilpassede GMM stemmer overens med kurven for de hgjt praeste-
rende elever, samt at den nederste kurve stemmer overens med kurverne for de lavt og middel
praesterende elever.
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Figur 4.23: Middelvaekstkurver for den tilpassede GMM med K = 2 for dataseet 2, ssammenlignet med vaekst-
kurverne for den tilsvarende mixed model.

Sammenligner vi modellens praediktioner med gruppeinddelingen baseret pa de nationale test,
far vi resultaterne i Tabel 4.15. Her ser vi, at stgrstedelen af de lavt og middel praesterende
elever er i gruppe 1, hvorimod halvdelen af de hgjt preesterende elever er i gruppe 2. Dette
kan veere arsagen til, at middelvaekstkurven for gruppe 2 er hgjere end kurven for de hgjt
praesterende elever i den tilpassede mixed model.

intervention = 2:
NT\GMM 1 2] total
1| 47 1 48
21101 20 121
3| 20 22 44
total | 168 45 213

Tabel 4.15: Sammenligning af gruppeinddelingerne baseret pa den tilpassede GMM, med to grupper, og de
nationale tests.
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Analysen af datasaset 1, ved brug af den tilpassede mixed model i Afsnit 3.5, viste, at de lavt
praesterende elever kun udviklede deres matematiske kompetencer inden for brgkregning i
anden periode, hvor de blev introduceret for brgker i undervisningen. De middel praesterende
elever udviklede sig ogsa i denne periode, men yderligere ogsa i tredje periode, hvor de havde
et mere komplekst undervisningsforlgb om brgkregning. Derudover udviklede de hgjt praeste-
rende elever sig ogsa i forste periode. Ud fra variansestimaterne sa vi, at stgrstedelen af den
totale varians blev udgjort af elevvariansen med 59%, samt at hverken klasse- eller skoleva-
riansen havde megen betydning for modellen. For datasset 2 kom vi lignende frem til, at de
lavt preesterende elevers udvikling kun var signifikant i perioden, hvor de blev introduceret
til brgkregning, samt at de hgjt praesterende elever ogsa udviklede sig i andre perioder. Dette
forstaerker altsa vores resultater, idet de to datasset er uafhaengige.

I Afsnit 4.5 sa vi, at vi ved brug af en GMM med tre grupper, tilpasset ved EM-algoritmen,
fik middelvaekstkurver, som overvejende lignede dem vi fik for lavt og hgjt preesterende elever
i Afsnit 3.5. For begge dataseet var vaekstkurven for gruppe 2 dog betydelig anderledes fra alle
kurverne baseret pa de tilpassede mixed modeller. Dette skyldes angiveligt, at de tilpassede
GMM’er praedikterer meget fa elever til at tilhgre denne gruppe. Disse elever havde en szrlig
tendens, som modellerne opfangede, hvilket vi sa pa Figur 4.9 for datasaet 1. Yderligere sa vi,
at der er en svag til moderat positiv korrelation mellem disse to gruppeinddelinger.

Ved at sammenligne gruppeinddelingen, baseret pa den tilpassede GMM, med de praedikterede
eleveffekter fra Afsnit 3.5, sa vi, at eleverne i gruppe 1 generelt har negative effekter, samt at
eleverne i gruppe 3 generelt har positive effekter for begge datasaet. Denne gruppeinddeling
har altsa den gnskede sammenhseng med elevernes individuelle effekter pa deres udvikling.

Ved i stedet at benytte Marquardt-algoritmen fik vi vaekstkurver, som ligner vaekstkurverne
for modellen tilpasset ved EM-algoritmen, hvilket ogsa bekraftes af, at gruppeinddelingerne
stemmer overens for 93% og 92% af eleverne i henholdsvis datasaet 1 og 2. For datasset 1 er
vaekstkurven for gruppe 1 en smule lavere end kurven opnaet ved brug af EM-algoritmen,
hvilket skyldes, at modellen tilpasset ved Marquardt-algoritmen preedikterer nogle elever fra
gruppe 1 i den forrige model til at tilhgre gruppe 3. Denne forskel kan skyldes, at de to
implementeringer af algoritmerne ikke har de samme konvergenskriterier. Altsa minder mid-
delvaekstkurverne opnéet ved brug af den tilpassede GMM og den tilpassede mixed model
overvejende om hinanden med undtagelse af kurverne for gruppe 2 og for de middel prae-
sterende elever. Sammenligningen i Tabel 4.13 for datasset 1 bekreefter ogsd ovenstaende
konklusioner. Heraf bemzerker vi ogsé, at ved brug af en GMM, er det kun haldningerne i
tredje og fjerde periode, som er signifikante for gruppe 2.
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Derudover udger elevvariansen for datasset 1 og 2 henholdsvis 66% og 54% af den totale
varians for modellerne tilpasset ved brug af EM-algoritmen og henholdsvis 54% og 72% for
modellerne tilpasset ved brug af Marquardt-algoritmen. Stgrstedelen af den totale varians er
altsd udgjort af elevvariansen, hvilket stemmer overens med, hvad vi s& i Afsnit 3.5.

Ved brug af F-tests i Afsnit 3.5 kunne vi for begge datasset konkludere, at gruppernes mid-
delvaekstkurver over de fire perioder ikke blot var forskydninger af hinanden. Dermed ma der
vaere en betydelig forskel pa gruppernes udvikling over tid. For at undersgge dette for en
GMM tilpassede vi en model ved brug af Marquardt-algoritmen, hvor heeldningerne for de tre
gruppers kurver var specificeret ved den samme parametervektor. Vi sa da, at informationskri-
terierne for disse modeller, hvor haldningerne ikke kan variere pa tveers af grupperne, havde
hgjere veerdier end for de allerede tilpassede modeller. Vi slutter derfor samme konklusion
om, at der er forskel pa gruppernes udvikling.

For modellerne tilpasset ved EM-algoritmen sd vi en generel indikation p&, at grupperne
baseret pa modellerne er godt separerede jeevnfgr rootogrammerne. Specielt sa vi, at gruppe
1 for datasaet 2 er gruppen, der er bedst separeret fra de resterende, hvilket stemmer overens
med, at denne gruppe ogsd har den hgjeste gennemsnitlige posterior sandsynlighed for at
tilhgre denne gruppe.

For at undersgge om et andet antal grupper vil veere mere passende, tilpassede vi en GMM
for K = 1,...,5 ved brug af EM-algoritmen. For datasset 1 viste det sig, at vi vil opna
den mindste veerdi for AIC og BIC ved at veelge en model med henholdsvis K = 4 og
K = 2. Ved da at benytte bootstrap likelihood ratio-test, forkastede vi hypotesen om, at
data felger en model med kun to grupper, idet vi fik en p-veerdi pa 0.002. Vi fik derfor en
indikation pa, at en model med fire grupper vil veere det mest optimale valg, hvilket ogsa vil
give det stgrste maksimum af log-likelihoodfunktionen. Ved at benytte denne GMM sa vi, at
gruppeinddelingerne stemmer overens med inddelingen baseret pa de nationale tests for 53%
af eleverne. Derudover sé vi, at eleverne, der blev praedikteret til at tilhgre gruppe 4, kommer
fra alle tre praestationsgrupper, samt at der kun er tildelt 12 elever i alt til denne gruppe. Vi
sé yderligere, at middelvaekstkurverne for de gvrige tre grupper ligner meget de tilsvarende
kurver opnaet ved den tilpassede mixed model i Afsnit 3.5.

For datasaet 2 vurderede vi, at det mest oplagte valg af grupper var K = 2. Ved at benytte
denne model sa vi, at 101 ud af 121 elever fra den middel praesterende gruppe blev praedikteret
til at tilhgre gruppe 1, samt at alle fra den lavt praesterende gruppe, pa nzer en enkelt elev, ogsa
blev praedikteret til at tilhgre denne gruppe. Dette kan forklare, at middelvaekstkurven for
gruppe 1 ligger mellem de to middelvaekstkurver for de lavt og middel preesterende grupper.
Derudover er de hgjt praesterende elever omtrent ligeligt fordelt over de to grupper.

5.1 Diskussion

Visa, at de tilpassede GMM er praedikterede fa elever til at tilhgre gruppe 2 for begge datasaet,
og grundet disse gruppers stgrrelse rejser det spgrgsmalet, om disse gruppers abnormitet
skyldes stgj. Vigtigheden af dette spgrgsmal bliver yderligere forsteerket af, at strukturen af
gruppernes middelvaekstkurver, og deres undervisningsforlgb, er forskellige. I sa fald vil det
veere interessant at tilpasse en model med en gruppe mindre. Dette viste sig at vaere en god
idé for dataseet 2, da ingen af kurverne for denne model ligner stgj. Ved at tilpasse en model
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med fire grupper for dataset 1 sa vi, at denne model ogsa dannede en mulig st@gjgruppe.
Derfor ville det igen veere interessant, at tilpasse en model med en gruppe mindre, hvilket
dog svarer til modellen, vi startede med, som ogsa havde en stgjgruppe.

Vi skal ogsa overveje, om data bryder antagelsen om normalitet givet ved (4.16). Dette er
strengt taget tilfeeldet, idet testscorerne kun tager veerdier i Z, hvormed fordelingen af disse
er diskret. Yderligere er testenscoren begraenset til at ligge i intervallet [0,36], hvilket kan
resultere i skeeve fordelinger i enderne af intervallet. Antagelsen bliver dog bekraeftet af Q-Q-
plottene for residualvektorerne i analysen.

I analyserne af dataseettet har vi kun betragtet tilfseldet, hvor elevernes vaekstkurver har
stokastiske skaeringer, men ikke stokastiske haeldninger, hvorfor ¥ = diag(tig4,0,0,0,0). Det
ville i stedet have veeret en mere realistisk antagelse at veelge W, sadan at alle diagonalindgange
er forskellige fra nul, idet elevernes udvikling i sa fald kan variere. Samtidig kunne vi ogsa
lade Ty, = (Y&1,---,75)", som ville tillade forskellige vaekstkurver for hvert kgn inden for
hver gruppe, svarende til at inkludere krydsfaktorerne gender:time og gender:group:time.
Disse tilfgjelser ville dog gge antallet af parametre, som skal estimeres med 4(K + 1), hvis ¥
er en diagonalmatrix.

En fordel ved at benytte en GMM er, at modellen er fleksibel og tillader individuel variation
inden for latente grupper, samt at den kan modellere data ikke-linezert for et passende valg af
A. Der opstar dog en problemstilling i, at vi selv skal vurdere hvilket valg af K, der er mest
optimalt. Antallet af grupper afthaenger dog ogsa af, hvilket spgrgsméal man gnsker at besvare.

Derudover er en GMM muligvis ikke det rigtige veerktgj, hvis mélet med en undersggelse er
at lave en gruppeinddeling af lavt, middel og hgjt preesterende elever. Dette skyldes, at denne
model ikke er garanteret at lave sadan en type inddeling, men ogsa kan basere denne pa
andre tendenser i data som eksempelvis tendensen for gruppe 2 pa Figur 4.7. Generelt skal vi
altsa veere opmeerksomme pa om den struktur, modellen opfanger, ogsa er den, vi gnsker at
undersgge. Hvis vi pa forhdnd kender en troveerdig og relevant inddeling af eleverne, er det
derfor fordelagtigt blot at tilpasse en mixed model pa data.

Yderligere er tilpasning af en GMM ogsé en beregningsmaessig tung opgave, idet de numeriske
metoder skal benytte mange forskellige startveerdier.
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A Appendiks - Omregning af estimater

Ud fra estimaterne opnéet for de tilpassede mixed modeller i Afsnit 3.5, kan vi udregne den
forventede gennemsnitlige CMB-score for piger til de fem tests i hver af de tre grupper. For
gruppe 1 er disse givet ved

og

Bo + Bgroupk:

Bo

Bo + Brine2
Bo + Brines
Bo + Brimes
Bo + Brines

Bo + Btine2 + Bgroupk + Bgroupk:time2
Bo + Brines + Bgroupk + Bgroupk:tine3
Bo + Brinea + Bgroupk + Bgroupk: times
Bo + Brines + Beroupk + Bgroupk: times,

(A.1)

for k = 2, 3. For estimaterne opnaet ved brug af en GMM i Afsnit 4.5, svarer ovenstaende til

—_ = =

=W N = O

0 0 O] |am
0 0 Of |ake
1 00 L3
2 10 Oy
3 2 1 (077759

L1
Qg1 + g2

a1 + 202 + o3
g1 + 3ake + 2043 + oga
ap1 + dago + 3aks + 204 + Qs

(A.3)

for k = 1,2,3. For tilsvarende at fa den gennemsnitlige testscore for drenge, skal vi tilfgje
Bgender 1 (A.1) og (A.2), samt 7 pa alle indgange i (A.3). Det geelder derfor ogsa, at heeld-
ningerne i de fire perioder for de tre grupper er givet ved

612
523

534

545

groupl = Btime? = 12

groupl = /BtimeS - BtimeQ = 12 + a13
groupl — Brines — Primes = Q12 + 13 + Q14

groupl — Btines — ﬂtime4 = o192 + 013 + a4 + a5,

(A4)
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0g
(%Eoupk = Brine2 + /Bgroupk:timeQ = Qg2
6§§oupk = Btime3 + Bgroupk:timel% - (BtimeZ =+ 6groupk:time2) = 02 + Qg3
6g;loupk = Ptines + ﬁgroupk:time‘l - (ﬁtimeiﬂ + Bgroupk:timeS) = Qg2 + g3 + Qg
5g§oupk = /BtimeS + 5groupk::time5 - (Btimell + Bgroupk:time4) = a2 + g3 + apg + ays,
for k =2,3.
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B Appendiks - R-kode

Dette appendiks indeholder den relevante R-kode for eksempler og analyser igennem projektet.

B.1 Kode til Afsnit 3.5

For at tilpasse modellerne i afsnittet og opna de tilhgrende parameterestimater, bruger vi
fglgende kode, hvor datasesettet er gemt som NT.

modell <- lmer(test ~ time * group + gender +
(1]1id) + (1lclass_id) + (1]lschool_id),
data = NT, subset = intervention == 1)
summary (modell)
model2 <- lmer(test ~ time * group + gender +
(11id) + (1lclass_id) + (1lschool_id),
data = NT, subset = intervention == 2)

summary (model?2)

For at udregne estimater for haeldningerne af veekstkurverne samt lave t-tests for disse, bruger
vi fglgende for datasaet 1.

df <- table(NT$intervention)[1] - 1

txt <- c("konstrast_lowl2","konstrast_low23","konstrast_low34",
"konstrast_low45","konstrast_highlowl2","konstrast_highlow23",
"konstrast_highlow34","konstrast_highlow45","konstrast_midlowl2",
"konstrast_midlow23","konstrast_midlow34","konstrast_midlow45",
"konstrast_highmid12","konstrast_highmid23","konstrast_highmid34",
"konstrast_highmid45","kontrast_highl2","kontrast_high23",
"kontrast_high34","kontrast_high45","kontrast_mid12","kontrast_mid23",
"kontrast_mid34","kontrast_mid45")

est <- rep(0,length(txt))

SE <- rep(0,length(txt))

t <- rep(0,length(txt))

pval <- rep(0,length(txt))

est[1] <- summary(modell)$coef[2,1]
SE[1] <- summary(modell)$coef[2,2]
t[1] <- summary(modell)$coef [2,4]
pval[1] <- summary(modell)$coef[2,5]

for (i in 3:5){

est[i-1] <- summary(modell)$coef[i,1]-summary(modell)$coef[i-1,1]
SE[i-1] <- sqrt(summary(modell)$coef[i,2] 2

69



B Appendiks - R-kode

+summary (modell)$coef [i-1,2] "2-2*summary (modell)$vcov[i,i-1])
t[i-1] <- est[i-1]/SE[i-1]
pval[i-1] <- 2*xpt(-abs(t[i-1]), df)
}

est [6] <- summary(modell)$coef[9,1]
SE[5] <- summary(modell)$coef[9,2]
t [6] <- summary(modell)$coef [9,4]
pval [6] <- summary(modell)$coef[9,5]
for (i in 10:12){
est[i-4] <- summary(modell)$coef[i,1]-summary(modell)$coef[i-1,1]
SE[i-4] <- sqrt(summary(modell)$coef[i,2] 2
+summary (modell)$coef [i-1,2] "2-2*«summary (modell)$vcov[i,i-1])
t[i-4] <- est[i-4]/SE[i-4]
pval[i-4] <- 2xpt(-abs(t[i-4]), df)

est [9] <- summary(modell)$coef [13,1]
SE[9] <- summary(modell)$coef [13,2]
t[9] <- summary(modell)$coef [13,4]
pval[9] <- summary(modell)$coef[13,5]
for (i in 14:16){
est[i-4] <- summary(modell)$coef[i,1]-summary(modell)$coef[i-1,1]
SE[i-4] <- sqrt(summary(modell)$coef[i,2]"2
+summary (modell)$coef [i-1,2] "2-2*summary (modell)$vcov [i,i-1])
t[i-4] <- est[i-4]/SE[i-4]
pval[i-4] <- 2xpt(-abs(t[i-4]), df)

est [13] <- summary(modell)$coef [9,1]-summary (modell)$coef [13,1]
SE[13] <- sqrt(summary(modell)$coef [9,2]72
+summary (modell)$coef [13,2] "2-2*summary (modell)$vcov [13,9])
t[13] <- est[13]/SE[13]
pval [13] <- 2*pt(-abs(t[13]1), df)
for (i in 10:12){
est[i+4] <- summary(modell)$coef[i,1]-summary(modell)$coef[i+4,1]
-summary (modell)$coef [i-1,1]+summary (modell)$coef [1+3,1]
SE[i+4] <- sqrt(summary(modell)$coef[i,2] 2+summary(modell)$coef[i+4,2]"2
+summary (modell)$coef [i-1,2] "2+summary (modell)$coef [i+3,2]"2
-2*summary (modell)$vcov[i,i+4] -2* summary (modell)$vcov[i,i-1]
+2*xsummary (modell)$vcov [i,i+3] -2*summary (modell)$vcov [i+4,i-1]
+2* summary (modell)$vcov[i+4,i+3]+2* summary (modell)$vcov[i-1,i+3])
t[i+4] <- est[i+4]/SE[i+4]
pval[i+4] <- 2*pt(-abs(t[i+4]), df)
}

est [17] <- summary(modell)$coef[9,1]+summary(modell)$coef [2,1]
SE[17] <- sqrt(summary(modell)$coef [9,2] 2+summary (modell)$coef [2,2]72
+2x summary (modell)$vcov [2,9])
t[17] <- est[17]1/SE[17]
pval [17] <- 2*xpt(-abs(t[17]), df)
for (i in 10:12){
est[i+8] <- summary(modell)$coef[i,1]+summary(modell)$coef[i-7,1]

70



B.1 Kode til Afsnit 3.5

SE[i+8] <-

t[i+8] <-

-summary (modell)$coef [i-1,1] -summary (modell)$coef[i-8,1]

sqrt (summary (modell)$coef [i,2] "2+summary (modell)$coef [1i-7,2] 2

+summary (modell)$coef [i-1,2] "2+summary (modell)$coef [i-8,2]"2
+2* summary (modell)$vcov[i,i-7]-2*xsummary (modell)$vcov[i,i-1]

-2*summary (modell)$vcov[i,i-8] -2*summary (modell)$vcov[i-7,i-1]

-2xsummary (modell)$vcov [i-7,i-8]+2*summary (modell)$vcov[i-1,i-8])

est[1i+8]/SE[i+8]

pval[i+8] <- 2xpt(-abs(t[i+8]), df)

est [21] <- summary(modell)$coef [13,1]+summary(modell)$coef [2,1]
SE[21] <- sqrt(summary (modell)$coef [13,2] "2+summary (modell)$coef [2,2]72
+2*x summary (modell)$vcov [2,13])
t[21] <- est[21]/SE[21]
pval [21] <- 2*pt(-abs(t[21]),df)
for (i in 14:16){
est [i+8] <- summary(modell)$coef[i,1]+summary(modell)$coef[i-11,1]

SE[i+8] <-

t[i+8] <-

-summary (modell)$coef [i-1,1] -summary (modell)$coef[i-12,1]

sqrt (summary (modell)$coef [i,2] "2+summary (modell)$coef [i-11,2]"2

+summary (modell)$coef [i-1,2] "2+summary (modell)$coef [i-12,2]"2
+2* summary (modell)$vcov[i,i-11]-2*summary (modell)$vcov [i,i-1]

-2*summary (modell)$vcov[i,i-12] -2 summary (modell)$vcov[i-11,i-1]

-2xsummary (modell)$vcov [i-11,i-12]
+2* summary (modell)$vcov[i-1,i-12])

est [1i+8]/SE[i+8]

pval[i+8] <- 2xpt(-abs(t[i+8]), df)

}

tab <- t(rbind(txt, est, SE, t, pval))

Vi bruger fglgende kode til at lave F-test for datasset 1.

modell.test <- lmer(test ~ time + group + gender

+ (1]id) + (1lclass_id) + (1]|school_id),
data = NT, subset = intervention == 1)

KRmodcomp (modell, modell.test)

Slutteligt tilpasser vi modellerne uden group-faktoren samt udregner preediktionerne af de
stokastiske effekter.

modellug <- lmer(test ~ time + gender +
(1]1id) + (1lclass_id) + (1|school_id),
data = NT, subset = intervention == 1, )
model2ug <- lmer(test ~ time + gender +

(1]1id) + (1lclass_id) + (1|school_id),
data = NT, subset = intervention == 2)

ul <- ranef (modellug)
u2 <- ranef (model2ug)
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B.2 Kode til Eksempel 4.2

Vi simulerer data til fgrste del af eksemplet ved fglgende.

Tn <- 5

k <- 2

n <- 100

psil <- 2

sigmai <- 1

Sigma <- sigmai*diag(Tn)

Psi <- diag(c(psil, rep(0,Tn-1)))

x <- seq(l, Tn, length = Tn)

Lambda <- matrix(c(rep(1i,Tn), 0, 1:(Tn-1),
rep(0,2), 1:(Tn-2),
rep(0,3), 1:(Tn-3),
rep(0,4), 1:(Tn-4)), nrow = Tn, byrow = FALSE)

set.seed (123)
d <- table(sample(l:k, n, replace=TRUE))
group <- 0
for (j in 1:k){
group <- c(group, rep(j,d[jl))
}
group <- group[-1]

slope <- matrix(c(8,2,6,-4,2,
10,-2,2,2,3), nrow = k, byrow = TRUE)
alpha <- slope
for(j in 3:Tn){
alphal,j] <- alphal,j] - alphal,j-1]
}

set.seed (1234)
eta <- 0
y <- 0
for(j in 1:k){
eta <- matrix(rep(alphalj,], d[j]l), nrow = d[j], byrow = TRUE)
etal[,1] <- etal[,1] + rnorm(d[jl, O, psil)
y <- c(y,as.vector(Lambda%*%t(eta) + rnorm(Tnx*d[jl, 0, sigmai)))
}
<- y[-11

simdata <- data.frame(time = rep(x,n), y =y,

group = as.factor(rep(group,each= Tn)),
id = rep(l:n, each = Tn))

Derneest maksimeres log-likelihoodfunktionen ved brug af hlme.

start <- hlme(y~factor(time), random = ~1, subject = "id", ng = 1,
data = simdata)
start.time <- Sys.time ()
hlmemod <- hlme(y~factor(time), random = ~1, subject = "id",
mixture = ~factor (time),

ng = 2, data = simdata, B = start)
end.time <- Sys.time ()
hlmetime <- end.time-start.time
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For at ggre det samme ved brug af optim, definerer vi fgrst log-likelihoodfunktionen, samt
udregner startveerdierne baseret pa start.

likelihood <- function(theta){
piil <- 1/(1+exp(-thetal[1]))
pii2 <- 1-piitl
prod <- 0
Sigma <- exp(theta[13])*diag(Tn)
Psi <- diag(c(exp(theta[12]), rep(0,Tn-1)))
for(i in 1:n){
fil <- dmvnorm(as.vector(y[,i]), as.vector(Lambda’*’thetal[2:6]),
Lambda’%*%Psi¥*’t(Lambda)+Sigma)
fi2 <- dmvnorm(as.vector(y[,i]), as.vector (Lambda%*/theta[7:11]),
Lambda’%*%Psi¥%*’t(Lambda)+Sigma)
prod[i] <- sum(c(piil,pii2)*c(£fil,£fi2))
}
return(-sum(log(prod)))

alpha0 <- solve(Lambda)’%*%(start$best[1]+c(0,start$best [2:5]))
se0 <- sqrt(vcov(start)[1,1]) + c(0,sqrt(diag(vcov(start)[2:5,2:5])))

alpha0l <- alpha0O+(1-3/2)*se0
alpha02 <- alpha0O+(2-3/2)%*se0

start.time <- Sys.time ()

optimmod <- optim(par = c(0, alphaOl, alpha02, log(start$best[6]),
log(start$best [7]172)), fn =likelihood, gr=NULL,
method = "BFGS")

end.time <- Sys.time ()

BFGStime <- end.time-start.time

preds <- function(y){

pi <- 1/exp(1+exp(-optimmod$par[1]))

Sigma <- exp(optimmod$par[13])*diag(Tn)

Psi <- diag(c(exp(optimmod$par[12]) ,rep(0,Tn-1)))

fil <- dmvnorm(as.vector(y), as.vector(Lambda’*%optimmod$par[2:6]),
Lambda’%*%Psi¥*’t(Lambda)+Sigma)

fi2 <- dmvnorm(as.vector(y), as.vector(Lambda¥*%optimmod$par [7:11]),
Lambda’*%Psi%*%t (Lambda)+Sigma)

pi*fil/sum(c(pi,1-pi)*c(fil,£fi2))

class <- 0
for(i in 1:n){

pred <- preds(yl[,il)

class[i] <- ifelse(pred >= 0.5, 1,2)
}

Vi gentager nu ovenstaende for N = 100 datasaet, hvormed vi opnér resultaterne i anden del
af eksemplet.

optime <- 0
matime <- 0
opite <-
maite <-
oplog <-
malog <-

o O O O
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N <- 100
k <- 2
n <- 100

for (i in 1:N){
d <- table(sample(l:k,n,replace=TRUE))
group <- O
for (j in 1:k){
group <- c(group,rep(j,d[jl))
}
group <- group[-1]

alpha <- matrix(runif (Tn*k,-10,10) ,nrow = k)

eta <- 0
y <= 0
for(j in 1:k){
eta <- matrix(rep(alphalj,]1,d[j]),nrow = d[jl, byrow = TRUE)
etal[,1] <- etal[,1] + rnorm(d[j],0,psil)
y <- c(y,as.vector (Lambda %*% t(eta) + rnorm(Tn*d[j],0,sigmai)))
}
<- y[-1]

simdata <- data.frame(time = rep(x,n), y =y,
group = as.factor(rep(group,each= Tn)),
id = rep(l:n, each = Tn))

y <- matrix(simdata$y, nrow=Tn, byrow = FALSE)

start <- hlme(y~factor(time), random = ~1, subject = "id", ng = 1,
data = simdata)
start.time <- Sys.time ()
hlmemod <- hlme(y~factor(time), random = ~1, subject = "id",
mixture = ~factor (time),

ng = 2, data = simdata, B= start)
end.time <- Sys.time ()
matime[i] <- end.time-start.time
malog[i] <- hlmemod$loglik
maite[i] <- hlmemod$niter

alpha0 <- start$best [1]+c(0,start$best [2],start$best[3],start$best[4],
start$best [5])
alpha0 <- solve(Lambda)¥*%alpha0

se0 <- sqrt(vcov(start)[1,1]) + c(0,sqrt(diag(vcov(start)[2:5,2:5])))
alpha0l <- alpha0O+(1-3/2)*se0
alpha02 <- alpha0O+(2-3/2)*se0

start.time <- Sys.time ()

optimmod <- optim(par = c(0,alphaOl,alpha0l2,
log(start$best [6]) ,log(start$best [7]1"2)), fn=likelihood,
gr=NULL, method = "BFGS")

end.time <- Sys.time ()

optime[i] <- end.time-start.time

oplogl[i] <- - optimmod$value

opite[i] <- optimmod$counts [2]

}

res <- data.frame(maite, opite, matime, optime, malog, oplog)
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Kode til Afsnit 4.5.4

B.3 Kode til Afsnit 4.3.4

For at lave simulationsstudiet i dette afsnit, bruger vi fglgende R-funktion, hvor K er antal

grupper, N er antal simulationer og n er antal individer.

consim <- function(k,N,n){

Tn <- 5
x <- 1:Tn
psil <- 5
sigmai <- 5
Lambda <- matrix(c(rep(1,Tn),0,1:(Tn-1),
rep(0,2),1:(Tn-2),
rep(0,3),1:(Tn-3),
rep(0,4) ,1:(Tn-4)), nrow = Tn, byrow = FALSE)
emc <- 0
mac <- 0
emlog <- O
malog <- O
emtime <- 0
matime <- O
for (i in 1:N){
d <- table(sample(l:k,n,replace=TRUE))
group <- 0
for (j in 1:k){
group <- c(group,rep(j,dl[jl))
}
group <- group[-1]
alpha <- matrix(runif (Tn*k,-10,10),nrow = k)
eta <- 0
y <= 0
for(j in 1:k){
eta <- matrix(rep(alphalj,],d[j]),nrow = d[j]l, byrow = TRUE)

etal[,1] <- etal[,1] + rnorm(d[j]l,0,psil)

y <- c(y,as.vector(Lambda %*% t(eta) + rnorm(Tn*d[j],0,sigmai)))
}
y <- y[-1]
simdata <- data.frame(time = rep(x,n), y =y,
group = as.factor(rep(group,each= Tn)),
id = rep(l:n, each = Tn))
start.time <- Sys.time()
gmm.con.em <- flexmix(.~ .lid, k = k,
model = FLXMRlmm(y ~ factor(time), random = -~
varFix = c(Random = TRUE,
Residual = TRUE)),
data = simdata,
control = list(iter.max = 2000, minprior = 0))
end.time <- Sys.time ()
emtime [i] <- end.time - start.time
start <- hlme(y ~ factor(time), subject = "id", random = ~ 1,
ng = 1, data = simdata, idiag = TRUE)
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start.time <- Sys.time ()
gmm.con.ma <- hlme(y ~ factor(time), subject = "id", random = ~ 1,
mixture = ~ factor (time),
ng = k, data = simdata, idiag = TRUE, B = start)
end.time <- Sys.time ()
matime [i] <- end.time - start.time

emc[i] <- gmm.con.em@iter
mac[i] <- gmm.con.ma$niter
emlog[i] <- gmm.con.em@logLik
malog[i] <- gmm.con.ma$loglik
}
return(data.frame(emiter = emc, maiter=mac,
emtime = emtime, matime = matime,
emlog = emlog, malog = malog))

B.4 Kode til Eksempel 4.4

Vi simulerer data til eksemplet og udregner AIC og BIC for K =1,...,5 pa fglgende made.

Tn <- 5

n <- 100

k <- 3

x <- 1:Tn

psil <- 3

sigmai <- 2

Lambda <- matrix(c(rep(1,Tn),
0,1:(Tn-1),
rep(0,2),1:(Tn-2),
rep(0,3),1:(Tn-3),
rep(0,4),1:(Tn-4)), nrow = Tn, byrow = FALSE)

alpha <- matrix(c(-1.97, -0.76, 0, 0, O,
4.35, -3.06, 0, 0, O,
4.33, -1.79, 0, 0, 0), nrow = k, byrow =TRUE)

set.seed (123)
d <- table(sample(l:k,n,replace=TRUE))
group <- 0
for (j in 1:k){
group <- c(group,rep(j,d[jl))
}
group <- groupl[-1]

set.seed (1)
eta <- 0
y <- 0
for(j in 1:k){
eta <- matrix(rep(alphalj,],d[j]),nrow = d[j]l, byrow = TRUE)
etal[,1] <- etal,1] + rnorm(d[j]l,0,psil)
y <- c(y,as.vector (Lambda %*% t(eta) + rnorm(Tn*d[j],0,sigmai)))
}
<- y[-1]
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simdata <- data.frame(time = rep(x,n), y =y,

group = as.f
id = rep(1l:n,

gmmMixsim <- stepFlexmix (.~ .|id, k
model = FL

actor (rep(group,each= Tn)),
each = Tn))

= 1:7, nrep = 100,

XMRlmm(y ~ factor(time), random = ~ 1,
varFix = c(Random = TRUE,
Residual = TRUE)),

data = simdata,
control = list(iter.max = 2000, minprior = 0))
plot (gmmMixsim, what = c("AIC", "BIC"))

plot (gmmMixsim, what = c("logLik"))

Vi laver da bootstrap likelihood ratio-test.

gmm <- getModel (gmmMixsim, which =
gmmalt <- getModel (gmmMixsim, which

LR <- 2*gmmalt@logLik -2*gmm@logLik

beta2l <- parameters(gmm)[1,1]+c (0,
beta22 <- parameters(gmm)[1,2]+c (0,

alphaOl <- solve(Lambda)%*%beta2l
alpha02 <- solve(Lambda)%*%beta22

k <- 2
alpha0 <- matrix(c(alphaOl1,alpha02)

LRb <- 0
B <- 1000
for (i in 1:B){
db <- table(sample(gmm@cluster, n

groupb <- 0
for (j in 1:k){
groupb <- c(groupb, rep(j, dbl[j
}
groupb <- groupb[-1]

etab <- 0

yb <- 0

for(j in 1:k){
etab <- matrix(rep(alphaOl[j,],
etab[,1] <- etab[,1] + rnorm(db
yb <- c(yb, as.vector (Lambda’%x*’

+ rnorm(Tn*db[j]l, O, pa
}
yb <- yb[-1]

simdatab <- data.frame(time = rep
group = a
id = rep(1

gmmboot <- stepFlexmix (.~ .|id, k
model = FL

2)
= 3)

parameters (gmm) [2:5,1])
parameters (gmm) [2:5,2])

, byrow = TRUE, nrow = k)

, replace = TRUE))

1

db[jl), nrow = db[j]l, byrow = TRUE)
[j1, 0, parameters(gmm)[6,3])
t(etab)

rameters (gmm) [7,3])))

(x,n), y = yb,
s.factor (rep(groupb, each= Tn)),
:n, each = Tn))

= 2:3, nrep = 5,

XMRlmm(y ~ factor(time), random = ~ 1,
varFix = c(Random = TRUE,
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Residual = TRUE)),
data = simdatab,
control = list(iter.max = 2000, minprior = 0))

LRb[i]<- 2xgetModel (gmmboot ,which = 2)@logLik
-2xgetModel (gmmboot ,which = 1) @logLik

hist (LRb, prob = TRUE, breaks = 15)
abline(v=LR, 1lwd = 1.5)
mean (LRb >= LR)

B.5 Kode til Afsnit 4.5

For at tilpasse en GMM ved brug af EM- og Marquardt-algoritmen for 1000 forskellige start-
veerdier, for datasset 1, bruger vi folgende.

datal <- NT[NT$intervention == 1,]
gmmModK3 <- stepFlexmix (.~ .lid, k = 3, nrep = 1000,
model = FLXMRlmm(test ~ time + gender, random = ~ 1,

varFix = c(Random = TRUE,
Residual = TRUE)),
data = datal,

control = list(iter.max = 2000, minprior = 0))
start <- hlme(test ~ factor(time)+factor (gender),
subject = "id", random= ~ 1, ng = 1, data = datal)
gmmhlmel <- gridsearch(rep = 1000, maxiter = 100, minit = start,
hlme (test ~ factor(time)+factor (gender),
subject = "id", random= ~ 1, ng = 3, data = datal,
mixture = ~ factor(gender)+factor (time),

nwg = TRUE))

Derudover er parameterestimaterne og middelvaekstkurverne for FLXMR1mm udregnet og lavet
ved brug af det folgende kode.

flxdatal <- unique(cbind(id = datal$id, gender = datal$gender,
gmmgroup = gmmModK3@cluster))

meanboys_£f1lx1ll <- mean(flxdatal [flxdatal$gmmgroup == 1,]$gender)
meanboys_£f1x12 <- mean(flxdatal[flxdatal$gmmgroup == 2,]$gender)
meanboys_£f1x13 <- mean(flxdatal[flxdatal$gmmgroup == 3,]$gender)

betal <- parameters (gmmModK3)[1,1] + c(0, parameters (gmmModK3)[2:5,1])
beta2 <- parameters (gmmModK3)[1,2] + c(0, parameters (gmmModK3)[2:5,2])
beta3 <- parameters (gmmModK3)[1,3] + c(0, parameters(gmmModK3)[2:5,3])

Lambda <- matrix(c(rep(1,Tn),
0,1:(Tn-1),
rep(0,2),1:(Tn-2),
rep(0,3),1:(Tn-3),
rep(0,4),1:(Tn-4)), nrow = Tn, byrow = FALSE)

alphal <- solve(Lambda, betal)
alpha2 <- solve(Lambda, beta2)
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alpha3 <- solve(Lambda, beta3)

plot (NA, NA, xlim= c(1,5), ylim = c(7,22), ylab ="test score", xlab ="time",

main = "intervention = 1")

points(betal + meanboys_flxll*parameters (gmmModK3)[6,1], type = "b",
1ty = "dotted")

points(beta2 + meanboys_flxl2*parameters (gmmModK3)[6,2], type = "b",
1ty = "dashed")

points(beta3 + meanboys_flxl3*parameters (gmmModK3)[6,3], type = "b",
1ty = "solid")

legend ("topleft", legend = c("group = 1", "group = 2", "group = 3"),
1ty = c("solid", "dashed", "dotted" ))

Lignende kode er benyttet til at lave middelveekstkurver og udregne parameterestimater for
hlme.

Vi praedikterer nu (; og Y; for modellen tilpasset ved EM-algoritmen, ved det fglgende.

predictzetai <- function(Psi, Sigma, yi, alphak, Gammak, xi){
return ((Psi%*% t(Lambda)%*%solve(Lambda %*% Psi %x*) t(Lambda)+Sigma)
%*%(yi-Lambda%*% (alphak+Gammak+*xi))) [1])

Gammal <- c(parameters (gmmModkK3)[6,1],0,0,0,0)
Gamma2 <- c(parameters (gmmModkK3)[6,2],0,0,0,0)
Gamma3 <- c(parameters (gmmModK3)[6,3],0,0,0,0)

alphak <- 0
Gammak <- 0
zeta <- 0
Y <- matrix(rep(0,5), ncol=5)
for(i in 1:nrow(flxdatal)){
id <- flxdatal$id[il
if (flxdatal$cluster[i] == 1){
alphak <- alphal
Gammak <- Gammal
}
if (flxdatal$cluster[i] == 2){
alphak <- alpha2
Gammak <- Gamma?2
}
if (flxdatal$cluster[i] == 3){
alphak <- alpha3
Gammak <- Gamma3
}
xi <- as.integer (flxdatall[i,2])-1
zeta[i] <- predictzetai(Psi = diag(c(parameters (gmmModk3)[7,1],0,0,0,0)),
Sigma = diag(rep(parameters (gmmModK3)([8,1],5)),
yi = datal[datal$id == id,]$test,
alphak = alphak,
Gammak = Gammak,
xi = xi)
hatY <- Lambda’*’ (alphak + Gammak*xi + c(zeta[i],0,0,0,0))
Y <- rbind(Y,t(hatY))
}
Y <- Y[-1,]
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Yderligere udregner vi p-veerdierne for Wald-testene for estimaterne af haeldningerne i Tabel
4.13, for de tre grupper.

varcov <- vcov(gmmhlmel)

kontrastl <- O

SE1 <- 0

kontrastl[1] <- gmmhlmel$best [6]

SE1[1] <- varcov[6,6]

for (i in 2:4){
kontrastl[i] <- gmmhlmel$best [3*xi+3]-gmmhlmel$best [3*i]
SE1[i] <- varcov[3*i+3,3*i+3]+varcov[3*i,3*i]-2*xvarcov [3*xi+3,3%*i]

}

wl <- kontrastl1~2/SE1l

pvall <- 1-pchisq(wl, 1)

tabl <- t(rbind(kontrastl, SE1, wil, pvall)); tabl

kontrast2 <- 0

SE2 <- 0

kontrast2[1] <- gmmhlmel$best [7]

SE2[1] <- varcov[7,7]

for (i in 2:4){
kontrast2[i] <- gmmhlmel$best [3*i+4]-gmmhlmel$best [3*i+1]
SE2[i] <- varcov[3*i+4,3*xi+4]+varcov [3*i+1,3*xi+1]-2*%varcov [3*xi+4,3*xi+1]

}

w2 <- kontrast2~2/SE2

pval2 <- 1-pchisq(w2, 1)

tab2 <- t(rbind(kontrast2, SE2, w2, pval2)); tab2

kontrast3 <- 0

SE3 <- 0

kontrast3[1] <- gmmhlmel$best [8]

SE3[1] <- varcov[8,8]

for (i in 2:4){
kontrast3[i] <- gmmhlmel$best [3*i+5]-gmmhlmel$best [3*i+2]
SE3[i] <- varcov[3*i+5,3*xi+5]+varcov [3*i+2,3*xi+2] -2*%varcov [3*xi+5,3*xi+2]

}

w3 <- kontrast3~2/SE3

pval3 <- 1-pchisq(w3, 1)

tab3 <- t(rbind(kontrast3, SE3, w3, pval3)); tab3

For at tilpasse modellerne med samme haeldninger, bruger vi koden, hvor vi ikke inkluderer
time som en del af mixture.

start <- hlme(test ~ factor(time)+factor (gender), subject = "id", random = ~ 1,
data = NT, subset = intervention == 1,
idiag = TRUE, ng = 1)
model <- gridsearch(rep=100, maxiter = 100, minit = start,
hlme (test ~ factor(time)+factor(gender), subject = "id",
random = ~ 1, mixture = ~ factor (gender),
ng = 3, data = NT, subset = intervention == 1,

idiag = TRUE))
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