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Synopsis:

Rapportens formal er at give en sta-
tistisk analyse af Hawkes punktproces-
sen. For endvidere at hgjne forstael-
sen af Hawkes punktprocessen og den-
nes anvendelser, eksemplificeres teo-
rien igennem anvendelsen af Hawkes
punktprocessen, som model for jord-
skelvshandelser i Danmark.

I rapporten prasenteres teori om punkt-
processer pa tidslinien, der blandt andet
indeholder den betingede intensitets-
funktion, inferens og en prasentation
af Hawkes punktprocessen. Pa denne
baggrund konstrueres efterfglgende en
model for jordskelvshandelser i Dan-
mark.

For endvidere at kunne medtage styr-
ken af haendelserne i modellen, udvides
punktprocesserne pa tidslinien til meer-
kede punktprocesser pa tidslinien og de
markede Hawkes punktprocesser pree-
senteres. Efterfglgende konstrueres en
merket model for jordskalvshandel-
serne i Danmark.

Rapporten afrundes med at prasente-
re perfekt simulering af Hawkes punkt-

processer.

Rapportens indhold er frit tilgeengeligt, men offentliggorelse (med kildeangivelse)

ma kun ske efter aftale med forfatterne.







Summary

This report is mainly a statistical analysis of the Hawkes point process. To himprove the
understanding of the theory I will try to use both the marked and the unmarked Hawkes
point processes as a model for the earthquakes in Denmark. The reason to why it is used on
earthquake data is that the Hawkes point processes is self exciting and is thereby qualified
in being able to handle the after quakes after an earthquake.

Initially, bits of general theory are presented. This contains the theory that is needed in
the construction of the model, some general theory about spatial point processes and a
presentation of a couple of processes.

The point process on the timeline is presented, and general properties of it are examined.
The conditional intensity function is presented and it is proven how this can be used to con-
struct the likelihood function of a point process. To be able to make inferens, the general
n-dimensional Newton-Rhapson algorithm is presented and it is explained how it is pos-
sible to use the log-likelihoodfunction of a point process to estimate its parameters. Finally
the Hawkes point process is defined, the likelihoodfunction found, and an algorithm for
construction point patterns is presented.

The dataset is examined and a subset of the dataset is chosen to be used for the rest of the
report. The reason behind throwing some of the data away, is because the machines that
measure earthquakes have become increasingly more sophisticated and better. Therefore
the intensity of earthquakes looks like an increasing function of the time. However since it
can safely be presumed that the intensity of earthquakes is not influenced by time, I choose
only to use the years form 2006-2009. Afterwards it is examined if the dataset is clustered,
since the Hawkes point process isn’t suited to simulate regular point patterns. Following the
Hawkes point processes is used as a model for the earthquakes in Denmark. The parameters
in the model are found by using a three dimension Newton-Rhapson algorithm and finally
the model is examined too see if it fits reality.

The point processeses on the timeline is expanded to marked point processes on the time-
line, different kinds of marks are presented and it is proven how it is possible to construct
the likelihood function by using the conditional intensity function for marked point pro-
cesses. The marked Hawkes point processes with unpredictable marks is then defined, the
likelihood function is found and a simulation algorithm is presented.

Following the marked Hawkes point processes with unpredictable marks are used as a model
for the earthquakes in Denmark. The parameters in the model are found by using a four
dimension Newton-Rhapson algorithm and finally the model are examined too see if it fits
the reality.

Finally the normal simulation algorithms do not necessarily simulate stationary point pat-
terns on the timeline. The problem arises because of the edge problem, where events before
the simulated point patterns should have an influence on the distribution of the events in
it. It is possible to simulate stationary point patterns for the Hawkes point process directly
through perfect simulation, and an algorithm for this is presented.







Forord

Rapporten er udarbejdet i samarbejde med vejleder Jakob Gulddahl Rasmussen i foraret
2011 af Rune Sloth Christophersen.

Denne rapport er mit speciale (MAT6-projekt) i statistik ved Institut for Matematiske Fag
pa Aalborg Universitet. Rapporten omhandler Hawkes punktprocessen pa tidslinien og an-
vendelsen af disse. Rapporten indeholder blandt andet grundleggende teori omkring punkt-
processer pa tidslinien, den betingede intensitets funktion, inferens med en n-dimensionel
Newton-Rhapson algoritme, samt simulering. Endvidere er en del af rapporten konstruktio-
nen af to modeller for jordskelvsh@ndelser omkring Danmark. Disse modeller konstrueres
pa baggrund af et dataset for jordskelvshaendelser i omradet omkring Danmark.

Til modelkonstruktionen, samt undersggelsen af dataseattet, indgar en del databehandling.
Al denne databehandling er foregaet med statistikprogrammet R, samt med udvidelsespak-
ken spatstat. Det er valgt at vedlegge R-scriptsene i appendikset til denne rapport, og
der vil blive henvist til dem, nar de anvendes. Arsagen til dette er at implementeringen af
teorien i R, bade er en tidskraevende og udfordrende proces. Samtidig fungerer de ogsa som
dokumentation for, at mine udregninger er korrekte.

Jeg har tidligere, pa mit ottende semester, arbejdet med rumlige punktprocesser. For at denne
rapport skal kunne leses selvstendigt, har det vaeret ngdvendigt enkelte steder at medtage
teori, der er gennemgaet i dette tidligere projekt. Hver gang sadan teori anvendes, vil der
blive henvist til det tidligere projekt med [[11]. Endvidere er dette tidligere projekt vedlagt
paen CD.

I rapporten antages det, at l&seren er bekendt med grundviden omkring sandsynlighedsteori
samt rumlige punktprocesser.

Laesevejledning

Igennem rapporten vil der fremtraede kildehenvisninger, som henviser til en litteraturliste
bagerst i rapporten.

Der vil i rapporten refereres til kilderne som [x,y], hvor x vil veere det nummer, som kilden
star under 1 litteraturlisten, og y vil angive side eller linje i den pageldende kilde. Hvis
kildehenvisningen er skrevet fgr punktum, henviser kilden til den pagaldende linje. Hvis
kildehenvisningen derimod star efter punktum, henvises der til hele det forudgéende afsnit.

Bgger vil i litteraturlisten sta angivet med forfatter, titel, ar og ISBN-nummer, mens inter-
netsider vil veere angivet med forfatter, titel og ar. Hvis internetkilder er benyttet i rapporten,
vil disse fremga i teksten som [x].

Igennem rapporten anvendes bade exp(-) og Exp(-). De har dog ikke den samme betyd-
ning, hvor exp(-) er eksponentialfunktionen, sa er Exp(-) den eksponentielle fordeling med
parameter -.

Nar der i rapporten anvendes en logaritme vil det altid vaere den naturlige logaritme med-
mindre andet er nevnt.
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KAPITEL 1

INDLEDNING

Denne rapport er hovedsageligt en statistik analyse af Hawkes punktprocessen. For yderli-
gere at hgjne forstaelsen af teorien, vaelges det at anvende bade en merket og en umzrket
Hawkes punktproces, til at konstruere en model for jordskalvshandelser i Danmark.

Fgrst betragtes lidt generel teori. Denne teori er blandt andet grundleggende teori om rum-
lige punktprocesser, samt generel teori om jordskelvsha@ndelser, der anvendes i den senere
modelkonstruktion.

Efterfglgende praesenteres punktprocessen pa tidslinien, og generelle egenskaber for den-
ne undersgges. Den betingede intensitetsfunktion praesenteres og det bevises, at denne kan
anvendes til at konstruere likelihoodfunktionen for en punktproces. Der gennemgas hvor-
ledes det er muligt, at bestemme ukendte parametre ved inferens, via den n-dimensionelle
Newton-Rhapson algoritme. Hawkes punktprocessen defineres, og dennes likelihoodfunk-
tion bestemmes, og en simuleringsalgoritme presenteres.

Fgr det er muligt at konstruere den umarkede model, er det ngdvendigt med en indledende
undersggelse af det anvendte datasat. Efter det er blevet klarlagt, at der er en sammen-
klumpning af punkterne i datasattet, er det muligt at anvende Hawkes punktprocessen til at
konstruere en model for jordskelvsh@ndelser i Danmark. Parametrene for modellen findes
med en tre-dimensionel Newton-Rhapson algoritme, og det undersgges om modellen passer
til virkeligheden.

Punktprocesserne pa tidslinien udvides til markede punktprocesser pa tidslinien. Der bli-
ver presenteret forskellige typer af marker, samt hvorledes det er muligt at konstruere
likelihoodfunktionen, med den betingede intensitetsfunktion, for en merket punktproces
pa tidslinien. Den merkede Hawkes punktproces med uforudsigelige meerker presenteres,
likelihoodfunktionen findes og en simuleringsalgoritme prasenteres.

Fglgende udvides modellen for jordskalvshendelserne i Danmark, til at vere en market
Hawkes punktproces med uforudsigelige merker. Parametrene i denne bliver bestemt ved
brug af en fire-dimensionel Newton-Rhapson algoritme, og det undersgges om modellen
passer til virkeligheden.



Endelig gelder der, at de normale simuleringsalgoritmer ikke ngdvendigvis simulerer sta-
tionzre punktmgnstre pa tidslinien. Problematikken opstar idet der er et kantproblem, hvor
handelser fgr det simulerede punktmgnster, burde pavirke fordelingen af punkter i dette.
Derfor prasenteres en algoritme, der ggr det muligt direkte at simulere stationaere punkt-
mgnstre for Hawkes punktprocessen.

Afslutningsvis rundes rapporten af med en kort diskussion af modellen og en opsamling.

2 1. Indledning



KAPITEL 2

GRUNDLZAGGENDE TEORI

Det er blevet klarlagt at der i denne rapport blandt andet bliver konstrueret en model, der
kan simulere jordskelvshendelser i Danmark. For at vere i stand til at opbygge en mo-
del der inkorporerer de forskellige aspekter ved jordskalvshandelser, bliver der derfor kort
prasenteret generel teori omkring jordskeelvsh@ndelser, med det formal at opbygge et for-
staelsesgrundlag for naturfenomenet.

Der vil ogsa blive defineret hvad forgreningsprocesser er, og der vil blive praesenteret et
par grundleggende egenskaber for disse. En forgreningsproces kan bruges, hvis det gnskes
at generere data, hvor det er muligt at betragte forskellige generationer af hendelser. I en
forgreningsproces er der dermed handelser, der er afkom af andre handelser. En sadan
proces kan f.eks. bruges til at beskrive reproduktion i gkologiske systemer.

Endelig vil den grundleggende teori afsluttes med en kort og generel beskrivelse af rumlige
punktprocesser, saledes at laeseren er kleedt pa til at forstd punktprocesserne pa tidslinien.
Jeg har tidligere, pa mit ottende semester, medvirket i en projektgruppe der har udferdiget
en grundleeggende rapport om rumlige punktprocesser, [11]. Denne kan findes som pdf pa
den vedlagte cd.

Malet med dette afsnit er ikke at give en grundig beskrivelse af de teoretiske emner, men
blot at praesentere dem, idet de anvendes i beviser og argumenter senere i projektet.

2.1 Jordskeelv

I dette afsnit vil der kort blive preesenteret lidt generel teori omkring jordskeelv. Malet er
ikke at ga i dybden med emnet, men blot klarlegge enkelte egenskaber, der spiller en rolle
for den senere modelkonstruktion. Der vil derfor f.eks. ikke blive gennemgéet hvorfor eller
hvorledes jordskelv opstar.

Intensiteten og styrken af forskellige naturfenomener er ikke altid statisk, nogle af dem @&n-
dres naturligt over tid, imens andre pavirkes af f.eks. mennesket. Det valges dog, i denne
rapport, at ga ud fra at der ikke er nogen forskel pa intensiteten eller styrkerne af jordskeelv-



2.2 Forgreningsprocesser

ene, som funktion af tiden. Det bemarkes dog, at det maske er muligt for mennesket at
fremprovokere jordskelv ved meget store byggerier, som f.eks. demninger, men dette ses
der ogsa bort fra i denne rapport.

Nar der forekommer jordskaelvshaendelser, kan disse vere i stand til at fremprovokere flere
mindre jordskalv i tidsperioden efter. Disse mindre skalv kaldes for efterskelv. Der er
dog ogsa mulighed for, at der kan vere mindre jordskalv i en tidsperiode op til en store
jordskelvshaendelse, disse kaldes for forskeelv.

Hvis det gnskes at sammenligne styrken af forskellige jordskelvsh@endelser, er det muligt
at sammenligne amplituden af de seismiske bglger. P4 baggrund af denne amplitude, er det
muligt at kvantificere de forskellige jordskelvshendelser til et tal fra O til 10+. Dette kaldes
for Richter-skalaen, og er en logaritmisk skala med en base pa 30, dvs. at et jordskalv med
en styrke pa 2 pa Richter-skalaen er 30 gange sa kraftig, som en haendelse med styrke 1.
Fglgende er det muligt at se skadesvirkningerne ved jordskalv af forskellig styrke i tabel

21

Tabel 2.1: Richter-skalaen, baseret pa [}, s. 259]

Richter-tallet | Effekt Gennemsnitligt antal per ar
<3,4 Umerkelige 800000

3,5-4,2 Kan markes inden dgre 30000

4,3—-48 Vinduer klirrer 4800

4,8—-5,4 Dgre bevager sig, ting falder pa gulvet 1400

5,5-6,1 Lette bygningsskader 500

6,2—-6,9 Betragtelige bygningsskader 100

7-17,3 Alvorlige bygningsskader 15

7,4—17,9 Sveare bygningsskader, de felste bygninger falder ssmmen 4

>8 Totale bygningsskader 1

Til sammenligning malte detoneringen af et thermo nukleart vaben i 1992 6,6 pa Richter-
skalaen.

[1} s. 254-255, 261-266]

2.2 Forgreningsprocesser

1

I dette afsnit vil der kort blive redegjort for forgreningsprocesser, samt hvornar de er ende-

lige.

Fgrst defineres forgreningsprocesserne.

IDirekte oversat fra det engelske Branching processes

4 2. Grundlceeggende teori



2.2 Forgreningsprocesser

Definition 2.1. — Forgreningsproces
Hvis der haves en proces X hvor fplgende geelder:

1. Det er muligt, at opdele de genererede heendelser i to forskellige katego-
rier den oprindelige immigrant og afkom. Afkommet er de hendelser der
pa en eller anden made er affpdt af en af de tidligere hendelser, hvorimod
immigranten er den heendelser, der ikke har nogen form for forfar.

2. Alle heendelser har den samme mulighed for at fa nyt afkom, uafhengigt af
andre hendelser, ligegyldigt om det er en immigrant eller afkom fra andre
heendelser.

Sa siges X at veere en forgrenende proces.
(9 5. 433-434]

Pa baggrund af punkt 2. i definition er det muligt at betragte antallet af afkom, fra
hver handelse i en forgreningsproces, som en stokastisk variabel trukket fra afkomsforde-
lingen. Afkomsfordelingen er tethedsfunktionen for den diskrete stokastiske variabel der
angiver antallet af afkom. Yderligere er det muligt, at opstille hendelser genereret via en
forgreningsproces som enten et tre eller en skov?.

Eksempler pa hendelser, der fglger denne type af adfeerd er f.eks. bakterier. Pa figur|2.1|er
det muligt at se et grafisk eksempel pa en forgreningsproces.

Figur 2.1: Et eksempel pa et tree, der illustrerer en forgrenende proces. Figuren er lavet i
mindmap programmet FreeMind.

For at afggre om antallet af haendelser i en forgreningsproces er endelig, undersgges det om
populationen pa et eller andet tidspunkt uddgr. Altsa om der pa et eller andet tidspunkt er
en generation, hvor der ikke er noget afkom. Farst betragtes strukturen, og det bemarkes
at i et tree for en forgreningsproces, vil roden altid vere immigranten. Det er dermed mu-
ligt, at betragte de forskellige ha&ndelser som forskellige generationer efter ankomsten af
immigranten. Immigranterne betragtes saledes som 0. generation (Zp), deres afkom som 1.
generation (Z;) afkom af afkommet af immigranten som 2. generation (Z;) og sa videre.

2Et trze er en sammenhzangende graf hvor der er n — 1 kanter hvis der er n knuder. En skov er en mangde af
traeer.

2. Grundleeggende teori 5



2.2 Forgreningsprocesser

Det er muligt at udregne antallet af hendelser i den n'te generation rekursivt, som en sum
af antallet af afkom for den (n — 1)’te generation,

Zy1 |
Z,=Y x"",
i=1

hvor Xl.(n_1> er antallet af afkom for den i’te heendelse i den (n — 1)’te generation. At spgrge
om en forgreningsproces er endelig, er dermed det samme som at spgrge om der er en
generation Z, = 0, for n € Z,.. Lad h®ndelsen E vare at den forgrenende proces uddgr.

Det viser sig, at det eneste der er ngdvendigt for at sikre endelighed af en forgreningsproces
er, at det gennemsnitlige antal afkom er mindre end en altsa, at v < 1. For at vise dette
anvendes den sandsynlighedsgenererende funktionen.

Definition 2.2. — Sandsynlighedsgenererende funktion
Lad den stokastiske heltallig variabel X veere et heltal og positivt. Sa kaldes funk-

tionen
Gx(s) = E[s"], 0<s<1

for den sandsynlighedsgenererendefunktionen for X.

(9 s. 236]

Der geelder endvidere for den sandsynlighedsgenererende funktioner at Gx (1) = 1, og at
Gx(0) = px(0), hvor px(0) er sandsynligheden for at den stokastiske variabel er lig 0, jvf.
[9} s. 237-238]. Bemerk at p, er tethedsfunktionen for den stokastiske variabel X. Fglgende
galder for forgreningsprocesser.

Saetning 2.3.

Hvis der haves en forgreningsproces med sandsynlighedsgenererende funktion G,
sd er ¢ = Pr{E} den mindste lpsning til s = G(s), hvor s € [0, 1].

[9 s. 436]

Denne s@tning vil ikke blive vist i denne rapport. Ligeledes vil den naste satning heller
ikke blive bevist.

Satning 2.4.
Hvis X har sandsynlighedsgenererendefunktionen Gy, sd geelder der, at

E[X] = Gx(1).

(9 s. 238]

I den fglgende s@tning er det muligt, at vise at hvis v < 1, sa vil antallet af heendelser vaere
endeligt.

6 2. Grundlceeggende teori



2.3 Den rumlige punktproces

Saetning 2.5.
Hvis der haves en forgreningsproces X, med gennemsnitligt antal afkom v, sd
geelder der:

v<1=P(E)=

1
v>1=PE)<I

(9 5. 437-438]

Bevis. Hvis sandsynligheden for ikke at have nogle afkom er lig 0 sa er P(E) = 0.

Antag at sandsynligheden for ikke at have nogle afkom er stgrre end 0 (p,(0) > 0). Sa
gelder der, at v = G'(1), jvf. setning Da der gelder at G(1) = 1 og G(0) = p.(0),
og da p,(0) > 0 ma G(0) > 0. Jvf. [9] s. 264 opgave 133] gelder endvidere at G(s) er
konveks og voksende, derfor ma G(0) vere voksende til G(1). Hvis v > 1 geelder der at
heldningen i G(1) er stgrre end 1, og den konvekse og voksende G(s), er derfor ngdt til at
krydse identitetslinien y = 5. Hvis v < 1, sa gelder der at heldningen i G(1) er mindre end
1, og den konvekse og voksende G(s) kan derfor ikke skeere identitetslinien y = s.

Der gelder jvf. setning[2.3] at sandsynligheden for at uddg er givet ved den mindste lgsning
til systemet s = G(s), hvor s € [0, 1]. Dermed vil den mindste Igsning s veere mindre end 1,
narv > 1, og den vil vere 1 narv < 1. O

Bemerk at i tilfeeldet hvor v = 1 er det ikke sikkert at P(E') = 1, men det er ikke umuligt.
[9, s. 236-238, 433-440]

2.3 Den rumlige punktproces

Dette afsnit indeholder en kort preesentation af den rumlige punktproces. Dele af dette afsnit
er ldnt fra et tidligere projekt [11].

Hvis der haves et observationsvindue W, og der er observeret en mangde af handelser
indenfor dette vindue, er dette et punktmgnster.

Definition 2.6. — Punktmgnster
Et punktmgnster er en meengde af punkter {uy,uy,...} indeholdt i et observations-
vindue W.

Hvis det gnskes at generere punktmgnstre, er dette muligt ved at anvende en rumlig punkt-
proces, hvilket er en stokastisk proces, der genererer punktmgnstre i et rum S. Fremover i
rapporten vil der kun blive betragtet punktmgnstre med et udfaldsrum, der er en delmangde
af RY. Fglgende i rapporten betegnes en punktproces X, og dens punktmgnstre for x.

Nu defineres to forskellige teellemal.

2. Grundleeggende teori 7



2.3 Den rumlige punktproces

Definition 2.7. — Tellemalet n
Hvis der haves et punktmgnster X, sa geelder der at teellemadlet n(X) angiver antal-
let af punkter i punktmgnstret. Hvis

n(x) <eo,ndar S C B

hvor B er en borelmeengde®, sd siges X at veere lokalt endeligt.

“Definitionen pa en borelmangde kan ses i appendiks

Definition 2.8. — Tallemalet N
Hvis der haves en borelmengde B C S, sa angiver N(B) antallet af heendelser i
borelmengden B.

Hvis der gaelder, at der ikke er nogle punkter i borelm@ngden B haves der en void-h@ndelse.

Definition 2.9. — Void-sandsynlighed
Void-sandsynligheden for en begreenset Borelmeengde er givet ved

hvor B € B.
[8 s. 9]

Der gelder endvidere, at

Saetning 2.10.
En punktproces X er entydigt bestemt ved dennes void-sandsynlighed.

v(B)=P(N(B)=0),  forBe B

[8 s. 9]

Beviset for denne s&tning vil ikke blive gennemgaet i rapporten.

Det er muligt at snakke om stationaritet af punktprocesser.

Definition 2.11. — Stationaritet og isotropi
En punktproces X pd R? er stationcer, hvis dens fordeling er invariant under trans-
lation, dvs. at

X~ {u+slueX}, seR?

En punktproces X er isotropisk, hvis dens fordeling er invariant under rotation,
dvs. at
X ~ {Rulu € X},

hvor R betegner en rotation omkring origo.
[8 s. 14-15]
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2.3 Den rumlige punktproces

Fglgende prasenteres to egenskaber ved punktprocesser.

Definition 2.12. — Superposition
Hvis X; er disjunkte punktprocesser for i = 1,2, ..., kaldes | J;_ X; for en super-
position.

[8 s. 22]

Definition 2.13. — Udtynding

Lad X veere en punktproces pd S, og lad p veere en funktion, sdledes at p : S —
[0,1]. Den udtyndede punktproces Xpin C X fremkommer ved, at ethvert punkt
u € X uafheengigt af hinanden beholdes med sandsynlighed p(u), eller forkastes
med sandsynlighed 1 — p(u).

I8 s. 22]

Ofte haves der et givent punktmgnster for en virkelig hendelse, og det gnskes at finde en
punktproces der er i stand til at generere punktmgnstre, der minder om det givne punkt-
mgnster. Der gelder dog, at et givent punktmgnster kan have forskellige tendenser, f.eks.
kan punkterne vaere samlet i sma klynger, eller det kan veere meget regulert, saledes at der
ikke er nogen punkter, der ligger tet pa hinanden.

Konstruktionen af en rumlig punktproces er altafggrende for hvilken type af punktmgnstre
den genererer. Det er derfor ngdvendigt pa forhand at vide, hvilken type af punktmgnstre
der gnskes genereret, inden det er muligt at udvalge en rumlig punktproces til dette. For
at undersgge et rumligt punktmgnster, er det muligt at anvende forskellige deskriptive stgr-
relser, disse vil dog ikke videre blive behandlet i denne rapport. Arsagen til dette er, at en
senere indskraenkning til kun at betragte punktprocesser pa tidslinien, giver andre mulighe-
der for at vurdere om der er tendenser til f.eks. klyngedannelse i et punktmgnster. Det er
dog muligt, at lese mere om deskriptive stgrrelser i den vedlagte rapport [[11]].

De rumlige punktprocesser kan groft opdeles i tre forskellige klasser, alt efter hvilken type af
punktmgnstre de genererer, nemlig de klyngede, tilfeldige og regulere. Fglgende er et par
eksempler pa forskellige punktprocesser, der genererer forskellige typer af punktmgnstre

e Klyngede punktmgnstre: Klyngeprocesser.
o Tilfzeldige punktmgnstre: Poisson punktprocessen.
e Regul@re punktmgnstre: Markov punktprocessen.

Her er det ngdvendigt specielt at bemarke Poisson punktprocessen, der er i stand til at
generere punktmgnstre, hvor punkternes placering er fuldstendigt tilfeeldige. I det vedlag-
te projekt, fra mit ottende semester, blev den rumlige udgave af Poisson punktprocessen
prasenteret, og beviset for eksistensen samt entydigheden blev udfgrt. Der gelder dog, at
Poisson punktprocessen pa tidslinien har en noget simplere form. Derfor vil der ikke blive
gaet mere i dybden med den rumlige udgave her.

Der er dog en type af rumlige punktprocesser det er ngdvendigt at ggre lidt mere ud af, da
den bliver anvendt senere i projektet. Dette er klyngeprocessen.

[8 s. 7-9, 22-23]
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2.3 Den rumlige punktproces

2.3.1 Klyngeprocesser

Hvis det gnskes at danne punktmgnstre, der er klyngedannende, er det ikke muligt blot at
anvende Poisson punktprocessen. Punktmgnstre pa denne form kan konstrueres ved fgrst at
finde klyngernes centre med en punktproces, hvorefter punkterne i hver klynge konstrueres
med en anden. Den endelige punktproces bliver da en superposition af punkterne i alle
klyngerne. En punktproces af denne type kaldes for en klyngeproces.

Definition 2.14. — Klyngeproces
Hvis der geelder fplgende:

1. Der haves en centerproces bestdende af en punktproces C pa ¥y

2. Der haves en familie af punktprocesser {N(-|y)|y € 9}, der genererer klyn-
gerne pd X.

3. Der geelder, at X er en superposition af klyngerne.

Sa siges X, at veere en klyngeproces, hvis for ethvert begreenset A € By:

NA) = Y N(Aly) < oo
yi€eC

[3l s. 176]

I dette projekt arbejdes der kun med de klyngeprocesser, hvor der gelder at punktproces-
serne N(-|y) er uathengige af hinanden. Det bemzrkes, at de punktprocesser der anvendes
til konstruktionen af klyngeprocesserne ikke behgver at vere Poisson punktprocesser.

Folgende gnskes det at bevise eksistensen af en sadan punktproces. For at en klyngeproces
eksisterer, er det ngdvendigt at den kun indeholder endeligt mange punkter.

Lemma 2.15.
En klyngeproces eksisterer hvis og kun hvis, for enhver begrenset borelmeengde
AES,
Z pa (yl) < oo,
yi€eC
hvor pa(y) = Pr{N(Aly) >0} forye 9.
3l s. 177]

Bevis. For at bevise lemmet tages der udgangspunkt i biimplikationen, og det vises begge
veje.

Antag fgrst at en klyngeproces eksisterer. Der geelder da at Y, cc pa(yi) < o for enhver
begraenset borelmangde A C S pr. definition [2.14]

Antag dernzst, at der geelder at der haves en given center punktproces C, hvor der gelder, at
Y.y,ec Pa(yi) < oo for enhver begrenset borelmengde A C S. Det gnskes at anvende Borel-
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2.3 Den rumlige punktproces

cantelli lemmaet [17]]. Dette siger, at for E, uvathengige ha&ndelser galder der, at hvis
Z Pr{E,} < oo sd Pr{lim supE,} =0
n—=1 n—yoo
Betragt de uafhengige hendelserne E; = {Klynge i tilfgrer mindst et punkt til A}, da
Y Pr{E} =) pa(yi) <eo,
n=1 y;ieC
felger det, at der vil vaere endeligt mange punkter i mengden A. O
Klyngeprocessen er blot en blandt mange punktprocesser, der er i stand til at danne punkt-
mgnstre med klynger. F.eks. er Cox-punktprocesserne ogsa i stand til at danne klyngede

punktmgnstre. Fglgende i rapporten vil der blive arbejdet med punktprocesser pa tidslinien,
og udelukkende punktprocesser af en type der danner klynger.

[3ls. 175-181]
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KAPITEL 3

PUNKTPROCESSER PA TIDSLINIEN

Mange h@ndelser kan afbildes som en funktion af tiden. Dette kunne f.eks. vare ankomsten
af en ny kunde til en butik, eller tidspunktet for jordskelvshendelser. Det der er vasentligt
for alle disse forskellige hendelser er, at de har evolutionar karakter. Det vil sige, at en
handelse kan vere athengig af tidligere hendelser, men den kan ikke vere afhengig af
fremtidige haendelser. Det gnskes, i dette afsnit, at preesentere punktprocesser pa tidslinien,
der er punktprocesser der opfylder at S C R, og som har evolutionar karakter!. Fgrst fgrst
praesenteres kort lidt generel teori om blandt andet intensiteten og stationaritet. Efterfglgen-
de betragtes det, hvorledes der laves inferens for punktprocesser pa tidslinien.

Der findes mange forskellige klasser af punktprocesser pa tidslinien, i dette afsnit praesente-
res to af disse, Poisson punktprocessen og Hawkes punktprocessen, hvilket er punktproces-
ser der danner punktmgnstre, hvor punkterne er hhv. fuldstendigt tilfeldigt fordelte eller
fordelt i klynger. Kapitlet rundes af med at betragte, hvorledes det er muligt at simulere
punktmgnstre fra en Hawkes punktproces.

3.1 Grundlaeggende definitioner

En punktproces pa tidslinien er en punktproces der genererer punktmgnstre pa tidslinien.
Der er dog flere forskellige &ekvivalent mader, at definere en punktproces pa tidslinien pa.

Definition 3.1. — Punktproces pa tidslinien
En punktproces pa tidslinien defineres ved ét af fplgende tre ckvivalente punkter:

1. En stokastisk fglge T pd R.
2. En stokastisk fplge af intervaller T pd [0,o).
3. Et stokastisk teellemal N pa R.

[3s. 41]

1Jordskelv kan have forskelv, men dette ses der bort fra i modellen.
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3.1 Grundleggende definitioner

For yderligere, at undga at punktprocesser der har uendeligt mange punkter, betragtes kun
punktpocesser hvor der geelder at N(B) < o for enhver begranset borelmangde B C R.

Det vaelges ogsa kun at betragte simple punktprocesser pa tidslinien. Dette er punktproces-
ser der danner punktmgnstre, hvor det ikke er muligt, at der forekommer to handelser pa
ngjagtig samme tidspunkt.

Definition 3.2. — Simple punktprocesser pa tidslinien
En punktproces X siges at veere en simpel punktprocs, hvis der geelder fplgende
for teellemdlet N(t):

Pr{N({t}) =0eller 1 forallet € R} = 1.

[3)s. 47]

Det gnskes at bestemme et stationaritets begreb for punktprocesser pa tidslinien. Der er dog
to forskellige mader, at betragte stationaritet for en punktproces pa tidslinien pa. Dette er
alt efter om det er fordelingen af tellemalet N(B), eller fordelingen af ventetiderne. der er
stationar.

Definition 3.3.
En punktproces X pa tidslinien, siges at veere stationcer, hvis der for ethvert n
geelder, at meengden

{N(B) +1),....,N(B,+1)}

er uafhengigt af t € R for de begrensede borelmengder B C S,...,B, C S.
[3)s. 45]

Definition 3.4.
En punktproces X pa tidslinien, siges at veere interval stationeer, hvis der for et-
hvert n, og heltal i\, . .. i, gelder, at meengden af intervallengderne

{Ti1+k7 s 7Tin+k}7

er uafhengigt af k.
[3) s. 45]

For en stationar punktproces pa tidslinien er det muligt, at finde intensiteten af punkter.

Saetning 3.5. — Kinchin’s eksistenssatning
For en stationcer punktproces, findes grenseveerdien

Pr{N(0,h] >0
A= limh—)();r{ ( . ] ~ }7
h
omend den kan veere uendelig.

[3) s. 46]
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3.2 Den betingede intensitetsfunktion

Bevis. Betragt funktionen ¢, hvor
o(x) = Pr{N(0,x] > 0}.

Hvis x — 0 vil det medfgre at ¢(x) — 0 idet Pr{N(0,x] > 0} — 0. Yderligere geelder der
for x,y > 0,

O(x+y)=Pr{N(0,x+y] >0}
= Pr{N(0,x] > 0} + Pr{N(0,x] = 0,N(x,x+y] > 0}
< Pr{N(0,x] > 0} + Pr{N(x,x+y] >0}
— 0(x) +00).

Dermed geelder der at ¢(x) er subadditiv, jvf. appendiks|11.2] og der gelder at

¢(h) _ Pr{N (0,h] >0}
ho h ’

findes, omend den kan vare uendelig. O

Hvis der ikke haves en stationar punktproces, vil Pr{N (x,x+h]| > 0} ikke vare en kon-
stant funktion, men derimod afhengig af hvor pa tidslinien x er placeret. Dermed kan
Pr{N (x,x+h] > 0} erstattes af en tethedsfunktion f(¢), og intensiteten er ikke lengere
konstant, men derimod blevet til en funktion af tiden t. I det tilfeelde hvor intensiteten ikke
er konstant, men er en funktion af tiden ¢, kaldes den for intensitetsfunktionen.

[3} s. 41-50, 64-65]

3.2 Den betingede intensitetsfunktion

Da punktprocesser pa tidslinien har evolutionzr karakter gelder der, at teethedsfunktionen
og intensitetsfunktionen kun kan veare betinget af tidligere begivenheder. Den betingede
tethedsfunktion er givet ved f (7| ), hvor historikken #; er alle heendelser, der er sket fgr
tidspunktet 7. Ved hjelp af den betingede tethedsfunktion er det muligt, at definere den
betingede intensitetsfunktion.

Definition 3.6. — Den betingede intensitetsfunktion
Ud fra den betingede teethed f (t| ;) og den tilhgrende fordelingsfunktion F (t|H;),
er den betingede intensitetsfunktion givet ved

_ f(t|H;)ar

Af(t)dt = TR

[3)s. 231]

Den intiutive forstaelse af den betingede intensitetsfunktion er, at hvis dt er et lille interval
fra tidspunktet 7 og handelserne for tiden t er givet ved mangden {...,#,_1,%,}, sa giver
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3.2 Den betingede intensitetsfunktion

A*(¢) - dt middeveerdien af antallet af punkter i intervallet, idet:

iy g, S| F)dt
A (t)dt = TR
_ Pr{ty1 € [t +dt]|H}
— Pr{ten & (tn,0)| 7}

_ Pritys1 € [t,t +dt],ty1 & (tn,1)|H}

Pritac1 ¢ (tn,1)| %}
= Pr{tyq1 € [t,0 +dt]|tyr1 & (tn,1), H} 3.1
= Pr{ty+1 € [t,t +dt]|H_}
= E[N([t,t+dt])|H,_]. (3.2)

For at fa ligning (3.1) anvendes definitionen pa den betingede sandsynlighed [9, s. 29].
Ligning (3.2) folger af antagelsen om, at punktmgnstrene er simple, si der er enten ingen
punkter eller ét punkt i et interval, nar dette er tilstreekkeligt lille. Bemark at historikken #;
ogsa medtager tiden op til t fra den sidste hendelse ¢, og ikke kun de tidligere haendelser.

Fglgende geelder for f(7|H;) og F(t| 7).

Lemma 3.7.
Stgrrelserne f(t|H;) og F(t|H;) er givet ved

F(0196) = 2 () exp (- tk*(s)a’s) (33)

In
08

F(t]94) = 1 —exp (— /t t x*(s)ds> , (3.4)

hvor t, er det sidste punkt fgr t.

Dette er blevet vist i et tidligere projekt [[11], men vil dog for sammenh@ngens skyld blive
prasenteret her aligevel.

Bevis. Det haves ud fra definition [3.6] at

N
MO = TR
R
= TR

:_%log(l—F(f’}@)-

Hvis der integreres pa begge sider, fas det ud fra Analysens Fundamentalsatning [16] s.
127], at

[ % ds = —(og(1 — F(130)) +1og(1 F(u| %)
= —log(1—F(t|H)).
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Da det er antaget, at F (z|#) er en simpel punktproces, er sandsynligheden for, at den ram-
mer i samme punkt lig 0, s& F(¢,|#;) = 0. Herefter isoleres F(¢|#4;):

—log(1 = Fl#) = [ X (5)ds
o1 F(]H) = exp<—/t:x*(s)ds>

1 —exp (- /t ’ x*(s)ds> ,

hvormed ligning (3.4) er opnaet. Ud fra Analysens Fundamentalsetning fés ligning (3.3)
ved at differentiere F(z|H) [ s. 46]. O

< F(t]|7%)

Der gelder, at den betingede intensitetsfunktion entydigt bestemmer en punktproces.

Lemma 3.8.
Den betingede intensitetsfunktion \*(t) definerer entydigt en punktproces, hvis den
opfylder folgende betingelser for alle t, og alle mulige punktmgnstre for t:

1. A\*(t) er veldefineret og ikke-negativ.
2. Integralet ft,t, A*(s)ds er veldefineret.
3. ft: A (s)ds — oo for t — co.

[13l Kursusgang 4 slide 8]

Ligesom lemma [3.7] er beviset for lemma [3.§] blevet behandlet i [11]. I dette tilfelde vil
beviset dog ikke blive gentaget her.

Det er muligt at integrere den betingede intensitetsfunktion.

Definition 3.9.
Den integrerede betingede intensitetsfunktion er givet ved

A = /O "V (s)ds,

hvor N* er den betingede intensitetsfunktion.
[3] s. 258]

Det der ggr den betingede intentsitetsfunktion specielt interessant er, at den kan bruges til
at bestemme likelihoodfunktionen, og dermed muligggr inferens.

3l s. 229-233]
3.3 Inferens

Hvis der haves et datasat, i form af et punktmgnster og en model for en punktproces pa
tidslinien, er det ofte gnskveardigt at kunne bestemme de parametre i modellen der med
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stgrst sandsynlighed, vil vere i stand til, at producere et punktmgnster, der ligner det givne
dataseet. I dette afsnit presenteres én metode til inferens, fgrst er det dog ngdvendigt at
introducere likelihoodfunktionen.

3.3.1 Likelihood og log-likelihood

Hvis der haves en punktproces og et punktmgnster er det interessant at kende sandsyn-
ligheden for, at punktprocessen er i stand til at frembringe et sadant punktmgnster, som
funktion af parametrene i modellen. En sddan funktion kaldes for en likelihoodfunktion

Definition 3.10. — Likelihoodfunktionen
Likelihoodfunktionen er givet ved.:

L(6]x) = p(x]6) = fo(x).

Hvor fo(x) er teethedsfunktionen for det fremkomne punktmgnster.
Log-likelihoodfunktionen er givet ved logaritmen til likelihoodfunktionen:

L(6]x) = log (L(6]x)).

I rapporten vil det blot blive bencevnt L(8) og L(6).
(9 s. 329]

Likelihoodfunktionen siger dermed noget om, hvor stor sandsynligheden er for, at fa et
bestemt udfald x, nar parametrene 6 er kendte.

Det der ggr den betingede intensitetsfunktion specielt interessant er, at det er muligt at
konstruere likelihoodfunktionen pa baggrund af denne.

Saetning 3.11.
Hvis der haves en punktproces X pa tidslinien er dennes likelihoodfunktion givet

L(6) = (ﬁx*m) exp (- /O ' x*(s)ds> :

hvor \*(t) er den betingede intensitetsfunktion, og {t1,t2,...,t,} er punkterne pa
tidsintervallet [0,T).
[3 s. 232]

ved

Dette er bevist i et tidligere projekt [[11]], men prasenteres her i en kortere udgave.

Bevis. Likelihoodfunktionen er givet ved tethedsfunktion fy(x). Men da X er en punkt-
proces pa tidslinien, og derfor har evolutionar karakter, kan teetheden for et punkt ¢ ud-
trykkes som den betingede tethedsfunktion f(#;|#;)). Dermed er det muligt. at faktorisere
fo(x) op i den betingede tethedsfunktion f(z;]|#4;,) for i =1,2...,n. Bemerk, at pa den sid-
ste del af intervallet, altsa efter punkt #,, vil der ikke vere noget punkt, og der skal derfor
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multipliceres med (1 — F(T|#r)). Dette er sandsynligheden for ikke at have nogle punkter
i den sidste del af intervallet.

L(0) = fo(x) = f(t1|H,) -+ f (| H,) (1 = F (T | 7)), (3.5)

Definition 3.6/ og lemma [3.7] anvendes pa ligning (3.3).
- f(T|#r)
L(6) = || ti|H,
( ) (l'lf(l 11)> x*(T)

(Iﬁll*(t,-)exp (_ i k*(s)ds)> A*(T)exp (— f,"Tk*(s)ds)

i1 }"*(T)

_ (lﬁlx*([io exp <_ /oT x*(s)ds> ,
hvor 1y = 0. =

[3} s. 232-233][9, s. 329]

3.3.2 Maksimum likelihood estimation

Det er relevant at have metoder, hvormed det er muligt, at finde de vardier for 6, der maksi-
merer likelihoodfunktionen, idet det vil vaere de parametervardier der med stgrst sandsyn-
lighed giver handelser, der ligner de oprindelige data.

Hvis der haves en punktproces X med ukendte parametre 6, men med en tathedsfunktion
givet ved fo(x), vil likelihoodfunktionen, jvf. definition|3.10} vere givet ved:

L(8) = fo(x).

Der geelder, at de parametre der maksimerer L(0) ogsa maksimerer £(0), da logaritmen ikke
@ndrer ved placeringen af maksimum. Ydermere gelder der, da logaritmen er en konkav
funktion, at et eventuelt entydigt maksimum vil have en heldning pa 0 i L(0) og i £(8).
Derfor er det nok at Igse ligningen u(8) = 0, for

d

u(0) = %L(G).

Ydermere geelder der, at j(0) er givet ved

2
0=~ () £6) =~ u(®)

Bemerk at u(0) er scorefunktionen, og j(0) er den observerede fisher information.

Eksempel 3.12. Lad X vare en homogen Poisson punktproces pa tidslinien i intervallet
I = [0,T] med betinget intensitetsfunktion intensitet A*(t) = 0. Ydermere hvis der haves et
punktmgnster {x\,...,x,}, da geelder der, at den tilhgrende likelihood- og log-likelihoodfunktion
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er givet ved:
Lo(T) = (ﬁx*m)> exp (- [ 2 s)as)
_ <He> exp <—/0T9ds>

=0"-exp(—0T).

£o(T) = log(Lo(T))
=1log (0" -exp(—0T))
=n-1log(8)+log(exp(—OT)) =n-log(6) —6T.

Da likelihoodfunktionen og log-likelihoodfunktionen har samme maksimum er det ligegyl-
digt, hvilken af de to der maksimeres. Da der geelder, at de er konkave funktioner, geelder der
at maksimum vil findes der hvor differentialet giver 0. Derfor differentieres L(0) i forhold
til T og scettes lig 0.

d
—Lo(T)=0
deLe( )
n
T _r=0
9
0=1
T

Dermed geelder der, at MLE er givet ved 6= 7

Det er dog langt fra alle punktprocesser, hvor det er muligt at estimere parametrene analy-
tisk ved MLE som i eksempel [3.12] Det er derfor relevant at betragte, hvorledes det i stedet
er muligt at approksimere parametrene. I denne rappport vil der blive betragtet én meto-
de til at approksimere parametrene baseret pa en Newton-Rhapson algoritme. Der findes
andre mader at approksimere parametre pa, f.eks. kan n@vnes baysiansk statistik eller ved
minimum Kontrast estimering.

[8, s. 146-147]

3.3.3 Newton-Rhapson approksimation

Hvis der haves en funktion f(6), og det gnskes at approksimere § siledes at f(8) = 0
kan dette ggres med en Newton-Rhapson algoritme. Fgrst presenteres Newton-Rhapson
approksimation, hvor antallet af ukendte parametre er lig én, hvorefter der udvides til en
mere generel form.

De fleste l@sere er sikkert bekendte med den én-dimensionelle udgave af Newton-Rhapson
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udledt af et fgrste ordens Taylor polynomium, jvf. appendiks|11.3} hvor f(8) = 0.

Dette kan udviddes rekursivt til fglgende

) amy SO
0 =9 ey’ (3.6)

hvor der gelde at 6,, — 6 nar n — oo. Det er heller ikke noget problem at anvende ligning
(3.6) pa punktprocesser med én ukendt variabel. Betragt f.eks. en likelihoodfunktion med én
ukendt parameter, hvor toppunktet for likelihoodfunktionen er givet ved 8, hvor % L(8)=0.
Da er det muligt at anvende den én-dimensionelle udgave af Newton-Rhapson fra ligning

(3.6).

form=0,1,...,

hvor 6™ — & nar m — oo,

Der gelder dog, at mange punktprocesser har mere end en ukendt variabel. Det gnskes der-
for at finde en Newton-Rhapson algoritme, der fungerer nér antallet af parametre overstiger
én. For den n-dimensionelle Newton-Rhapson betrates er det dog fgrst ngdvendigt at define-
re Jacobi- og Hessian-matricerne, idet disse vasentligt letter opskrivningen af algoritmen.

Definition 3.13. — Jacobimatrix
Hvis der haves m funktioner, med n ubekendte, er Jacobimatricen givet ved:

d J d
g'?’:ﬁ(X) gég(X) g?’:l x)
2 2 2
Joo(x) gt (x) 20, (x
J(fiseosfm)=1|"" ? )
Au (N U 3fn
%(x) a%z(x) a];n(x)

[4) s. 1003]
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Definition 3.14. — Hessian-matrix
Hvis der haves en funktion f(x1,x2,...,x,), sd er Hessian-matricen givet ved:
ro°f ’f ’f T
207 () Foe; ) Farae, ()
f % f f
NGO A CONMNTIN )
H(f)= |0 2
92 f 92 f. 92 f'
L3608 ) e (X) - 302 (%) |
[18]

For at finde de n ukendte parametre betragtes n ligninger

f1<91;92;--~7en)7
f2(91’92"“7en)7

fl’l(917927 cee 7671)7

med n ubekendte. Det gnskes at finde (61 0, .., én), saledes at

fn(617é27'-'>én> =0.

Altsa et ligningssystem med 7 ligninger og n ubekendte. Lad nu

el fl(el7927"°79n)
0 £2(01,0,,...,0,
I R TR
0, Jn(01,02,...,6,)

Fglgende er det muligt, at opskrive Taylorudvidelsen, jvf. appendiks[11.3]

(
(

£(0) =

O 4 7(£(6(©))) - (6—09) +R.
£(6) ~ f(6'°

f(6™) +

£(0) +7(£(6(©)) - (6 —00), (3.7)
hvor R er restleddet, J(£(8(?))) er Jacobimatricen, (07 = [950) , 6&0), ey 620)] er et gt inden-
for parameterrummet. Bemeark, at hvor den én-dimensionelle Newton-Rhapson anvender
tangenten til at udfgre approksimationen, anvender den n-dimensionelle Newton-Rhapson

det n-dimensionelle tangentplan.
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Da f(6) = 0, kan ligning (3.7) omskrives.

£(0) ~£(6”) +J(£(6V))- (8 —6(*)
0~ f(0)+7(£09)). (6—00)
&0~ 0)—J((6)) " f(8).

Dermed fremkommer en iterativ formel af samme type som (3.6).

0 — otk _ y(g(o*1))~1 (k1) (3.8)

Hvor der gelder, at 6, — 0 nar k — oo.

Hyvis det gnskes at anvende en Newton-Rhapson algoritme til at approksimere MLE for en
punktproces med n variable, gnskes det igen at finde 6, saledes at de partielt afledte af L(é)
bliver 0. Dermed bliver f(8*)) fra ligning en vektor med de partielt afledte af £(8%)),
denne vektor kaldes A(L(8%))).

A(L(6Y))

Det er ngdvendigt, at finde Jacobimatricen for A(L(8%))).

[955-L(6%) 956 L(61W) 956 L(6W) 7]
3, X 35 (x) ... —g—(x
a%qe% ( a%qe@) ( B%L(GU"))
X X —55 (X
JALOW))) = | 9 3 .
d50-L(6W) d50-L£(6W) d50-L(6W)
TP (x) 6, (x) 36, (x) ]
[a2c(6®)  92L(6h) 02£(6%)]
ae% 891892 aelaen
2L(OW)  92L(eW) 02L(8W)
2
_ | 8.0, 963 90200, | _ H(L(0W))
22L(6W)  22L(eW) 0L (6%)
| 796,06, 6,06, 062

Dermed er Jacobimatricen for vektoren med de partielt afledte af log-likelihoodfunktionen

lig Hessian-matricen for log-likelihoodfunktionen.

Dermed er det muligt, at omskrive ligning (3.8).

0 = o1 — g (LB D))A(B ).

Hvor 8" — 0 nar n — oo.

Det er nu blevet betragtet hvorledes der kan udfgres inferens, for punktprocesser pa tidslin-
ien. Far at kunne udfgre inferens er det dog ngdvendigt, at have en model. Derfor praesen-
teres fglgende konkrete punktprocesser pa tidslinien.
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[15 s. 45-49]

3.4 Hawkes punktprocessen pa tidslinien

Der er nu blevet gennemgaet en del generel teori omkring punktprocesser pa tidslinien og
inferens for disse. Derfor vil der nu blive praesenteret en klasse af punktprocesser pa tids-
linien kaldet Hawkes punktprocesser. I konstruktionen af Hawkes punktprocessen anvendes
Poisson punktprocessen pa tidslinien og derfor praesenteres disse f@rst.

3.4.1 Poisson punktprocessen pa tidslinien

Det gnskes at konstruere punktprocesser pa tidslinien, der kan generere punktmgnstre hvor
punkterne er fuldstendigt tilfeldigt fordelt, og hvor det gennemsnitlige antal punkter i in-
tervallet / = [0, 7] er givet ved A - T. Da en punktproces pa tidslinien kan defineres som en
stokastisk fglge af intervaller, er det ngdvendigt at finde en made at generere disse interval-
ler, saledes at punkterne bliver fuldstaendigt tilfaldigt fordelt, men med det samme gennem-
snitlige antal punkter. Her udnyttes den hukommelseslgse egenskab ved den eksponentielle
fordelingen til at konstruere hvert tidsinterval som et udtraek fra denne, saledes at punkterne
bliver fuldstendigt tilfeeldigt fordelt. Hvis endvidere parametren af den eksponentielle for-
delingen er A, si er middelvardien, af intervalstgrrelsen, givet ved A~'. Middelantallet af
punkter i intervallet I, bliver da:

T

EN(D)]

Det er dermed muligt at definere en Poisson punktproces pa tidslinien.

Definition 3.15. — Poisson punktproces pa tidslinien
Hvis der haves en punktproces X, hvor stgrrelsen af hvert interval t; ~ Exp(\) for
i=1,2,..., sdsiges X er veere en Poisson punktproces pa tidslinien med intensitet

A.

Hyvis intensitetsfunktionen for en Poisson punktproces er konstant siges Poisson punktpro-
cessen at vere homogen, hvis den derimod ikke er konstant siges Poisson punktprocessen
at vere inhomogen.

Poisson punktprocessen pa tidslinien er en byggesten i konstruktionen af andre punktpro-
cesser pa tidslinien, f.eks. Hawkes punktprocessen.

[3)s. 19-21]

3.4.2 Hawkes punktprocessen

Hvis det gnskes at konstruere punktmgnstre pa tidslinien, der er mere klyngedannende end
de fuldstendige tilfeldige punktmgnstre, er det ngdvendigt, at anvende en anden type af
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punktprocesser end Poisson punktprocessen. Et eksempel pa en klyngedannende punkt-
proces er Hawkes punktprocessen. En Hawkes punktproces bestar af to forskellige typer
af punkter, immigranter og afkom. Immigranterne, {y}, er kendetegnet ved, at de ikke er
afkom af nogle af de punkter der findes i punktprocessen, men derimod er ankommet ved en
Poisson punktproces C med intensitet u(¢). Afkommet skabes ved, at ethvert punkt i punkt-
processen har en mulighed for at skabe nye punkter, fordelt efter en endelig inhomogen
Poisson punktproces. Da afkom af immigranternes generation er i stand til at skabe nyt af-
kom, kan der dermed skelnes mellem afkom af forskellige generationer, hvor de oprindelige
immigranter er 0’te generation. Et punkt #; genererer afkom efter en Poisson punktproces
med intensitetsfunktion ary(r — f;), bade hvis punktet er en immigrant eller tilhgrer en gene-
ration stgrre end 0. Yderligere gnskes det at klyngerne skal vare endelige, og derfor er det
pakravet at det gennemsnitlige antal afkom v = [;” ay(x) < 1. Fglgende betragtes udeluk-
kende Hawkes punktprocesser hvor intensitetsfunktionen u(z) er konstant, altsa stationaere
Hawkes punktprocesser.

Der findes en rumlig udgave af Hawkes punktprocessen, men i denne rapport betragtes
udelukkende Hawkes punktprocesser pa tidslinien. Det vil sige, at udfaldsrummet er R samt
et krav om, at den rumlige punktproces skal have evolutionar karakter. Fglgende defineres
Hawkes punktproces pa tidslinien som en klyngeproces.

Definition 3.16. — Hawkes punktproces
Hvis der geelder at:

1. Immigranterne {y} "ankommer* efter en Poisson punktproces med intensi-
tet u pa R.

2. Hver immigrant y; € {y} danner en klynge C;, der er uafheengig af de andre
klynger. Hver klynge C; bestdr af én oprindelig immigrant y; samt afkom
af forskellige generationer. Generation k + 1 bestdr af afkom fra genera-
tion k, ved at hvert punkt t; i den k’te generation, giver afkom efter en in-
homogen Poisson punktproces pa R med intensitetsfunktion ovy(t — t;), for
k=0,1,2,....

3. X er en superposition af alle klyngerne, C;, fori=1,2,....

Sa er X en Hawkes punktproces pa R. [3] s. 183-184]

Det bemarkes, at da Hawkes punktprocessen er defineret som en klyngeproces vil den ek-
sistere jvf. lemma[2.15] hvis der galder at

Y pa(yi) <ee.

yieC

Dette opfyldes hvis

v:/o oy(t)dt < 1, 3.9

idet, det er muligt at opfatte hver klynge som en forgraningsproces, og s@tning 2.5 medfgrer
at det gennemsnitlige antal punkter i hver klynge bliver endeligt, og da der er et endeligt
antal klynger ma den samlede mangde af punkter blive endelig. Der gelder endvidere,
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ifglge [3l s. 184], at det gennemsnitlige antal punkter i klyngerne er givet ved ﬁ Dermed
er det gennemsnitlige antal punkter pr. tidsenhed givet ved produktet af ¢ og ﬁ, altsa {55

En af de ting, der ggr Hawkes punktprocessen interessant er, at det ogsa er muligt at definere
Hawkes punktprocessen ud fra dennes betingede intensitetsfunktion A* (7).

Definition 3.17.
Hvis der geelder, at en punktproces X har fplgende betingede intensitetsfunktion

M) =p+ Y oyt —1), (3.10)

1<t

hvor u> 0, og ay(t) er en tewthed pa intervallet (0,0), sa siges X at veere en
Hawkes punktproces.

[3) 5. 233-234]

Fglgende gnskes det at vise, at de to definitioner pd en Hawkes punktproces, [3.16/og[3.17} er
ekvivalente. For at bevise dette vaelges det at gd samme vej som Allan G. Hawkes anvendte
1 hans artikkel fra 1974 [5} s. 493-503]. Til bevises anvendes to lemmaer, hvoraf det fgrste
vil blive bevist og det sidste blot presenteret.

Lemma 3.18.
Hvis u> 0 og v < 1 sd findes der en stationcer Poisson klyngeproces med ﬁ

punkter per tidsenhed, der bdde opfylder definition 0g
[5] 5. 495]

Bevis. Det gnskes fgrst at vise, at der findes en Poisson klyngeproces, der opfylder defini-
tion[3.17] Der tages udgangspunkt i en fedsels-dgds proces, og det vises at den kan opfylder
ligning (3.10). Herefter vises det, at den samme fgdsels-dgds proces ogsé er en Poisson
klyngeproces med gennemsnitligt antal punkter % pr. tidsenhed.

Antag at der haves en fgdsels-dgds proces, hvor dgdsraten er 0 og f@dselsraten er givet
ved en funktion athengigt af alderen af punktet ovy(t — ¢;), for punktet #;. Det bemerkes,
at i en fgdsels-dgds proces, er bade sandsynligheden for at dg og afkomsintensiteten, for
de forskellige punkter, uatha@ngigt af hinanden. Dermed galder der, at afkomsintensiteten i
punktet t pa tidslinien er givet ved summen af afkomsintensiteten for hvert af de eksisterende
punkter #; < ¢. Dermed kan intensitetsfunktionen for atkommet skrives som:

Y oyt —1).

<t
Der er altsa nu fundet intensitetsfunktionen for afkommet, men det gnskes ogsa at tage hgjde
for immigranter, der er ankommet med en intensitet pa u. Derfor bliver intensitetsfunktionen
for punkterne i fgdsels-dgds punktprocessen fglgende:

M) =p+ ) v —1). (3.11)

1<t
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Her er {#;} mangden af alle de punkter der er forekommet fgr tiden ¢, enten som immigranter
eller som afkom af andre punkter. Det er nu vist, at der findes en fgdsels-dgds proces, der

opfylder ligning (3.10) og dermed definition

Fglgende vil det blive vist at samme fgdsels-dgds proces fgrer til en punktproces defineret

som

Da de oprindelige immigranter er ankommet uafhangigt af hinanden med en intensitet pa u,
og da disse er forfaedre til alle punkterne, er det muligt at betragte disse som centerpunkter
for klyngerne givet ved en homogen Poisson punktproces med intensitet y. Hvis immigran-
ternes afkom betragtes som fgrste generation, og afkommet af f@grste generation betragtes
som anden generation osv. sa kan punktprocessen betragtes som en forgrenende proces, jvf.
definition Der gaelder, jvf. [5 s. 496] at den sandsynlighedsgenererende funktionen for
klyngestgrrelsen er givet ved:

n(z) = z-exp (V(n(z) — 1))

Ydermere gelder der, jvf. setning at hvis v < 1, sa er antallet af punkter i klyngerne
endeligt.

Da 1(z) er en sandsynlighedsgenererende funktion, galder der at det gennemsnitlige antal
af punkter i klyngerne er givet ved (1), jvf. stning 2.4 Fgrst findes den afledte af 7(z),
som den afledte af produktet af to funktioner, hvoraf den ene er en sammensat funktion.

W(z) = exp(v(n(z) = 1)) +2-7'(2) - V- exp(V(m(z) — 1)).

Fglgende anvendes det at (1) = 1, jvf. afsnit[2.2]

w(1) = exp(v(n(1) = 1)) + 1-w(1) - v-exp(v(n(1) - 1))

T 7(1)=exp(0)+1-7(1) -v-exp(0)

| T(1)=1+1- ’(l)v

¢ Tmv- )

¢ )=

1

For at finde det gennemsnitlige antal punkter per tidsenhed multipliceres intensiteten for
immigranterne u med den gennemsnitlige stgrrelse af en klynge ;. Dermed bliver raten
M
I-v:*

Da det nu er vist, at da ovenstaende fadsels-dgds proces har samme opbygning og rate som
definition[3.16, ma den siges at vaere en Hawkes punktproces. 0

Dermed gelder der nu, at der er fundet en punktproces der stemmer med bade definition
[3.16/og For at de to definitioner kan siges at vare a&kvivalente er det ngdvendigt at de
er entydige. Der galder fglgende.
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Lemma 3.19.

Der findes hgjest en stationer punktproces der opfylder ligning (3.10) og
Jo oy(t)dr < 1.

15 s. 497-498]

Hyvilket ikke vil blive bevist her.

Det er nu muligt at praesentere fglgende satning, der er trivielt bevist ved lemma [3.18] og

B.19

Saetning 3.20.
Hvis v < 1 og oy(s) opfylder

0<v:/ oy(s)ds < 1,
0

sd findes der én punktproces der bade opfylder definition og definition
[5) 5. 498]

Nu er Hawkes punktprocessen bevist, og det er vist at den bade kan defineres som en klyn-
geproces og via dens betingede intensitetsfunktion. Fglgende betragtes nogle af dens egen-
skaber.

Da Hawkes punktprocessen er defineret ved den betingede intensitetsfunktion er det relativt
simpelt at finde dens likelihood og log-likelihoodfunktion via s@tning

Saetning 3.21.
For en Hawkes punktproces geelder der, at dennes likelihoodfunktion er givet ved:

L(6) = (_Iiwr ZqY(n—q)) -exp (— /OT <u+ Z ocy(s—zj)> ds> , (3.12)

hvor 6 = {u,a,7v}.
Ligeledes er log-likelihoodfunktionen givet ved.:

L£(6) = (ilog <H+ Z ovy(t; —t,-))) — /OT </J+ Z (xy(s—tj)> ds. (3.13)
i=1

1<t 1;<s

Bevis. For en Hawkes punktproces er den betingede intensitetsfunktion givet ved definition

Dette indsattes i setning

L(8) = (ilix*(t,-)> exp (- /0 ' x*(s)ds>

= (ﬁu—i— Z (xy(ti—tj)> -exp (— /OT/.H— Z Ow(s—tj)ds> .

i=1 1;<ti 1;<s
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For at finde £(0) tages logaritmen til L(0).

log ((ﬁH—F Z.OW(ti —tj)> - exp <_/OT <ﬂ+ Z OW(S—tj)) ds>>
1 T
= (; log (,u—i— Z_(W(ti —tj)>> _/0 (,u—|— Z Ow(s—tj)) ds.

1;<s

[3 s. 183-185, 233-234][13, s. 493-503]

3.5 Simulering

Hvis der haves en model, gnskes det ofte at vaere 1 stand til at simulere data fra den. Hvis
det gnskes at simulere punktmgnstre fra en Poisson punktproces pa tidslinien med intensitet
A, er det relativt simpelt via definition idet hvert interval simuleres fra Exp(A). Hvis
det gnskes, at simulere fra Hawkes punktprocessen anvendes dennes specielle struktur, idet
den bade kan defineres som en klyngeproces, og via dens betingede intensitetsfunktion.

En simuleringsalgoritme for en umarket Hawkes punktproces pa tidslinien er relativ simpel
at opskrive, idet der direkte stér i definition hvordan den genereres. Den bestar af tre
forskellige trin, hvor det fgrste trin simulerer center punkterne, som en homogen Poisson
punktproces pa tidslinien med intensitet u. Det andet trin simulerer de forskellige genera-
tioner af punkter, hvor hvert punkt affgder nye punkter efter en inhomogene Poisson punkt-
proces med intensitetsfunktion ay(r —¢;). Det endelige tredje trin udggr superposititionen
af samtlige punkter. Dette kan ses i algoritme|[I]

Algoritme 1 Hawkes punktproces

En umerket Hawkes punktproces X pa intevallet [0, 7] kan genereres pa folgende made.
Set k=0

e Generer X; som en umearket Poisson punktproces med intensitet u pa intervallet
[0,T].

while Antallet af punkter i X; > 0 do
e Lad k =k+ 1 og generer X; som en superposition af Y; ~ Poisson((t;,T],o. -
v(t—1t)), hvor t; € Xy fori=1,2,....
end while

e Lad X = X,

Det er muligt, at implementere algoritme [I]i R, men der er ogsé andre méder at konstrue-
re punktmgnstre fra Hawkes punktprocesser. En mulighed er at udnytte den evolutionare
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egenskab der opfyldes af punktprocesser pa tidslinien. Dette kan ggres ved fgrst at simulere
immigranterne som en homogen Poisson punktproces med intensitetsfunktion u. Herefter
startes der ved den nedre grense i tidsintervallet og hver gang man kommer til en ha&ndelse
(t;) simuleres afkom af denne som en inhomogen Poisson punktproces med intensitetsfunk-
tion ary(z —t;). Folgende prasenteres en algoritme bygget op pa denne made.

Algoritme 2 Hawkes punktproces

Punktmgnstre for en Hawkes punktproces X intervallet [0, 7| kan genereres pa fglgende
méade. Lad i =1

1. Generer x som en Poisson punktproces med intensitetsfunktion u pa intervallet
[0,T].

while 7; < T do
2. Generer x ~ Poisson((t;,T],oy(t —t;)).
3. Ladx=xUux.
4.  Sorter x i forhold til placeringen pa tidslinien.
5. i=i+l
end while

Konstruktionen af immigranterne, punkt 1 i algoritmen, stemmer over ens med punkt 1 i de-
finition [3.16] Hvert punkt affgder nye punkter efter en inhomogen Poisson punktproces med
intensitetsfunktion ovy(# —¢;), hvilket stemmer overens med punkt 2 i definitionen. Endelig
bestar x af alle immigranter og afkom i intervallet, hvilket svarer til punkt 3 i definitionen.

Hyvis det ikke gnskes at arbejde med inhomogene Poisson punktprocesser i R, er det muligt
at simulere punktmgnstre fra Hawkes punktprocessen pa felgende made. Hvis der haves en
mengde af punkter {t1,1,,...,%}, gelder der jvf. beviset for lemma at

tog(1 = Fltt|#,.)) == [ Xyt

Fglgende indsattes den betingede intensitetsfunktin for Hawkes punktprocessen.

Tk+1 k
log(1 —F(tx11|#,.,)) = _/t <,u+0627(t—t,-)> dr.

i=1

Det er nu muligt at finde det neste punkt 7, ved at lgse ligningen.

tu k
log(U) —I—/ (,u—l—OCZ’Y(I —t,-)) dr =0. 3.14)

i=1

Hvor U ~ unif[0, 1] idet der geelder at log(1 — F (t+1|#4,,,)) er ens i intervallet, da der ikke
er nogle punkter, mellem punkterne #; og #,, der endrer pa den betingede tethadsfunktion.

Fglgende forlades den generelle umerkede Hawkes punktproces, og tilfeelde hvor y(-) =
exp(—P-) betragtes. Dermed forlades den generelle Hawkes punktproces og der betragtes
fglgende en delmengde af disse. Udtrykket for y indsettes nu i ligning (3.14) og integralet
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udregnes.
tu k
log(U) +/[ (,LH—OLZeXp(—B(t —t,-))) dt =0
<:>log(U)+/[vtu,udt— /[ ( —Bexp( B(t—t,-))) d =0
< log(U) +u(ty,—tx) — = (Zexp Zexp (tx — 1) )) =0. (3.15)

Fglgende defineres en funktion S(k) rekursivt.

Definition 3.22.
For et punktmgnster {ty,...,t;} geelder der at:
L, k=1
S(k) = for _
exp(—B(tx —tx-1))S(k—1)+1  fork>2

For S(k) geelder fplgende lemma.

Lemma 3.23.
Hvis der haves et punktmgnster {t,,... ,t;}, sd geelder fplgende

—S(k)(1 —exp(—PB(t, — Z exp(—B(t, — 1)) Z exp(—B(t —1)).

(3.16)

Hvor S(k) er defineret som i definition [3.22

Bevis. Lemma vil blive bevist via induktion over k.

Basis: Lad k = 1. Der gelder da fglgende

—S(1)(1 —exp(—=B(r2—11))) = exp(—=B(r2 —11)) — 1
=exp(—B(—11) —GXP(—B(h —11))

k
= ZeXP(—B(ka —1) Zexp (tr—1,)).
i=1

Antagelse Antag at ligning (3.16)) er sand for k — 1 skridt.
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Induktion Det gnskes nu at vise at ligning (3.16)) ogsa er sand for k skridt.

= S(k)(1 —exp(—B(tu — 1))

= (—exp(—PB(r — 1e—1))S(k— 1) = 1)(1 —exp(—=B(t, — 1))

= —exp(—B(tx —t-1))S(k—1)
+exp(—B(tk — tx—1)) exp(—=P(tu — 1))S(k— 1)
—1+exp(—B(t, — %))

= —exp(—PB(t —t—1))S(k—1)
+exp(ty —tr—1)S(k—1)
— 1+exp(—B(tu — 1))

= —exp(—B(t —t-1))S(k—1)
+exp(ty —tr1)S(k—1)—=S(k—1)+S(k—1)
— 1+ exp(—B(t — 1))

= —exp(—B(tk —t—1))S(k— 1)+ S(k—1)
+ (exp(ty —tr—1) —1)S(k—1)
— 1 +exp(—B(t, — %))
k=1 k—1

=— Z{ exp(—B(t — 1)) + Z{ exp(—P(tx—1 — 1))
l:k—l l:k—l
+ IZ{ exp(—P(tu—1i)) — ,ZT exp(—P(tx—1 — 1))
— 1+exp(—B(t — 1))

k k-1
== ;exp(—ﬁ(tk —1))+ Z exp(—B(t_1 — 1))

i=1

k k—1
+ Y exp(-Blt =) — X exp(—Bloi-1 1)

k
Z Bty —1,)) Zexp (t —1;))

Det er muligt, at omskrive ligning (3.15)) ved brug af S(k) fra definition og lemma

k
log(U) +u(t, —t )—% (;exp( (tu—1;)) Zexp (tx—1t; )) =0,

BS(k)(l_eXP(_B(tu—fk)))) =0. (3.17)

Dermed er det muligt, at opskrive en algoritme der genererer punktmgnstre for en umarket
Hawkes punktproces med y(-) = exp(—-).

< log(U) + p(ty — 1) —
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3.6 Modelkontrol

Algoritme 3 Hawkes punktproces

En umerket Hawkes punktproces X pa intervallet [0, 7] kan genereres pa fglgende made.

k=1

e Ladt ~ Exp(u).
e whiles, < T do
k=k+1
Generer U ~ unif|0, 1]
Bestem u der lgser ligning
th=1u
e end while

Lgsningen til ligning (3.17) findes med en 1-dimensionel Newton-Rhapson algoritme, jvf.
afsnit Begyndelsestilstanden valges til det forrige punkt adderet med Exp(u). [10) s.
148-149]

3.6 Modelkontrol

Nar der er konstrueret en model, der kan lave punktmgnstre, er det relevant at undersgge
om denne model overhovedet passer til virkeligheden. Dette kan ggres ved at undersgge om
den er i stand til at lave punktmgnstre, der minder om de data der haves fra virkeligheden.

En af maderne, hvorpa der ofte udfgres modelkontrol er ved at konstruere et histogram for
de empiriske data, og sammenligne den med en kurve for den teoretiske fordeling for den
konstruerede model. Det kan dog veere vanskeligt at se problemer i et sadant histogram, og
derfor bruges der ofte q-q plots. Et gq-q plot er en punktplotning, hvor kvantilerne for de
empiriske data plottes imod kvantilerne for den teoretisk fordeling for modellen.

Nar der arbejdes med punktprocesser er det muligt at omforme de givne data, sdledes at de
kan holdes op imod en kendt teoretisk fordeling. Omformningen af de givne data foregar
med fglgende setning.

Saetning 3.24.

Lad {t;};., veere en punktproces med intensitet N* (t;), og lad s; = A*(t;). Sd er
{8i};cz, en Poisson punktproces med intensitet 1.

[3) s. 261]

Hvis modellen er velvalgt, og har en kendt betinget intensitetsfunktion, er det dermed muligt
at omforme de givne data til en form, hvor de kan plottes imod den eksponentielle fordeling-
en med intensitet 1. Hvis en sddan plotning fglger identitetslinien, giver det en indikation af
at modellen er velvalgt til at modellere data, der minder om det givne dataszt.

Der er mange andre mader at foretage modelkontrol pa, men dette er den eneste, der vil
blive anvendt i denne rapport.

[3Ls.261].
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KAPITEL 4

DATAPRASENTATION

I forbindelse med dette afsnit er der lavet en del udregninger/billeder i R. Scripts for dette
kan ses i appendiks[T1.6.1]

Det gnskes at konstruere en model for jordskaelvshaendelser i Danmark. For at fa en mo-
del der passer pa virkeligheden, tages der udgangspunkt i et virkeligt dataset for omradet
omkring Danmark. Fglgende afsnit preesentere datasattet, samt enkelte indledende under-
sggelser.

4.1 Datasaet

Det datasat, der arbejdes med i dette projekt, er et datasat over jordskelvshendelser i
omradet omkring Danmark. Dataszattet er hentet fra De Nationale Geologiske Undersggel-
ser for Danmark og Grgnland (GEUS) [2, Registrede jordskalv]. Datasattet bestar af alle
registrede jordsklv i et vindue omkring Danmark, der straekker sig fra 0,41 til 17,93 bred-
degrader og 53,02 til 58,997 lengdegrader. Formen pa vinduet er jeg ikke bekendt med, men
den rumlige placering kan ses i figur Da der udelukkende betragtes punktprocesser pa
tidslinien er formen af observationsvinduet alligevel irelevant.

Datasattet indeholder fglgende information om hendelserne.

e Tidspunktet for haendelsen, fordelt pa arstallet, maneden, dagen, timen, minuttet, se-
kundet.

e Placeringen af hendelsen, bredde- og lengdegrader.

e Dybden af hendelsen malt i kilometer.

e Styrken af heendelsen malt pa Richter-skalaen.

Datasattet straekker sig fra ar 1930 til og med ar 2009, og bestar af 1187 registrerede jord-
skeelv. Det kraftigste jordskalv er malti 1981 til 5,2 pa Richter-skalaen. Til sammenligning
er det svageste malt til 0,3 i 2009. Et udpluk af datasettet kan ses i tabel De generelle
data for dataszttet er fundet med R-script[TT.4]
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4.2 Udpluk af data

Rumlige placering af jordskeelvsheendelserne

57 58 59
1 1

Leengdegradder
56
l

54
|

Breddegrader

Figur 4.1: Den rumlige placering af jordskalvshendelserne. Billedet er konstrueret med

R-seript[IT.3]

Tabel 4.1: Overblik over jordskelvsdata

# Aar  Maaned Dag Time Minut Sekund NORD OEST dybde Richter
1 1930 10 31 23 16 38,9 55,665 12,505 62,3 4,0
2 | 1954 10 18 16 44 32,2 56,846 8,291 25,5 4,6
3 | 1960 1 19 0 5 0,0 58,500 6,500 15,0 NA
4 | 1963 6 19 17 0 19,8 56,270 11,740 0,0 3,0
5 | 1964 7 14 5 33 56,7 57,03 7,2 36 4,0
6 | 1967 8 21 13 41 49,3 57,092 4,593 15,0 4,5
7 | 1969 4 5 19 9 47,1 57,155 6,764 0,1 4,2
8 | 1975 11 12 00 0,6 19,3 57,102 17,141 40,0 3,7
9 | 1978 4 26 12 32 40,1 57,447 7,086 15,0 3,6
53 | 1989 11 23 14 12 37,7 58,123 7,702 14,9 1,7
54 | 1990 5 9 16 47 32,0 57,650 12,535 37,7 1,9
55 | 1990 5 24 9 51 56,9 56,478 11,931 10,0 32
56 | 1990 5 28 8 43 48,8 55,044 13,003 15,0 1,2

4.2 Udpluk af data

Ud fra datas®ttet bemarkes det, at antallet af jordskalv i observationsvinduet ser ud til at
veere drastigt forgget op igennem tiden, jvf. figur[d.2] Dette skyldes ikke, at der forekommer
flere jordskeelv i dag end tidligere, jvf. afsnit 2.1} Det skyldes derimod, at der er blevet
opstillet flere malestationer, og disse er blevet vesentligt bedre til at méle handelserne.
Det giver derfor mening, at undlade en del af de tidligere data, for at undga en andring i
intensiteten grundet flere og bedre mélestationer.

Det valges derfor kun, at betragte de jordskalv der er forekommet fra ar 2006 til og med
ar 2009. Dermed er der fjernet 468 jordskealv, og der er sdledes 719 tilbage. For yderlige-
re at mindske risikoen for at forbedringen af opmalingerne afspejles i de senere analyser,
sorteres alle jordskalv med en styrke pa mindre end 2 pa Richter-skalaen fra. Dermed vil
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4.3 Fejl og mangler
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Figur 4.2: Tidspunktet (aret) og styrken af de registrerede jordskeelv i Danmark. Bemerk
en hvis diskretisering idet det blot er aret for handelsen der er medtaget. Kon-
strueret med R-script|l1.

en eventuel forbedring af malestationerne, til opmaling af de svageste jordskelv, ikke bli-
ve afspejlet i den udvalgte data. I tidsperioden fra 2006 til og med 2009 er der registreret
354 jordskalv med en styrke pa 2,0 eller mere pa Richter-skalaen. Denne udvealgelse af
dataszttet foretages med R-script[11.6]

For at give en ide om, at der i det valgte tidsinterval, ikke optraeder for mange jordskeelvs-
handelser til sidst, grundet bedre malestationer, sammenlignes tellemalet for de halvarlige
intervaller. Dette kan ses i tabel 4.2] Det ses dermed, at der ikke umiddelbart er nogen grund
til at tro, at der er nogen problemer med bedre udstyr i tidsperioden fra 2006 til og med
2009.

Tabel 4.2: Kontrol af de relevante jordskaelvshendelser. I angiver det fgrste halvar mens
Il angiver det andet. Konstrueret med R-script[TT.§]

20061 200611 20071 200711 20081 2008II 20091 2009 II
Tellemal 46 45 54 38 48 34 42 47

4.3 Fejl og mangler

I datasettet er der enkelte mangler, altsa steder hvor der ikke er angivet nogen verdi, som
f.eks. tredje reekke sidste sgjle i tabel .1] Der er dog ikke nogen steder i den udvalgt del af
datasettet hvor der mangles data. Yderligere vil der vaere en del afrunding, til f.eks. fgrste
decimal i sgjlen for Richter vaerdien.

Der vil endvidere kunne veare direkte fejl i datasettet. Sadanne fejl er oftest meget sveere
at finde, da der ofte ikke er nogen made at kontrollere det modtagne datasat. Det er kun
muligt at lokalisere sddanne fejl, hvis den antagne veerdi ligger uden for det mulige.
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4.4 Fordelingen af punkterne

Inden det er muligt at velge hvilken type af model det gnskes at tilpasse til datasattet, er
det ngdvendigt at ggre nogle indledende iagttagelser. Arsagen til dette er, at forskellige mo-
deller er i stand til at simulerer punktmgnstre med forskellige tendenser. F.eks. er der nogle
modeltyper, der ikke virker til at modellere punktmgnstre, hvor fordelingen af punkterne
er meget reguler. Derfor undersgges det om de udvalgte data har en tendens til at klumpe,
eller om de er mere regulere end en Poisson punktproces.

Det valges at betragte fordelingen af ventetiden. For at kunne ggre dette er det ngdven-
digt at have ét tal for hvornar hendelserne indtreffer. Da udplukket af datasattet starter
den 1. Januar 2006 klokken 00.00.00 valges dette som begyndelsestidspunktet (fp = 0), og
sluttidspunktet bliver 31. December klokken 23.59.59 ar 2009. Det er dermed muligt at kon-
struere en ny variabel, der bestar af antallet af ar, der er gaet siden starttidspunktet. Her er
det vasentligt at huske at ar 2008 er et skudér', og dette ar er derfor en dag l&ngere end de
andre. Tidsintervallet bliver saledes I = [0, 7] hvor T = 4. Der regnes derfor gennemgéende
i projektet med en arsleengde pa 365,24219 dage.

Det er nu muligt at betragte fordelingen af ventetiderne. For en homogen Poisson punkt-
proces vil fordelingen af ventetiden, mellem to haendelser, vare givet ved en eksponentiel
fordeling med en intensitet pa u = %. Pa figur er det muligt at se histogrammet for
de empiriske tidsintervallerne, samt det teoretiske tethed for eksponentialfordelingen med
parametren u. Det lader umiddelbart til at der blandt de empiriske data er en overvegt af
korte intervaller, og en overvagt af de helt lange intervaller. Dette antyder at der er en stgrre
sammenklumpning end for en Poisson punktproces.

Det er dog vaerd at nevne, at der ikke er en voldsom afvigelse fra Poisson punktprocessen
med intensitet u.

IDer er skudér alle de ar der gér op i 4, men ikke i 100. Hvis arstallet gir op i 400 er det dog skudar alligevel.
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Histogram for intervalstgrrelsen
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Figur 4.3: Histogram for de empiriske kvantiler for intervalstgrrelsen, samt den teoretiske

tethedsfunktion for den eksponentielle fordelingen med parametren u. Kon-
strueret med R-script|11.9
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KAPITEL B

DEN UMZAZRKEDE HAWKES MODEL

I forbindelse med dette afsnit er der lavet en del udregninger/billeder i R. Scripts for dette
kan ses i appendiks[11.6.2]

Det gnskes, at finde en model for jordskelvsh@ndelserne i Danmark. Modellen gnskes kon-
strueret pa tidslinien, saledes at den giver information om hvor mange jordskelv der vil
komme indenfor et givent tidsinterval. Der blev i afsnit[2.T|redegjort for at jordskeelv har en
mulighed for at danne efterskalv, hvor sandsynligheden for sadanne er stgrst lige efter haen-
delsen, og at der derfor vil vaere en hvis sammenklumpning af jordskalvsh@ndelser. Hvilket
passer godt med, at der i afsnit[4.4] blev der redegjort for at hendelserne i dataszttet er min-
dre reguleaer end en Poisson punktproces pa tidslinien. Ydermere blev der redegjort for at der
ogsa kan forekomme forskelv, dette er ikke umiddelbart noget jeg veelger at medtage i mo-
dellen. Yderligere vil jordskelv, der ikke er efterskelv, forekomme med en grundintensitet
der ikke er pavirket af tidspunktet for heendelsen.

Dermed er det muligt, at anvende en Hawkes punktproces som model for jordskaelvshan-
delserne, idet denne kan anvendes som model for punktmgnstre, der danner klynger. Yderli-
gere galder der, jvf. definition[3.17] at den betingede intensitetsfunktion er givet ved ligning
(3.10). Her vil u vaere grundintensiteten af jordskelvsh@ndelserne og intensiteten for efter-
skalv ved tidspunktet 7, for handelsen 7;, vil vere givet ved oy(r — ;). Da det gnskes at
intensitetsfunktionen for efterskelv skal vare faldende nar tidsintervallet gges, vaelges det
at y(-) = exp(—B(+)), saledes bliver:

A () =u+o Y exp(—B(r — 1)) (5.1)

i<t

Dermed er der tre ukendte parametre i den betingede intensitetsfunktion, nemlig i, o og [3.
For at kunne konstruere modellen er det ngdvendigt at bestemme disse tre parametre.

38



5.1 Likelihoodfunktionen for den umarkede model

5.1 Likelihoodfunktionen for den umserkede model

Det gnskes at anvende MLE til at bestemme u, o og 3. Derfor bestemmes log-likelihood-
funktionen for en Hawkes punktproces pa intervallet / = [0,7], med en betinget intensi-
tetsfunktion som den i ligning (5.1). Den generelle log-likelihoodfunktion for en Hawkes
punktproces er kendt fra setning og det er nok at indsatte exp(—p(+)) pa y(-) plads.

L£(8) = l_il (log (/HEE oy(t; ))) —/OT <u+[jZ<Y0€Y(S—fj)> ds
:,_il (log <u+t;laexp B —tj))>> —/OT (méaexp(—s(s—rj))) ds
:21 og(u+aa(i) - [ ' (mgsocexp(—ms—rj))) ds, 52)
hvor
0, fori=1

(Zyenexp(~Bli—1))  foriz2’

Der gelder endvidere:

/OT <y+ (tgsocexp(—ﬁ(s—tj))>> ds —/0 ,uds—i—/ (tgaexp s—tj))> ds

T (ia <exp 0) _ exp(—BB(T—m)))

i=1

T + <ia1_e"p(?”_“))> (53)
i=1

Det er nu muligt at forsimple udtrykket for £(0) yderligere, hvis ligning (5.3)) indszttes i

ligning (5.2).

£(8) = (ilog(y—i—(xA(i))) T+ (

i=1

™=

g(exp(—B(T—ti)) - 1)) R
1

1
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5.2 Parameter estimation

Da der er tre ukendte parametre der skal bestemmes, er det ngdvendigt, at 1gse et lignings-
system bestdende af tre ligninger og tre ubekendte.

O =0,

hvor 6 = {u, o, B}.
For at 1gse et sddant ligningssystem anvendes en tre-dimensionel Newton-Rapson.

o) = ol=h — HTA(B" 1),

Det er derfor ngdvendigt, at bestemme vektoren bestidende af de partielt afledte A(L(0))
samt Hessianmatricen, altsa:

PLO) PLO) PL(O)

8%L(e) e g up

0 0 0

ALO)= | 2LO)|.  H(LE®) =[S0 FLO 00
S £(0) 9?L(0) 97L(B) I7L(6)

B opou aBao ap?

Fgrst findes de partielt afledte af £(0). Udregningerne er ret lange og er derfor flyttet til

appendiks[TT.4]

0 ! 1
aL(G) = (Z M+aA(i)> ~T.

i=1

) (& AL L o (BT — 1)) —
E)()LL(G)_<iZIﬂ+OCA(i)>+<,-Zlﬁ(e p(—B(T —1;)) 1))-

0, fori=1
<ZI./<fi(ti —t;)exp(—B(# —lj))> fori>?2

Dermed er det muligt, at bestemme vektoren med de partielt afledte. For endvidere at be-
stemme Hessian-matricen, er det ngdvendigt at kende de andenordens afledte. Derfor findes
de forskellige andenordens partielt afledte af log-likelihoodfunktionen til Hawkes punktpro-
cessen fra ligning (5.4). Farst findes de dobbelt afledte af u, o og 3. Da udregningerne er ret
lange er de derfor flyttet til appendiks [1T.4]
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d 1 —1
520 = LAy
KB —A(i)?

0 (& o) [ aB(l) n2(exp(—B(T — 1)) — 1)
BBZL(G)_<,-_ZIM+0<A<I') <<u+aA<i>>>>+°‘<,-_l i
)exp(—B(T — 1)) n (T—ti)zexp(—B(T—ti))>

hvor

Da der galder, at

0 0
mﬁ(e) = a,T)aL(e)’

0 0
ML(G) = mﬁ(e),

d d

BBWL(G) = WL@%

er det nok at finde ligningerne til hgjre. Da udregningerne er ret lange er de derfor flyttet til
appendiks[TT.4]

O e A
duoa ()_;(#+(XA(1))2
0 ¥ oB(i)
30050~ X i oa (2

- (i(em(—w—n)) 1) +<T—rf>exp<—B<T—n>>> .

Dermed er Hessian-matricen ogsa bestemt.

Fgr det er muligt at finde den inverse til Hessian-matricen, er det ngdvendigt at sikre sig at
den findes. Det vil sige, at det er ngdvendigt at kontrollere om determinanten er lig 0. Hvis
den er dette, er matricen singuler og har dermed ingen invers.

Da bade H(L(0)) og A(8) er kendst, er det nu muligt at approksimere de verdier der mak-
simerer log-likelihoodfunktionen og dermed likelihoodfunktionen med en tre-dimensionel
Newton-Rhapson algoritme fra afsnit [3.3.3] Inden algoritmen anvendes til at approksimere
parametrene for de udvalgte jordskelvsh@ndelserne i Danmark, valges det at afprgve den
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pa et dataset konstrueret med algoritme (3} Saledes at det er muligt, at se om algoritmen
giver noget der tilnzrmelsesvis er rigtigt. Det velges at simulere pa intervallet [0, 100]. I
tabel [5.T]er det muligt, at se de valgte veerdier for det konstruerede datasat, samt de approk-
simerede verdier med den tre-dimensionelle Newton-Rhapson algoritme med H(L(0)) og
A(6) angivet som ovenfor. Det er ngdvendigt med startveerdier til algoritmen. I dette til-
felde er det valgt at tage udgangspunkt i det halve af de korrekte vardier der er brugt til

konstruktionen af datasttet.

Tabel 5.1: Kontrol af tre-dimensionel Newton-Rhapson pa et konstrueret dataset. R-script
for konstruktionen af det kunstige datasat samt approksimationerne kan ses i

R-script[TT.12]

U o p

Korrekte parametre 0.5 5 10

Get 025 25 5
Approksimation (1 skridt) | 0,41 3,37 5,65
Approksimation (5 skridt) | 0,61 4,09 7.82
Approksimation (10 skridt) | 0,61 4,09 7.82
Approksimation (20 skridt) | 0,61 4,09 7.82

Pa figur er det muligt at se det konstruerede datas@t, hvor der er 122 punkter. Det
bemarkes at de estimerede parametre afviger lidt fra de korrekte parametre. Dette er ikke sd
overraskende, idet det simulerede datas®t for en Hawkes punktproces let kan vare atypisk
for de givne parametre, idet der er en stor variation af antallet af punkter i klyngerne, jvf.

[12}s. 11].

Konstruerede data

Haendelser

OO@MO aED» O @ @O0 GO @O 0COad 00O 00 OB © O

0 20 40 60

Tidslinie

80 100

Figur 5.1: Det konstruerede datasat. R-script for plotningen kan ses i R-script|11.13
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Det gnskes fglgende at anvende Newton-Rhapson algoritmen til at approksimere parametre-
ne for de relevante jordskelv. Derfor er det ngdvendigt at bestemme nogle startvaerdier for
parametrene. Hvis alle punkterne var tilfeldige punkter, der var ankommet med en Poisson
punktproces, vil u vere lig antallet af punkter delt med stgrrelsen pa tidsintervallet, jvf. ek-

354 _
sempel [3.12} Derfor valges p som = =

%. Den reelle veerdi af u burde vere mindre end
dette, idet det er en rimelig antagelse, at nogle af punkterne vil vere afkom af andre punk-
ter. Startveerdien af o og B bliver derimod valgt noget mere tilfeeldigt. Det gnskes at vaelge
en positiv startveerdi. De valges sdledes at oo = 200 og B = 800. Umiddelbart burde geettet
vare mere eller mindre irrelevant, hvis bare der foretages nok iterationer med algoritmen,
men dette er dog ikke helt tilfeeldet. Der kan opsta problemer, idet likelihoodfunktionen kan
vaere meget flad. Derfor er det ngdvendigt at komme med et get, der ligger tilstreekkelig taet
p4 0 til at algoritmen konvergerer imod det rigtige. P4 tabel |[5.2|er det muligt at se gaettet pa
startverdierne, samt vardierne approksimeret med algoritmen ved 1, 5, 10 og 20 iterationer.

Tabel 5.2: Parameterestimation med tre-dimensionel Newton-Rhapson. R-script for para-
meterestimationen kan ses i R-script

H o p
Get 3200 800
Approksimation (1 skridt) | 63,28 159,94 738,57
Approksimation (5 skridt) | 69,63 188,61 878,38
Approksimation (10 skridt) | 69,63 188,61 878,38
Approksimation (20 skridt) | 69,63 188,61 878,38

Det antages at {u2?), a9 29} = {4, &, B} = 8. Disse vaerdier kan indszttes i den beting-
ede intensitetsfunktion fra ligning (5.1).

N (1) =fa+6.) exp(—B(r —1)).
i<t
Den fgrste kontrol af de estimerede parametre, er at inds@tte dem i de partielt afledte til
log-likelihoodfunktionen for at se om de giver O eller noget taet pa. Script til udregningerne

er R-script[TT.15]
) 0
A(L(B)) = 6)| ~ |0
©®] [0

Dermed gelder der, at de approksimerede parametre er meget tet pa at maksimere likeli-
hoodfunktionen.

Hvis det nu gnskes, at finde det gennemsnitlige antal afkom, er det muligt pa baggrund af
de estimerede parametre. Betragt en hypotetisk punkt der starter i tidspunktet 0. Sa vil det
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5.3 Modelkontrol

gennemsnitlige antal afkom for dette punkt vaere givet ved integralet fra O til oo.
o . N ("x o N N
J dexp(Bls—0)ds =~ [ —Bexp(—B(s)ds
(limys(exp(B(5))) — exp(~B-0))

- Q ™| R

0-1)

o R

188,61
~ 878,38
~0,21.

5.3 Modelkontrol

Selvom der er estimeret parametre, der maksimerer likelihoodfunktionen er det dog stadig
ikke sikkert, at modellen kan simulere data, der minder om det givne dataset for de udvalgte
jordskelvsh@ndelser omkring Danmark. Dette skyldes, at selve den valgte modeltype kan
passe darligt til virkeligheden. Hvis man f.eks. prgvede at tilpasse en model baseret pa en
Hawkes punktproces til et meget regulert datasat, vil det stadig vaere muligt at estimere de
bedste parametre, men modellen vil stadig ikke passe s@rlig godt pa virkeligheden. Det er
derfor ngdvendigt at kontrollere om den valgte model passer pa virkeligheden.

Modellen vil blive kontrolleret ved hjelp af setning Dermed galder der, at hvis model-
len er velvalgt vil {s;} = A*(t;) fori = 1,...,354 vare fordelt som en Poisson punktproces
med intensitet 1, altsa bgr {s;} have interval l&engder trukket fra en den eksponentielle for-
deling med parametren 1. Fgrst konstrueres A*(¢) ved hjalp af definition

A (1) = /Ot (,u—i— Y ocexp(—B(s—ti))> ds

:‘ut_([);/ot <t§_[jexp(—ﬁ(s—ti))> ds
o

—H-g (EGXP(—BU—H)) - 1)
o

=uty (El —exp(—B(t—ti)))

Det bemzrkes at ovenstdende udregner er de samme som i ligning (5.3).
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5.3 Modelkontrol

Fglgende indsxttes MLE.

A () = it — g Zexp<—B<r—rl->>m+§ (Z 1 —exp(—P(t —n-)))

i<t i<t

Mzangden {s;} = A*(t), for j =1,...,354 konstrueres og kvantilerne for intervallengder-
ne sammenlignes med kvantilerne for intervallengderne for en Poisson punktproces med
intensitet 1. Dette kan ses pa figur[5.2] hvor det fremgér at fordelingen af de transformerede
data ser ud til at passe nogenlunde pa en Poisson punktproces med intensitet 1. Dermed er
der grund til at mene, at modellen er en nogenlunde reprasentation af virkeligheden.

g—q plot for intervalstarrelsen

Teoretiske kvantiler
\

Empiriske kvantiler

Figur 5.2: q-q plot for det transformerede datast. R-script for konstruktionen af s og gq-q
plottet kan ses i R-script
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KAPITEL O

MZRKEDE PUNKTPROCESSER PA TIDSLINIEN

Hyvis der haves en punktproces Y kan det ofte vaere gnskvardigt, at tilfgje en ekstra viden til
punkterne. Dette kan ggres ved hjelp af en merket puntkproces. Dermed er den markede
punktproces X givet ved X = {(#;,k;)|t; € Y}, hvor k; er market for punktet #; tilhgrende
merkerummet M. For en mearket punktproces pa tidslinien er grundintensiteten, A,4(¢), den
punktproces der genererer placeringen af punkterne pa tidslinien. Markerne kan bruges til
at tilfgje viden om f.eks. styrken af et jordskalv, eller det kunne vere en geometrisk figur,
der illustrerer stgrrelsen af objekterne eller lignende.

Der er to forskellige mader at betragte maerkede punktprocesser pa tidslinien pa. Den fgrste
er at betragte dem som punktprocesser med udfaldsrummet R x M. Den anden er at betragte
dem som en punktproces pa R, hvor der til hvert punkt #; er knyttet en stokastisk variabel k;.
Begge metoder giver punktmgnstre pa formen {(7;, k;) }. Fglgende defineres simple markede
punktprocesser, samt stationaritet for markede punktprocesser.

Definition 6.1.
For en meerket punktproces X geelder fplgende:

1. X er simpel hvis grundintensiteten er simpel.
2. X siges at veere stationeer, hvis sandsynlighedsstrukturen for punktprocessen
er invariant under skift i R.

[3) s. 195]

Der findes flere forskellige typer af marker, der kan klassificeres alt efter hvad de athenger
af. Fglgende prasenteres to forskellige typer.
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Definition 6.2.
Der haves en meerket punktproces X.

1. Hvis fordelingen af meerkerne er uafhengige af de tidligere punkter, og
grundintensiteten er uafhengig af merkerne, sa siges meerkerne at vere
uafheengige.

2. Hvis fordelingen af meerkerne er uafheengige af de tidligere punkter, sd siges
meerkerne at veere uforudsigelige.

[3) s. 195]

Dermed galder der at de uforudsigelige merker er i stand til at pavirke grundintensiteten.

Fglgende defineres den markede Poisson punktproces.

Definition 6.3. — Market Poisson punktproces

Hvis der haves en punktproces X, hvor punkterne er fordelt efter en Poisson punkt-
proces pa tidslinien Y, med en lokalt integrabel intensitetsfunktion u, som har
indbyrdes uafhengige meerker {k;|t; € Y}, sa siges X at veere en meerket Poisson
punktproces.

[8 s. 26-27]

Hvis markerne alle er fordelt efter den samme fordeling kaldes denne fordeling for meerke-
fordelingen.

En made at definere en punktproces pa er ved dennes betingede intensitetsfunktion. Ligele-
des kan de markede punktprocesser defineres pa samme made.

Definition 6.4.
Den betingede intensitetsfunktion for meerkede punktprocesser er givet ved

A (1, k) = A7 (1) £ (K[ ),

hvor N*(t) er den betingede intensitetsfunktion for grundintensiteten, og hvor k €
M.
[3) s. 249]

Nar meerkede punktprocesser pa tidslinien betragtes, er det muligt at bestemme likelihood-
funktionen, ud fra den betingede intensitetsfunktion.
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6.1 Den markede Hawkes punktproces

Seetning 6.5. — Likelihoodfunktion
Hvis der haves en meerket punktproces X, samt et meerket punktmgnster bestdende
af ((t1,k1), ..., (tn,kn)) pa intervallet [0, T| x M er dennes likelihoodfunktion givet

ved:
L(8) = (ﬁx*(zi7k5)> exp <_ /OT k*(s)ds> .

Hvor \*(t,k) er den betingede intensitetsfunktion for den merkede punktproces,
0g M er meerkerummet.
[3 5. 251]

Bevis. Satning [6.5|bevises ligesom satning [3.11]

Fglgende presenteres en merket udgave af Hawkes punktprocessen med uforudsigelige
merker. Det bemerkes at der i resten af rapporten udelukkende ses pa merkede punktpro-

cesser hvor merkerne er pa denne form.

[3 s. 194-196, 249-251]

6.1 Den maerkede Hawkes punktproces

Det gnskes fglgende at betragte markede Hawkes punktprocesser med uforudsigelige mer-
ker. Ligesom tidligere, er det bade muligt at definere den markede Hawkes punktproces
som en klyngeproces, og ud fra dens betingede intensitetsfunktion. Det bemearkes at nar
merkerne er uforudsigelige er f(k|#;) = f(k) idet fordelingen af merkerne er uafhengigt

af de tidligere merker samt tidspunktet for haendelsen.

Definition 6.6. — Maerket Hawkes punktproces
Hvis der haves en punktproces X, med en betinget intensitetsfunktion pd fglgende
form

N (2,k) = A (1) f (k)
— <,u+ Y ay(r —ti,ki)> f(k),

<t

hvor \*(t) er grundintensiteten, sd siges X at veere en meerket Hawkes punkt-
proces.
6 s. 630]
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6.1 Den markede Hawkes punktproces

Definition 6.7.
Hvis der geelder at:

1. Immigranterne {y} "ankommer* efter en Poisson punkiproces med intensi-
tet upa R.

2. Immigranternes meerker er i.i.d. fra meerkefordelingen.

3. Hver immigrant y; € {y} danner en klynge C;, der bestdr af meerkede heen-
delser der er uafheengig af de andre klynger. Hver klynge C; bestdr af én
oprindelig immigrant (y;, k;) samt afkom af forskellige generationer. Gene-
ration k+ 1 bestdr af afkom fra generation k, ved at hvert punkt (t;,k;) i
den k’te generation, giver afkom, placeret pa tidslinien efter en inhomogen
Poisson punktproces pa R med intensitetsfunktion ovy(t — t;,k;), hvor der til
hvert afkom er tilknyttet et meerke trukket fra meerkefordelingen.

4. X er en superposition af alle klyngerne, C;, fori=1,2,....

Sa er X en Hawkes punktproces pa R x M.
6] s. 630]

Idet mearkerne er konstrueret pA samme made, som i.i.d. udtrak fra meerkefordelingen, er
det muligt at vise at definition[6.6]0g[6.7]er ens pa samme méde som for s@tning

For en merket Hawkes punktproces pa tidslinien er det muligt at finde et udtryk for likeli-
hoodfunktionen og log-likelihood funktionen.

Saetning 6.8.
For en meerket Hawkes punktproces geelder der, at dennes likelihoodfunktion er
givet ved:

i=1 1i<t;

-exp (—/OT <ﬂ+,j2<§a7(s_tj’kj)> ds) .

Ligeledes er log-likelihoodfunktionen givet ved.

L£(8) = (ilog <<IJ+ Z_OW(IJ' _tiakj)> f(h)))

_/OT (,u—|— Z (X’Y(S—l‘j,kj)> ds.

1j<s

L(8) = (ﬁ (y+ Y (X'Y(ti—tjakj>) f(ki)>

Bevis. For at finde likelihoodfunktionen indszttes definition [6.6] samt grundintensiteten i
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6.2 Simulering af den merkede Hawkes punktproces

lemmal[6.3]
L(6) = <i 17L*(ti;ki)> exp <_/O W(s)ds)
- <: (u—i— Z_aY(t_tkaj)> f(h)) €xXp <— /OT <,U+ ZVOCY(s—tj;kj)) ds)

Efterfglgende kan log-likelihoodfunktionen findes ved at tage logaritmen til likelihoodfunk-
tionen.

L(6) = log(L(6))

= log< I1 <u+ Y oyt —1),k; ) f(k,-))
i=1 1i<t;
-exp /OT (,u—l—Z(xy —tj,k )) ds))
= (Zn‘,log<<ﬂ+20w —tj,k )> f(h))) —/OT <H+Z(X'Y(S_tj7kj)> ds
i=1 1<t tj<s

O]

N

[3 s. 246-251][[7} s. 53-55]

6.2 Simulering af den maerkede Hawkes punktproces

Hvis det gnskes at simulere punktmgnstre, for en market Hawkes punktproces med ufor-
udsigelige merker, er det muligt, ligesom for det umakede tilfzelde, at opbygge algoritmen
efter definitionen Algortimen bestar af fem forskellige trin, hvor det forste trin simu-
lerer immigranternes placering, som en homogen Poisson punktproces pa tidslinien med
intensitet y. Det andet trin simulerer et marke til hver af immigranterne fra markefordelin-
gen. Det treidje trin er en market punktproces sammensat af placeringerne pa tidslinien fra
forste trin og maerkerne fra andet trin. Det fjerde trin simulerer de forskellige generationer af
afkom, hvor hver handelse (1;, k;) generer afkom hvis placering pa tidslinien er givet ved en
inhomogen Poisson punktproces med intensitetsfunktion ovy(z —#;,k;). Merkerne simuleres
herefter fra markefordelingen. Det Endelige femte trin udggr superposititionen af samtlige
punktermgnstre. Dette kan ses i algoritme ]
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6.2 Simulering af den markede Hawkes punktproces

Algoritme 4 Market Hawkes punktproces med uforudsigelige merker

En mearket Hawkes punktproces X med uforudsigelige merker pa intervallet [0, T], kan
genereres pa felgende made. Lad k = 0.

1. Generer Y som en Poisson punktproces med intensitetsfunktion u pa [0, T].
2. For t; € Y generer k; fra markefordelingen.
3. Lad X; vere den mearkede punktproces der bestar af {7;,k;} fori=1,2,....

while Antallet af punkter i X; > 0 do
4.  Generer X; som en superposition af Y; ~ Poisson([t;,T],oy(t —t;,k;)), hvor
(ti ki) € Xi—1 og meerkerne simuleres fra markefordelingen. Lad k = k + 1.
end while

5. Lad X = U X

Det ses relativt simpelt, at algoritme ] danne punktmgnstre for merkede Hawkes punktpro-
cesser med uforudsigelige mearker, idet punkt 1-3 i algoritmen stemmer overens med punkt
1-2 i definition |6.7| og ligeledes stemmer 4-5 overens med 3-4 i definitionen.

En anden mulighed er at udnytte den evolution@re egenskab. Dette kan ggres, ved fgrst at
simulere immigranterne som en homogen Poisson punktproces med intensitetsfunktion y,
hvor der til hver immigrant simuleres et marke fra markefordelingen. Herefter der startes
ved den nedre grense i tidsintervallet og hver gang man kommer til en hendelse (7;,k;),
simuleres afkom af denne hvor grundintensiteten er en inhomogen Poisson punktproces med
intensitetsfunktion avy(r — f;,k;), og merkerene treekkes fra merkefordfelingen. Fglgende
praesenteres en algoritme bygget op pa denne made.

Algoritme 5 Merket Hawkes punktproces med uforudsigelige marker

En market Hawkes punktproces X med uforudsigelige merker pa intervallet [0, 7] kan
genereres pa felgende made. Lad i = 1

1. Generer Y som en Poisson punktproces med intensitetsfunktion u pa intervallet
[0,T].

2. Fort; € Y generer k; fra markefordelingen.

3. Lad X vare den markede punktproces bestdende af {¢;,k;} for j =1,2,.... Hvor
x er sorteret i forhold til punkternes placering pa tidslinien.

while ; < T do
4. Generer x ~ Poisson((t;,T], oy(t —t;,k;)).
5. Generer et y fra markefordelingen for hvert x.
6. LadX=XU""(x; v,

j=1
7. Sorter X i forhold til placeringen pa tidslinien.
8. i=i+l
end while

Konstruktionen af immigranterne, punkt 1-3 i algoritmen, stemmer over ens med punkt 1-2
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6.2 Simulering af den merkede Hawkes punktproces

i definition Samtlige hendelser (7;,k;) affgder nye hendelser med en grundintensitet
der fglger en inhomogen Poisson punktproces med intensitetsfunktion ary(r —1;,k;), og hvor
merkerne treekkes fra mearkefordelingen. Dermed gelder der, at da hver klynge bestar af
forskellige afkom fra én immigrant og klyngerne er konstrueret i overensstemmelse med
punkt 3. i definition sa genererer algoritme [5| punktmgnstre fra den markede Hawkes
punktproces med uforudsigelige merker.
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KAPITEL /

DEN MZARKEDE MODEL

I forbindelse med dette afsnit er der lavet en del udregninger/billeder i R. Scripts for dette
kan ses i appendiks[T1.6.3]

Det gnskes i det fglgende afsnit, at konstruere en model for jordskelvshaendelser i Danmark.
Denne model skal vare i stand til bade at modellere tidspunkt, samt styrken af jordskeelvs-
handelser. Ydermere skal den vaere i stand til, at afspejle flere forskellige tendenser for jord-
skelv. En af tendenserne er, at en jordskelvhandelse har en tendens til at have efterskelv,
samt at et kraftigt jordskelv ofte vil have flere efterskelv end et mindre kraftigt jordskelv,
jvi. afsnit[2.1] Ydermere valges det at lade styrken af jordsklvshandelserne vaere uathn-
gigt af tidspunktet for haendelsen, da der ikke er nogen grund til at antage at tidspunktet vil
pavirke styrken. Yderligere veelges det, at styrken af et jordskealv skal vere uafhangigt af
styrken af tidligere jordskelv, ogsa selvom jordskalvet maske er et efterskeelv af et andet
jordskelv. Denne sidste antagelse bygger ikke pa noget geografisk argument, men er med-
taget af rent praktiske grunde for at markerne er uforudsigelige. En sidste ting der ogsa
bgr medtages er, at sandsynligheden for et efterskelv af en jordskelvshaendelse bgr vere
stgrst lige efter haendelsen er indtruffet, og vaeere monotont aftagende som funktion af tiden.
Bemerk at modellen ikke konstrueres saledes at den er i stand til at medtage forskelv.

En model der opfylder de ovennavnte kriterier, er en mearket Hawkes punktproces med
uforudsigelige merker. Ifglge definition [6.6] har en market Hawkes punktproces med ufor-
udsigelige marker felgende betingede intensitetsfunktion.

A (t k) = <M+ Y ay(r _lhki)) f k), (7.1)

i<t
hvor f(k) er tethedsfunktionen for merkefordelingen, u og o er en ukendt konstant og y(-)
er en ukendt funktion.

Det er ngdvendigt at udvalge funktioner for y og f(k), fgr det er muligt at begynde at
bestemme de forskellige parametre. Da Richter-skalaen er en logaritmisk skala, velges det
at antage, at antallet af efterskalv vokser eksponentielt, som en funktion af styrken af en
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7.1 Fordelingen af markerne

hendelse. Det valges derfor at lade y(7,k) = exp(k) - exp(—B - (¢)), hvor B er en ukendt
konstant. P4 denne mdde bibeholdes den egenskab i modellen fra afsnit|5| der medfgrer at
sandsynligheden, for et efterskalv af en haendelse, er en monotont aftagende funktion af
tiden efter handelsen, som gnsket. Fglgende betragtes f (k).

7.1 Fordelingen af maerkerne

Der er ingen grund til at tro, at fordelingen af styrken for jordskalvshandelser vil @ndres
i fremtiden, jvf. afsnit [2.1] Det gnskes derfor at finde en fordelingsfunktion for det givne
dataset. I de udvalgte data, der arbejdes med i denne rapport, er der medtaget alle haendelser
med en styrke pa to, eller mere pa Richter-skalaen i tidsperioden fra 2006 til og med 2009.

For at ggre det simplere, at finde fordelingen af handelser, velges det at trekke to fra alle
de givne styrker, i det udvalgte dataset. Det er derfor ngdvendigt, at huske at addere med
disse to igen under en eventuel simulation. Det gnskes umiddelbart, at finde en fordeling
der opfylder, at der er mange relativt svage jordskelv, og fé relativt sterke. Pé figur[7.1] ses
et histogram for de redigerede styrke af de udvalgte jordskelvsh@ndelserne.

Histogram for styrken af heendelserne

o - =
[ T T T T 1
0.0 0.5 1.0 15 2.0 25

Styrke

Figur 7.1: Histogram for styrken af jordskelvsh@ndelserne i det udvalgte datasat. Be-
merk at der er trukket to fra styrken. Histogrammet er konstrueret med R-script

L%

Pa baggrund af figur vaelges det at antage, at fordelingen af de redigerede styrker fgl-
ger en eksponentiel fordeling. Dermed bliver tathedsfunktionen for maerkefordelingen af
redigerede styrker:

f)=n-exp(-m-k), k=0
Tethedsfunktionen for de rigtige styrker bliver dermed:
fk)=mn-exp(-m-(k=2)), k=2 (7.2)
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7.2 Likelihoodfunktionen for den meaerkede model

Hvis det gnskes at generere uforudsigelige meerker {k;}, til en model der simulere jordskzalv
med en styrke pa 2 eller mere pa richterskalaen, kan disse dermed simuleres som 2 +&;, hvor

k; ~ Exp(n).

7.2 Likelihoodfunktionen for den maerkede model

Da det senere gnskes at udfgre inferens, for at bestemme de ukendte parametre, findes log-
likelihoodfunktionen for modellen. Fgrst indsattes teetheden for markefordelingen, ligning
(7.2) samt funktionerne for yind i den betingede intensitetsfunktion ligning (7.1).

A (t,k) = (y + (Z exp(k;) - o exp(—PB(t — t,))) ) n-exp(—m- (k—2)). (7.3)
<t
Ydermere er den betingede intensitetsfunktion for grundintensiteten givet ved:
A (1) = u+ <zexp<ki> a-exp(—B(t —n))) .
<t

Da der nu haves en betinget intensitetsfunktion, der ikke indeholder ukendte funktioner,
findes log-likelihoodfunktionen for modellen med sztning[6.8]

n T
L(u, o, B) = (Z{log(k*(z,k))) - /O A (5)ds.

- (Zlg (("* (Z.exp(kﬂ -wexp(—B(z,-—r,-)))) M- exp(—- <k,-—2>>>>

—/OT <y+ (Z exp(k;) -(x-exp(—B(s—tj))>> ds. (7.4)

1i<s

For overskuelighedens skyld betragtes de to led i ligning hver for sig. Fgrst betragtes
den fgrste del.

(ibg ((‘” (Zexp(kﬂ '“'exm—ﬁm—m))) m-esp(-n- <’<f—2>>>>

- (izogmm—n(ki—z») " (izog<y+om<i>>> , .5)

1 i=1

D=

1

hvor

0, fori=1
(Zy<n expky) exp(—B(si—1;)))  fori=2’
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7.3 Parameter estimation for den markede model

Fglgende betragtes det sidste led i ligning (7.4).

/OT <,u+ <Z exp(k;j)-o-exp(— B(s—t.,-))>> ds

T T
:/0 yds—i—/o <t;SeXP(kf)‘“‘exp(_ﬁ(s_tf))> ds

=uT — g (Zn; exp(k;) (exp(—B(T —1;)) — CXP(O))>
=uT + (Zn: oexp(k;) L= exP(_BB(T _ti))> . (7.6)
i=1

Nu indsettes ligning (7.5) og (7.6) i (7.4).
L(u,0,B,m) (Zlog (ki —2))> + <Zlog(ﬂ+0€A(l’))>

i=1

—uT — (i oexp(k;) L= exp(—B(T' = Ii))> . (7.7)
i=1

B

7.3 Parameter estimation for den maerkede model

Det gnskes at bestemme de ukendte parametre u, o, B og 1, saledes at modellen passer bedst
til det givne dataset. Det gnskes altsa at finde de vardier af u, o, 3 og M, der maksimerer
likelihoodfunktionen, og i dette tilfeelde log-likelihoodfunktionen. Da L(u,a,,m) er kon-
kav, vil det entydige maksimum vere nar haeldningen er lig 0. Det er derfor ngdvendigt, at
lgse fglgende ligningssystem.

;Z(e) =0,
;z(e) =0,
;;z(e) =0,
;z(e) =0,

hvor 8 = {u, o, fn}. For at Igse et sadant ligningssystem anvendes Newton-Rhapson me-
toden fra afsnit[3.3.3]

0 = o1 — H=1(L(®" " D))A(B ).
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7.3 Parameter estimation for den markede model

Det er derfor ngdvendigt, at bestemme vektoren bestdende af de partielt afledte A(L(0))
samt Hessian-matricen. Det er altsa ngdvendigt at bestemme:

5 [02L(8) 02L(8) 02L(B) 02L(8)]
5. L(6) 3’ owa  Judp  duon
5 £(0) PLO) PLO) PLO) L(6)
3 . (

ALO)= % o | HEO)= |5 e S s
op opou opoa. op? 9pon
5iL(e) PLO) PLO) LO) L)
mn | 9mox omda. onap on?

Alle udregninger af de forskellige partielt afledte kan findes i appendiks [I1.5] Fgrst findes
de f@rste ordens partielt afledte.

d u 1

%= (Ewm@) o

(e A 1= exp(-B(T 1)
m“‘”‘(,zluwm ) (Ze"p B )

o (& —as@)
o0 = <,.Zlu+om<z>>

—a (; exp(k;) (exp(—B(Ez— i) — 1 n (T —ti)expé—B(T —zi))>>

I £(6)= (i;m—k») ,

N

hvor

0, fori=1
(Zy<n expk) (1~ 1) exp(—B(1i—17)) ) fori>2
Dermed er det muligt, at bestemme vektoren med de partielt afledte. For endvidere at

bestemme Hessian-matricen er det ngdvendigt, at kende de anden ordens partielt afledte.
Derfor findes de forskellige partielt afledte af anden orden for log-likelihoodfunktionen til
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Hawkes punktprocessen fra ligning (7.7). Fgrst findes de dobbelt afledte af u, o, B og 7.

NG —ti>2expé—ﬁ<f —n))))’

0 1 —1

a1~ ; (u+ oA

20~ LG oy

0 o (v act) (Bl \

S5 L0 = (,XiuwA(i) <(H+M(i))> )

o F enpty (BT D) =1

i=1
+2(T—fz)eXI[;(Z—B(T—ti))

0 |

W (e)—;T,

hvor

Da der gzlder, at
0 0

mL(e) = mL@%
0 0

mL(e) = WL(GX
0 0

mﬁ(e) = mﬁ(e)y

0,
{ (th<t,- exp(kj)(ti _tj)zexp(_ﬁ(ti - tj))) fori>2.

fori=1

d d

mL(e) = mL(e)a
0 0

WL(G) = mL(e)a
0 0

WL(G) = mL(e)v
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er det nok at finde seks af dem.

0 Loy A0

oo ( )_,;(wocA(z))2

KB e oB(i)
ouop ”_;(uwA(i))z
P)

S0 (0)=0

9 (& -BG)  wA()B()
aadp % = (zw«mm * (u+0tA(i))2>

i=1

- (i_ilexp@i) ([;@xp(—sw—m) .Y +é<T—ri>exp<—B<T—r,->>)> .

0
LL(G) =0
apom e

Dermed er Hessian-matricen bestemt. Bemark, at for at det er muligt, at finde den inverse
til Hessian-matricen er det ngdvendigt, at matricen er singuler.

Newton-Rhapson algoritmen kan anvendes, jvf. afsnit[3.3.3] Inden algoritmen anvendes til
at approksimere de parametrene, for de udvalgte jordskaelvshendelserne i Danmark, vaelges
det at afprgve den pa et datasat konstrueret med algoritme 5] séledes er det muligt at se om
algoritmen giver noget, der tilnzrmelsesvis er rigtigt. Det vaelges at simulere pa intervallet
[0, 100]. I tabel er det muligt at se de valgte verdier for det konstruerede dataset, samt
de approksimerede verdier, med den fire-dimensionelle Newton-Rhapson algoritme, hvor
H(L(0)) og A(B) angivet som ovenfor. Det er ngdvendigt med startverdier til algoritmen,
i dette tilfeelde er det valgt, at tage udgangspunkt i det halve af de korrekte verdier, der er
brugt til konstruktionen af dataszattet.

Tabel 7.1: Fire-dimensionel Newton-Rhapson anvendes pa et konstrueret dataset. Data-
settet samt de forskellige apporksimationer er bestemt med R-script|11.20)

M o p n

Korrekte parametre 0.5 4 100 4

Geet 0.25 2 50 2
Approksimation (1 skridt) | 0,40 3,15 76,57 3,25
Approksimation (5 skridt) | 0,61 4,92 111,47 5,35
Approksimation (10 skridt) | 0,61 4,92 111,47 5,35
Approksimation (20 skridt) | 0,61 4,92 111,47 5,35

Pa figur er det muligt, at se det konstruerede datasat. Det bemarkes, at de estimerede
parametre afviger lidt fra de korrekte. Dette er ikke sa overraskende, idet det simulerede
datasat for en market Hawkes punktproces, let kan vere atypisk for de givne parametre,
idet der er en stor variation af antallet af punkter i klyngerne, jvf. [12 s. 11]. Det bemarkes
at der er 102 haendelser i det konstruerede dataszat.
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Konstruerede data
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Figur 7.2: Det konstruerede datasat. Plottet med R-script|11.20

Det gnskes fglgende, at anvende Newton-Rhapson algoritmen til at approksimere parame-
trene for de udvalgte jordskelvshandelser. Derfor er det ngdvendigt, at bestemme nogle

startvaerdier. Intensiteten af immigranterne velges, som i det umerkede tilfelde, til y =

354 _
= =

antagelse, at nogle af punkterne vil vaere afkom af andre punkter. Startveerdien af o, og
1 bliver derimod valgt noget mere tilfeldigt. Det gnskes selvfglgelig, at vaelge en positiv
startveerdi. De vaelges saledes o = 25, B = 2000 og n = 2. Umiddelbart burde gettet veere
mere eller mindre irrelevant, hvis bare der foretages nok iterationer med algoritmen, men
dette er dog ikke helt tilfzeldet. Der kan opsta problemer, idet likelihoodfunktionen kan vare
meget flad, og det er derfor gnskvaerdigt at geettet ligger relativt teet pa den rigtige veerdi.
Pa tabel [7.2]er det muligt at se gaettet pa startverdierne, samt verdierne approksimeret med

%. Den reelle verdi af u burde vere mindre end dette gat, idet det er en rimelig

algoritmen ved 1, 5, 10 og 20 iterationer.

Tabel 7.2: Den tre-dimensionel Newton-Rhapson algoritme anvendt pa de udvalgte jord-
skeelvshendelser. Udregnet med R-script[TT.21}

H o p n

Geet 225 2000 2
Approksimation (1 skridt) | 73,88 31,87 2502,26 2,67
Approksimation (5 skridt) | 76,40 33,20 2718,41 3,01
Approksimation (10 skridt) | 76,40 33,20 2718,41 3,01
Approksimation (20 skridt) | 76,40 33,20 2718,41 3,01

Det antages at {u?), a/(?0) B(20) n(20)} — {,&,d,fﬁ,ﬁ} = 6. Disse vardier kan indsattes i
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den betingede intensitetsfunktion fra ligning (7.3)).

1<t

A (1) = <ﬂ+ Y (exp(ki) -6 exp(—Pe —n-)))) - exp(—1- (k—2)).

Den fgrste kontrol af de estimerede parametre er at indsette dem i de partielt afledte til log-
likelihoodfunktionen, for at se om de giver O eller noget tet pa dette. De afledte udregnes
med R-script[IT.22]til fplgende:

%L(@j) 0

R 55 L(0) 10
A(L(e>) = Z%L(é) ~ 0
L) 0

Dermed gelder der, at de approksimerede parametre er meget tet pa at maksimere likeli-
hoodfunktionen.

Hvis det nu gnskes, at finde det gennemsnitlige antal afkom, er det muligt pa baggrund af
de estimerede parametre. Betragt et hypotetisk punkt der starter i tidspunktet 0 og med et
merke der svarer til middelverdien af merkerne. Sa vil det gennemsnitlige antal afkom for
dette punkt vere givet ved integralet fra O til . Fgrst findes middelvardien af markerne.

E[2+Exp()] =2+ E[Exp(q)]
24
n
1
3,01
~ 2,33

~ 2+

Fglgende er det muligt at finde det gennemsnitlige antal afkom.

| aexp(ER+ Exp()]) exp(~Bls ~ 0))ds

E2+Exp(@)] | —Bexp(~B(s)ds

A

exp(E[2+ Exp(f)]) (limy e (exp(~B(s5))) —exp(—B - 0))

™ Q™| Q™| R

exp(E[2+Exp(1)])(0—-1)

exp(E[2+Exp(1)])

33,20
T 2718,41
~0,13.

-0 R

exp(2,33)
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7.4 Modelkontrol af den markede model

Der er nu konstrueret en model, hvor parametrene er fundet med inferens via et udvalg af
et givent dataset. Dette medfgrer dog ikke ngdvendigvis, at modellen er i stand til at kon-
struere punktmgnstre, der ligner de udvalgte data fra det givne datasat. Det gnskes derfor
at udfgre modelkontrol. Fgrst betragtes markefordelingen.

I den valgte model antages det at markerne er fordelt efter 2 4 k;, hvor k; ~ Exp(f}) og
7| = 3,01. Hvis dette stemmer overens med virkeligheden, vil der galde at histogrammet,
for styrken af de redigerede marker', bgr fglge fordelingsfunktionen for en eksponentiel
fordeling med parameteren f).

Histogram for styrken af haendelserne

[ T T T T 1
0.0 0.5 1.0 15 2.0 25

Styrke

Figur 7.3: Histogram for den redigerede styrke af jordskalvshandelserne i det udvalgte
datas@®t. Den rgde kurve er fordelingsfunktionen for en eksponentiel fordeling
med parametren A = 3,01. Bemerk at der er trukket 2 fra styrken. Konstrueret

ud fra R-script[T1.23]

Pa figur ses histogrammet for de redigerede data, samt fordelingsfunktionen for den
eksponentielle fordeling med parameteren 7. Yderligere kan der pa figur[7.4] ses et q-q plot
af de empiriske data for de redigerede styrker imod de teoretiske verdier.

Det fgrste der bemarkes er den markante trappeform af q-q plottet, hvilket antyder en eller
anden form for diskretisering i datasettet. Dette skyldes, at de data der er til radighed, for
styrken af jordskelvhandelserne, ikke er kontinuerte, men derimod er afrundet til fgrste
decimal.

Det ses dermed, pa baggrund af figur [7.3]| og at fordelingen af markerne i modellen
nogenlunde fglger fordelingen af markerne i virkeligheden.

Da markefordelingen er undersggt, gnskes det fglgende at undersgge grundintensiteten.

A (1) = <u+ Y exp(k) - - exp(— B —ri>>> .

i<t

IDer hvor der er trukket to fra styrken.
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g-q plot for styrken af heendelserne
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Figur 7.4: q-q plot for de empiriske verdier af de redigerede styrker imod de teoretiske
verdier. Konstrueret ud fra R-script [TT.23}

For at undersgge om funktionen for grundintensiteten passer til det givne datast, udregnes
A*(t) ved hjalp af definition

A* () = /Ot (,u—i— (Z exp(ki)ocexp(—B(s—ti))>> ds

1i<s

= ut — g /Ot (lg_eXP(ki)BeXP(—B(S_[i))> ds

s (zexp<ki><exp<—ﬁa—n>) - 1>>

i<t

= ut + % (Z exp(k;) (1 —exp(—PB(r - tﬁ)))

Fglgende geelder der, jvf. setning[3.24] at {s;} = A*(t;) fori =1,2,...,354 vil vaere fordelt,
som en Poisson punktproces med intensitet 1. Dermed bgr intervallerne mellem handelser-
ne i {s;}, hver is@r vere trukket fra en eksponentiel fordeling med parameteren 1. Pa figur
er det muligt at se et g-q plot af den empiriske fordeling af intervallengderne i {s;},
imod de teoretiske kvantiler for den eksponentielle fordeling med intensitet 1.

P4 baggrund af figur[7.5] vurderes det, at modellen er nogenlunde velvalgt.
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g—q plot for intervalstarrelsen

Teoretiske kvantiler
\

Empiriske kvantiler

Figur 7.5: q-q plot for det transformerede datasat. Konstrueret ud fra R-script|11.24
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KAPITEL 8

PERFEKT SIMULERING

Der er nu fundet to forskellige modeller for jordskelvshaendelser. Der gelder dog at nar
det gnskes at simulere punktmgnstre pa tidslinien, er det relevant at veere opmearksom pa
eventuelle kantproblematikker. Problemerne skyldes, at hvis det gnskes at simulere punkt-
mgnstre pa intervallet [0, 7], sd er der ikke nogen viden om handelserne fgr tiden 0. Sddanne
handelser, burde ellers have mulighed for at pavirke af antallet af punkter i intervallet. Der
geelder, for Hawkes punktprocessen, at eventuelt afkom fgr tiden O er i stand til at have
afkom i tidsintervallet [0, 7). De algoritmer, til simulering af markede Hawkes punktpro-
cessen, der blev prasenteret i afsnit[3.5]og medtager ikke afkom fra hendelser fgr tiden
0. Der simuleres altsa ikke punktmgnstre fra en stationser market Hawkes punktproces,
men en approksimation til denne. En mulighed vil vere at simulere i et stgrre tidsinter-
val, og s& kun anvende et delinterval af dette. Det der fravealges, i starten af de simulerede
punktmgnstre, vil vere den sékaldte burn-in periode. En anden mulighed er at konstruere en
simuleringsalgoritme, der direkte er i stand til at simulere stationare punktmgnstre for mar-
kede Hawkes punktprocesser, uden at vaere ngdsaget til at simulere pa et stgrre tidsinterval.
Dette kaldes for perfekt simulering. I dette afsnit vil den sidste mulighed blive betragtet.

Da simuleringsalgoritmen er ath@ngig af hvilken form for mearker der er tilknyttet haeendel-
serne, velges det blot at betragte de uforudsigelige marker.

For Hawkes punktprocessen pa tidslinien opstér det eneste kantproblem ved tiden 0. For at
konstruere en algortime, der er i stand til at lave perfekt simulering, er det ngdvendigt pa
en eller anden made at vere i stand til, at bestemme afkommet fra tidligere punkter, der
falder i det givne tidsinterval. Hvis der haves et punkt ¢ for tiden 0, ma sandsynligheden
for at dette punkt har mindst et afkom efter tiden O vare givet ved (1 — F(—t)), hvor F er
fordelingsfunktionen for l&engden af klyngerne. Det gnskes derfor, at bestemme fordelingen
af lengden af klyngerne.

[6 s. 629-630][8, s. 216-217]
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8.1 Fordelingen af l&engden af en klynge

Lengden af en klynge er l&ngde af intervallet imellem det fgrst og det sidste punkt i klyn-
gen. Det er altsa det stgrst mulige interval mellem to punkter i klyngen. Lad leengden af en
klynge vere givet ved L. For en stationer market Hawkes punktproces med uforudsigelige
mearker, er det muligt, at betragte l&engderne for de forskellige klynger, som udtrek fra én
og samme tethedsfunktion. Antag at 1, er fordelingsfunktionen for klyngeleengderne, nar
det kun er de fgrste n generationer af den maerkede Hawkes punktproces, der betragtes. Der
gelder da, at 1, — F nar n — oo, hvor F er den rigtige fordelingsfunktion for klyngeleng-
derne.

Seaetning 8.1.

Hvis 1, er defineret som ovenfor, og

o)) =E [exp (vt [ rle-s)artsoas )|

hvor O(f) tilhgrer meengden af borelfunktioner® der afbilder [0,0) — [0,1]. Sa
geelder der at 1, er givet rekursivt ved

ln:q)(ln—l)v I’IEN, (81)
F =¢(F). 8.2)

Hvor 1¢(t) = 1 fort > 0 er basisskridtet.
[6] 5. 637]

“En borelfunktion er en funktion der afbilder et borelrum over i et andet borelrum.

Bevis. Lad T > 0 og lad n € N. Betragt en klynge, der starter med en ha&ndelse i tidspunktet
0, med tilhgrende meerke k. Lad ®(0) veaere en Hawkes punktproces, der genererer punkterne
i klyngen. Split punktprocessen ®(0) op i tre nye punktprocesser ®;, P, og ®3, hvor der
gelder, at:

e Punktprocessen ®; bestar af alle de fgrste generations afkom #; € ®(0) N [0,7), der
ikke selv genererer afkom af n — 1 generationer, eller mindre pa intervallet [, o).

e Punktprocessen ®, bestar af alle de fgrste generations afkom i intervallet [0,¢), der
ikke er med i P;.

e Punktprocessen @3 bestar af de fgrste generations afkom, der er i intervallet [z, o).

Bemerk, at ©, P, og Pj alle er forste generations afkom af heendelsen i tidspunktet O med
market k. Den betingede intensitetsfunktion for en market Hawkes punktproces med ufor-
udsigelige marker er givet ved definition[6.6] og det er muligt, at betragte @, P, og $3 som
tre inhomogene Possion punktprocesser. For at finde intensitetsfunktionen for ®; bemarkes
det, at punktet (0, k), i en merket Hawkes punktproces med uforudsigelige meerker, danner
afkom efter en inhomogen Poisson punktproces med intensitetsfunktion oy(s — 0, k). For
kun at medtage de afkom, der ikke selv genererer aftkom af n — 1, eller faerre generationer
i intervallet [£,o0) multipliceres med fordelingsfunktionen for klyngeleengderne 1, (¢ —s).
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Derved fas at sandsynligheden for de klynger, der genereres af afkommet af (0,k), vil vare
sa korte at de ikke straekker sig ind over tiden ¢. Dermed bliver intensitetsfunktionen for &®;:

A (s, k) = ay(s —0,k) 1,1 (t —s) = ay(s,k) 1,1 (t —s), pa [0,7).

Ligeledes er det muligt at finde intensitetsfunktionen for ®,, hvor der multipliceres med
(1 —1,-1(t —s)) i stedet for 1,_;(¢t —s), idet det netop gnskes at fa de forste generations
heendelser i [0,7], der ikke er med i ®;. Intensitetsfunktionen for ®3 fremkommer direkte
fra definitionen, pa den betingede intensitetsfunktion for den meerkede Hawkes punktproces,
med uforudsigelige marker.

Ma(s, k) =oy(s = 0,k)(1 = 1,1 (t =) = oy(s,k) (1 = 1,1 (£ =), pd  [0.).
A3(s,k)  =oy(s—0,k) = oy(s, k), pa [t,00).

Der gelder at:

1,(t) = E[Pr{Alle punkter er i ®, }]
= E[Pr{®; = 0}Pr{®; = 0}] (8.3)

Fglgende anvendes det, at sandsynligheden for ikke at have nogle punkter i intervallet [0, x|
er givet ved én minus fordelingsfunktionen. Da bade ®, og ®; er Poisson punktprocesser
er deres fordelingsfunktioner hhv. 1 —exp(— [ A2(s,k)ds) og 1 —exp(— [~ A3(s,k)ds).

1) = E (1 _ <1 _exp <_ /Otkz(s,k)ds>>) <1 _ <1 —exp <—/tmk3(s,k)ds>>>}
_E _exp (- /0 t lg(s,k)ds) exp (- /t ) x3(s,k)ds>]

=E exp /Oloc“ysk J(1—1,- 1(t—s))ds—/w0w(s,k)ds)}

t

S

=E exp (/Ot Ly—1(t — s)ory(s, k)ds—/ oy(s k)ds—/twocy(s,k)dsﬂ
RS
(

=E exp /mocyskds+/ L1 (t —s)ay(s,k)ds ﬂ
0

=E exp V+/ L1 (t —s)ary(s,k)ds ﬂ
= 0(1,-
Hyvilket stemmer ovens med ligning [8.1] For at vise ligning[8.2]lades n — oo.

lim 1,, = lim ¢( 1)

n—oo n—
& Jim 1n = 0{lisg 1)

<F =0(F).
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Ifglge [6, s. 638] er det ofte svert/umuligt at bestemme en lukket form for F.
[6, s. 637-638]

8.2 Perfekt simulerings algortime

Pa baggrund af fordelingen af langderne af klyngerne, og algoritmerne fra afsnit er
det nu muligt at konstruere en algoritme, der laver perfekt simulering af en market Hawkes
punktproces med uforudsigelige merker.

Algoritme 6 Perfect simulering af Hawkes punktproces

Det gnskes, at generere et punktmgnster for en market Hawkes punktproces med ufor-
udsigelige merker pa intervallet [0, 7.

1. Simuler immigranterne /;, som en Poisson punktproces med intensitetsfunktion u
pa [0, T]. Ydermere simuleres m; fra markefordelingen for hvert #; € I;.

2. Simuler afkommet af immigranterne af forskellige generationer som inhomo-
gene Poisson punktprocesser med intensitetsfunktion ovy(t — f;,k;) pa (#,T] for
i=1,2,...

3. Simuler I, som en inhomogen Poisson punktproces med intensitetsfunktion A, =
(I = F(—t))u pa (—eo,0). Ydermere simuleres m; for hvert#; € I.

4. Hvert punkt (;,m;) i I, affgder en klynge C;. Simuler {(¢;,m;) € Ci|t; € [0,T]} be-
tinget med at der for hvert punkt i ; er mindst ét afkom af en eller anden generation
i[0,7].

5. Lad X vere en superposition af de merkede punktmgnstre fra trin 1, 2 og 4.

Algoritme [6er i stand til direkte at generere punktmgnstre for stationzre merkede Hawkes
punktprocesser med uforudsigelige marker, uden nogen form for burn-in tid.

Seetning 8.2.

Punktmgnstre konstrueret med algoritme [6] er udtreek af fordelingen af meerkede
Hawkes punktprocesser.

6] 5. 636]

Bevis. Betragt forst immigranterne pa [0, 7], disse simuleres via en Poisson punktproces
med intensitetsfunktion y, og de tilhgrende merker trekkes fra markefordelingen, hvilket
stemmer overens med skridt 1 i definition Hvis der endvidere haves en Poisson punkt-
proces pa (—e0,0) med intensitetsfunktion y, og denne udtyndes med sandsynlighed for
bavaring (1 — F(—t)), hvor F(t) er fordelingsfunktionen for klyngelengden, giver dette en
inhomogen Poisson punktproces med intensitetsfunktion (1 — F(—t))u, (), der danner de
punkter i intervallet (—eo,0), der har aftkom i [0,7]. Udtyndingen medfgrer at de punkter,
der ikke har afkom, af en eller anden generation, i [0, 7] ikke medtages i /. I punkt 2 og
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4 simuleres klyngerne i intervallet [0, 7], hvilket stemmer overens med punkt 3 i definition
Punkt 5 er en superposition af skridt 1, 2 og 4, hvilket stemmer overens med skridt
4 i definition Dermed giver algoritme [6] punktmgnstre fra en market Hawkes punkt-
proces. O

Der er et par ting, der er vasentligt at vaere opmarksom p4, hvis det gnskes at anvende al-
goritme [0]til perfekt simulering. Skridt 1 og 2 er relativt simple ved brug af f.eks. algoritme
men i skridt 4 er det ngdvendigt, at vere sikker pa at mindst én handelse er efter t = 0.
Dette kan lgses ved gentagen simulering af puntkmgnstrene, hvor hver simulering forka-
stes, hvis den ikke har en h@ndelse i intervallet [0,7]. Skridt 5 i algoritmen er en triviel
superposition, og er er derfor ikke problematisk. Det vanskelige er skridt 3, der athenger
af fordelingsfunktionen af lengden af klyngerne, der ikke ngdvendigvis har en lukket form.
Fglgende prasenteres en algoritme til simulering af .

[6 s. 635-636]

8.3 Generering af 12

Det gnskes at konstruere en algoritme, der er i stand til at generere I,. Ideen bag algoritmen
er, at der benyttes to forskellige Poisson punktprocesser L, og U, pa intervallet (—oo,0),
hvoraf intensitetsfunktionen for L, er mindre end intensitetsfunktionen for I, og intensi-
tetsfunktionen for U, er stgrre, men at de begge konvergerer monotont imod intensitets-
funktionen for I, nar n — o, Fgrst er det dog ngdvendigt at sikre, at I, er endelig og derfor
antages fglgende

0
[ =F-tpu<e,

—o0

Dermed opnas det, at I, klemmes inde mellem L, og U, for n = 1,... 0 pa fglgende made
0=LoCL C...ChC..CU CU,. (8.4)

Det er sa muligt at bestemme I, ved at finde U, eller L, for et tilstreekkeligt stort n. For at
undga, at skulle vurdere hvornar et n er tilstreekkelig stort, findes U, og L, forn =1,2,...
indtil Uy = Ly for k € N.

Det er ngdvendigt at finde intensitetsfunktioner for L, og U,, sdledes at ovenstaende er
opfyldt. Det er dermed ngdvendigt at finde to funktioner, der begge konvergerer monotont
imod F (), hvor den ene skal vere voksende og den anden skal veere aftagende. Der gaelder
at 1,, funktionen fra setning er aftagende nar n stiger og konvergerer imod F(¢), idet
der tages flere og flere generationer med, og klyngelengderne derfor kun vil vokse. Dermed
gelder der, at

M) = (1= Lu(=0)),

er voksende som funktion af n og konvergere imod (1 — F(—t))u.
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8.3 Generering af 12

For at finde intensitetsfunktionen for U, anvendes en funktion f, hvor der gelder at f, er
monotont voksende og konvergerer imod F(¢) som funktion af n. Dermde geelder der, at

A1) = (1= ful=1))us

er aftagende som funktion af n og konvergere imod (1 — F(—7))u. I denne rapport vil der
ikke blive fundet en eksplecit funktion for f.

Fglgende prasenteres en algoritme, der er i stand til at simulere /,. Ideen er at simulere et
merket punktmgnster med for stor intensitet, og sa udtynde dette indtil det har opnaet den
gnskede intensitet.

Algoritme 7 Simulering af I,

1. Simuler et market punktmgnster {(¢1,k;), (t2,k2), ..., (s, ks) } for Up.

2. Hvis Uy =0saer I, =0, ellers generer W; ~ unif|0, 1} fori=1,2,...,soglad n=1.
while L, # U, do

3. For j=1,...,s tilfgj (t;,k;) til L,, hvis WA4(t;) < AL(#;), og til U, hvis

WkK() < M4(1)

4. Ladn=n+1.
end while

5. Lb=L

Der gelder, at algoritmen er korrekt, og at den ikke fortsatter uendeligt leenge.

Saetning 8.3.
Algoritmel[/| simulerer I, og den terminerer.

[6) s. 642]

Bevis. Givet punkterne #1,15,. .., er sandsynligheden for at L,, # U, givet ved:

Pr{lim L, # U}

IN
-

Pr{hm ti€Uytj ¢ L, )}+Pr{hm (tj ¢ Uy tj €Ly, )}) (8.5)

~.
[
_

Pr{lim (1 € Up,t; ¢ L )}) (8.6)

I
M,

~.
Il
—_

Il
~
© Hl“ “
—_

> (
>
Y. (Pritim (W) < Ma(a). Wks(a)) > (1))
> (

Prida(ty) < Wkg(1)) < Da(t)})

I
ST

For at fa uligheden i ligning (8.5) er det anvendt at feellesmangden ikke er trukket fra. Far
at fa (8.6) er det er anvendt, at der gzlder at Pr{t; ¢ U,,t; € L,} = 0 da det jvf. (8.4) ikke
er muligt for L, at indeholde handelser der ikke ogsa er i U,,.
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8.3 Generering af 12

Dermed terminerer algortimen indenfor endelig tid.

Pé grund af indlejringsegenskaben (8.4)), gzlder der endvidere at nar L, = U, er de begge
hg 12. O

Dermed haves en algoritme, der er istand til at simulere I, og dette muligggr at algoritme 6]
kan anvendes til at lave perfekt simulering af Hawkes punktprocessen.

[6l s. 642-644]
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KAPITEL 9

MODEL DISKUSSION

Der er igennem rapporten blevet konstrueret to forskellige modeller for jordskalvshan-
delser. Begge disse modeller er blevet holdt op imod de virkeligheden. Dette betyder dog
ikke, at der ikke kan findes bedre modeller for h&ndelserne. Antallet og placeringen af ef-
terskealv er i stor grad afhengig af funktionen y(-), og hvis denne funktion ikke afspejler
virkelighedens tendenser mht. efterskalv, vil modellen heller ikke ggre det. Der er i pro-
jektet blevet valgt to forskellige funktioner for (+), en for den umarkede model og en for
den merkede. Disse to funktioner er blevet valgt pa baggrund af lidt grundleggende teori
omkring jordskalvshaendelser, og pa en sddan made, at de er relativt lette at arbejde med i
databehandlingen.

En anden problematik der optrader, er i forbindelse med parameterestimationen. Problemet
skyldes, at relativt kraftige jordskelv maske kun indtreffer med et middeltidsinterval pa
100 eller 1000 ar, alt athengig af styrken. Men med et udvalg af data pa et tidsinterval pa
4 ar, er der saledes ikke stor sandsynlighed for, at de relativt kraftige jordskeelv forefindes i
denne tidsperiode.

Den sidste problematik, der vil blive nevnt her, er i forhold til den made, der bliver foretaget
modelkontrol pa. Jvf. afsnit[4.4] ses det, at fordelingen af punkterne ikke afviger voldsomt
fra en Poisson punktproces med intensitet u = 354 /4. Det er derfor vard at overveje, om
transformationerne til punktmgnstret bestdende af {s;}, i afsnit og ikke ofte vil
minde om punktmgnstre fra en Poisson punktproces med intensitet 1, med mindre modellen
var helt hen i vejret.

Nar det sa er sagt, er der konstrueret to modeller, der ser ud til at passe med det empiriske
dataset. Det er derfor relevant at overveje, hvad en sddan model kan bruges til. Et eksempel
pa en anvendelsesmulighed er inden for risikovurdering eller konstruktion. Hvis det f.eks.
gnskes at bygge en demning, der skal vere i stand til at klare et 1000 ars jordskelv', er
det muligt at lave et antal simuleringer, og pa baggrund af dette bestemme hvilken styrke
af jordskelv, der har et middeltidsinterval pa 1000 ar. En anden anvendelsesmulighed er
inden for risikovurdering. Nar en sadan skal laves betegnes risiko ofte som sandsynlighed

IEt jordskalv der er sa kraftigt, at det har et middeltidsinterval pa 1000 ar.
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multipliceret med konsekvenserne for en hendelse. Modellen kan anvendes til at bestemme
sandsynligheder for jordsk®lvshandelser af forskellige styrker.

En ting modellerne ikke kan bruges til, er at forudsige jordskalv pa bestemte tidspunkter.
Det er ikke muligt at kgre en simulering, pa baggrund af modellen, og sa sige at der vil vaere
et jordskelv 17 Januar 2013, bare fordi der er det i en enkelt simulation. Derudover er det
veerd at huske, at simuleringsalgoritmerne fra afsnit [3.5] og [6.2] ikke simulerer stationzre
punktmgnstre, og derfor tilrades det altid, enten at simulere med en burn-in periode, eller
anvende perfekt simulering, som prasenteret i afsnit 8]

Det er dog vigtigt at vere opmarksom pa, at hvis det gnskes at anvende en model, sa
er konklusionerne aldrig bedre end modellen. Hvis denne ikke passer til virkeligheden vil
analyserne baseret pd modellen sandsynligvis heller ikke ggre det.
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kapireL 10

OPSAMLING

Formalet med dette projekt var at udvide min viden omkring Hawkes punktprocessen pa
tidslinien, samt hvorledes denne kan bruges til at konstruere modeller af virkelige h@ndel-
ser. Der er blevet praesenteret lidt grundleggende teori, der blandt andet ligger til grund for
konstruktionen af modellen.

Efterfglgende praesenteres de rumlige punktprocesser pa tidslinien, og nogle specielle egen-
skaber ved disse. Den betingede intensitetsfunktion bliver introduceret, og det bliver bevist
hvorledes likelihoodfunktionen kan findes med denne. Der bliver lagt et stykke arbejde i,
hvorledes det er muligt, at lave inferens med en Newton-Rhapson algoritme. Hawkes punkt-
processen pa tidslinien preesenteres, og et par algoritmer til simulation introduceres.

Der laves nogle indledende undersggelser af et datasat for jordskalvshandelser, og efter-
felgende konstrueres en model for jordskalvshandelserne, ved brug af en umarket Hawkes
punktproces.

For at udvide modellen til at medtage styrkerne af haendelserne, praesenteres de merkede
punktprocesser pa tidslinien, og de markede Hawkes punktprocesser med uforudsigelige
mearker defineres. To algoritmer, til simulation af merkede Hawkes punktprocesser med
uforudsigelige marker, presenteres. Derefter konstrueres en market model for jordskalvs-
handelserne, baseret pa en Hawkes punktproces med uforudsigelige marker, og parametre-
ne i dennes estimeres.

Dernast presenteres det hvorledes det er muligt, at lave perfekt simulering fra merkede
Hawkes punktprocesser med uforudsigelige marker. Saledes er det muligt at simulere sta-
tion@re punktmgnstre, i stedet for at skulle simulere punktmgnstre med en burn-in periode
i starten af intervallet.
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kaPITEL 11

BILAG

Fglgende prasenteres de forskellige bilag.

11.1 Borelmangde

Fglgende defineres en borelmengde.

Definition 11.1. — Borelmaengde

Hvis meengden ‘B er meengden af alle Borelmengder, sa er en Borelmengde B C
S enhver mengde, der kan konstrueres fra abne delmeengder af S ved brug af
folgende to punkter:

e Hvis B € B, si gelder der, at S\B € ‘B.
e HvisB;€ Bfori=1,2,...,sder U B; € B.

Mengden By er meengden af alle begreensede Borelmeengder.
[U4, Kursusgang 1 slide 4]

11.2 Additivitet

Fglgende defineres additivitet, og et enkelt lemma prasenteres og bevises.

Definition 11.2. - Additivitet
Hvis der haves en funktion f(x), hvor 0 < x < oo sd kaldes den:

o Additiv hvis f(x+y) = f(x) + f(y).
e Subadditiv hvis f(x+y) < f(x)+ f(y).
e Superadditiv hvis f(x+y) > f(x)+ f(y).

[3} 5. 64-65]




11.3 Tayler Polynomier

For en subadditiv funktion galder der fglgende.

Lemma 11.3.
Hvis der haves en subadditiv funktion f(x), hvor x er begreenset af intervallet
[0,a] hvor a > 0, og hvor f(x) — 0 ndr x — 0, sa geelder der at L = sup, [ o

X
endelig eller oo, 0g

= A, nar x — 0.

[3l 5. 64-65]

Lignende lemmaer kan konstrueres for de superadditive og de additive funktioner, men de
praesenteres ikke, da de ikke anvendes i rapporten.

11.3 Tayler Polynomier

Hyvis der haves en funktionsverdi i et punkt xg og det gnskes at finde en approksimeret verdi
i et andet punkt x sa er det muligt at anvende et Taylor polynomium. Fgrst presenteres en
1-dimensionel N’te ordenst taylor polynomium.

Definition 11.4. — N’te ordens Tayler polynomium
Taylor polynomiet af N'te grad er givet ved

F(x) & flxo) + (x—x0) f (x0) + ...+

hvor xy er startpunktet.

Der findes ogsa en n-dimensionel udgave, der er dog kun taylor polynomiet af fgrste orden
der vil blive prasenteret her.

Definition 11.5. — n-dimensionel 1. ordens Tayler polynomium
Det n-dimensionelle Taylor polynomium af 1. orden er givet ved

fOe+h) = f(x)+Jh,

hvor x er startpunktet og J er jakobimatricen for f i x.

[15) s. 45, 77]
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11.4 Pertielt afledte af den umerkede model

11.4 Pertielt afledte af den umaerkede model

I det fglgende findes de partielt afledte af log-likelihoodfunktionen (5.4), der anvendes i
afsnit[3

aauﬁ(ﬂ, o,B) = 88“ ((ﬁilog(uﬂLOﬁA(i))) —pT + ( %(exp(—ﬁ(T—ti)) - 1)))
ad

0 /! . 0 noo
o (;10g(ﬂ+0€A(l))> - @#T%- n <Z B (exp(—B(T —1;)) — 1))

i=1

N

1

Il
—

hvor

: 0, fori=1
A(i) = _ .
Yii<i exp(—B(ti—1j)) fori>2

i=1 . a i=1
_ zn: alog(y—i—(xA(i)) + iig(eXp(—B(T—t))—l)
1:1a lzlaaB l
e AW O
_<§#+M(i)>+<l_zlﬁ< p(~B(T 1)) 1>)
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- aaB (Z log<u+ocA<i>>> aas“” e (2 5 (exp(—B(T —1)) — 1>>
- (; aal3log(ﬂ+0€A(l))> To (; aaﬁ exp(_B(Tﬁ_tl» - 1)
- (; u+a£§l(),)> +o <; (Tfi)eXP(B(Tti)%E (exp(—B(T —1;)) — 1))
_ (): - (ﬁ())) Cw (Z (T—tl)expé—B(T—n)) (exp(—B(Ez—n)) - 1>>
hvor
0 - {Oz otk el Bl ) T2
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- Bau (i;uwiA(i)) _aiT
- @iw@ﬁ)
:Z (u+;f1\(l))2
S o) = 22 Ly
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2
7 L0 = 55 5 Ln
) " —aB(i)
9B(<,§M+GA(1)>
e (T —t)exp(=B(T — 1)) (exp(=B(T —1)) 1)
“(E b 2 ))
J —aB(i)
B (21 /~I+O<A(l)>
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11.5 Pertielt afledte af den maerkede model

I det fplgende findes de afledte af log-likelihoodfunktionen, (7.7)), der anvendes i afsnit[7.3]
Bemerk at en del af udrigningerne minder om dem fra appendiks|11.4]
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11.6 R-kode

11.6 R-kode

Bemark, at hvis det gnskes at implementere noget af R-koden anbefales det at kgre dem
kronologisk. Da det er ngdvendigt at anvende pakken spatstat, fglger et R-script der indleser
denne.

lllibrary(spatstat)

10

12

14

18

Listing 11.1: Indleeser pakke i R.

Ydermere prasenteres et script der indleser datasattet.

Data<—read . table ("C:/Users/Rune/Desktop/P10 Speciale/Data/Jordsk®lvsdata.
txt", sep = "", fill=T, header=T)

Listing 11.2: Indleeser datascettet. Hvis det gnskes at kgre scriptet skal stien for datascettets
placering angives.

11.6.1 Dataprasentation

I dette afsnit praesenteres de R-scripts der anvendes i afsnit[4]

plot(c(0,0), main="Rumlige placering af jordskazlvshandelserne", ylim=c
(53.,59), xlim=¢(0.40,18), xlab="Breddegrader", ylab="La®ngdegradder",
pch=16)

points (Data[,8],Data[,7])
Listing 11.3: Plotter den rumlige placering af jordskeelvshendelserne i datascettet.

Nmin<—Data[1,7];Nmax<—Data[1,7]
Emin<—Data[1,8]; Emax<—Data[1,8]
Rmin<—Data[1,10];Rmax<—Data[1,10]

for(i in 2:1187){

ifelse (Nmin>=Data[i,7],Nminc—Data[i,7] ,NA)
ifelse (Nmax<=Data[i,7] ,Nmax<—Data[i,7] ,NA)
ifelse (Emin>=Data[i,8],Emin<—Data[i,8] ,NA)
ifelse (Emax<=Data[i,8] ,Emax<—Data[i,8] ,NA)
ifelse (Rmin>=Data[i,10],Rminc—Data[i,10],NA)
ifelse (Rmax<=Data[i,10],Rmax<—Data[i,10],NA)
}

Nmin ; Nmax ; Emin ; Emax ; Rmin ; Rmax

mindr<—c (0) ; maxar<—c (0)
for (i in 2:1187){
ifelse (Data[i,l10]==Rmin, minar<—Datal[i,1],NA)
ifelse (Data[i,l0]==Rmax, maxar<—Data[i,1],NA)
}
mindr ; maxar

Listing 11.4: Finder frem til den kraftigste og svageste heendelse, hvilket ar de er

fremkommet, samt ekstremerne mht. breddegrader og leengdegradder.

llplot(Data [,1],Data[,10], ylab="Richter" ,xlab:"Ar")

Listing 11.5: Plotter jordskeelvshendelserne i forhold til det ar hendelsen forekommer og
styrken.
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11.6 R-kode

#Fjerner alle hendelser for 2006

k<—0

for(i in 1:1187){

ifelse (Data[i—k,1] < 2006, Data<—Data[—(i—k) ,], NA )
ifelse (Data[i—k,1] < 2006, k<—k+1, NA )

}

#Fjerner alle hwndelser med en verdi<2 pa richterskalaen
k<—0

for (i in 1:length(Data[,1])){

ifelse (Data[(i—k),10] < 2, Data<—Data[—(i—k),] , NA )
ifelse (Data[(i—k),10] < 2, k<—k+1, NA )

}

Listing 11.6: Udvelger jordskeelvshendelserne i perioden fra 2006-2009 med en styrke
pa 2 eller mere pa Richter-skalaen.

#Sewtter 2006=t(0) og udregner hvor mange dage der er gdet siden drsskifte
for (i in 1:length(Data[,1])){

ifelse (Data[i,2] == 1, Datal[i,l1]<—Data[i,3]+(Datali,4]+(Datal[i,5]+Datali
,61/60)/60)/24, NA)

ifelse (Data[i,2] == 2, Data[i,l1]<—31+Data[i,3]+(Data[i,4]+(Data[i,5]+
Data[i,6]/60)/60)/24, NA)

ifelse (Data[i,2] == 3, Datal[i,l1]<—59+Data[i,3]+(Data[i,4]+(Data[i,5]+
Data[i,6]/60)/60)/24, NA)

ifelse (Data[i,2] == 4, Data[i,l11]<—90+Data[i,3]+(Data[i,4]+(Data[i,5]+
Data[i,6]/60)/60)/24, NA)

ifelse (Data[i,2] == 5, Data[i,l1]<—120+Data[i,3]+(Data[i,4]+(Data[i,5]+
Data[i ,6]/60)/60)/24, NA)

ifelse (Data[i,2] == 6, Datal[i,l1]<—151+Data[i,3]+(Datali,4]+(Data[i,5]+
Data[i,6]/60)/60)/24, NA)

ifelse (Data[i,2] == 7, Data[i,l1]<—181+Data[i,3]+(Data[i,4]+(Data[i,5]+
Data[i ,6]/60)/60)/24, NA)

ifelse (Data[i,2] == 8, Datal[i,l1]<—212+Data[i,3]+(Datali,4]+(Data[i,5]+
Data[i,6]/60)/60)/24, NA)

ifelse (Data[i,2] == 9, Data[i,l1]<—243+Data[i,3]+(Data[i,4]+(Data[i,5]+
Data[i ,6]/60)/60)/24, NA)

ifelse (Data[i,2] == 10, Data[i,l11]<—273+Data[i,3]+(Data[i,4]+(Datali,5]+
Data[i,6]/60)/60)/24, NA)

ifelse (Data[i,2] == 11, Data[i,l1]<—304+Data[i,3]+(Data[i,4]+(Data[i,5]+
Data[i,6]/60)/60)/24, NA)

ifelse (Data[i,2] == 12, Data[i,l11]<—334+Data[i,3]+(Data[i,4]+(Datali,5]+

Data[i,6]/60)/60)/24, NA)

#Udregner antal dage siden t(0)

for(j in 2006:2009){

for(i in 1:length(Data[,1])){

ifelse (Data[i,l] == j, Data[i,ll]<—Data[i,l1]+365A(j —2006), NA)
H

#Tillegger skudar

for(i in 1:length(Data[,1])){

ifelse (Data[i,l1] >= 2008, Data[i,l1]<—Datal[i,11]+1, NA)
}
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11.6 R-kode

#udregner i total dar altsa 365,24219 dage pr. ar
for (i in 1:length(Data[,1])){
Data[i,l12]<—Data[i,11]/365.24219

}

Listing 11.7: Tilfpjer to sgjler til datascettet. En med antal dage siden starten af 2006 og
en med antal ar.

#Fprst konstrueres et teellemal
Mal=function (x,y=Data[,12]) {

i<—1

while (x>y[i]) {

ifelse (x>=4,i<—length(y)+1,i<—i+1)
ifelse (x>=4,break ,NA)

}
i—1
}

#Tewller antallet af hendelser pr. halvar.
ant<—c (0)

for(i in 1:8){
ant[i]<—Mal(i/2)-Mal(i/2-0.5)

}

ant

Listing 11.8: Kontrol af om intensiteten ser ud til at veere uafhcengig af tiden.

#Fgrst findes intervallengderne
int<—c(0)

int[1]<—Data[1,12]

for (i in 2:(length(Data[,1])—1)){
int[i]<—Data[i+1,12]—Data[i,12]

}

#Udrenger mu
mu<—354/4

#Plotning af histogram

hist (int, cex.axis= .8,col = "grey", freq = FALSE, ylab="Antal", xlab="
Intervalstgrrelse", main="", xlim=c¢(0,0.1), ylim=c(0,100),breaks = 15)

curve (dexp(x,mu), col = "Red", add = TRUE)

title (main = "Histogram for intervalstgrrelsen", font.main = 3)

Listing 11.9: Plotter histogram for intervalleengderne mellem heendelserne for de udvalgte
data.
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11.6 R-kode

11.6.2 Den umserkede Hawkes model

I dette afsnit praesenteres de R-scripts der anvendes i afsnit[3]

Hawkes=function (mu, alpha , beta ,g) {
S<—c(0); S[1]<—1

U<—runif (1 ,min=0,max=1)
t<—c (0)
t[1]<—rexp (1l ,mu)

i<—1

while (t[i]<g){

i<—i+1

U<—runif (1 ,min=0,max=1)
u<—t[i—1]+rexp (1 ,mu)

for(j in 1:200){
f<—log (U)+muA(u—t[i —1])+alpha/betaAS[i —1]A(1—exp(—betaA(u—t[i—1])))

df<—mu+alphaAS[i —1]Aexp(—betaA(u—t[i—1]))
u<—u—f/df

}

t[i]<—u
S[i]<—exp(—betaA(t[i]—t[i—1]))AS[i—1]+1

}
t<—t[—(length(t))]
t

}
Listing 11.10: Script for algoritme

NR=function (n,mu0, alpha0 , beta0 ,x) {
f<—c(0); vec<—c(mu0, alpha0 ,betal); T=x[length(x) ]

for(k in 1:n){

A<—c (0) ;B<—c(0) ;C<—c (0)

A[1]<—0;B[1]<—0;C[1]<-0

for (i in 2:length(x)){

Ali]<—sum(exp(—vec [3]JA(x[i]—x[1:(i—=1)])))

Bli]<—sum ((x[i]—x[1:(i—1)])Aexp(—vec[3]A(x[i]—-x[1:(i—=1)])))
Cli]<—sum ((x[i]—x[1:(i—1)]) " "2Aexp(—vec[3]A(x[i]—x[1:(i—1)]1)))
}

#Kontruktion af de forst ordens afledte

f[1]<—(=1D)AT+sum(1/(vec[l]+vec[2]AA))

f[2]<—sum(A/ (vec[1]+vec[2]AA))+sum(]1/vec [3]A(exp(—vec[3]A(T—x))—1))

f[3]<—(—1)Avec [2]Asum ((T—x)Aexp(—vec [3]A(T—x))/vec[3]+(exp(—vec[3]A(T—x))
—1)/vec[3]172)+(—1)Avec[2]Asum(B/ (vec[1]+vec[2]AA))

dfldx<—(—1)Asum(1/(vec[1]+vec[2]AA)"2)

dfldy<—(—1)Asum(A/ (vec[1]+vec[2]AA)"2)

dfldz<—sum(vec [2]AB/ (vec[l]+vec[2]AA)~2)

df2dx<—dfldy

df2dy<—(—1)Asum ((A/ (vec[1]+vec[2]AA))"2)

df2dz<—sum(1/vec [3]A(T—x)Aexp(—vec [3]A(T—x))+1/vec[3]*2A(exp(—vec [3]A(T—
x))—1))+sum(—B/ (vec[1]+vec[2]AA)+vec [2]AAAB/ (vec[1]+vec[2]AA)"2)
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df3dx<—dfldz

df3dy<—df2dz

df3dz<—vec[2]Asum(1/vec [3]A(T—x)"2Aexp(—vec [3]A(T—x))+2/vec[3]*"2A(T—x)A
exp(—vec [3]A(T—x))+2/vec[3]*3A(exp(—vec[3]A(T—x))—1))+sum(vec [2]AC/ (
vec[l]+vec[2]AA) —(vec [2]AB/ (vec[l]+vec[2]AA))"2)

J<—matrix (data=NA,nrow=3,ncol=3)

J[1,1]<—dfldx;J[1,2]<—dfldy;J[1,3]<—dfldz
J[2,1]<—df2dx;J[2,2]<—df2dy;J[2,3]<—df2dz
J[3,1]<—df3dx;J[3,2]<—df3dy;J[3,3]<—df3dz

vec<—vec—solve (J)%N\%f

}

vec

Listing 11.11: Script for den tre-dimensionel Newton-Rhapson for modellen.

#Konstruktion af data

t<—c (0)

t<—Hawkes (mu=0.5,alpha=5,beta=10,g=100)
length (t)

#Newton—Rhapson approksimation af parametrene.

NR(n=1,mu0=0.25,alpha0=4,beta0=5,x=t)
NR(n=5,mu0=0.25,alpha0=4,beta0=5,x=t)
NR(n=10,mu0=0.25,alpha0=4,beta0=5,x=t)
NR(n=20,mu0=0.25,alpha0=4,beta0=5,x=t)
Listing 11.12: Konstruktion af kunstigt datascet samt forskellige Newton-Rhapson
approksimation af de valgte parametre.

plot(c(0,0), type="n", xlab="Tidslinie", ylab="H&ndelser",xlim=range
(0,100) ,ylim=range(0,2), yaxt="n")

for(i in 1:length(t)){
points(t[i],1)}
title (main = "Konstruerede data", font.main = 3)

Listing 11.13: Plotning af konstrueret data.

NR(n=1,mu0=354/4,alpha0=200,beta0=800,x=Data[,12])
NR(n=5,mu0=354/4,alpha0=200,beta0=800,x=Data[,12])
NR(n=10,mu0=354/4,alpha0=200,beta0=800,x=Data[,12])
NR(n=20,mu0=354/4,alpha0=200,beta0=800,x=Data[,12])

Listing 11.14: Parameterestimation for modellen.

vec<—NR(n=20,mu0=354/4,alpha0=200,beta0=800,x=Data[,12])
x=Data[,12]

A<—c (0) ;B<—c(0) ;C<—c (0)

A[1]<—0;B[1]<—0;C[1]<-0

for (i in 2:length(Data[,12])){

Ali]<—sum(exp(—vec [3]A(x[i]—x[1:(i—=1)])))

Bli]<—sum ((x[i]—x[1:(i—1)])Aexp(—vec[3]JA(x[i]—x[1:(i—=1)])))
Cli]<—sum ((x[i]—x[1:(i—1)])"2Aexp(—vec [3]A(x[i]—x[1:(i—1)])))
}
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11.6 R-kode

T=Data[length (Data[,12]),12]

f<—c(0); T<—4

f[1]<—(=1)AT+sum(1/(vec[l]+vec[2]AA))

f[2]<—sum(A/ (vec[1]+vec[2]AA))+sum(1/vec[3]A(exp(—vec[3]A(T—x))—1))

f[3]<—(—1)Avec[2]Asum ((T—x)Aexp(—vec [3]A(T—x))/vec[3]+(exp(—vec[3]A(T—x))
—1)/vec[3]72)+(—1)Avec [2]Asum (B/ (vec[l]+vec[2]AA))

Listing 11.15: Kontrol af om de approksimerede parametre giver nul i de partielt afledte.

t<—Data[,12]

#Konstruktion af s.

s<—c (0)

for (i in 1:354){

s[i]<—vec[1]At[i]+vec[2]/vec[3]Asum(]l—exp(—vec [3]A(t[i]—-t[1:(i—=1)])))
}

#Finder intervaller mellem hendelserne.
int<—c(0)

int[1]<—s|[1]

for(i in 1:(length(s)—1)){
int[i]<—s[i+1]—s[1]

}

#Genererer kvantiler
a<—seq (0,1 ,by=0.01)

INTkvantiler<— quantile (int, a)

#Tegner grafen

plot (INTkvantiler, qexp(a,l), col="#0000FF70", main="", xlim=¢(0,6), ylim
=c(0,6), xlab="Empiriske kvantiler", ylab="Teoretiske kvantiler", pch
=16)

abline (0,1, col="#404040FF" , 1ty =2,lwd=2)

title (main = "q—q plot for intervalstgrrelsen", font.main = 3)

Listing 11.16: Modelkontrol.
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11.6.3 Den maerkede Hawkes model

I dette afsnit preesenteres de R-scripts der anvendes i afsnit[7}

MerkHawkes=function (mu, alpha ,beta ,eta ,T) {
t<—c(0) ; k<—c (0)

i<—1

t[i]<—rexp(l,mu);k[i]<—rexp(l,eta)+2
while (t[length (t)]<T){

i<—i+l

t[li]<—rexp(l ,mu)+t[i—1]
k[i]<—rexp(l,eta)+2

}
t<—t[—length (t)]
k<—k[—1length (k)]

Matrix<—matrix (data=c(t,k) ,nrow=length (t) ,ncol=2)

gamma=function (x,y){ifelse (x<=Matrix[i,1],0,exp(Matrix[i,2])AalphaAexp(—
betaA(x—Matrix[i,1])))}

i<—1

while (Matrix [1,1]<T){

tid<—c (0) ; z<—c (0)

K<—rpoispp (gamma, Imax=exp (Matrix [i,2])Aalpha, win=owin(c(0,T),c(0,1)))

ifelse (length (K$x) <1,NA, tid<—K$x)

ifelse (length (K$x) <1,NA, z<—rexp (length (tid) ,eta)+2)

ifelse (length (K$x) <1,NA, Matrix<—matrix (data=c(Matrix [ ,1], tid , Matrix [,2],z
) ,nrow=(length (Matrix[,1])+length(tid)),ncol=2))

ifelse (length (K$x) <1,NA, Matrix<—Matrix [order (Matrix [ ,1]), 1)

i<—i+l

ifelse (i==length (Matrix[,1]) ,break ,NA)

}

Matrix

1

Listing 11.17: Script for algoritme @

NR4=function (n,mu0, alphaO , beta0 ,eta0 ,x,m,T) {
f<—c(0); vec<—c(mu0, alphaO , betal ,etal)

for(k in 1:n){

A<—c (0) ;B<—c(0) ;C<—c (0)

A[1]<—0;B[1]<—0;C[1]<-0

for (i in 2:length(x)){

Ali]l<—sum(exp(m[1:(i—1)])Aexp(—vec [3]A(x[i]—-x[1:(i—1)])))

Bli]<—sum(exp(m[1:(i—1)])A(x[i]—x[1:(i—=1)])Aexp(—vec[3]A(x[i]—x[1:(i—=1)])
))

Cli]<—sum(exp(m[1:(i—1)])A(x[i]-x[1:(i—=1)])"*2Aexp(—vec [3]A(x[i]—x[1:(i—1)
D))

}

#Kontruktion af de forst ordens afledte
f[1]<—(=DAT+sum(1/(vec[l]+vec[2]AA))
f[2]<—sum(A/ (vec[1]+vec[2]AA))+sum(exp (m)/vec [3]A(exp(—vec[3]A(T—x))—1))
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f[3]<—(—1)Avec [2]Asum (exp (m)A ((T—x)Aexp(—vec [3]A(T—x))/vec[3]+(exp(—vec
[3]IA(T—x))—1)/vec[3]72))+(—1)Avec[2]Asum (B/ (vec[1]+vec[2]AA))
f[4]<—length (m)/vec[4]+sum(2—m)

dfldx<—(—1)Asum(1/(vec[1]+vec[2]AA)"2)

dfldy<—(—1)Asum(A/ (vec[1]+vec [2]AA)"2)

dfldz<—sum(vec [2]AB/ (vec[l]+vec[2]AA)~2)

dflde<—0

df2dx<—dfldy

df2dy<—(—1)Asum ((A/ (vec[1]+vec [2]1AA)) A2)

df2dz<—sum (exp (m)A(1/vec [3]A(T—x)Aexp(—vec [3]A(T—x))+1/vec[3]1"2A(exp(—
vec [3]A(T—x))—1)) )+sum(—B/ (vec[1]+vec[2]AA)+vec [2]AAAB/ (vec[l]+vec[2]A
A)A2)

df2de<—0

df3dx<—dfldz

df3dy<—df2dz

df3dz<—vec [2]Asum (exp (m)A(1/vec [3]A(T—x)"2Aexp(—vec [3]A(T—x))+2/vec[3]*2A
(T—x)Aexp(—vec [3]A(T—x))+2/vec[3]*3A(exp(—vec[3]A(T—x))—1)))+sum(vec
[2]AC/ (vec[1]+vec[2]AA) —(vec [2]AB/ (vec[l]+vec[2]AA))"2)

df3de<—0

df4dx<—dflde

df4dy<—df2de

df4dz<—df3de

df4de<—(—1)A(length (m))/(vec[4]72)

J<—matrix (data=NA,nrow=4,ncol=4)

J[1,1]<—dfldx;J[1,2]<—dfldy;J[1,3]<—dfldz;J[1,4]<—dflde
J[2,1]<—df2dx;J[2,2]<—df2dy;J[2,3]<—df2dz;J[2.,4]<—df2de
J[3,1]<—df3dx;J[3,2]<—df3dy;J[3,3]<—df3dz;J[3,4]<—df3de
J[4,1]<—dfddx;J[4,2]<—df4dy ;T[4 ,3]<—df4dz ;T[4 ,4]<—df4de

vec<—vec—solve (J)%\%f

}

vec

Listing 11.18: Script for den fire-dimensionel Newton-Rhapson for modellen.

#Trekker 2 fra richter tallet
for (i in 1:length(Data[,1])){

Data[i,13]<—Data[i,10]—2

}

#Plotter histogram

hist (Data[,13], cex.axis= .8,col = "grey", freq = FALSE, ylab="", xlab="
Styrke", main="", xlim=¢(0,2.5), ylim=c¢(0,5),breaks = 30)

title (main = "Histogram for styrken af handelserne", font.main = 3)

Listing 11.19: Konstruktion af histogram for styrken af de udvalgte jordskcelvsheendelser.
Bemeerk at der er trukket to fra styrkerne.

#Konstruktion af preovedata
sim<—c (0)

sim<—MerkHawkes (0.5,4,100,4,100)
length (sim[,1])
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#Plotning af test

plot(c(0,0), type="n", xlab="Tidslinie", ylab="Styrke",xlim=range(0,100),
ylim=range (0,5))

for(i in 1:length(sim[,1])){

points (sim[i,1],sim[i,2])}

title (main = "Konstruerede data", font.main = 3)

#Parameterbestemmelse af konstrueret data
NR4(n=1,mu0=0.25,alpha0=2,beta0=50,eta0=2,x=sim[,1] ,m=sim[,2],T=100)
NR4(n=5,mu0=0.25,alpha0=2,beta0=50,eta0=2,x=sim[,1] ,m=sim[,2],T=100)
NR4(n=10,mu0=0.25,alpha0=2,beta0=50,eta0=2,x=sim[,1] ,m=sim[,2],T=100)
NR4(n=20,mu0=0.25,alpha0=2,beta0=50,eta0=2,x=sim|[,1] ,m=sim|[,2],T=100)

Listing 11.20: Konstruktion af kunstigt dataset samt forskellige Newton-Rhapson
approksimation af de valgte parametre.

NR4(n=1,mu0=354/4,alpha0=25,beta0=2000,eta0=2,x=Data[,12] ,m=Data[,10],T

=4)

NR4(n=5,mu0=354/4,alpha0=25,beta0=2000,eta0=2,x=Data[,12] ,m=Data[,10],T
:4)

NR4(n=10,mu0=354/4,alpha0=25,beta0=2000,eta0=2,x=Data[,12] ,m=Data[,10],T
=4)

NR4(n=20,mu0=354/4,alpha0=25,beta0=2000,eta0=2,x=Data[,12] ,m=Data[,10],T

Listing 11.21: Parameterbestemmelse for modellen.

vec<—NR4(n=20,mu0=354/4,alpha0=25,beta0=2000,eta0=2,x=Data[,12] ,m=Data
[,10],T=4)

x<—Data[,12];m<—Data[,10]

A<—c (0) ;B<—c(0) ;C<—c (0)

A[1]<—0;B[1]<=0;C[1]<-0

for (i in 2:length(x)){

Ali]<—sum(exp(m[1:(i—1)])Aexp(—vec [3]A(x[i]—-x[1:(i—=1)])))

Bli]<—sum(exp(m[1:(i—1)])A(x[i]—x[1:(i—1)])Aexp(—vec[3]A(x[i]—x[1:(i—1)])
))

Clil<—sum(exp(m[1:(i—1)])A(x[i]—x[1:(i—1)])"2Aexp(—vec [3]A(x[i]—x[1:(i—1)
D))

#Konstruktion af forste ordens afledte

f<—c(0) ; T<—4

f[1]<—(—1)AT+sum(1/(vec[1]+vec[2]AA))

f[2]<—sum(A/ (vec[l]+vec[2]AA))+sum(exp (m)/vec[3]A(exp(—vec[3]A(T—x))—1))

f[3]<—(—1)Avec[2]Asum (exp (m)A((T—x)Aexp(—vec [3]A(T—x))/vec[3]+(exp(—vec
[3]IA(T—x))—1)/vec[3]72))+(—1)Avec[2]Asum(B/ (vec[1]+vec[2]AA))

f[4]<—length (m)/vec[4]+sum(2—m)

f

Listing 11.22: Kontrollerer om de estimerede parametre medfgrer at de fgrste ordens
afledte er nul.

lambda<—3.01

#plotter histogram med fordelingsfunktion
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hist (Data[,13], «cex.axis= .8,col = "grey", freq = FALSE, ylab="", xlab="
Styrke", main="", xlim=c¢(0,2.5), ylim=c(0,5),breaks = 20)

curve (dexp(x,lambda), col = "Red", add = TRUE)

title (main = "Histogram for styrken af handelserne", font.main = 3)

a<—seq (0.001,0.999 ,by=0.001)

RicterKvantiler <— quantile (Data[,13], a)

#q—q plot

plot(RicterKvantiler , qexp(a,lambda), col="#0000FF70", main="", xlim=c
(0,3), ylim=c(0,3), xlab="Empiriske kvantiler", ylab="Teoretiske
kvantiler", pch=16)

abline (0,1, col="#404040FF" , 1ty =2,lwd=2)

title (main = "q—q plot for styrken af handelserne", font.main = 3)

Listing 11.23: Undersgger om fordelingen af meerkerne i modellen passer til
virkeligheden.

t<—Data[,12]; m—Data[,13]

#Konstruktion af s

s<—c (0)

for(i in 1:354){

s[i]<—vec[1]At[i]+vec[2]/vec[3]Asum(exp(m[1:(i—1)])A(l—exp(—vec[3]A(t[i]—
t[l:(i—-11))))

s<—sort(s)

#Konstruerer intervallengder
int<—c(0)

int[1l]<—s[1]

for (i in 2:(length(s))){
int[i]<—s[i]—s[i—1]

}
#Genererer kvantiler
a<—seq (0,1 ,by=0.01)
INTkvantiler<— quantile (int, a)

#Tegner grafen

plot (INTkvantiler, qexp(a,l), col="#0000FF70", main="", xlim=¢(0,6), ylim
=c(0,6), xlab="Empiriske kvantiler", ylab="Teoretiske kvantiler", pch
=16)

abline (0,1, col="#404040FF" , 1ty =2,lwd=2)

title (main = "q—q plot for intervalstgrrelsen", font.main = 3)

Listing 11.24: Undersgger om grundintensiteten i modellen passer til virkeligheden.
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