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Titel: Synopsis:
Formalet med denne rapport er at give en
Lambforskydning i en introduktion til Lambforskydningen i en
elektrisk ledende elektrisk ledende mesoskopisk ring. Med
mesoskopisk ring udgangspunkt i teorien for den urelativistiske

Lambforskydning i et hydrogenatom fundet af
H. A. Bethe, opstilles et urelativistisk udtryk
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for Lambforskydningen i en ring. Undervejs
findes bl.a resultatet for hydrogenatomet,

FYS5 hvor Lambforskydningen for 2s; ,-tilstanden
beregnes til ca. 1040M H .
Projektperiode:

Der findes frem til et generelt udtryk
1. sep. 2009 - 10. jun. 2010 for Lambforskydningen i en ring, som er
afhaengig af ringens ledningselektrontaethed
og Fermi-Diracfordelingen. Ringens sta-
tionzere elektrontilstande indgar ogsa i
teorien for Lambforskydningen, og disse
er beregnet ved fri-elektron-modellen med

Lavet af:
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uendelig  barrierer. Lambforskydningen

Vejleder: vises at veere relateret til Fermienergien
for temperaturer omkring 0K. For et spe-

Prof. Ole Keller cialtilfeelde, hvor ringens radius er stgrre

end bredden, vises det, at Lambforskydnin-
gen er omvendt proportional ringens rumfang.

Oplagstal: 5

For en bestemt elektronovergang laves der nu-

Sidetal: 59 meriske beregninger for Lambforskydningen
i ringe af aluminium (Al) og galliumarsenid
Appendiks startside: 55 (GaAs), hvor Lambforskydningen illustreres

som funktion af ringens temperatur, radius
og bredde. For temperaturer omkring 0K ses
tydelige spring i Lambforskydningen, som et
resultat af at ringen ggres stgrre og dermed
indeholder flere ledningselektroner. Som tem-
peraturen stiger til 300K, ses disse spring at
forsvinde gradvist. I udvalgte GaAs-ringe ses
stogrrelsen af Lambforskydningen at forsvinde,
idet temperaturen stiger til 100K . Stgrrelsen
af Lambforskydningen i bestemte Al-ringe
beregnes til at ligge omkring 107 — 10°Hz,
hvorimod stgrrelsen af Lambforskydningen for
GaAs-ringe kun nar op pa ca. 110H z.
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ABSTRACT

When an atom emits light there occurs a back-action on the particle. Part of the re-
action, called the Lamb shift, changes the relative separation of the energy levels. The
Lamb shift was first observed by Lamb and coworkers; see [Lamb og Retherford, 1947],
and references herein. Shortly after, a nonrelativistic QED-calculation by Bethe in
[Bethe, 1947] led to good agreement with the observations. In the following years re-
fined relativistic calculations [Kroll og Willis E. Lamb, 1949| resulted in an improved
agreement between theory and experiment.

In this report, we present a nonrelativistic calculation of the Lamb shift in conducting
(Al, GaAs) circular rings. By varying the ring dimensions one can modify the size of
the Lamb shift. To determine the Lamb shift it is of central importance to know the
free-electron density distribution in the stationary states. Here, we use the free-electron
infinite-barrier model, and minor modifications of this, to obtain qualitative results for
the Lamb shift at different temperatures.

Numerical calculations of the Lamb shift between radial quantum states are presented
as functions of the ring temperature, radius, and thickness. As a major general result
we find that the spectra exhibit pronounced quantum-size effects. Such effects have
also been observed for the angular momentum photon drag phenomenon in mesoscopic
rings [Keller, 1997|. The size of the Lamb shift is found to be invers proportional to
volume of the ring.

Finally, a perspective has been made in order to highlight topics which have the possi-
bility to improve the theory of the Lamb shift. A small discussion will bring up topics
such as, the spin of the electron, the potential energy in the ring, and a relativistic
correct theory for the Lamb shift in conducting rings.
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FORORD

Denne rapport er resultatet af et specialeprojekt ved Institut for Fysik og Nanoteknologi
pa Aalborg Universitet. Rapporten er udarbejdet med henblik pa at give laeseren en
begyndende forstaelse for Lambforskydningen i en elektrisk ledende mesoskopisk ring.
Rapporten forudsaetter kendskab til grundleggende kvantemekanik, statistisk mekanik
og relativitets teori.

I rapporten benyttes to slags henvisninger. Nar et henvisningsnummer er i parentes,
som f.eks. (1.2) henvises der til en ligning, ulighed eller linje med dette nummer, mens
henvisningen ’Afsnit 1.2’ henviser til et helt afsnit med dette nummer. Sidstnaevnte
henvisning findes ligeledes til kapitler.

Litteraturhenvisninger anfgres som regel i starten af afsnit og kapitler og noteres [For-
fatter(e), udgivelsesér, evt. placering i kilden|. Litteraturhenvisningerne henviser til
litteraturlisten, som findes bagerst i rapporten.

Der gives en speciel tak til specialevejleder Prof. Ole Keller fra Institut for Fysik og
Nanoteknologi ved Aalborg Universitet for en mangfoldig og motiverende vejledning.

Aalborg den 10. juni 2010

Dann Skou Olesen
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INDLEDNING

Energiniveauerne for en elektron i det simplest atom, hydrogenatomet, har vist sig
ved observationer udfgrt af Lamb og hans medarbejdere ikke at stemme overens med
forudsigelserne for samtidens kvantemekaniske ligning, Diracligningen. Dette fremgar af
[Lamb og Retherford, 1947|, hvor Lamb og hans medarbejdere via deres observationer
har resoneret sig frem til, at der er en opsplitning af energiniveauerne for tilstandene
25179 0g 2py /2, som Diracligningen ellers forudsiger, at er sammenfaldende. Opsplit-
ningen er af Lamb og hans medarbejdere blevet fundet til at veere omkring 1000M H z.
Denne effekt er siden blevet kendt som Lambforskydningen.

Kort tid efter observationen af Lambforskydningen finder Bethe et urelativistisk resul-
tat, som godtggrer storrelsen af Lambforskydningen. I [Bethe, 1947] ses en urelativistisk
beregning, hvor Bethe ggr brug af en afskaringsfrekvens, hvorved Lambforskydningen
ikke divergerer. Bethe finder frem til, at Lambforskydningen i hydrogenatomet er en
effekt, som stort set ikke pavirker p-tilstandene. Der fremkommer saledes en opsplitning
af 2sy /o~ 0g 2py jo-tilstanden; se ogsa figur 1.

2p
2Dy, i ;» 8
284,
1,1-10"4
1040
25, 2pi;
x 17
2P

Figur 1: Figuren viser et energidiagram for udvalgte energiniveauer i hydro-
genatomet. Til venstre ses energiniveauerne forudsagt af Diracligningen,
og til hgjre ses de aktuelle energiniveauer, hvor der er taget hgjde for
den relativistiske Lambforskydning. Forskellen mellem niveauerne er alle
malt i MHz.

I Bethes model for Lambforskydningen indgér antallet af positive ladninger i atom-
kernen som en parameter, og dermed er det en model for hydrogenlignende atomer.
Det vil sige atomer, hvor kun en elektrontilstand er besat. Interessant ville det sa vaere
at betragte et system med flere elektroner, for at se hvordan elektronerne pavirker
Lambforskydningen. Derudover ville det ogsa vaere interessant, hvis systemets rum-
melige dimensioner kunne varieres, for derefter at se Lambforskydningens forbindelse
hertil. Betragt derfor en elektrisk ledende mesoskopisk ring. Antallet af elektroner i
ringen vil saledes athaenge af det materiale, som ringen er fremstillet af samt ringens
rumlige dimensioner. Det er sdledes tilnsermelsesvis muligt at lokalisere ringens elek-
troner i forhold til f.eks. en sfeere. Sa leenge ringen er tilstreekkelig tynd vil en elektrons
bevaegelse rundt i ringen kunne beskrives ved kun én koordinat. Lambforskydningens
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Indhold

afheengighed af de rumlige dimensioner kan derfor simplificeres, idet der vaelges en
mesoskopisk ring.

I kapitel 1 findes der frem til et generelt udtryk for en elektrons selvenergi, som giver
anledning til en forskydning af energiniveauerne for en elektron, som befinder sig i et
elektromagnetisk potential ogsa kendt som Lambforskydningen. Bethes urelativistiske
udregning af lambforskydningen fra [Bethe, 1947] vil bl.a. blive gennemgaet i dette
kapitel. Det elektromagnetiske bidrag til elektronens masse vil ogséa kort blive beskrevet.
Til sidst 1 kapitlet beregnes Lambforskydningen for en elektron 1 2s;/p-tilstanden 1
hydrogenatomet.

I kapitel 2 anvendes formalismen fra kapitel 1 til at beskrive Lambforskydningen for en
mesoskopisk elektrisk ledende ring. Forst findes de mulige elektrontilstande for ringen,
da det er blevet vist, at disse indgar i Bethes urelativistiske beregning af Lambforskyd-
ningen. Et tilnsermet udtryk for Lambforskydningen i en aluminium ring vil blive op-
stillet og sammenlignet med det generelle udtryk. I det tilfaelde, hvor der er mange
elektroner i ringen, vil det s& vaere det tilnseermede udtryk, som anvendes til at finde
Lambforskydningen som funktion af ringens dimensioner eller temperatur.

I kapitel 3 preesenteres alle de numeriske resultater, som er fundet ved brug af teorien for
Lambforskydningen i en elektrisk ledende mesoskopisk ring. Lambforskydningen bereg-
nes bade for ringe af aluminium og galliumarsenid. Herunder vil stgrrelsen af Lamb-
forskydningen blive beregnet som funktion af ringens brede, inder radius og temperatur.
Ringen anses for at veere fladtrykt i alle disse beregninger, hvorved Lambforskydningen
som funktion af ringens "hgjde” ikke vil blive betragtet naermere.

I kapitel 4 gives en perspektivering i forhold til den urelativistiske teori for Lamb-
forskydningen i en elektrisk ledende mesoskopisk ring. Perspektiveringen gives med
henblik pa at kunne forbedre teorien for Lambforskydningen. Herunder vil elektronens
spin og ringens potentielle energi kort blive omtalt. Desuden vil ogsa en relativistisk
teori for Lambforskydningen blive naevnt, som et forslag til en forbedring.
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KAPITEL 1

URELATIVISTISK TEORI FOR
LAMBFORSKYDNINGEN

I dette kapitel findes der frem til et generelt udtryk for en elektrons selvenergi, som
giver anledning til en forskydning af energiniveauerne for en elektron ogsa kendt som
Lambforskydningen. Bethes udregning af lambforskydningen fra [Bethe, 1947] vil bl.a.
blive gennemgaet i dette kapitel. Som et specialtilfzelde vil der til sidst blive lagt veegt
pé Lambforskydningen for hydrogenatomet, hvor Lambforskydningen giver en opsplit-
ning af tilstandene 2s;/5 og 2p; /3. Kapitlet er skrevet pa baggrund af [Bethe, 1947],
|Cohen-Tannoudji et al., 1989] og [Cohen-Tannoudji et al., 1992, s. 109-117, 537-548].

1.1 SELVENERGI FOR EN URELATIVISTISK ELEKTRON

Et bidrag til en elektrons selvenergi opstar, idet den udsender en virtuel foton for
derefter at optage den igen. For denne proces er der to muligheder:

() Den fgrste mulighed er, hvis elektronen udsender en foton, som gjeblikkeligt ab-
sorberes igen, hvorved elektronen forbliver i den samme tilstand.

(8) Den anden mulighed er, hvis elektronen udsender en foton, hvorved elektronen
overgar til en ny tilstand for derefter at absorbere fotonen igen, séledes at elek-
tronen venter tilbage til den oprindelige tilstand.

De to muligheder ses ogsa illustreret pa figur 1.1.

Det antages, at stgrrelsen af bglgetalsvektorerne, |g], for de udsendte virtuelle fotoner
maksimalt er Qc = "¢, hvilket svarer til Comptonbglgetallet for elektronen. Denne
afgraensning laves, da der, s vidt det er muligt, ses bort fra relativistiske effekter.

Desuden antages det, at elektronen er en spinlgs partikel med masse mg og ladning —e.

Hamiltonoperatoren for en elektron med den potentielle energi, Vp, og som vekselvirker
med et elektromagnetisk felt, kan skrives

ﬁzﬁo—l-ﬁn -l-ﬁn,

hvor
. P .
Hy = Tmo + Vo (7)
Hyy = mioff(F) 5
2
= 2%0 (7)

Her er fY(F) det elektromagnetiske vektorpotentiale, og ]%' er impulsoperatoren. Idet
energiniveauerne og tilstandene for Hy antages at veere kendte, kan energiniveauerne
herende til H findes ved at anvende perturbationsteori. Andringen i det n’te energi-
niveau regnet til anden ordens perturbation er jf. appendiks (A.18) givet ved

oE, =0FE, + 5E5,
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Kapitel 1. Urelativistisk teori for Lambforskydningen

o b

(a) (B)

Figur 1.1: P4 figur («) ses det, hvorledes en elektron i udsender og absorberer
en foton, hvorved elektronen forbliver i tilstand b. Pa figur (8) starter
elektronen i tilstand b, hvor den efter udsendelsen af en foton og gar
over i tilstand a. Ved absorbtion af fotonen kommer elektronen sa
tilbage i tilstand b.

hvor
SE, = E,(\) — E,
5Eo¢ = <¢n|WO|¢n> (1'1)

2
0Eg =)

(65l Wolon)
p#n

E, - E,
Den perturberede Hamiltonoperator er saledes givet ved
Wo = Hp1 + Hps,

Det antages, at stgrrelsen af vektorpotentialet er tilstraekkelig lille, hvorved der kun
medtages de led, som hajest er regnet til anden orden i A. Herved sattes led af storre
orden lig nul, hvorved

2

(6l Hrzl )
> T E.—B,

pF#n

Det kan desuden vises, at

<¢n|ﬁll|¢n> =0.
Ifplge (1.1) og (1.2) geelder der derfor, at

0By = (¢n|Hra|on) (1.3)

2
SEg=)_

(60l Hnr| )
= En-E

(1.4)

Det bemaerkes her, at |¢;) er en samlet tilstand for elektronen og den virtuelle foton,
som elektronen udsender og absorberer. Det ses, at (1.3) svarer til processen, («), og
at (1.4) svarer til processen, (), som begge ses pa figur 1.1.
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Kapitel 1. Urelativistisk teori for Lambforskydningen

Betragt nu (1.4). Her skal der summeres over alle de mulige tilstande, som elektronen
og den udsendte foton kan befinde sig i, hvorved der fas, at

[(omlAnlon)|

n#m m n

2
‘ (b; 0|H11\a qa)‘

_ZZ E, — E, — hw

a#b e

Det antages her, at de samlede tilstande kan skrives

a)|ge) (1.6)
b)[0). (1.7)

|a; &) = |

[6;0) = |
la) og |b) er elektrontilstandene. |0) og |Ge) er fotontilstandene med henholdsvis ingen
og én foton. Fotonen i tilstand |ge) er desuden karakteriseret ved en belgetalsvektor, ¢,
og en polarisation, €.

Da de udsendte fotoner kan have tilknyttet en kontinuert fordeling af bolgetalsvektorer,
¢, vil summen over ¢'i (1.5) skulle erstattes af et integral. Hvis fotonerne befandt sig i
en boks med leengde, bredde og hgjde lig L, ville summen gé over i et integral som

1 43
5 [ G .

Perturbationen i (1.5) er givet ved Hy, = mioﬁ’ A(7). Lad nu A(7) = A, () + E||(F),
hvor der i en Coulomb gauge jf. [Cohen-Tannoudji et al., 1989, s. 16 udtryk (B. 25. b)]
gelder, at g||(F) = 0. Det klassiske vektorpotentialet A(7) for en planbglge kan saledes
jf. [Cohen-Tannoudji et al., 1989, s. 29 udtryk (C. 27)] skrives som

—

A7) = A7) = Ay [Foe(@eT + 2a2(@)e 7]

1
hvor A, = [250%] * er en normeringskonstant, og hvor a.(q) og a*(q) er amplituderne
for de forskellige modes, som er givet ved en polarisationsretning € = €1, €2 og en bgl-
getalsvektor ¢. Idet det elektromagnetiske felt kvantiseres, oversattes vektorpotentialet
til en operator, og a.(q) og aZ(q) oversaettes til henholdsvis annihilations og skabelses
operatoren, a.(q) og a7 () jf. [Cohen-Tannoudji et al., 1989, s. 33]. Operatoren for vek-

torpotentialet bliver derfor

A7) = A, (0@ + at (e (1.9)

Indsaettes (1.6), (1.7) og (1.9) i (1.5), hvorefter (1.8) anvendes, fas der, at

2
e2 L3 ) (0] A(7)|GE) - Pra
T om2 / — E, — hw

hvor fa = (blpla).
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Kapitel 1. Urelativistisk teori for Lambforskydningen

Ved brug af (1.9) betragtes nu
OLAMIE) = (0]As [E(@e7 + 202 (@77 |g2)
— A, [(0l2ac (@) ge) + (0]2a (@)~ gz) |

Da at(q)|ge) = v2|2¢e) jf. [Cohen-Tannoudji et al., 1989, s. 186], og da fotontil-
standene er ortonormeret, hvorved (0|2¢s) = 0, fas der, at

(0JA(7)] @) = Aw(0|zac(q)e'"|ge) (1.11)
= A,(0|ge'7|0)
= A,Ee'TT(0]0)
:Awé'ei‘f'?
Indsaettes (1.11) i (1.10), haves der, at
e2 L3 ‘Awé’e“ﬁ _’baf
§Ez = — d? 1.12
77 m2 )3 Ey— B, — 1 (1.12)
_ e L3 Z/ ‘5 pba d3
m2 (2m)3 “Ey— Eq — hw

_ % h 3 Z/ pba 5) g- ﬁba) d3q
mg 2e0c(2m) g Ey— E, — hcq
(2) 2e0c(27)3 q Eb — heq ’

idet en fri foton har dispersionsrelation w = ¢q. lfplge [Cohen-Tannoudji et al., 1989, s.
36 formel (1)] er

——

gg=1—RRg,

o0

hvor

cos ¢ sin 6
K= sin¢gsind
cos 6

Her af fas udtrykket i (1.13) til

m Qe 1ph, - (1 —RR) P
OF ba 2¢*sinf dq do d 1.13
A= 2500 (2m) 3m Z/ / / q Eb E, — heq sind dg ¢ ( )
62 21 Qc q
S 5 1 — RR)sinf d do - fry I S
2e0c(2n )P Ea:pba /0 /0 (1 — RR) sin & P \ Ey,— B, heg

dq.

I integrationen over g ses der bort fra fotoner med bglgetal, som er over afskeeringen,
Qc. Denne afskering indfgres for at lave integralet konvergent. Da denne model for
Lambforskydningen er urelativistisk, giver afskeeringen ogsé mulighed for af afholde
relativistiske effekter vedrgrende elektronens selvenergi.
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Kapitel 1. Urelativistisk teori for Lambforskydningen

Der galder, at

2r  pm
/0 /0 (1 — RR)sin6 do d¢ (1.14)

on wn [ 1 —cos?¢sin®f cospsingsin®fh  cos ¢psin b cos
= / / cospsinpsin?f 1 —sin? ¢sin?6 singsinfcosh | sinf df deo
o Jo

cos¢psinfcosf  sin¢sin b cosd 1 —cos?f
~ [ 2m —wsin? 6 0 0
= / 0 27 — msin? @ 0 sinf df
0 0 0 21 — 21 cos® 6
8w
£
(o5
0 0 5

3

Da energien af en fri foton er £ = heg, fas der ved indsaettelse af (1.14) i (1.13), at

e’h 8T Qo q
b= ——— o, - — 1 - P —_— d 1.15
b 2e0c(2m)3m3 za:pba g P o Ey—FEs—heq 1 (1.15)
eh , [Q° q
—_ " N5 S S
Gegem2m3 za: [Pl /0 Ey, — E, — heq 4

e? o, [Fo E
- N 4B
6eohcdm2m2 Za: o] /0 Ey—E.—E

hvor Ey = hcQc. Dette udtryk for selvenergien gaelder for en fri elektron savel som en
bundet elektron.

Da bglgefunktionen for en fri elektron er givet ved planbglger, gelder der, at

1 = _h o
ﬁba — (2 )3 /G_Zkb'T,VQZka'r d37“
7T 2

hic oo
_ a i(ka—kp)-T d3
(27[_)3/6 T
= hkad(kq — k).

For en fri elektron fas (1.15) til

e2 o0 4o Eo E
0Fgg= ——7i—— hkod (ke — Kk 2 —— dF 1.16
8,0 660h03ﬂ'2m% Ea: ’ ( b)’ ( )

y Ey—FE.—E
2 Eo
e 9
S dE,
6eohc3m2mi Py /0

hvor py er den frie elektrons middelimpuls. Ifglge (1.16) gaelder der for den frie elektron,
at

> |pval? = 75
a
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Kapitel 1. Urelativistisk teori for Lambforskydningen

Energibidraget i (1.15) for en elektron opstér, idet den elektromagnetiske masse af
elektronen skal leegges til dens originale masse. Som det vil blive beskrevet i afsnit 1.2,
er det derfor forskellen mellem selvenergien af den frie og den bundne elektron, der er
af interesse. Betragt derfor

0E; = 0Es —0Epg (1.17)
2 Eo 2 Eo
e R E e _,2/
S S .} ; J R — dE
6eohc3m2mé Za: [Phal /0 E,-E,—-F * 6€ohc37r2m%p 0
2 Eo
e - 9 E
= ————— +1dFE
6eohcPm2m2 Za: Pbal /0 E,_E._E
e? | Eo B, - E,

2
S — _ P gp
6eohcPT2m2 za: Pl | B —E.—E

Lad afskeeringen vaere bestemt ved Q¢ = 3¢, Energien er sa jf. de Broglie relationen
i |Eisberg og Resnick, 1985, s. 56| og dlspersmnsrelatlonen for en foton bestemt ved
Ey = heQc = moc?. Der fas herved, at

2
e
OEf =———as—s 1.18
A 6eohc3m2m} (1.18)
x> |Bbal* (Ea — Bp) (In|Ey — Ea — moc®| — In|E, — Ea|)
a
Da det antages, at moc? > E, — E,, giver (1.18), at
SE} = . Z hal? (o — By)In —"0_ (1.19)
6eohc3m2mi |Eyp — By
Lad
| moc? > |Pbal?* (Ba — Ep) In \E E | (1.20)
n = ,
[(Eb — Ea)| > [Pbal? (Ea — Ej)

hvor (Ep — E,) jf. |[Bethe, 1947, s. 340-341| er middel excitationsenergien. Summen over
tilstandene, a, i (1.19) kan bestemmes ved at anvende identiteten

1=> la)a
Laves jf. [Cohen-Tannoudji et al., 1992, s. 544] fglgende betragtning, ses det, at
(b1 [, [, Ho] |b) (1.21)
= 0 (S ) 5. ol 17 () 0
= >~ { Fhalal 5, Hollb) — (bI[5. Holla)ps }
= {Bra (PurEs — Eafas) — (FoaFa — EbPha) Db}

= _22 |ﬁba‘2 (Ea - Eb) .
a
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Kapitel 1. Urelativistisk teori for Lambforskydningen

Der galder desuden, at

505 Hall = [, [5,
[p7 [ ) OH [p7 [p, 2m0

= [, [, Vo))

= plp, Vo) — 7 Vol

= ppVo — 2pVop + Voub

= (Vo) + 2 (8%0) 5+ Vor® — 2 (W) 5+ Vop®) + Vo?
= -2V,

+ Vo] (1.22)

Tilsammen giver (1.21) og (1.22), at
2 h? 2
|Pbal” (Ea — Ep) = — (0| V"V (7)|D). (1.23)
2 3

Udtrykket for forskellen i selvenergien fas ved indseettelse af (1.20) og (1.23) i (1.19) til

e2h moc?

0By = —————— (b|V*Vo(F)|b) In —————. 1.24
B 1260C37T2m%< ‘ 0(f>| > n ’<Eb — Ea>‘ ( )
Da der jf. Poissons ligning [Reitz et al., 1993, s. 57] haves, at
V() = —eV2p(F) = epf), (1.25)
0
hvor p(7) er ladningsteetheden og €g er vakuumpermittiviteten, fas (1.24) til
e3h moc?
0E; = ——5—=——(b bln———. 1.26
B 125%637T2m(2)< |p(7:‘)| > n ’<Eb — Ea>‘ ( )

For et givet system med en kendt ladningsteethed, p(7), og elektronbglgefunktion, 1,
er det vha. (1.26) muligt at bestemme Lambforskydningen for en elektron i tilstand b.

1.2 ELEKTRONENS ELEKTROMAGNETISKE MASSE

Som det blev neevnt i afsnit 1.1, skal selvenergien for en fri elektron treekkes fra selv-
energien for en bundet elektron. Dette skyldes, at der skal tages hgjde for elektronens
elektromagnetiske masse. Dette afsnit er ment til lette forstaelsen af netop denne effekt
og er skrevet pa baggrund af [Haken, 1981, s. 244 - 246].

Fra (1.16) haves det, at selvenergien for en fri elektron med impuls p’ kan skrives

E
§Ego = 62172/ " dE. (1.27)
’ 6eohcdm?mi” Jo

Det bemaerkes her, at selvenergien for den frie elektron er proportional med 7.

Betragt nu den kinetiske energi for en fri elektron uden en vekselvirkning med det
elektromagnetiske felt. Det vil sige en "nggen" elektron. Energien er da

; (1.28)
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Kapitel 1. Urelativistisk teori for Lambforskydningen

hvor mg er den "nggne" elektrons masse. Sammen med selvenergien i udtryk (1.27) er
den totale energi givet ved

P
Udtrykket for selv energien i (1.27) kan derfor tolkes som en eendring i elektronens
magsse. Her tolkes m som elektronens samlede masse. Det vil sige den "nggne" masse
sammen med massebidraget fra vekselvirkningen med det elektromagnetiske felt, som
elektronen er omgivet af.

Hvis elektronens masse findes ved et forsgg, vil det altid veere elektronens samlede masse
som males. Dette skyldes, at elektronen altid vil veere omgivet af et elektromagnetisk
felt skabt af de virtuelle fotoner, som elektronen udsender og absorberer jf. figur 1.1 i
afsnit 1.1. Grundet dette vil det ikke vaere muligt at male elektronens "nggne" masse,
da elektronen ikke kan skilles fra dens elektromagnetiske felt. Det er derfor ngdvendigt
at lave en renormalisering, sdledes at udtrykkene for elektronens energi tager hgjde for
den elektromagnetiske masse.

Indsaettes (1.28) og (1.27) i (1.29), geelder der for den samlede masse, at

11
— = — +2a, (1.30)

m Mg

hvor

62 FEo
a=——:——= dFE.
6eohicim2m? /0

Hamiltonoperatoren for en elektron, som vekselvirker med det elektromagnetiske felt,
skrives normalt som

p

2
H=_"—+Vy+H,
2m0

hvor Vj er den potentielle energi, og H; beskriver vekselvirkningen mellem elektronen
og det elektromagnetiske felt. Anvendes (1.30), fas der for Hamiltonoperatoren, at

a

—+ W H; —ap’ 1.31
o Vot — ), (1.31)

Da det altid er den samlede masse af elektronen, som observeres, er det Hamiltonope-
ratoren i (1.31), som benyttes. Det er derfor vekselvirkningen givet ved

H} = {H; — ap®}

som skal betragtes. Det er saledes ngdvendigt at treckke middelveerdien af &]3‘2 fra
vekselvirkningsleddet med Hpo i (1.15). Dette svarer til at treekke selvenergien for en
fri elektron fra selvenergien for en bundet elektron, som det blev gjort i (1.17).

1.3 LAMBFORSKYDNINGEN I HYDROGENATOMET

Udtrykket for Lambforskydningen i (1.26) kan anvendes pa hydrogenatomet, idet det
antages, at protonen i hydrogenatomet er uendelig tung, hvorved der kan indlaegges
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Kapitel 1. Urelativistisk teori for Lambforskydningen

et koordinatsystem med protonen i origo, si protonen er i hvile ud fra en observators
synspunkt. Fra elektrostatikken er den potentielle energi jf. [Reitz et al., 1993, s. 50-52]
givet som

62

Vo(r) =

Aregr

For hydrogenatomet antages det desuden, at ladningsteetheden af kernen er fuldsteendig
lokaliseret i origo, hvorved p(7) = ed(7). Herved giver (1.26), at

4h 2
() In

SEly= —— B —
F 12826302 m2 (B, — E,)|

(1.32)

hvor |1(0)|? er sandsynligheden for at finde elektronen med bglgefunktion 1, i ori-
go. Lad nu vy, veere 25y o-tilstanden i hydrogenatomet. Ifglge [Bethe, 1947, s. 341] er
middelexcitationsenergien for denne tilstand givet ved

(E, — E,) = 17,8Ry, (1.33)
hvor Rydbergs konstant Ry = 32:;%. Der gelder jf. [Bethe, 1947], at
9 1
[$2:(0)]" = o, (1.34)

hvor ag = %706@2 er Bohrradius. Indsattes (1.33) og (1.34) i (1.35), kan forskellen for
selvenergien ud fra processen, (3, regnes til

e*h 1 moc?
n
12e2c3m2mi 8mad — 17,8Ry

OB, = ~ 4,2940peV. (1.35)

Den beregnede energi svarer til en frekvens pa 1038 M H z. Dette er i god overensstem-
melse med [Bethe, 1947, s. 341], hvor frekvensen er blevet regnet til 1040M H z.
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KAPITEL 2

LAMBFORSKYDNINGEN I EN
ELEKTRISK LEDENDE RING

Formalet med dette kapitel er at anvende teorien om Lambforskydningen fra kapitel 1
pa en elektrisk ledende mesoskopisk ring. For at kunne ggre dette er det ngdvendigt
at kende elektrontilstandene for ringen. Disse tilstande vil fgrst blive gennemgaet,
hvorefter Lambforskydningen kan beregnes og analyseres. Der laves ogsa en beregning
af Lambforskydningen i det specielle tilfaelde, hvor ringens radius er meget storre end
dens bredde.

2.1 FRI-ELEKTRON-MODEL FOR EN RING

Elektrontilstandene for en elektrisk ledende mesoskopisk ring kan findes ved at anvende
urelativistisk kvantemekanik. Betragt forst en ring som pa figur 2.1, hvor koordinat-
systemet er valgt, saledes at origo ligger i ringens centrum, og ringens hgjde er parallel
med z-aksen. P4 grund af ringens symmetrier kan det her veere fordelagtigt at vaelge et
cylindrisk koordinatsystem.

7 /\

S
it
<

X

Figur 2.1: Pa figuren ses en ring placeret med centrum i origo.

For en urelativistisk elektron, som bevaeger sig i en mesoskopisk ring, kan Schrédinger-
ligningen opstilles, hvorved der fas, at

2

—;%W+Wmﬁw®=EWW. (2.1)

Det antages her, at den potentielle energi Vp(7) = 0 inde i ringen, hvorved elektronen er
en fri partikel i den mesoskopiske ring. Det antages desuden, at den potentielle energi
Vo er uendeligt stor uden for ringen. Som det ses pa figur 2.1, er ringens stgrrelser i
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Kapitel 2. Lambforskydningen i en elektrisk ledende ring

cylinderkoordinater karakteriseret ved dens indre og ydre radius rg < r < rg + d og
dens hgjde og —% <z< % Der haves saledes, at

] 0 forr0§r§r0+d,—§§z§§,¢e]1{

Vo(r) = { 00 ellers (2:2)

Der gaettes pa, at lgsningen til (2.1) kan skrives pa formen
Y(r,¢,2) = R(r)®(¢)Z(z). (2.3)

Laplaceoperatoren i cylinderkoordinater er givet ved
10 0 1 02 0?
2

_lof oy, 1o O 2.4
v ror <T8r> + r2 02 + 022 (24)

Indsaettes (2.3) og (2.4) 1 (2.1), fas der, at

r dr

2 2
o () g | ROR@Z0) = —RROPOZC)  (25)

hvor k% = % Omskriv nu (2.5), saledes at

{1d( d>+1 L& gt t dQZ(z)+k2]R(r):0 (2.6)

rdr \\ dr) " 2 8(e) dg? Z(2) dz2
1d d m? 9 .9

Da athaengigheden af ¢ og z indgér i hver sit led, kan disse led hver iszer sattes lig en
konstant. Heraf ses det, at der opstar en ligning for r, ¢, og z henholdsvis, hvorved de
enkelte ligninger er uafheengige af hverandre.

For ligningen i z haves der, at

1 d?

%@Z(z) = —ki

hvor k2 er en konstant. Der geettes pa en lgsning af formen Z(z) = A, sin (k,z + 6).
Idet der skal gaelde, at Z (j:%) = 0, og konstanten A, er valgt saledes, at lgsningen er
normeret til én, haves der, at

Z(z)z(i)ésin [72 <z—|—§>] I=1,2,.... 2.7)

Det bemaerkes, at bglgefunktionen vil forsvinde, hvis I = 0. Derfor ses der bort fra
denne lgsning. Udtrykket for Z beskriver desuden en staende bglge, saledes ses der
ogsé bort fra lgsninger med negative veerdier for [, da fysikken for disse er den samme
som for positive veerdier af [.

For ligningen i ¢ fas der jf. (2.6), at

1 d?

— ——B(p) = —m?

3(0) do?*
Her er den normerede lgsning givet ved

1
1\2 .
(o) = <2> €M m=0,+1,+2,.... (2.8)
T
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Kapitel 2. Lambforskydningen i en elektrisk ledende ring

Det bemzerkes her, at ® beskriver en kompleks bglge, som bevager sig i en retning,
hvilken er afhaengig af fortegnet af m.

For ligningen i r haves der jf. (2.6) samt (2.7) og (2.8), at

dr? r dr

d?R(r) 1 dR(r) n [kz _ (?)2 _ ”Lz R(r) =0, (2.9)

Ifplge [Keller, 1997, s. 12330] er lgsningen hertil givet ved

R(r) = AJy, [k@ - (7;)2 k> — <7Z>2] : r|, (2.10)

hvor A og B er arbitraere normeringskonstanter, .J,,, er Besselfunktionen af fgrste type,
og Ny, er Neumannfunktionen.

1
2

r| + BNn,

Pga. graensebetingelserne for r skal der gelde, at R(rg) = R(ro + d) = 0. Dvs., at

1 - -
) 7l 212 ) 7l 212

1 _

l 2] 2 l 2

Adp, [k2 - (2) (ro+d) | + BN, | |K2— (72) (ro+d) | =0

Da m og [ er fastlagte, vil (2.11) kun veere opfyldt for nogle veerdier af k, som ogsa
vil athaenge af m og [. Derfor indfgres nu kvantetallet n til at indicere disse veerdier,

saledes at k = ky . En ikke-triviel lgsning til det homogene ligningssystem i (2.11)
kan findes, idet determinanten sattes lig nul. Der haves séledes, at

1
9 AN 9 AN
Im kn,l,m “\7 ro | Nm kn,z,m “\7
2 7l 2
(7"0 + d) Nm [ki,l,m - (L>

1
J, k> - —ﬂ-l ;
m n,l,m I

Indsaettes (2.7), (2.8) og (2.10) i (2.3) er lpsningen til Schrédingerligningen givet ved

1
|7 L imé 9 A E
Un;m (7, @5 2) =An 1 sin 7 \F + 9/|¢ I | | Fngm — I r

s 2l
b1 (1 (2
- m nlm — | T

Vo ([0 - (7] o) g

hvor n,l =1,2,...0g m = 0,£1,£2,..., og den tilhgrende energi til enhver tilstand er

N

1
2

(7“0 + d) =

1
2

7o

1
2

r )

R,

2?710 n,l,m:*

Enjim = (2.12)
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Kapitel 2. Lambforskydningen i en elektrisk ledende ring

2.2 SELVENERGIEN FOR EN ELEKTRON I EN RING

Med udgangspunkt i det generelle udtryk for en elektrons selvenergi fra kapitel 1,
betragtes der i dette afsnit det tilfaelde, hvor en elektron befinder sig i en mesoskopisk
ring. Med de rette dimensioner for den mesoskopiske ring kan energiniveauerne for to
tilstande i ringen antages at opfylde, at mc? > E, — Ep. Den potentielle energi for
denne ring er jf. (2.2) givet ved

0 forrg<r<ryg+d, —%Szﬁ%,qﬁE]R
00 ellers

GRS

Idet ringen fyldes med elektroner vil en enkelt elektron have en potentiel energi, der er
forskellige fra Vj, da de resterende elektroner ogsa bidrager til energien. Bolgefunktionen
for den enkelte elektron vil naturlig ogsa sendre sig, idet den nye potentielle energi tages
i betragtning, dog ses der i det fglgende bort fra denne &ndring. Lad den nye potentielle
energi veere givet ved V. Ifglge (1.23) kan det tilsvarende vises, at

h2

> ol (Ba = Ey) = - (BIV*V/(7)]b).

Som i udledningen af Lambforskydningen for hydrogen i afsnit 1.1 er forskellen i selv-
energien for en elektron i en mesoskopisk ring jf. (1.24) givet ved

e2h

SE, = ——— _(b|V*V'(P)|b)K 2.13
B 12800371'2771(2)( | (T)’ > ’ ( )
hvor
2
K=o (2.14)
|(Ey — Eq)l

Den nye potentielle energi, V/, ma nodvendigvis opfylde Poisons ligning, siledes at der
jf. (1.25) geelder, at

VAV () = —eV2p(F) = epé:). (2.15)

Ladningstaetheden, p(7), bestar af et bidrag fra bade de positive ladet atomkerner
og de tilhgrende negative ladet elektroner. Det antages, at det kun er de negative
ledningselektronerne samt deres tilhgrende positive ladninger i ringen, som bidrager
til ladningsteetheden. Det antages desuden, at de positive ladninger er "udsmurte" og
dermed javnt fordelt igennem hele ringen. Ladningstaetheden af de positive ladninger
i kernerne antages derfor at veere konstant, p,. Ladningstaetheden af de negative lad-
ninger udggres af alle ledningselektronerne pa neer den, som befinder sig i tilstand b,
for hvilken Lambforskydningen beregnes. Denne angives ved p,, (7). Anvendes elek-
tronernes belgefunktioner kan ladningsteetheden skrives

p(F) = py + parn(T) = pi + (=€) faltoa(P)[%, (2.16)
a#b
hvor f, er Fermi-Diracfordelingen, som angiver sandsynligheden for, at tilstand a er
besat. Fermi-Diracfordelingen er jf. [Kittel, 2005, s. 136] givet ved

1
Jo= 5= (2.17)
e kBT +1
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hvor T er temperaturen, p er det kemiske potential, og kp er Boltzmanns konstant.

Indsaettes (2.15) og (2.16) i (2.13)7 fas der, at
SE} = (Blps + D (=€) faltoa(P) D).

12263722
125 com prt

I den mesoskopiske ring vil alle elektronernes energiniveauer blive forskudt, idet Lamb-
forskydningen pé& hvert enkelt energiniveau medregnes. Nar en elektron gar fra en
begyndelsestilstand, b = 4, til en sluttilstand, b = f, vil Lambforskydningen for sendrin-
gen i elektronens energi vaere lig forskellen mellem Lambforskydning for de to energi-
niveauer. Lambforskydningen for elektronovergangen bliver derfor

AW = 6Ep; ~ 5E,ﬁi (2.18)
eShK q
" g | los + 3 (=) falta @RI = (lps + S (=€) faltba(7)213)
0 0 a#f aFi
ethK

= 31523 9 2 <Z| Zfa|%(77)\2|l> - <f| Zfa|¢a(7:‘)|2|f>

2.3.2
12e5c°mmg | oA oyt

Her indikerer index ¢ = {n;,l;,m;} begyndelsestilstanden og f = {ny,lf,m} slut-
tilstanden. Det er desuden blevet anvendt, at bglgefunktionerne er normeret, saledes
4
t (ilpy|i) = (flpelf). Lad C = <K Herved reduceres Lambforskydningen jf.
0

12e2c3m2m
(2.18) til

AW =C Z/farwm Y212 Z/farwa P2y (A2 d*r| (2.19)
Lo oy

- ;f“ (/ aP A a'r = [ )y (47 d3r)
- [ @ @ [ ot o]

Betragt nu en vilkarlig tilstand 1, = 1, 1m, samt en bestemt tilstand 1, = ¥/ .
Da der jf. (2.3) geelder, at alle elektrontilstandene i ringen kan skrives pa formen

wn,l,m(rv ¢7 Z) = Rn,l,m(r)q)m((b)zl('z)y sé er

. ro+d
/ Wt (7) Pl g s ()2 &P = / Rt () 2| Ruy ()P - (2.20)
27
x / 1B () 1B s (8

0

x / * 2120 ()P .

ot

Med bglgefunktionerne fra (2.7) og (2.8) kan det desuden vises, at

27
| 1@ @R @) a6 = 5 2.21)

run= [ :

3 forl=1
()2 —J 2r
\Z1(2) 1 2 (2) | dz { L fori 20

w\h
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Indsaettes (2.20) og (2.21) i (2.19), haves der, at

C ro+d ) )
AW =~ > foim (Iz(l,li) / | Ryt (7) 2| Ry g m, () [P e (2.22)

n,l,m ro

ro+d ) )
L) / Rt (1) 2| Ry 1, () rdr)

0
3 ro+d

57 (fm,lumi|Rm,lz‘7mi(r)’4 - fnf7lf7mf‘Rnf,lf,mf (T)‘4) rdr|.
2L J,,

For en ring med mange ledningselektroner kan der ses bort fra det sidste led, hvor det
kun er den radiszere begyndelses- og sluttilstanden, der integreres. Dette er muligt, da
det sidste led i denne sammenheeng kun vil give et lille bidrag til Lambforskydningen.

2.3 SPECIALTILFALDE

For en ring med en forholdsvis stor inderradius, rg, vil det veere muligt at lave en
approksimation af Lambforskydningen givet i (2.22). Hvis 79 > 0, d og ringens dimen-
sioner i dens radizere retning er begraenset som rg < r < rg + d, s& vil leddet med %
i (2.9) kunne undlades. Schrodingerligningen for den radizre belgefunktion i (2.9) vil
nu ligne Schrédingerligningen for en kvantebrgnd. Der fas herved, at

PR(r) [k2 - <7rl>2 m?

or2 L r2 R(r) =0.

Den radizere bglgefunktion opfylder graensebetingelserne R(rg) = R(ro + d) = 0. Dette
giver en kvantisering af den radizere balgefunktion. Lad nu de forskellige bolgefunktioner
veere angivet ved n-kvantetallet. Det kan heraf vises, at

2 . (/N
R, (r) = 7m sin (Q(r —ro— d)) ,

hvor R,,(r) er normeret til én. Det er saledes muligt at lave approksimationen

(2.23)

Rn,l,m ~ RTL?

hvortil energiniveauerne jf, [Keller, 1997, s. 12330-12334] for ringen kan tilnsermes med

h2r2 [ n? 12 m?
E ~— |4+ —+— ). 2.24
mhm ™ ome <d2 + L? + 7r2rg> (2:24)

Integrationen over r i udtryk (2.20) med approksimationen af den radizere bglgefunktion
i(2.23) kan vises at give

ro+d 3 forn=n'
L) = [ R Pl (P dr = { T g 22
o d(d—‘y—?'f"o)

Indsaettes (2.25) i (2.22), fas der, at

(fnivlumi - fnf,lf7mf)
2Ld(d + 27’0)

o 9
AW = 2 S Futam (Ll Ir(nyme) = L1 L) I, my)) =

n,l,m
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Definer nu funktionen

7= 3 forj=y7
J.g = 2 fOI‘j#j/ )

da kan Lambforskydningen reduceres til

AW = ¢

4w Ld(d + 2rg) (2:26)

X Z fn,l,m (Il,lifn,ni - Il,lfIn,nf) -9 (f?’bi,li,mi - fnf,lf,mf)

n,l,m

Heraf ses det, at de enkelte led i Lambforskydningen alle er proportional med %, hvor
rumfanget af ringen V = Lr((rg + d)? — 13).

Ifplge modellen for Lambforskydningen er det kun ledningselektronernes tilstande, der
summeres over i (2.26). Fra et teoretisk synspunkt antages det nu, at ringens temperatur
er givet ved T'= 0K. Da vil Fermi-Diracfordelingen

f [ 1 hvis tilstand {n,l,m} er besat,
n.tm 0 ellers.

Kendes ledningselektronteetheden, n., i ringen, s er antallet af ledningselektroner
N = n.V. Idet de besatte elektrontilstande er dem med lavest energi ifglge Fermi-
Diracfordelingen, kan Lambforskydningen i (2.26) findes ved, at "fylde" de IV elektroner
i ringen, sa de lavest liggende energiniveauer i ringen vil veere besatte. Graensen som
adskiller besatte og ubesatte tilstande karakteriseres her ved en sékaldt "Fermiflade".

A3 n

i

oo o o L Mo

oo oo o o oD
R oo o R
oo olo L N o
-
co o ol v o
oo o ol v o
oo o ol v o
coo o o v o
co o o Pl o
oo o o Ll o
oo o o

oo|oo;{3|\>o

Figur 2.2: Figuren viser en n X [ matrix, hvor elementerne er givet ved
(Il,liln,ni — Il,lfIn,nf). Den fede streg markerer en fiktiv Fermiflade
for et fastholdt m-kvantetal. Tilstandene over stregen er besatte, og
under stregen er de ubesatte.

Betragt nu summen i (2.26), hvori sterrelsen (Il,li Inp, — Il,lflnmf) indgér. Ved at lave et
simpelt diagram over denne stgrrelse for kvantetallene, n og [, ses det jf. figur 2.2, at det
kun er elektrontilstande naer Fermifladen, som giver et bidrag til Lambforskydningen.
Dette er abenlyst, da de forskellige led i summen med stgrrelsen (Il,liln,m — Il,lffn,nf)
optreeder med et skiftende fortegn. Dette vil ogsd geelde for lave temperature, hvor
tilstande langt under Fermifladen tilnaermelsesvis vil vaere besatte med en sandsyn-
lighed lig én. Tilsvarende vil der naesten ingen sandsynlighed vaere for at finde besatte
tilstande langt over Fermifladen.
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Det er bl.a. ogsa kendt fra faststoffysikken, at det er elektronerne nzer Fermifladen, som
bidrager til f.eks. metallers elektriske ledningsevne [Kittel, 2005, s. 135-141]. Da Lamb-
forskydningen netop er en effekt, som jf. (2.16) er relateret til ledningselektronerne,
synes det at veere intuitiv rigtig, at Lambforskydningen stammer fra elektrontilstandene
naer Fermifladen.
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KAPITEL 3

NUMERISKE RESULTATER

Der vil i dette kapitel blive praesenteret numeriske resultater for Lambforskydningen
i en mesoskopisk ring. Forst betragtes bestemte ringe af aluminium, hvor grafer for
det generelle udtryk for Lambforskydningen i (2.22) sammenlignes med det tilngermede
udtryk i (2.26). Herefter betragtes nogle storre ringe af galliumarsenid. Lambforskyd-
ningen for de to typer af ringe vil blive vist som en funktion af bredden, d, radius, rq,
og temperaturen, 7. Ringenes kemiske potential vil ogsé kunne ses som en funktion af
hhv. temperaturen, inderratius og bredden i nogle udvalgte ringe.

3.1 BEREGNING AF LAMBFORSKYDNINGEN I EN ELEKTRISK
LEDENDE MESOSKOPISK RING

Med udgangspunkt i teorien for Lambforskydningen i en elektrisk ledende mesoskopisk
ring fra forrige kapitel, opstilles der nu et endeligt udtryk for Lambforskydningen som
funktion af ringens rumlige dimensioner og temperatur. Ifglge (2.22) er det generelle
udtryk for Lambforskydningen

C ro+d
AWEen — s E fn,l,m <Ilvli/ \Rn,l,m("”)’2|Rm,li,mi (T)IQT dr (3~1)
0

n,l,m

rotd 2 2
1ty [ Rsin Pl Rog a1 )
ro+d
_3/ (fni,lmmi‘Rm,li,mz'(r)rl - fanfﬂnf‘Rnf,lf:mf(r>‘4) rdr|,
,
og jf. (2.26) er det tilneermede udtryk

AwTil _ C

AnLd(d + 2r) (3.2)

X Z fn,l,m (Il,li[n,ni - Il,lfIn,nf) -9 (fni,li,mi - fnf,lf,mf) ;

n,l,m

hvor C' = —S0E Ifplge (2.14) er

2.3,2
12egcmomg

m002

K=In—20
[(Ep — Ea)l

hvor (Ep, — E,) er middelexcitationsenergien. Da det jf. (2.24) antages, at (Ep — E,) <
moc2, sxttes

K = In(mgc?). (3.3)

Laeseren ggres derfor opmaerksom pa, at de folgende beregninger for Lambforskydningen
for en mesoskopisk ring kan variere i forhold til evt. malte vaerdier. Bemaerk desuden,
at K er negativ.
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De Broglie relationen mellem energi og frekvens giver jf. i [Eisberg og Resnick, 1985, s.
56], at frekvenssendringen svarende til Lambforskydningen, AW, fas ved

AW

A
v o

(3.4)

hvor h er Plancks konstant.

Det er fra kvantemekanikken jf. [Gingrich, 2006, s. 82] kendt, at en elektron er en spin-
1/2-partikel. Paulis udelukkelses princip giver jf. [Dahl, 2001, s. 260], at to elektroner
ikke kan befinde sig i samme tilstand. Det antages derfor, at de beregnede tilstande i
ringen fra Afsnit 2.1 hver kan indeholde to elektroner. For at korrigere for dette, ganges
udtrykket for Lambforskydningen igennem med en faktor 2, idet der kan vaere dobbelt
s& mange elektroner i ringen i forhold til de beregnede tilstande.

Frekvensaendringen for Lambforskydningen i det generelle og tilnaermede udtryk i (3.1)
og (3.2) fas ved brug af (3.3) og (3.4) og ved at inkludere en faktor 2 for elektronens
spin til

A%—@ I w%{ 2R 2rd 3.5
v = I Z fn,hm Ll; ‘ n,l,m(r)| | ni,li,mi(r” rar ( . )
ro

n,l,m

ro+d ) 5
ity [ Rt gm0 dr)

7“0+d
_3/ (fni,liymz"Rni,li,mi(r)|4 - fnfvlfumf’Rnfalfvmf(r)‘4) rdr|,
.

og
4 Co
A Tl —
Y T Ld(d + 2r0)

X Z fn,l,m (Il,lq;]nmi - Il,lfIn,nf) -9 (fni,li,mi - fnf,lf,mf) )

n,l,m
hvor Ii,j =2+ 51']‘, og

o e* In(moc?)
0= -S54 3-
48e3c3mim3

Tilsvarende er ringens elektroners energiniveauer for det generelle og det tilnaermede
udtryk ifglge (2.12) og (2.24) givet ved

Gen hz 2
En,l,m = ng n,l,m> (37)
: 2 (n? 12 m?
ETil — — 4+ =+ — . 3.8
n,l,m 2my <d2 + 12 + 7T27"(2)> ( )

De to udtryk for energiniveauerne vil hovedsagelig blive bensevnt ved E¢e" og ET#,
hvorved tilstandsindexet undlades.

Fermi-Diracfordelingen er jf. (2.17) givet ved
1

fn,l,m = JZAr—

e k3T 1]
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Det kemiske potential, som indgér i f,,;,, kan bestemmes ved normeringen

N/2 = Z fn,l,ma (39)

n,l,m

hvor N er antallet af ledningselektroner i ringen. N skal her halveres, da der er plads
til to ledningselektroner i hver tilstand, {n,l,m}. Antallet af ledningselektroner kan
bestemmes, idet ledningselektronteetheden, n., for ringens materiale og ringens rumfang
er kendte. Der haves, at

N =n.V, (3.10)

hvor rumfanget V' = 7 L(d? 4 2rod). Da der kun kan eksisterer et helt antal elektroner i
ringen, og der tages hgjde for elektronens spin, rundes n.V ned til naermeste lige heltal.
Da E,, 1, jf. Afsnit 2.1 afhaenger af ringens rumlige dimensioner, fremgar det af (3.9)
og (3.10), at p = u(d,ro, L, T,n).

Betragt elektronovergangen mellem to tilstande, i = {n;,l;;m;} og f = {nys,lf,m¢},
hvorom der geelder, at n; = ny =n', [; =y = 1" og m; # my. Det tilnzermede udtryk
for Lambforskydningen i (3.6) giver si

9CH

mismyp m (f""l'vmf - f”’,lﬁmi) : (3.11)

I de tilfeelde, hvor tilstanden, ¢, og tilstanden, f, er besatte med samme sandsynlighed,
vil Lambforskydningen jf. (3.11) veere lig nul. En "ren" m-elektronovergang vil derfor
ikke blive betragtet neermere. Da det er tynde ringe og ikke cylinderskaller, som Lamb-
forskydningen gnskes beregnet for, vil det ofte geelde, at L < d,rg. Det er saledes jf.
(3.8) muligt at undertrykke [-kvantiseringen, hvorved ringens elektroner hovedsagelig vil
befinde sig i en tilstand med [ = 1. Tilbage er der si at underspge en elektronovergang
mellem to forskellige tilstande med hver sit n-kvantetal. For at holde det simpelt vil
Lambforskydningen i de folgende afsnit blive betragtet for en elektronovergang mellem

{ni,li,;m;} = {1,1,0} og {ny,ly,ms} = {2,1,0}.

3.2 LAMBFORSKYDNINGEN I EN AL-RING

I en ring af aluminium (Al) med dimensionerne rg = 107?m og d = L = 1079 er
ledningselektrontaetheden jf. [Kittel, 2005, s. 139] givet ved n. = 18,06 x 10%m 3.
Antallet af ledningselektroner i ringen er hermed

N =n.V = nerLd(d + 2ro)
= 18,06 x 10%m 37107 m x 107 m(107m + 2 x 10~%m) ~ 10,

idet N rundes ned til neermeste lige heltal.

For T = 103K =~ 0K vil det kun vere de lavest liggende energiniveauer, som er
besatte. Dette er ogsa illustreret pa figur 3.1, hvor energiniveauerne for de 10 lednings-
elektroner er blevet beregnet vha. det generelle og det tilnaermede udtryk i henholdsvis
(3.7) og (3.8). Det er vigtigt at notere sig, at energiniveauerne for tilstandene med
m # 0 har degenerationsgrad to, idet tilstandene for henholdsvis de positive og nega-
tive m-veerdier giver det samme energiniveau. Inkluderes elektronens spin, vil én plottet
m-tilstand pa figuren kunne indeholde 4 elektroner. Tilstande med m = 0 ses let pa
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figuren, idet disse er vist i forleengelse af kvantetallene, n og [. Energidiagrammer som
disse laeses fra venstre mod hgjre, og tilstandene pa figuren fas ved at kombinere kvan-
tetallene: n =1, =1 og m = 0, £1, £2. Det bemeerkes her, at figur (a) og (b) naesten
er ens.

x 10 x 10
1.207r
1.207¢
1.2065¢
1.2065¢
= =
£ 1.206+ £
we WS 1.206
1.2055¢
1.2055¢
1.205¢
1.205¢
n m n | m

(a) (b)

Figur 3.1: Her ses energiniveauerne for ledningselektronerne i en ring med dimen-
sionerne ro = 107 %m, L = 107 '%m og d = 107'%n, hvilket svarer til
N = 10. Figur (a) er beregnet vha. EF°", og figur (b) er beregnet vha.
ET“.

Hvis d nu sendres til 10~%m, vil der veere ca. 170 ledningselektroner i ringen. Pa figur
3.2 (b) for de besatte energiniveauer ses det, at de forste fire n-tilstande er besatte. Det
ses ogsa [-kvantetallet kun optreeder i forleengelse af n-kvantetallet, hvilket antyder, at
det kun er de tilstande med [ = 1, som er besatte. Dette godtgeres jf. forrige afsnit, da
L =107 < d,7g = 107?m. Det bemzerkes ved sammenligning med figur 3.2 (a), at
der er en lille forskel mellem ES°" og ET%. Dette ses let, da E' lader tilstande med
n = 4 vaere besatte, hvorimod E“" kun gar op til n = 3.

P4 figur 3.2 (c) og (d) er energiniveauerne for tilstandene {n, 1,0} plottet som funktion
af d (de tynde kurver). Figur (c) er lavet ved brug af det generelle udtryk, E", og
(d) ved det tilnzermede udtryk, E7%. P4 de to figurer ses ogsa det kemiske potential
plottet som funktion af d (den fede kurve). Da temperaturen af ringen er sat til 103K
indikerer det kemiske potential beliggenheden af Fermienergien, som fas ved, at lade
temperaturen ga mod 0K for det kemiske potential. Tilstande, hvis energiniveauer er
lig eller mindre end Fermienergien, vil derfor veere besatte.

Energidiagrammerne fra figur 3.2 (a) og (b) er dannet for den maksimale veerdi af d pa
figur (c¢) og (d) henholdsvis. Ved sammenligning af (a) og (c) ses det, at det kemiske
potential pa (c¢) ved den maximale veerdi af d ligger over tre n-tilstandes energiniveauer.
Dette er netop de tre n-tilstandes energiniveauer, som er vist pa (a), og som alle er
besatte med elektroner. Tilsvarende for (b) og (d) ligger det kemiske potential over fire
n-tilstandes energiniveauer. Lambforskydningen ses plottet som funktion af d pa (e)
og (f), som henholdsvis stammer fra Av“e" i (3.5) og AvT# i (3.6). Bemzrk her, at
Lambforskydningen er af stgrrelsesorden 107 H z.

Det ses pa figur 3.2 (e) og (f), at Lambforskydningen for smé d springer i storrelse i takt
med, at d neermer sig 4 x 1071%n. Springene kan forklares ved, at d bliver stor nok til,
at der kommer to nye elektroner i ringen, hvorved der skal summeres over et ekstra led
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x10 x10°"
7.2r
6.81
6.71 e — 7F
6.6/ 68l
= 6.5 =
= = 6.61
w” 6.4t w
6.3t e — 6.4F
6.2 6.2
6.1r
n m n | m
(a) (b)
12
115
11
10.5r
101
9.5r
9,
8.5r
8,
7.5r
4 6
d [m] x10™ dm] x107%
(c) (d)

Av [Hz]

Figur 3.2: P4 (a) og (b) ses de besatte energiniveauer beregnet ved henholdsvis
E%" og ET" for en Al-uring, hvor d = 107%m. Dette svarer til en
ring med N ~ 170. P4 (c) og (d) ses energiniveauerne beregnet ved
henholdsvis E9" og ET% og det kemiske potential som en funktion
af d. (e) og (f) viser henholdsvis Av®°"™ og Av““™ som funktion af d.
Fzlles for alle graferne er, at L = 107'%m, 70 = 10 °mog T = 10*K.

i udtrykkene for Lambforskydningen i (3.5) og (3.6). Lambforskydningen ses desuden
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x10" x 10"
6.9F _— 10.5¢
6.81 _ 10p
6.7 R 9.5f
6.6f 9
= =
 6.5¢ < 8.5
(=3 (= L
Woear w8
7.5
6.3f
7
6.2
6.5F
6.1
6t ,
n m n | m
(a) (b)
x10°°
115 115
11
11
10.51
10.5
101
5 gs5f | 5 10r
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8.5r
7.5F
8,
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d [m] x107° d [m] x 107
(c) (d)
N N
L L
> >
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Figur 3.3: P4 (a) og (b) ses de besatte energiniveauer beregnet ved henholdsvis
E%°™ og ET" for en Al-ring, hvor d = 10™%m. P4 (c) og (d) ses energi-
niveauerne beregnet ved henholdsvis ES°"™ og ET% og det kemiske po-
tential som en funktion af d. (e) og (f) viser henholdsvis AvSe" og
Av%e"™ som funktion af d. Falles for alle graferne er, at L = 107 %m,
ro =107""m og T = 1072 K. P4 (a) og (b) er der saledes 68 lednings-
elektroner.
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at falde indtil omkring d = 4 x 10~'%m, hvorefter den pludselig begynder at stige. Ved
sammenligning med figur (c) og (d), ses det kemiske potential at krydse energiniveauet
for en ny n-tilstand ved ca. d = 4 x 107'%mn. Stigningen i Lambforskydningen kan
forklares ved, at ringen er blevet sa stor, at elektronerne nu ogsa besatter tilstande
med n = ny = 2. Ifolge AvT i (3.6) vil besettelsen af ny-tilstanden bidrage med
positive led i summen over tilstandene. Den kraftige stigning i Lambforskydningen
aftager som d vokser. Dette skyldes, at der nu bade besattes tilstande med n = 1 og
n = 2, hvorimod der lige efter d = 4 x 1079 hovedsagelig besattes nye m-tilstande,
for hvilke n = 2.

Beregningerne fra figur 3.2 med d = 4 x 10719 har vist, at

Ef ~ 6,4 x 107187
ESh ~ 7,5 x 107187

En elektronovergang fra {2,1,0} til {1,1,0} vil resulterer i en overskydende ener-
gi, svarende til energiforskellen mellem de to tilstande, AFE. Frekvensen svarende til
stgrrelsen af denne forskel er givet ved % ~ 1,7 x 10 Hz. Ringen indeholder
her 54 ledningselektroner, som alle har fordelt sig i tilstandene, {1,1,m}. Det vil
sige, at {2,1,0} er ubesat. Stgrrelsen af Lambforskydningen er desuden fundet til
|AvEen| ~ 1,8 x 10 Hz. Storrelsen af Lambforskydningen i forhold til frekvensen for
energiforskellen er herved ca. 107%. En evt. maling af Lambforskydningen vil i dette
tilfeelde kraeve, at energien for elektronovergangen kan bestemmes med mere end seks

betydende cifre.

Betragt nu en teenkt ring med dimensionerne rg = 1071%n, L = 1071%m og d = 10~%m,
og som har temperaturen 7' = 1073 K. Pa figur 3.3 (a) og (b) ses diagrammer for ringens
besatte energiniveauer beregnet ved det generelle og det tilnaermede udtryk for energien.
Det fremgar tydeligt af figuren, at energiniveauerne er forskellige, da diagrammet med
E%em indeholder faerre besatte n-tilstande end ET%. Det ses ogsa af figur 3.3 (a) og (b),
at det nederste energiniveau varierer i stgrrelse. Da ringens inderradius, rg er her meget
mindre end ringens bredde, d, vil der jf. afsnit 2.3 vaere stor forskel pé beliggenheden af
energiniveauerne beregnet ved E¢" og ET%. T dette tilfzelde ses der ogsa at vaere stor
forskel pa figur (c) og (d) for det kemiske potential, hvor bl.a. den tilnsermede kurve
pa (d) gennemgaende stiger for d > 3 x 107%m i forhold til den generelle kurve pa (c).
Lambforskydningen pa (e) og (f) ses tydeligt at veere forskellige for d > 3 x 10719m.

Den relative afvigelsen af det tilneermede udtryk for Lambforskydningen fra det generelle
udtryk er illustreret pa figur 3.4, hvor (a) er dannet pa baggrund af figur 3.2 og (b) er
dannet pé baggrund af figur 3.3. Afvigelsen er beregnet ved

AVTil o AyGen
ApGen

Afv. = ‘ (3.12)

Afvigelsen ses pa figur (a) at veere meget lille, idet d < 4 x 107m. Pa (a) er ro =
107%m. Det vil sige, at det tilnsermede udtryk kan anvendes, nar d er mindre end ca.
1

3 af 79. Pa (b) er ro = 10~1%n, og her ses afvigelsen at vere stgrre end 0,5 for langt

de fleste veerdier af d, som er storre end 2 x 10710,

Det kan vises, at hvis der veaelges en aluminium ring med dimensionerne d = 10~%m,
L =109 og 2 x 1079m < ry < 107%m, sa vil den relative afvigelse jf. (3.12) ikke
overstige 1073. Det generelle og tilnzermede udtryk for en sidan ring ved 7 = 103K
ses ogsd pa figur 3.5, hvor (a) og (b) viser de besatte tilstandes energiniveauer for
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0.61
1.4r
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x 10 x 10

Figur 3.4: Pa figurerne ses afvigelsen af det tilneermede udtryk for Lambforskyd-
ningen, AvT%, fra det generelle udtryk, AvSe". (a) er lavet pa bag-
grund af figur 3.2 og (b) er lavet pa baggrund af figur 3.3

70 = 1078m. Ved denne inderradius er der 114 ledningselektroner i ringen, og i dette
tilfaelde er der ingen synlig forskel pé (a) og (b). Tilsvarende ses der kun en meget
lille forskel pa graferne (c) og (d) for det kemiske potential for 79 < 5 x 10™?m. P4
(e) og (f) ses Lambforskydningen som funktion af rg. Det bemaerkes her, at kurven
for Lambforskydningen minder om forste del af den fra figur 3.2 (e) og (f). Feelles
for kurverne er, at det kun er tilstande med n = 1, som er besatte. De smé spring i
Lambforskydningen ma saledes opsté, nar flere elektroner tilfgjes ringen, idet ro @gges.
Storrelsesordenen af Lambforskydningen ligger omkring 10°Hz. Dette svarer ca. til
Wloo af Lambforskydningen for 2s; ;-tilstanden i hydrogenatomet. For ro = 10~%m er
ringens rumfang ca. 6600 x 1073%m3, hvilket i forhold til hydrogenatomets rumfang
pa ca. 62 x 10739m3 er ca. 100 gange si stort.! Da AvT# o 1/V synes storrelsen af
Lambforskydningen i ringen at veere sandsynlig.

For en ring i nano-omradet kan ringens dimensioner veelges sa d = 10™?m, L = 10™"m
og 1078m < ry < 10~"m. For den mindste vaerdi af ro er der 1190 ledningselektroner
i ringen, og for den maximale vaerdi er der 11404. Det bemaerkes her, at d < 11—07“0,
hvormed Lambforskydningen beregnes ved AvT%; se ogsa figur 3.6. Rumfanget af denne
store ring er i forhold til den lille ring fra figur 3.5 ca. 103 gange sa stort. Da Lamb-
forskydningen er omvendt proportional med rumfanget, kan det forventes, at Lamb-
forskydningen for den store ring tilsvarende er 10% gange mindre end for den lille ring.
Dog indeholder den store ring ca. 100 gange sa mange elektroner som den lille ring,
hvorved der vil vaere langt flere elektroner, som bidrager til Lambforskydningen. Det
fremgar ogsa af figur 3.6, at Lambforskydningen for den store ring er af storrelsesorden
108H z, hvilket ca. er en faktor 10 fra den lille ring. Figur 3.6 viser ogsa, at stgrrelsen
af Lambforskydningen stiger, idet ringens inderradius neermer sig 10~"m.

Lambforskydningen er jf. (3.5) og (3.6) athaengig af temperaturen. P& figur 3.7 ses
Lambforskydningen som funktion af temperaturen, hvor 0K < T < 300K. Figur (a)
viser, at Lambforskydningen langsomt stiger, idet temperaturen gar fra 0K til 300K .
Her er ringens dimensioner g = 1078m, L = 1071%n og d = 10~?m. Det ses desuden, at

'Hydrogenatomet er her antaget at veere kugleformet med radius ap = 0,529 x 10~ *%m (Bohrradius).
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Figur 3.5: Figur (a) og (b) viser de besatte energiniveauer beregnet ved hen-
holdsvis E€°™ og E™" for en Al-ring med 7o = 10~m. Pa (c) og (d)
ses energiniveauerne beregnet ved henholdsvis E%"™ og ET% og det
kemiske potential som en funktion af ro. (€) og (f) viser henholdsvis
AvPe™ og Av©e" som funktion af ro. Felles for alle graferne er, at
d=10""m, L = 107m og T = 107*K. Dette giver 114 lednings-
elektroner pa figur (a) og (b).
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Figur 3.6: Pa grafen ses et plot af det tilneermede udtryk for Lambforskydnin-
gen, Av™" for en Al-ring som funktion af 7. Ringens dimensioner og
temperatur er bestemt ved d = 107 %m, L = 1071%n og T = 1073 K.
Antallet af ledningselektroner er for den mindste veerdi af ¢ lig 1190,
og for den maksimale veerdi af ro er antallet lig 11404.

-9.3f a
-9.35¢
-1.02f
-9.4f
 —9.45} — ~1.04r
= L
2 95 2 -1.06"
-9.55}
-1.08
-9.6f
-9.65f -1ar
50 100 150 200 250 300 50 100 150 200 250 300
TIK] TIK]
(a) (b)

Figur 3.7: Pa graferne ses Lambforskydningen som funktion af temperaturen i ro
ringe, hvor L = 107'%n, r0 = 10~®m. P4 figur (a) er d = 10~ %m, og
pa figur (b) er d =2 x 10™m.

stgrrelsesordenen af Lambforskydningen for alle de naevnte temperaturer er nogenlunde
konstant pa knap 10°Hz. Pa figur (b) ses et tilsvarende plot af’Lambforskydningen.
Forskellen fra figur (a) er, at pa figur (b) er d = 2 x 107?m. Her ses Lambforskyd-
ningen at falde fra 0K og op til ca. 80K, hvorefter den stiger og til sidst flader ud,
nar temperaturen naermer sig 300K. Igen her er storrelsesordenen af Lambforskydnin-
gen nogenlunde konstant 107 H z for alle temperature op til 300K . Figur 3.7 viser, at
Lambforskydningen stadig er en observerbar effekt ved stuetemperatur.

Betragt nu Lambforskydningen i en aluminium ring som funktion af bredden, d, hvor
ringen ellers har samme dimensioner som pa figur 3.7. Lad derfor ro = 10™%m, L =
107 og 107m < d < 2 x 10~9m. Lambforskydningen betragtes nu for tempera-
turerne 0K, 100K, 200K og 300K, hvilket ses pa figur 3.8 (a) til (d). For 0K ses
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Lambforskydningen at springe, idet antallet af elektroner er atheengig af d. Folges
udviklingen fra (a) til (d), hvor temperaturen ender med at veere 300K, ses det, at
springene udjaevnes, som temperaturen stiger. Dette kan forklares ved at betragte
Fermi-Diracfordelingen, som indgar i summen for AvT% i (3.6). For T = 0K giver
Fermi-Diracfordelingen en endelig graense for hvilke af ringens tilstande, som bidrager
til Lambforskydningen. Derimod vil hgjere temperaturer, hvor 7' = 300K, inddrage alle
tilstandene, som hver iseer far tilknyttet en besattelsessandsynligheden. Her vil der i
princippet vaere uendelig mange led i summen i Av7% hvilket resulterer i en udglatning
af kurven for Lambforskydningen.

Av [Hz]

4 6
dml x10°

(b)

x 10

. . 4 6
d{ml x107 dml x107
(c) (d)
Figur 3.8: Pa graferne ses Lambforskydningen for en Al-ring som funktion af d,

hvor L = 107'%m og 70 = 107%m. Pa (a) er T = 1073 K ~ 0K, og fra
(a) til (d) stiger T i intervaller af 100K, saledes at T' = 300K pa (d).

3.3 LAMBFORSKYDNINGEN I EN GAAS-RING

I dette afsnit vil der kun blive betragtet ringe for hvilke d < 3rg. Lambforskydningen
og ringens energiniveauer vil derfor blive beregnet ud fra de tilneermede udtryk, dvs.
AVTil og ETil.
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I en elektrisk ledende ring lavet af galliumarsenid er taetheden af ledningspartikler
athaengig af doteringen, som bestemmes af forholdet mellem antallet af Ga-atomer og
antallet af As-atomer i ringen. Taetheden af ledningspartikler saettes jf. [Kittel, 2005,
s. 186] til 10*2m =3, og er dermed noget lavere end for aluminium. Det forholder sig
saddan, at As-atomerne bidrager med elektroner og Ga-atomerne bidrager med positive
huller til ledningsteetheden. En GaAs-ring med dimensionerne d = 10~3m, L = 10~%m
og 7o = 5 x 107 "m vil ifglge (3.10) kun indeholde 2 ledningselektroner (eller huller).
Det forventes derfor, at eventuelle spring i Lambforskydningen for en GaAs-ring ved
T ~ 0K vil veere relativt mere tydelige end for en Al-ring.

6.204 " N\
6.202| N
\\\ N
6,27 NN

£6.198

En,I,m [J]

w
6.1961
6.194r

6.192F

6.19t

80 /
sol 70}
40} 7ol
20}
N )
L o L. -74
> >
< 20t <
_76,
_40,
_607 _78,
-80r+ /
-80k ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ |
585 59 595 6 605 61 615
dm] x10™°
(d)

Figur 3.9: P4 (a) og (b) ses energiniveauerne og det kemiske potential for en
GaAs-ring, hvor L = 10™%m, 10 = 5x 10" "m og T' = 107> K. Figur (c)
viser Lambforskydningen som funktion af d, hvor 0m < d < 10~ "m,
hvilket svarer til at antallet af ledningselektroner opfylder, at 0 <
N < 34. Figur (d) viser et udsnit af (c), hvor ringen besaettes med 18
ledningselektroner.

Pa figur 3.9 ses grafer for det kemiske potential og Lambforskydningen som funktion af d
for en GaAs-ring. Ringens dimensioner er pa figur (a) og (c) givet ved 0m < d < 10~ "m,
L =10"%m og 79 = 5 x 10~ "m. Ringens temperatur er sat til T = 103K ~ 0K. Det
ses af figur (c), at kurven for Lambforskydningen springer, nar d bliver storre. Figur
(d) er et udsnit af figur (c) omkring d = 6 x 10~8m.
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Det fremgar tydeligt, at springet i Lambforskydningen pa figur 3.9 (d) skyldes, at der til-
fgjes yderligere to ledningselektroner til ringen. Punktet pa grafen omkring d = 6x 1078
svarer praecis til den veerdi af d, for hvilken antallet af ledningselektroner ifplge (3.10)
giver et lige heltal uden afrunding. Figur (b) indikerer ogsa de to ekstra ledningselek-
troner i ringen, idet energiniveauerne for alle tilstandene er medtaget (de tynde kurver).
Det kemiske potential (den fede kurve) springer netop samme sted pa kurven som Lamb-
forskydningen pé (d), hvorved det kemiske potential bliver sammenfaldende med et af
energiniveauerne. Da T' =~ 0K vil alle energiniveauerne lig eller mindre end det kemiske
potential veere besatte. I det laveste energiniveau er der plads til to ledningselektroner,
og i de resterende er der plads til fire. Ved at teelle er der derfor 18 ledningselektroner
i ringen inden springet, og efter er der 20. Dette kan ogsa anskues ved at telle antallet
af punkter pa figur (c), idet det vides, at den mindste veerdi af d giver det forste punkt,
som beskriver en ring med to ledningselektroner.

Betragt nu en GaAs-ring, hvor d = 10~"m, L = 107%m og ro = 5 x 10~ "m. Energi-
niveauerne for tilstand {1,1,0} og {2,1,0} er her jf. (3.8) fundet til

E{t)~ 6,08 x107%%J
E3t) ~ 6,27 x 1072%]

Disse ses ogsa skitseret pa figur 3.12 (b). En elektronovergang fra {1,1,0} til {2, 1,0}
vil svare til en frekvensforskel, % ~ 1,71 x 10! Hz. Hvis ringens temperatur er gi-
vet ved T = 1073K, sa er storrelsen af Lambforskydningen jf. figur 3.9 (c) givet ved
\Aygfll 45| = 112H z. frekvensforskellen fra elektronovergangen i forhold til stgrrelsen af
Lambforskydningen er da ca. 1,53 x 10%. Dette er omtrent 1000 gange si stort som
forholdet fundet for eksemplet med en ring af aluminium under afsnit 3.2. Energi-
niveauerne kraeves derfor noget bedre bestemt for GaAs-ringen end for Al-ringen, hvis

Lambforskydningen gnskes observeret.

Stgrrelsen af Lambforskydningen for Al-ringen er jf. afsnit 3.2 blevet fundet til |Av§e?| ~
1,8 x 10Hz. Det fremgar heraf, at stgrrelsen af Lambforskydningen for Al-ringen er
ca. 107 gange storre end for GaAs-ringen. Denne faktor kan forklares ved at betragte
rumfanget for Al-ringen, V4;, og rumfanget for GaAs-ringen, Vigeas, hvilke er fundet til

Va = 3,02 x 107 2m3,
Veads = 3,46 x 10721m3.

Det ses her, at rumfanget af GaAs-ringen er ca. 107 gange sa stort som rumfanget
af Al-ringen. Da Lambforskydningen er omvendt proportional med ringens rumfang,
tolkes ringens rumfang til at spille den afggrende rolle for en eventuel maling af Lamb-
forskydningen i en elektrisk ledende mesoskopisk ring.

Med udgangspunkt i en GaAs-ring med samme dimensioner som fra figur 3.9 vil Lamb-
forskydningen nu blive undersggt naermere, idet den afbildes som funktion af d for
forskellige temperaturer; se figur 3.10. For en ring med kun to ledningselektroner som
pa figur 3.10 (a), vil det sidste led i (3.6) for AvT% vere af stor betydning. Der ma
for denne ring geelde, at for T' = 0K vil f110 = 1. De to elektroner vil derfor befinde
sig i tilstand {1,1,0}. T dette tilfeelde ses det, at AvT# > 0. Kun en lille positiv tem-
peratureendring i ringen vil fore til, at fi110 < 1, og dermed vil det positive bidrag
til Lambforskydningen blive mindre. P& figurerne fra (a) til (d) stiger temperaturen
fra 1073K til 1K, og for de mindste veerdier af d ses Lambforskydningen at sendre sig
fra ca. 90H z til —90H z. Fra figur (a) til (c) synes Lambforskydningen for d ~ 10~"m
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Figur 3.10: Graferne viser Lambforskydningen for en GaAs-ring med Om < d <
107"m, L =10"%m og 70 = 5 x 10" "m. Pa (a) er T = 103K, pa
(b) er T = 102K, pa (c) er T =10"'K, og pa (d) er T = 1K.

derimod at veere usendret. Dette kan skyldes, at det sidste led i (3.6) med fi 1 ikke
spiller en sé stor rolle, hvis ringen indeholder mange elektroner. Fra figur (c) til (d)
gelder dette ikke laengere. Her ses Lambforskydningen at stige for store d men ikke for
sma.

Det er jf. afsnit 3.2 kendt, at spring i Lambforskydningen for en Al-ring forsvinder,
nér ringens temperatur stiger. Betragtes figur 3.11 fra (a) til (d), ses kurven for Lamb-
forskydningen at sendre form, men derudover ses det ogsé, at stgrrelsen af springene
bliver mindre, idet temperaturen gar fra 10K til 100K. Figur 3.10 og 3.11 viser blandt
andet, at springene i Lambforskydningen for de store vaerdier af d nzer 10~ "m hurtigt
bliver mindre, hvorimod springene for de sma d-veerdier halter efter. For store d bliver
stgrrelsen af Lambforskydningen desuden mindre under temperaturstigningen. Dette
skyldes sandsynligvis, at der for d ~ 10~"m ca. er 34 ledningselektroner i ringen til
forskel fra 2 ledningselektroner ved d ~ 10~8m. En stigning i temperaturen vil derfor
medfore, at de 34 elektroner fordeler sig ud over ringens andre energiniveauer.

Pa figur 3.12 (a) ses Fermi-Diracfordelingen, f,, for ringen med 34 ledningselektroner
for bade T = 103K og T = 1K. Ved T = 1K ses Fermi-Diracfordelingen at bredde sig
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Figur 3.11: Graferne viser Lambforskydningen for en GaAs-ring med Om < d <
107"m, L=10"%mog ro =5 x 10~ "m. Pa (a) er T = 5K, pa (b) er
T = 10K, pa (c) er T = 50K, og pa (d) er T'= 100K.

ud over mange energiniveauer. Da d er relativ stor i ringen vil der vaere en stor sandsyn-
lighed for, at tilstand {2,1,0} er besat. Dette skyldes, at den relative store veerdi af d
medfgrer, at n-tilstandene vil ligge taet, og derfor har stgrre mulighed for at blive besat
af elektroner. Modsvarende vil smé veerdier af d medfgre en stor afstand mellem n-
tilstandene, hvorved tilstandene for n > 1 kun bes®ttes med meget lille sandsynlighed,
idet T < 100K. Antag nu at tilstand {2,1,0} er besat med samme sandsynlighed
som tilstand {1,1,0}. Ifplge figur 2.2, som skitserer leddene (Il,liln,ni — Il,lfln,nf),
vil der vaere mulighed for, at de enkelte led parvist ophaever hinanden. Ligeledes vil
ogsa tilstand {1,1,0} og {2,1,0} kunne ophaeve hinandens bidrag til Lambforskydnin-
gen. Dermed vil stgrrelsen af Lambforskydningen blive mindre. Dette forklarer, hvorfor
Lambforskydningen pa figur 3.11 synes at ga hurtigere mod nul for store d end for sma
d, nar temperaturen stiger fra 1K til 100K.

For en GaAs-ring med faste dimensioner gnskes Lambforskydningen og ringens kemiske
potential nu bestemt som funktion af temperaturen. Ringens dimensionerne veelges, sa
der praecist er et helt antal ledningselektroner i ringen. Det vil sige, at antallet af
ledningselektroner, N, ikke er rundet ned, men er et lige heltal. For N = 2 er kan
ringens dimensioner veelges til d ~ 6,3262 x 107m, L = 10™%m og ro = 5 x 10~ "m.
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Figur 3.12: Pi (a) ses Fermi-Diracfordelingen, f,, for T = 107K og T = 1K.
Kurven for T = 107K danner tilnzermelsesvis et rektangel med
fgrste- og andenaksen, og kurven for 7' = 1K ses som en skra linje.
Figuren er lavet for en GaAs-ring med dimensionerne: d = 10~ "m,
L = 107%m og 70 = 5 x 107 "m. (b) viser ringens besatte energi-
niveauer for T = 107°K. (a) og (b) giver tilsammen et indblik i
antallet af tilstande, der bidrager til Lambforskydningen for 7' = 1K.

P& figur 3.13 (a) og (b) ses henholdsvis Lambforskydningen og det kemiske potential
som funktion af temperaturen for ringen med N = 2. Det bemsaerkes her, at der er
sammenfald mellem figur (a) for Lambforskydningen og figurerne 3.10 og 3.11, idet det
fprste punkt fra venstre pa disse alle er for den samme ring med N = 2.

Kurven for Lambforskydningen pa figur 3.13 (a) ses som tidligere naevnt at falde
kraftigt, idet temperaturen gar fra 103K til 1K, herefter ses kun en meget svag
stigning 1 kurven indtil 7" = 100K. P& figur (b) synes det kemiske potential deri-
mod at falde jeevnt under hele temperaturstigningen. Det kemiske potential ses ogsa
at veere tilnsermelsesvis sammenfaldende med ringens laveste energiniveau, Fi 1, for
T = 1073 K. Dette passer med, at det kemiske potential gar mod Fermienergien for tem-
peraturen gaende mod 0K, hvorved de besatte tilstande de dem, hvis energiniveauer er
lig eller mindre end det kemiske potential. Det lavest liggende energiniveau er jf. (3.8)
ikke afhaengige af temperaturen og ses derfor som en vandret linje.

P& figur 3.13 (c) og (d) ses grafer for Lambforskydningen og det kemiske potential for
en GaAs-ring, som fra figur (a) og (b), hvorimod d ~ 1,2574 x 10~®m, hvilket svarer
til N = 4. P4 (e) og (f) ses tilsvarende grafer dog med d ~ 1,8747 x 10~8m, hvorved
N = 6. Storrelsen af Lambforskydningen ses at blive mindre, desto stgrre 7' og N er. For
N = 6 bemarkes det, at kurven for Lambforskydningen flader ud, idet temperaturen
gar fra ca. 50K til 100K. Det er dog usikkert, om stgrrelsen af Lambforskydningen vil
stige igen for hgjere temperaturer, da de enkelte tilstande parvist vil kunne ophaeve
hinanden jf. afsnit 2.3. De tre grafer, som viser kurverne for det kemiske potential,
ser ens ud pa naer en parallelforskydning langs anden aksen. Stgrrelsen af det kemiske
potential for T = 10 3K fglger beliggenheden af ringens energiniveauer. Da der er
forholdsvist f& elektroner i de tre ringe, vil det kemiske potential ligge naer det laveste
energiniveau. Ifglge udtrykket for ET% i (3.8) vil energiniveauerne ligge lavere, nar rg
og L fastholdes, og d gores stogrre. Dermed vil det kemiske potential ogsa ligge lavere,
nar d og dermed N bliver stgrre.

Side 46



Kapitel 3. Numeriske resultater

Av [Hz]

Av [Hz]

Av [Hz]

x 10
2
80
60 r
40 or
20 b
0 2,
£ 2
-20 WE gl
-40
_4,
-60
-80 ] 5
—100L—//,// -6
20 40 60 80 100 20 40 60 80 100
TIK]
(a) (b)
x10
1
20 o
0 -1r
-20 T
=
E _3
w -4t
_5,
6l
4l
20 40 60 80 100
(d)
x107
O,
_1,
_2,
E _3,
E
w” —4p
_5,
_6,
_7,
20 40 60 80 100
()

Figur 3.13:

Graferne til venstre viser Lambforskydningen som funktion af tem-
peraturen, og graferne til hgjre viser det tilhgrende kemiske poten-
tial for en GaAs-ring med L = 107%m og 70 = 5 x 10”"m. Pa (a)
og (b) er d =~ 6,3262 x 10 %m, hvorved N = 2. Pa (c) og (d) er
d~1,2574x1078m, dvs. N = 4. Pa (e) og (f) er d ~ 1,8747x 10"%m,
dvs. N = 6.
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KAPITEL 4

PERSPEKTIVERING

Formalet med denne afsluttende del er at give en relevant perspektivering med henblik
pa at kunne forbedre teorien om Lambforskydningen i en mesoskopisk elektrisk ledende
ring. Fgrst vil en teori, hvori elektronens spin indgar, blive betragtet. Herefter vil ringens
potentielle energi blive diskuteret. Til sidst gives der et indblik i, hvordan en udvidet
relativistisk teori for Lambforskydningen kan konstrueres.

4.1 LAMBFORSKYDNINGEN FOR EN RING I ET EKSTERNT
MAGNETFELT

[ afsnit 3.1 bliver det neevnt, at elektronen er en spin-1/2-partikel, og grundet dette
vil enhver tilstand i en ring kunne besaxttes af to elektroner. Hvis modellen for Lamb-
forskydningen kunne udvides til at tage hgjde for, at ringen er placeret i et eksternt
homogent magnetfelt, é, da vil elektronens spin kunne vaere med til, at en tilstands
energiniveauer vil dele sig i to. Dette skyldes jf. [Kittel, 2005, s. 303], at en elektron
med det magnetiske dipolmoment, [i, i et eksterne magnetfelt, B , far energien,

—

Epag = —[i- B.
For en elektron er |fi| ~ 2‘;'2‘0. Det ses heraf, at en elektron med et dipolmoment, som er
parallel med magnetfeltet, vil have en mindre energi end en elektron, hvis dipolmoment
er antiparallel med feltet.

Betragt nu Lambforskydningen i en ring for en elektronovergang mellem to m-tilstande,
og hvor rg > d. Ifglge udtryk (3.11) er Lambforskydningen givet ved

9CH

mi,my = M (f'rL’,l’,mf - fn’,l’,mi) .

Dette udtryk antyder, at en elektronovergang fra m; = —1 til my = 1 vil resulterer i, at
Lambforskydningen giver nul, idet f,,» _1 = f,v 7 1. Hvis ringen derimod er placeret i
et eksternt magnetfelt, sa vil energiniveauerne for tilstand {n', ', 1} og {n/,I’;, =1} begge
veere delt i to. Ved en elektronovergang er det saledes muligt, at elektronen gér fra en
tilstand med lav energi {n/,l’, —1}" til en med hgj energi {n’,!’, 1} eller omvendt.
Da Fermi-Diracfordelingen athaenger af energien, vil fiﬁ?’l,ﬁl # f:,gj ;,,1 for T > 0, og
derfor vil Lambforskydningen veere forskellig fra nul. Grundet dette vil en observation
af Lambforskydningen for en ring med kendte dimensioner indirekte kunne forteelle

noget om ringens m-tilstande igennem storrelsen af fo/ v m, — for 1/ m,-

4.2 DEN POTENTIELLE ENERGI

En forbedret teori for Lambforskydningen i en mesoskopisk elektrisk ledende ring vil
kunne opnas, hvis ringens potentielle energi, Vj, kunne bestemmes bedre. Ifglge afsnit
2.1 er den potentielle energi blevet sat lig nul inde i ringen og lig uendelig uden for
ringen. Denne energi er sa jf. afsnit 2.2 blevet modelleret, idet ringens elektroner ogsa
bidrager til energien. Den nye potentielle energi, V', er herefter blevet anvendt i teorien
for Lambforskydningen. Det bemaerkes her, at en ny potentiel energi, V', vil medfgre,
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at elektronbglgefunktionerne for ringen ma regnes for V', og det burde siledes veere
disse nye bglgefunktioner, som indgar i udledningen af Lambforskydningen. Men bgl-
gefunktionerne beregnet ved V' vil igen give en elektron teethed i ringen, som derfor
modellerer V. Den potentielle energi og elektronbglgefunktionerne indgar saledes i en
iterativ proces, som forhabentlig resulterer i, at Lambforskydningen konvergerer. Et
stgrre antal iterationer vil herved give en mere ngjagtig veerdi af Lambforskydningen.

En anden mulighed for at lave en forbedret teori for Lambforskydningen vil vaere hvis
det fra starten antages, at elektronerne i ringen er et mange-legeme problem. Antages
der at vaere N elektroner i ringen, s& vil elektronernes indbyrdes vekselvirkning jf.
[Dahl, 2001, s. 357] kunne godtgeres ved at betragte Hamiltonoperatoren givet ved

N h? 2?2 U 1
H= V24V (7 :
— |: 2mo i T Vo (Tz):| + Areg ; |T_"Z — ’FJ|

1 1
dmeq |7 —75]
gefunktionen, som denne Hamiltonoperator virker pa, kan si beskrives ved en samlet
bglgefunktion for de N elektroner. En teori som tager hgjde for dette, vil fra begyn-

delsen kunne give en god beskrivelse af elektronbglgefunktionerne.

Her er Coulomb vekselvirkningen mellem den i’te og den j’te elektron. Bgl-

Endelig er det ogsa en mulighed for at lave en forbedring af teorien for Lambforskyd-
ningen, hvis den potentielle energi, V{, udvides til at vaere atheengig af ringens atomare
opbygning. Det kan her antages, at ringens gitterstruktur er kendt, og at atomkerner-
ne er fastholdte i ringens gitter. Den potentielle energi vil s& kunne modelleres ved
Coulomb vekselvirkningen mellem atomkernerne i gitteret og elektronen. Det vil sige

2 Na

V() =~y

drmeg — |7 — Ry|

hvor N, er antallet af atomkerner, og Zi. og R}, henholdsvis angiver antallet af positive
ladninger og positionen af den k’te atomkerne. Den potentielle energi vil desuden kunne
antages at veere periodisk igennem gitteret, hvorved det jf. [Kittel, 2005, s. 167] er
muligt at beskrive elektronbglgefunktionerne ved Blochfunktioner.

4.3 RELATIVISTISK LAMBFORSKYDNING

En relativistisk beregning af Lambforskydningen for en elektrisk ledende mesoskopisk
ring kan findes, idet Diracligningen anvendes til at beskrive elektronerne i ringen;
se ogsa [Kroll og Willis E. Lamb, 1949, s. 388-398|. Betragt nu et system, som er en
mesoskopisk ring med N elektroner, som vekselvirker med et elektromagnetisk felt.

Diracligningen for en elektron som vekselvirker med et elektromagnetisk felt er jf.
|Gingrich, 2006, s. 78| givet ved
0 S (&, €2 2
zh&dj = {ca . <p + fA) —eAg + fmce ] ) (4.1)
c

hvor A er vektorpotentialet og Ag er skalarpotentialet. Der geaelder desuden, at & =
a1t + azj + agk, hvor a; og B er 4 x 4 matricer. Ifglge [Cohen-Tannoudji et al., 1989,
s. 409-410] kan disse matricer skrives

_ 0 oy (1 0
w=(g 7) wo=(o %)
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hvor o; er de seedvanlige 2 X 2 Paulimatricer og 1 er identitetsmatricen givet ved

(1) = (07) e (0 0) = (2)

Diracligningen for en elektron kan udvides til at kunne beskrive N elektroner. Til
den eksisterende Hamiltonoperator i Diracligningen kan der tilfgjes en Hamiltonope-
ratoren for det frie elektromagnetiske felt, H R, som netop beskriver de fotoner, som
elektronerne er omgivet af. Dirac-Hamiltonoperatoren, H D, for hele systemet bestaende
af N elektroner samt de tilhgrende fotoner er jf. [Cohen-Tannoudji et al., 1989, s. 197|
og [Kroll og Willis E. Lamb, 1949, s. 388] givet ved

ﬁD:ﬁp+ﬁR+ﬁ[,

hvor

A N ~

fp =" [edii - B+ Bime? + Vo ()|
=1

- . . 1

fin =Y hela) (a2 @ - (@) + 5
q,€
N 1N 2

Hy = Ze&z A('Fz) + 522 ’7? ‘
=1 1=1 j5=1 v

Her er Hp séledes Hamiltonoperatoren for Dirac-partiklerne, dvs. elektronerne i ringen,
og H; er den Hamiltonoperator som beskriver vekselvirkningen mellem elektroner og
fotoner. Det bemzerkes ved sammenligning af Hp og (4.1), at eA giver anledning til en
potentiel energi, som bestar af to bidrag, hvoraf det ene er den statiske potentielle ener-
gi, Vo, og hvoraf det andet er den potentielle Coloumbenergi, % ZZ]\; 1 Zjvzl %, som der
opstar mellem elektronerne. Da vakuumfluktuationer jf. [Kroll og Willis E. Lamb, 1949]
ikke anses for at have stor betydning for Lambforskydningen, kan der i Hp, ses bort fra

det sidste led.

En relativistisk beregning af Lambforskydningen kan findes ved at kvantisere Diracbgl-
gefunktionerne. Dette giver jf. [Cohen-Tannoudji et al., 1989, s. 414] en beskrivelse af
mange Dirac-partikler (Dirac-feltet). I |[Kroll og Willis E. Lamb, 1949| er Lambforskyd-
ningen fundet for hydrogenatomet, og det er blevet vist, at forskellen i energiniveauerne
for tilstand 23% og Qp% er 1052M H z. Den eksperimentelle veerdi er jf. [Gingrich, 2006,
s. 297] blevet malt til (1057.77+0.10)M H z, og derfor er den relativistiske beregning en
forbedring i forhold til den urelativistiske beregning i [Bethe, 1947|, hvor Lambforskyd-
ningen er fundet til 1040M H z. Ligeledes kan metode fra [Kroll og Willis E. Lamb, 1949]
teenkes anvendt pa en elektrisk ledende mesoskopisk ring, hvorved teorien for Lamb-
forskydningen forbedres.
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KAPITEL 5

KONKLUSION

Det overordnede formal med dette projekt har veeret at give en begyndende forstaelse
for Lambforskydningen i en elektrisk ledende mesoskopisk ring. Med udgangspunkt i
[Bethe, 1947] er der i kapitel 1 blevet fundet frem til, at selvenergien for en elektron jf.
(1.19) er givet ved

2 moc?

SE, = —— N 152 (B, — By In —0¢ 5.1
p 650hc3772m32a:|pb i 2 n|Eb—Ea‘7 >

hvor fhe = (bpla). Herunder er blevet vist, hvorledes selvenergien for en fri elektron
skal traekkes fra selvenergien for en bundet elektron, og der er blevet indfgrt en af-
skaeringsfrekvens, c¢Q ¢, hvorved selvenergien bliver endelig og dermed ikke divergerer.
Ved brug af (5.1) er Lambforskydningen for 2s; jo-tilstanden i hydrogenatomet fundet
til ca. 1040M Hz. Dette resultat er ogsa fundet i [Bethe, 1947], og ved at anvende den
samme metode er det lykkedes at opstille et udtryk for Lambforskydningen i en elek-
trisk ledende mesoskopisk ring. Denne Lambforskydning geelder for en elektron, som
overgar fra en begyndelsestilstand til en sluttilstand i ringen.

Det er blevet vist, at Lambforskydningen for en ring med en temperatur, T, pad 0K er
en effekt, som skyldes de elektroner i ringen med energier neer Fermienergien. Nar T =
0K vil elektroner med meget lavere energi ikke bidrage til Lambforskydningen. Dette
gelder dog ikke altid for de elektroner, som matte befinde sig i elektronovergangens
begyndelses- eller sluttilstand. For 7' > 0K vil elektronerne med de laveste energier i
ringen fa stgrre indflydelse pa stgrrelsen Lambforskydningen.

Der er blevet fundet frem til et generelt og et tilnaermet udtryk for Lambforskydningen
i en elektrisk ledende mesoskopisk ring, som henholdsvis er givet ved

At = OIS i [ Bt (6) P R (1) 2
=7 n,l,m | 11,1; n,l,m\T ng,l;m; \T)| T AT
0

n,l,m

ro+d ) )
~tiay [ Bt 0PIy, 1) rdr)

T0

ro+d
_3/ (fm,li,mi‘R7L¢,li7m¢(r)|4 - fanf,mf‘Rnf,lf7mf(r)‘4) rdr|,

7o
0g

| C
Tl __ 0
AV = T+ 2ro)

X Z fn,l,m (Il,liln,ni - Il,lfIn,nf) -9 (fn,-,l,,;,mi - fnf,lf,mf) )
n,l,m
hvor Cy = g;é;(gimﬁi%. Her er I; j = 2 + 6;5 0g fnim er Fermi-Diracfordelingen. Disse
udtryk er i kapitel 3 blevet anvendt til at beregne Lambforskydningen for en elek-
tronovergang i ringen fra tilstand {n;,l;,m;} = {1, 1,0} til {nys,lf,ms} = {2,1,0}. Det
tilneermede udtryk er fundet til at geelde for ringe med rg > 0, d.

For en lille Al-ring ved en temperatur 7 = 103K ~ 0K og med dimensionerne
d = 10_10m7 L =10"9m og 1079m < 19 < 1078m er storrelsesordenen af Lamb-
forskydningen jf. afsnit 3.2 fundet til 10 Hz. Her er antallet af ledningselektroner for
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den stgrste veerdi af rg fundet til 114. Ved sammenligning med Lambforskydningen for
251 jp-tilstanden i hydrogenatomet vurderes stgrrelsesordenen af Lambforskydningen for
ringen til at veere sandsynlig. Lambforskydningen for en Al-ring i nano-omradet med
d=10""m, L =10""m og 10 ®m < ry < 10~ "m er tilsvarende fundet til at veere af
stgrrelsesordenen 108 Hz. Ved sammenligning med den lille Al-ring er ogsa dette resul-
tat vurderet til at veere sandsynlig pga. forholdet mellem ringenes rumfang og dermed
ogsé antallet af elektroner i ringene.

For den lille Al-ring ved en temperatur imellem ca. 0K og 300K er stgrrelsesordenen
af Lambforskydningen omkring 108 Hz. En eventuel observation af Lambforskydningen
kan derfor ogsa finde sted ved stuetemperatur.

For T ~ 0K er det blevet vist, at Lambforskydningen som funktion af inderradius, rg,
eller bredden, d, springer i stgrrelse. Springene opstar, idet ringens rumfang ggres stgrre.
Det vil sige, at der tilfgjes flere atomer til ringen og dermed ogsa flere ledningselektroner.
I udvalgte ringe er stgrrelsen af disse spring ogsa vist at blive mindre og i nogle tilfaelde
at forsvinde, nar temperaturen stiger. Dette gaelder bade for Al- og GaAs-ringe.

P& grund af den lave taethed af ledningselektroner (eller positive huller) i en GaAs-ring
kraeves det, at ringens rumfang er stort i forhold til Al-ringe, da Lambforskydningen
er atheengig af antallet af ledningspartikler. For en GaAs-ring, hvor d = 10~ "m, L =
1078m, 719 = 5 x 107"m og T = 1073K, er storrelsen af Lambforskydningen fundet
til 112H z. I den sammenhaeng vurderes rumfanget af ringen til at vare afggrende for
stgrrelsen og en eventuel observation af Lambforskydningen, da det tilnaermede udtryk
for Lambforskydningen er omvendt proportionalt med rumfanget.

For en GaAs-ring med Om < d < 107"m, L = 107%m og ro = 5 x 10~ "m har det
vist sig, at stgrrelsen af Lambforskydningen gar mod ca. OHz, nar temperaturen af
ringen gar fra ca. 0K til 100K . Tendensen har veeret den, at Lambforskydningen for de
udvalgte GaAs-ringe med en stor bredde, d, og dermed mange ledningspartikler hurtigst
gar mod 0Hz. Forklaringen herpa er givet ved, at teorien for Lambforskydningen jf.
AvT tillader, at de enkelte elektrontilstandes bidrag til Lambforskydningen parvist
kan ophaeve hinanden.

Der er i kapitel 4 blevet naevnt nogle forslag til en forbedret teori for Lambforskydningen
i en ring. Det er her gjort klart, at den potentielle energi for en elektron i ringen kan
optimeres. Udvides teorien for Lambforskydningen til at veere atheengig af elektronens
spin, vil der ogsa vaere en mulighed for at studere ringe, som befinder sig i et eksternt
magnetfelt. En forbedret relativistisk teorien kan ogsa laves, hvis Lambforskydningen
findes ved brug af Dirac-ligningen, ligesom det jf. [Kroll og Willis E. Lamb, 1949] er
blevet gjort for Lambforskydningen i hydrogenatomet. Disse forbedringer bgr overvejes
ved videre studier af Lambforskydningen i en elektrisk ledende mesoskopisk ring.
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APPENDIKS A

PERTURBATIONSTEORI

A.1 STATIONZER PERTURBATIONSTEORI

Stationeer perturbationsteori anvendes i kvantemekanikken til at beskrive fysiske syste-
mer, hvis Hamiltonoperator ikke afhaenger eksplicit af tiden. Perturbationsteori knytter
sig i denne sammenhaeng til egenvaerdiproblemet beskrevet ved den tidsuafhsengige
Schrédingerligning. For et fysisk system, hvor der anvendes stationzer perturbations-
teori, ses der i fgrste omgang kun pa de effekter, som har sterst indflydelse pa systemet.
Herefter kan virkningen af mindre effekter gradvist tilfgjes, hvorved det bliver muligt at
beskrive hele systemet. Teksten er skrevet pa baggrund af [Cohen-Tannoudji et al., 1977,
s. 1095-1104].

Perturbationsteori anvendes, nar Hamiltonoperatoren kan skrives pa formen
H = Hy+ W,
hvor egenvektorerne og egenveerdierne for Hy er kendte, og egenveerdierne for Wy er

meget mindre end dem for Efo. Her er fIO den ikke-perturberede Hamiltonoperator, og
Wy er perturbationen.

Lad Wy = AW hvor der for parameteren A galder, at 0 < A\ < 1. Herved fas der, at
H()\) = Ho+ \W.

Det ses, at for A = 0, er Hamiltonoperatoren H (0) = Hy. Det er saledes muligt at
variere styrken af perturbationen, idet A varieres.

Det antages, at egenveerdierne for den ikke-perturberede Hamiltonoperator giver an-
ledning til et diskret spektrum. Da egenvardierne for den ikke-perturberede Hamilton-
operator antages at veere kendte, haves der, at

ﬁ0|¢p> = Ep|¢p>- (A1)

Her er E, den p’te egenveerdi, og |¢,) er den tilhgrende egenvektor. Egenvektorerne
danner desuden en orthonormal basis, saledes at

<¢p|¢p/> = 5pp’ (A'Q)
> dp)(dpl = 1. (A.3)

Da energiniveauerne, E,, kan veere degenereret, betragtes der i den fglgende tekst kun
ikke-degenereret energiniveauer. Idet Hamiltonoperatoren aftheenger af parameteren A,
vil energiniveauerne og egentilstandene ogsa afhenge af A. Egenvaerdiproblemet er givet
ved

HN)) = EN)[W). (A4)
Det antages nu, at energiniveauerne, F(\), og egentilstandene, [1(\)), kan skrives som
en raekke, siledes at

E()\):£o+)\51+...+>\q5q+...:i)\qeq (A.5)
q=0
[B(N) =10} + A1) + ...+ M) +...= > Ag). (A.6)
q=0
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Indsaettes (A.5) 1 (A.4), fas der, at

o0 [e.9] oo

HO) D Mgy | = [ D Meg| [D M)

q=0 q=0 q=0

Denne ligning skal geelde for smé og vilkarlige veerdier af lambda. Der opstar saledes
en ligning for hver orden af A. Det ses herved, at for A af

e nulte orden:

Ho|0) = &0|0) (A7)

e fgrste orden:
(Ho — £0)[1) + (W —£1)|0) = 0 (A.8)

e anden orden:
(Ho — €0)[2) + (W —&1)|1) — £2[0) = 0 (A.9)

e (’te orden:
(Ho — €0)lg) + (W —e1)lg — 1) —ealg — 2) ... — 4]0) = 0

En egenvektor for et egenvaerdiproblem er kun givet pa naer en konstant faktor. Det er
derfor muligt at veelge konstanten séledes, at [¢)()\)) er normeret til 1. Det er herudover
muligt at veelge fasen af |¢(\)), saledes at (0]1)(X\)) er reel. Betragtes (A.6) haves der
for X regnet til nulte orden, at

(0]0) = 1. (A.10)
For A regnet til forste orden ses det, at
{@NILN) = (0] + A(L]) (|0) + A1) + O(A?) = (0]0) + A ((1]0) + (0[1)) + O(N?)
Der m saledes gaelde, at
(110) = (0[1) = 0. (A.11)

Det indre produkt mellem andre tilstande kan tilsvarende bestemmes, idet stgrre ordner
af A medtages.

A.2 BESTEMMELSE AF ENERGIEN TIL ANDEN ORDEN I )\

Det forholder sig sddan, at nar energiniveauerne skal findes, s& regnes der ofte kun til
anden orden i A. Dvs. for at kunne finde egenveerdien for et ikke-degenereret energi-
niveau, sa skal g, €1 og €2 bestemmes. Betragt nu et bestemt ikke-degenereret energi-
niveau, F,, som er egenvaerdi for den ikke-perturberede Hamiltonoperator ]3[0, 0g som
har den tilhgrende egenvektoren, |¢,,). Der geelder, at

ﬁ0|¢n> = En’¢n> (A.12)
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For A af nulte orden ses det vha. (A.5), at

= (A.13)
Hvis (A.12) herefter sammenlignes med (A.7), fremgar det desuden, at

10) = [n)-

Det vil derfor veere sadan, at egenveerdien, E,(\) for H(\) gar mod egenveerdien, B,
for Hy, idet A — 0.

For at bestemme ¢; ganges (A.8) igennem med (¢, | fra venstre, hvorved der fas, at
(6nl(Ho = 20)[1) + {gn| (W — £1)[0) = 0. (A-14)

Da |¢,) = |0) og operatoren Hy er hermitisk, giver det forste led nul jf. (A.7). Dette
ses let, da

(¢n|(Ho — €0)[1) = (0[(Ho — o)1) = (0[(e0 — 0)[1) = 0
Ifglge (A.10) reduceres (A.14) til

&1 = <¢n|w|¢n> (A15)

For at bestemme €9 anvendes samme fremgangsmade som ved bestemmelse af €;. Gang
saledes (A.9) igennem med (¢, | fra venstre. Tilsvarende fas der, at

(6l (Ho — £0)[2) + (6| (W — €1)[1) — (¢nle2]0) =0
(01(Ho — €0)[2) + (¢n|W 1) — (0le1|1) — (0]e2]0) = 0
(0[(20 — £0)[2) + (¢n|W|1) — £1(0[1) — £2(0]0) = 0.
Anvendes (A.10) og (A.11), ses det, at
£2 = (pn|W|1). (A.16)

Der er nu kun tilbage at bestemme |1). Dette ggres ved igen at betragte (A.8). Gang
nu denne ligning igennem med (¢,| fra venstre, hvor p # n. |¢,) er siledes alle de
resterende egenvektorer, som sammen med |¢,) udger en basis for lpsningsrummet til
egenveerdiproblemet i (A.1). Der haves, at

(@pl(Ho — 20)[1) + {dp| (W — £1)|¢hn) = 0.
Ifglge (A.1) og (A.13) ses det, at

(Ppl(Ep — En)[1) + <¢p|(W —&1)|pn) =0
(Ep = En)(¢pl1) + (¢p|Wgn) =0

(Bl Wlgn)
A

idet (¢p|dn) = 0 for p # n jf. (A.2). Ganges den fremkomne ligning igennem med |¢,),
hvorefter der summes over alle p # n, fas der, at

3 loniaplt) = 30 2WIedy,
p#£n pEn P
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Da (¢p|1) = 0 for p = n, haves der jf. (A.3), at

Wgn
=3 Wil
p#n " P

Ifolge (A.16) haves der saledes, at

2

(65l W16)
En—E,

(A.17)

S

p#n

Det er nu muligt at bestemme energien til anden orden i A. Dette gores ved at indsaette
(A.13), (A.15) og (A.17) i (A.5), hvorved der for det bestemte energiniveau, E,(\), fas
at

. 2
(65l Wolsn)|

En(/\) :En+<¢n|W0‘¢n>+Z E —FE
n p

p#n

+0(\®). (A.18)
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