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Summary

Differential equations are a widely used mathematical tool in many different areas
ranging from economics to biology. They make it possible to express complicated
relationships of dependence between a number of variables in a very compact and
precise manner.

In this thesis a specific class of differential equations is examined, namely second-
order parabolic partial differential equations, which is a generalization of the heat
equation. These are for instance used to model the concentration of different chemical
substances in a solution over time, where the concentration of a substance is influ-
enced by the natural diffusion of molecules and the chemical reactions taking place.
Such a model is called a diffusion-reaction system — often equipped with appropriate
initial and boundary conditions.

The first chapter of the thesis introduces fundamental concepts and contains proofs
of important results used in the following analysis. Essential topics are vector distri-
butions and spaces of Banach-valued functions, in particular Lebesgue and Sobolev
spaces.

Chapter two is devoted to linear, second-order parabolic partial differential equa-
tions. The meaning of a weak solution is introduced and it is shown, that there
exists a unique weak solution to an initial /boundary-value problem meeting certain
requirements. This is done using Galerkin’s method, which reduces the problem to
a family of finite-dimensional subspaces. There is also a proof of the existence of a
weak solution fulfilling energy estimates, which gives an upper bound on the norm
of the solution and its derivative with respect to time.

Chapter three contains important results regarding the behaviour of sub- and super-
solutions to parabolic differential equations fulfilling certain conditions. For example
there is given sufficient conditions for the sub- or supersolution to attain its maximum
respectively minimum on the parabolic boundary.

Chapter four concerns a non-linear diffusion-reaction system of several equations with
initial and boundary conditions. The term describing the diffusion contains only the
Laplacian and the reaction term is assumed to be globally Lipschitz. It is proved that
also in this case there exists a unique weak solution defined on the interval [0, 77,
where 7" > 0. The strategy in the proof is to reduce the system to one that is linear,
so the theory in Chapter two can be applied. Afterwards an operator is constructed,
for which Banach’s fixed point theorem can be used. The fixed point then becomes
a solution to the original system.
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The chapter also contains a section analysing a diffusion-reaction system where the
reaction term is simply u2. The point is that if 7' and the function describing the
initial condition are large in a specific sense, then a smooth solution does not exist
on the whole interval.

In Chapter five the article ,On the Global Existence of Solutions of a Reaction-
Diffusion Equation with Exponential Nonlinearity by A. Barabanova is treated. It
concerns a system of two diffusion-reaction equations where the initial conditions
are non-negative and the non-linear term is allowed to grow exponentially. One of
the main conclusions in the article is that under certain circumstances there exists
a global solution, which is continuous with respect to the space variable.



Forord

Dette speciale er udarbejdet inden for anvendt matematisk analyse ved Institut for
Matematiske Fag pa Aalborg Universitet i perioden 1. februar til 10. juni 2010.

Kildehenvisninger star i firkantede parenteser i starten af et kapitel eller et afsnit
samt i direkte tilknytning til de s@tninger og lemmaer, hvor det er fundet relevant.
Litteraturlisten forefindes bagerst i specialet.

Derudover benyttes to forskellige slags henvisninger. Nar der henvises til et matema-
tisk udtryk, star nummeret pa dette i en parentes, hvorimod dette ikke er tilfaeldet
ved henvisning til kapitler, seetninger, figurer mv. Beviser og eksempler afsluttes med
[, mens definitioner, setninger og lign. er indrammede.

Det forudsaettes, at laeseren er bekendt med grundlaeggende distributionsteori samt
generelle resultater vedrgrende Banach- og Hilbertrum.

Jeg vil gerne benytte lejligheden til at takke min vejleder, Jon Johnsen, for altid at
vaere engageret og talmodig — samt ikke mindst gavmild med sin tid.

Notation og begreber
Folgende notation og begreber bliver benyttet i specialet:

e Symbolet := bruges ved definition af nye stgrrelser, safremt det ikke fremgar
af konteksten, at der er tale om en definition.

e En indlejring angives med —.

e Den imaginare enhed betegnes i.

e Indikatorfunktionen for en given mangde M noteres 1,;.

e Definitionsmaengden for en operator A forkortes D(A) og billedet R(A).

e Randen af en maengde U noteres OU og det indre U°.

e Vektorfunktioner noteres med fed, og den k’te komponent af u skrives uy.

o Differentiation af u i den i’te retning betegnes 0,,u eller 0;u.

Et multiindex « er en k-tupel a = (a1, g, . .., o) € NE, der har leengde |a| :=
a1 +ag+. ..+ ag. I forbindelse hermed benyttes notationen 9% := 97" - - - 5.
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e For en funktion u : R™ — R, hvis 2. ordens partielle afledte eksisterer, noteres
Hesse-matricen

2 2 2
6&1“ 8221u .. (“)glu
I Ofsu  Os9u ... Onju
U=
2 2 2
oi,u Ou ... On,u

e Laplace-operatoren noteres A og er givet ved Au =", 02 u.
e Maengden af begraensede operatorer mellem normerede rum V og W skrives

B(V, W).

e Notationen n.a. og n.o. benyttes som forkortelse for hhv. ,nasten alle* og ,nee-
sten overalt®, hvilket betyder, at de elementer i en given mangde, som udsagnet
ikke gaelder for, udggr en nulmeaengde.



Indhold

Indledning

1

Vektorfunktioner og -distributioner

1.1 Funktionsrum . . . . . . . . .. . e e e
1.2 Bochners identitet . . .. ... .. .. .. ... . e
1.3 Differentiabilitet . . . . . . .. . ... oL
1.4 Foldning . . . . . . . . . L
1.5 Distributionsafledte i Lebesguerum . . . . . . . .. .. ... ... ...

Line=zre, parabolske begyndelses- og randveerdiproblemer

2.1 Svagelgsninger . . . . . . ...
2.1.1 Galerkin approksimationer . . . .. .. ... ... .. ... ..
2.1.2 Energiulighederne . . . . . .. ... .. ... ... ..o 0.
2.1.3 Eksistens og entydighed . . . . . ... ... .. 0L

2.2 Den svage lgsning og energiulighederne . . . . . . ... ... ... ..

Maksimumsprincipper for parabolske operatorer

3.1 Det svage maksimumsprincip . . . . . . ... o000
3.2 Harnacks ulighed . . . . . .. ... L
3.3 Det steerke maksimumsprincip . . . . . . ..o o000

Diffusions- og reaktionsligninger

4.1 Eksistens og entydighed af svag lgsning . . . . . .. ... ... .. ..
4.2 Ikke-linezert eksempel . . . . . . ...,
4.3 Stationzert eksempel . . . ..o

Globale lgsninger under eksponentiel vaekst

51 Systemet. . . . . . .
5.2 Egenskaber ved lgsninger . . . .. ... ... L o oo
5.3 Ens diffusionskonstanter . . . . .. ... ..o
5.4 Forskellige diffusionskonstanter . . . . . . . ... ... ... ... ...
5.5 Eksistens af globale lgsninger . . . . . . ... ... o000

A Funktionalanalyse

Gronwalls uligheder

C Erratum

21
22
29
34
37
42

45
45
48
39

63
65
68
71

75
75
76
7
78
81

83

87

89






Indledning

Matematiske modeller kan veere yderst effektive, nar det gaelder om at analysere
fysiske feenomener, eftersom de muligggr analyse heraf ved brug af matematiske
vaerktgjer.

Et eksempel pa et fysisk fzenomen er en vaeske med kemiske stoffer. Disse behgves
ikke have samme koncentration, og det er ogsd muligt, at koncentrationen af et
stof aftheenger af, hvor i vaesken den males. Derudover kan stofferne omdannes til
hinanden, hvilket kaldes en reaktion, og de kan bevaege sig tilfaeldigt rundt i vaesken,
hvilket kaldes en diffusion. Med tilfeeldigt menes, at bevaegelsen pa et givent tidspunkt
ikke afhaenger af tidligere bevaegelser. Typisk vil stofferne bevaege sig fra omrader med
hgj koncentration til omrader med lavere.

I det folgende betragtes et eksempel, hvor vaesken indeholder stofferne A, B, P og @,
hvis samspil kan beskrives ved reaktionsligningen

aA+ (B =2 0P + w(@,

hvor «a, 3,0 og w er de stgkiometriske koefficienter. De to modsatrettede processer
vil have hver deres reaktionshastighed, der angiver @ndringen i koncentrationen pr.
tidsenhed. Hastigheden af reaktionen mod hgjre er

Kn[A]*[B)”,

hvor K, kaldes en hastighedskonstant, og de firkantede parenteser angiver koncentra-
tionen af det pagaldende stof. Tilsvarende er K, [P]?[Q]“ hastigheden af reaktionen
mod venstre. Pa et tidspunkt vil de to reaktioner muligvis forega med samme ha-
stighed, dvs.

K [A]°[B)” = K,[P]7[Q)*,

hvormed systemet har naet en dynamisk ligevaegt. I sa fald indfgres ligevaegtskon-
stanten

K [PIIQF

K, [A]*[B]”
Andringen af A’s koncentration over tid afthaenger af diffusionen af stoffet, hvilken
kan beskrives ved hjalp af Laplace-operatoren. Derudover athaenger den af reaktions-
hastigheden bade mod hgjre og venstre, og eftersom der bruges « molekyler af A for
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4 Indhold

hver gang reaktionen lgber mod hgjre, og der dannes « molekyler ved den modsatte
reaktion, fas

0 A] = KAA[A] = oK [A][B) + oK, [PI7[Q]°,
hvor K 4 kaldes diffusionskonstanten. Derimod geelder for [P], at

0:[P] = KpA[P] — oK, [P][Q) + 0 Ky[A]*[B)’,
hvor Kp ligeledes er en konstant. Analoge ligninger fas for [B] og [Q].

Tilsammen danner de fire ligninger et system af diffusions- og reaktionsligninger,
hvor en mulig randbetingelse vil vaere, at koncentrationerne er lig med nul pa randen,
mens begyndelsesbetingelsen kan vare de koncentrationer af stofferne, som heeldes i
vaesken til at begynde med.

Systemet ovenfor bestar af 2. ordens parabolske partielle differentialligninger, der er
ikke-linezere. Den sidste egenskab ggr systemet vaesentligt vanskeligere at analysere i
forhold til det linewre tilfaelde. Et eksempel er fplgende system med varmelednings-
ligningen, hvor U = B(0,1) C R, T > 0 og u samt g er reelle funktioner:

Ou — Au=u? 1 Ux]0,T]
u=0 pa 9UXx]0,T|
u=g pad Ux {t =0}

I specialet vises, at selv et sa simpelt ikke-linesert led som u? giver den matematiske
vanskelighed, at en lgsning ikke kan vedblive at vaere C'°°, safremt T > 0 og g > 0 er
tilpas store i en bestemt forstand. I bedste fald vil en lgsning tilhgre C°°(U x]0, ¢[)
for ¢ teet pa nul.

I kapitel 1 prasenteres mange af de redskaber, som skal bruges til at analysere
diffusions- og reaktionsligninger. Herefter vil linezre, parabolske partielle differen-
tialligninger af 2. orden blive behandlet i kapitel 2.

Formalet med kapitel 3 er at bevise vigtige resultater vedrgrende opferslen af under-
og overlgsninger til parabolske differentialligninger. Disse benyttes i kapitel 4, hvor
nogle konkrete ikke-linexre diffusions- og reaktionsligninger betragtes — deriblandt
systemet ovenfor med det ikke-linezere led 2.

I kapitel 5 behandles artiklen ,On the Global Existence of Solutions of a Reaction-
Diffusion Equation with Exponential Nonlinearity” af A. Barabanova. Heri betragtes
et system af to diffusions- og reaktionsligninger med homogen Dirichlet randbetin-
gelse, og hvor det ikke-lineaere led kan vokse eksponentielt. Det vises, at trods den
eksponentielle vaekst eksisterer globalt definerede lgsninger, som tilmed er kontinu-
erte til ethvert positivt tidspunkt.

Dette er et interessant resultat i lyset af, at potenserne «, 8, 0 og w ovenfor kan vare
af endnu hgjere orden end to — og som eksemplet med w2 illustrerer, giver denne
potens allerede problemer i forhold til regulariteten af lgsningerne.



Kapitel 1

Vektorfunktioner og
-distributioner

Dette kapitel indeholder generel teori vedrgrende vektorfunktioner og -distributioner,
som tager veerdier i Banachrum. Til at starte med opsummeres nogle grundleggende
funktionsrum.

Definition 1.0.1 (Glat funktion)

Lad U C R™ vaere aben. Maengden C™(U) for m € N bestéar af de funktioner, hvis
partielle afledte op til og med orden m eksisterer og er kontinuerte pa U. Derudover
er

CxU) = () C™U),

og elementerne heri kaldes glatte.
Lad ke Nyjog 1l <p<oo,daer

CEP(U) ={ue C*U) | 0% € L,(U) for |a| <k},

C(U) = CF,(U).
k=0
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Gennem hele specialet vil maengden U som oftest antages at veere glat:

Definition 1.0.2 (Glat maengde)
En aben maengde U C R™ er C"™ for et ikke-negativt heltal m < oo, hvis der for
alle x € OU eksisterer en aben omegn V med en tilhgrende C™-diffeomorfi k, sa
k: V — B(0,1) C R" surjektivt, og

K(z) =0,
k(VNU)=B(0,1) NRY,
x(VNoU) = B(0,1)NR" .

Safremt m = oo, siges U at veere glat.

1.1 FUNKTIONSRUM

I specialet betegner X’ rummet af kontinuerte, linesere funktionaler pé et topologisk
vektorrum X, mens X* er rummet af de kompleks konjugerede af slagsen. Det be-
maerkes, at der ved kompleks konjugering er en bijektiv korrespondance mellem de

to rum.

Udover Borel malelighed findes ogsa andre typer malelighed, og mange af de funk-
tioner, som vil optraede i specialet, er staerkt malelige:

Definition 1.1.1 (Stserkt og svagt malelig)
Lad X veere et Banachrum og I C R et interval. En funktion s : I — X kaldes

simpel, safremt

m

s(t) = Z 1g,(t)u; for t €1,
i=1
hvor E; er en malelig delmangde af [ og u; € X fori=1,...,m.

En funktion f : I — X er steerkt malelig, hvis der eksisterer en fplge {sj}ren af
simple funktioner s; : I — X, sa

sk(t) —— f(t) forn.a. t € I.

k—oo

Funktionen f er svagt malelig, safremt ¢t — (f(t),z*) := z* (f(¢)) er Borel malelig
for ethvert z* € X'.

I henhold til [RS72, Proposition s. 116] er en steerkt malelig funktion ogsa Borel
malelig, og en Borel malelig funktion er svagt malelig. Safremt X er et separabelt
Banachrum, gelder yderligere, at svag malelighed medferer steerk malelighed jf. Pet-
tis’ saetning [RS72, Theorem IV.22 og note].
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En rakke velkendte funktionsrum kan generaliseres til at inkludere vektorfunktioner:

Definition 1.1.2 (Specifikke funktionsrum og rum af distributioner)
Lad X vaere et Banachrum og I C R et interval.

1. Lebesguerummet LP(I; X) bestar af de steerkt malelige funktioner uw : I — X,
som opfylder, at

1

el o) = ( [t dt) < oo,

nar 1 < p < o0, og for p = oo, at

lullr..x) = ess.slup |u(t)] x < oo.
te

2. Sobolevrummet W1 (I; X) bestar af de funktioner u € L,(I; X), for hvilke
v’ € L,(I; X). Normen herpa er

(/I (lw))5% + lw' @E)N5%) dt)’l) for 1 <p < oo

”u”WlTp(];X) = )
s8.up (le(®)llx + e ()l x) for p = oc.

3. Rummet C (I; X) indeholder de kontinuerte funktioner w : I — X, for hvilke

. = t .
lwllcrx) I?gf”“( Mx < oo

4. Rummet D’'(I°; X) bestar af de linezre afbildninger C§°(I°) — X, som er
kontinuerte mht. limes Fréchet topologien pa C§°(1°).

Definitionerne bygger pa |[Eva98| — den preecise betydning af w’ vil blive belyst ne-
denfor. En anden notation for W12(I; X) er H'(I; X), eftersom rummet for p = 2 er
et Hilbertrum. Nar parametrene til L,(I; X) er velkendte ud fra konteksten, skrives
|ullz,r;x) af og til blot [lul|, for 1 < p < oo, og undertiden noteres eksempelvis
L,(]0,T[; X) som L,(0,T;X).

For et abent interval I C R velges som topologi pa D'(I; X) den, der for u €
D'(I; X),p € C¥(I) og * € X' induceres af

p(u) := [(u(p),z")|. (1.1)
Grundet lineariteten af z* er dette en familie af seminormer. Den er separerende,

idet der for u; # ug i D'(I; X) eksisterer en seminorm p, sd p(u; — uz) # 0. Ellers
haves for alle seminormer, at

0= p(ur —uz) = [((u1 — u2)(p), 27|,
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hvormed ((u; — u2)(p),z*) = 0 for z* € X', sa ifplge [Ped95, Corollary 2.3.4], der
er et korollar til Hahn-Banachs udvidelsessaetning, er u; () = ua(p) for ¢ € C§°(I),
hvoraf det sluttes, at w; = us.

Derved er D’'(I; X) i henhold til [Ped95, afs. 2.4.2] et topologisk vektorrum, og topo-
logien bestemt ved seminormerne i (1.1) er en Hausdorff-topologi.

Den distributionsafledte af u er for ¢ € C5°(I) defineret ved

@) ()= —u ). (1)

Valget af topologi pa D'(I; X) er hensigtsmaessig, eftersom det derved let vises, at
Oy : D'(I; X) — D'(I; X) er kontinuert. For et konvergent net uy — wi D'(I; X) er
p(uy —u) — 0 for alle seminormer, s&

P(Orux — Opu) = [((Or (ur — ) (9), )| = [{(ur — w)(=¢"),2")| = 0,

hvilket giver, at 0;u) — O;u. Derudover geelder, at safremt X er kontinuert indlejret
i et stgrre Banachrum Y, er D'(I; X) C D'(I;Y), eftersom u € D'(I; X) i sa fald
ogsa vil veere kontinuert mht. normen pa Y.

For et Hilbertrum H kan der bekvemt indfgres et indre produkt pa Lo(I; H') ved at
fore det tilbage til det indre produkt pa H. Rieszs repraesentationssaetning [Joh09,
Theorem 4.4.4], der er baseret pa Projektionssatningen [Ped00, Theorem 4.13], ga-
ranterer eksistensen af en konjugeret lineser, bijektiv isometri ® : H — H’, s& for
gi1,92 € Lo(I; H') defineres

(91192) L (1.17) r=/l(g1(t)lgz(t))H/ dt :=/I(<I>‘1gl(t)l‘1>‘1gz(t))Hdt- (1.3)

1.2 BOCHNERS IDENTITET

I dette afsnit vises, hvorledes integralet af en funktion f € L;(I; X) nemt kan defi-
neres, nar X er et refleksivt Banachrum, dvs. X = X”. For z* € X’ er afbildningen

o [0 ar (1.4)
I
linezer og kontinuert pad X', idet integralet fgrst og fremmest er veldefineret. Det

skyldes, at afbildningen ¢ — (f(¢),z*) for ¢t € I er Borel malelig, eftersom f er svagt
malelig, og tilhgrsforholdet f € Ly (I; X) giver, at

AW@JW&SzWWxW®M&=MWWzW@h&<%-U@

Lineariteten mht. z* er en konsekvens af, at integration er en linezer operation, mens
begransetheden — og dermed kontinuiteten — fas af (1.5).

Af ovenstaende sluttes, at (1.4) tilhgrer X", hvorved der eksisterer x € X" = X, s&

(z,27) = /I(f(t),x*>dt for * € X'. (1.6)
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Elementet x er entydigt bestemt ud fra f, hvilket fglger ved at antage, at = og =
begge opfylder (1.6). Saledes er (x — Z,2*) = 0 for 2* € X', hvormed x — Z = 0.

Definition 1.2.1 (Integral af funktion med veerdier i Banachrum)
Lad X veere et refleksivt Banachrum og I C R et interval. Integralet af en funktion
f € Li(I; X) defineres ved

/1 fya =,

hvor z € X er det entydigt bestemte element, som opfylder (1.6).

Substitution af x i (1.6) med integralet af f resulterer i Bochners identitet:

</I ) dt,x*> - /I<f(t),x*>dt R

Ved at kompleks konjugere begge sider af Bochners identitet og fgre konjugeringen
helt ind pa funktionalet, fremgar det, at identiteten ogsa gelder for kontinuerte,
konjugerede linezre funktionaler. Derudover kan den trivielt udvides til at gaelde for
abne maengder O C R*, hvor k € N, frem for intervallet I.

Det bemaerkes, at fra (1.6) fas straks uligheden

ved at veelge z* € X', s& (z,2*) = ||z||x, hvilket er muligt jf. [Ped95, Corollary
2.3.4], safremt x # 0.

[ dtHX < [Isx (L7)

Beviset for det naeste resultat illustrerer, hvorledes Bochners identitet ofte anvendes.

Lemma 1.2.2

Lad X veere et Banachrum og T' > 0. Lebesguerummet L(0,T; X) udstyret med
den svage topologi er kontinuert indlejret i D’(0,T; X) udstyret med topologien
induceret af seminormerne i (1.1).

Bevis:

Indlejringen Ly(0,7; X) — D'(0,T; X) er givet ved, at f € Ls(0,T; X) fores over
i(f,p) = fOT e(t) f(t)dt for ¢ € C§°(]0,T]). Safremt der for alle ¢ € C§°(]0,T)
galder, at (f,p) = 0, kan ved hjalp af variationsregningens grundlemma [Gru08,
Lemma 3.2] — som overfgres til vektorfunktioner via Bochners identitet — vises, at
f(t) =0 for n.a. t €]0,T|. Dermed er afbildningen f +— (f,-) injektiv.
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For ¢ € C§°(]0,T]) og 2* € X' er afbildningen f — fOT<_f(t), (t)z*) dt et kontinuert,
linezert funktional pa L1(0,7; X), da

T
< / 1O o) dt

<</0 1F @)% df) (/0 lo)z" 1% df)

Nu betragtes en svagt konvergent folge u,, u i L2(0,T; X). For en vilkarlig
m—0oQ0

seminorm pd D’(0,7; X) haves i henhold til definitionen af svag konvergens i et
Banachrum, at

T
/0 (F (), o))t

1 1
2 2

T
Pt — ) = [{(tt — u)(i0), 2")] = |< / () (wn(t) — ult)) dt,x*>‘

—0,
m— 00

T
/0 (t(t) — u(t), (1)) dt

hvormed indlejringen er kontinuert. U

1.3 DIFFERENTIABILITET

Nedenfor gengives definitionen i [Eva98] af den svage afledte af en vektorfunktion.

Definition 1.3.1 (Svag afledt)
Lad X vere et Banachrum og I C R et abent interval, samt lad w € L1(I; X). En
funktion v € L1 (I; X) kaldes den svage afledte af u, hvilket noteres u’ = v, safremt

/ga’(t)u(t) dt = —/gp(t)v(t) dt for o € C(1).

I I

Den svage afledte er i lyset af vektordistributioner et overfladigt begreb, eftersom den
svage afledte v af w € Ly (I; X) faktisk blot er den distributionsafledte heraf. Fgrst
og fremmest er den distributionsafledte i dette tilfaelde veldefineret, idet Ly (I; X) C
D'(I; X). Af (1.2) haves for p € C§°(I), at

—(v,¢) = / o(t)p(t) dt = / w(t)g! (£ dt = (w, ') = —(u, ),

sa v erligu i D'(I; X).
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Vektorfunktioner kan naturligvis ogsa vaere klassisk differentiable:

Definition 1.3.2 (Differentiabilitet)
Lad X veere et normeret rum og I C R vere aben. Funktionen f : I — X er
differentiabel i ¢ € I, safremt der eksisterer a € X, sa

f(t=s) = f(t) =s-a+o(s),

hvor H o(s — 0. Isafald er f/(¢) := a.

x =

Eksempelvis er det indre produkt af differentiable vektorfunktioner differentiabelt:

Lemma 1.3.3
Lad H vere et Hilbertrum og f,g : R — H vere differentiable funktioner. Da er
t— (f(t)|g(t))y differentiabel for ¢t € R med

(Fl9)y = (£'19)m + (flg') & (1.8)
Bevis:
Differentiabiliteten af f og g giver, at
(F(t=9)lg(t —s))y — (FO)lg(t)
= (f(t) +sf'(t) + o(s)|g(t) +59'(t) +0o(s)) g — (£(t)lg(t))
= s((f'Olg®)u + (FO)g' ®)r) + (FB)lo(s)mr + s> (f (B)|g' () u+
s(F'()lo(s))m + (o(s)lg(t)) 1 + s(o(s)lg" (1)) + (o(s)[o(s))
=s((f'®lg®)n + (FB)lg'(t)r) + ofs).

Det bemaerkes, at o(s) benyttes om forskellige sterrelser, blot de besidder den egen-
skab, at H%O(S)HH — 0 for s — 0. Den sidste lighed skyldes kontinuiteten af det

indre produkt, samt at leddet s?(f'(t)|g’(t))s indeholder faktoren s oplgftet i en
hgjere potens end en. Ved at sammenholde med definition 1.3.2 fas (1.8). O

1.4 FOLDNING
Forst genopfriskes to uligheder, som vil blive benyttet ofte. For a,b € R er
2ab < a® + b?, (1.9)

og ved kvadrering ses, at

Va2 + b2 <|a| +|b]. (1.10)
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Det neeste resultat behandler vigtige egenskaber ved en bestemt type foldninger:

Lemma 1.4.1
Lad X veere et refleksivt og separabelt Banachrum. For h € C§°(R) og u €
Lo(R; X') med kompakt stgtte, er h* u € Ly(R; X) med

1A * wll Ly mx) < I10lly e 1wl Lo s x) (1.11)

samt i C°(R; X). Yderligere er (h * w) = h * (u’) i distributionsforstand, nar
u e HY(R; X).

Bevis:

Idet stgtten af w pr. antagelse er kompakt, eksisterer a,b € R, s& supp(u) C [a, b].
Eftersom |t — b,t — a[ har endeligt mal, er Lo(t — b,t —a; X) C Li(t — b,t — a; X).
Dermed haves, at

/ )l — )y ds = / )] Jult — )] ds < oo,
t—b t—b

og integranden er staerkt malelig, idet h er kontinuert, mens w pr. antagelse er steerkt
malelig. Saledes er foldningen

t—a

f(t) :=hxu(t)= / h(s)u(t —s)ds for t e R
t—b
i henhold til definition 1.2.1 veldefineret.

Foldningens tilhgrsforhold til Lo(R; X) beror pa Fubinis satning, der giver, at f
er svagt malelig, hvormed Pettis’ satning giver den staerke malelighed. Derudover
geelder ifplge [Fol84, (8.7)] for f € L1(R™) og g € La(R™), at f* g € Lo(R) med
I1f*gll2 < 1 fll1llgll2, sa af (1.7) fas, at

J

2

ths/R(/R|h<s>|||u<t—s>de)gdt

- / (1] * [l x (8))? dt
R

< ( / |h<t>|dt)2 [ o) de < .

For at bevise den nzste del af lemmaet skiftes variable vha. Bochners identitet,
hvorved

/Rh(s)u(t —s)ds

hvoraf (1.11) sluttes direkte.

£(b) = / h(t — s)u(s) ds.
R
Den afledte af integranden har en integrabel majorant, idet

17t = s)us)llx < max |P'(t)] [[w(s)]lx Lgap)(5)-
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Ved hjelp af Pettis’ setning kan Lebesgues Majorantsaetning generaliseres til at
omhandle vektorfunktioner, hvilket giver, at f er differentiabel i henhold til definition
1.3.2 med

)= -/Rh’(t —s)u(s)ds = h' xu(t).

Idet 7/ er en ny testfunktion fas af ovenstéende, at f’ er differentiabel, hvorved f er
i C1(R; X); endda i C°(R; X).

Den sidste del af lemmaet omhandler den distributionsafledte af f, der eksisterer,
eftersom f € Ly(R; X) C D'(R; X). Undervejs i de folgende udregninger ombyttes
integrationsordnen to gange, hvilket er muligt, idet udnyttelse af Bochners identitet
fgrer integranden over i det skalzere tilfzelde, hvor Fubinis seetning kan anvendes.
Yderligere benyttes (1.2) med bade f og u, samt at u € H'(R; X). Saledes geelder
for ¢ € C§°(R), at

(f'0) =(f // w(t — s)y'(t) ds dt
// "(t—s)v ()dtds:/Rh*(u’)(t)w(t)dt:<h*(u'),¢>7

hvorved f’ = h* (u') i distributionsforstand. O

I lemma 1.4.1 indsaettes nu en approksimativ enhed:

Lemma 1.4.2
Der eksisterer en funktion h € C§°(R"™), som opfylder, at

h >0, / h(z)dr =1 og supp(h) C B(0,1).

For k € N og « € R™ indfgres hy(x) = k"h(kxz). Lad H veere et separabelt hilbert-
rum. For u € Ly(R; H) med kompakt stette geelder, at

([ g * w — u||L2(R;H) PR 0.

Bevis:

Eksistensen af funktionen h fglger af [Gru08, Lemma 2.1]. Af lemma 1.4.1 fas, at
hi *u € Ly(R; H), og konvergensen er en konsekvens af en velkendt generalisering
til funktioner, der tager vaerdier i Hilbertrum. g

1.5 DISTRIBUTIONSAFLEDTE I LEBESGUERUM

Dette afsnit indledes med en satning, der behandler integrable funktioner, som tager
veerdier i et Banachrum; mere praecist karakteriseres W11(0,T; X). Seetningen er
baseret pa [Tem84, Lemma 1.1], men i kilden bevises kun, at (i) = (i).
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Saetning 1.5.1
Lad X vere et refleksivt Banachrum og w,g € L1(0,7;X), hvor T > 0. Da er
fglgende udsagn aekvivalente:

(i) Der eksisterer £ € X, s& der for n.a. t €]0,T[ haves, at
¢
wlt) ¢+ [ gls)ds.
0
(ii) For ¢ € C§°(]0,T[) geelder, at
T T
—/ u(t)'(t)dt = / g(t)e(t)dt. (1.12)
0 0

(iii) For z* € X' er
O(u, z") = (g, ") i D'(]0,TY).

I s& fald eksisterer en kontinuert funktion f :[0,7] — X, sa u(t) = f(¢) n.o.

Det bemarkes, at punkt (ii) i henhold til (1.2) giver, at den distributionsafledte af
uerg.

Bevis:

Ved punkt (i) og (ii) er integralerne veldefinerede, idet u,g € L1(0,T; X). I forbin-
delse med punkt (iii) eksisterer den distributionsafledte af ¢t — (w(t),z*) pa ]0,T]
for z* € X', eftersom w pr. antagelse er steerkt malelig og dermed svagt maélelig, sa
t — (u(t),z*) er Borel malelig. Derudover er

T T T
A|mmwmwsA\mmmwwxwzmwxlnwmu&<w

s (u,x*) € L1(0,T) C D'(]0,T]). Analogt fas, at (g,z*) € L1(0,T).
Forst bevises, at (1) = (ii). Idet ¢ € C§°(]0, T[) har kompakt stgtte pa ]0,T[, haves

for * € X', at
T T
</ @’(t)fdt,x*> =/ @' ()€, x*) dt = 0,
0 0

hvormed fo ¢’ (t)€ dt = 0. Indikatorfunktionen for den skraverede trekant i figur 1.1
betegnes 1, hvorved (1.12) fas saledes:

/0 t)dt = / / t)dsdt = /OT/OT 1n(s,t)g(s)¢ (t) dtds
/ / t)dtds = —/OTg(S)sO(S) ds.
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—

I s
T

Figur 1.1 Trekanten, som 1A angiver indikatorfunktionen for.

Beviset for (i) = (iii) folger ved at tage x* € X' og benytte Bochners identitet, samt
udregninger analoge til dem ovenfor med 14, sa

Oy (u, ") = Dy, a%) + /0 (a(s),2*) ds = (g, z").

For at bevise (iii) = (ii) udnyttes, at (u,z*), (g, 2*) € L1(0,T) jf. starten af beviset,
sa for ¢ € C§°(]0,T) er

T T T
/0 (a(t). 2*)plt) dt = / Oy (u(t), ") (t) dt = — / (u(t), 2} (1) dt,

hvormed Bochners identitet giver punkt (ii).

Tilbage er at argumentere for, at (ii) = (i). Idet g € L1(0,T; X), er det for ¢ €]0, T
meningsfyldt at indfgre

T
ug(t) = / 11,41(s)g(s) ds,
0
derihenhold til generaliseringen af Lebesgues Majorantsaetning tilhgrer C([0,T]; X) C

L1(0,T; X). Saledes opfylder wg seetningens antagelser samt punkt (i) for £ = 0, og
eftersom det allerede er bevist, at (i) = (ii) fas for ¢ € C§°(]0,T]), at

_ / wo(t)¢ (t) dt = / g(t)p(t)dt.

Ved brug af punkt (ii) med w fas derved for v := u — ug, at

T
/ v(t)y'(t)dt = 0. (1.13)
0
Herunder vises, at v er konstant n.o., hvormed w = v 4+ ug opfylder punkt (i).

Forst veelges @0 € C5°(]0,TY), sa [ wo(t)dt = 1. Enhver funktion ¢ € Cg°(0,T])
kan skrives

0= Xpo+ v, hvor A € C og v € C§°(]0,T]), (1.14)
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idet integration viser, at eneste mulighed for A og ¢ er
T t
A= [emaros uit = [ (o) - denl) ds
0 0

Omvendt fas, at ¢ € C*(]0,T]), eftersom dette er tilfzeldet for integranden, og
supp(®) N {0} = @, da ¢ og ¢o er nul pa en tilpas lille omegn af origo. For ¢t >
sup (supp(y) Usupp(pg)) giver valget af ¢, at

z/J(t)z/Ogo(s)ds—)\/O wo(s)ds=A=X-1=0,

s& samlet set er ¢ € C§°(]0,T7).

Herefter sattes £ = fOT'v(s)goo(s) ds, der er veldefineret, idet v € L1(0,7; X). Af
(1.14) og (1.13), der gelder for alle testfunktioner pa ]0, T, kan sluttes, at

T T T
| e -gewa= [ v 0o+ @) ae—r [ olsels)as
0 0 0
T
= / v(t)y'(t) dt = 0.
0
Ved at anvende variationsregningens grundlemma overfgrt til vektorfunktioner fglger,

at v(t) = £ for n.a. t €]0,T.

I forbindelse med den afsluttende bemaerkning i saetningen haves, at u = v + uyg,
hvor v n.o. er konstant, og ug er kontinuert, sa u er n.o. lig en kontinuert funktion. ]

Hilbertrum og deres dualrum spiller sammen pa fglgende made:

Lemma 1.5.2 [Gru08, Lemma 12.16]
Lad V og H vere Hilbertrum, hvor V' C H algebraisk, topologisk og teet. Da er
H C V'’ algebraisk og topologisk.

Idéen i beviset er at identificere et element h € H med det funktional A, € V', der
er givet ved (Ap,v) = (v|h)g for v € V.

For et positivt T og et Hilbertrum H, hvis elementer kan kompleks konjugeres, og

hvor et element har samme norm som dets kompleks konjugerede, er fOT<'u* (t),v(t))dt
en sesquilinear form pa Lo(0,T; H') x L2(0,T; H). Den er begranset, idet

T
S/O " Ol g @Ol dE < 0", 0,20y 191 Ly 0,789

/ (0 (t), o(D) dt
0

og kontinuert, hvilket vises pa samme méade som kontinuiteten af skalarproduktet.

Nu generaliseres [Evad8, Theorem 3, s. 287], som kun behandler tilfseldet v = u, og
hvor funktionerne afbilder over i mindre generelle rum.
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Saetning 1.5.3

Lad V og H vaere separable Hilbertrum, hvor V' C H algebraisk, topologisk og taet.
Derudover antages elementerne i V, V' og H at kunne kompleks konjugeres, og at
et element har samme norm som dets kompleks konjugerede.

Lad T > 0 og u,v € Ly(0,T; V) med v/, v’ € Ly(0,T;V’).

(i) Daeru,v € C([0,T]; H) og (ulv)y, € C([0,T]) — muligvis efter en omdefine-
ring af funktionerne pa en nulmengde.

(if) Om den distributionsafledte af det indre produkt geelder, at

O (ulv) y = (', 9) + (v',u) i D'(J0,TY).
(iii) For en konstant K, der kun atheenger af T', er

sup [u®lly < K (Il 0000 + 1l sy0m0 ) -
te(0,T)

Bevis:
Forst bevises punkt (i). Pr. antagelse er V' C H topologisk, s& af lemma 1.5.2 haves

LQ(O, T7 V) g LZ(Oa T; V/) g L1(O, T? V/)

Da w/,v' € Ls(0,T;V’) pr. antagelse, fas heraf, at punkt (ii) i setning 1.5.1 er
opfyldt, hvormed der er reprasentanter u,v € C([0,T]; V”).

Nu forleenges funktionen w pa kontinuert made til hele den reelle akse jf. figur 1.2:

0 for t e R\ [-1,T +1]
a(t) = u(0)t 4+ u(0) for t € [-1,0]
B PO for ¢ € [0,7]

—u(Tt+uw(T)T+1) for ¢t €T, T+1].

=\ )

, — N
-10 T T+

Figur 1.2 Forlengelse aof u til w.

Denne forlaengelse er veldefineret, eftersom w er kontinuert, saledes u(0) og w(T) er
veldefinerede. Desuden er @ € Ly(R; V'), eftersom @ = w pa [0, 1], og uden for dette
interval aftager den linesert for til sidst at blive nul. Funktionen tager veerdier i V”,

idet der eksempelvis geelder, at @ (—%) = 2u(0), og u(0) € V'.
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Yderligere er @' € Ly(R; V'), da @' = v’ pa ]0,T[, og u' € Ly(0,T; V') — og for den
gvrige del af den reelle akse indses det ved at opdele den i passende intervaller, f.eks.:

0
. 2
| 10l at = [u O, <.
— o0
I alt fas, at w € H'(R; V). Pa tilsvarende vis defineres funktionen @ ud fra v.
Nu veelges h € C§°(R), og for t € R indfgres foldningen
£y =hea@ = [

R

h(s)u(t —s)ds = / h(t — s)u(s) ds,

R

der i henhold til lemma 1.4.1 er veldefineret og tilhgrer Ls(R;V”). Funktionen g
indfgres analogt med v frem for u.

Eftersom Ly(R; V) C Lo(R; H), er t — (f(t)|g(t))y for t € R meningsfyldt.! Lemma
1.4.1 giver, at f,g € C*°(R; V'), hvormed funktionen ifglge (1.8) tilhgrer C'*(R). Da
ft),g(t)eVog f'(t),d'(t) € HC V' jf lemma 1.5.2, fas af lemma 1.4.1, at

(Flo)u = (£'19)m + (F1g)u = (£.9) + (g', f) = (h = (@), g) + (h+ (¢'), f}15)

samt kontinuiteten af hgjresiden, idet @' € Ly(R; V”). Ved integration over det kom-
pakte interval [s,t] for 0 < s <t < T giver Analysens Hovedsztning dermed, at

(F®)lg®)u — (£(s)lg(s))u

¢ ) _ (1.16)
= [ (th+ @)0.50) + @I £)

Nu indfgres fj,, = hy * @ for funktionsfolgen {hy }ren fra lemma 1.4.2, hvormed

| 1=l ar< [ 15,0 - awl} a
0 R

~ 112
= e =l vy T2 0

(1.17)

s& fp, konvergerer mod @ i Lo(0,T; V). Ved at generalisere [BMO01, Korollar 7.20] til
funktioner, der tager veerdier i Hilbertrum, folger, at der findes en delfglge { Ihi,, }
som konvergerer punktvist n.o. mod 4. Dermed eksisterer s €]0, T'[, for hvilket

meN’?

| fr,, () = a(s)||;, ——0.

m—00

For simpelhedens skyld antages i det folgende, at
1Fni(s) = als)lly ———=0, (1.18)

og endda at der er punktvis konvergens n.o. af fj,, mod .

1Under udarbejdelsen af den endelige udgave af specialet opdagede jeg en fejl i beviset. Jeg havde

argumenteret for, at f,g € L2(R;V), hvilket ikke er tilfaeldet. Indtil dette sted er fejlen til dels
blevet rettet, men for at ggre beviset korrekt, skal u forlaenges pa en mere sofistikeret made —
nemlig ved spejling og multiplikation med en testfunktion, der opfylder visse krav. Eftersom fejlen
blev opdaget s& sent i forlgbet, har jeg desveerre ikke haft tid til at realisere dette.
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Resultatet i (1.16) geelder ogsa, safremt f og g erstattes af hhv. fr, — f, 08 gn, —9gn,
for k,1 € N, idet hy — h; er en testfunktion, og

-fhk - .fhl = hk * ’ll(t) - hl * ﬂ(t) = (hk — hl) * ’lNL(t)
Sa ved at veelge v = wu fas, at
£ (8) = S (DIl = 1 Fn () = F ()17 + / (40 0) = (), P ) = T (7))
+ (F () = Fu (7). (1) = Fu (7)) ) .

Ved at tage numerisk veerdi og bruge (1.9) fglger heraf, at

0< sup [ fa, () — fu ()
t€[0,T]

2
v dr (1.19)

< () — Fu ()% + / £, (7) — £,()]
T
+ / 1 Fu () = Fu (D)% dr.

Heraf sluttes, at { fn, },cy er en Cauchy-folge i C([0,T]; H), idet (1.18) og antagelsen
om, at V C H topologisk, giver, at {fn, (s)},cy er en Cauchy-fglge i H. Derudover
folger af (1.17), at {fn,},cn €r en Cauchy-folge i Ly(0,7;V). Benyttes (1.17) pa
fr.. = hix (@) folger ligeledes, at { f} }keN er en Cauchy-fglge i Lo(0,T; V). Saledes
konkluderes, at hgjresiden af (1.19) kan gores vilkarlig lille.

Rummet C ([0, T7; H) er fuldstaendigt, idet H er fuldsteendigt, sa { fx, },cy konverge-
rer heri — og grundet supremumsnormen medfgrer det punktvis konvergens. Pa grund
af (1.18) folger dermed, at u har en kontinuert repraesentant, idet @ = w pa |0, T[ og
V C H topologisk. Efter muligvis at omdefinere w pa en nulmaengde haves dermed,
at u € C([0,T]; H). Analogt fas, at v € C([0,T]; H), og da det indre produkt er
kontinuert, er punkt (i) godtgjort.

Herunder bevises punkt (ii). Af (1.16) fglger, at

(fhk (t) |ghk (t))H

t 1.20
— gD+ [ (o)) + G, Fo (7)) i 20

Af beviset for punkt (i) fas, at

i T U 08 Gn TV i H forn.a. te[0,T],
.fhk ——u 08 gp, /U i L2(07T7 V)a
k—o0 k—o0

fr, ——u' og g, —— v i Ly(0,T;V").
k—o0 k—o0
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Ved at udnytte konvergenserne, kontinuiteten i begge indgange af det indre produkt
samt bemarkningen for saetningen folger af (1.20), at

(w(®)|v(t)) (1.21)
= @l Jim [ 0@+ jim [ @, ) an
— @)y + [ @), em) ar+ [ @) ar (122
Eftersom t — (u(t)|v(t)),; er integrabel, folger dermed af seetning 1.5.1, at
0. (ulv) y = (w3 + (@7, w) i D)0, 7).

For at bevise punkt (iii) saettes v = w i (1.21)-(1.22), s&

Juto)l = ()l = [ (o). at) + @ u) dn 129

Det andet led pa venstresiden vurderes ved at udnytte, at V' C H topologisk, hvormed
der eksisterer en konstant K; > 0, s& |||/ 1,0, 1;0) < VE¢||wl L,0,15v):

sl =1 [ o)l
=1 [ (ol [ ()5 + @ uie) )

T
- 2
<T! <||U||L2(0,T;H) +/o 201wl 1y 0,0 16l Ly 0,10 dt)

— 2 2 2

<1 (Kl v + 7 (050 + 0l 00))
— 2 2

= (T7'Ky + 1) [lul 00y + 19115, 0.0 -

Ved at indsztte denne vurdering i (1.23), tage supremum og bruge (1.10) fas, at

1
2

_ 2 2
sup Ju(t)lly < (77K +2) Jul}, 0.1 + 210 2y0.20)

t€[0,T)
SVITK + 2wl gy 0,0, + V2 1l 0,750
<VT- 'K +2 (||u||L2(0,T;v) + ||U'||L2(0,T;V’>) ’



Kapitel 2

Linesere, parabolske
begyndelses- og
randvaerdiproblemer

Dette kapitel er baseret pa [Eva98, afs. 7.1], men nedenstéende adskiller sig imidlertid
fra kilden ved at veere mere generelt — eksempelvis behandles det komplekse tilfaelde
og ikke kun det reelle. Samtidig er der ogsa den forskel, at alle konstanter bliver
specificeret, hvor det er muligt.

Kapitlet omhandler linezre, parabolske partielle differentialligninger af 2. orden.
Denne type ligninger er en generalisering af varmeledningsligningen, som i n + 1
dimensioner antager formen

ou—K (0hu+--+02,u) =0,
hvor K > 0. Funktionsveerdien u(x1, ..., x,,t) angiver et legemes temperatur i punk-
tet (x1,...,x,) til tiden ¢.

I hele kapitlet betegner U C R™ en aben og begrzenset maengde, og maengden Ur :=
Ux]0,T] indfgres for fast T > 0. Udgangspunktet for behandlingen af emnet er
begyndelses- og randvaerdiproblemet

Ou+Au=f i Up (2.1)
u=0 pa U x [0,T] (2.2)
u=g pa U x {t =0}, (2.3)

hvor funktionerne f : Ur — C og g : U — C er givet, mens u : Up — C er
den ukendte. For hvert ¢ betegner A en 2. ordens partiel differentialoperator, der
enten er pa divergensform eller ikke-divergensform. Det forste betyder, at for variable

koefficienter a™,b® og ¢, hvor 4,5 =1,...,n, er
n n
Au = — Z 05 (a;j(z, t)0u) + Zbi(x,t)aiu + c(z, t)u, (2.4)
=1 i=1

21
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mens sidstnaevnte betyder, at

n

Au = — Z a;;(z, t)@izju + Z bi(z,t)0u + c(z, t)u. (2.5)

ij=1 i=1

Selve differentialligningen er angivet i (2.1), mens (2.2) og (2.3) beskriver hhv. den
homogene Dirichlet randbetingelse og begyndelsesbetingelsen.

Definition 2.0.4 (Parabolsk partiel differentialoperator af 2. orden)
Den partielle differentialoperator 0; + A er uniformt parabolsk, safremt der eksi-
sterer en konstant 6 > 0, sa

n

Re > aij(w,0)&&; > 0]¢)? (2.6)

ij=1

for alle (z,t) € Ur og & € R™.

Nar a¥(-,t) € C®(U) N Lo(U) for i,j = 1,...,n, indebeerer definitionen, at A’s
principalsymbol er steerkt elliptisk pa en uniforme maéade.

Eksempel 2.0.5 Settes a;; = ;5 og by =c= f=0fori,j =1,...,n, reduceres
A til —A og (2.1) til varmeledningsligningen. Eftersom

n

Re Y aij(x,0)€& =Re Y 6;;6¢ =Re Y & = [¢],

i,j=1 i,j=1 i=1

er uligheden i (2.6) opfyldt for 6 €]0, 1], s4 varmeledningsligningen er parabolsk. O

Strategien i det fglgende afsnit er fgrst at definere, hvad der forstas ved en svag
lgsning, hvorefter en sddan konstrueres.

2.1 SVAGE L@SNINGER

Afsnittet tager udgangspunkt i et konkret eksempel, hvorfor der indfgres forkortet
notation for tre Hilbertrum samt deres normer:

H:=Ly(U)  med  [|fllu:=If,

Vi=Hy(U) med |flv=Ifl,

V*i= HNU) := (H(U))*.
Det bemaerkes, at |-| ogsa anvendes til den Euklidiske norm og |- || til operatornormen,

men det vil af konteksten fremga, hvilken norm der er tale om. Sammenhaengen
mellem disse Hilbertrum er, at

VCHCV,
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og for w € V geelder, at

[wllve < Jw] < flwl]

Den fgrste inklusion og den anden ulighed er velkendte. For w € H giver Cauchy-
Schwarzs ulighed for et vilkarligt v € V, at

w|vH|—‘/ v(z) dz

hvormed funktionalet v — (w|v)g er et element af V*, og ||w]||v+ < |w].

< Jwlfo| < fwl][o],

Antag, at A har divergensformen angivet i (2.4). Desuden antages for i,5 =1,...,n,
at

Im Qi = Im Qji, (27)

aijy bi, ¢ € Loo(Ur), (2.8)

og for u,v € V og n.a. t € [0,T] indfgres sesquilinear formen

a(u,v;t)—/ iaij( )0u8v+Zb t)0;ut + c(-, t)uv | dz. (2.9)
U

i,j=1 i=1

Denne er veldefineret, idet hver faktor er Borel malelig og ved at udnytte antagelsen
i(2.8), f.eks. med

K, := max {ess.sup(m)eUT laij(z,t)| |i,7=1,... ,n} ,

fas, at
la(u,v;t)| < K, Z /|8u(9 v|dx+KbZ/|8uv|dx—l—K /|uv\dx< 00.
i,j=1
Sesquilinear formen a er desuden begraenset pa V for n.a. t € [0, T, eftersom
|au, v; )] < Ke[ul o] + szn: |Oiuf |v] + Ko En: |Oiul|0;0]
i=1 i,j=1
og indferes K = max {K,, K, K.} fas ved brug af Cauchy-Schwarzs ulighed, at
la(u, v;t)] (2.10)
< K (Ju] [v] 4+ |Ovul |v] + -+ - + [Onu] v]) + Kzn: |0;u z": |0;v]

i=1 j=1

<K, | [ul +) 10l (n+ 1) o] + K (1 [0vu + -+ 1 [0u]) > 10;0]
=1

Jj=1

2 n n
< KV A+l o]+ Ky |l + > 10wl | o+ 19,0
i=1 j=1
< K(Vn+1+n)|ul o). (2.11)
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Den sidste vigtige egenskab ved a kraever en leengere argumentation:

Lemma 2.1.1 Sesquilinear formen a er H}(U)-coerciv
Hvis koefficienterne i sesquilinear formen a, der er defineret i (2.9), opfylder (2.6),
sa er a H} (U)-coerciv for n.a. t € [0,T], dvs. der eksisterer K; > 0 og K> € R, s

Re a(u, u;t) +K2||UHL2(U) > K1||u||H1 ) for ue Hy(U).

Bevis:

Forst indfgres sesquilinear formen s(u,v) = Z?kzl(sjkﬁkuwjv)M(U), hvor uw,v €
H}(U), U C R™ er aben, og sjx(x) € R er begraenset pa U for j,k = 1,...,n samt
opfylder (2.6) for x € U.

(i) Hvis u € H(U) er reel, giver anvendelse af (2.6), at

s(u, w) Z/sjkakuaudx>0/zau

J,k=1

(ii) Hvis u € H}(U) er kompleks, er u = v + iw, hvor v,w € H(U) er reelle.
Eftersom

s(u,u) = s(v+iw,v+iw) = s(v,v) —is(v,w) +is(w,v) + s(w,w),

fas ved brug af punkt (i) pa v og w, at

Re s(u,u) > GZ/U ((0iv)* + (0;w)?) da

. (2.12)
- 92/{} 010+ 050l dz = 0 (lullfs ) — uluer) -
1=1

(iii) Nu indfores s1(u,v) = s(u,v) + 327 (b;j0julv) L,y + (boulv) L, vy, hvor by er
en begraenset, kompleks funktion pa U for j = 0,...,n. Om realdelen af s;
geelder ifplge (2.12), at

Re s1(u, u)

n

>0 (||U||H1(U ulZ, U)) — |Re Y (b;djulu) L, )| — [Re (bouu) )]
J=1

> 0 ([uls ) = uliday ) = 1 Gsdul) ] = [Goul)raw)]
j=1
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hvor
| (boulu) Lo (o) | < /U [bo () Ju(x)* dz < [|bollso w17, (1r)-

For € > 0 giver (1.9), at

| (0j05ulw) Ly 0y | < 116l 10| L 0 [0l Lo 0
< 5103l (Pl + )
I alt fas
Re s (u,w) > 0 (|l ) — 0l 0 )

n

1 1
—5 | 2 lIbille (62IIUII§11<U> + 62||“|%2(U)> —[1Bolloo Il Z, -
j=1

Nu veelges € > 0, sa 1 (Z?Zl ||bj||oo) e < £, hvormed

0 1 —
Resl(u,u)zgllun?pw)— 9+@Z|\bjl\oo+llbolloo [l -
j=1

Ved at sammenligne s; med a samt udnytte antagelsen om koefficienterne i (2.8) fas,
at H}(U)-coerciviteten af a er bevist for n.a. ¢t € [0,7] i det tilfeelde, at a;; er reel
fori,7 =1,...,n. Safremt koefficienterne er komplekse, betragtes leddene i a’s fgrste
sum parvist, hvorved (2.7) for ¢ # j giver, at

aijaiu{?jﬂ + ajiajuam = (Re A4 4+ ilm aij) Bzuajﬂ + (Re Qg +ilm a]—i) ajuam

= aiuajﬂRe Aij + @u@iﬂRe Q54 + 2iRe (&uﬁjﬂ) Im gy
og for i = j, at a;;0;ud;w = (Re ay; +ilmay;) |0;ul?. Dermed far Re a(u,u;t) intet bi-
drag fra den komplekse del af koefficienterne, sa Hg (U)-coerciviteten er opretholdt. [J

Det bemerkes, at for fast ¢t n.o. 1 [0,7] og v € V er a(v,-;t) € V* jf. (2.10)-(2.11).
Dvs. a inducerer en linezr operator A : V — V*, der for ¢ € V er givet ved

(Av, ) = a(v, B;1), (2.13)
og da a er begraenset, er A € B(V,V*). Af definitionen pa a fas for ¢ € C§°(U), at

n

<Av,¢>:/ > ai( )avajngb £)8;vp + c(-, t)vp | dz
AN =t (2.14)

Z az] +Z 0;v, ) +< (, t)vv¢> = <A’U,¢>,

s& Av virker som Aw i distributionsforstand, hvor A er operatoren fra (2.4).
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Herunder analyseres en vilkarlig funktion
ue Cy (Ux]0,T[)nC(Ur),

som lgser (2.1)-(2.3), hvilket leder frem til, hvorledes en svag lgsning til dette problem
skal forstas. Det antages, at U foruden at veere aben og begranset ogsa er glat. Til
lgsningen associeres afbildningen w : [0,7] — V givet ved

[u®)](z) = u(z,t) for z € U, t €]0,T).
Funktionen afbilder over i V, idet u lgser (2.2), og det er velkendt, at
H}(U)={uec H (U) |u=07padU}.

Om problemets data antages, at f € Lo(Ur) samt g € Lo(U). Dernaest indfores
f:[0,T] — H pa tilsvarende vis ved [f(¢)](z) = f(z,t) for z € U og t € [0, T].

Herunder argumenteres for, at u’ € V*. Stgrstedelen af argumenterne er supplerende
detaljer i forhold til [Eva98, s. 352]. Ved at multiplicere differentialligningen i (2.1)
med v € C§°(U) fas for ¢ €]0,T7, at

Oruv + Auv = v,
hvormed integration over U ifglge (2.13) og (2.14) giver, at
(W) = (FB)v)y — alu(t),vit),
s ved brug af (2.10)-(2.11) fas
(W' (®)]0) | < [(FO)0) ] + lalu(t), vit)]

<[FOlol + K(Vn+1+n) [u@)] [l
< (IFO1+ KWn+1+n) [lu@l) [lv] = K [Jlv]l,

hvor K" := | f(¢)|+K(v/n + 1+n) ||u(t)|. Nu betragtes v € V, hvormed der eksisterer
{Vm}men 1 C(U), s& v, —— v i V. Af kontinuiteten af det indre produkt fas, at

m—00

(W' (®)|v)n| = limsup |(w'(t)[vnm)m| < limsup K [[og, ]| = K |jv]|.

m— 00 m— 00

Dermed er v — (u/(t)|v), et kontinuert, konjugeret linezert funktional pa V, sa
u'(t) € V*, og

[ ()lly. = sup{|(w'(B)|v) y| | v €V, o] <1} < K.
Ved kvadrering af uligheden, definitionen af K’ samt (1.9) fas

' (1)]%. < 2|F0)% + 2K2 (V-1 +n)? ut)]?,

hvorved integration over ]0, T[ resulterer i, at
2 2
Hu/||L2(O7T;V*) <2 ||f||L2(0,T;H) +2K%(vn + 1+ n)? ||u||L2(0,T;V) .

Hgjresiden af uligheden er endelig, safremt w € Ly (0,T; V), hvormed w’ € Lo (0,T; V™).
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Ovenstéende viser, at enhver lgsning u € C° (Ux]0,T[) N C(Ur) til (2.1)-(2.3)
ngdvendigvis er en svag lgsning:

Definition 2.1.2 (Svag lgsning)
En funktion u € L2(0,7;V) med u’ € Ly (0,T;V*) er en svag lgsning til (2.1)-(2.3),
hvis

(W' (t),0) + a(u(t),v;t) = (FO)|v) g (2.15)

for hvert v € V og n.a. t € [0, 7], samt

u(0) = g. (2.16)

Af satning 1.5.3 fas, at der om en funktion w € Lo(0,7;V) med v’ € Ly (0,7;V*)
geelder, at uw € C ([0,T); H), sa kravet i (2.16) er meningsfyldt.

I [Eva98] betragtes kun Hg(U) og L2(U) i behandlingen af problemstillingen, men
definition 2.1.2 kan generaliseres til vilkarlige Hilbertrum V og H, hvor V C H
algebraisk, topologisk og teet. Dermed eksisterer K; > 0, s& der for alle v € V
geelder, at

[v]| = K |v] . (2.17)

Elementerne i V, H og V* skal kunne kompleks konjugeres, et element skal have
samme norm som dets kompleks konjugerede, og for v € V og v* € V* kraeves, at

(v*,v) = (V¥ 7). (2.18)

Fremover vil V, H og V* angive sddanne generelle Hilbertrum, hvis ikke andet nzev-
nes. Normerne herpé forkortes som i eksemplet ovenfor. Det bemaerkes, at (2.18) er
opfyldt for H}(U) og H=1(U), hvilket fremgar ved at tage v* € Lo(U) C H1(U)
og v € C§(U) C H(U), hvor delmaengderne er taette i de stgrre meengder. Da er

(v*,v) = /Uv*(x)mdx: /Ijmv(x) dz = (v*, ),

og af kontinuitetsgrunde fas det gnskede.

I forbindelse med generaliseringen bliver a en vilkarlig sesquilinear form pa V og for
n.a. t € [0,7T]. Denne skal for n.a. ¢t € [0,T] vaere begraenset pa V, dvs. der findes en
konstant K > 0, sa der for alle v,w € V gelder, at

|a(v, w; t)] < Ky [Jvf} [[w]].- (2.19)

Derudover skal a vaere V-coerciv for n.a. ¢ € [0,7], dvs. der eksisterer K7 > 0 og
Ky € R, sa der for alle v € V galder, at

Rea(v,v;t) > Ky |[v]|* = K |v]*. (2.20)
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Det bemaerkes, at K, Ky og Ko er uatheengige af ¢. I henhold til (2.13) inducerer a
en operator A : V' — V* og begraensetheden af ¢ medfgrer for v € V, at

[Av[ly« = sup [(Av,)| = sup |a(v,3;1)]
peV [lpl<1 peV|lel<1
< sup Kyl [lell = Kb o],

eV, lpll<1

sa A:V — V* er begreenset. Yderligere fas heraf, at || A(t)|g(v,v+) < K, hvormed
ess.sup||A(t)||g(v,v+) < oo.

Herunder bevises for et alment tripel (H,V,a), der opfylder ovenstaende krav, at en
funktion w € Ly(0,T; V) med uw' € Ly(0,T;V*) er en svag lgsning jf. definition 2.1.2,
hvor (2.1)-(2.3) er erstattet med systemet

u +Au=f (2.21)
w(0) = g, (2.22)

for givne f € Ly(0,T; H) og g € H, hvis og kun hvis den lgser systemet i distribu-
tionsforstand, dvs.

u +Au=f i D'(|0,T[;V*) (2.23)
u(0) = g.

Ifglge lemma 1.5.2 haves, at

f € Ly(0,T; H) C L (0,T; H) C Ly (0, T; V*) C D'(J0, T[; V*).

T
/ | Au(t)
0

sd Au € Lo(0,T;V*). For ¢ € C§°(]0,T) er fplgende integraler saledes veldefinerede:

Derudover er

T
2. dtg/ K2 u(t)|? dt < oo,
0

T
w —/ fOYt)dte HC V" og wv:= / (u'(t) + Au(t)) p(t)dt € V*.

0
For et vilkarligt ¢ € V undersgges vha. Bochners identitet, hvornar v = w i V*:

(w—v,0)=0 & (2.24)
/ " U0 — @) + Ault) )t =0 o
/qu(m dt—/ D) (W (1) + Ault), @) dt = 0 <
/ B (FOR) 5 — (W/(1), 9) — alult). 1) dt =0, (2.25)

Safremt w er en svag lgsning til (2.21), er (2.25) opfyldt for ethvert ¢ € V. Dermed
giver implikationerne, at v = w pa V. Saledes folger, at nar hgjre- og venstresiden
i (2.23) betragtes som kontinuerte, linezere atbildninger C§°(]0,T[) — V*, er deres
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funktionsveerdier i et vilkarligt element af definitionsmaengden ens — dvs. de to sider
er ens som elementer 1 D'(]0,T[; V*).

For at bevise den modsatte implikation antages, at u lgser (2.23), hvormed v = w i
V* for et vilkarligt ¢ € C§°(]0,T[). Hermed geelder (2.24), sa af implikationerne og
variationsregningens grundlemma, der kan benyttes, idet

(FOIR) g — (W'(t), @) — alu(t), B;t) € L1 (10, T),

folger, at u er en svag lgsning til (2.21), da der for ¢ € V gelder, at

(FOIR) g — (W'(t), @) — alu(t), B;t) = 0.

De folgende afsnit har til formal at bevise, at der eksisterer en svag lgsning til (2.21)-
(2.22), samt at denne er entydig.

2.1.1 Galerkin approksimationer

Galerkins metode gar ud pa at konstruere en svag lgsning til begyndelsesveerdipro-
blemet angivet i (2.21)-(2.22) ved at finde lgsninger til endeligt-dimensionale proble-
mer, der approksimerer det oprindelige problem. For at bruge denne metode er det
ngdvendigt, at der eksisterer en ortonormal basis {wy}ren for H, som samtidig er
en ortogonal basis for V.

Eksistens af basis 1 det konkrete tilfselde

I dette afsnit uddybes [Eva98, s. 353], idet der argumenteres for eksistensen af en
basis, der opfylder ovenstéende kriterier for V := H(U) og H := Lo(U). Hertil er
det ngdvendigt med et par lemmaer.

Lemma 2.1.3  [Joh09, Theorem 9.1.2]
For en begraenset, aben meengde U C R™ er H'(U) — Ly (U) kompakt.

Et bevis herfor findes i [Joh09, s. 66] og bygger pa Fourier-teori. Et mere alment
resultat er Rellich-Kondrachovs kompakthedssaetning [Eva98, Theorem 1, s. 272],
der giver kompaktheden af WP (U) — L,(U) for 1 < ¢ < —t

n

Lemma 2.1.4 [Alm07, Theorem 21]

Lad X,Y og Z veere normerede rum, og lad 7' : X — Y samt S : Y — Z veere
linezere operatorer. Safremt den ene af operatorerne er begranset og den anden
kompakt, er sammensatningen ST kompakt.

Det bemeerkes, at lemmaet trivielt kan udvides til flere operatorer. I sa fald er sam-
mensatningen kompakt, nar én af dem er kompakt og resten begransede.
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Nu antages, at der findes en ortonormal basis {wy, }ren for H, s wy, er den k’te egen-
funktion for Dirichlet-realisationen af —A, hvilken noteres —Ap. Dermed eksisterer
A € R, s —Apwr = A\pwy.

Dirichlet-realisationen af —A fas ved at anvende Lax-Milgrams lemma [Gru08, Theo-
rem 12.18] pa (H,V,ap), hvor ap er sesquilinear formen defineret ved

p(v1,v2) Z (0jv1|0jv2) g for vi,ve € V. (2.26)
j=1

Ifglge Lax-Milgrams lemma er —Apwy € H med (—Apwy|v) g = ap(wy,v) for alle
v € V, sa antagelsen giver for k # [, at

(wi|wy)y = (w|w) g + Z(ajwk|ajwl)H = (=Apwi|w) g = M (we|w) g = 0.
j=1

Dermed udggr {wg }ren en ortogonal felge i V', og den er ydermere en basis herfor,
eftersom det er en basis for det stgrre rum H.

Herunder fglger pa punktform en godtggrelse af ovenstaende antagelse. De fgrste tre
punkter begrunder, at det er muligt at anvende spektralssetningen pa (—Ap)~*

(i) Operatoren —Ap har en begranset invers pa H, dvs. (—Ap)~! er veldefi-
neret og tilhgrer B (H). Det skyldes, at —Ap ifglge Lax-Milgrams lemma er
selvadjungeret, eftersom der om den adjungerede sesquilinear form til ap for
v1,v2 € V gelder, at

ap(v1,v9) := ap(va,v1) /3v2 )0jv1 () dz = ap(vy,vs),

hvormed ap er symmetrisk. Af [Gru08, Corollary 4.30] haves saledes, at m(—Ap) =

m((—AD)*) > 0.
Yderligere er ap V-elliptisk, da Poincarés ulighed [Gru08, Theorem 4.29] for
v e C§(U) og et b> 0 giver, at

Z|8v| + - \81v|

1 n
,Z|8v| —|— 552 |v| >mm{2 b2}|| ||
j=1

og pga. taetheden af C3°(U) i V udstrackkes uligheden til alle v € V. Ifplge
Lax-Milgrams lemma er —Ap dermed lukket og taet defineret i H. Saledes
giver [Gru08, Theorem 12.9], at (—Ap)~! eksisterer og er begraenset, samt at
0 € p(=Ap), hvormed (—Ap)~! ifglge [Joh09, Lemma 7.1.3] tilhgrer B(H).

=
@D
S

T

=
S/

mmﬁ

QD
S

[\)

(ii) Af punkt (i) haves, at 0 € p(—Ap), s& —Ap er taet defineret, hvormed [Gru08,
Theorem 12.7] giver, at ((—Ap)*) ™' = ((~Ap)~')". Derved overfores selvad-
jungeretheden af —Ap til dens inverse.
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(iii) Den inverse operator (—Ap)~! er kompakt i H. Det beror pa, at den kan

opfattes som en sammensatning af felgende operatorer

(—Ap)™t
—

H D(-Ap) — V < H.

Operatoren (—Ap)~! er veldefineret pa H jf. punkt (i), og den forste indlejring
er meningsfyldt, idet D(—Ap) C V.

Ifglge lemma 2.1.3 er den sidste indlejring kompakt, idet U er en begraenset,
dben delmeengde af R", og V' C H'(U). I henhold til lemma 2.1.4 samt den
efterfplgende bemaerkning mangler der at blive argumenteret for, at de to forste
operatorer i sammensatningen er begransede.

Afbildningen (—Ap)~t: H — D(—Ap) er begrenset, idet D(—Ap) er udsty-
ret med grafnormen og (—Ap)~!' € B(H) jf. punkt (i), sa for f € H er

I(=AD) " 15 _apy = |(=20) " + |~ An(~Ap) [
< (I=20) "N+ 1£17 = (L4 1(=Ap) 71 )2) 117

Begraensetheden af D(—Ap) — V fas, da der for v € D(—Ap) C V haves, at

[v])* = (v]o)e + Y _(9|050) = (v]v)a + (~Apvfv)n
j=1

< [o]* + [ Apv| |v] = [o[ (1 |v[+1-[=Apv])
2 2
< [ol V2 Jul* + |- Apul* < V2IulB_a,)-

(iv) Af punkt (i)-(iii) fas, at (—Ap)~! € B(H) er en kompakt, selvadjungeret ope-
rator. Af spektralssetningen for denne type operatorer [Joh09, Theorem 7.2.3]
folger, at H har en ortonormal basis {wy }ren, der opfylder, at

(—=Ap) tw(z) = prwi(x) for k€ Nogx €U, (2.27)
hvor u; € R\ {0}, eftersom (—Ap)~! er injektiv.

(v) For k € N er wy, en egenfunktion for —A p med egenvaerdi A\, := i, idet (2.27)
og lineariteten af —Ap giver, at wy = pr(—Ap)wg, s& —Apwg = A\pwg.

Eksistensen af folgen {wy, }ren er hermed godtgjort. I henhold til tidligere er wy € V'
samt Apwr = —Apwg € H, si idet —Ap er en elliptisk operator, giver [Eva98,
Theorem 5, s. 323], der behandler regulariteten af lgsninger til elliptiske randvaerdi-
problemer, at w;, € H?(U) og dermed \ywy, € H2(U).

Sezetningen anvendes derfor igen, hvormed wy, € H*(U). Fortszttelse af iterationen
giver, at wy € H(U) for | € N, idet H™(U) C H™ (U) for m’ < m. Et korollar til
Sobolevs satning [Gru08, Corollary 6.14] tillader saledes at slutte, at wy, € C7°_(U).
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Eksistens af basis i det generelle tilfalde

Nu rettes fokus atter mod det generelle tilfaelde, hvor V' til at starte med omnormeres
ved at indfgre et nyt skalarprodukt herpa. I den forbindelse veelges ¢y € [0, 7], sa
a(-,-;to) er begreenset pad V' og V-coerciv. For v, w € V indfgres sesquilinear formen

1 -
are (v, w) = 3 (a(v,w;to) + a(w,v;to)) ,

der er symmetrisk, idet af, (v, w) = age (v, w). I henhold til (2.20) er den ogsa V-
coerciv, da

1 .
Reage (v,v) = Re§ (a(v,v;to) + a(v,v;to)> = Rea(v,v;tg) > K, Hv||2 — Ko |v\2.

Herudfra indfgres sesquilinear formen ag (v, w) = Ko (v|w) g + are (v, w) for v,w € V.
Den er positiv definit, da are er reel pa diagonalen, si ag(v,v) = 0 medferer, at
v = 0, eftersom

0= Ka(v[v) s + are (v,v) > Ky |v]* + <K1 o] — K> |v|2) =Ky |v]*. (2.28)

Derudover giver symmetrien af are, at ap(v,w) = ag(w,v), sa i alt fas, at ag(-,-) er
et skalarprodukt pa V', hvilket noteres ((+]-)).

Normerne |[v]| og |||v]]| := v/((v]v)) er ekvivalente pa V, idet (2.17) og (2.19) giver,
at

0 < [[[ollI* = ao(v,v) < Kz v]* + |age (v, 0)|

K K
< 1 10l + IReatuwvito)] < (5 + 50 ol (229
t t

hvormed den identiske afbildning: (V| -]|) — (V||| - |||) er kontinuert. Som konse-
kvens af (2.28) haves ligeledes en omvendte ulighed mellem normerne, s Banachrum-
mene (Vs -|) og (V;]||| - 1||]) er isomorfe. Nu omnormeres V', saledes normen herpa
er induceret af ((-|-)).

Herunder bevises, at der eksisterer en ortonormal basis {wy }ren for H, sd wy € V
for alle k € N og ((wi|w;)) = 0 for k # 1. Forst og fremmest er det ngdvendigt
at antage, at V — H er kompakt, eftersom lemma 2.1.3 kun haves i det konkrete
tilfzelde. Derudover antages, at dim(H) = oo.

Lax-Milgrams lemma anvendes pa triplet (H,V, ag), og Lax-Milgram operatoren be-
stemt ved ag betegnes Ag. Af (2.28) folger, at ag er V-elliptisk, og ved udregninger
analoge til (2.29) fas, at sesquilinear formen ogsa er begraenset pa V.

Ligesom i det konkrete tilfaelde antages forst, at der eksisterer en ortonormal basis
{wg }ren for H, sd wy, er den k’te egenvektor for Ag med egenvaerdi Ag. Dermed er
wg € D(Ag) CV for k € N, og for k # [ er

((wg|wr)) = ao(wr, wy) = (Aowr|wr) g = M. (wg|w) g = 0.

Antagelsen godtggres ved at tage udgangspunkt i det konkrete tilfselde ovenfor og
blot papege de pakraevede sendringer. I forbindelse med punkt (i) bemeerkes, at det
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ikke ngdvendigt at bevise V-ellipticiteten af ag, da den allerede er vist ovenfor. Ved
punkt (iii) geelder kompaktheden af V' — H nu pr. antagelse. Begransetheden af
D(Ap) — V fas ved at tage v € D(Ap), hvormed

[v]|* = ag(v,v) = (Agv|v)m < [(Agv|v)a| + [v]* < |Agv| [v] + [v]?
1. 5 3.5 3 .
<3 |Agv|” + B v]” < §||UHD(AO)-

Ligesom i punkt (iv)-(v) kan spektralsaetningen herefter anvendes, hvilket giver en
ortonormal basis {wy}ren for H, som opfylder, at Agwy = A\ywy. Dermed er eksi-
stensen af en basis opfyldende det gnskede bevist. Det noteres, at V' og H saledes er
separable Hilbertrum.

Reducering til endeligt-dimensionale problemer

I dette afsnit er det for m € N gnsket at finde en funktion w,, : [0,7] — V pa formen

DEDBTHAGIES (2.:30)
k=1
hvor koefficienterne d¥, for k = 1,...,m opfylder
d3,(0) = (glwr ), (2.31)
(ul, ()| wi) g + a(wm(t), w;t) = (£(t)|wg) g for n.a. t € [0,T). (2.32)

Disse krav minder meget om (2.15)-(2.16) indskrzenket til det endeligt-dimensionale
underrum udspeendt af wy, .. ., wy,; ligheden i (2.15) er opfyldt for ethvert element i
underrummet, sdfremt (2.32) er opfyldt for wy, ..., w,,. Tilsvarende er (2.16) opfyldt
for g liggende i underrummet, hvis (2.31) geelder. Dermed er problemet med at finde
en svag lgsning til (2.21)-(2.22) for en stund reduceret til det endeligt-dimensionale
problem beskrevet ovenfor.

Saetning 2.1.5

Lad antagelserne under definition 2.1.2 gaelde med den tilfgjelse, at dim(H) = oo
og V — H er kompakt. Lad derudover f : [0,7] — H og g € V. For hvert m € N
eksisterer en funktion w,, pa formen angivet i (2.30), som opfylder (2.31)-(2.32) —
og denne er entydigt bestemt.

Bevis:
Antag, at u,, har formen i (2.30). Eftersom {wy}ren er en ortonormal basis for H
fas for ¢t € [0, 7], at

(up, (8)|wg) g Z . (t)w; [wy, = dﬁi/(t).
H
Ved at indfgre /% (t) = a(w;, wy;t) for j, k= 1,...,m folger, at

a(Upm (t), wi; t E d ( a(wj, wg;t) g d? (t)el* (t)
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og med f*(t) := (f(t)|wy)y kan (2.32) for k = 1,...,m saledes skrives
dy(6) + DOl (1) = f(0), (2.33)
=1

hvilket er et linesert ligningssystem af seedvanlige differentialligninger med begyndel-
sesbetingelsen angivet i (2.31). Teorien om lineare, seedvanlige differentialligninger
for kontinuerte, reelle koefficienter [AB92, s. 46-49] kan generaliseres til dette tilfael-
de, hvor f* € L1(]0, T[) og e’* € Loo(]0, T[) € L1(J0, T|) for 5,k = 1,...,m jf. (2.19),
idet K er uafhaengig af t.

Generaliseringen fplger ved at benytte essentielt supremum frem for supremum og
splitte funktionerne op i deres real- og imagineerdel (af tidsmeessige arsager er dette
ikke behandlet neermere). Oprindeligt kraeves, at koefficienterne er kontinuerte for at
sikre, at de kan integreres, men denne egenskab besidder Li-koefficienter ogsa.

Dermed eksisterer en entydig, absolut kontinuert funktion d,, (t) = (d2,(t),...,dm(t)),
som opfylder (2.31) og (2.33) for n.a. ¢t € [0,T]. Saledes er u,, entydigt bestemt og
opfylder (2.32) for n.a. t € [0,7]. O

2.1.2 Energiulighederne

Formalet med dette afsnit er at bevise en saetning, der giver en vurdering af forskellige
normer. Dette viser sig at vaere et vigtigt redskab i beviset for, at der eksisterer en
svag lgsning til (2.21)-(2.22).

Saetning 2.1.6 Energiulighederne
Lad antagelserne veere de samme som i saetning 2.1.5. Da eksisterer en konstant K,
som kun athaenger af T' og sesquilinear formen a, sa

OféltaSXTWm(m Fllwmll 0. + 1wl L, 00 < K (”f”Lg(O,T;H) + |9|) (2.34)

form=1,2,...

Bevis:
Ved at multiplicere (2.32) med dE (¢) og summere over k fas for n.a. ¢ € [0,77], at

(Dt (8)) 7 + (2 (1), (0):1) = (F (Ot (1))
For m = 1,2,... giver V-coerciviteten af a jf. (2.20), at
Ky ([t ()] < Re @ (£), i (£)3 ) + Ko [ (£)]*
Desuden er

2Re (f (t)wn(t)) gy < 21(F(B)wm () gl < 21F O fum (O] < IFOF + [um ()],
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og ifglge seetning 1.5.3 samt (2.18) er
8t('ufm|'ufm)H = (u;mm> + <’U/ > = 2Re <um7 um> = 2Re (u;n|’u’m)H

I alt fas for n.a. t € [0,7T], at

O (lum(®) ) + 2K ()] (2.35)
< 2Re (ul, (1) tm (1)) 5y + 2Re Aty (1), (1); 1) + 2Ky |1, ()|
= 2Re ((f(0)|wm (1) g — altim (t), wm (t); 1)) + 2Re @t (), wm (1); ) + 2K [ ()]
= 2Re (F(t)|um (1)) + 2K> [un (8)]* < | £ + (14 2K5) [unm (1) (2.36)

Beviset opdeles herefter i punkter, der hver behandler et led pa venstresiden af (2.34).

)
)u

(i) For n(t) := |un(t)|* og £(t) := | £(t)|* giver (2.35)-(2.36) for n.a. t € [0, 77, at
' (t) < (14 2K)n(t) +£(t).

Eftersom f € Ly(0,T; H), er

T T
(AKW&=ALWM&<w

sa £(t) er integrabel pa [0,7T]. Idet n er absolut kontinuert, kan Gronwalls
ulighed pa differentiel form fra lemma B.0.1 saledes benyttes, hvilket for t €
[0, T] resulterer i, at

mwsﬁﬂm@“@@+42@m) (237)

Af (2.30) og (2.31) fas
2 2 . 2
= ( |(glwi)u ) <Z| (glw)u ) =g,
1 k=1
hvorved (2.37) giver, at

t
max |um(t)]* < max e(1+2K2)t (n(O) +/ &(s) ds)
0

0<t<T 0<t<T

< e(1+2K2)T <|g|2 + HfH%Q(O,T;H)) .

Til at runde beviset for punktet af benyttes (1.10):

<|9| + £l 0,m; H))

m

= D (glww) mwy,

k=1

NE

b
Il

(2.38)

<(+
B fum ()] < €

(ii) Ved integration af (2.35)-(2.36) over intervallet [0, 7] fas

2 2 2
| (T)|” = |um (0)] + 2K [lum |7, 0,1,v)

T
2 2
SU+M@A\wﬁN&+Whmmm»
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(iii)

s& ved at ignorere det forste led pa venstresiden og benytte (2.38) fglger, at

2

lemllz, 0,7 (2.39)
< 1 |w (O)|2+(1+2K) ! max_|u (s)|2 dt—i—||f||2

T 2K, " 2 Jy o<s<r!T™ L2(0,T;H)

71 2 2
< 5 ((1 (14 2K)T) s () | f||L2(O,T;H)>

IN

1
sre; (L (1 2B T) 25T (10 713, ) + 112 0200

K (19 + 113 021 ) (2.40)

IN

(1+2K3)
hvor K3 := 1+(1+(1+212<§()1T)e T Punktet afrundes ligesom punkt (i).

Eftersom V er et Hilbertrum, og span{ws}}’; i henhold til [Joh09, Lem-
ma 6.2.1] er lukket, kan Projektionssatningen [Ped00, Theorem 4.13] benyttes:

V = span{wy }jL, @ (span{wg}j,) "

For v € V med ||v|]| < 1 haves saledes, at v = vy + vg, hvor v € span{wy}7,
og vy € (span{wk}znzl)L. Idet (v1|ve)y = 0, giver Pythagoras’ seetning, at

lon ) < floall” + oz ]* = oy + v2]* < 1. (2.41)

Da der findes ay,...,am, € C, 88 v; = Y ;" | apwy, fas for n.a. ¢ € [0,7] ved
brug af (2.32), at

(h, (D)]01) 7 + @t (), v138) = D ((wp, (E)lwn) g + awm(t), wis 1))
k=1

(FOlwr) g = (F@)]v1) g -

(Z dk," (tywr vy + U2>
k=1 H
= (up, (Do) g = (FOv1)a — a(um(t), v1;t).
Hermed fas ved brug af uligheden i (2.41) og begransetheden af a jf. (2.19), at
[{ugn (), D) < [F O] NJorll + Kb [wm @) [[va | < Ko (1 (O] + [lwm @)
hvor K, := max{1, K;}. Dermed er
[, (8))

Ved at kvadrere begge sider af uligheden og udnytte (1.9) fas

I
NE
g

~
Il
-

Sammen med (2.30) resulterer det i

(U, (£),0) = (up, (D|v) 5

ve = sup {[(uy, (), w)| | w eV, [Jw]| <1} < Ko ([f(O)] + [[um (B)]]) -

DI < 253 (1F P + llum @)
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Integration over [0,T] resulterer ved hjeelp af (2.39)-(2.40) i uligheden

2 2 2
w2, 00+ < 2K7 (HfHL2(O,T;H) + ||um||L2(O,T;V)) (2.42)
2 2 2
<253 (112 s0.200) + 5 (19 + 112 0mm))
2 2
<2631+ K3) (117 0.2.00) + 91 (2.43)

og (1.10) runder punktet af.

I alt resulterer punkt (i)-(iii) i, at

max |um(t)| + H“m”L2 (0,T;V) + ||u;n||L2(O,T;V*)

0<t<T
< (Vera+2a) + Ky + K20+ K3)) (1ol + 1|y 000 ) -
hvormed setningen er bevist. 0

2.1.3 Eksistens og entydighed

I dette afsnit opnés en svag lgsning til (2.21)-(2.22) ud fra funktionsfelgen {w,, }men
ved groft sagt at lade m ga mod uendelig. Afsnittet indeholder to saetninger, der
tilsammen giver eksistensen af en entydigt bestemt svag lgsning til begyndelsesveaer-
diproblemet. Fgrst fglger imidlertid et taethedsresultat:

Lemma 2.1.7

Lad H veere et Hilbertrum med en ortonormal basis {w,};en. Ved at multiplicere
basisvektorerne med C*°-elementer og danne linearkombinationer heraf opnas en
teet delmaengde af Lo(0,T; H), hvor T > 0.

Bevis:
Det skal bevises, at for N € N og glatte funktioner dj, :]0,T[— C, hvor k = 1,..., N,
ligger funktioner pa formen

N
Z d.(t)wy, (2.44)
k=1
teet i Lo(0,T; H). For vilkarligt f € Lo(0,T; H) er f(t) € H for fast ¢ €]0, T, sa
F&) =Y (FOlwr) g, (2.45)
k=1

og (f(t)|lwr)y € L2(]0,TY), eftersom f :]0,T[— V er staerkt malelig og det indre
produkt kontinuert, sa afbildningen ¢ — (f(t)|wy), er Borel malelig. For ethvert
e > 0 giver (2.45), at der eksisterer N € N, sa

N T
H Z Slwy) pwy, = /0 F(t) —

[N

N

Y (FOlwr) g wy

k=1 H

dt <

DN ™

L2(0,T;H)
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Idet C*°(]0,T7Y) er teet i La(]0,T]), eksisterer funktioner dy € C°°(]0,T]) for k € N
tilstreekkeligt teet pa (f(t)|wy), til, at

N
Hf =Y dpwy,

k=1 Lo (0,T;H)
N N

=S I DUEPt Y SRR S
k=1 L(0,T;H) k= P Lao)

T N 9 %
€
<5+ (Z ((F(B)lwe) g — (1) ||wk||H> | <-
k=1
Dermed kan f € Ly(0,7T; H) approksimeres af funktioner pa formen (2.44). O

Saetning 2.1.8 Eksistens af svag lgsning
Lad antagelserne veere de samme som i saetning 2.1.5. Da eksisterer en svag lgsning
til begyndelsesvaerdiproblemet i (2.21)-(2.22).

Bevis:

Ud fra szetning 2.1.6 kan sluttes, at {t,, } men er begraenset i Lo (0, T3 V) og {u], }men
i Ly (0,T;V*), eftersom hgjresiden af (2.34) er uafthaengig af m. Dermed eksisterer i
henhold til Banach-Alaoglus satning [Ped95, 2.5.2] omhandlende svag kompakthed
en delfglge {wm, }ien € {wm }men 0g et element u € Ly (0,T;V), sa

Idet {u;, }men er begraenset, gaelder dette ligeledes om {u,, }1en, hvormed der eksi-
sterer en delfplge {u,,, }pen og w € Ly (0,T;V*), s&

u, ——wi Ly (0,T;V*). (2.47)

mIP p—00

Desuden gelder, at
Uy, U i Ly (0,T;V), (2.48)

hvormed lemma 1.2.2 giver, at u,,, —— wi D'(]0,T[; V). Af (2.47) sluttes analogt,
P p—oo

at u,,, —— w i D'(J0;T[;V*). T henhold til bemzrkningen under definition 1.1.2
P p—0o0O

er 9, : D'(]0, T[; V*) — D'(]0,T[; V*) kontinuert, og D'(]0,T[; V) C D'(]0,T[; V*),

hvor V' C V* topologisk, sa konvergensen af U, geelder ogsa heri. Derved slut-

tes, at v’ = w, idet greenseveerdier er entydigt bestemt i Hausdorff-topologien pé

D'(]0,T[; V*).

Herefter argumenteres for, at w opfylder (2.15). Forst veelges N € N og en funktion

v e C([0,T);V) pé formen v(t) = SN di(t)wy, hvor dy, 3]0, T[— C er glat for

k=1,...,N. Dernast veelges m > N, og (2.32) multipliceres med di(t), hvorefter
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der summeres over k og integreres over |0, T:

[ (w050 + atwn (o). 0@:0) dt = [ (FOlo@mdr  (249)
0 0

Herunder undersgges i veesentligt flere detaljer end i [Eva98, s. 357], hvad der sker
med (2.49) for m = my,, nar p gar mod uendelig. Graensefunktionen for {u’mlp }pen

er i henhold til ovenstdende w’, s pr. definition af svag konvergens fas for ethvert
g € Ly (0,T;V*) ved brug af (1.3) og en lineer, bijektiv isometri ® : V — V*, at

T
= i (pfl A " ’(1)71 " dat
)L2(O,T;V*) pLH;o 0 ( (u’ umlp)( ) g( )>V

T

= Jim | <(u’—u;mp)<t),<1>—1g(t>> dt.

p—o0

0= lim (u’ —u,

Da ®~1g er en vilkarlig funktion i Lo (0,T;V), saettes ®~1g = v, sa
T - T -
/ (0,00 dt —— [ (' (2), o (D) dt.
0 P p—oo Jo

Greensen af det andet led pa venstresiden i (2.49) betragtes ved at indsaette v og en
vilkarlig funktion @ € Ly (0,T;V) i a og benytte begraensetheden heraf:

T T
/ a@(t), v(t): 1) dt| < K, / lall o)) dt
0 0

(2.50)

< Ko ||l 1, 0,00 1Vl 250,750 -
Dermed er afbildningen @ — fOT a((t),v(t);t) dt indeholdt i (Lo (0, T;V))". Grundet
den svage konvergens i (2.48) folger, at
T T
| atuwm, @008t —— [ atult) ot at
0

p— 00 0

Idet hgjresiden af (2.49) er uathaengig af p, giver ovenstaende, at

| (o) +atuo.o@:0) dt = [ (F@lo@ma. (@51
0 0

Denne lighed geelder for ethvert element i Lo (0,7"; V'), hvilket bevises ved at udnytte,
at funktioner pa formen

Z dy, (t) wr
k=1

[[wk|lv

ifolge lemma 2.1.7 ligger taet i Ly (0,T; V), eftersom {H;’ﬁ}k u udggr en ortonor-
€

mal basis for V. Dermed eksisterer for et vilkarligt v € Lo (0,7; V) en folge {vm fmen
af funktioner pa denne form, sa

Uy —— v 1 Lo (0, T V), (2.52)

m—00
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hvilket medferer, at v,,, —— v 1 L (0,7T; H), hvormed

m—00

T

T
/0 (f (@) om(t)) g dt = (f|vm)L2(O,T;H) - (f|”)L2(0,T;H) = /0 (F(O)|v(t))y dt.

Samtidig geelder ifplge (2.51), at

/0 (F(O) o) dt:/o (u’(t)mm(t)}dt—i—/o a(u(t), v (t);t) dt. (2.53)

ye (0 =vm) ()] dt

Konvergensen af hvert led pa hgjresiden i (2.53) behandles seperat. Som konsekvens
af (2.52) haves
T T
| o m=egmal< [ ol

T % T 2
g(/ I/ @ - dt) (/ 10— o) ()] dt) ——0,

T T L
/0 (W (1), vm(t))ydt —— [ (u/(t),v(t))dt.

m— 00 0

hvormed

Tilsvarende fas for det andet led, at

T T
/ a(u(t), v, (t);t) dt —— a(u(t),v(t);t) dt,
0

m—00 0

idet udregninger analoge til (2.50) giver

< K, ||u||L2(o,T;V) v — vm||L2(O,T;V) — 0.

m—00

T
/0 a(u(t), (v —vy,) (t);t)dt

Af (2.53) fas dermed, at

T

| OOyt = [ (' 0.000) d+ aqut. o) at

m— 00 0

hvorved (2.51) geelder for samtlige v € Lo (0,T; V).Heri indsattes derfor ¢(t)v(z),
hvor ¢ € C§°(]0,T[) og v € L2 (0,T;V):

T T
[ (w@.5m) + atu(o). o(0:0) 01t = [ OOt at.
0 0

Eftersom ¢ er en vilkarlig testfunktion, fglger af variationsregningens grundlemma,
at for n.a. t € [0,7] er

(u'(t),v(t)) + alu(t),v(t);t) = (FO)|v(t)n-

For at kunne udnytte variationsregningens grundlemma kraeves, at leddene i ligheden
er lokalt integrable, men dette kan vises ved brug af Cauchy-Schwarzs ulighed og
begraensetheden af a. Dermed opfylder w ligheden i (2.15).
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Den resterende del af beviset har til formal at bevise, at u opfylder (2.16). Forst
veelges v € C1 ([0,T]; V) med v(T) = 0 og seetning 1.5.3 samt (2.51) benyttes herpé:

T
/0 (@), () + au(t) v(e):1)) dr (2.54)
T
= / (=01 (Ol () 7 + (' (1), (D) + alult), v(t):1)) dt
T
= @O0y + [ FOR), (2.55)

Seetning 1.5.3 giver, at (u|v), € C([0,T]), hvilket er relevant, eftersom ¢ = 0 under-
vejs indsaettes heri. Ligheden fas ogsa for u,, ved at benytte (2.49), s&

| (C0@ 0 + s (0,00:0) dt = [ (PO + (0, (OF10))

Herefter saettes m = my, og da (2.30) samt (2.31) giver, at

mi, mi,
’LLmlp (0) = Z d’l:ﬂlp (O)wk = Z (g|wk)H Wi p—>—oo> g,
k=1 k=1

konkluderes ud fra argumenter analoge til tidligere, at

T T
| (-0 uv) + atute,vwi0) dt= [ (F @), dt+ glol0), (256)
0 0

Idet v(0) € V er vilkarlig, V er taet i H, og der ved sammenligning af (2.54)-(2.55)
og (2.56) fas

(w(0)[v(0)) ;= (g]v(0)) ;

sa (u(0) — g|v(0)); =0, er u(0) = g. Dermed er w en svag lpsning til (2.21)-(2.22). O

Sztning 2.1.9 Entydighed af svag lgsning
Lad antagelserne vaere de samme som i szetning 2.1.5. Dermed er en svag lgsning
til problemet i (2.21)-(2.22) entydigt bestemt.

Bevis:
Antag, at u er en svag lgsning til (2.21)-(2.22) med f =0 og g = 0. Ved at benytte
seetning 1.5.3 og (2.15) med v = u(t) samt f = 0, fas for n.a. t € [0, 77, at

8, (; |u(t)|2> + Rea(u(t), u(t);t) = Re ((M(t),%) + a(u(t),u(t);t)) —0.
Af V-coerciviteten af a jf. (2.20) fas, idet Ky > 0, at

Rea(u(t), u(t);t) = Ky |[u(t)|® = Ks |u(t)]® = — Kz [u(t)]”.
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Tilsammen viser dette, at
1
00 (5 1)) = ~Rea(u(t)u(e) ) < Kafuto)"

og eftersom |u(0)]> = 0 jf. antagelsen om g og (2.16), giver Gronwalls ulighed pa
differentiel form fra lemma B.0.1, at u(t) = 0 for ¢ € [0, T].

For svage lgsninger u; og us til begyndelsesvaerdiproblemet med almene f og g haves
i henhold til definitionen af en svag lgsning, at (u; — uz2) (0) = 0, og for v € V og
na.te[0,7] er

(ui (t) — uy(t),0) + a(ua (t) — ua(t),v;t) = 0.

Dermed er u; — ug en svag lgsning til (2.21)-(2.22) med data f =0 og g =0, sa af
ovenstaende folger, at u;(t) — ua2(t) = 0 pa [0, 7. O

2.2 DEN SVAGE L@SNING OG ENERGIULIGHEDERNE

I forrige afsnit blev eksistensen og entydigheden af en svag lgsning w til (2.21)-(2.22)
godtgjort. Behandlingen af problemstillingen tages i dette afsnit et skridt videre
end [Eva98] ved at undersgge, hvorvidt seetning 2.1.6 om energiulighederne ogséa
galder for u, nar de galder for funktionerne {u,, }men, der fremkom ved Galerkin
approksimationerne. Derudover betragtes, hvilken konsekvens det i sa fald har for
lgsningsoperatoren

T:Ly(0,T;H)® H — C([0,T]; H)N Ly (0, T; V)N H' (0, T; V™)

givet ved T(f,g9) = u. Det bemaerkes, at i henhold til definition 2.1.2 er u €
Ly (0,T;V) og uw' € Ly(0,T;V*), hvormed ' € H'(0,T;V*). Yderligere fas af seet-
ning 1.5.3, at w € C ([0,T]; H), sa T afbilder over i den angivne veerdimaengde.

Saetning 2.2.1 Den svage lgsning og energiulighederne

Lad antagelserne vaere de samme som i seetning 2.1.5. Den svage lgsning w til (2.21)-
(2.22) opfylder for en konstant K, der kun afthanger af T og sesquilinear formen a,
at

oBAx, lw(t)| + [l 1,070y + ||u/||L2(O,T;V*) <K (|9| + ||f||L2(0,T;H)) (2.57)

Bevis:
Forst bevises en ulighed mellem normen af en svagt konvergent fglge og dens graen-
sefunktion. For et Hilbertrum X og en fglge z,, —— z i X er
m—0o0
lell% = (ele)x = lim (o).

og ved at tage absolut veerdi pa begge sider fas

el = tim |(zmle) x| = lminf () x)] < 2] liminf [z
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Nu giver division med ||z] y, at
< limi <1
ol < imint o] < limsup |
hvilket er trivielt for z = 0.
Af den svage konvergens i (2.46) og (2.39)-(2.40) fplger hermed, at
Hu||L2(o,T;V) < hﬁglf HumL“LQ(O,T;V) S VK <|9| + ||f||L2(0,T;H)) :

Tilsvarende fas ved brug af den svage konvergens i (2.47) og (2.42)-(2.43), at

< K20+ K3) (IF ) oo, + 191) -

L2(0,T5V*) —

||u/||L2(0,T;V*) < llpn_l)ggf Humzp
Ved at anvende satning 1.5.3 samt de to foregdende vurderinger fas
. fu(®)] < K ([[ully0mw) + 10 )
< K (VEs + K20+ K3)) (I9l + 1fllaorom )

hvorved (2.57) er bevist. O

Dette resultat bruges til at begrunde kontinuiteten af lgsningsoperatoren 7. Forst og
fremmest er T lineaer pa ethvert par i Lo (0,7 H) & H, hvilket fas ved at udnytte
lineariteten af begyndelsesveaerdiproblemet, som 7' er lgsningsoperator for — samt
entydigheden af en lgsning hertil. For (f,g),(f,§) € L2 (0,T; H) ® H og o € C
geelder saledes, at

T(af,ag) =aT(f,9),
T(f+ f.9+3) =T(f.9)+T(f.9)

Fra lemma A.0.1 vides, at en norm pa definitionsmangden for T"er || f([;, o.7.7r) + 19/,
mens lemma A.0.2 giver, at en norm pa fellesmaengden, som T afbilder over i, er

2 2
OréltagXT lu(t)] + ||u||L2(o7T;v) + \/HUHLZ((J,T;V*) + ||u,||L2(07T;V*)-
Dette udtryk minder om energiulighederne for w angivet i (2.57), hvilke derfor kan
bidrage med en gvre vurdering af udtrykket. Da V' C V* topologisk, findes K; > 0,
sa [lu(t)|lv- < Ky ||u(t)]], og dermed |[u||r,0,7v+) < K¢|lw| L, 0,7;v) T alt haves, at

max ()] + el 2,0 )+ Il 00 + 10Ny 20
< K (1914 15 a0, ) + Ko Il o,y + 19l 0,700

< & (lgl+ 1l agorramn) + (1 + KOK (Io]+ 11l yco.zsim)

= @+ KK (lol + 1 0m) )

hvilket viser begraensetheden og dermed kontinuiteten af lgsningsoperatoren.
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Begyndelsesveaerdiproblemet i (2.21)-(2.22) med data f og g siges dermed at veere
velstillet, eftersom den svage lgsning eksisterer, er entydigt bestemt og afhaenger kon-
tinuert af problemets data. Det sidste er en eftertragtet egenskab for problemer, der
beskriver fysiske faenomener, da det her er gnskeligt, at lgsningen ikke bliver pavirket
for meget“, hvis de givne data ,eendres lidt“ — eksempelvis pga. maleusikkerhed.



Kapitel 3

Maksimumsprincipper for
parabolske operatorer

Formaélet med kapitlet er at bevise vigtige maksimumsprincipper. Inden for emnet
er vaerket [PWG67] af M. Protter og H. Weinberger fra 1967 en klassisk reference,
der bade behandler maksimumsprincipper for elliptiske, parabolske og hyperbolske
partielle differentialligninger.

Resultaterne er nyttige i forbindelse med en senere analyse af en konkret diffusions-
og reaktionsligning. Antagelserne undervejs er derfor i nogen udstrackning tilpasset
eksemplet, men der ggres dog opmaerksom pa, hvorledes de, safremt det er muligt,
kan svaekkes for at opna mere generelle resultater. Det bemaerkes, at der regnes reelt,
og U C R™ er en aben og begranset maengde, hvis parabolske rand angives ved

I :=Ur\Ur = (U x[0,7])\ (Ux]0,T]) = (U x {0}) U (dUx]0,T)).

3.1 DET SVAGE MAKSIMUMSPRINCIP

Det svage maksimumsprincip giver tilstraekkelige betingelser for, hvornar minimum
og maksimum over Ur af en bestemt funktion antages pd den parabolske rand.

Satning 3.1.1 Det svage maksimumsprincip [Eva98, Theorem 8, s. 368]

Lad u : Ur — R veere en funktion med (%u,@ii-u,@tu € C(Uy) fori,j =1,...,n,

samt u € C(Ur). Lad A betegne en uniformt parabolsk differentialoperator pa
ikke-divergensformen i (2.5), hvor a;; = a;; for i,5=1,...,nogc=01 Uy.
(i) Hvis O;u + Au < 0i Uy, si antages maksimum af u over Ur ikke pa Ur.

)
(ii) Hvis Osu+ Au <01 Ur, sa er maXg— U = Maxr,, u.
(iii) Hvis Oyu + Au > 0 i U, si antages minimum af u over Uy ikke pa Ur.
)

(iv) Hvis dyu + Au > 01 Ur, sé er ming—u = minr,, u.

45
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Det bemaerkes, at punkt (i) og (iii) er en tilfgjelse i forhold til udgaven hos [Eva98|.

En funktion u, som opfylder d;u + Au < 0 i Ur kaldes en underlgsning, mens den
betegnes en overlgsning, safremt dyu + Au > 01 Ur.

Bevis:
For at bevise punkt (i) og (ii) antages, at

ou+ Au <0 i Up, (3.1)

samt at der eksisterer (z9,%9) € Ur, sd maxg—u = u(wo,to). Hvis to €]0,T], er
Vu(zg,to) = 0, og Hesse-matricen Hu(zg, to) er negativ semidefinit, hvorved der for
alle £ € R™ geelder, at

f . Hu(l’o,to)f S 0,

sa ved at veelge & = ey, fas, at 02, u(wo,t9) <0for k=1,...,n.

Ifglge antagelserne er matricen M := (ai;(zo,%0)),,,, Symmetrisk og positiv defi-
nit, hvor sidstnaevnte er en konsekvens af, at den uniforme parabolicitet af A giver
eksistensen af 6 > 0, sa der for alle x € R™ \ {0} geelder, at

n
' Mz = Z aijzizy > 0lz|* > 0.
ij=1

Dermed sluttes, at matricens egenvaerdier er positive, og den er ortogonalt diagona-
liserbar med en diagonalmatrix bestaende af egenvaerdierne. Dvs. der eksisterer en
ortogonal matrix O = (045),,,,, 58

OMOT = diag(A1,..., \n) (3.2)

med \; >0 for i =1,...,n. Nu laves en substitution ved at indfgre y = z¢ + O(x —
zg) 1= U(z) for z € ¥71(U), der er aben, eftersom U er dben, og ¥ er kontinuert.
Derved sikres, at y € U, hvormed = — y(x) — u(y(x)) er veldefineret. Skrives
Zo = (015 --,%o,n), € Yk = Tok + 1y Okt(z1 — o) for k= 1,...,n, hvorved den
afledte heraf mht. z; kun far bidrag fra leddet med [ = i. Ved at anvende kaedereglen
folger saledes for ¢, =1,...,n, at

ou 0y au Yn -
awx - 5 c 7
M dyy Ox; 3yn ox; Z %0

o 2 (O
klaxj Oy

Ol (8

YrY1

og dermed

o (ou) _
Bacj a.’tZ _k

hE

1

|
M:

— . . 2
Uy, y1 + - +ayky udy, yn = Z ki1 Oy ), U
k=1

b
Il
_
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Ved at udnytte dette, (3.2), Ay, > 0 samt 97, u(zo,to) < 0 for k = 1,...,n, fas i
punktet (xg,0), at

NE

E:aw 19:] =

7,j=1 k,l

n n n
Z @50k 015 ykyz Z <ZO’“ MOT) >a§kyz

1 \i,j=1 k=1 (3.3)

(O (MOT Kl ykyz Z)‘k yrye U
1

M=

k.l

Eftersom ¢ = 0 og Vu(xo,to) =0, er

=) a0fu+ > bidu >0 i (w,t0), (3.4)

i,j=1 i=1
men det betyder, at d;u + Au > 01 (wo,t9), hvilket strider mod antagelsen i (3.1),
sa u antager ikke maksimum over Uy i et indre punkt.

Nu betragtes tilfeeldet to = T'. Dermed er dyu(zo,to) > 0, og ved at gentage ovensta-
ende argumentation fglger, at vurderingen i (3.4) stadig holder. Atter opnas mod-
stridende, at dyu + Au > 01 (xg,to), hvilket beviser punkt (i).

For at feerdigggre beviset for punkt (ii) antages, at dyu + Au < 01 Up. For € > 0
indfgres u®(z,t) = u(x,t) — et, s&
out +Au =0u—e+Au <01 Up.

Ved at anvende den forrige del af beviset pa u®, der er lige sa reguleer som u, sluttes,
at maxg_u® = maxp, u®. Det er klart, at maxg_—-u > maxp, u, og antages, at der
gaelder skarp ulighed, fas

maxu > maxu > maxu® = maxu’. (3.5)
UT FT FT UT

Herefter tages a > 0, og ¢ veelges, s& 0 < & < %, hvormed
Cmu—et>u— t>u—a
= > 7t

for alle (x,t) € Uy, sa maxp—uf + « > maxg-u. Valges o < maxg—u — maxp, u,
der pr. antagelse er positiv, opnas, at

II&X’U/E + maxu — maxu > maxu,
Ur Ur I'r Ur

2 € . : — ny —
s& maxgu® > maxr,, u, hvilket strider mod (3.5), hvormed maxg—u = maxr,. u.

Punkt (iv) bevises ved at udnytte, at —u opfylder antagelserne i punktet, nar u op-
fylder dem i punkt (ii), og denne funktion antager ifglge ovenstaende sit minimum
pa den parabolske rand. Beviset for punkt (iii) fglger analogt. O
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3.2 HARNACKS ULIGHED

Afsnittet indledes med et lemma, som giver en vurdering af en specifik sum indehol-
dende elementerne fra to symmetriske matricer. Lemmaet ggr brug af sporet af en
matrix M = (m;;)nxn, hvilket er defineret ved tr(M) = >"" | my;.

For M = (1ij)nxn er tr(MM) = tr(M M), idet begge udtryk er lig D i g1 i i
Heraf fglger, at simileere matricer har samme spor, for hvis O er en invertibel n x n
matrix, er tr(O~1MO) = tr(MOO™1) = tr(M).

Til sidst indfgres matrixnormen

Lemma 3.2.1
Lad P og @ veere symmetriske n x n matricer, hvis indgange er reelle. Safremt
egenveerdierne for P er nedadtil begraensede af § > 0, er

n
Z DijPrIqkiqly = 0%1Q*.
ik l=1

Bevis:
Til at starte med foretages en rakke direkte omskrivninger af summen ved at udnytte,
at P og () er symmetriske:

n n

n n n
> pupwakias = Y, | D piiay | prari = Y (PQit Y Pridwi
ik l=1

i,5,k,1=1 Jj=1 i,l=1 k=1 (36)

n

= > (PR (@P)y = r (PQQP)) = r (PQ)?).

i,0=1
Symmetrien af P giver eksistensen af en ortogonal matrix O = (0i;)nxn, S8
OPOT = diag(\1,...,\y) =: A,

hvor diagonalelementerne er egenveerdierne for P. For matricen B := OQO7 ses af
(3.6), idet simileere matricer har samme spor, at

> piparia; = tr (O(PQ)?0™) = tr (OPOT0OQOTOPO"0QO™)
i,j,k,1=1
Mbip o Aabi ]
= tr(ABAB) = tr : : :

)\nbnl o )\nbnn
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Eftersom @ er symmetrisk, er B ogsa symmetrisk, sa nar det sidste udtryk udreg-
nes, vil der i hvert led kun optraede én indgang af B, men til gengeeld i 2. potens.
Derudover vil hvert led indeholde to af P’s egenveerdier, der alle kan vurderes ned
ved 0, hvormed

Z DijPkiqkiqlj = 0% tr (BZ) = 0%tr (QQ) =0’ Z qzzj =60°|Q”.

i,5,k,l=1 i,j=1

O

Som yderligere forberedelse til Harnacks ulighed betragtes en funktion v € C?(Ur)
samt en uniformt parabolsk differentialoperator A pa ikke-divergensformen i (2.5),
hvor a;; = aj; for ¢, =1,...,n. For fast (z,t) indfgres matricen M = (a;;)nxn, der
— ligesom Hesse-matricen for v — er symmetrisk, og egenvaerdierne for M betegnes
Aty ..o An. Idet A er uniformt parabolsk, fas for £ € R™ af (2.6), at

ETME =" aii&i&; > 0¢P,

i,j=1
sa ved at lade § veere egenvektoren x, hgrende til A; for j = 1,...,n og udnytte, at
xijﬂ:M = xszijj = Ajlza, 12
kan A; vurderes nedadtil ved 6. Saledes kan lemma 3.2.1 benyttes pa M og Huv:
n
Z aijaklﬁizkvajzlv > 0?|Hv|?.
i,k 1=1

Harnacks ulighed giver, at supremum over et indre omrade i U af en passende funk-
tion u, der opfylder d;u+ Au = 01 Ur, til et positivt tidspunkt kan vurderes opadtil
ved infimum over det samme omrade til et vilkarligt senere tidspunkt. Resultatet
kraever ikke, at U er begraenset, sa derfor ses der bort fra denne antagelse.

S=tning 3.2.2 Parabolsk Harnack-ulighed [Eva98, Theorem 10, s. 370]
Lad A veere en uniformt parabolsk differentialoperator pa ikke-divergensformen i
(2.5), hvor a;; € C°(Ur) N C(Ur), aij = aj; og b =c=01iUr fori,j =1,...,n.
Antag, at v : Ur — R er en funktion, for hvilken u,@iu,afju,atu € C(Ur) for
i,j=1,...,n,samt Qyu + Au=0o0gu>01iUr.

Lad V veere en aben, sammenhaengende maengde med kompakt V' C U. Dermed
eksisterer for hvert 0 < t; < to < T en konstant Kpg, sa

supu(-,t1) < Kpginfu(-,ts). (3.7)
v \4

Konstanten K afhaenger kun af V,t1,t5 og A’s koefficienter.

I [Eva98] henvises til [Lie96] for en mere generel udgave af Harnacks ulighed, hvor
det eneste krav til de variable koefficienter er, at de skal veere Borel malelige og
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begraensede. Beviset nedenfor er fra [Eva98|, men dog er der her brugt vaesentlig mere
plads pa det, idet kildens bevis primeert skitserer strategien, hvorimod nedenstaende
afdaekker detaljerne. Beviset er pga. dets laengde delt op i en raekke mindre afsnit.

For at opna udsagnet i setningen er det vigtigt, at alle de konstanter, som optrader,
er uafhengige af u. Derfor skrives al athengighed af u eksplicit.

Reduktion til positivitet
Det er nok at vise Harnacks ulighed, nar v > 0 i Ur, idet resultatet ellers kan bruges
pautefore>0,dau+e>00g0(u+e)+ Alu+¢e)=01Up. Derved er
supu(-,t1) < sup(u+e)(-,t1) < Ky ir‘}f(u +e)(-, ta).
v v

Heraf fas for alle x € V og ¢ > 0, at %HSUPV u(-,t1) < u(x,t2) + €. Eftersom
konstanten Ky er uathaengig af u + ¢ og dermed af ¢, folger for alle x € V', at

1
—_— 1) < t
Kp Sl‘ipu( 1) = U(fl% 2)7

hvorved supy, u(-,t1) < Kg infy u(-, t2).
Hj=lpefunktioner
Til at starte med betragtes en vilkirlig meengde W med kompakt W C U samt

0 < s1 < s2 <T.1de folgende afsnit foretages vurderinger af forskellige restled, og
det bemaerkes, at disse vurderinger geelder for (z,t) € W X [s1, s2].

Indfgres v =Inwu i Up, fasfor i,5 =1,...,n, at
O; w2 u — O;ud;u
8,»1/ _ i U og 8%’0 _ U—27'j’
U
sa idet Oyu — Au =01 Urp, er
3tu
8tv=7:—fAU—f Z a;0;
B,j=1
" [ a;u0%u — a;;0;ud;u O;u O;u -
= Zl< ij W05 - ijOi U0 + aij ; ]7 = lzl(a”(? v+ a;;0;v0v) .
i,j= ij=

For w := Z;;lzl a 0% og W = 2271:1 aO,vov fas hermed, at

O = w + . (3.8)
Differentialulighed for w
Ved brug af ovenstaende fglger for k, 0l =1,...,n, at

v = 02w+ 2 Z (ai; 05 v0;v + aijafkva ) + Ry, (3.9

ij=1
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hvor

Ry = Z (aﬁlaijﬁivajv + 8kaij (83[’06]"() + &»vaflv) + 8laij (82»2kv8jv + aivaf.kv))

ij=1
angiver restleddet. Ved at anvende (1.9), Dv := (O1v,...,0,v) samt
K,:= sup {|8aaij(x,t)| ‘ (x,t) € W x [s1,82] og |a| < 2}

3,=1,....,n

kan R; for € > 0 vurderes vha. Hesse-matricen Huv:

N K? K? K?
|Ry| < Z <2(8jv)2 + 2—;(8,»1;)2 +e(0%v)* + f(6j0)2 + e(024v)* + ;(8]»1})2)
i,j=1
K? 2nK?2

< " 1Do)? + "2 Dy + 2| Hof? + 2224 | Dof? (3.10)

2 2¢ €

5nK?2
- (”; + ”%) |Dvl? 4 2¢|Hol?.
Kl(E)

Af (3.9) folger, at

n

Oyw = Z (ardv + Opar O )

k=1
n n n
2 3 2 92 2
= E arOpw + 2 E ariaij (05 vd;v + 8Z-kuajlv) + E (am Ry + Oarpfv) -
k=1 6.5,k 1=1 k=1

Idet dyw =Y, (9iar02 v + apd},v), er

Oyw = Z akla,zlw +2 Z ai;0jv0;w + 2 Z aijaklafkvajzlv + Ro, (3.11)
k=1 ij=1 i,k l=1
hvor

Ry = Z (aklRl + 3tak18,§lv) -2 Z aijajvaiakla,flv.
k=1 i,k =1
Af (3.10) fas

n

[Ro| < Ko > (IBa| + |070l) +2K2 > 19;0[|070]
k=1 i,k 0=1

< 2en?K, |Ho|*> + n* KK, () | Dv|?

K, <& 1 n3K?
+ - kzl <5|3£lv2 + 5) +en?K2|Hol* + T|Dv|2 (3.12)

n?K,
2¢e

Kal(e) Ks(e)

K
=cK, (2n2+n2Ka—|— |Hv|? + n’K, <K1(€)+ n€a> | Du|* +

N | =
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Ved at benytte bemaerkningen under lemma 3.2.1 fas af (3.11) og (3.12), at

8tw - Z aklaﬁlw -2 Z aijﬁjvﬁiw =2 Z aijaklafkvajzlv + R2

k=1 ij=1 i,k l=1

1
> 20%| Hv|* — eK, <2n2 +n2K, + 2) |Hv|? — Ky(e)|Dv|* — Ks(¢).
Det er muligt at vaelge € sé lille, at K, (2n? + n’K, + %) < 62, hvorved

n n
Orw — Z ap 0w — 2 Z ai;0jv0;w > 0% Hv|? — Ko(e)|Dv|* — K3(g). (3.13)
k=1 ij=1

Differentialulighed for w

Det er herefter gnsket at etablere en tilsvarende ulighed for w. Idet a;; = a;; for
i,j=1,...,n,er

n

oW = Z (8taij8iv8jv + 2aij6ivajz’tv) ’

ij=1
og tilsvarende
n
oW = Z (&Caij(’)ivajv + 2aij8i118]2»,€v) R (314)
ij=1
S&
8,%1117 = Z (813[(1”81"06]"[} + 23kaij83lv8jv
ij=1
+ 28[%‘]'3]2»;@1)3111 + 2a;; (3]:-)’“1}@11 + 8fkv8§lv)) .
Dermed er
81;717 — Z akla,flw
k=1
. N . (3.15)
=2 Z a;;0;v 83]-1) — Z aklﬁi’ljv -2 Z aijaklafkvaflv + R3
ij=1 k=1 W7,k l=1
for

Rg = Z 8taij8¢v8jv — Z (aklaﬁlaij&;vajv + 28kaij8i21v8jv + 2aklﬁlaij8]2-kv&;v) 3

ij=1 i,5,k,l=1

som kan vurderes ved

K, 1 3K2 1
|Rs| < n2 ({—:DU|2+|DU2> JrnTﬂ <5|Dy|2+|Dv|2>
€ €

(3.16)
+n?K, (6|HU|2 + §|Dv\2) +n?K? (5|Hv|2 + g\Dv|2) .
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n

8%11 = Z (8jakl<9,§lv + akla,fljv + 8jakl<9kv6w + Qaklﬁ,fjv&v) ,
ki=1

fas ved brug af (3.14) og (3.15), at

n n
aﬂj} — E aklailﬁ} -2 E aklaﬂjakﬁ}
k,l=1 k,l=1

= 0,0 — Z aklaklw -2 Z ap O (8ka”(‘31v8 v+ 2a,,;0; v@ )
k=1 1,4,k l=1

n
2 a2
=2 Z aw 81)8 aklaklv aklaikvajlv)—&—Rg
i,5,k,l=1
n

2K > (|0iwdfw] + |05.0050]) — | Rs|.

ijkl=1

Y

Nu anvendes (1.9) for € > 0, hvormed

aﬂf} — Z aklailﬂ} -2 Z aklalvaklf}

k=1 k=1
2 Y 5 o, (Bw)?  (95v)?
> _2Ka 4 Z (5(8klv) + % +T€ - ‘R3|
i,7,k,l=1
n3
> —2K3<(n e+ )|Hv|2 6|Dv|2> — |Rs|.

Ved at bruge vurderingen i (3.16), gruppere leddene og dernzest kalde den af koeffi-
cienterne foran |Hv|? og |Dv|?, som numerisk er stgrst, for K, (¢) fas

Oy — Z ar O — 2 Z apdudpd > —Ky(e)|Ho|? — Ka(e)|Dol*. (3.17)
k=1 =1
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Differentialulighed for w

Dernaest fryses e, sd vurderingerne i (3.13) og (3.17) geelder. Herefter indfgres @ =
w + kW for en konstant x, der veelges sa lille, at kK4(e) < %, hvormed

n

8,512) - Z aklailﬁ) -2 Z aklal’uakﬁ)

k,l=1 k=1

= 8tw - Z aklaﬁlw -2 Z aklé)lvakw

k=1 k=1
n n (3.18)
+ kK | O — Z aklailu? -2 Z AR O VoL W
k=1 k=1
02 | Ho|? — Ky () | Duf* — Ks(e) + 5 (—K4(5) |Ho|? — Ky(e) |Dv\2)
92
2

%

|Hv|> — (Ka(e) + kK4(e)) |Dv)* — Ks(e).

Y%

Positivitet af hjselpefunktion

Nu veelges en aben kugle V med kompakt V C U og 0 < t; < to < T. Derudover
indfgres en funktion ¢ € C*°(Ur) ved

Hensigten i afsnittet er at vise positiviteten af hjeelpefunktionen ((*&) (x,t) + ut for
tilpas store parametre p > 0. Grundet kontinuiteten af @ antager hjzelpefunktionen
minimum i et punkt (zo,to) € Ur. Maengden W fra bevisets start veelges, sa V C W
og xg € W. Derudover vaelges s1 og sa, saledes [t1,ta] C [s1, $2] samt ¢y € [s1, $2].

Antages, at minimum af (% + ut er negativt, er (zg,t9) € Ur, eftersom ¢ = 0 pa
den parabolske rand. Idet U er aben, og zo € U, fasfor k =1,... n, at

Ok (¢*d + pt) = 4C30Cw + (*Opw = 0 1 (w0, to).

Det er ikke muligt, at ((zo,tp) = 0, da antagelsen derved giver, at uty er negativ.
Saledes kan divideres igennem med (3(xo, to), hvorved

40,C + (O =0 1 (z0,t0). (3.19)
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Idet to €]0,T7, er 9y (¢* + ut) <0, og af udregninger analoge til (3.3) for (*u + ut
frem for u og med minimum i stedet for maksimum fas dermed i (zo,tg), at

0> 0, (¢*+ pt) — Zaklakl (¢ + pt)

= p+ W + C*opb — Z an 0 (WoRC* + (*Op)

k,l=1
= p+ ot + C*op (3.20)
- Z ary (WOHC! + Ok O + 8¢ b + C1OZ )
k,l=1
= u—|—<4 (8,5711 — Z aklaklw) -2 Z aklélg‘ Bkw+R1,
k,l=1 k,l=1

hvor Ry := 9,4 — > k=1 ax102,C1b. For en passende konstant K kan dette restled
vurderes ved

|| < o) (atc‘* -3 akla,%lc‘*) = i (4@'&4 > aud (4@36k<))

k=1 k=1

k=1

= || (2 (4<at¢ 3 au (12azgakc+4<8£l<)) < Ky ¢ i

Af (8.20) fas i (zo,to) ved brug af (3.18), at

92 n ~
0>p+¢t (2 |Ho|” — (Ka(e) + K4(e)) [Dvf” — Ks(e) +2 ) aklawakw> + Ry,
k=1
hvor Ry := —2 22,1:1 amOC*Op 4+ Ry ved hjeelp af (3.19) for en passende konstant
K’g kan vurderes ved
|Ra| < 8K, > P10i¢]|0ktd] + [Ra| < Plud)| (32& > 10u¢]0x<] +f<1> < Ko(Plab).

k=1 k=1

Herefter fas i (xg, 1), at
4 (07 2 2 =
0>pu+¢ 5 |Hv|” — (K2(e) + kK35(€)) |Dv|” — Ka | + R, (3.21)

hvor R := 2¢4 ZZ,Z:I ar Aok + Ry, hvilket ved brug af (3.19) o

K, ::k§up {|6k§|] J)t 6WX[S1,82]}

k) ,TL
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kan vurderes ved

7] < 2k, 3 1000l [4c%0kcod| + Rac? i

=t (3.22)

<8R, Kl Y 0] + Kali| < 8n° KoK Clad|| Do + Ka¢?[i).
k=1
Da (¢*®) (x,t) + pt antager negativt minimum i (xo,t), og p,to,¢* > 0, sé er

(2o, to) < 0, hvormed @ < L|w|. Ved brug af (2.6) samt definitionen pa w og w
giver dette, at der eksisterer § > 0, for hvilket

- 1| — n’K,
9 2, 2 1 2 a .
(|010]* + -+ 4+ |9,0)%) < g a0V < - E arOgv| < - |Hv|
k=1 k=1
Heraf sluttes, at
n’K,
Dv* < —“|H 3.23
Dof? < 22 o], (3.23)

saledes der i (zg, to) fas

|w] < |w|+ & |0] < K, Z (|8i2jv| + K |0;v0;v|)

ij=1

< Ko | n?Hol+ 83100 10;0] | < n?K, ([Ho| + s[Dof?)  (3:24)
i=1 j=1

QKa QKa
<n?’K, <HU + e 7 HU> =n’K, (1 + 7 ) |Hv|.
K

Ved hjalp af Youngs ulighed fas fglgende, hvor p, ¢ €]1, 0o[ er duale eksponenter og
a,beR:

S

02 (?inp>
wggﬁ+————w (3.25)
q

Ved at saette

2 2Ka 2Ka
Kax max{8n2KaKS7K2a i 0 ,TlQKa (1+ n 9 )}
K

fas af vurderingen i (3.22) ved brug af (3.23), (3.24) samt (3.25) med duale eksponen-
ter veerende (2,2) og (3,4), hvor hhv. Ky og K¢ betegner de tilhgrende koefficienter
foran b9, at

R < KunaxG1Dv][] + Kol
(3.26)

max max max *

92
< CR R Hol* + K ClHY| < ¢ HO + KY KR+ KV K

K,
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0% ¢z
Ved brug af (3.23) og (1.9) for parameteren % fas

¢H (Ka(e) + mEa(e)) [Dvf? < ¢ (Ka(e) + mEa(e)) -

K(¢e)
3K (¢)?
262

10? 2
< [Hul” +
6
Ud fra vurderingen i (3.26) fas hermed af (3.21), at

0> p— <K3(6>—Ks— e )

> 2
Ved at veelge p = 1+ K5(e) — K — %, opnas dermed en modstrid med antagelsen
om, at (w + ut antager negativt minimum i (g, t). Heraf sluttes, at funktionen er

ikke-negativ i Ur. Af definitionen pa ( fglger saledes, at w + pt > 01 V x [t, t2].

Ved brug af (3.8) og et resultat analogt til lemma 3.2.1 for w = )", a,9%;v samt
(3.23) noteres, at i V' x [t1, o] er

1 1 1
v =w+ — (b —w) > (1—>w—ut2
K K

K
1 1 1 62 1 3.27
o1tz (1) S s 0
K K k) n?K, K
—_—
Ks

Harnacks ulighed for en kugle

Herefter veelges 1,22 € V, og det udnyttes, at V' er en kugle, sa Z(s) := sz + (1 —
s)xy € V og t(s) := sty + (1 — s)ty € [t1,ts] for s € [0,1]. Af (3.27) og (1.9) for £ > 0
folger via keedereglen, at

V
c\
o
/T\
T
<
—
S
o
=
—~
y
Nt
B
(V]
I
8
=
+
=
[V
I
~
=
S—
N
=
T
<
—~
S
S
=
—~
o
N—
SN—
[\v]
I
\
=
=
[V
~__
~__
o,
o

Ved at vaelge €, sd K5(ta — t1) — g =0, opnas

1
1 1
'U(.’.BQ,tQ) — U($1,t1) 2 / <2|£L'2 — x1|2 _ (t2 —_ tl)MtQ) dS
0 < K (3.28)

1 1
> —Q—Sdiam(V)2 — (ta — tl)gﬂtz =:7,
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hvorved ~ kun athaenger af p, to, diam(V), [t; — t2| og A’s koefficienter. Dermed er
Inu(zo,ta) > Inu(xy, t1) + 7,
sa for Ky := e” haves
u(xa, ta) > R’Hu(ml,tl).

Denne ulighed geelder for alle z1, 22 € V, hvormed (3.7) er bevist, nar V er en kugle.

Harnacks ulighed for en mere generel msengde

Nu betragtes det tilfeelde, at V' ikke ngdvendigvis er en kugle — en situation, som kun
nzevnes med én linje i [Eva98]. Kravet, at V C U er kompakt, bibeholdes. Dermed kan
V overdakkes af kugler, og denne overdackning kan udtyndes til en samling kugler
K ={Bi,...,Bk}, hvor B; er kompakt og indeholdt i U for i =1,..., K.

Dernaest veelges y, z € V, og eftersom en aben delmangde af R” er sammenhaengende,
hvis og kun hvis den er kurvesammenhaengende, eksisterer en kurve C mellem y og
z. Herefter indfgres en razekke punkter ved forst at satte y = g, der tilhgrer en
kugle B;, € K. Safremt z € B, fglger resultatet af forrige afsnit. Derfor antages, at
z ¢ Bjo'

Kurven snitter 0B, i mindst et punkt z;. Eftersom z; € V' \ Bj,, er punktet med i
mindst én af de andre kugler. En af disse udvalges og kaldes B;, € K. Den snitter
C to eller flere steder. Skeeringspunktet med den stgrste parameterveerdi pa kurven
kaldes x5. Pa den made sikres, at punkterne veelges teettere og teettere pa z. Idet K
kun bestar af K kugler, vil algoritmen i hgjst K skridt na z, som derfor betegnes
k. Algoritmen er illustreret i figur 3.1.

\J

Figur 3.1 Illustration af, hvorledes punkter og kugler udvelges af algoritmen.

Forgges radius tilpas lidt for hver kugle Bj;,, fas en ny kugle B}w der indeholder
Zi, Tiy1, og som stadig opfylder, at Z C U er kompakt,. Dernaest opsplittes inter-
vallet [tl,tg} i1 K delintervaller, sa [t1, tg] = Uf:l[fj—la Ej], hvor 2?0 = tl,gK = tQ og
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tj—1 <tjfor j=1,...,K. Dermed kan (3.28) benyttes pa hvert B] , hvorved

K

(g, t5) —v(wj-1, - 1))2272[(7.

j:1 J=1

Mx

(Z t2 yvtl

Heraf sluttes for Ky := X7, at u(z,ta) > Kgu(y,t1), hvilket beviser Harnacks
ulighed i det almene tilfaelde.

3.3 DET STERKE MAKSIMUMSPRINCIP

Udsagnet i det steerke maksimumsprincip er, at en underlgsning ikke kan antage sit
maksimum i et indre punkt (xg,tp) € Ur, medmindre den er konstant pa Uy,. Det
tilsvarende gaelder for en overlgsning blot med minimum i stedet.

Saetning 3.3.1 Det stserke maksimumsprincip [Eva98, Theorem 11, s. 375]
Lad u : Ur — R tilhgre C*°(Ur)NC(Ur). Antag, at U er sammenhzengende, og lad
A vaere en uniformt parabolsk differentialoperator pa ikke-divergensformen i (2.5),
hvor a;j,b; € C(Ur) N C(Ur) og aij = aj; fori,5=1,...,n samt ¢ =01 Uy.

i) Hvis Oyu+ Au < 0 pa Up, og maxy- v antages i et indre punkt (zo,%0) € Ur,
i) Hvis Opu+ Au <0 pa U Ur tages i et ind kt t U
sé er u konstant pa Uy, .

(ii) Hvis dyu+ Au > 0 pa Ur, og ming-u antages i et indre punkt (zo,t0) € Ur,
sd er u konstant pa Uy,.

Ifglge [Eva98] kan antagelserne slaekkes, saledes A’s koefficienter kun er kontinuerte,
og u € C(Ur) opfylder, at d;u, d7;u, 8tu € C(Ur) fori,j=1,.

Bevis:

Fgrst bevises punkt (i). Antag, at dyu + Au < 0 pa Ur, og maxg.u antages i
(z0,t0) € Ur. Dernaest vaelges en aben, glat og sammenhaengende mangde W, som
indeholder g samt opfylder, at W C U. Dette kan eksempelvis veaere en kugle om zg.
Den parabolske rand af Wr betegnes Ar. Det er et velkendt resultat for parabolske
differentialligninger, at randvaerdiproblemet

ov+Av=0 1 Wr
v=1u pa Ar (3.29)

har en lgsning v, samt at denne tilhgrer C>°(W7)NC(Wr), idet u ligger heri. Eftersom
(90 + 4) (u—v) <0,
folger af det svage maksimumsprincip i seetning 3.1.1 og (3.29), at

max(u — v) = max(u —v) =0,
Wr Ar
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hvormed u < v pa Wr. Det svage maksimumsprincip giver ogsa, at

max v = maxv = maxu < u(xzg, to) =: M,
WT AT A

sdu < v < MiWrp. Dermed sluttes, at v(zg,to) = M. Idet ¢ =0 og v < M, haves

for o := M —w, at

OV +AG=0 og ©>01i Wr. (3.30)

Nu veelges en aben, sammenhaengende maengde V', der indeholder zg, og hvor V. C W.
Idet ¥ er lige sa regulaer som v, fglger af den parabolske udgave af Harnacks ulighed
i seetning 3.2.2, at der for et fast t €]0,tg[, hvor tg < T pr. antagelse, gelder, at

sup0(-,t) < Ky inf o(-, to) (3.31)
%4 14

for en konstant Ky . Eftersom xg € V og v(xg,t0) = M, er

ir‘}ffz(-,to) < 0(wo,t0) =0,

og da @ > 0 jf. (3.30), medfgrer (3.31), at © = 0 pa V' x {t} for hvert ¢ €]0,%o[. Af
kontinuitetsgrunde haves saledes, at © = 0 pa V,,.

For et vilkarligt element y € W eksisterer en kurve i W mellem x( og y. Eftersom
W er aben, haves i hvert punkt pa kurven en kugle med centrum i punktet, og hvis
aflukning er indeholdt i W. Foreningen af disse kugler er en aben omegn af bade xg
og y. Den er kurvesammenhaengende, idet to vilkarlige punkter kan forbindes ved at
lave en kurve fra punkterne hen til deres respektive kuglers centrum og derfra fglge
den oprindelige kurve. Saledes er maengden sammenhangende og kan derfor benyttes
som V.

Idet y er valgt vilkarligt, er v = 01 W;,, hvormed v = M i Wy,. Grundet kontinuiteten
af v folger, at v =M 1 Wy, Da v = u pd Ar, ses at u = M pa OW x [0,1g]. Tilbage
er at godtgere, at u = M pa Uy, — dette er uddybet veesentligt i forhold til [Eva98].

Forst veelges y € U vilkarligt, hvorefter xy og y forbindes med en kurve, dvs. der
eksisterer en kontinuert funktion x : [0,1] — U, s& k(0) = zo og (1) = y. Dernaest
veelges g > 0, sd B(zo,d0) C U, hvormed denne kugle kan benyttes som W i
ovenstaende. Eftersom

B(xg,d0) = U 0B(xo,6

0<8<30
og enhver af kuglerne B(z,d) kan bruges som W, er u = M pa B(xo,dp) x [0, to].
Nu indfgres
S={rel0,1] |Vt €[0,t0] : u(k(7),t) = M},

og af ovenstaende vides, at k=1 (B(zg,d)) € S. Eftersom 0 € £~ ! (B(xg,d)), er
S # o.

For en konvergent folge (7,,),,cy i S med graensepunkt 7 haves grundet kontinuiteten
af Kk og u, at u (k(7,),t) —— u (k(7),t) for alle t € [0,tg], s& 7 € S. Idet supremum
n—oo

af en meengde er et greensepunkt herfor, er o :=sup S € S.
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Herefter antages, at o < 1. Eftersom o € S, haves for z := k(o) € U, at u(z,t) = M
for t € [0, tp], hvormed u antager maksimum i (z,tg). Af den foregdende analyse med
(zo,to) erstattet af dette punkt vides, at der eksisterer en kugle B(z,7) C U med
radius r > 0, hvorpa u(-,t) = M for t € [0, to].

Kontinuiteten af s giver, at ! (B(z,r)) er aben i [0, 1], og da o tilhgrer urbilledet,
findes 7 > o, sd u (k(1),t) = M for t € [0, o). Dermed er 7 € S, hvilket er i modstrid
med definitionen af o, hvoraf det sluttes, at o = 1.

Af ovenstaende fas, at 1 € S, sa u(y,t) = u(k(1),t) = M for t € [0,¢t0], hvormed
u=M pa Us.

For at bevise punkt (ii) udnyttes, at —u opfylder antagelserne i punktet, og af oven-
staende folger, at funktionen er konstant pa Uy,. g






Kapitel 4

Diffusions- og reaktionsligninger

Dette kapitel er hovedsageligt baseret pa [Eva98, kap. 9], dog udvidet til det komplek-
se tilfeelde. I [Smo83] behandles emnet til dels mere generelt, idet funktionsrummet
over U blot er et sakaldt tilladeligt Banachrum, hvilket bl.a. forudsaetter, at det er
indeholdt i rummet af begraensede, kontinuerte funktioner.

I [Eva98| behandles kun Hilbertrummet Hg(U; R™), men til gengzeld er der ingen be-
graensning pa dimensionen af U, hvilket ikke er tilfeeldet, hvis det skal veaere tilladeligt.
Ifplge et korollar til Sobolevs satning [Gru08, Corollary 6.14] er H'(U) C C}_ (U),
safremt [ > k + 5. I denne situation er det interessant at betragte [ = 1 og k = 0,
hvormed n < 2, dvs. n = 1. Heraf sluttes, at det giver store begransninger pa
dimensionen, hvis H}(U;R™) skal vere tilladeligt.

I kapitlet behandles et mere generelt problem end i kapitel 2, eftersom (2.1) erstat-
tes af en ikke-linezer ligning, og funktionerne generaliseres til vektorfunktioner. Der
foretages dog ogsé en indsnaevring af problemstillingen, idet kun A = —A betragtes.
Ligesom tidligere er Ur := Ux]0,T], hvor U C R™ er aben, begraenset og glat.

Saledes behandles et problem af typen

ou—Au= f(u) 1iUr (4.1)
wu=0 pa U x [0,T]
u=g pa U x {t =0}, (4.3)

hvor w = (u1,...,um), g = (91,---,9m) 08 Au := (Auq,...,Au,,). I nedenstiende
er V= HYU;C™) og H := Ly(U;C™).

Ligning (4.1) er en diffusions- og reaktionsligning, og hvis w = (uy, ..., u,,) angiver
koncentrationerne af m forskellige kemiske stoffer i en vaeske, sa beskriver —Aw i
henhold til indledningen diffusionen, mens f(u) beskriver stoffernes reaktion med
hinanden. Ligning (4.2) og (4.3) angiver hhv. rand- og begyndelsesbetingelsen.

Det antages, at g € V', og f : C"™ — C™ er Lipschitz-kontinuert, dvs. der eksisterer
en konstant K7, sa folgende gaelder for alle z,y € C™:

£ (@) = fFWllen < Krllz —yllom -
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Dermed haves
1F@)llem = 1F (O)llem < 1F(2) = F(O)]
hvorved der for z € C™ og K := max{Kf, || f(0)||cn} geelder, at

1F(@)lem < NFO)lem + KL llzlen < KL+ 2lin)- (4.4)

Ved brug af Minkowskis ulighed samt Poincarés ulighed [Gru08, Theorem 4.29] fas,
at en norm pa Hg(U) er

cm < KL ||.’E

cm

Z/ |Okv(x)|?2da for v € H&(U).
k=1"U

Eftersom V = H(U)™ folger af (A.2), at for v = (vq,...,v,,) €V er

ol = Tl + -+ Mol = | [ S e (4.5)

=1 j=1

en norm pa V. Ved brug af Poincarés ulighed fas for en konstant K > 0, at

m

= /U lv(z)||Zm de = / (Jor(2)]? + -+ + |vm(2)?) dz = Z Hvi||2Lg(U)

i=1
<K |owill7,w < KZZ 1050ill7, 0y = K llol*,
i=1 i=1j=1
sa for normen |- | pa Lo(U;C™) gaelder
o] < VE o] . (4.6)
Ved brug af ap defineret i (2.26) indfgres for w,w € V sesquilinear formen
m m n
= ap (w, @) = > > (Qwkld;dk) 1, 1) - (4.7)
k=1 k=1j=1
Eftersom ap er H}(U)-elliptisk jf. punkt (i) pa s. 30, findes en konstant ¢ > 0, s&
m m
Rea(w, w) = Reap (wg,wy) > Y cllwgl} o) = ¢llw]?, (4.8)
k=1 k=1

hvormed a er V-elliptisk. Derudover er a begraenset pa V', idet

@) < 35 10well 0 1086 0,

k=1 j=1

(1000l oy 10wl ) - (10188l - 190kl 0 ) | (49)

I
NE

E
I
—

NE

ekl oy 10 gy oy < ol (e

~
Il
-
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Af argumentationen omkring (2.13) fglger, at for fast v € V inducerer a en operator
AV — V* der for ¢ € C5°(U)™ i henhold til (A.3) er givet ved

<A’U "p _a’ v L‘O ZZ 8 i Uk jSDk: Z A’Ukaspk < A’Ua¢>'
k=1 j=1 k=1

Sa Av = —Awv i (C5°(U)™)’, hvilket kan identificeres med D'(U)™ jf. saetning A.0.3.
Inspireret af definition 2.1.2 indfgres en svag lgsning til (4.1)-(4.3):

Definition 4.0.2 (Svag lgsning)
En funktion w € L2(0,7;V) med v € Ly (0,T;V*) kaldes en svag lgsning til
(4.1)-(4.3), hvis

(u'(t),9) + au(t),v) = (f (u(t)) [v)y

for hvert v € V og n.a. t € [0, 7], samt u(0) = g.

4.1 EKSISTENS OG ENTYDIGHED AF SVAG LOSNING

I dette afsnit bevises, at der eksisterer en entydigt bestemt svag lgsning til (4.1)-
(4.3). Hertil skal Banachs fikspunktssatning anvendes, der omhandler en afbildning
af fglgende type:

Definition 4.1.1 (Kontraktion)
Lad X veere et Banachrum. En afbildning J : X — X kaldes en kontraktion, hvis
der eksisterer en konstant v < 1, sa der for alle z1, 22 € X geelder, at

[[J(x1) = J(22) | x < llw1 — 22| x-

Besidder en afbildning denne egenskab, har den ifplge Banachs fikspunktssatning,
der bevises ved iterativt at konstruere en Cauchy-fglge, et entydigt fikspunkt.

Saetning 4.1.2 Eksistens og entydighed af svag lgsning

Lad U C R”™ vaere aben, begraenset og glat, samt lad f : C"™ — C™ veere Lipschitz-
kontinuert og g € V. Dermed eksisterer en svag lgsning til begyndelses- og rand-
vaerdiproblemet givet ved (4.1)-(4.3), og denne er entydigt bestemt.

Bevis:
Storstedelen af beviset omhandler eksistensen af en svag lgsning. Malet herfor er at
anvende Banachs fikspunktssaetning pa en operator defineret pa X := C ([0,71]; H)
med |[v||y = maxo<i<7 |v(t)|. Idet Lo(U;C™) er et Banachrum, geelder dette ogsa
for X.
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For et vilkarligt v € X sattes h(t) = f(v(t)) for t € [0,T]. Herom gelder, at
h € Ly(0,T;H), idet h er en sammensetning af kontinuerte funktioner, s h er
steerkt malelig, og af (4.4) fas, at

T T
1RI2, o) = / (o) dt = / /U | £ (o £) 12 de dt

T
g/ /fc? (14 o2, 8)]| on)? dedt < oo.
0 U

Nu betragtes det linezere system

ow—Aw="hiUr (4.10)
w=0 pa dU x [0, 7] (4.11)
w=g pa U x {t =0}, (4.12)

hvor rand- og begyndelsesbetingelsen i hhv. (4.11) og (4.12) er uforandrede. Systemet
er ikke-koblet, hvormed (4.10) kan opskrives som m uafhangige ligninger, der ifplge
eksempel 2.0.5 er parabolske. Det er muligt at bruge teorien fra afsnit 2.1.3, idet —A
induceres af sesquilinear formen a, der er begraenset og V-elliptisk jf. hhv. (4.9) og
(4.8).

Til (4.10)-(4.12) eksisterer dermed en entydig svag lgsning w € Lo (0,7;V) med
w' € Ly(0,T;V*). Ifplge saetning 1.5.3 er w € X, og derudover opfylder w, at
w(0) = g samt for hvert © € V og n.a. t € [0,T], at

(w'(t),d) + a(w(t),d) = (h(t)|9)q. (4.13)

Operatoren J : X — X indfgres ved J(v) = w, der er veldefineret grundet en-
tydigheden af w, og herunder vises, at safremt T' > 0 velges tilpas lille, er J en
kontraktion. I den forbindelse veelges v € X vilkarligt, og w = J(?) indfgres som
ovenfor. Dermed opfylder @ en lighed analog til (4.13) med h := f(®).

Dernast benyttes benyttes punkt (ii) i ssetning 1.5.3:

Oy Jw —w|* = (w' — ', w—w) + (W — W, w — W)

= 2Re (w’ — W', w — w) = 2Re (w — wjw' — '), .

Eftersom w € D(—A), fplger af Lax-Milgrams lemma, at a(w,?) = (—Aw|?0)y for
alle © € V| sa ved at veelge © = w og benytte (4.5) samt (4.7) fas

lwl* = a(w, w) = (~Aw|w).

Ved kompleks konjugering ses, at |w||> = (w| — Aw)y. Samles overstaende fis

O |w — w|* + 2 ||w — @|* = 2Re (w — w|w' — @), — 2 (w — W A(w — b)),
2Re (w — wlw' — Aw — (W' — Aw))
2Re

R (w—w|h—ﬁ)

=
Ved brug af (1.9) med parameteren K fra (4.6) haves

o2 2 1 S 7 i 2 27 i |2
O |lw —w|” + 2w — | §E|w—w| +Kh—h| <|w—w|"+K|h—h| .
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Ignoreres den resulterende norm [Jw — w||® pa venstresiden og udnyttes Lipschitz-
kontinuiteten af f, opnas for Lipschitz-konstanten K7, at

Oy lw — ®|” < K [f(u(t) - f(a(t)* < KK |u(t) - a(t)|.

Integreres over [0, s] for s € [0,T] opnas

/ 0, [w(t) — w(t)[? dt < KKL/ u(t) — a(t)]? dt.
Da w og w opfylder begyndelsesbetingelsen i (4.12) fas
lw(s) — / lu(t) — a(t)]* dt + |w(0) — w(0)|? (4.14)
ek [ lu-alf dt < KR Ju-aly. (419

Idet hgjresiden af (4.15) er uathaengig af s, er

2 > ~ (12
Jw =% = max w(s) - w(s)” < KEFT u—

Heraf fas
| J(w) = J(@)|lx < KV KT |lu—ally,

hvorved J er en kontraktion, safremt T veelges sa lille, at K,V KT < 1.

Givet et vilkarligt T, veelges T' s& KV KT’ < 1. Dermed kan Banachs fikspunkts-
seetning anvendes til at finde et entydigt fikspunkt vy for J, dvs. J(v1) = v1. I hen-
hold til definitionen af J er vy pa intervallet [0,7"] en svag lgsning til (4.10)-(4.12)
med h = f(v1). Dermed er v; en svag lgsning til (4.1)-(4.3) pa det samme interval.
Eftersom vy (t) € V for n.a. t € [0,T"], eksisterer Ty € [5T",T'], sd v1(T1) € V.

Nu betragtes (4.10)-(4.12) med g = v1(T1). Hertil fas ved gentagelse af ovenstaende
argumentation en svag lgsning v, pa intervallet [0,77], og T kan veelges i [-5T7,T"],
s& vo(T) € V. Séledes kan vy forlaenges ved vy (t) = va(t —T1) for Ty <t < Ty +T5
til en svag lgsning pa [0,7} + T3], sddan at v1(T7 + T») € V. Fortseettes iterativt,
vindes mindst %T’ i hvert skridt, hvorved der i endeligt mange skridt konstrueres
en svag lgsning til (4.1)-(4.3) pa hele intervallet [0, T.

Entydigheden af den svage lgsning bevises ved at antage, at uw og u begge er svage
lgsninger til (4.1)-(4.3). Dermed er de fikspunkter for J, sd u = J(u) og @ = J(u),
hvormed (4.14) for s € [0, 7] giver, at

u(s) — ato)* < KK | Jua(t) — a(n)? dt.

Af Gronwalls ulighed pa integralform i lemma B.0.2 sluttes, at venstresiden er lig
nul, sd u = u. O
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4.2 IKKE-LINEART EKSEMPEL

I dette afsnit, der beror pa [Eva98, afs. 9.4.1], behandles et konkret eksempel pé en
diffusions- og reaktionsligning med begyndelses- og randbetingelser. Eksemplet er en
simpel udgave af (4.1)-(4.3), hvor m = 1,U = B(0,1) C R", f(u) = u? og u er reel:

Ou— Au=u? i Up (4.16)
u=0 pa Ux]0,T] (4.17)
u=g pa Ux {t=0}. (4.18)

Herunder vises, at safremt T > 0 og g > 0 er tilpas store i en bestemt forstand, som
senere uddybes, eksisterer der ikke en glat lgsning til ligningen i (4.16) med rand- og
begyndelsesbetingelser veerende hhv. (4.17) og (4.18).

Betragtes udelukkende det ikke linesre led i (4.16), haves den saedvanlige differen-
tialligning Lu = u?, der Igses af u(t) = 1 for K € R. Safremt u(0) > 0, vil
lgsningen have en lodret asymptote i ¢ = K. Diffusionsleddet i (4.16) har modsat en
tendens til at virke udglattende. Den fglgende analyse vil vise, hvad der sker, nar de
to led optraeder i samme ligning,.

Af spektralsaetningen jf. punkt (iv)-(v) pa s. 31 folger, at egenvaerdierne for —Ap er
positive og kan ordnes, saledes der findes et mindste element \; > 0. Dette element
kaldes den principale egenveerdi for —Ap og fra tidligere argumenter pa s. 30-31
fas, at den tilhgrende egenfunktion w; tilhgrer Hi(U) og yderligere er glat. Dermed
haves, at

—Ale = )\1w1 iU (419)
wi; =0 pa OU.

Det er velkendt, at w; kan veelges, sa
wi(z) >01 U og / wy (z) dz =1, (4.20)
U

hvor positiviteten folger af [Eva98, Theorem 2, s. 336], som bevises ved hjalp af det
steerke maksimumsprincip.

Herunder antages, at u € C> (Ux]0,T[) N C(Ur) er en lgsning til (4.16)-(4.18) med
g > 0 og g # 0. Bemarkningen under satning 3.3.1 kan benyttes til at slaekke
antagelsen om glatheden til d;u,0%u,du € C(Ur) for i, = 1,...,n samt u €

. Y
o).

Derudover antages, at infz—u realiseres i (70,t0) € Ur. Eftersom dyu— Au = u? > 0,
er u ifglge det staerke maksimumsprincip i seetning 3.3.1 konstant pa Uy, men u =0
pa U x]0, T, s& grundet kontinuiteten af u er u = 0 pa Uy, . Dermed er g = 0, hvilket
strider mod antagelsen, hvorved infz—u antages pa randen, hvor v = 0. Séledes er
u>0i UT.

Dermed kan indfgres den nulpunktsfrie funktion

n(t) := /Uu(:r:,t)wl(x) dz for t € [0,T],
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og ved brug af (4.16), selvadjungeretheden af Ap samt (4.19) fas
n'(t) = / Oruwy dor = / (Apu +u?)w; do = / (uAle + uzwl) dx
U U U
= / (—u)\lwl + u2w1) dz = =\n(¢) —l—/ w2wy dz.
U U

Derudover giver Cauchy-Schwarzs ulighed og (4.20), at

5 3
n(t) :/ uwi%wi% dz < (/ w?wy dm) </ wy dm) = (/ w?wy dx) ,
U U U U

70 = =An(®) + [ wFwide > xn(t) + (0

[N

Indfgres £(t) = e in(t), der ligeledes er nulpunktsfri, giver uligheden, at

g (t) = My () + AeMin(t)
> et (7)\177(15) +’I7(t)2) + )\16>\1t77(t) _ e)\1tn(t)2 = ef)qtg(t)Z’

(o) - e

Ved integration pa begge sider haves
! 1 >’ 1 1 ¢ 1 1
T dt:*iJriZ/ e Mt dt = — —e Mt 4 —
/0 < £(t) ) €00) ~ Jo A A1

L1 L—e ™Mt =X +£(0) (1—e2t)
OGO £0)M

Nu antages, at n(0) = £(0) > A1, og det bemerkes, at denne antagelse i henhold til
definitionen af n har indflydelse pa stgrrelsen af u(z,0) = g. Derudover indfgres

O\
02 3 TE 0 (1 e

hvormed

For t € [0, ¢*[ haves

A1

hvormed £(t) T oo Idet lim; ., eM? = M= sluttes heraf, at lim; 4 7(t) = oco.

Dette er imidlertid ikke muligt, hvis T er valgt sa stor, at t* € [0,T], da

u— u(-t) — (u(.7t)|w1)L2(U) = n(t)
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er kontinuert pa [0, 7). Dermed sluttes, at hvis g er s stor, at

n(0) = / gwy dx > Aq,
U

og T sa stor, at t* < T', kan regularitetsantagelserne om u ikke geelde. Ovenstaende
diskussion er vaerd at opsummere i en saetning:

Saetning 4.2.1
Lad U = B(0,1) C R", og lad A\; veere den principale egenveerdi for —Ap. Hvis

funktionen u : Ur — R er en svag lgsning til

Su— Au=u?1i Ur
u=0 pa U x]0,T
u=g pa U x {t =0},

hvor g og T opfylder, at

1 —
N = / g(x)wi(x)de > A\ og T> —A—ln (770 Al) ,
U

1

sder u g C*(Ux]0,T[) N C(Ur).

Her stopper [Eva98] behandlingen af eksemplet, men det er interessant at holde det op
mod afsnit 4.1. Konklusionen om regularitetsantagelserne for u kan virke modsigende
set i lyset af saetning 4.1.2 omhandlende eksistens og entydighed af en svag lgsning
til (4.1)-(4.3), hvor det af beviset fglger, at den svage lgsning er kontinuert pa [0, .

I (4.1) kraeves, at f er Lipschitz-kontinuert — et krav, som f(u) = u? ikke opfylder.
Til gengeeld er det muligt at definere f pa anden vis, hvilket fglger ved at antage, at
u er en svag lgsning til (4.16)-(4.18), og for R := supg-|u| indfgre

() = t2 for [t <R+1
V(R+1)[t|  for |t| > R+1.

Denne funktion er Lipschitz-kontinuert pad R med konstanten 2(R + 1), hvilket vises
ved at tage s,t € R og betragte den situation, at |s| < R+1ogt > R+ 1. Da fas, at

R+1 t t
|f(t)—f(s)|:/ \zr\dr+/ |R+1|dr§2(R+1)/ dr =2(R+1)|t — s|.

R+1
Det er herudfra klart, hvorledes udregningerne skal modificeres for de gvrige kombi-
nationer af s og ¢. Dermed er f Lipschitz-kontinuert pa R, og u lgser (4.1)-(4.3) med
dette f, eftersom funktionsvaerdierne for u tilhgrer [—R, R] jf. definitionen af R, og
pa dette interval gor f ikke andet end at kvadrere.

Saledes sluttes, at u er kontinuert pa [0, 7], men ifplge seetning 4.2.1 er det saledes
ikke muligt, at © € C* (Ux]0,T[), hvis g og T er tilpas store. I bedste fald er
u € C* (Ux]0,t|) for t teet pa nul.

Eksemplet illustrerer, at saetning 4.1.2 ganske vist giver eksistensen af en entydig
svag lgsning til (4.1)-(4.3), men denne kan ikke forventes at veere seerlig regulaer.
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4.3 STATIONART EKSEMPEL

I dette afsnit analyseres et ikke-linezert, stationsert randveerdiproblem, hvilket vil
sige, at det er uathaengigt af t. Et problem af denne type har interesse i forbindelse
med at modellere ligeveaegtstilstande for tidsathaengige problemer.

Lad U C R™ veere aben, begraenset og glat. Systemet, der betragtes, er

~Au=[ufftu iU (4.21)
u=0 pa 0U, (4.22)

hvor p > 1, og u er en reel funktion. Den fglgende analyse viser, at stgrrelsen af
eksponenten p har stor indflydelse pa lgsningernes udseende.

Ifplge [Eva98, Theorem 3, s. 482] eksisterer mindst én ikke-triviel lgsning til (4.21)-
(4.22), safremt 1 < p < Zi‘g Derfor antages her, at Z—f% < p < 0o, og malet er at
bevise, at under vises geometriske antagelser om U er den eneste lgsning i C?(U)

den trivielle. Grundet denne opsplitning kaldes eksponenten p = Z—J_rg kritisk.

Definition 4.3.1 (Stjerneformet omrade)
En meengde U C R” er stjerneformet mht. origo, hvis der for hvert z € U gelder,
at Az |0<A<1}CU.

Det er klart, at U er stjerneformet mht. origo, safremt U er konveks og 0 € U.

I det folgende betegner v = (v1,...,1,) det udadvendte enhedsnormalvektorfelt
langs OU, hvilket er veldefineret, nar U er C'.

Lemma 4.3.2 [Eva98, Lemma, s. 515]
Antag, at U C R er C*! og stjerneformet mht. origo. Da geelder for alle z € U,
at z-v(x) > 0.

Ved hjlp af dette lemma, som er geometrisk oplagt, er det muligt at bevise det
foromtalte resultat omhandlende opfgrslen af lgsninger til (4.21)-(4.22):

Satning 4.3.3  [Eva98, Thereom 1, s. 515] o

Lad U C R” vaere O, begraenset og stjerneformet mht. origo. Antag, at u € C?(U)
. . n—+2

er en reel lgsning til (4.21)-(4.22) med en eksponent, som opfylder, at 22 < p < oo,

Dermed er u=01iU.

Bevis:
For z € U multipliceres (4.21) med z - Vu, hvorefter der integreres over U:

/ (—Au)(z - Vu)dx = / lulP~tu(z - Vu) dz . (4.23)
U U

P Q
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Overflademalet af OU angives do, og en af Greens formler [Eva98, Theorem 2, s. 628]
anvendes til at omskrive P:

n

P=- Z /U@iziuxjajudx = Z /Uaiuai(xjaju) dz — Z Oyuvzj0ju do .

ij=1 ij=1 i,j=179U

Py —P

Ved brug af samme formel omskrives P;:
P = Z /U (&uéijaju + aiuxjafiu) dx = /U [Vu|” da + ; 587 (Z(@iu)2> x;de

ij=1 i=1
) x;dw

:/ V2 dx+Zaj<
U =

2 s N [Vul® Al
:/U|Vu| da?—&-Z(—/Ude—i—/aU 5 zjv; do

Jj=1

:(1—ﬂ)/ |Vu)? dx—i—/ w(u-x)da.
27 Ju ou 2

I henhold til beviset for [Gru08, Theorem 4.12] eksisterer en funktion @ € C%(R"),
for hvilken ry@ = u, hvor riy betegner restriktionen til U. Grundet kontinuiteten af
u og 4 samt (4.22), er & = 0 pa oU.

Vul?
2

Randen er hermed en niveauflade for @, sd Va(z) star for ethvert © € OU ortog-
onalt pd det (n — 1)-dimensionale tangentplan i x. Idet normalvektoren udspaen-
der det én-dimensionale ortogonalkomplement hertil, er Vi(xz) = Vu(x) parallel
med v(z) for hvert z € OU. Eftersom v(z) er en enhedsvektor, fas hermed, at
Vu(z) = £ |Vu(z)| v(x), sa

Py =— /BU(Vu -v)(x - Vu)do
= —/ (£|Vuly -v) (z - (£|Vulv)) do = —/ [Vul® (v - ) do.
oU oU

Af ovenstaende fas, at

— 1
P = 2 n/ |Vul|* dz — f/ Vu)? (v - ) do. (4.24)
2 Ju 2 Jou

Inden @ omskrives, indferes forst en funktionsfelge { fi}ren ved fi(t) = 1/% + t2 for

t € R. Det fremgr, at fr € C*°(R), og for alle t € R geelder, at fi,(t)P1 — [t|PHL.

Heraf sluttes, at

/U f (u(@))P ™ dz —— /U lu(z) [P da,

k—o0
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idet (1 + ||u||oo)pJrl er en integrabel majorant. Ved brug af dette samt delvis integra-
tion, hvor randbidragene giver nul jf. (4.22), fas

Q= Z/ |ulP~ udjuz; dz = klim Z/ Ir (u(x))? ¥2uajua@j dx
= U ~>ooj:1 U

2fk (u(z))
p+1
Rl R o AN
:_p+1 dx.

Sammen med (4.23) og (4.24) giver det fglgende lighed, der betegnes Derrick-Pohozaev

identiteten:
2 2 1 +1
|[Vu|*dz + = |Vul*(v - x)do = —— |u|p dz.
U 2 Jou p+1

(n
2 9 n +1
[Vul*de < —— [ |u|P"" dz. (4.25)
U p+1Jy

Af lemma 4.3.2 fas, at

(n
Eftersom u € C%(U), er Au € C(U) C Ly(U), si u € D(Amax), hvor A, angiver
den maksimale realisation af Laplace-operatoren. Af (4.22) sluttes, at u € Hg(U), sa
ialt er u € HY(U) N D(Amax) = D(—Ap) jf. [Gru08, Theorem 4.27], hvormed brug
af sesquilinear formen fra (2.26), Lax-Milgrams lemma og (4.21) giver, at

/ Vul* dz = ap(u, u) = (—Apulw) @) = (|u|p71u|u)L2(U)
U

:/ Pl de = / P+ da.
U U

Ved at anvende denne lighed i (4.25) fas

-2
<n >/ |ulPT dx < 0.
2 p+1

Hvis u # 0, er 252 — -0 < 0, s4 p < 2£2_ hvilket strider mod antagelsen om p.
Heraf konkluderes, at u = O iU. 0







Kapitel 5

Globale lgsninger under
eksponentiel vaekst

Dette kapitel er baseret pa artiklen [Bar94] af A. Barabanova og har til formal at
godtgere, at lgsningerne til et diffusions- og reaktionssystem, hvor den ikke-linesere
del vokser eksponentielt, er globalt definerede.

Det bemerkes, at der regnes reelt, og systemet skal lgses i Banachrummet C'(U) frem
for i et Hilbertrum, som det hidtil har veeret tilfzeldet. Derfor skal den linesere teori fra
kapitel 2 her erstattes af semigruppeteori. Dette synspunkt er af tidsmaessige arsager
ikke er behandlet neermere — i stedet henvises til [Gru08, kap. 14] og [Eva98, afs.
7.4]. Ligeledes har det inden for den givne tidsramme ikke vaeret muligt at undersgge
detaljerne i de artikler, som A. Barabanova refererer til.

5.1 SYSTEMET

Systemet, der betragtes, er

() (5 ) () ()~ ) moom o

hvor U C R™ er aben, begraenset og C1. Derudover er K1, K > 0, og ¢ € C1(R,)
er ikke-negativ, hvor R, er meengden af ikke-negative, reelle tal. Ligning (5.1) er i
[Bar94] analyseret med Robin randbetingelsen

(8 )0 (5 )00

hvor 71,2 € CH(AU) og n1(x), n2(x) € [0,1] for x € OU. Begyndelsesbetingelsen er

(:j) - (ZE) pa U x {t =0}, (5.2)

hvor ug, vy € Loo(U) er ikke-negative.

75



76 5. Globale lgsninger under eksponentiel vekst

Gennem tiden har flere matematikere udvist interesse for problemstillingen. I 1979
godtgjorde N. Alikakos i artiklen [Ali79] eksistensen af globale lgsninger i det tilfaelde,

at o(v) < K (1 + |v|”+%) for en konstant K. Fire ar senere blev dette krav af K.
Masuda i [Mas83| reduceret til ¢(v) < K (1 + |v|?) for 8 > 0 vilkrlig.

I nedenstaende behandling af problemstillingen forudsaettes blot, at
p(v) < e hvor a > 0. (5.3)

Dette krav til ¢ blev betragtet i [CH90] og [HK83], der begge er skrevet af A. Haraux
i samarbejde med henholdsvis T. Cazenave og M. Kirane.

Formalet med kapitlet er at gennemgé resultaterne i [Bar94] i det tilfaelde, at U er
C° samt 11,2 = 0, hvormed randbetingelsen bliver en homogen Dirichlet betingelse
— ligesom i den foregaende del af specialet:

(;f) = (8) pa AU x]0, oo, (5.4)

5.2 EGENSKABER VED LOSNINGER

Malet er at bevise, at der — pa trods af at ¢ kan vokse eksponentielt — eksisterer
globale lgsninger indeholdt i C'(U) x C(U) til (5.1), og som opfylder (5.2) samt (5.4).
Det, at de globale lgsninger tilhgrer C(U) x C(U), betyder, at de for alle t > 0
tilhgrer denne mangde.

I kontrast hertil kaldes en lgsning lokal, safremt den for et 7' > 0 er defineret pa det
endelige interval [0,T]. T forbindelse hermed indfgres eksplosionstiden af en lgsning
(u,v) ved

T* = inf {t >0 ‘ sup (”U(',T)HLOC(U) + ||”U(',7')HLOO(U)) = oo} ,
o<r<t

hvis dette infimum eksisterer, og ellers saettes T* = oo.

Det bemaerkes, at ¢ grundet kontinuiteten pa Ry har et graensepunkt i nul. Det er
derfor muligt at spejle ¢ i den lodrette linje ved nul, hvilket giver en funktion ¢ > 0
defineret pa R.

I det fplgende antages, at (u,v) pa intervallet [0, 7] er en lokal lgsning til (5.1), hvor
@ er erstattet med ¢. Eksistensen af denne kan formentlig godtggres ved et kontrak-
tionsargument analogt til det i beviset for satning 4.1.2. Herunder argumenteres for,
at u er ikke-negativ, hvilket gores ved at multiplicere den fgrste differentialligning i
(5.1) med v~ := —min(u, 0) og dernast integrere over U:

/u‘@tudx—i—Kl/ —u‘Audx:—/ uuPp(v) de.
U U U

Eftersom u~ er en faktor i hver integrand, kan integrationsomradet reduceres til
{u < 0}. Safremt det er tilladt at differentiere under integralet samt anvende Greens
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formel fas

1
—fat/ (u_)2 dz — Kl/ |Vul|? dz = —/ (u_)2 o(v) de.
2 Jiu<oy {u<0} {u<0}

Herefter multipliceres med —1, integralet med |Vu|? ignoreres, og det udnyttes, at
{u < 0} er begraenset, hvorved ¢ kan vurderes opadtil ved supremum:

lﬁt/ (u_)2 dz < sup @(v)/ (u‘)2 dz.
2 {u<0} Ux0,t] {u<0}

Faktoren foran integralet pa hgjresiden er en ikke-negativ funktion af ¢, og eftersom
ug > 0 for x € U, er u (x,0) = ug = 0. Dermed kan specialtilfaeldet af Gronwalls
ulighed pa differential form fra lemma B.0.1 anvendes, hvilket giver, at

/ (u_)2 dz = 0.
{u<0}

Heraf konkluderes, at v~ = 0, sa u(x,t) > 0 for z € U og t € [0, T].

Analysen kan uddybes, for ovenstaende giver, at dyu — K1Au = —up(v) < 01 Uy,
sd u er en underlgsning. Dermed fas af punkt (ii) i det svage maksimumsprincip fra
seetning 3.1.1, at for t € [0,T] er

Il )l o @) < maxw = maxu = max {0, luollzcn} = lluollz@)-  (5.5)
T

Eksplosionstiden for u er defineret analogt til T* — blot uden leddet med v. Da
vurderingen i (5.5) er uathaengig af T, eksploderer u ikke pé& noget tidspunkt.

Brugen af det svage maksimumsprincip er under forbehold af, at regularitetskravene
for u er opfyldt. Ligesom de gvrige regularitetskrav i kapitlet, er dette ikke eftervist,
eftersom det kraever et naermere studium af lgsningsbegrebet i Banachrummet C(U).

I forbindelse med den anden differentialligning i (5.1) folger, at u@(v) > 0, sd v er
en overlgsning hertil. Da giver punkt (iv) i det svage maksimumsprincip, at ming_ v
antages pa den parabolske rand I'r . Af begyndelses- og randbetingelserne vides, at
v=0pa dUx]0,T[ og v(-,0) > 0 pa U, sd v > 0 pa I'y, hvormed v > 0 pa Ur.

5.3 ENS DIFFUSIONSKONSTANTER

A. Barabanova omtaler kun yderst kortfattet tilfzeldet K1 = K5 ved at skrive, at
eksistensen af globale lgsninger til (5.1) med randbetingelsen angivet i (5.4) i dette
tilfzelde er en konsekvens af et maksimumsprincip. Formalet med afsnittet er at
afdaekke mekanismerne bag et fyldestggrende argument herfor.

Addition af de to ligninger, der indgar i (5.1), giver
O(u+v) — K1A(u+v) =0, (5.6)

der er linear, sa teorien fra kapitel 2 kan benyttes. Af saetning 2.1.8 og 2.1.9 fas, at
der eksisterer en entydig svag lgsning u-+v € L (0, 00; Hj (U)) til (5.6), som opfylder
(u+v)(0) = ugp + vo-
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Af forrige afsnit folger, at hvis eksistensen af en lokal lgsning wu til fgrste ligning i
(5.1) kan godtggeres, er denne ikke-negativ og vil ikke eksplodere. En lgsning til den
anden ligning i (5.1) er (v +v) — u = v, der ligeledes er ikke-negativ.

Af semigruppeteori fas, at T* = oo for u + v, hvormed dette ogsad gaelder for v.
Dermed er det formentlig muligt at benytte et kontraktionsargument analogt til det
i beviset for satning 4.1.2 til at udvide intervallet for den lokale lgsning. For hver
gang forleenges intervallet med en storrelse, der er nedadtil begraenset, hvorved (u, v)
bliver globalt defineret.

Argumentationen er ikke fyldestggrende, bl.a. fordi lgsningsrummet er Lo (0, oo; HY (U))
og ikke C(U), men det giver en idé om bevisstrategien i tilfeldet K; = Ko.

5.4 FORSKELLIGE DIFFUSIONSKONSTANTER

I dette afsnit betragtes den situation, at K3 # Ks. I forbindelse hermed bringer T.
Cazenave og A. Haraux i [CH90] et relevant resultat, der giver eksistensen af en lokal,
ikke-negativ lgsning (u,v) € C(U) x C(U) til (5.1)-(5.2) med randbetingelsen i (5.4).
Omréadet {(z,y) € R? | z,y > 0} er siledes invariant for (u,v) i henhold til fglgende
definition fra [Smo83] — her tilpasset den konkrete problemstilling:

Definition 5.4.1 (Invariant omrade)

Lad ¥ C R? veere lukket. Safremt en lgsning (u,v) til (5.1)-(5.2) og (5.4) med
samtlige begyndelses- og randveerdier i ¥ opfylder, at (u(x,t),v(x,t)) € X for alle
(z,t) € Ur, kaldes X et invariant omrade for den pagaldende lgsning.

Siden [HK83] af A. Haraux og M. Kirane har det vaeret kendt, at det er tilstraekkeligt
at etablere en uniform vurdering af [|ug(v)||, for et p > & for at slutte, at lgsningerne
er globale og tilhgrer C(U) x C(U). For at udnytte dette viste A. Barabanova et
tekniske resultat:

Lemma 5.4.2 [Bar94, Proposition 2]
Antag, at ¢ opfylder (5.3), og lad (u,v) vaere en ikke-negativ lgsning til (5.1)-(5.2)
med randbetingelsen i (5.4) pa [0, T'[, hvor u opfylder (5.14) nedenfor. For

8K1 Ko
W< K< —F"—"=
||U0|| CWL(Kl — K2)2
4K Ko
. K | (K1-K3)?2 . n e .
og g(r) := (K_T) , hvor 0 < r < K, eksisterer p > 7, sa fplgende integral

er ikke-voksende pa |0, T:

/ g(u)e*?’ dz (5.7)
U
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Det bemaerkes, at eksistensen af den lokale lgsning (u, v) folger af bemaerkningen oven
over definition 5.4.1, samt at det er meningsfyldt at indseette u i g, idet K —u # 0
ifolge (5.5). Integralet i (5.7) er veldefineret, eftersom begge faktorer i integranden
afhaenger kontinuert af u og v, der selv er kontinuerte pa U.

Derudover ggres opmeerksom pa, at beviset er vaesentligt mere detaljeret end i
[Bar94].

Bevis:
Ved at veelge

4K1 K,

KK (5.8)

p:

ses ved indszettelse af den gvre graense for K, at p > 5.

For fast t € [0,T[er u > 01 U, mens u = 0 pa OU jf. (5.4). Grundet kontinuiteten
af u er funktionen aftagende pa enhver tilstrackkelig kort kurve i U, der ender i
et vilkarligt punkt x € OU. Eftersom U er C', er den udadrettede normalvektor
v(z):=v veldeﬁneret For tilpas lille € > 0 fas hermed, at w(z 4 tv) har minimum pa

]—,0]it=0,s4 Lu(z+tv) < 0. Noteres den retningsafledte af u i ’s retning

med 2 S sluttes ved hjelp af keedereglen, at

ou

=Y Vu(z) <0. (5.9)

Argumentationen fglger analogt for v. Af definitionen pa g fas

4K Ko
MK K ( K )(Kl—K2>2
1489 K—r
oKy kT > 0. (5.10)

g'(r)=

For enhver lgsning (u, v) til (5.1)-(5.2) med randbetingelsen i (5.4) haves ved brug af
en af Greens formler [Eva98, Theorem 3, s. 628], sifremt u(-,t),v(-,t) € C*(U), at

8t/ g(u)e*??’ do = / (¢'(u)Orue™®” + apg(u)e*?’Opv) dx.
U U

Differentiation under integraltegnet kan godtggres, hvis dyu(-,t),0v(-,t) € C(U).
Dermed haves

8t/Ug(u)eo‘p”dx
N / (€9’ (u) (K1Au — p(v)u) + apg(u)e®” (K2Av + up(v))) do
/ —K1Vu -V (g'(u)e™") d$+/U p(v)e” (apg(u) — ¢'(u)) dz
—/UapKQVv-V(g( u)e®??) d:r—i—/

ou ov
apv /
8Ue <Klg (u) oy + apKag(u) 8u) do.
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Ved at udnytte (5.9), (5.10) og kendskabet til de gvre faktorer, der indgar i det sidste
integral, fas

at/ g(u)e®?’ dx
U

< / —K1e P Vu - (g (u) Vi + apg (1) Vo) da + / wp(0)e (apg(u) — ¢ (w)) dz
U U

— / apK2e®?'Vu - (¢'(u)Vu + apg(u)Vv) dz
U
= / —eP? (Klg”(U) Vul* + (K1 + Ka)apg (u)Vu - Vo + o’p? Kag(u) IW\Q) dz
U

+ / up(v)e” (apg(u) — o' (u)) da. (5.11)
U

Safremt begge integraler i (5.11) er ikke-positive, kan sluttes, at integralet i (5.7) er
ikke-voksende. Til at starte med behandles det fgrste led, der indeholder fglgende
kvadratiske form i Vu og Vv, hvor (z,t) er fast:

K19" () [Vul? + ap(K1 + K»)g' (u) VuVo + o?p? Kog(u) | Vo2
A B C

Ved at indfgre £ = Vu og n = Vo fas, at den kvadratiske form kan skrives som

n

> (A& + Bgn; +Cnf) (5.12)

Jj=1

der er en sum af n kvadratiske former. Om koefficienterne kan vises, at B2—4AC = 0,
dvs. at g opfylder

o?p? (K1 + K3)?g'(r)* = 4a’p” K1 Kag(r)g" (1), (5.13)

hvilket gores ved forst at udregne g” pa baggrund af (5.10):

4K Ky 4K Ko
4K Ko K | (K1—Kg2)? K(K-r) K\ (K1-K32)?
N(’)") . 4K K>y (K1—K2)2 \ K—r (K—r)? + K—r
I = K Ky)? (K —7r)?
4K Ko
K\ (K1-K3)?
4K1K2 ( 4K1K2 + 1> (Kfr)
(K1 — K2)? \ (K1 — K3)? (K —1r)?
Saledes haves pa hgjre side af (5.13), at
8K Ko

16K2K3 4K K> (K—T
AR Kg" (r)g(r) = F P\ —K? ) k=g

mens der pa venstresiden heraf galder, at

K (K1 —K2)2
16K?K3 (K—)

(K1 — K)* (K —7)?

(K1 + K2)? (¢ (r)? = (K1 + K»)?
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Det folger straks, at det valgte g opfylder (5.13), s& A og hver af parenteserne i
(5.12) har ifplge [Wad04, Lemma 11.58] samme fortegn. Idet venstresiden af (5.13)
er ikke-negativ, er ¢”(r) > 0, og da K; > 0, er hver af de kvadratiske former i (5.12)
positiv semidefinit, hvorved dette ogsa gaelder for summen, sa den fgrste integrand i
(5.11) er ikke-positiv.

I forbindelse med det andet led i (5.11) er det nok at vise, at apg(r) — ¢'(r) < 0,
hvilket giver det gnskede, idet ¢ og u er ikke-negative. Hertil benyttes definitionen
af p, hvilket giver, at

g(r) _  4KK, K\ K _ 4KKy,
9 (K~ K \K—u) (K—up? = (K- KK
Dermed sluttes, at 9; ([, g(w)e®?? dz) < 0 pa 0, 7. O

5.5 EKSISTENS AF GLOBALE LOSNINGER

Det er nu muligt at bevise eksistensen af globale lgsninger til det givne begyndelses-
og randvaerdiproblem.

Saetning 5.5.1  [Bar94, Theorem 1]

Antag, at o(v) < e* for a > 0. Lad (u,v) veere en lokal lgsning til (5.1)-(5.2)
med randbetingelsen i (5.4), og hvor der om begyndelsesfunktionerne gaelder, at
U0, V0 € Loo(U) samt

SK1 Ky

ik Ko (5.14)

ol Lo ) <

Da er (u,v) globalt defineret og indeholdt i C'(U) x C(U).

Det bemaerkes, at restriktionen i (5.14) er mild, safremt K; er teet pa K.

Bevis:
Forst defineres p som i (5.8). Eftersom u ifplge (5.5) er begreenset i Lo (U), er

|U<P(’U)||p§u(‘7t)||oo( / |sa<v>pdx)” < Juollsollo@)llp.  (5:15)

I henhold til valget af K er Klf — > 1, hvormed g(u) > 1, idet eksponenten, som
udtrykket er oplgftet i, er positiv. Da |p(v)| < e®’ og p > 0, fas hermed, at

e’ = [ le@pas< [ e [ guer dn

Lad |U| betegne mélet af U. Lemma 5.4.2 giver, at [, g(u)e®?” dx er ikke-voksende
pa 10,77, s& af ovenstaende fas

(e w0 17 < [ gtwe | = [ gtun)er™ az < Ulg (uolo)e2#11.
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Ved at sammenholde denne vurdering med (5.15) konkluderes, at up(v) er uniformt
begraenset i L, (U) for t €]0,T.

Da p > %, sluttes af bemeerkningen for lemma 5.4.2, at (u,v) er globalt defineret og
kontinuert pa U x U. O

Til trods for at argumentationen i tilfeeldet K7 = K5 ikke er fyldestgorende fornem-
mes alligevel, at tilfeeldet ikke er s& vanskeligt, blot et tilstraekkeligt kendskab til

semigruppeteori og lgsningsbegrebet i Banachrummet C(U) er preesent.

Derimod fremgar af dette afsnit, at systemet er noget vanskeligere at behandle, nar
diffusionskonstanterne er forskellige. I denne situation kraeves flere metoder — og det
er i henhold til (5.14) ngdvendigt med strengere krav til data.



Appendiks A

Funktionalanalyse

Formalet med dette appendiks er at bringe generelle funktionalanalytiske resultater.
Forst redeggres for konstruktionen af Banach- og Hilbertrum ud fra allerede eksiste-
rende. Det bemaerkes, at der ikke fgres beviser herfor, eftersom de vil fylde meget og
primeert besta af relativt simple overvejelser.

Lemma A.0.1
Lad X4,..., Xy vere Banachrum. Da er X := X; x ... x Xy et Banachrum med
normen

(@1, on)llx = lleallx, + - + llzn]lxy (A1)
for (z1,...,zn) € X1 X ... X Xp.

Specielt gelder, at X er et Hilbertrum, hvis Xi,..., Xy er Hilbertrum. I dette
tilfaelde bruges normen

I an)lx = yflaal, + -+ oy (A.2)
der er akvivalent med den forrige norm samt udspringer af det indre produkt
((I]J tee ,.’I}N)|(y1,. .. ayN))X = ($1|y1)X1 + 4+ (xN‘yN)XJ\m

hvor (z1,...,2n), (y1,---,yn) € X.

Ofte benyttes notationen X = X1 & --- ® Xy, der — safremt X,..., Xy er Hilbert-
rum — kaldes den ortogonalt direkte sum af X;,..., X. Det beror pa, at X; kan
identificeres med underrummet

{(1'1707...7()) |1’1 EXl} gX7
—

m indgange

og tilsvarende identifikationer kan laves for de gvrige vektorrum, hvormed Hilbert-
rummene star ortogonalt pa hinanden.
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Ligeledes konstrueres et nyt Banachrum ved at danne feellesmangden af eksisterende
Banachrum:

Lemma A.0.2
Lad X veere et topologisk vektorrum og Xj,..., Xy Banachrum, hvor X; C X
topologisk for i =1,...,N. Daer Y := X; N...N Xy et Banachrum med normen

lzlly = |lzllx, + -+ ||z||xy for z €Y.

Et specialtilfaelde af lemmaet opstar ligesom fgr, safremt X, ..., X, er Hilbertrum.
I sa fald benyttes en anden norm pa Y:

lolly = /el + -+ ok, -
Denne udspringer af det indre produkt
(J?‘y)y = (x‘y))ﬁ et (x|y)XN for T,y € Y,

saledes Y selv er et Hilbertrum.

Det bemaerkes, at det altid er muligt at vaelge X = X1 @ --- @ Xy, eftersom dette
ifglge lemma A.0.1 er et Banachrum og dermed et topologisk vektorrum. Desuden er
X; C X topologisk for i = 1,..., N, idet der eksempelvis for x € X; og med normen
angivet i (A.1) gaelder, at

lzllx = llzllx, +[10lx, + -+ [10lxy = ll#[lx,-

Herefter fglger en satning, der giver en identifikation af dualrummet til det kartesiske
produkt af topologiske vektorrum med det kartesiske produkt af dualrummene.

Saetning A.0.3
For topologiske vektorrum X1, ..., Xy haves identifikationen (X; @ --- @ Xy)' =
Xi& - aX).

Bevis:
Lad w = (wy,...,wny) € X1®---®Xy.For o = (¢1,...,on) € X1 D Xy = X
er afbildningen

N
@~ (w,p) =D (wk,px) (A.3)

k=1
linezer og kontinuert. Det sidste vises ved at udnytte lineariteten, hvorfor det er nok at
vise kontinuiteten i nul. Derfor betragtes et net ¢, = (¢,.1,...,9un) — 01 X. Det
topologiske vektorrum X er udstyret med produkttopologien, som pr. definition er
initialtopologien induceret af projektionerne 7; : X — X for j = 1,..., N. Dermed

haves, at ¢, — 0 i X}, og kontinuiteten af w;, medforer, at (wy, ¢, ) — 01 X}, for
kE=1,...,N,sa (w,p,) — 0.
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Heraf sluttes, at ¢ +— (w, ¢) tilhgrer X', hvormed w udpeger et element A,, € X’
givet ved Ay () = (w, ). Atbildningen w +— A,, er injektiv, idet nulrummet er
trivielt, hvilket vises ved at antage, at A, (@) = 0 for alle ¢ € X. Veelges ¢ =
(¢1,0,...,0), hvor 1 € X7 er vilkarlig, fas

N

0= Aw(p) = Z<wk,§0k> = (w1, 1),
k=1

hvorved w; = 0. Argumentet gentages for k = 2,..., N, hvilket giver, at w = 0.

Afbildningen er desuden surjektiv, for givet A € X’ skrives ¢ € X som
Y= (@17077O)++(07707@N)

Sammensatningen @1 — (¢1,0,...,0) — A(p1,0,...,0) € C er linezr og kontinuert,
hvormed der findes wy € X7, sa (w1, ¢1) = A(¢1,0,...,0). Gentages argumentet for
k=2,..., N folger ved at sette w := (w1,...,wy), at

A(P:A(SD]_,O,,O)‘F+A(07,07QON): <w1;¢l>++<wN7§0N> = <w54p>

Dermed er etableret en linesr, bijektiv afbildning X{ @ ---® X4 — X', hvorved det
gnskede er bevist. O






Appendiks B

Gronwalls uligheder

Dette appendiks indeholder to forskellige udgaver af Gronwalls ulighed.

Lemma B.0.1 Gronwalls ulighed pé differentiel form [Eva98, s. 624]

Lad 7 veere en ikke-negativ, absolut kontinuert funktion pa intervallet [0, 7], samt
lad ¢ og 1 veere ikke-negative, integrable funktioner pa [0,7]. Hvis der for n.a.
t € [0,7T] geelder, at

n'(t) < e(t)n(t) +(t), (B.1)

s& haves for alle ¢t € [0,77], at
0 < n(t) < elo #(e)ds ( / ) (B.2)
< ) for t € [0,T] og n(0) = 0.

Specielt er n = 0 pa [0, T}, safremt n'(t)

p(t)n(t

Bevis:
Ved at udnytte Analysens Hovedsatning, (B.1) og ikke-negativiteten af ¢ og ¢ fglger
for n.a. s € [0, 77, at

d

L (p(s)em 15 #0107) = oI5 #0197 3 (5) — (s)n(s)) < e I3 ¥ 4s(s) < ().

Af ligheden ses, at venstresiden er integrabel, s& for ¢ € [0, 7] fas ved integration, at

/Ot d% (77(8)6_ Jo #(r) dv-) ds < /Ot P(s)ds

. t
n(t)e I #0Iar < o) + / (s) ds
0

hvilket beviser (B.2). Specialtilfaeldet fas direkte af (B.2) ved indsattelse. O

hvormed
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88 B. Gronwalls uligheder

Lemma B.0.2 Gronwalls ulighed pa integralform [Eva98, s. 625]
Lad ¢ veere en ikke-negativ, integrabel funktion pé intervallet [0,7]. Antag, at der
eksisterer konstanter K, Ky > 0, sa der for n.a. t € [0, 7] geelder, at

f) <K, / £(s)ds + Ko, (B.3)

da haves for n.a. ¢t € [0,T], at

0 < &(t) < Ky (1+ Kyte™)

Specielt er £(t) = 0 for n.a. t € [0,T], safremt Ky = 0.

Bevis:
For ¢ € [0, T] indferes n(t) = fot &(s)ds. Af (B.3) haves for n.a. t € [0,T], at

n'(t) < Kin(t) + Ks.

Idet € er integrabel pa [0, 7], er n absolut kontinuert, s lemma B.0.1 kan anvendes
herpa, hvorved

t
) < e (30 + [ Kads) = 0 (1(0) + Kat) = Katel.
0

Dermed geelder for n.a. ¢t € [0, 77, at

E(t) =n'(t) < Kun(t) + Kz < Ko (14 Kite™").



Appendiks C

Erratum

Formalet med dette appendiks er at uddybe fodnoten pa s. 18, saledes beviset for
saetning 1.5.3 bliver korrekt. I den forbindelse er det ngdvendigt med et lemma, der
fremstar som en generalisering af [Gru08, Lemma 3.6]:

Lemma C.0.3

Lad X vere et refleksivt Banachrum, og lad f € C(R; X) N L1 (R; X). Hvis f har
distributionsafledt g € Li(—00,0; X) for t < 0 og h € L1(0,00; X) for t > 0, s& er
0:f = f/, hvor f’ betegner den L;-funktion, som fas ved at sammenklistre g og h.

Bevis:
Af punkt (i) i seetning 1.5.1 og kontinuiteten af f fglger, at

f() = f(0) —l—/o h(s)ds for ¢t >0,

0g
t
@)= f(to) +/ g(s)ds for tg < t, (C.1)
to
hvoraf specielt
0
F(0) = £(to) +/ g(s)ds for ty < 0. (C.2)
to

Ved at traekke (C.1) fra (C.2) fas, at

0 to 0
f(O)—f(t):/ g(s)ds+/ g(s)ds:/t g(s)ds for ¢ < 0.

to t

For ¢ € C§°(R) haves saledes, at
<8tf> @) = <.f’ _<PI>

-/ Ooo o (r0- [ "g(s) as) e~ [T (r0+ [ his) ds) .
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920 C. Erratum

Det bemaerkes, at integralerne i stedet for at have nul som graense burde have hhv.
—e og ¢ for si at lade € konvergere mod nul, men idet f er kontinuert, har f(+0) og
f(—0) den felles veerdi f(0).

Derneest benyttes Bochners identitet til at sette £(0) uden for integralet. Derudover
ombyttes integrationsordenen, og graenserne endres ved argumentation analog til den
i beviset for punkt (i) i seetning 1.5.1. I den forbindelse benyttes ved integralet af h
en indikatorfunktion for en trekant naesten magen til den i figur 1.1 blot uden gvre
graense, mens en indikatorfunktion for en tilsvarende trekant i 3. kvadrant anvendes
ved g:

i =-a g [ [ [ s
:/Ooog(S)/oo ()dtds—A h(S)/s o (t) dt ds

0 oo
~ / g(s) ((s) — 0) ds — / h(s) (0 — (s)) ds.
0

—0o0

Ved at indfgre

;o )g(s)  for s<0
i) = {h(s) for s >0

fas, at
ot = | el (s
hvoraf det sluttes, at 0;f = f' i D'(R; X). O

Beviszendringer for satning 1.5.3

Herunder fglger en udredning af, hvorledes beviset for satning 1.5.3 skal modificeres,
saledes det bliver gyldigt. Som beskrevet i fodnoten skal u forleenges pa en mere
sofistikeret made end ved at forleenge den linegert ned til nul. I stedet indledes med at
spejle u, der er kontinuert pa [0,7] med veerdier i V', om ¢ = 0. Derved fremkommer
en funktion pa intervallet [T, T, og denne spejles nu om ¢ = T', hvilket resulterer i
en funktion ws defineret pa [—T,3T].

Herefter indfgres en testfunktion y € C§°(R) med x = 1 pa [0,7] og x = 0 uden

for [-Z,3L]. Ud fra denne defineres @ = xuy, dethith)rer Ly (R; V) C Ly(R; V'),

idet u € Ly(0,T; V) pr. antagelse, og supp(x) C [75, 7] Dermed geaelder ogsé, at
@ € Li(R; V'), da funktionen har kompakt stgtte. Det bemaerkes, at lemma 1.4.1
pa baggrund af tilhgrsforholdet @ € Lo(R; V) giver, at f,g € C"X’(R; H), hvorved

kontinuiteten af udtrykkene over (1.15) fas direkte.
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Det sidste, der mangler at blive godtgjort, er, at @’ € Lo(IR; V'), hvilket i henhold til
lemma 1.4.1 ggr det muligt at flytte differentiationen af foldningen mellem u og en
testfunktion ind pa fgrstnaevnte. Ved at differentiere w pa hvert af intervallerne fas
folgende:

X (t)u(—t) — x(t)u'(—t) for t <0
/() = u/(t) for 0<t<T
X OuwT —t) — x()uw' (2T —t) for t > T.

Heraf fremgar, at pa hvert af de tre intervaller fas Lo-funktioner med veerdier i V7,
og grundet den kompakte stgtte tilhgrer de ogsd L;. Eftersom w € C ([0,T); V'),
er u € C (R; V'), hvormed den distributionsafledte af @ ifglge lemma C.0.3 fas ved
at sammenklistre funktionerne pa hvert af delintervallerne, hvoraf det sluttes, at
u’ € Lo(R; V'). Resten af beviset for setning 1.5.3 folger dermed uforandret.
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