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Synopsis

I betragtning af at der eksisterer et multiplum af
robuste udjevningsmetoder, kan det vare
relevant at gere sig tanker om hvilke der er
bedst, evt. 1 hvilke situationer. For at besvare
dette spergsmal, laves der et oprids over nogle fa
tilgaengelige robuste udjevningsmetoder. Disse
presenteres med styrker og svagheder. Herefter
opridses problemformuleringen til projektet.

I naeste trin gennemgés to udvalgte robuste
udjevningsmetoder i detaljer, hvor der gores
overvejelser om hvordan eventuelle
teerskelveardier skal sattes, samt hvilke
landinspekteor opgaver som
udjevningsmetoderne skal testes pa. Herefter
beskrives hvordan dataene, der skal arbejdes pa,
er genereret, hvilke overvejelser der er gjort i
forbindelse med generering af data. Dette afsnit
folges op af et implementeringsafsnit, som
beskriver, ved hjelp af figurer, hvordan
udjevningsmetoderne er implementeret i matlab.

Herefter foretages der en reekke forseg, pa
baggrund af forskellige datasat. Radata, fra
forseggene prasenteres ogsa her. Derefter folger
en gennemgang af alle resultaterne, tendenser
udledes og overraskende resultater, forsgges
forklaret. Til slut prasenteres projektets
konklusion, jvf. problemformuleringen.

Abstract

Considering the fact that there exists a lot of
robust adjustment methods, it's relevant to
consider what method is applied to the problem.
To answer this question a short presentation of
available robust adjustment methods is
presented. These are presented with strengths
and weakneses. After this the
problemfurmulation for the project is presented.

In the next step two chosen robust adjustment
methods are presented in detail along with
considerations regarding thresholds for those
methods and what surveyor tasks the robust
adjustment methods are testet on. After this
comes a description of how the test data is
generated and what considerations are done in
regards to this. This part is followed up by an
implementation part, detailing how the chosen
robust adjustment methods are implemented in
matlab, using flowcharts.

After this a series of experiments are conducted
on the test data. The raw data from these
experiments are presented here. After that there
is a follow up on the results, detailing tendencies
and unexpected results are sought to be
explained. The project is rounded off with a
conclusion tying to the problemformulation.
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Forord

Dette afgangsprojekt er skrevet af gruppe L10ms02 bestdende af Jacob Collstrup, pa landinspektor
uddannelsens Measurement Science program 2010. Jeg vil i den forbindelse gerne sige tak til vejledere,
Peter Cederholm og Jens Juhl, som har veret meget behjelpelige 1 forbindelse med arbejdet af dette
projekt. I dette projekt er der anvendt punktum, som decimal separator. Det vil sige at %2 skrives som
0.5 1 decimaler. Referencer til litteratur er lavet som fodnoter.

Bilagshenvisninger er lavet som kantet parentes, med ordet 'Bilag' efterfulgt af et nr. En henvisning til
bilag 1, vil fx se séledes ud [Bilag 1]
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1 Indledning

En del af arbejdet i1 landinspektorfaget bestar, 1 at modellere virkeligheden, gennem kort og 3d
modeller. For at lave disse kort og 3d modeller indsamles der data, med forskellige instrumenter. Et
felles karaktertreek for alle disse instrumenter, er at deres malinger er pavirket af fejl. Disse fejl
inddeles i tre kategorier, da de behandles pa forskellige mader: Systematiske fejl, tilfeeldige fejl og
grove fejl. Systematiske fejl er karakteriseret ved, at de kan modelleres, og derved kan deres
indflydelse pa dataene fjernes. Alternativ kan nogen af disse systematiske fejls indflydelse, pa
mélingen, fjernes ved at anvende en bestemt malemetode. Tilfeldige fejl kan der ikke gores noget ved
og de kan ikke fjernes fra dataene helt. Tilfeldige fejl er karakteriseret ved at vaere normalfordelte og
deres indflydelse pd malingen kan minimeres, gennem udjevning. Tilfeldige fejl kan ogsé forklares
som mélestej. De grove fejl skyldes bl.a. brugerfejl, forkert metode eller anden menneskelig
indflydelse, eller hardware fejl. Problemet med disse fejl er, at de adelaegger dataene og dermed
resultatet af malingen. Derfor er det vigtigt at f4 dem fjernet, inden at dataene beregnes. Problemet er at
det kan veaere sveert, at finde disse fejl.

Nér data er indsamlet, beregnes de ofte, efter mindste kvadraters princip. Normalt nar der males 1
landinspektorfaget, males der ikke direkte pa den sterrelse der seges. En undtagelse kan vaere
afstandsmaling og GPS-méiling. Her kan det godt vere afstanden eller koordinaterne i sig selv, som er
interessante. En situation kan vare at man méler en masse punkter i 2d, som ligger pa en ret linje. Det
kan vere en skelgraense, som skal maéles.

16
Pa grund af de tilfeeldige fejl,

15k * ] ligger punkterne ikke helt pa
linjen. For at finde frem til linjens
14k i ligning benyttes mindste

. kvadraters princip. Gennem
mindste kvadraters princip
udjavnes der, pa en sddan made at
alle punkterne far indflydelse pa
linjen. Herved kan eventuelle

y * overbestemmelser anvendes.

13F 1

12f 1

9 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0.5 1 15 2 2.5 3 3.8 4 4.5 4

Hllustration 1:En typisk udjevningssituation, hvor der ud fra en
reekke punkt koordinater i 2d, skal findes en 2d linie.
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Et problem for udjevningen er, hvis der opstar en situation, hvor der er grove fejl i datasattet.

I den skitserede situation er der en
grov fejl i maledataene. Dette
medfoerer at hvis der foretages
udjevning pa dette datasat, uden
at denne fejl fjernes, vil resultatet
blive forkert:

I denne situation bliver det der
kaldes robust udjevning relevant.
Robust udjevning er en made at

Br 7 udjevne pa, hvor indflydelsen af
grove fejl enten minimeres eller
ar i fejlene fjernes helt. Nogle robuste

udjevningsmetoder baserer sig pa

4 alm. udjevning efter mindste

kvadraters princip, mens andre

o 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 gor brug af helt andre metoder til

at lose problemet. Det problem

Hllustration 2:Denne situation er den samme, som den pa forrige som robust udjaevning segger at

side. Her er der dog en grov fejl pa det sidste punkt, som adeleegger lase er skitseret nedenunder:

udjcevningen.

I denne situation er der foretaget
robust udjevning, af det samme
data, som 1 foregaende figur. Det

16 T T T T T T T T T

16 1

* er her lykkedes den robuste
14 . 1 udjevningsmetode, at finde og
fjerne den grove fejl, sé den ikke
1er # * 1 laengere far indflydelse pa
1ok i beregningerne.

Undertegnede har gennem
undervisningen pa

al i Landinspektorstudiets
Measurement Science master
Zr 1 program, stiftet bekendtskab med
. . . . . . . . . nogle af disse robuste metoder.
0
o o5 1 15 2 25 & 35 4 45 5 Andre metoder er laert gennem

selvstudie og andre aktiviteteter.
Hllustration 3:1 denne situation, er der foretaget robust udjevning,

pa det samme datascet, som ovenover. Her findes der frem til den
rigtige linje. Det er interessant, at der pa trods

5 af 48



L10MSO02 Jacob Collstrup AAU 2010

af fejl 1 dataene, stadig kan opnas et godt eller brugbart resultat i udjevningen. Derfor kunne det vare
interessant at arbejde, med robust udjevning i specialet, med henblik pa at opna et dybere indblik i
hvordan de virker og hvor godt de virker. Projektet er motiveret af en personlig interesse for robust
udjevning, dette bunder i en fascination, af at det er muligt at opna gode resultater, med darlig data.
Fascinationen ligger 1 at det er muligt at f4 en computer til automatisk at finde den delmangde af
dataen der er god og beregne pa det. For undertegnede virker det som en blanding af Al (Artificial
Intelligence = kunstig intelligens) og menstergenkendelse. Disse to beskrivelser er valgt, da det for
undertegnede gér ud pé at sette en computer i stand til at finde et menster, i data, hvor det ikke er alle
data der repreesenterer monsteret. Herefter skal computeren foretage et fornuftigt valg, for hvilke data
som repraesenterer monsteret, og hvilke data der ikke geor.

Som naevnt vil projektet fokusere pa hvor godt metoderne virker. For at finde ud af dette, bliver det
undersogt hvilke metoder der er, for at danne et overblik over emnet.

Det naste trin 1 projektet er, at lave en foranalyse, som prasenterer nogle forskellige metoder, til at lave
robust udjevning. Denne foranalyse forklarer lidt om metodernes styrker og svagheder, samt et kort
indblik 1 hvordan de virker. Nar dette er gjort, klarlegges problemformuleringen, for projektet.
Projektet, gér kort fortalt ud pa at ssmmenligne nogle robuste udjevningsmetoder. I afsnittet med
problemformuleringen indgér hvilke undersogelser der skal laves, for at besvare
problemformuleringen. Dertil indgar det ogsé hvilke robuste udjevningsmetoder, der arbejdes videre
med. Nar problemformuleringen er klarlagt, beskrives de robuste udjevningsmetoder, som skal
undersoges, 1 hgj detaljeringsgrad. Nar dette er gjort vil der bliver lavet forsag, eller eksperimenter,
med de udvalgte algoritmer. Disse eksperimenter bliver tilrettelagt, med henblik pa finde ud af hvilken,
af de robuste udjevningsmetoder der er bedst, ud fra det eller de kriterier, som problemformuleringen
opstiller. Resultatet af disse underseggelser, og hvad det matte betyde, bliver behandlet i den afsluttende
konklusion.
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2 Foranalyse

Fra eksemplerne 1 indledningen kan det ses, at det er et problem for udjaevningen, hvis der er grove fejl
1 datasattet. Derfor blev begrebet 'robust udjevning' introduceret. Her praesenteres nogle robuste
udjevningsmetoder, med deres fordele og ulemper. Der startes med en kort introduktion, med mindste
kvadraters princip.

2.1 Mindste kvadraters princip

Udjavning efter mindste kvadraters princip er den made overbestemmelser bliver handteret pa, 1
landmélingen. Metoden gér ud pd at minimere summen af kvadrerede residualer. Indenfor
landinspektorfaget regnes mindste kvadraters princip for at vaere den rigtige losning pa et
udjevningsproblem. Metoden har felgende grundlaeggende formel indenfor linezr algebra:

£=(A"WA) ' A" Wb , hvor A er designmatricen, W er matricen med vagtene til de forskellige
observationer, b er observations vektoren og X er lgsningen. Residualerne fas af folgende formel:

r=A-x—b ,hvor A er designmatricen, X er lgsningen pa ligningssystemet, b er
observationsvektoren og r er residualvektoren. Som det er demonstreret 1 indledningen er denne made
at udjevne pa ikke robust, hvis der indgér grove fejl i datasattet. Det vil sige at der er fejl 1
observationsvektoren, som ikke skyldes normalfordelt stgj, eller stor stgj, som ikke er vaegtet korrekt.
For at handtere dette er der en raekke robuste udjevningsmetoder til radighed. De fleste af disse
metoder benytter sig pa en eller anden méde af mindste kvadraters princip. Et mindste kvadraters
estimat, kendes ogsa under navnet L,-estimat. En god egenskab ved MKP er at man kan

T
rr 2 . o
= 0, ,som hedder spredningen pa

kvalitetsvurdere udjaevningen ud fra folgende formel:
m—n

vaegtenheden. Denne storrelse fortaller noget om hvor godt de ubekendte er bestemt. Denne vurdering
er dog, ligesom MKP selv, ikke robust. Dette ligger i at det er de kvadrerede residualer der indgér, i
formlen. Jo mindre spredningen pa vagtenheden er, jo bedre er de ubekendte bestemt.

2.2 Data snooping

Data Snooping er en principielt simpel metode. Kort beskrevet gér det ud pé at de normaliserede
residualer udregnes. De normaliserede residualer udregnes ved hjelp af kovarians matricen. Denne
findes pé folgende méde:

Or=W"'—A-(A"w-4)"-4"

Qr matricen er en kvadratisk matrice, 1 hvilken diagonal elementerne skal bruges til at udregne de
normaliserede residualer. Dette foregar pa folgende made:

r
w;= \/j hvor w; er det i'te normaliserede residual, r; er det 1'te residual og qr; er den 1'te indgang i
qr,

Qr matricens diagonal. Nar de normaliserede residualer er regnet, testes hvert residual for sig. Typisk
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vil normaliserede residualer pa mere end ca. + 3 gange spredningen blive sorteret fra, da dette stemmer
overens med forstaelsen af et en grov fejl ligger over 3 gange spredningen. Dette medferer en risiko for
to uheldige situationer. Der er en risiko for at frasortere en observation med et normaliseret residual pa
ca. 3 gange spredningen, som ikke er en grov fejl. Samtidig er der en risiko for at acceptere en
observation med en grov fejl, med et residual pd mindre end 3 gange spredningen. Denne made at
foretage robust udjevning pa medferer en rackke problemer. For hver grov fejl der er i datasettet skal
hele udjevningen foretages om. Dette kan beregningsmaessigt blive en omkostningsfuld affaere, hvis
det fx er laserscanningsdata der udjevnes pa. Eller et andet system, med mange observationer og
forhgjet risiko for grove fejl. Hertil kommer at metoden i bund og grund er en MKP algoritme, med en
ekstra lokke, til at frasortere formodede grove fejl. Problemet ligger i at en grov fejl vil 'traekke’
losningen hen mod sig. Se evt. figur 2 1 indledningen, hvor linjen er 'trukket' ned mod den grove fejl.
Dette medforer en risiko for at en grov fejl kan 'traekke' sd meget i losningen, at observationer der ikke
er en grov fejl, kommer til at ligne grove fejl, pga. residualets storrelse.

2.3IRLS

IRLS, star for 'Iteratively
- . . . . . . . . . Reweighted Least Squares'. IRLS
* er mere en teknik end en
14t 1 udjevningsmetode. Teknikken gér
pa at der for hver iteration vegtes
12f . pa baggrund af residualerne fra
\ forrige iteration. Det vil sige at
nor 7 der 1 hver iteration udregnes et nyt
estimat pd baggrund af forrige
estimat. Fejlene i estimaterne
bruges til at vaegte
observationerne i n&ste estimat.
Observationer som medforer store
residualer nedvagtes, mens
| _ observationer der medferer sma
residualer fér stor veegt. P4 denne
0 ' ' ' : ' : ' : ' made holder IRLS algoritmer fast
' ' ' ' i de gode observationer, mens
darlige observationer udvagtes.
Selvom IRLS regnes som en
robust udjevningsmetode, har den
en svaghed. Den starter med et et
alm. L,-estimat. Hvis en grov fejl er sd stor at dette estimat er helt forkert, vil IRLS aldrig kunne fa
rettet op pa det.

Kort fortalt er IRLS en gentagelse af folgende formel: x=(A" WA)' A" Wb , hvor der for hver
iteration udregnes en ny vegtmatrix, W.

lllustration 4. I denne udjcevning er der brugt IRLS, pa et datascet
med en grov fejl. Pd grund af at L2-estimatet er gdet galt, finder
IRLS ikke frem til den rigtige losning.
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2.3.1 Li-normen

. En af de robuste vagte som er baseret pd MKP er L;-

normen. Her anvendes den reciprokke af residualernes

1

< absolutte verdi, som vaegte 1 W-matricen: Wi=7| ,

hvor r; indikerer det i'te residual. Et problem med
denne made at vaegte pa er at den ret hurtigt far vegtet
observationerne ud, som ikke ligger meget tet pa
middelvardien. Risikoen her er at man risikerer at
nedvagte gode observationer alt for meget'.

lllustration 5: Illustrationen viser hvad der sker
nd der udjeevnes med LI1-normen, uden fejl i x-
aksens retning (gron linie) og med fejl i x-aksens
retning (rod linie).

De naeste to vaegtfunktioner der praesenteres er Huber og derefter Bisquare. Disse to vaegtfunktioner
tilherer den kategori af robuste metoder, som kaldes m-estimatorer. M stér for 'Maximum-likelihood".
Det er ingen forskel mellem at skrive M-estimator eller m-estimator. Et m-estimat er et mindste
kvadraters estimat, hvori der i beregningerne har indgdet en m-estimator, fx Huber.

Objective Influence Vagt

p(u)
Y (u)
w(u)

Fmm e e e

u u u
Hllustration 6: lllustrationen viser nogle egenskaber ved Huber estimatoren. Iscer sidste figur "veegt'

er vigtig.
2.3.2 Huber

Huber er en af de tidligste robuste estimatorer’. Huber-estimatoren er en kombination af L,-normen og
L;-normen. Residualer som ligger under en given terskelverdi, vaegtes efter L,-normen, mens
residualer der ligger over denne terskel vaerdi vaegtes efter L;-normen. I figuren til hegjre, nedenunder

1 [P. Cederholm, Modelling Based on Coordinates, kursusgang 4, slide 4, 2009]
2 [2002 John Fox, Robust Regression — Appendix to An R and S-PLUS Companion to Apllied Regression, s. 1]
3 [P. Cederholm, Modelling Based on Coordinates, kursusgang 4, slide 9, 2009]
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ses hvordan der vaegtes. Langden af den vandrette linie i toppen er teerskel vaerdien. Uden for denne
veerdi vegtes efter Li-normen. Denne terskel vaerdi kaldes 'tune' verdi, t. Til dette bruges de
normaliserede residualer. Hvis det normaliserede residual er mindre end tune-vardien vegtes der efter
L,-normen, mens der nedvagtes efter L;-normen nar det normaliserede residual er sterre end tune-
vardien. En vasentlig forskel mellem Huber og L;-normen er at Huber-estimatoren ikke nedvagter pa
residualer ner u (middelvaerdien), som L;-normen gor. Tune-vardien afger hvor langt residualet skal
vere fra u for at Huber-estimatoren begynder at nedveagte den pagaeldende observation. 'u' henviser til
'u', 1 figuren under overskriften 'vaegt'.

Forste graf (fra venstre) viser hvad det er der skal minimeres og hvordan. Den midterste graf viser at
der er tale om en 'bounded influence function'. Det betyder, at selvom residualerne vokser og vokser far
de ikke storre indflydelse pa losningen af den grund. Den sidste graf, til hojre, viser vaegt funktionen.
Her kan man se hvilke vegte residualerne for tildelt vagte alt efter deres sterrelse. Et muligt problem
med Huber kan vare at nér nedvagtningen begynder, sker dette for hurtigt. Samtidig kan 'knaekkene' pa
vaegt kurven, medfere nogle logiske problemer. Hvis 'knaekket eksempelvis ligger pa £2. Hvis et
residual ligger pa 1.9, bliver det ikke vaegtet ned, mens et residual pa 2.2 risikerer en kraftig
nedveagtning. Dette uden at der er den store forskel pd residualernes storrelse.

2.3.3 Bisquare

Bisquare er en anden m-estimator, som ogsa gar under navnet Tukey og Biweight eller en kombination
heraf®. Ligesom andre m-estimatorer sgger den at adressere det problem der er med at genveegte efter
L;-normen, netop at genveegtningen er meget kontant’. Hvor Huber vaegter alle residualer der ligger
inden for tuningskonstanten, med 1, har Bisquare en mere 'flydende’ vaeegtning.

Objective Influence Vagt

p(u)
Y (u)

u u
lllustration 7: lllustrationen viser nogle egenskaber ved Bisquare estimatoren, iscer sidste figur
veegt' er vigtig.

Ligesa snart residualerne bevager sig vak fra middelvaerdien, begynder nedvegtningen, men dog ikke
sé kraftigt som ved L;-normen, samtidig med at man opnar mindre residualer end med Huber.

4 2002 John Fox, Robust Regression — Appendix to An R and S-PLUS Companion to Apllied Regression, s. 2]
5 [P. Cederholm, Modelling Based on Coordinates, kursusgang 4, slide 4, 2009]
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2.4 RANSAC

AAU 2010

Som et alternativ til de overnstdende metoder, som er baseret pA MKP, er der nogle verktejer, som
fungerer pa helt andre mader. RANSAC (RANdom SAmple and Consensus) er en robust metode til
bestemmelse af parametre i en given model. Denne made er baseret pa hvad man kan kalde 'trial and

T

error', heri ligger at RANSAC er en iterativ
metode. RANSAC kan fx bruges til at
estimere en ret linje i 2d, ud fra et datasat. |
dette eksempel estimeres linjen ud fra et
datasaet med 20 punkter. I forste iteration
udtrekkes 2 tilfeldige punkter og der opstilles
en ligning for linjen, med de to punkter, en
sékaldt 'model' i RANSAC terminologi.
Herefter opstilles der et mal for hvor godt
resten af punkterne passer med denne linje.
Denne overensstemmelse kaldes en
'afstandsfunktion’' i RANSAC. I dette
eksempel opstiller RANSAC algoritmen et
udtryk for hvor langt der er fra de resterende
18 punkter og ind til linjen. Herefter gemmes

* " bade model og resultatet fra

Lllustration 8: Billedet viser hvordan linien fx kan ligge, 'afstandsfunktionen'. I nzeste iteration

efter RANSAC:s forste iteration. Afstandsfunktionen
madler hvor langt, de andre punkter ligger fra denne

linje.

udvelges to nye tilfeldige punkter og der
opstilles en ny model. Hvis
'afstandsfunktionen' kommer frem til at den

nye lgsning passer bedre end den forrige, forkastes den forrige og den nye gemmes. Oftest, som en del
af successkriteriet, skal en hvis procentdel af de resterende punkter passe med linjen, inden for en

lllustration 9: Billedet viser den linje RANSAC er

ndet frem til, efter at have testet al data, for at finde

den bedste losning.

given teerskel verdi, for RANSAC anser det som
en success. Med det menes at
afstandsfunktionens resultat skal ligge under en
hvis terskelverdi, samtidig med at en hvis
procentdel af de testede punkter stemmer overens
med denne model. Denne made at prove sig frem
pa, gar RANSAC i stand til at undgé det
problem, som er illustreret under IRLS, hvor et
darligt udgangspunkt, adelaegger resultatet. Et
dérligt udgangspunkter for RANSAC odelegger
ikke de felgende beregninger, da disse ikke har
noget med hinanden at gore.

I dette eksempel kunne et succeskriterie vare at
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mindst 16 af de 20 punkter (80%) skal passe med linjen inden for en terskel verdi af fx 1cm. Ud fra
alle lesninger som de 20 punkter prasenterer, vil RANSAC finde den forste, eller den bedste der
opfylder dette kriterie, hvis denne losning eksisterer. En vigtig detalje ved RANSAC er at den kan
implementeres pa to grundleggende forskellige mider, hvad angar succeskriteriet. Den kan
programmeres til, systematisk at ga alle data igennem, og finde den bedste losning, helt uden et
succeskriterie. RANSAC vil i dette tilfaelde returnere den bedste model (linjens ligning), samt et udtryk
for den fejl denne ligning medferer. Efterhdnden som mengden af overbestemmelserne stiger, jo flere
iterationer skal RANSAC igennem. Det betyder at, det maske ikke kan betale sig at finde den bedste
losning 1 sine data, da antallet af iterationer kan medfere at det tager for lang tid at nd resultatet. Et
alternativ hertil er at man, som i ovennavnte eksempel, opstiller et succeskriterie, fx 80% af punkterne
skal passe bedre end 1cm. Her vil RANSAC afbryde, ligesa snart dette kriterie er opfyldt. Dette
medferer umiddelbart to risici:

1. Det kan vaere at der ikke eksisterer en losning i det pagaldende datasaet, som opfylder dette
kriterie.

2. Det kan vare at der eksisterer en bedre lgsning 1 datasattet.

2.5 Andre estimatorere

I forbindelse med robust udjevning er det vaerd at nevne, at der eksisterer andre robuste
udjevningsmetoder, end dem der er beskrevet ovenover. Her 1 blandt r- og s-estimatorer, det er dog
udenfor dette projekts ressourcer at introducere disse. De skal dog naevnes.

2.6 Robust kvalitetsvurdering

Som navnt under Mindste kvadraters princip, er der en méade at vurdere en alm. udjaevning pa, som
ikke er robust. P4 grund af dette er det nedvendigt at finde et udtryk for kvaliteten af udjevningen, som
geelder for robust udjevning. Disse eksisterer der mange af®. I forbindelse med studiet er der stiftet
bekendtskab med en méde at gore dette pé, hvorfor denne metode bruges:

_med (jr—med (1))
a 0.6745

, hvor skalaren er valgt s& s~0, nar antallet af observationer er stort.

2.7 Vurderingspunkter

Som det kan ses af prasentationen, er der adskillige metoder til at foretage robust udjevning. Derfor er
det naturligt at sperge sig hvilken metode man skal bruge i en given situation. I betragtning af at nogle
af metoderne virker pa vidt forskellige mider kunne man ogsa med rimelighed forestille sig at nogen
metoder maske er bedre end andre. For at komme videre er det relevant at sperge om hvad der gor en
robust udjevningsmetode bedre end en anden. Herunder er et udvalg af forslag til hvilke kriterier
udjevningsmetoderne kunne vurderes pa, ikke i nogen bestemt orden:

6 [P. Cederholm 2009, '"Modelling Based on Coordinates', kursusgang 4, slide 7]
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* Beregningstid

* Robusthed

* Serlige forhold

* Implementeringslethed/kompleksitet
Beregningstid

Dette kriterium vurderer hvor hurtigt en robust udjevningsopgave kan udferes. Det drejer sig om hvor
meget tid der skal bruges pa at opné et brugbart resultat. Nogen metoder kan justeres til at vaere meget
robuste, idet de kan finde et brugbart resultat, selvom der er mange og store grove fejl i datasettet,
disse udjevningsmetoder kraever dog, som regel meget beregningstid’. Et problem med beregningstid
er at alt efter hvilket programmeringssprog de skrives pé, kan de kere hurtigere eller langsommere end
i andre programmeringssprog. Fx vil en Fortran-kode kere hurtigere end en matlab-kode®.

Robusthed

Dette omfatter udjevningsmetodens evne til at finde en brugbar lesning 1 datasettet, selvom der er
grove fejl i. En udjevningsmetode, som kan handtere 20% grove fejl i et datasaet kan kaldes mere
robust end en udj@vningsmetode, som kan héndtere 10% grove fejl 1 datasattet. Her males hvor mange
procent darlig data der skal til, for udjeevningsmetoden ikke laengere fungerer. Dérlig geometri kan ogsa
f4 en robust udjevningsmetode til at stoppe med at virke. Spergsmaélet er her om det er relevant at
undersoge dette aspekt ogsa. Det virker umiddelbart ikke sadan, da geometrien ikke er et problem der
er specielt for robust udjevning, med det menes at 'geometriproblemet' har ikke noget med robust
udjevning at gere, men noget med udjevning i al almindelighed at gore.

Seerlige forhold

Dette kriterium er lidt svaerere at tilga end de andre. Nogen udjevningsmetoder kan fx vare meget
sarbare 1 visse tilfelde, som der skal tages hejde for. Det kan bl.a. vere at hvis man vil approksimere en
2d linie ud fra et 2d punktdatasat, ville det vare en god id¢ at veelge en udjevningsmetode, som kunne
handtere fejl 1 begge aksens retninger. Det besvarlige ved dette kriterium er at man ikke umiddelbart
kan sammenligne forskellige metoder, samtidig med at der skal tages stilling til dette kriterium i1 den
enkelte situation.

Implementeringslethed/kompleksitet
Dette deekker over hvor let en udjevningsmetode er at implementere i en algoritme og hvor

kompliceret den er. En udjevningsmetode skal sandsynligvis kun implementeres én gang, men det kan
vaere fordelagtigt at valge en metode der er nem at implementere, da dette muligvis kan munde ud 1

7 [J. Heikkild, Robust Regression, Graduate course on Advanced statistical signal processing, s. 23]
8 [Jens Juhl, 2010]
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feerre programfejl. Med kompleksitet menes der hvor kompleks en udjevningsmetode er. Nogle
metoder mere komplekse end andre. Det kan, ligesom ved implementeringslethed, vise sig at vere
fordelagtigt at vaelge en simplere losning, frem for en kompleks. Den simplere losning er muligvis
nemmere at forstd og det er derfor nemmere at opstille teerskelvardier til den, hvis sddanne er
indblandet, o.lign. Brugeren/programmeren har muligvis mere foling med en simplere
udjevningsmetode.

3 Problemformulering

I betragtning af at der eksisterer mange robuste udjevningsmetoder, er det relevant at sperge om der er
en der er bedre end de andre. Dette spergsmal former kernen af projektet. Der arbejdes pa at udforme
en komparativ analyse, som skal belyse om en af de prasenterede robuste udjevningsmetoder er bedre
end de andre. For at undersoge dette skal der laves en rekke eksperimenter, hvor de robuste
udjevningsmetoder, bliver udsat for forskellige situationer. Pa baggrund af disse forseg kan der
muligvis tegne sig et billede, af om en af metoderne er bedre, end de andre. Hertil er det vigtigt at gere
sig klart, hvordan udjevningsmetoderne skal vurderes. Dette er et helt centralt spergsmal der skal
besvares for projektet kan komme videre. I foranalysen er der preesenteret en reekke egenskaber, som
metoderne kunne vurderes pé. Dette projekt fordrer mange eksperimenter, og spergsmalet er dertil 1 sig
selv meget stort. Pa grund af disse forhold er det nedvendigt at foretage nogle afgraensninger af
projektet, for at det kommer ned i en storrelsesorden som er passende for et afgangsprojekt. En af de
forste afgraensninger der foretages, er 1 hvordan udjevningsmetoderne vurderes.

3.1 Hvilke kriterier indgar i projektet

De 3 forste kriterier, der bliver nevnt i foranalysen, er af tekniske karakter, hvor det sidste, er af
menneskelig karakter. Det vil sige at ved det sidste kriterie vurderes udjevningsmetoderne ud fra hvor
let et menneske métte have ved at benytte sig af dem. Som det blev beskrevet i starten af dette afsnit,
kan det vere passende at undersege om en udjevningsmetode er bedre end en anden ud fra et eller flere
af de ovenstiende kriterier. I betragtning af at beregningstiden for en robustudjevningsmetode, kan
athenge af hvilket programmeringssprog den er skrevet i, vurderes det at vaere besvarligt, naesten
umuligt at lave en realistisk sammenligning pa baggrund af beregningstiden. Selvom alle algoritmerne i
dette projekt bliver skrevet i samme sprog, er det ikke sikkert at rangordnen imellem dem bibeholdes
nar de implementeres i et andet sprog. Med det skal forstas at i fald IRLS beregner ca. dobbelt sa
hurtigt som RANSAC i1 matlab-kode er det ikke sikkert IRLS ogsé vil vare dobbelt sa hurtig 1 C-kode.
Det vil derfor vare svaert, miske endda umuligt at drage almene konklusioner pa beregningstiden. Pa
grund af dette bliver algoritmerne ikke sammenlignet pd baggrund af den pdkravede beregningstid.

I og med at kompleksitet og implementeringslethed, kan vaere subjektive, vurderes ogsa disse kriterier
til at vaere uegnede for dette projekt. En programmer/bruger kan fx veere meget bekendt med s-
estimatorer og har slet ikke stadt pd IRLS. Selvom IRLS maske, teknisk set, kan vaere nemmere at
implementerer og mindre kompleks, kan denne udj@vningsmetode vaere mere besverlig for
programmeren/brugeren. Samtidig er det til dels en subjektiv vurdering om en metode er nem eller

14 af 48



L10MSO02 Jacob Collstrup AAU 2010

svar at implementere.

Tilbage er der robusthed og sarlige forhold, at forholde sig til. Fokusset for sammenligningen af de
robuste udjevningsmetoder leegges 1 dette projekt pa kriteriet 'robusthed', men kriteriet 'serlige vilkar'
vil sandsynligvis ogsé blive berert, da det kan influerer implementeringen af en robust
udjevningsmetode i en given situation.

3.2 Udjeevningsopgaver

For at sammenligne udjevningsmetoderne skal der vere et sammenligningsgrundlag. Med det menes
der at udjevningsmetoderne skal beregne forskellige opgaver. Projektet skal derfor stille en reekke
udjevningsopgaver, som skal lgses, med nogle udvalgte udjevningsmetoder. De opgaver der kommer
til overvejelse er opgaver, som genererer meget médledata, med forhgjet risiko for grove fejl, vil blive
overvejet og inddraget. Eller opgaver hvor der traditionelt anvendes robust udjevning. Felgende
opgaver er derfor relevante at overveje:

* 2d linje ud fra et 2d punktdatasaet

* 2d transformation (2 translationer, 1 rotation, 1 skala, eller kombinationer af disse)
* Approksimering af et plan 1 3d ud fra laserscanningsdata

* Polygonudjavning

* Afstand

Hvis alle disse opgaver skal behandles i1 projektet, kan man hurtigt risikere at skulle lave alt for mange
eksperiementer, end der er tid til i projektet. Derfor er det nedvendigt at vaelge en eller to opgaver fra.
For at finde ud af hvilke opgaver der skal arbejdes videre med, beskrives de kort.

2d linje ud fra et 2d punktdatasat

Denne opgave gar ud pa at der skal findes en linje, ud fra punkter i 2d. Det kan fx vere en skelgranse,
som er indmalt.

2d transformation (2 translationer, 1 rotation, 1 skala, eller kombinationer heraf

I denne opgave er der indmélt en reekke punkter i 2d, som er defineret i to forskellige
koordinatsystemer. Det er mélet for de robuste udjevningsmetoder at finde frem til
transformationsparametrene, mellem de to koordinatsystemer.

Approksimation af et plan i 3d ud fra lasercanningsdata

Denne opgave gar ud pa at der ud fra en masse punkter i 3d skal laves et plan 1 3d. I sddanne opgaver er
der oftest mange data og mange grove fejl. Ikke nedvendigvis fordi der lavet fejl i opmaling, men pa
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grund af opgavens natur. Hvis det plan der soges er en
@ vaeg, vil der veere punkter, som ikke ligger pa vaeggen.
@ Dette kan vere en opslagstavle, et vindue eller en der.
2 & Der kan vere objekter i datasettet, som ikke beskriver
det der sgges. Derfor skal der en robust
® udjevningsmetode til, for at finde frem til det rigtige
plan.

1 Polygonudjaevning

Denne opgave gar ud pd at sammenknytte flere
forskellige opstillinger, etableret med en totalstation. Et
problem med denne opgave er at det kun er fa punkter,
som binder de to opstillinger sammen. En algoritme
Hllustration 10:Figuren viser en som RANSAC, ville ikke kunne handtere denne
polygonudjcevning, hvor forste opstillings opgave. Dette ligger 1 at RANSAC ikke kan udtrekke et
punkter er angivet med gron, anden opstilling tilfeeldigt antal observationer og lgse problemet pa
er angivet med rod, mens feellespunkterne er  baggrund af dette. Problemet er for kompliceret til
bla. RANSAC. Dette problem er bedst lost med en IRLS
algoritme, men dette er heller ikke problemfrit.

I figuren (Illustration 10) er punkter fra den ene opstilling angive med gren, mens den anden opstillings
punkter er angive med rod. Faellespunkterne er bla. I denne situation kan RANSAC algoritmen ikke
udtraeekke tilfeldigt og udregne koordinater til punkterne. For at lose det er RANSAC nedt til at veelge
blandt de bld punkter og det der ellers skal bruges. For IRLS algoritmer er problemet af en anden
karakter. Den anden opstilling (angivet med rad) har faerre overbestemmelser end forste opstilling
(angivet med gront). Dette medforer at anden opstilling kan medfere storre residualer end forste. Det
betyder at der ikke kan sattes nogen global terskel vaerdi for IRLS i denne situation. Udjevningen kan
tale at der bliver udvagtet flere observationer fra forste opstilling end fra anden opstilling, derfor skal
de enkelte opstillinger have deres egen terskelvaerdi, baseret pa hvor mange punkter der indgar i
opstillingen.

Afstand

Denne opgave gar ud pa at en afstand er malt flere gange og der skal dannes et middeltal. Samme form
for udjevning bruges nar der skal tages et middeltal af koordinater fra en GPS. Opgaven kunne lige
savel hedde udjevning af middeltal, men kaldes udjevning af afstand i projektet.

Opgaver i projektet

Som naevnt er der for mange opgaver til at projektet kan behandle dem alle. Derfor valges nogle fra.
Umiddelbart valges polygonudjevningen fra, da det ikke umiddelbart indenfor projektets tids horisont
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er muligt at lave en RANSAC algoritme som kan handtere dette problem, hvis dette er muligt. Samtidig
er der ikke muligt i projektets tidshorisont at f4 IRLS til at lose problemet fornuftigt, med henvisning til
de forskellige terskelverdier. Oven i dette fravaelges det at arbejde videre med udjaevning af et plan i
3d. Dette er primart pa grund af mangden af data, som laserscanneren vil genererer. Her vil
beregningstiden sandsynligvis vare meget stor og besvarliggare projektet unedigt, 1 forhold til hvilket
udbytte der vil vare, i dette eksperiment. Tilbage er der approksimering af 2d linje, 2d transformation
og udjaevning pa en afstand. Disse tre opgaver arbejdes der videre med.

3.3 Udjeevningsmetoder

I foranalysen er der praesenteret et ikke-udtemmende udvalg af robuste udjevningsmetoder. Derfor kan
det vaere relevant at vaelge nogle af udjevningsmetoderne fra. Umiddlebart valges r- og s-estimatorer
fra, da der ikke er blevet undervist i dem og undertegnede ikke kender til dem udover deres navn.
Derfor undersoges de folgende udjevningsmetoder:

* Mindste kvadraters princip + data snooping
* IRLS med Huber

* RANSAC

* RANSAC +IRLS + MKP

Udover at metoderne testes hver for sig, laves der ogsa et forseg med at kombinere algoritmerne.
Argumentet for denne kombination, er at alle algoritmerne har deres styrker og svagheder, men ved at
kombinere algoritmerne korrekt, kan det vere at deres individuelle svagheder imadegas. Det vil sige at
deres svagheder dekkes af en af de andre algoritmers styrker.

4 Teori

I dette afsnit bliver de udvalgte udjevningsmetoder beskrevet i detaljer. Der bliver lagt et fokus pa
beskrivelser af IRLS og RANSAC. Hensigten er at beskrive de overvejelser der er gjort i forbindelse
med implementeringen.

4.1 Beskrivelser af de udvalgte udjeevningsmetoder

Herunder folger en beskrivelse af de overvejelser der folger med de enkelte metoder. Som navnt er

IRLS en af de metoder der arbejdes med. Her er det relevant at beskrive hvilken robust funktion der
indgar 1 IRLS, om det er en L;-estimator eller en m-estimator, og i sa fald hvilken m-estimator. Der

leegges 1 dette afsnit fokus pa RANSAC og IRLS, da disse er serligt vigtige for projektet.

4.2 IRLS

I forbindelse med arbejde med IRLS er der to vigtige overvejelser at gore sig. Hvilken robust estimator

17 af 48



L10MSO02 Jacob Collstrup AAU 2010

skal der bruges, og hvad skal stop kriteriet veere. Det kunne 1 sig selv vare interessant at sammeligne
flere forskellige IRLS algoritmer, med forskellige robuste estimatorer indbygget, men i forbindelse
med dette projekt arbejdes der kun med én IRLS algoritme. Der valges at arbejde videre med Huber,
da det viser sig at denne made at vaegte pé loser nogle af de problemer der umiddelbart er ved at
anvende L;-normen.

Den naste overvejelse er hvad stop kriteriet skal veere. Som navnt skal der veere en sammenhang
mellem opgavens natur/krav og stop kriteriet. Som det er foresldet i foranalysen, kunne et stop kriterie
vare ndr to pd hinanden folgende lgsninger har en forskel, som er mindre end en given taerskel verdi.
estimatet fra iteration i+1 treekkes fra iteration i og det afgeres om resultatet ligger under en fastsat
terskel vaerdi. Denne form for stop kriterie arbejdes der videre med i dette projekt. Her naest skal det
overvejes om der kan szttes et stop kriterie for alle opgaver, eller om disse skal s&ttes individuelt. Ved
fastsaettelsen af dette kriterie er der to faelder, der skal undgas. Den ene er at teerskelverdien settes for
hejt. Faren heri er at algoritmen stopper for tidligt og der kunne maske vere opnaet et bedre resultat.
En anden fare er at satte terskelvaerdien for lavt. Her kan der muligvis opsté en situation, hvor dataene
ikke har den 'oplesning' som kraves af stopkriteriet. Fx ved afstandsmaling, kunne man forestille sig
situationen saledes: Afstandsmaéleren har en spredning pa ca. 10 cm, skal stopkriteriet sa settes til 0.1
mm? I denne situation er det ikke sikkert at dataene har den detaljeringsgrad som skal til.

4.3 RANSAC

RANSAC (RANdom SAmple and Consensus) er en robust metode til bestemmelse af parametre i en
given model. Det er en metode som undertegnede/gruppen har stiftet bekendtskab med i forbindelse
med et sommerferiejob hos Scankort. Metoden bruges som regel til orientere et billedeplan i et 3d rum.
Gruppen/undertegnede finder metoden interessant som koncept. Gruppen er ikke bekendt med at der er
blevet undervist i denne metode. Konceptet gar ud pa at man har et dataset, som skal tilpasses en
matematisk model. RANSAC gennemlgber en masse iterationer hvor den tager tilfeldige datapunkter
ud og opstiller modellen efter det. Derefter vil RANSAC male “afstanden” fra den opstillede model til
de resterende datapunkter. Pa denne made
Y “males” hvor god modellen er.

I eksemplet pa billedet vil RANSAC méle
afstanden fra punkterne og ind til linjen.
Efter forste iteration gemmes modellen og
de punkter den er dannet af og en ny
iteration startes. Hvis den nye iteration giver
et bedre resultat ie. “afstanden” mellem
modellen og det resterende datasat er
mindre, gemmes den nye losning og den
gamle forkastes. Pa4 denne made fortsaetter
RANSAC indtil den har opniet et givent
x successkriterie, eller fundet det bedste
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resultat. Net resultatet er, at 1 fald at beregningerne er gaet godt, vil man have faet model, som er fri for
grove fejl. En stor fordel ved RANSAC er at den ulig Mindste kvadraters metode, kan handtere en
meget stor maengde grovefejl > 50%’°.

Der er nogle problemstillinger, som der skal tages hejde for i forbindelse med anvendelse af RANSAC
algoritmer. Disse er stopkriteriet og beregningstiden. RANSAC er en iterativ process, den adskiller sig
dog, fra andre iterative metoder, ved at RANSAC skal igennem ALLE observationer evt. flere gange.
Dette udspringer af at RANSAC for hver iteration udtager et tilfaldigt antal punkter og regner
modellen. Dette resulterer i at RANSAC kan gennemlobe vasentlig flere iterationer end IRLS. Ved
store datasat kan beregningstiden vere et problem der skal tages i1 forbehold. Et vaesentlig storre
problem med implementeringen af RANSAC er at fa etableret nogle fornuftige stop kriterier.

I det folgende er der en let forstéelig, konceptuel gennemgang af RANSAC i pseudo-kode, farverne er
til for at gore det nemmere at referere til pseudo-koden, nér den gennemgas:

input:
data - a set of observations
model - a model that can be fitted to data
n - the minimum number of data required to fit the model
k - the maximum number of iterations allowed in the algorithm
t - a threshold value for determining when a datum fits a model

d - the number of close data values required to assert that a model fits well to
data
output:

best model - model parameters which best fit the data (or nil if no good model
is found)

best consensus_set - data point from which this model has been estimated

best error - the error of this model relative to the data
iterations := 0
best model := nil
best consensus_set := nil
best error := infinity
while iterations < k
maybe inliers := n randomly selected values from data
maybe model := model parameters fitted to maybe inliers

consensus_set

= maybe inliers
for every point in data not in maybe inliers
if point fits maybe model with an error smaller than t
add point to consensus_set

if the number of elements in consensus set is > d
(this implies that we may have found a good model,
now test how good it is)
better model := model parameters fitted to all points in consensus_set
this error := a measure of how well better model fits these points

9[M. Zuliani 2009 “RANSAC4Dummies.pdf” s. 14]
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increment iterations

return best model, best consensus set, best error

Eksemplet ovenover er taget fra wikipedia.org. Dette eksempel er valgt da det giver en god
introduktion til RANSAC og forklarer hvad RANSAC gar ud pa. Den fulde artikel pa wikipedia.org
kan ses her:

http://en.wikipedia.org/wiki/Ransac

Ud fra faglig viden og vurdering af referencerne, vurderes artiklen at vere af tilstreekkelig hej faglig
kvalitet og derved egnet til universitetsbrug.

Her folger en gennemgang af RANSAC pseudo-koden ud fra farve koderne. Den forste sorte tekst 1
pseudo-koden er input og output. I projekt kontekst er ‘data’ mengden af observationer der skal
udjevnes pd. ‘model” dekker over den opgave der skal lases. “‘Model’ kan derfor vaere en 2d
transformation, eller linjens ligning. ‘n’ er det antal punkter der minimum skal til for at opstille
modellen. Dette er nodvendigt at vide, da RANSAC 1 hver iteration udtraekker n punkter fra ‘data’, for
at opstille ‘model’. ‘k’ er det maksimale antal iterationer RANSAC skal igennem. Denne vardi kan
beregnes pa flere mader. Dette beskrives nermere under ‘stopkriterie’ i afsnittet ‘RANSAC
overvejelser’. ‘t’ er den veerdi der angiver hvor ‘taet’ en observation skal ligge pa modellen, for at blive
vurderet til at veere fri for grove fejl. Nar RANSAC har fundet en model testes denne pd den resterende
data, dvs al den data som ikke indgik i opstilling af modellen. Residualet er en oplagt vaerdi at
sammenligne pd. ‘d’ er det antal punkter der skal til for at vurdere om den fundne losning er god nok.
Hvis en model er opstillet pa 3 punkter og passer pa 1 punkt ud af 20 resterende punkter, kan man
maske finde en losning som dakker bedre. ‘best model’ er 1 projekt sammenhang den bedste model
som RANSAC har fundet, den der giver de mindste residualer og opfylde kravet fra ‘d’.
‘best_consensus_set’ er mengden af de punkter som ‘best model’ passer til indenfor ‘t’. ‘best error’ er
storrelsen af den fejl, som ‘best model’ genererer.

Rod tekst

Denne del er opstarten af RANSAC. Sé lenge ‘iteration’ er mindre end ‘k’ kerer RANSAC.

‘best model’ og ‘best consensus_set’ sattest til 0 i forste iteration og ‘best error’ sattes til uendelig.
Dette tvinger RANSAC til at gennemfore flere iterationer. Dette medforer at, skulle RANSAC,
tilfeeldigvis 1 forste iteration finde en lesning med en ‘best_error’ = 0 og ‘consensus_set’ > d, sd
arbejder den videre for at se om en bedre losning skulle vere til stede. Herefter opstilles
modelparametrene. De n punkter l&gges over i maybe _inliers, som ogsd danner grundlag for
consensus_set.
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B4 tekst

Her testes om resten af punkterne passer pa den opstillede model. Hvis de ger det, med en fejl mindre
eller lig med t, lagres de i consensus_set. Hvis antallet af punkter i consensus_set er storre end d (dette
indikerer at der muligvis er fundet en god model), opstilles der et fejludtryk for hele datasattet.

Gron tekst

Her testes om den nuverende fejl er mindre end den forrige. Hvis dette er tilfzeldet opdateres
variablene. Det vil sige best model = better model, best consensus set = consensus_set og best_error
= this_error. Dette betyder at det kun er nér en bedre model er fundet, at variablene opdateres.

Mork lilla
Her opdateres antallet af iterationer, s8 RANSAC kan karer igen, eller stoppe, hvis stopkriteriet er ndet.

Herefter retuneres output.

5 Data udvaelgelse

I dette afsnit beskrives hvilke overvejelser der ligger til grund for de datasaet der udjevnes pa, i de
eksperimenter der foretages. Datas@ttene skal udsatte de robuste udjevningsmetoder for forskellige
situationer. Her er det verd at overveje hvad der, i projekt kontekst, udger forskellige situationer. Hvis
der fx udjevnes pé en ret linje, er det sa to forskellige situationer hvis den ene linje hedder

y=2x+3 ogden anden hedder y=0.5x—4 , begge situationer indeholder 10 punkter og 2 grove
fejl? I denne situation udjevnes der pa to forskellige linjer, men da det er robuste udjevningsmetoder
der undersages, er det antallet og sterrelsesordnen af grove fejl der er interessant for projektet. Det vil
sige at situationerne i foernaevnte eksempel er den samme. To forskellige situationer, for dette projekt, er

y=2x+3 med fx 5 punkter og 2 grove fejl og y=2x+3 med fx 20 punkter og 3 grove fejl. |
disse to situationer udjevnes der pd den samme linje, men i den ene situation er der 5 punkter at
udjevne pa, og 2 grove fejl, mens der i den anden situation er 20 punkter at udjevne over og 3 grove
fejl. Pointen er her at formlen for den rette linje er ligegyldig. Det som er interessant for projektet er
antallet af punkter der skal beskrive linjen, samt antallet af grove fejl, herunder ogsé sterrelsesordnen af
de grove fejl. Derfor skal testsene justere pd antallet af observationer, samt antallet og sterrelses ordnen
af de grove fejl. Dette er en af de grundleeggende overvejelser der ligger til grund for alle dataseet til
eksperimenterne.

Herunder kommer der overvejelser der er specifikke for de enkelte undersogelser.
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5.1 Data til udjeevning af afstand

Analogt til de generelle overvejelser er det ligegyldigt hvad 'afstanden' er i disse eksperimenter. I
betragtning af at der udjaevnes pa et tal, den storrelse der soges, kan dette tal fx veere 0. Hvad tallet er
har ingen betydning for udjevningen, men for forstielsens skyld vaelges der et tal > 0, fx 50. Med dette
menes at eksperimenterne skal efterligne en situation hvor der er malt en afstand pa 50 m. Dette er gjort
for at lette den menneskelige forstaelse af situationen. Scripts til generering af afstandsdata kan ses i
bilag [Bilag 1]

5.2 Data til udjaevning af ret linje i 2d

I forbindelse med datasattene der beskriver linjer, er der andre forhold der skal tages i betragtning. En
af de vigtigste overvejelser er om der er fejl pa x-koordinaterne, i systemet. Grunden til dette er, at det
er med til at bestemme hvilken form for mindste kvadraters metode der skal anvendes. Den almindelige
mindste kvadraters metode, kan ikke handtere fejl pa x-aksen. Dette kommer af at x-koordinaterne ikke
opfattes som observationer, i ligningssystemet. Hvis der er fejl pa x-aksen skal den generelle mindste
kvadraters metode anvendes. | forbindelse med projektet, har det ingen betydning om der anvendes
almindelig mindste kvadraters metode, eller den generelle. Det forventes ikke at pavirke resultatet af
projektet, som er at finde ud af, om én af de udvalgte robuste udjevningsmetoder er bedre end de
andre. Af denne grund vaelges der at arbejde videre med almindelig mindste kvadraters metode. Dette
udelukker derfor at der kan forekomme fejl pa x-aksen. Alternativ kan eksperimentet beskrives, som et
system, der gennem definition udelukker fejl pa x-aksen. Fx at der males med bestemte intervaller, pa
x-aksen, hvormed maélestgjen forekommer pa y-aksen.

Oven i dette skal punkternes fordeling over x-aksen, overvejes. Det vil sige om, der er 'klumper' af
observationer, eller om de ligger med konstante intervaller pa x-aksen. I betragtning af at en af
fortolkningerne af eksperimentet, er et forseg hvor der méles med bestemte intervaller, forekommer det
mest logisk at, observationerne er fordelt med konstante intervaller over x-aksen.

Det er blevet naevnt at linjens orientering ikke er vigtig for projektet. Dette er ogsa rigtigt, dog er der én
situation der skal undgas: Linjen ma ikke ligge lodret, dvs. parallel med y-aksen. Det vurderes dog ikke
til at vaere noget problem at undga dette. Den linje der udjavnes pa er defineret af formlen

y=I1x+3 , scripts til generering af linjedata kan ses i bilag [Bilag 2].

5.3 Data til udjeevning af 2d transformation

I dette eksperiment er der nogle overvejelser, der minder om dem fra linje-eksperimentet. Om
punkterne skal ligge mere eller mindre tilfeeldigt, eller om de skal konstrueres, med henblik pa at opna
en bestemt geometri. En fordel ved konstruerede punkter, er at det er muligt at styre geometrien, i de
punkter som der transformeres over. Det er herved ogsé muligt at pavirke geometrien bevidst, nar de
grove fejl introduceres. I kontrast til dette kan, der etableres en mengde tilfeldige punkter, med en
tilfeeldig geometri. Herved kan man ikke bevidst, eller i samme grad, pavirke geometrien, nar de grove
fejl introduceres.
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Umiddelbart er det ikke enskeligt at undersege, hvordan udjevningsmetoderne handterer forskellige
former for geometri. Men dette onske er ikke 1 konflikt med valget af konstruerede data, kontra
tilfeeldige data. Dette forhold skyldes at det netop er antallet af punkter, som transformationen foregar
over, samt antallet af grove fejl, som er interessant, ikke geometrien. Et andet gnske kunne vare at
eksperimentet, skal ligne en virkelig situation. Men heller ikke dette onske synes at kunne afgere sagen.
Nar der foretages transformation, over en mangde punkter, teenkes der over geometrien i nettet, men
det stér ikke altid landinspekteren frit for, at etablere punkter hvor end det er enskeligt. Dertil kommer
at man kan befinde sig i en situation hvor der skal foretages en transformation, pa baggrund af et
udvalg af tilgeengelige faellespunkter. Med dette menes, at det ikke er sikkert at de punkter der
transformeres over, var designet til at der skulle foretages en transformation over dem. Det kan vere at
nogle af punkterne er detailpunkter, fra en teknisk opmaling af en baggard. I denne situation, kan
geometrien vare mere eller mindre tilfaeldigt eller uhensigstsmaessig, da der transformeres over
tilgeengelige punkter, frem for enskelige punkter.

Da det ikke umiddelbart virker muligt at producere et godt fagligt argument, for konstruerede punkter,
eller tilfeeldige punkter, foretages valget i stedet for, pa grundlag af hvad der virker nemmest.
Umiddelbart findes det nemmest at generer en mangde tilfeldige punkter, hvilket betyder at
geometrien 1 punkskyen er mere eller mindre tilfaeldig. Scripts til generering af data kan ses 1 bilag
[Bilag 3]
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6 Implementering

Dette afsnit beskriver i detaljer, hvordan de forskellige algoritmer og metoder til robust udjevning, er
omsat til funktionelle programmer.

6.1 Mindste Kvadraters Metode + data snooping

Mindste kvadraters metode og data snooping er implementeret 1 matlab efter folgende figur:

1. Feorst indlaeses der data . Det vil sige mengden af
1) Indlzesning af data observationer indlases som et data array i matlab, som
\/ der kan arbejdes med.
& Mmd:t;ilr(,‘,’;draters 2. Hernast opstilles der et alm. mindste kvadraters
¥ estimat Pa baggrund af dette estimat opstilles der en
_ residual vektor, som indeholder residualer til alle
3 N?ggﬂ:fjgpg & observationerne.
\ / 3. Herefter normaliseres residualerne, med henblik pa at
4) Test af teste dem.
idual . .
resienaet 4. TItesten , gennemgés residualerne hver for sig, for at se
v om de ligger over en given tarskel vaerdi. Denne
5) Success? terskel vaerdi settes som regel ved 3. Dette er i
Nej Ja o .
overensstemmelse med forstéelsen for at en grov fejl
ligger uden for 3 gange spredningen. I dette projekt er
‘ 6) Resultat denne terskel veerdi sat til 2.8.
5. Sa fremt der findes et residual der er storre end taerskel

vaerdien, fiernes den tilsvarende observation, og der

laves et nyt estimat 2). Herefter kerer lokken igen, indtil der ikke er flere residualer der
overstiger terskelvardien 2.8 og resultatet returneres. MKP og data snooping kan ses 1 matlab

kode 1 bilag [Bilag 4].
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6.2 IRLS
I projektet er IRLS implementeret pé folgende méde:

1. Der indleses data, i et array, si der kan arbejdes med

1) Indlaesning af data det.
¥ 2. Der laves et mindste kvadraters estimat. P4 baggrund af
2) Mindste kvadraters dette opstilles en residual vektor, som danner grundlag
et for veegtmatricen i naeste beregning.

v

3) Vaegte regnes pa

Pé baggrund af de nye vagte, regnes et nyt estimat.

bfggi:;ﬂ‘a‘fe?f 4. Pébaggrund af dette estimat regnes der nye residualer.
v 5. Sé fremt at stop kriteriet endnu ikke er néet, beregnes
4) Nyt estimat regnes 3 i
e e nogle nye vegte, pa baggrund af estimatet, og lokken
residualer karer 1gen.
v o . . o
5) Er stop kriteriet 6. Nar stop kriteriet opnas, returneres resultatet.
Nej SRlykdEe = I den IRLS algoritme der er lavet i dette projekt, regnes
vaegtene pa baggrund af Huber-vegtfunktionen. Stopkriteriet i

de IRLS algoritmer der er anvendt, i dette projekt, er det
samme, for alle algoritmer. Stopkriteriet er fastsat, som en
@ndring af lesningsvektoren. Nir &ndringen, af
losningsvektoren, imellem to iterationer, falder under en given terskelvaerdi afbryder algoritmen og
resultatet returneres. Denne terskelverdi er 1 projektet sat til 0.0004, det vil sige at nér
losningsvektoren, mellem to iterationer, a&ndrer sig mindre end denne verdi, afsluttes IRLS. Et sddant
stopkriterie kan medfere den fare, at 1 fald lesningen ikke konvergerer, vil IRLS lave en uendelig lokke.
Dette problem kan lgses ved at satte et max antal iterationer, for algoritmen. I projektet er der sat et
max pa 1000 iterationer. Scriptet gor desuden brug af Peter Cederholm's script 'robvegt.m' til at opstille
vagtmatricerne. Implementeringen af IRLS kan ses i bilag [Bilag 5].

6) Resultat
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6.3 RANSAC

Den made RANSAC er implementeret pa, i projektet adskiller sig pa nogle punkter fra den pseudokode
der er praesenteret i teori kapitlet. Denne forskel ligger i hvordan der udtreekkes data til opstilling af
modellen.

1) Indla@sning af data

Y

2) Udveelgelse af data til
opstilling af model

Y

3) Opstilling af model

Y

4) Test af model

Y

5) Stop- /sucess-kriterie
Naet?
Nej Ja

6) MKP

J

7) Resultat

AAU 2010

. Feorst indleses dataen.

. Herefter udvalges der systematisk data, til opstilling af

modellen. Dataen bliver udvalgt sé alle kombinationer
af observationer afpraves. Dette betyder at RANSAC
algoritmen tester alle observationer.

. Nér de rigtige observationer er udtrukket, opstilles

modellen pa baggrund af de udtrukkede data.

. Herefter testes modellen pa de resterende data. Bade

modellen og resultatet af testen gemmes og anden
iteration startes. I slutningen af hver iteration testes
modellerne mod hinanden. Den model, som medferer
den mindste residual vektor, gemmes og en ny iteration
pabegyndes. Skulle det ske at der findes en bedre
losning, gemmes denne og den forrige forkastes. Pa
denne made sikrer man at det hele tiden er den bedste
losning der gemmes.

. Nar RANSAC nar sit stopkriterie afbrydes algoritmen.
. P4 dette tidspunkt har RANSAC opbygget et

konsensus s&t, som der lavet et alm. mindste
kvadraters estimat pa.

Ad 2. Den médde som dataene udtraekkes pa, er i
overensstemmelse med binomialkoefficienten. Dette betyder

at dataen bliver udtrukket, sa samtlige forskellige kombinationer afpraves.

I forbindelse med udjevning af data fra afstandsméling, er der et special tilfaelde i forhold til
RANSAC. Dette gar ud pa at, da RANSAC gennemprover samtlige kombinationer, vil det i realiteten
svare til en median. Den median der menes her, er at alle observationer ordnes i reekkefolge, fra den
mindste til den sterste, og den observation der ligger i midten, valges. Dette er den observation, som
genererer den mindste residual vektor i forhold til de andre observationer. Pa baggrund af dette, er
RANSAC i tilfeeldet hvor der udjaevnes pé afstande, reduceret til en median.

RANSAC bruger en terskelverdi til at vurdere om en observation er behaftet med en grov fejl. Da
spredningerne for dataene er sat til 4 mm, eller 0.004 enheder, er RANSACs taerskelverdi sat til

15 mm eller 0.015 enheder. Denne vardi er valgt da den ligger lige over 3 gange spredningen. Grunden
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til at den er lidt sterre end 3 gange spredningen, er at RANSAC ikke udjevner, men finder den bedste
losning i datasattet. I forbindelse med afstandsmélingen, kan det illustreres ved at RANSAC finder
medianen. Det betyder at losningen er flyttet i forhold til middeltallet. For at lose dette problem,
fastsaettes RANSACs terskelverdi til at vaere lidt sterre end 3 gange spredningen.

Som det er naevnt i foranalysen, opbygger RANSAC et konsensussat. I implementeringen af
RANSAC, er der lagt endnu et success kriterie pa, i forhold til hvornar RANSAC opdaterer modellen.
Dette kriterie er storrelsen af konsensussattet. Dette betyder at det ikke laengere er nok at den nye
model medferer en mindre fejl, men den skal ogsa have et konsensussat, som er ligesa stort, eller storre
end det forrige.

De matematiske modeller i RANSAC bliver opstillet ved hjelp af mindste kvadraters princip. For hver
iteration bliver der indlaest lige det nedvendige antal datapunkter, som er nedvendigt for at opstille
modellen. Der er herved ikke tale om udjevning efter mindste kvadraters princip, men matematikken
bliver anvendet til at opstille modellen. I nogle af opgaverne vil det vaere bedre at anvende anden
matematik i opstillingen af modellen, end den fra MKP, da programmerne vil kere hurtigere. Men da
det tager fa sekunder at skrive formlerne fra MKP, vealges disse. Det skal hertil ogsa overvejes hvor
meget tid der ville veere gaet med at satte sig ind i denne matematik.

Afstandsfunktionen er en funktion, som beskriver hvor god en kongruens der er mellem modellen og
det resterende dataset. Afstandsfunktionen tester pa alle de punkter der ikke indgar i modellen. For
dette projekt kan afstandsfunktionen, sammenlignes med residualerne. Residualerne beskriver den fejl
der begas ved at benytte den fundne model. Dette gor at residualerne er en god made at beskrive
kongruensen pa, mellem den fundne model og det resterende datasat. Et vaesentligt spergsmél er om
RANSAC skal male pé de absolutte residualer eller kvadrerede residualer. Det giver ikke nedvendigvis
det samme resultat. Det er i projektet valgt at RANSAC vurderer losningen pd de absolutte residualer.

Stop kriteriet er maske det element i RANSAC, som er mest besverlig at handtere'®. Stopkriteriet kan
vare opstillet pa flere forskellige méder.

Dels kan man anvende fejlteori, til at udregne hvor mange iterationer RANSAC skal igennem for at
have opstillet en model, der med en vis statistisk sandsynlighed overholder en hvis teerskelvardi. Den
statistik der anvendes her bygger pa sandsynligheden far at udtraekke fallespunkter der er beheftet med
grove fejl og den omvendte situation. Udfra dette kan man opstille et udtryk for sandsynligheden for at
en model overholder et givent successkriterie. Hvis ¢ er chancen for at vaelge et godt udtrak, sé er
risikoen for at vaelge et darligt udtreek (mindst én grov fejl) 1—¢ . Hvis der er opstillet /£
forskellige modeller er risikoen for at de alle sammen er fejl beheftede (1—g)" . Denne storrelse gar
mod nul ndr A~ —oo . Her vendes problemet pa hovedet, der veelges en statistisk sikkerhed for at
beregningerne er gaet godt. Det kan fx vere 0.95 | svarende til 95%. Dette tal kaldes 'alarmrate' og

10[M. Zuliani 2009 “RANSAC4Dummies.pdf’ s. 19]
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representeres med & RANSAC terminologi. Herefter er antallet af iterationer som RANSAC skal
igennem givet ved:

log (&)
log(1—¢q)

En anden made at lave stopkriteriet pa, ligger i at RANSAC algoritmen bliver skrevet sa der ikke
leengere udtrakkes tilfeldige data, men dataene til modellen ‘hdndplukkes’. Tanken er at det skal geres
pa en made sa alle mulige forskellige kombinationer af datapunkter afproves. Det vil sige en
binomialkoefficient.

En tredje made at lave et stopkriterie pd er at lade RANSAC gemme de gode losninger. Nar et antal
gode losninger passer med hinanden, indenfor en vis margin, stoppes algoritmen. Det kan fx vere at
RANSAC arbejder sig systematisk gennem dataen, hvis 3 lgsninger passer indenfor 20%, sé stopper
RANSAC og returnerer den bedste af de 3 lesningner. Implementeringen af RANSAC i1 matlab kan ses
1 bilag [Bilag 6].

6.4 RANSAC + IRLS + MKP

Implementeringen af den algoritme der kombinerer RANSAC, IRLS og MKP, adskiller sige ikke meget
fra den made de enkelte udjevningsmetoder, er implementeret pa. De er implementeret ved at blive sat
1 forlengelse af hinanden. Denne metode er kaldet RIL (Ransac
Irls Least-squares):

1) Indlaesning af data

Y

1. Forst indleses der data i et array.

2. Hernast kerer der en RANSAC algoritme, som den er

2) RANSAC beskrevet ovenover.
! 3. Mellemresultatet, det vil sige resultatet fra RANSAC
3) Mellem resultat sendes videre til
; 4. IRLS algoritmen. Denne IRLS er den samme som
4) IRLS beskrevet tidligere.
’ 5. Resultatet fra denne IRLS udjevning, sendes videre til
5) Mellem resultat 6. et mindste kvadraters estimat, som denne er beskrevet

’ tidligere, dog uden data snooping delen.

6) Mindste kvadraters

7. Til sidste returneres resultatet

estimat
; Efter RANSAC algoritmen, er de storste grove fejl sorteret fra.
7) Resultat Dette sikrer en godt fundament for IRLS at arbejde videre med.

Normalt Starter IRLS med et mindste kvadraters estimat, for at
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for opstillet nogle residualer, der kan laves vegte ud fra. I denne algoritme, startes der med de
residualer, som den bedste losning fra RANSAC har medfort. Der startes altsa ikke lengere med et
mindste kvadraters estimat. IRLS regner videre pa det resultat som RANSAC er noget frem til. Efter at
IRLS har kert er de sidste grove fejl der matte vaere i datasattet, sorteret fra. Til at sorterer
observationer fra, benyttes vaegtmatricen. Hvis en observation har faet en vaegt, som er under en given
teerskel vaerdi, vurderes den som vaerende en grov fejl. Det kan umiddelbart veare et problem at opstille
denne terskel verdi, men her kan et plot af vegtfunktionen vere til hjelp. Umiddelbart kan der dannes
sammenhang mellem terskelverdien for data snooping og den teerskelverdi der skal bruges i RIL. Pé
x-aksen 1 plottet ses de normaliserede residualer. Da data snooping sorterer residualer fra, som er storre
end 2.8, vurderes det til at vaere fornuftigt, hvis IRLS 1 RIL algoritmen, gor det samme.

Det betyder at der nu er banet vej, for almindeligt
Vgt mindste kvadraters estimat. Igen her gores der brug
af Peter Cederholm's script 'robvegt.m' til at opstille
vagtene til IRLS-delen af programmet.
Implementeringen af RIL kan ses i bilag [Bilag 7].

lllustration 11:Plot af Huber veegt, med
hjcelpelinjer til at fastscette teerskel veerdien, for
hvorndr en observation sorteres fra.

29 af 48



L10MSO02 Jacob Collstrup AAU 2010

7 Forsgag

I afsnittet om problemformuleringen blev det nevnt at det er nodvendigt at etablere et
sammenligningsgrundlag. En del af dette er de opgaver der skal lases, men méske endnu vigtigere at
have et 'rigtigt' resultat at sammenligne med; en kvalitetsvurdering. Til at kvalitets vurdere
udjevningsmetoderne anvendes MKP (Mindste Kvadraters Princip). For hver test laves der et MKP
estimat, pd data uden grove fejl. Dette estimat opfattes herefter i testen, som varende det rigtige svar.
Uden fejl i dataseettet skal de robuste metoder ligge meget tet pa dette estimat. Dette er et kriterium for
at metoden kan tages i overvejelse. Heraf folger et nyt problem. De robuste metoder forventes ikke at
producere et resultat, som er pracis det ssmme som MKP. Det forudsettes stadig at de arbejder pa data
uden grove fejl. Hvor langt kan resultatet vaere fra MKP, for stadig at blive vurderet som verende taet
nok pa? Dette er noget der vil blive taget stilling til i de enkelte tests, da det ikke forventes at der kan
opstilles et overordnet succeskriterium pa dette punkt.

Det neaste at finde ud af er hvad der skal sammenlignes. Indtil videre er det klargjort at de robuste
udjevningsmetoder skal sammenlignes med MKP. Skal der sammenlignes pa residualernes storrelse
eller et andet kvalitets udtryk? Umiddelbart virker residualerne som en god sterrelse at sammenligne
pa, ud fra felgende kriterier:

* Residualerne er i samme enhed, for samme opgave.
* Giver et absolut indtryk af kvaliteten.

Med forste punkt menes at de residualer der kommer ud af to forskellige robuste udjevningsmetoder,
md have samme enhed, under foruds@tning af at de to udj@vningsmetoder har lost den samme opgave,
pa baggrund af den samme data. Dette gor at residualerne fra de to udjevningsmetoder, umiddelbart
kan sammenlignes.

Med andet punkt menes at man fér at absolut indtryk af hvordan de robuste udjevningsmetoder klarer
en given opgave. Dette kommer af at der er enheder pa residualerne. Dette kan maske give et mere
handgribeligt indtryk udjevningsmetoderne, frem for at fa at vide at den ene er 1’ gang bedre end den
anden, hvis det nu matte vere tilfeldet.

Dog kan det vere svart at sammenligne et antal residualvektorer, for at se hvad for en der er bedst.
Residualerne gor det nemmere at se storrelsesordnen af den fejl, der begés, ved at anvende de fundne
ubekendte i udjevningen, men samtidig ofres overskueligheden, hvilket er vigtigt for dette projekt.

Som alternativ til at bruge residualerne til kvalitetsvurderingen, kan man bruge spredningen pa
vagtenheden, som navnt i teori afsnittet. Denne storrelse vil kunne fortalle noget om hvor godt
udjevningen er foregéet, som er projektets formal. Hertil kommer at denne sterrelse er nemmere, at
overskue end en residualvektor. P& baggrund af dette vurderes det at veere bedst at sammenligne
metoderne pd baggrund af spredningen pa vegtenchden, pé trods af residualernes gode egenskaber, og
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fordi det er nemmere at skabe et overblik ud fra spredningen pa vaegtenheden.

7.1 Forsogsparametre

Vurderingen af forsegsresultaterne sker pa baggrund af et sammen hold af 0, og antallet af fundne
grove fejl. Alle programmerne, undtagen IRLS, benytter sig af den 0, der er beskrevet i teori
afsnittet. Det er vigtigt at notere sig at denne storrelse regnes efter at evt. fundne grove fejl er fjernet fra
datasettet. Det vil sige, 1 et forseg hvor der indgér 5 observationer, inklusive én grov fejl, regnes 0
pa baggrund af 4 observationer, i fald den grove fejl bliver fundet. Dette forhold har en stor betydning
for forsegene, med sma antal observationer. Hertil kommer at IRLS ikke sorterer observationer fra,
men udvagter dem. Som navnt 1 implementerings afsnittet er terskel vardien for RILs IRLS-algoritme
sattil 0.5 dadenne verdi skaber kongruens mellem data-snooping og IRLS. Pa grund af dette
vurderes alle vaegte i IRLS, som er mindre end 0.5 til at veere en formodet grov fejl, som er fjernet.

I hvert forseg, laves der 3 eksperimenter. I forste eksperiment er der 5 observationer og en grov fejl,
herefter 10 observationer, 3 grove fejl, og til sidst 20 observationer og 10 grove fejl:

Antal obs. | Antal grove fejl | Procent grove fejl
5 1 20,00%

10 3 30,00%

20 10 50,00%

7.2 Afstand

Herunder udjavnes der pa en afstand. Situation er at siddestille med at udjevne pé et middeltal. For at
lette forstaelsen for hvad der sker er afstanden sat til 50 m, hvorefter der er genereret 20 observationer,
med en spredning pa 4 mm. I ferste omgang introduceres der ikke grove fejl, da det som navnt er
vigtigt at udjeevningsmetoderne producerer et resultat som ligger teet pA MKP, under dette forhold.
Herunder prasenteres resultaterne af denne test:

MKP | MKP+data |[IRLS | RANSAC RIL
X 149.9995|49.9995 49.999849.9995 49.9995
o, [0.0045 |0.0045 0.0046 |0.0045 0.0045

Ud fra denne test, ser det ud til at alle programmerne nar frem til de rigtige resultat, ndr der ikke er
nogen fejl. Det kan umiddelbart godt undre at tallene er angivet med 4 decimaler, da spredningen er pa
4 mm. Fjerde decimal angiver 1/10 mm. Dog kan det ogsa ses af resultaterne i skemaet, at man er nodt
til at angive tallene med min. 4 decimaler, for at se forskellene. Umiddelbart undrer det ikke at IRLS er
den der skiller sig ud, da den har vegtet observationerne anderledes, m& den komme til at andet
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resultat. Da der ikke er nogle grove fejl 1 dataene, har de andre programmer, foretaget en alm.
udjevning, efter mindste kvadraters princip og nér derfor samme resultat som MKP.

Her gentages forseget, dog med én grov fejl i dataene og 5 observationer. En af afstandene er blevet for
kort. Her kan man forestille sig at der er kommet et objekt i vejen, for afstandsméalingen, uden at det er
opdaget, som folge heraf er én af afstandene blevet 10 m for kort:

MKP |MKP+data | IRLS |RANSAC |RIL
X 47.9959 149.994 49.9941 149.994 49.996
o, 4.4679 10.0039 0.0021 |0.0039 0.0007
Fundne fejl 1 2 1 2

Som det kan ses, er MKP estimatet fejlbehaftet, som forventet, og beskrevet i indledningen. Alle de
robuste udjevningsmetoder regner sig frem til et resultat, som ligger nesten indenfor 1 gange
spredningen. Det virker dog bemarkelsesvardigt at IRLS og RIL har nogle meget sméa verdier for
spredningen pa veegtenheden. Faktisk er veerdien, for RIL, som den star i matlab 7.3711e-4, hvilket
svarer til 0.0007311. Dette formodes at komme af at de har fra sorteret en observation for meget.

I dette forseg, er der bygget videre pa ovenstdende. Der er her 10 observationer og 3 grove fejl. Den
ene af de grove fejl, er preecis den samme som ovenstdende. Derudover er der kommet 2 afstande ind
som er for store, henholdsvis 3 og 12 m.

MKP |MKP+data |[IRLS | RANSAC RIL
X 50.4982 149.9975  149.9999 149.9975 149.9979
o, 5.2752 10.0063 0.0128 10.0063 0.0077
Fundne fejl 3 3 3 5

Igen her ses det at MKP estimatet er fejlbeheftet. Pa grund af at der denne gang er 2 afstande der er for
store, ser det ud som om at de robuste udjevningsmetoder er kommet tattere pa det rigtige resultat, end
forrige forseg, men deter 0, som er den interessante storrelse.

I sidste forseg er der 20 observationer og 10 grove fejl. Der er de samme 3 grove fejl, som 1 sidste
forseg, samt 7 nye grove fejl. De grove fejl, kan ses i datasattet, som er vedlagt i bilag.

MKP |MKP+data | IRLS |RANSAC |RIL
X 50.3395149.7494 | 50.0005 |50.0008 |50.0012
o, 4.3940 10.5915 0.081 ]0.0025 0.0029
Fundne fejl 6 9 10 13

Her begynder algoritmerne at sprede sig i forhold til hinanden, nar der kigges pa 0, og antallet af
fundne grove fejl. Det er bemaerkelsesverdigt at IRLS kommer sé teet pa det rigtige resultat, selvom om
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den kun har fundet 9 ud af 10 fejl, samtidig med at o, fra IRLS er bemarkelsesvaerdigt hej, i forhold
til RANSAC og RIL, som ogsa kom tet pa det rigtige resultat.

7.3 Ret linje

I dette forseg seges der en ret linje ud fra punkt datasat, i 2d. Ferst testes alle algoritmerne for at se om
de producerer resultater der ligger tet pA MKP. Dette gores ud fra et sat pd 20 observationer, uden
grove fejl. I skemaet herunder angives de parametre som algoritmerne finder frem til. Disse folger
linjens formel: y=ax+b .Irakken 'ax' angives hvilken heldnings koefficient som der findes, mens
reekken 'b' angiver hvilken konstant der er fundet. Linjen der seges har formlen y=1x+3 , med en
spredning pa 0.004 enheder, 1 y-aksens retning.

MKP |MKP+data IRLS |RANSAC RIL

ax 1.0002 | 1.0002 1.0002 | 1.0002 1.0002

b 3.0006 |3.0006 3.0007 |3.0006 3.0006
o, [0.006 [0.006 0.005 0.006 0.006

Umiddelbart er der ikke nogen af algoritmerne som regner forkert. Kun IRLS kommer frem til at
resultat, som adskiller sig fra MKP

I dette forseg er der 5 observationer med én grov fejl i blandt. y-koordinaten pa sidste observation er
blevet 7 enheder for lille.

MKP |MKP+data | IRLS |RANSAC |RIL
ax 0.6605 | 1.0002 0.6605 |1.0002 1.0002
b 4.8677(3.0024 4.8677(3.0024 3.0024
o, 2.8623 10.0052 2.531310.0052 0.0052
Fundne fejl 1 0 1 1

I dette forseg klarer alle de robuste algoritmer sig godt, paner IRLS. Problemet er skitseret 1 afsnit 2.3
IRLS, i foranalysen. Pa grund af et darligt udgangspunkt, far IRLS ikke losningen til at konvergere.
Umiddelbart er det paradoksalt at Data Snooping for last problemet, mens IRLS ikke gor.
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I dette forseg er der 10 observationer og 3 grove fejl.

MKP |MKP+data|IRLS |RANSAC RIL
ax 0.7336 10.9002 0.8 1.0005 1.0005
b 5.0651 14.0101 4.644712.9939 2.9939
o, 2.0879 |1.222 1.788 10.0041 0.0041
Fundne fejl 1 1 3 3

I dette forseg er det kun RANSAC og RIL der kommer frem til det rigtige resultat.

I sidste forseg er der 20 observationer og 10 grove fejl.

MKP |MKP+data | IRLS |RANSAC |RIL
ax 0.9636 10.9448 0.969 |1.0003 1.0003
b 2.6898 3.25 3.0901 |2.9985 2.9985
o, 3.017 10.8121 0.585210.0064 0.0064
Fundne fejl 2 3 10 10

Ligesom i foregdende forseg er det kun RANSAC og RIL der finder frem til de rigtige resultater.

7.4 Helmert

I disse forseg laves der robust udjevning pa en Helmert transformation, der involverer 1 skala, 1
rotation og 2 flytninger. De transformationsparametre der soges er:

Skala | Rotation (grader) | Flytning x | Flytning y
09 |15 2 4

I forste omgang testes der pa 20 punkter uden grove fejl, for at se om de robuste udjevningsmetoder
finder et resultat der ligger taet pdA MKP estimatet.

MKP |MKP+data IRLS |RANSAC RIL
Skala 0.8999 1 0.8999 0.8999 1 0.8999 0.8999
Rotation |15.005 15.005 15.005|15.0048 |15.005

Flytning x | 2.006 |2.006 2.0059 [2.0060 2.006
Flytning y |4.0033 | 4.0033 4.0032 14.0033 4.0033
o, 0.004210.0042 0.0040|0.0042 0.0042

Umiddelbart ser det ud til at alle algoritmerne finder frem til de rigtige parametre.
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Her gentages forseget, med 5 punkter og 1 fejl. I punkt nr 1 er x-koordinaten 1 til-systemet blevet
flyttet 1 m.

MKP |MKP+data | IRLS |RANSAC |RIL
Skala 0.8997 10.8997 0.8999 10.8999 0.8999
Rotation | 14.2067 |14.2067 14.9949 1 14.9959 | 14.9959
Flytning x |1.2965 |1.2965 1.9936 |1.9945 1.9945
Flytningy 14.2996 [4.2996 4.0079 |4.0052 4.0052
o, 0.2734 10.2734 0.0010 ]0.0028 0.0028

Fundne fejl 0 0 1 1

Alle de robuste algoritmer, paner data snooping, finder frem til en god lgsning. IRLS-algoritmen,
formar ikke at finde fejlen, men finder alligevel en rimelig god lesning.

I det naeste gentages forseget, denne gang med 10 observationer og 3 grove fejl. X-koordinaten pa
forste punkt er stadig flyttet med 1 m, ligesom i foregdende forsgg. Hertil kommer at der er byttet om
pa punkt 2 og 3 i Til-systemet. Forstéet pd den made at punkt 2 i fra-systemet er matchet til punkt 3 i
til-systemet og omvendt.

MKP  MKP+data IRLS |RANSAC RIL

Skala 0.7215 [0.9000  |0.8996 0.9000  |0.8999
Rotation | 14.6545 15.0165 |15.0218/15.0165 | 15.0077
Flytning x |5.2843 |2.0074  |2.0166 2.0074 |2.0056
Flytningy |9.7023 |3.9977  |4.0072 |3.9977  |4.0039
o, 44003 0.0041  |0.0060 0.0041 |0.0026

Fundne fejl 3 3 3 4

I sidste forseg er der 20 observationer og 10 grove fejl. Der indgér de samme tre grove fejl, som i
foregdende forseg. Hertil er der byttet rundt pa nogle flere koordinater og andre har faet flyttet lidt pa
deres koordinater.

MKP |MKP+Data [IRLS | RANSAC RIL
Skala 0.8097 10.8997 0.8998 10.8997 0.8994
Rotation | 12.3879|14.9974 14.9892 1 14.9953 | 14.9896
Flytning x |2.8079 |2.0039 2.0000 |2.0053 2.0049
Flytningy 8.0929 |4.0098 4.0098 4.0114 4.0224
o, 3.8357 10.0046 0.0078 10.0062 0.0019
Fundne fejl 10 9 9 13
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8 Resultater

I dette afsnit beskrives resultaterne mere dybtgdende. Resultaterne bliver udsat for forskellige analyser,
for at se om der skulle vere tendenser eller menstre. Derudover vil evt. bemarkelsesvardige resultater
blive diskuteret.

8.1 Succesrate

I dette afsnit beskrives de enkelte algoritmers succesrate. Denne succesrate er defineret ud fra om
algoritmer har fundet og fjernet fejlene, alle fejlene og ikke mere. Samt om deres resultat ligger taet pa
det rigtige svar og om O, er tilstreekkelig lille. Denne vurdering medferer to problemer: Hvor taet pa
det rigtige svar skal algoritmens resultat vaere? Og hvor lille skal 0, vere. I forbindelse med forste
sporgsmaél skal der fastsattes to terskelverdier for vurderingen. En terskelverdi for lineere verdier,
og en for ikke-lineere vaerdier. Med lineaere verdier menes der konstanter. Det kan fx vaere
flytningerne i1 helmert transformationen, eller konstanten i linjens ligning. Alle resultater for
afstandsforsegene vurderes ud fra denne lineere teerskelvaerdi. Denne teerskelvaerdi settes til 2 gange
spredningen, det vil sige at da der arbejdes med en spredning pé 0.004 enheder i samtlige forseg, sttes
denne terskel vaerdi til 0.008 enheder, grunden til at den sattes til dette er at da der formodes at vare
ligesa mange observationer over middel vardien, som under middel verdien (normal fordeling), burde
1 gange spredningen vere en rimelig terskelvaerdi, men for at vaere sikker, settes den til 2 gange
spredningen.

De ikke lineere terskelvaerdier er fx haeldnings koefficienten i linjens ligning, rotationen og skalaen 1
helmert transformation. Denne taerskelverdi skal sattes pa en helt anden méde. Denne terskelvaerdi
s&ttes som en procent af det rigtige resultat. Det kan fx vaere £10%, denne terskelvardi sattes til £2%.

Den sidste terskelverdi der skal sattes er hvor lille 0, skal vare for at vaere tilstreekkelig lille.
Denne settes til 0.05. Argumentet for at sette disse terskelvardier til det som er praesenteret her, er at
det ser ud som om at de fleste robuste algoritmer kan overholde disse terskelverdier.

Linezr Afstand | 50| +0.008| 49.992 — 50.008
b 3/+£0.008| 2.992-3.008
tx 2/+0.008 1.992-2.008
ty 4140.008| 3.992 -4.008

Raekken 'afstand' i skemaet, viser hvilket interval de fundne afstande skal ligge indenfor, for at blive
godtaget. Rekken 'b', gelder for den fundne konstant i forbindelse at finde linjens ligning, og raekkerne
'tx' og 'ty' geelder for translationsvektoren, i forbindeles med transformationsforsegene.
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Ikke-linear | ax +0.02 098 -1.02

skala | +0.0180.882-0.918

rotation +0.3 14.7-15.3

I skemaet ses en oversigt over terskelvaerdierne. I kolonnen hvor der stir £0.02 osv. vises hvilken
terskelvaerdi 2% bliver til, 'ax', star for haeldningskoefficienten i forbindelse med linjens ligning. Skala
og rotation er i forbindelse med helmert transformationen. Tarskelverdierne er udregnet i forhold til
det rigtige resultat. Det gores her opmaerksom pa at 'ax' ledet i linjens ligning er 1, skalaen i forbindelse
med helmert transformationen er 0.9, og rotationen 1 helmert transformationen er 15 grader. Sidste
kolonne i skemaet, viser hvilket interval resultat skal ligge indenfor, for at blive godtaget.

Ud fra de fastsatte kriterier laves der en sammentelling, for hvor mange af problemerne som
algoritmerne lgser. Dette settes i1 forhold til hvor mange problemer som algoritmerne blev stillet
overfor. Dette udregnes som en procent sats.

I forste omgang opsattes et binzrt skema, som viser om algoritmerne har klaret opgaven, indenfor de
angivne terskelvardier. Algoritmerne fér et plus, hvor opgaven er lost indenfor de givne kriterier, eller
et minus, hvis ikke opgaven er lgst inden for det givne kriterie.

Data snooping | IRLS |RANSAC RIL
Afstand + - + -
+ + + -
- - + -
Ret linje + - + +
- - + +
- - + +
Helmert - - + +
+ + -
Sum af succeser 5 2 8 4
Succesrate 55.56%|22.22%| 88.89% 44.44%
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lllustration 12:Figuren viser algoritmernes succesrate.

I forbindelse med fortolkningen, af skemaet og figuren pé forrige side, er det vigtigt at vaere
opmerksom, pé at der 1 vurderingen er gjort brug, af den viden som der ligger bag eksperimenterne.
Denne viden omfatter, at det rigtige resultat er kendt, samt at antallet af grove fejl er kendt. Det er
viden, som ikke er tilgengelig 1 virkligheden, nar der foretages robust udjevning, pd data der er
indsamlet, med instrumenter, frem for konstruerede data, som er tilfeeldet i dette projekt. I
virkeligheden vil det vare taet pa umuligt at vurdere losningen ud fra de fundne parametre. Derimod vil
en lesning kunne vurderes ud fra 0, , som vil vere den eneste storrelse, panar residualerne, som der
kan vurderes pa. I naeste skema, udregnes der en ny succesrate. Til forskel fra forrige vurderes der nu
udelukkende pd om 0, er tilstreekkelig lille. Der fortsettes med en terskelvaerdi pa 0.05 for 0,
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Data snooping | IRLS |RANSAC RIL
Afstand + + +
+ + -
- - + +
Ret linje + - + +
- + +
- - + +
Helmert - + + +
+ + +
+ + -
Sum af succeser 5 5 8 4
Succes rate 55.56%| 55.56% 100%| 100%
Succesrate
120
100
80
% 60
o
o
40
20

lllustration 13:Figuren viser succesraten, vurderet udelukkende ud
ﬁ’a g, .

Data snooping IRLS

RANSAC

Algoritme

AAU 2010

Umiddelbart ser det ikke godt ud i ferste skema og graf, da IRLS og RIL klarer sig dérligt, i forhold til
de andre. Dette forhold er umiddelbart overraskende. Grunden til at resultaterne ser ud som de geor 1
forste udregning af succesraten, er at der er gjort brug af viden omkring forsegene. At det rigtige
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resultat er kendt, samt at antallet af grove fejl er kendt. Alle de forseg som RIL ikke klarer 1 forste
succesrate, er pa grund af at RIL fjerner for mange observationer. 3 af de forseg som IRLS ikke har
klaret, 1 forste succesrate, geelder samme problemstilling. Der er enten fundet for mange eller for fa fejl
1 datasattet. I forsegene hvor der regnes pa en ret linje, fejler IRLS hver gang, men dette heenger
sammen med at IRLS starter med et L,-estimat. Hvis dette estimat gar tilstrekkelig galt, kan IRLS ikke
rette op pa det, ligesom det er demonstreret i foranalysen. Hvis IRLS i forsegene hvor der regnes pa en
ret linje, havde veret skrevet med en generel mindste kvadraters algoritme, havde resultaterne for disse
forseg sandsynligvis taget sig anderledes ud.

8.2 Problemsogning

I foregaende afsnit blev der klarlagt at nogle algoritmer finder for fi fejl, mens andre finder for mange
fejl. I dette afsnit soges det at klarlegge hvilke forhold, som kunne medfere sddanne resultater.

8.2.1 Normalisering af residualer

Béde IRLS og RIL gor brug af et robust estimat for de normaliserede residualer. Dette estimat ser

o o _ - med (jr—med (r))
sdledesud: u= R hvor s er givet ved: s= 0.6745

Denne méde at normalisere residualer pd, adskiller sig meget fra den mdde MKP formelszattet
normalisere residualer pd, hvor Qr matricen udregnes forst:

r;
Or=w'—A4-(4"-W-4)""- 4" ,som derefter anvendes til at normalisere residualet: W;= ﬁ
qr;

I IRLS og RIL algoritmerne vurderes normaliserede residualer pa ca. +3 til at vare behaftet med en
grov fejl, 1 trad med teorien fra MKP. Der soges altsd her at dannes en sammenhang mellem de robuste
metoder og MKP. Da formlerne for de normaliserede residualer er hvidt forskellige, er det ikke sikkert,
at denne sammenhang eksisterer. Dette betyder at hvor et normaliseret residual pa ca. +3, normaliseret
efter MKP, vurderes til at vaere behaeftet med en grov fejl, er det ikke nedvendigvis ensbetydende med
at et normaliseret residual pd +3, normaliseret efter det robuste udtryk, er behaftet med en grov fejl.
Hvis sidste navnte er tilfeeldet, vil det betyde at de terskelvardier der er sat i IRLS og RIL, er sat
forkert.

8.2.2 Vaegtfunktionen

En anden grund til at resultaterne for IRLS og RIL ser ud som de gor kan ligge i den vaegtfunktion der
er anvendt. I disse algoritmer er det valgt at bruge Huber-vagtfunktionen. Problemerne kan skyldes
'knaekket' 1 vaegtfunktionskurve, som beskrevet 1 foranalysen. Et hvert residual, som falder indenfor
tune-verdien bliver automatisk tildelt vaegten 1, ligegyldigt hvor stort residualet end matte vare. Det
vil sige at der er ikke noget at 'forhandle' med, sé l&enge residualet ligger inden for tune-vardien.
Omvendt, hvis et enkelt residual, ligger uden for tune vardien, skal denne enkelte observation, alene
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bare minimeringen af residualvektoren.
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Hllustration 14.:Billedet illustrerer et muligt problem
ved at anvende Huber veegte.

8.2.3 Andre forhold

Umiddelbart virker data snooping og IRLS en smule ustabile, da hverken IRLS eller data snooping for
fundet frem til en brugbar lgsning, da der udjaeevnes pa afstandsdata, hvori der indgar 50 % grove fejl i
datasattet, derimod kan de finde frem til en helmert transformation, ud fra et data sat, hvori der indgér
50% fejl, hvis der ses bort fra at det rette resultat kendes. Dette kan muligvis skyldes at L,-estimatet
ikke er ligesé pdvirket af de grove fejl, i helmert transformationen, som i afstandsmélingen, pa grund af
geometrien. Hertil er det bemarkelsesvardigt at i forste forseg, med at finde en ret linje, ud fra 5
observationer og 1 grov fejl, kan data snooping handtere situation, mens det gar galt for IRLS. Dette
kan skyldes at den grove fejl medferer et residual der er storre, end den taerskelvardi som data
snooping anvender, men alligevel stor nok til at IRLS ikke kan hindtere situationen.
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8.3 Data Snooping resultater

I dette afsnit gennemgas resultaterne for data snooping. I ferste omgang settes 0, fra data snooping
algoritmerne op i grafer, forseg for forseg.

Data Snooping Data Snooping Data Snooping
Afstand Ret linje Helmert
0,6 1.4 0,3
1.2
0.5 0,25
1
0,4 0,2
0.8
o 03 % o 0,15
° 0,6 ©
0,2 0,1
0,4
0,1 0,2 0,05
0 — — 0 - 0 — —
1 2 3 1 2 3 1 2 3
Forsag Forsag Forsag

Tallene pa x-aksen henviser til forsegs nummeret. I forseg 1 er der 5 observationer og 1 grov fejl, 1
forseg 2 er der 10 observationer og 3 grove fejl, og i forseg 3 er der 20 observationer og 10 grove fejl,
dette geelder ogsé for efterfolgende grafer. Umiddelbart ser data snooping ud til at hdndtere udj@vning
af en afstand ganske udmarket, med et datasat med op til 30% grove fejl. Data snooping er dog ikke s&
god til at handtere udjaevning af en ret linje. I forste forseg gar det godt, hvilket undrer, da IRLS ikke
kan handtere denne situation. I forbindelse med udjevning af en transformation kommer data snooping
med igen, paner 1 forste forseg. Dette formodes 1 hej grad at skyldes geometrien 1 forste forseg. Det er
muligt at den grove fejl edeleegger estimatet pa en sdidan méde at data snooping ikke kan handtere
situationen.

8.4 IRLS resultater

I dette afsnit gennemgas resultaterne fra IRLS, forst settes 0, fra IRLS op i grafer, forseg for
forseg.
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0,09
0,08
0,07
0,06
0,05
0,04
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0,02
0,01

o0

IRLS
Afstand

2
Forsag

2,5

o 15

[0

0,5

IRLS
Ret linje

2
Forsag

3

0,009
0,008
0,007
0,006
0,005
0,004
0,003
0,002
0,001
0,000

For IRLS er der en generel tendens til at

0y

AAU 2010
IRLS
Helmert
1 2 3
Forsag

bliver storre nar

antallet af grove fejl 1 datasattet stiger. Her ses der bort fra udjevningen af en ret linje, hvor IRLS pa
intet tidspunkt kommer frem til det rigtige resultat, eller et brugbart resultat. Det kan umiddelbart se ud
som om at IRLS, med Huber vagte ikke kan hidndtere 50% grove fejl. Dette er vurderet ud fra at det
burde veere nemmere for IRLS at handtere afstandsforsegene end transformationsforsegene. Grunden
til at IRLS héndterer transformationen, med 50% grove fejl og ikke afstanden med 50% grove fejl, kan
skyldes geometrien i de punkter, som der transformeres over. Det vil sige at det ser ud som om at
geometrien har storre betydning for success end antallet af gode observationer, 1 forbindelse med
transformationen. Her menes at geometrien blandt de gode observationer, er vigtigere end antallet af
gode observationer.

43 af 48



L10MSO02 Jacob Collstrup AAU 2010

8.5 RANSAC resultater

I dette afsnit gennemgas resultaterne fra RANSAC, forst settes 0, fra RANSAC op i grafer, forseg
for forseg.

RANSAC RANSAC RANSAC
Afstand Ret linje Helmert
0,007 0,007 0,007
0,006 0,006 0,006
0,005 0,005 0,005
0,004 0,004 0,004
B 0,003 B 0,003 B 0,003
0,002 0,002 0,002
0,001 I 0,001 0,001
0,000 0,000 0.000
1 2 3 1 2 3 ! 2 3
Forsag Forsag Forsag

RANSAC er den algoritme i projektet, der overordnet klarer sig bedst i alle forsegene, nér der bl.a.
vurderes pa om den finder alle fejlene og kun fejlene. Ud fra de to forste grafer, for afstand og linje,
kan der ikke udledes nogen tendens, for hvordan RANSAC héndtere et stigende antal fejl i datasattet.
Derimod ser det ud som om at 0, stiger, nar antallet af grove fejl stiger, 1 forbindelse med
transformationen. Pa grund af RANSAC:s 'trial and error' tilgang til problemet, virker det mere som en
tilfeldighed end som systematik. Data snooping og IRLS lader til at indikere at geometrien har storre
betydning i forhold til transformationen end antallet af grove fejl 1 datasettet. Dette kan muligvis ogsa
have indflydelse pd de resultater som RANSAC opndr i disse opgaver. Med det menes at RANSACs

0, stiger, 1 transformationsforsegene, har nok mere noget med geometrien at gore end antallet af
grove fejl, alternativt kan det skyldes at residualvektoren bliver storre, da antallet af gode observationer
stiger.
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8.6 RIL resultater

I dette afsnit gennemgas resultaterne fra RIL, forst settes 0, fra RIL op i1 grafer, forseg for forseg.

RIL RIL RIL
Afstand Ret linje Helmert
0,009 0,007 0,0030
0,008
0,007 0,006 0,0025
’ 0,005
0,006 0,0020
0,004
0,005 ;
o o o 0,0015
3 0,004 B 0,003 B
0,003 0,002 0,0010
0,002
0,0005
0,001 0,001
0000 0,000 0,0000
1 2 3 1 2 3 1 2 3
Forsag Forsag Fors gg

Ligesom ved RANSAC, ser det heller ikke ud til at der er noget system i hvordan 0, udvikler sig nar
procentdelen af grove fejl stiger, i datasattet. I forbindelse med transformationen, ser det ud som om at
0, falder, nir procentdelen af grove fejl stiger. Forklaringen pé dette har sandsynligvis noget med

antallet af observationer at gare. Det vil sige, antallet af gode observationer. RIL starter, jf.
implementeringsafsnittet, med en RANSAC algoritme, derefter en IRLS algoritme og til sidst et alm.
MKP estimat. Nér antallet af gode observationer stiger, er der flere overbestemmelser, som IRLS delen
kan begynde at vaegte pa. Det formodes, umiddelbart at RANSAC algoritmen fjerner alle de grove fejl,
da dennes terskelveardier er praecis de samme, som for den enkeltstdiende RANSAC algoritme. Dette
betyder at IRLS-delen kan begynde at veegte de tilbagevarende observationer, sa residualvektoren
bliver mindre. Gennem alle forsegene, panar udjevning af en ret linje, har RIL haft tendens til at fjerne
for mange observationer. Dette betyder at ndr 0, beregnes i RIL, sa har residualvektoren, som
bruges til at regne dette ud, haft faerre elementer, end residualvektoren, for de andre algoritmer. Der er
to bud pd hvorfor RIL sorterer for mange observationer fra. Det forste bud er at terskelvardien for
frasorteringen af observationer, er sat for hgjt. Denne taerskelverdi er sat sa den stemmer nogenlunde
overens med den terskelvaerdi som data snooping fra sorterer efter. Da residualerne er normaliseret, pa
to forskellige mader, er det ikke sikkert at teerskelvaerdien kan sattes ens for de to algoritmer. Et andet
bud, kan vaere at det er en forkert vaegt funktion der anvendes. Nar det normaliserede residual, ligger
indenfor Huber's tune vaerdi, har algoritmen ikke noget at forhandle med. Det betyder, at s snart et
residual ligger uden for denne tune-vardi, skal denne observation, bare hele minimeringen af
residualvektoren. En vagtfunktion som bi-square, som prasenteret i foranalysen, kunne maske have
givet andre resultater, 1 forbindelse med RIL algoritmen.
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8.7 Samlet overblik

Umiddelbart kan det vare sveart at overskue resultaterne af forsegene, nar der kigges pa tabellerne.
Derimod kan der i udregningen af succesraten dannes et billede af at nogen af algoritmerne ser ud til at
handtere problemerne bedre end andre. Iser den enkeltstiende RANSAC algoritme har vist sig at vare
stabil. Kun i fa tilfeelde far de andre algoritmer en 0, , som er mindre end den RANSAC opnér.
Dette er nar der tages forbehold for at RANSAC er den metode, som overordnet, kommer teettest pd at
fjerne alle fejlene, uden at fjerne for meget. Hvis der kun kigges pA 0, ser RIL algoritmen ud til at
klare sig bedre.
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9 Konklusion

I problemformuleringen blev det valgt at undersege en raekke robuste udjevningsmetoder, for at finde
ud af om der skulle vare en eller nogen metoder, som er bedre end andre. I projektets start og lige op til
forsegene, blev det forventet at der var forskelle, men dog ikke store forskelle. Der har under hele
projektet perioden veret bekymring for om resultaterne ville vare klare nok til at der kunne drages
palidelige konklusioner ud fra dem. Resultaterne af forsegene har vist en spredning af algoritmernes
ydelse, som ikke helt var forventet. At én algoritme kunne klare sig bedre end en anden, i et forseg,
ogsa omvendt i naste forseg, var umiddelbart forventet. Det var dog ikke forventet at der skulle tegne
sig et s klart billede, som der gjorde. Den algoritme, som har prasteret den bedste ydelse, i forhold til
at opnd et godt resultat, en lille 0, og finde alle fejlene, og kun fjerne fejlene, har vaeret RANSAC.
Havde IRLS gjort brug af generel mindste kvadraters princip i stedet for alm. mindste kvadraters
princip, havde resultaterne muligvis taget sig anderledes ud. Havde dette veret tilfeldet, kunne IRLS
algoritmen muligvis have klaret sig ligesa godt som RANSAC. Det var umiddelbart overraskende at
RIL algoritmerne sorterede flere observationer fra, end der var fejlramt, men dette er sandsynligvis et
justeringssporgsmal. RIL skal enten bruge en anden teerskelverdi, for frasortering af observationer,
eller en anden vagtfunktion, evt. begge. RIL er den eneste algoritme som i hvert eneste forseg har fra
sorteret alle fejl, men har som navnt ogsé sorteret for mange observationer fra. Det vil sige,
observationer, som ikke var behaftet med grove fejl. Dette kan vere et stort problem for datasat, med
fa observationer.

Succesrate

120

100

80

@ 60
(8]
o
o

40

20

0

Data snooping IRLS RANSAC
Algoritme

Hllustration 15:Figuren viser succesraten, vurderet udelukkende ud
fra g, .
Overordnet ser det ogsa ud som om at nogen udja@vningsmetoder egner sig bedre til visse opgaver end
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andre. Umiddelbart ser det ud som om at IRLS ikke handterer udjevning af en ret linje sarlig godt,
men dette formodes at vere péd grund af at der bruges en alm. mindste kvadraters metode i IRLS og
dette resultat er derfor ikke sarlig overraskende. RANSAC og RIL har i den forbindelse, vist sig at
vaere meget alsidige i1 forhold til at lose opgaverne.

Succesrate

100
90
80
70
60
50

Procent

40
30

20
10
0

Data snooping IRLS RANSAC RIL

Algoritme

Hllustration 16:Figuren viser algoritmernes succesrate.

Det ser ud som om at algoritmer, afledt aft RANSAC og algoritmer, som er kombinerede, klarer sig
bedre end andre algoritmer. I dette projekt var der en forventning om at en algoritme, som starter med
en RANSAC algoritme, som derefter fortsaetter 1 en IRLS algoritme og ender med et MKP estimat,
ville vaere bedre rustet til at handtere grove fejl. Denne antagelse har til dels vist sig at holde stik. RIL
algoritmen har 1 hvert forseg der er foretaget, fiet fjernet alle grove fejl, problemet med den, er at den
har fjernet for mange observationer.

Som det kan ses af resultaterne, har formodningen om at nogle robuste udjevningsmetoder er bedre
end andre, holdt. Dette virker umiddelbart naturligt. Selvom undertegnede ikke er bevidst om det, synes
det logisk at der er en kontinueer udvikling, af robuste udjevningsmetoder. En sddan udvikling vil
nedvendigvis medfere at nogle robuste udjevningsmetoder er bedre end andre, pa en eller anden skala.
Dette kommer 1 hgj grad an pd hvad der seges. I nogle situationer er det maske vigtigere at
udjevningsmetoden er hurtigere, frem for at den nar frem til resultat med en lille spredning pa
vagtenheden. Andre metoder, som i dette projekt, er maske designet til at levere et palideligt resultat,
med en lille spredning pd vaegtenheden, pa bekostning af beregningstid. I visse situationer kan man
blive fanget af opgavens natur, som derefter dikterer hvilken robust udjevningsmetode der anvendes.
Dette kan fx vere polygonudjavning. Her er det, som navnt, ikke muligt at anvende RANSAC,
umiddelbart. En sddan opgave, formodes, bedst lost af IRLS. I situationer, som ikke fordrer en bestemt
made at foretage robust udjevning pa, kan det vere relevant at gere sig tanker om hvilken metode der
skal anvendes. Fx hvis der udjevnes pé en afstand, koordinat, linje eller transformation. I disse
situationer er det relevant at gere sig tanker om hvilken robust udjevningsmetode, for bedst at indfti
opgavens krav.
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1 Script til generering af afstand

%Dette script genererer den data der skal bruges til udjevning af
en afstandsmaling.

b = normrnd(50,0.004,[20,1]);

2 Script til generering af linjedata
clear all
close all

clc

$Dette script genererer data til approksimation af en linie.

for 1 = 1:20
x = [x;1];

end

1:20

Yn=x+ 3;

for i

end

Y = normrnd(Y n,0.004)
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3 Scripts til generering af transformationsdata
close all

clear all

clc

format short g

%Dette script genererer data til en 2d transformation.

x n = normrnd (0,1, [20,1]);

= normrnd (0,1, [20,1]);

e
o]
|

x m = x n*10;

y m =y n*10;

p = size(x n,1);
x = [1I;
y = [1;
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close all
clear all

clc

%Dette program laver koordinaterne i1 TIL systemet.

input = [28.978 19.109
27.586 30.326
33.192 35.525
33.129 41.006
21.351 45.442
29.699 30.859
28.351 15.084
36.277 22.577
40.933 19.384
41.093 53.505
21.363 23.844
30.774 37.481
17.859 28.076
18.865 38.886
29.932 22.352
45.326 15.977
22.303 15.776
33.714 34.882
27.744 28.226
41.174 28.039];

s = 0.9;
rot = 15;
tx = 2;
ty = 4;
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tv = [tx ty]l';

all = cosd(rot);
al2 = -sind(rot);
a2l = sind(rot);

a22 = cosd(rot) ;

A = [all al2
a2l a22];

m = size (input,1);

til = [];

for i = 1:m

xf = input (i, 1);

yf = input (i, 2);

fra = [xf yf]';

til = [til, A*s*fra + tv];

end
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close all
clear all

clc

$Dette script satter stej pd X- og Y-koordinaterne i TIL systemet,
til brug ved transformationsforsggene.

input = [22.74 27.362
18.917 36.789
22.58 42.615
21.248 47.365
9.976 48.478
20.63 37.745
23.133 23.717
28.278 32.077
33.069 30.386
25.26 60.086
15.017 29.705
20.022 43.752
10.985 32.567
9.342 42.199
22.814 30.404
37.682 28.447
17.714 22.91
23.183 42.177
19.544 35
31.263 37.966];

noise x normrnd(0,0.004, [20,17);

noise y = normrnd(0,0.004,[20,1]);

X = input(:,1);
input (:,2);

g
I
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Xt = x + noise x;

yt = y + noise y;

4 MKP+data snooping kode
close all
clear all

clc

%This program takes n number of observations of 1 dimension
(Distances,

%angles, etc. and makes robust adjustment on them. The idea is to
have a

snumber of observations that, besides being affected by gaussian
noise,

%also contain an unknown number of gross errors.

%This particular script uses the ordinary least squares method and
data-snooping.

b = load('dist20.txt");

n = 1; %Number of unknowns
while 1

m = size(b,1);

C = eye(m);

A = ones(m,1);

N = A'*C*A;
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Qr = (inv(C) - A*inv(N)*A');

xhat = inv (A'*C*A) *A'*Db;

r = A*xhat - b;
w = [];
for i = 1:m
W= [W, r(i)/sgqrt(Qr(i,i))1;
end
index = find(abs (W) == max(abs(W)));

if abs (W(index)) > 2.8

b(index) = [];
else
break
end
end
sigma 0 = sgrt((r'*r)/(m-n))
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close all
clear all

clc

%This script estimates a straight line from a dataset. It uses
Data

%$snooping to detect and remove outliers.

input = load('line data.txt');

x = input(:,1);

y = input(:,2);

n = 2; %Number of unknowns
while 1
$x = input(:,1);

= input(:,2);

o°
g
|

p = size(y,1);

for k = 1:p

A = [A;x(k) 1;1;
end
b = y;
m = size(b,1);
C = eye(m);
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N = A'*C*A;

Qr = (inv(C) - A*inv (N)*A');

W= 117

xhat = inv (A'*A)*A'*b;

r = A*xhat - b;

for i = 1:m
W= [W, r(i)/sqgrt(Qr(i,i))];
end
index = find(abs (W) == max(abs (W))):;

if abs(W(index)) > 2.8

y(index) = [];
x (index) = []1:
else
break
end
end

sigma 0 = sqgrt((r'*r)/(m-n))
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tic
close all

clear all

clc

2010 AAU Bilag

%Dette script udregner transformationsparametrene til en 2d

helmert. Til

%sudregningen anvendes alm. MKP og Data snooping.
input = load('Helmert data20.txt');
xf = input(:,1);

yf = input(:,2);

xt = input(:,3);
yt = input(:,4);

g = 2; %Number of unknowns

while 1

n = numel (xf);

A = [xf -yf ones(n,1l) zeros(n,1l); ...

yvf xf zeros(n,l) ones(n,1l)];

o
Il

[xt;yt];

xhat = inv (A'*A) *A'*Db;

C = eye(numel (b)) ;
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N = A'*C*A;

Qr = (inv(C) - A*inv (N)*A");

W= [];

xhat = inv (A'*A) *A'*Db;

r = A*xhat - b;

m = size(b,1);
for i = 1:m
W= [W, r(i)/sqrt(Qr(i,i))1];
end
[cuti cutj] = find(abs (W) == max(abs(W)));

if abs (W(cuti,cutj)) > 2.8

xf(cuti) = [1;
yf(cuti) = [];
xt (cuti) = [1;
yt(cuti) = [];
else
break
end
end

xhat = inv (A'*A)*A'*b;

s = sqgrt(xhat (1) "2+xhat (2)"2) % Skala og rotation ser
ud til at vA!re 'sat sammen'?

)

omega = atan2 (xhat(2),xhat (1)) /pi*180 % Her regnes Omega om fra
radianer til grader.
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tx = xhat (3)
ty = xhat (4)

sigma 0 = sqgrt((r'*r)/(m-q))

toc
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5 IRLS kode

close all
clear all
clc

%$This program takes n number of observations of 1 dimension
(Distances, angles, etc. and makes robust adjustment on them. The
idea is to have a number of observations that, besides being
affected by gaussian noise, also contain an unknown number of
gross errors.

%$This particular script uses the IRLS method.
b = load('distlO0.txt");
A = ones(size (b))
W = diag(A);
x old = 0;
p = 1;
while 1
xhat = inv (A'*W*A) *A' *W*b;

r = A*xhat - b;
W = robvegt(r,1);

W

diag (W) ;

if max (abs(xhat-x old)) < 0.0001
break

end

x old = xhat;

end

xhat

14 Af72



L10MSO02 Jacob Collstrup 2010 AAU Bilag

sigma 0 = mad(r,1)/0.6745

close all
clear all

clc

$Dette script approksimerer en linie i 2d udfra en punktmA|ngde.
Der anvedes

%alm. MKP i scriptet.

input = load('line data.txt');

X = input(:,1);
input (:,2);

g
I

plot(x,y,"'*")

p = size(y,1);

A= 1];
for k = 1:p
A= [A;x(k) 1;1;
end
b = vy;
m = size(b,1);

W = eye(m);
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x old = 0;

while 1
xhat = inv (A'*W*A) *A'*W*b;
r = A*xhat - b;
W = robvegt(r,1);
W

diag (W) ;

if max (abs(xhat-x old)) < 0.0001
break

end

x old = xhat;

end

sigma 0 = mad(r,1)/0.6745

a = xhat (1) ;
c = xhat(2);

hold on
fplot (@ (x) a*x+c, [0 5], 'r")
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close all

clear all

clc

tic

%Dette script udregner transformationsparametrene til en 2d
helmert. Til

%Sudregningen anvendes IRLS.

input = load('Helmert dataZ20.txt');

xf = input(:,1);
vE = input(:,2);

xt = input(:,3);
yt = input(:,4);

n = numel (xf) ;

A = [xf -yf ones(n,1l) zeros(n,1l); ...

yvf xf zeros(n,l) ones(n,1l)];

b = [xt;yt];

x old = zeros(size(A,2),1);
W = eye(numel (b)) ;
iteration = 1;
while 1
xhat = inv (A'*W*A) *A'*W*b;
r = A*xhat-b;

W = robvegt(r,1);
W = diag (W) ;
i1f (max(abs(xhat-x old)) < 0.0004) | (iteration > 1000000)
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break
end
x old = xhat;
iteration = iteration + 1;

end

sigma 0 = mad(r,1)/0.6745

s = sqgrt(xhat (1) "2+xhat (2)"2)

omega = atan2(xhat(2),xhat (1)) /pi*180
tx = xhat (3)

ty = xhat (4)

toc

6 RANSAC kode

close all
clear all
clc

This program takes n number of observations of 1 dimension
(Distances, angles, etc. and makes robust adjustment on them. The
idea is to have a number of observations that, besides being
affected by gaussian noise,

%also contain an unknown number of gross errors.

%This particular script uses the median.

b = load('dist20.txt');

n = 1; %Number of unkowns
$A = ones(size(b))"';

xhat = median (b) ;
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res = b - xhat;
res = abs(res);
ind = find(res > 0.015);

m = size(b,1);

A = ones(size (b))

xhat?2 = sum(b)/m

r2 = A*xhat2 - b;

sigma 0 = sqgrt((r2'*r2)/(m-n))
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close all

clear all

clc

%Dette script approksimerer en ret linie vha RANSAC.

%The script is based on the following pseudo-code

o°

input:

o°

data - a set of observations

o°

model - a model that can be fitted to data

% n - the minimum number of data required to fit the model
% k - the maximum number of iterations allowed in the
algorithm

% t - a threshold value for determining when a datum fits a
model

o°

d - the number of close data values required to assert that

a model fits well to data
% output:
% best model - model parameters which best fit the data (or

nil if no good model is found)

% best consensus set - data point from which this model has
been estimated

% best error - the error of this model relative to the data

%

o°

iterations := 0

o°

best model := nil

o°

best consensus set := nil

o°

best error := infinity

o°

while iterations < k

% maybe inliers := n randomly selected values from data
% maybe model := model parameters fitted to maybe inliers
% consensus_set := maybe inliers

o°

o°

for every point in data not in maybe inliers

o°

if point fits maybe model with an error smaller than t
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% add point to consensus set

% if the number of elements in consensus_set is > d

% (this implies that we may have found a good model,

% now test how good it is)

% better model := model parameters fitted to all points in

consensus_set

% this error := a measure of how well better model fits
these points

o°

if this error < best error

o)

% (we have found a model which is better than any of
the previous ones,

S keep it until a better one is found)
% best model := better model

% best consensus set := consensus_set
% best error := this error

o°

o°

increment iterations

o°

o°

return best model, best consensus set, best error

o°

IndlA|sning af punkter:

input = load('line data.txt');

x = input(:,1);
= input(:,2);

<
I

plot(x,y,"'*")

n = 2;

best model = 0;

res old = inf;
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best error = inf;
best score = 0;
t =0.02;

best consensus set =

xhat = [];

m = size(x,1);

indices = nchoosek(l:m,2);

k = size(indices,1);

iteration best = 0;

for 1 = 1:k

ind = indices (i, 1:2);

X rest = x;
x rest(ind) = []
y rest = y;
y rest(ind) = []

2010 AAU Bilag

%*************************************************************

XKk Kk khkKkKkKkKk K

%Now to extract the indices from the input matrix

%*************************************************************

XKk Kk khkKkKkKkKk K

X use = x(ind);

y use = y(ind);

%*************************************************************
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Rk I dh dh db e ¢

$Here we calculate the model based on the extracted
coordinates

%*************************************************************

Xk kkkkkKk*K

A = [x use(l) 1

x use(2) 1];

b =y use;

xhat = inv (A'*A)*A'*b;

model = xhat;

%*************************************************************

Rk I dh dh db b ¢

%Here we begin to test if the found model, xhat, fits the data

%*************************************************************

Rk I dh dh db e ¢

score = 0;
consensus_set build = [];
this error = [];

X test = x;

x _test(ind) = [];

y test = y;

y test(ind) = [];
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A test = [];

for j = 1:p

A test [A test;x test(j) 1;]1;

end

b test = y test;

res = A test*xhat - b test;

test = find(abs(res) < t);

consensus_set build = [consensus set build; x test(test)
y test(test)];

score = size(consensus set build, 1);

res = sum(abs(res));

this error = res;

build = [x use y use];

consensus_set = [build; consensus_ set build];
score = size(consensus_ set,1l);

1f (this error < best error) & (score > best score)
best consensus set = consensus_ set;
best error = this error;
best model = model;
iteration best = k;

end
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end

%Here we calculate a normal least squares estimate on the

sbest consensus set

x1ls best consensus _set (:,1);

yls best consensus set (:,2);
g = size(xls,1);
Als = [];
for h = 1:g
Als = [Als;x1s(h) 1;1;
end
xhatls = inv(Als'*Als) *Als'*yls

r = Als*xhatls - yls;

sigma 0 = sqgrt((r'*r)/(g-n))

a = xhatls (1) ;
c = xhatls(2);

hold on

fplot (@ (x) a*x+c, [0 5], 'r'")

axis equal
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clear all
close all
clc

tic

%This program calculates a 6 or 7 parameter transformation, it
uses a

$RANSAC algorithm for detecting outliers. The program uses the
follwing

%scripts by Peter Cederholm: rot3d.m, trans3d.m and trans3pt. The
script is

%based on the following pseudo-code

o°

input:

o°

data - a set of observations

o°

model - a model that can be fitted to data

% n - the minimum number of data required to fit the model

% k - the maximum number of iterations allowed in the
algorithm

% t - a threshold value for determining when a datum fits a
model

% d - the number of close data values required to assert that
a model fits well to data

% output:

S best model - model parameters which best fit the data (or

nil if no good model is found)

)

% best consensus set - data point from which this model has
been estimated

% best error - the error of this model relative to the data

%

o°

iterations := 0

o°

best model := nil

o°

best consensus_set := nil

o°

best error := infinity

o°

while iterations < k

o°

maybe inliers := n randomly selected values from data

o°

maybe model := model parameters fitted to maybe inliers
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% consensus_set := maybe inliers

o°

o°

for every point in data not in maybe inliers

o°

1f point fits maybe model with an error smaller than t

o°

add point to consensus_ set

o°

o°

if the number of elements in consensus set is > d

% (this implies that we may have found a good model,
% now test how good it is)
% better model := model parameters fitted to all points in

consensus_set

)

% this error := a measure of how well better model fits
these points

o°

if this error < best error

)

% (we have found a model which is better than any of
the previous ones,

% keep it until a better one is found)
% best model := better model

% best consensus set := consensus_ set
% best error := this error

S

[}

% increment iterations

o°

o°

return best model, best consensus set, best error

input = load('Helmert dataz20.txt');

xfra = input(:,1);

yfra = input(:,2);

xtil = input(:,3);
ytil = input(:,4);
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fra = [xfra, yfral;

til

[xtil, ytil];

m = size(xfra,l);

res old trans = ones(1,4)*1000000;

res old = res old trans';
best consensus set = [];
model = [];

xhat = [];

t =0.02;

best model = [];

best error = inf;
iteration best = 0;
best score = 0;

2010 AAU Bilag

%*****************************************************************

*hkkkk kKKK

%Here RANSAC's main loop starts (line 106)

%*****************************************************************

*hkkkk kKKK

indices = nchoosek(l:m,2);
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k = size(indices, 1) ;

for i = 1:k

ind = indices (i, 1:2);
%*************************************************************

Rk I dh dh db b ¢

%$Now to extract the indices from the input matrix

%*************************************************************

Rk I g dh db b ¢

xf = xfra(ind);

yf = yfra(ind);

xt = xtil (ind)

~e

yt = ytil (ind);

%*************************************************************

XKk Kk kKR Kk KKK

SHere we calculate the model based on the extracted
coordinates

%*************************************************************

Rk I dh dh db e ¢

Ar = [xf -yf ones(2,1) zeros(2,1) ;...
yvf xf zeros(2,1) ones(2,1)]1;

br = [xt;yt];

xhat = inv (Ar'*Ar) *Ar'*br;

model = xhat;

%*************************************************************

XKk Kk kKR KkKKk K

29 Af72



L10MSO02 Jacob Collstrup 2010 AAU Bilag

%Here we begin to test if the found model, xhat, fits the data

%*************************************************************

XKk Kk kKR KkKk KK

score = 0;

consensus_set build = [];
this error = [];

X test = xfra;

y test = yfra;

Xt test = xtil;

yt test = ytil;

g = size(x_test,1);

A test = [x test -y test ones(qg,1l) zeros(g,1);...
y _test x test zeros(gq,1) ones(q,1)];

b test = [xt test;yt test];

res = A test*xhat - b test;

res reshape (res, length (res) /2,2);

res abs (res);

[cuti cutj] = find(res > t);

consensus_set = input;
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consensus_set (cuti,:) = [];

score = size(consensus set,1l);

this error = sum(sum(abs(res)));

if (this error < best error) & (score >= best score)

best consensus set = consensus_set;
best score = score;
best error = this error;

best model = model;
iteration best = k;
end

end

conxf = best consensus set(:,1);

conyf = best consensus set(:,2);

conxt = best consensus set(:,3);

conyt best consensus _set (:,4);

r = size(conxf,1l);

A = [conxf -conyf ones(r,1) zeros(r,1l) ;...

conyf conxf zeros(r,1l) ones(r,1l)];

b = [conxt;conyt];

xhatls = inv (A'*A) *A'*Db;
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m = size(b,1);
n = 2; %Number of unknowns

rls = A*xhatls - b;

sigma 0 = sqgrt((rls'*rls)/(m-n))

s = sqgrt(xhatls (1) "2+xhatls(2)"2) % Skala og rotation
ser ud til at vAl!re 'sat sammen'?

omega = atan2(xhatls(2),xhatls (1)) /pi*180 % Her regnes Omega om
fra radianer til grader.

tx = xhatls (3)
ty = xhatls (4)

toc

7 RIL kode

close all
clear all

clc

$Dette script udjA)vner pA¥ en afstand. Der tages udgangspunkt i
en median,

$pA¥ baggrund af denne median, fjernes de vA|rste grove fejl.
Hvorefter der

$kA res en IRLS til at finde de sidste grove fejl. Tilsidste
anvendes der

%alm. udjA|vning efter mindste kvadraters metode.

$Her indlA!ses alle observationerne

bl = load('dist20.txt'");
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SNumber of unknowns

n=1;

o°
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o\°
o\°

oo o

RANSAC

oo o°

o° o

oo
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oo
oo
oo
oo
oo
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oo
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oo
oo
oo
oo
oo
oo
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oo

o°
o©
o©
o©
o°
o°
o°
o°
o°

(LA ,sning 1 fA rste program stump)

$Her findes medianen

median (bl) ;

res

alt hvad der er mindre end dette fjernes

ttes lower bound,

$Her sA
lowl

.
4

0.015

res

alt hvad der er stA rre end dette

ttes higher bound,

$Her sA
fjernes
highl

.
4

res + 0.015

observationer

'dA¥rlige'

%Her begyndes den kode der fjerner de

size(bl,1);

m =

11

hl

1

for i

]

]

.
4

bl (i)<lowl
bl (i) >highl

[11

11

14

[hl;

hl

end

find (11);

ill
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find (hl)

ihl

=[1;

bl (ihl)

= bl;

b2
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o° o

IRLS

oo o

oo o°

o°
o©
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o©
o©
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o©
o©
o©
o©
o©
o©
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o©
o©
o©

o\°
o\°
o\°
o\°
o\°
o\°
o\°
o\°
o\°

%Design matrix

A = ones(size (b2));

baseret pA¥ forrige programstump

%$Residual vektor,

- b2;

A*res

gt vektor opstillet pA¥ baggrund af residualer fra forrige

programstump

SVA

robvegt (r,1);

(W, s]

ttes vektoren til en matrix

sHer omsA

o

W = diag (W),

$Tom 1A sning opstilles

0;

x old

%$IRLS 1A kke starter

while 1

inv (A'"*W*A) *A'*W*b2;

xhat
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robvegt (r,1);

(W, s]

W = diag (W) ;

< 0.0001

if max (abs (xhat-x old))

break

end

= xhat;

x old

end

.
4

xhat

%Herfra sorteres yderliger grove fejl fra

size (W, 1)

p:

0.5;

cut

%Indekser der skal fjernes

diag (W) ;

vec

find (diag (W) <cut)

index

b3 = b2;

[1;

b3 (index)

oo
oo
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oo
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oo
oo
oo
oo
oo
oo
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oo o°

Mindste Kvadraters Estimat

o° o

o° o
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A = ones(size (b3));

xhat2 = inv (A'*A) *A'*b3;

r2 = A*xhat2 - b3;

m = size (b3,1);

sigma 0 = sqgrt((r2'*r2)/(m-n))

xhat?2
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close all
clear all
clc
tic

%Dette script approksimerer en ret linie vha RANSAC.

%The script is based on the following pseudo-code

o°

input:

o°

data - a set of observations

o°

model - a model that can be fitted to data

% n - the minimum number of data required to fit the model
% k - the maximum number of iterations allowed in the
algorithm

% t - a threshold value for determining when a datum fits a
model

o°

d - the number of close data values required to assert that

a model fits well to data
% output:
% best model - model parameters which best fit the data (or

nil if no good model is found)

% best consensus set - data point from which this model has
been estimated

% best error - the error of this model relative to the data

%

o°

iterations := 0

o°

best model := nil

o°

best consensus set := nil

o°

best error := infinity

o°

while iterations < k

% maybe inliers := n randomly selected values from data
% maybe model := model parameters fitted to maybe inliers
% consensus_set := maybe inliers

o°

o°

for every point in data not in maybe inliers

o°

if point fits maybe model with an error smaller than t
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o°

add point to consensus set

o°

o°

if the number of elements in consensus_set is > d

o°

(this implies that we may have found a good model,

o°

now test how good it is)

o°

better model := model parameters fitted to all points in
consensus_set

% this error := a measure of how well better model fits
these points

o°

if this error < best error

% (we have found a model which is better than any of
the previous ones,

S keep it until a better one is found)

% best model := better model

% best consensus set := consensus_set

% best error := this error

o°

o°

increment iterations

o°

o°

return best model, best consensus set, best error

o°

IndlA|sning af punkter:

input = load('line data.txt');

x = input(:,1)

~e

= input(:,2);

<
I

plot(x,y,"'*")

o°
o°
o°
o°
o°
o°
o°
o°
o°
o°
o°
o°
o°
o°
o°
o°
o°
o°
o°
o°
o°
o°
o°
o°
o°
o°
o°
o°
o°
o°
o°
o°
o°
o°
o°
o°
o°
o°
o°
o°
o°
o°
o°
o°
o°
o°
o°
o°
o°
o°
o°
o°
o°
o°
o°
o°
o°

o° o
o° o
o° o
o° o
o° o
o° o
o° o
o° o
o° o°

o° o°

RANSAC

o o©
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%

%

00 0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
V0000000000000 000V000000000000V00000000000000000000000000000000000000D0
000000000

© 00000000

n = 2;

best model = 0;

res _old = inf;

best error = inf;

best score = 0;

t =0.02;

best consensus set = [];
xhat = [];

m = size(x,1);

indices = nchoosek(l:m,2);
k = size(indices,1);
iteration best = 0;

for 1 = 1:k
ind = indices(i,1:2);
X rest = x;
x _rest(ind) = [];
y rest = y;
y rest(ind) = [];

%*************************************************************
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Rk I dh dh db e ¢

%$Now to extract the indices from the input matrix
%*************************************************************

Rk I dh dh db b ¢

X use = x(ind);

y use y (ind) ;
%*************************************************************

Rk I g dh db b ¢

$Here we calculate the model based on the extracted
coordinates
%*************************************************************

*hkkkk kKKK

A = [x use(l) 1
x use(2) 1];
b =y use;

xhat = inv (A'*A)*A'*b;

model = xhat;
%*************************************************************

Rk I dh dh db e ¢

%Here we begin to test if the found model, xhat, fits the data
%*************************************************************

Rk I g dh db b ¢

score = 0;
consensus_set build = [];
this error = [];

X test = x;
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x_test (ind) [1;
y test = y;

y test (ind)

Il
—
—
Ne

p=m - n;
A test = [];
for j = 1:p
A test = [A test;x test(]) 1;];
end
b test = y test;
res = A test*model - b test;

test = find(abs(res) < t);

consensus_set build = [consensus_set build; x test(test)
y test(test)];

score = size(consensus_set build, 1);

res = sum(abs(res));

this error = res;

build = [x use y use];

consensus_set = [build; consensus set build];
score = size(consensus set,1l);
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(score > best score)

&

(this error < best error)

if

4

consensus set

best consensus_ set

.
4

this error

best error
best model

model;

14

=k

iteration best

end

end

size (best consensus set,l);

q:

1)

best consensus set (:

Xr

2,2);

best consensus set (:

yr

d
[Ar

1

for 1

.
4

Ar

end

- yr;

Ar*best model

r =

oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
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oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
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oo
oo
oo
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oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
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oo
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oo
oo
oo
oo
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$VA|gt vektor opstillet pA¥ baggrund af residualer fra forrige
programstump

[W,s] = robvegt(r,1);

%$Her omsA!ttes vektoren til en matrix

W = diag (W) ;

$Tom 1A sning opstilles

x old = 0;

%$IRLS 1A kke starter
while 1
xhatirls = inv (Ar'*W*Ar) *Ar'*W*yr;
r = Ar*xhat - yr;
[W,s] = robvegt(r,1);
W = diag (W) ;
i1f max (abs(xhatirls-x old)) < 0.001
break
end

x old = xhatirls;

end

cut = 0.5;

index = find(diag (W)<cut) ;
b2 = yr;

b2 (index) = [];

xr (index) = [];

u = size(xr,1);
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Als = [];
for h = 1:u
Als = [Als; xr(h) 11;
end
xhatls = inv(Als'*Als) *Als'*b?2
rls = Als*xhatls - b2;

m = size (b2,1);

n = 2; %Number of unknowns

sigma 0 = sgrt((rls'*rls)/(m-n))

a = xhatls (1);
c = xhatls(2);

hold on
fplot (@ (x) a*x+c, [0 5], 'r")
axis equal

toc
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clear all
close all
clc

tic

%This program calculates a 6 or 7 parameter transformation, it
uses a

$RANSAC algorithm for detecting outliers. The program uses the
follwing

%scripts by Peter Cederholm: rot3d.m, trans3d.m and trans3pt. The
script is

%based on the following pseudo-code

o°

input:

o°

data - a set of observations

o°

model - a model that can be fitted to data

% n - the minimum number of data required to fit the model

% k - the maximum number of iterations allowed in the
algorithm

% t - a threshold value for determining when a datum fits a
model

% d - the number of close data values required to assert that
a model fits well to data

% output:

S best model - model parameters which best fit the data (or

nil if no good model is found)

)

% best consensus set - data point from which this model has
been estimated

% best error - the error of this model relative to the data

%

o°

iterations := 0

o°

best model := nil

o°

best consensus_set := nil

o°

best error := infinity

o°

while iterations < k

o°

maybe inliers := n randomly selected values from data

o°

maybe model := model parameters fitted to maybe inliers

45 Af72



L10MSO02 Jacob Collstrup 2010 AAU Bilag

% consensus_set := maybe inliers

o°

o°

for every point in data not in maybe inliers

o°

1f point fits maybe model with an error smaller than t

o°

add point to consensus_ set

o°

o°

if the number of elements in consensus set is > d

% (this implies that we may have found a good model,
% now test how good it is)
% better model := model parameters fitted to all points in

consensus_set

)

% this error := a measure of how well better model fits
these points

o°

if this error < best error

)

% (we have found a model which is better than any of
the previous ones,

% keep it until a better one is found)
% best model := better model

% best consensus set := consensus_ set
% best error := this error

S

[}

% increment iterations

o°

o°

return best model, best consensus set, best error

input = load('Helmert dataz20.txt');

xfra input(:,1);

yfra = input(:,2);

fra = [xfra, yfral;

xtil

input (:,3);
ytil = input(:,4);
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.
4

ytil]

[xtil,

til

14

size(xfra,1l)

m:
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o°
o©
o©
o©
o©
o©
o©
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oo o°

RANSAC

o° o

oo o
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.
4

ones (1,4)*1000000

res old trans

res old trans';

res old

[1;

best consensus set

[1;

model

LEN

[]

xhat

.
4

0.015

t

[1;

best model

14

inf

best error

0;

iteration best

.
4

=0

best score

[1;

best build
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%*****************************************************************

XKk Kk kKR KkKk KK

%Here RANSAC's main loop starts (line 106)

%*****************************************************************

R I 4 db Ib b 4

indices = nchoosek(l:m,2);

k = size(indices,1);

for i = 1:k

ind = indices (i, 1:2);

%*************************************************************

Rk I dh dh db b ¢

%$Now to extract the indices from the input matrix

%*************************************************************

Rk I dh dh db e ¢

xf = xfra(ind);

yf = yfra(ind)

~e

xt = xtil (ind);

vyt = ytil (ind)

~e

%*************************************************************

XKk Kk khkKkKkKkKk K

SHere we calculate the model based on the extracted
coordinates

%*************************************************************

Rk I dh dh db b ¢

Ar = [xf -yf ones(2,1) zeros(2,1) ;...
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yvf xf zeros(2,1) ones(2,1)];

br = [xt;yt];

xhat = inv (Ar'*Ar) *Ar'*br;

model = xhat;

%*************************************************************

XKk Kk kKR KkK KK

%Here we begin to test if the found model, xhat, fits the data

%*************************************************************

XKk Kk khkKkKkKkKk K

score = 0;

consensus_set build = [];

this error = [];

X test = xfra;

y _test = yfra;

Xt test = xtil;

yt test ytil;

g = size(x_test,1);

A test = [x test -y test ones(qg,1l) zeros(g,1);...
y _test x test zeros(gq,1) ones(q,1)];

b test = [xt test;yt test];

res = A test*xhat - b test;
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reshape (res, length (res) /2,2) ;

res

abs (res) ;

res

= find(res > t);

[cuti cuti]

input;

consensus set

)

consensus set (cuti,

size (consensus set,1l);

sScore

sum (sum (abs (res))) ;

this error

best score)

(score >=

&

(this error < best error)

if

.
4

consensus set

best consensus set

SCcorey

best score

.
4

this error

best error

model;

best model

14

=k

iteration best

end

end
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2, 1)

best consensus set(:

conxf
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conyf = best consensus set(:,2);
conxt = best consensus set(:,3);
conyt = best consensus set(:,4);

n = size(conxf,1);
A = [conxf -conyf ones(n,1l) zeros(n,1l); ...
conyf conxf zeros(n,l) ones(n,1)];
b = [conxt;conyt];
x old = zeros(size(A,2),1);
r = A*best model - b;
[W,s] = robvegt(r,1);
W = diag (W) ;
iteration = 1;
while 1
xhatirls = inv (A'*W*A) *A' *W*b;
r = A*xhatirls-b;
W = robvegt(r,1);
W = diag (W),
if (max(abs(xhatirls-x old)) < 0.0001)
break
end
x _old = xhatirls;

iteration = iteration + 1;

S5S1Af72

2010 AAU Bilag

(iteration > 100000)



2010 AAU Bilag

L10MS02 Jacob Collstrup

end

LEN

0.5

cut

W = diag (W),

g = size(W,1);

reshape (W, length (W) /2,2) ;

W =

.
4

W < cut)

find(

[cuti cutj]

= conxf;

irlsxf

= conyf;

irlsyf

= conxt;

irlsxt

= conyt;

irlsyt

.
4

[]

irlsxf (cuti)

irlsxt (cuti)

o~

[]

irlsyt (cuti)
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o° o

Least Squares Estimate

o° o

oo o°
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numel (irlsxf) ;

p:
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Als = [irlsxf -irlsyf ones(p,1) zeros(p,1) ;...

irlsyf irlsxf zeros(p,1l) ones(p,1)];

b2 = [irlsxt;irlsyt];

xhatls = inv(Als'*Als) *Als'*b2;
m = size(b2,1);

n = 2; %Number of unkowns

rls = Als*xhatls - b2;

sigma 0 = sqgrt((rls'*rls)/(m-n))

s = sqgrt(xhatls (1) "2+xhatls(2)"2) % Skala og rotation
ser ud til at vA!re 'sat sammen'?

omega = atan?2 (xhatls(2),xhatls(1l))/pi*180 % Her regnes Omega om
fra radianer til grader.

tx = xhatls (3)
ty = xhatls (4)

toc

8 Succesrate

I dette bilag henvises der til filen 'Succesrate.ods', 1 bilagsmappen 'Databehandling'. Dette regneark
indeholder de tal der laegger til grund for sejlediagrammerne med succesraterne.

9 Individuelle resultater fra programmerne

I dette bilag henvises der til filen 'Resultat gennemsnit.ods', 1 bilagsmappen 'Databehandling'. Dette
regneark indeholder de tal der laegger til grund for sejlediagrammerne, der indgér i rapporten, hvor
programmernes individuelle resultater bliver behandlet.
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10 Plot af linjer

Dette bilag indeholder plots af de linjer som programmerne har fundet frem til, da der blev
udjaevnet pé linjedata.

10.1 Data Snooping:

lllustration 1:Plottet viser den linje data snooping fandt frem til, i
forsoget med 5 observationer og 1 grov fejl.
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24 T T T T T T T T T T

lllustration 2:Plottet viser den linje data snooping fandt frem til, i
forsoget med 10 observationer og 3 grove fejl.

29 T T T T T T T T T T

Hllustration 3:Plottet viser den linje data snooping fandt frem til, i
forsaget med 20 observationer og 10 grove fejl.
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10.2 IRLS

20

Hllustration 4:Plottet viser den linje IRLS fandt frem til, i forsoget med 5
observationer og 1 grov fejl.

Lllustration 5:Plottet viser den linje IRLS fandt frem til, i forsoget med 10
observationer og 3 grove fejl.
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Hllustration 6:Plottet viser den linje IRLS fandt frem til, i forsoget med 20
observationer og 10 grove fejl.
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10.3 RANSAC

24 T

22T

201

14

16

14

121

101

a0 = 10 13 20

Hllustration 7:Plottet viser den linje RANSAC fandt frem til, i forsoget med 5
observationer og 1 grov fejl.
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24 T

22r

cir

1] 3 10 15 20

Hllustration 8:Plottet viser den linje RANSAC fandt frem til, i forsoget med
10 observationer og 3 grove fejl

20

151

10F

1 1 & 1 1

0 3 10 14 20 24

Hllustration 9:Plottet viser den linje RANSAC fandt frem til, i forsoget med
20 observationer og 10 grove fejl
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10.4 RIL

24

22

2or

Hllustration 10.Plottet viser den linje RIL fandt frem til, i

5 10 15 i

forsaget med 5 observationer og 1 grov fejl

24

2z

2o

16

16

14

121

1or

] 10 15 ]

Hllustration 11:Plottet viser den linje RIL fandt frem til, i
forsaget med 10 observationer og 3 grove fejl
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101

0 a 10 15 20 2a

lllustration 12:Plottet viser den linje RIL fandt frem til, i forsoget med 20
observationer og 10 grove fejl

11 Afstandsdata

Her vises forste vektoren med de oprindelige 20 observationer, herefter kommer der nogle vektorer,
hvor man kan se hvilke grove fejl der er introduceret. Disse vektorer er frem kommet ved at traekke
vektoren med den grove fejl, fra vektoren uden grove fejl.

50.0036
49.9954
49.9957
49.9968
49.9882
50.0058
50.0013
49.9970
50.0055
49.9932
49.9996
49.9990
50.0013
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50.0013
49.9965
49.9999
49.9993
50.0025
50.0044
50.0044

11.1 Afstandsdata, 5 observationer, 1 grov fejl
10

o o O

11.2 Afstandsdata, 10 observationer, 3 grove fejl

10

-3

0

0

0

0

-12

11.3 Afstandsdata, 20 observationer, 10 grove fejl
10.0000
-3.0000
0.6000
-4.0000
1.0000
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12 Ret linje data

0.
12.
6.
-7
2.

1000
0000
2000

.5000

0000

(@)

O O O O O O o o o

2010 AAU Bilag

Her vises forst matricen med de oprindelige 20 observationer og et plot af disse punkter, herefter

kommer der nogle plots af det punkter, der er indgéet 1 de enkelte forseg.

O 3 o oo~ w N

10
11
12
13
14

O o I O O b

9.

.0022
.0073
.9910
.0034
.0013
.9948

9983

11.0014
12.0143

13.
13.
15.
16.
l6.

0111
9946
0121
0029
9997
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15 18.0029
16 18.9992
17 19.9995
18 21.0060
19 22.0056
20 23.0057

74 T T T T T T T T T

22r *

20 * m

lllustration 13:Plottet viser de oprindelige 20 punkter, uden grove fejl
i blandt.
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12.1 Retlinje, 5 observationer, 1 grov fejl

20

18 * 1

18] .

14 1

10t 1

0 z 4 G i 10 12 14 16 18 20

Hllustration 14:Plottet viser punkterne, fra forsoget med 5 observationer
og 1 grov fejl.
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12.2 Ret linje, 10 observationer, 3 grove fejl

ZD T T T T T T T T * T

151 *

10r * * 7

1] 2 4 ] ] 10 12 14 16 1§ 20
lllustration 15:Plottet viser punkterne, fra forsoget med 10 observationer og 3 grove

fejl.
12.3 Ret linje, 20 observationer, 3 grove fejl
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25 T T T T T T T T T
*
c0F * % E
#*
* #*
* #*
151 .
*
* ¥
10 #* b
* * *
#*
ar _
* ¥
*
I:l 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 2 4 B g 10 1z 14 16 15 20

lllustration 16:Plottet viser punkterne, fra forsaget med 20 observationer og 10
grove fejl.
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13 Transformationsdata

Her praesenteres nogle plots af de punkter, som transformationerne kerer over, forst vises et plot af
alle 20 punkter, uden grove fejl. Herefter vises plots af de enkelte datasat efterfulgt af en matrix,
som viser hvilke grove fejl der er 1 datasettet. Denne matrix er fremkommet ved at traekke matricen
med grove fejl, fra den uden grove fejl. I plottene fra de enkelte forseg, er de grove fejl markeret
med rod.

5 5 T T T T T T

a0 m

45 * .

401 .

aar * m

anr * 4

23

20 + .

15 1 + 1 o 1 1 1 *
13 20 £a a0 K] 40 43 al

Hllustration 17:Plot over de 20 punkter, som indgdr i transformationerne.

68 Af72



L10MSO02 Jacob Collstrup 2010 AAU Bilag

13.1 Transformationsdata, 5 observationer, 1 grov fejl

a9 . . T T

al

asp ¢ .

401 .

aar m

al

2ar m

20 .

-I 5 | | | |
20 29 a0 a5 40 45

Hllustration 18:Plottet viser de 5 punkter, der indgdr i dette forsog.

Fejlmatrix:
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
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13.2 Transformationsdata, 10 observationer, 3 grove fejl

a0 T T T T T

35

23

-I 5 1 1 - | | |
15 20 25 a0 39 40 45

Lllustration 19:Plottet viser de 10 punkter, der indgar i dette forsog.

Fejlmatrix:
0 0 1.0000 0
0 0 12.6082 -5.8640
0 0 -12.6082 5.8640
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
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13.3 Transformationsdata, 20 observationer, 10 grove fejl

2%

al

44

40

35

al

23

20

14

13

2010 AAU Bilag

20

23

11| 35 40 44

Hllustration 20: Plottet viser de 20 punkter, der indgar i dette forsog.

Fejlmatrix:

O O O O O O O o o o o o o

O O O O O O O o o o o o o

12

.0000
.0200
.6082
.6210
-12.
.6210

6082

-5.8640
9.6200
5.8640

-9.6200
0.2000

-0.9000
1.0000

o o O
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