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Synopsis:

I dette speciale anvendes teori indenfor rumlige
punktprocesser herunder Poisson- og Cox pro-
cesser med henblik pa, at tilpasse log Gaussiske
Cox processer til et datas®t. Dette dataset be-
star af lokationer for hussalg i Aalborg Kommu-
ne, som reprasenteres gennem et todimensionelt
punktmgnster. Ved hjelp af spatstat-pakken
tilpasses forskellige log Gaussiske Cox processer
til punktmgnsteret via composite likelihood esti-
mation. I alt tilpasses ni modeller bestaende af
log Gaussiske Cox processer med tre forskelli-
ge intensitetsfunktioner, hver med tre forskellige
korrelationsfunktioner for det tilhgrende Gaus-
sisk stokastiske felt. Ved anvendelse af punktvise
envelopes undersgges det, hvor godt disse mo-

deller tilpasser data.

Rapportens indhold er frit tilgeengeligt, men offentligggrelse (med kildeangivelse) ma kun ske efter aftale med forfatterne.




Forord

Dette speciale er udarbejdet i efteraret 2019 af to studerende pa kandidaten pa matematikudda-
nelsen ved Aalborg Universitet. Laeserne forventes at have kendskab til basal mal- og integra-
tionsteori samt statistisk teori og herunder stokastiske felter.

Til litteraturreferencer bruges Vancouver-modellen. I starten af hvert kapitel klarggres det, hvil-
ken kilde der er brugt til at skrive kapitlet. Hvis der er brugt andre kilder, vil det refereres
umiddelbart efter den givne paragraf.

Definitioner, s@tninger, propositioner, lemmaer og korollarer er nummereret efter hvert delaf-
snit. Ligninger og figurer er nummereret efter kapitel. Nar der refereres til disse, ggres det ved
at skrive "ifglge Satning x"eller "ifglge ligning (x)". Et bevis afsluttes med B i nedre hgjre
hjgrne.

Alle figurer er udarbejdet via platformen RStudio af gruppens medlemmer, og der er derfor ikke
kildehenvisninger til disse. I specialet anvendes R som programmeringssprog, og den tilhgrende
kode er versionsstyret via GitHub.

Specialet indeholder fem kapitler eksklusiv Indledning og Konklussion. I Kapitel 2 introduceres
rumlige punktprocesser og Poisson processen. Kapitel 3 beskaftiger sig med summary statistics
for punktprocesser og ikke-parametriske estimater af disse. I Kapitel 4 defineres Cox proces-
ser, og gennem disse introduceres log Gaussiske Cox processer. Som redskab til modelfitting af
punktprocesser introduceres composite likelihood estimation 1 Kapitel 5. Kapitel 6 beskaftiger
sig med at modellere hussalg i Aalborg Kommune ud fra log Gaussiske Cox processer. I Ap-
pendiks [AHC] findes teori som til dels ligger udenfor specialets teoretiske ramme, som kan give
en dybere forstaelse af nogle af begreberne introduceret i Kapitel 2-5.

Vi vil gerne takke vejleder Jakob Gulddahl Rasmussen for god og konstruktiv vejledning samt
at stille data til radighed. Desuden vil vi gerne takke Ege Rubak for radgivning omkring anven-

delse af spatstat-pakken.

Aalborg Universitet, 9. januar 2020

Camilla Louise Madsen Joachim Reimer

clmal3 @student.aau.dk jreim14@student.aau.dk
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Abstract

In this thesis, spatial point processes are used to model locations of house sales in Aalborg
Kommune. More specifically, the thesis examines how to use composite likelihood estimation
in order to fit different log Gaussian Cox processes to a point pattern representing these loca-

tions.

In Chapter 2, the theory regarding spatial point processes, and Poisson processes are treated in
order to later introduce the more central model class: The log Gaussian Cox process. In Chap-
ter 3, summary statistics are described in order to provide tools for performing an exploratory
analysis of spatial point patterns. Herein non parametric estimates for these summary stastistics
are given. Pointwise envelopes are also described in this chapter. These are used for hypothesis

testing for whether a point process model fits a given point pattern.

In Chapter 4, the log Gaussian Cox process is defined as a Poisson process with intensity fun-
ction given as the exponential function taken on a Gaussian random field. In this chapter we
prove that the intensity, and paircorrelation of the log Gaussian Cox process is expressed exclu-
sively in terms of the mean, and covariance of the Gaussian random field. Furthermore, it is
proven that the log Gaussian Cox process is homogeneous if, and only if the underlying Gaus-
sian random field is stationary.

In order to fit different log Gaussian Cox processes to the described spatial point pattern com-
posite likelihood estimation is applied. Composite likelihood methods and estimates are intro-
duced in Chapter 5, where it is shown that the composite likelihood estimator is consistent in

the case of homogeneous log Gaussian Cox processes.

In Chapter 6, the composite likelihood method is used to fit nine different types of log Gaussian
Cox processes to the spatial point pattern which represents house sales in Aalborg Kommune.
These models consist of three different intensity functions, and three different correlation fun-
ction types for the underlying Gaussian random field. The intensity functions follow a constant
model, a linear model, and a third order polynomial model. The correlation types are exponen-
tial, Gaussian, and stable. Using pointwise envelopes, we get an indication of which models

seem to be performing the best with respect to fitting the dataset.

In conclusion, the models with exponential correlation seem to be performing well for all three
intensity functions. The log Gaussian Cox processes with stable correlation seem to be perform-
ing well for most interpoint distances. The models with Gaussian correlation does not seem to fit
the point pattern well. The inhomogeneous log Gaussian Cox process with third order intensity

however, seem to be a slightly better fit than the two other models with Gaussian correlation.
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Indledning

For at forsta konceptet bag en rumlig punktproces, skal begrebet omkring et rumligt punktmgn-
ster konkretiseres. Et rumligt punktmgnster er et dataset bestaende af observerede lokationer
for rumlige hendelser. En rumlig punktproces kan da ses som en tilfeldig stgrrelse, hvis ud-
fald er et punktmgnster. Punktprocesser kan anvendes til at modellere adskillige fanomener ud
fra fenomenernes rumlige position. Disse fenomener kan for eksempel vere jordskalv, treer
eller stjerner i galakser, hvis rumlige placering kan observeres, og dermed representeres via et
punktmgnster. Disse punktmgnstre vil da ses som udfald af hver deres tilhgrende punktproces.
En simpel model for en rumlig punktproces er Poisson processen. Poisson processen modellerer
rumlig uath@ngighed, hvilket vil sige, at punkterne i processen forekommer uathengigt af hin-
anden. I 1955 indfgrte David Cox hvad han da kaldte dobbelt stokastiske processer, som senere
er blevet kaldt Cox processer [14]]. Cox processen er lgst beskrevet en Poisson proces, som er
drevet af et underliggende stokastisk felt. Denne modelklasse kan modificeres ved at lade Pois-
son processen vare drevet af en transformation af et stokastisk felt. Et specialtilfelde af dette
er de log Gaussiske Cox processer, hvor processen, er drevet af eksponentialfunktionen taget pa
et Gaussisk stokastisk felt. Denne modeltype blev introduceret indenfor statistik af Mgller et al.

1 1998 [8], og er omdrejningspunktet for dette speciale.

I specialet tages der udgangspunkt i et datas@t for hussalg i Danmark i perioden 2004 til 2016.
Dette kan omdannes til et punktmgnster, som reprasenterer hussalgenes geografiske placering.
Pa grund af stgrrelsen af datasattet, ses der kun pa en delmengde af data givet som Aalborg
Kommune. I lyset af den teoretiske rammesatning for specialet kan det vare interessant at
undersgge, hvorvidt dette punktmgnster kan modelleres ud fra en log Gaussisk Cox proces.

Problemstillingen for dette speciale kan da formuleres pa fglgende made:

Hvordan kan punktmgnsteret for hussalg i Aalborg Kommune modelleres med log Gaussiske

Cox processer, og hvordan vurderes hvor godt disse modeller passer pa datascettet?







Punktprocesser

I dette kapitel introduceres rumlige punktprocesser, og disse eksemplificeres ved Poisson pro-
cessen. Poisson processen anvendes, i de efterfglgende kapitler, som referenceramme for hvor-
dan punkterne i et punktmgnster afth&nger af hinanden. Desuden har Poisson processen en
sarlig rolle, idet den anvendes til at definere Cox processen i Kapitel 4] Vasentlige resultater
og egenskaber sasom Slivyak-Meckes S@tning bevises i dette kapitel.

Dette kapitel er baseret pa [[14]].

2.1 Rumlige punktprocesser

I dette afsnit gives en formel definition af rumlig punktprocesser. Herudover introduceres void
sandsynligheder, som viser sig at vere nok til at karakterisere fordelingen af en rumlig punkt-

proces.

Lad S definere en delmangde af R?.
Kort beskrevet er en rumlig punktproces X en stokastisk tellelig delmengde af rummet S C
R?. For en klarere definition af en rumlig punktproces introduceres fglgende ngdvendige begre-

ber.

Definition 2.1.1 (Lokalt endelig punktkonfiguration)

For enhver delmangde = C S kaldet en punktkonfiguration lades n(z) vere kardinalite-
ten af x.

For en begranset delmengde B C S siges x at veere lokalt endelig hvis n(xp) < oo,

hvor xg = x N B er restriktionen af z til B.

Pa en lignende made er X s restriktion af punktprocessen X til B C S.

Definition 2.1.2 (Rummet for lokalt endelige punktkonfigurationer)

Rummet bestaende af lokalt endelige punktkonfigurationer defineres som

Nie = {x C B :n(xp) < oo for alle begreensede B C S'}.

Definitionen af rumlige punktprocesser pa S indebarer en malelig afbildning, som kan sikres

ved at tildele S en Borel-algebra . Pa lignende facon tildeles N;. en sigma algebra

Nie :U({m € Ni. :n(xg) =m}: B e By,me No),




hvor B, betegner mengden af begrensede Borel-mangder. Herefter fglger definitionen pa rum-

lige punktprocesser.

Definition 2.1.3 (Rumlige punktprocesser)

En punktproces X pd S C R? er en maélelig afbildning X : (Q, F,P) — (N, Nie)
mellem et sandsynlighedsrum (2, F, P) og det malelige rum (N, NV;.). Fordelingen Px
af X er givet Px(F') = P{w € Q: X(w) € F}) for F € N,.

Rumlige punktprocesser kan forstas som malelige afbildninger mellem et sandsynlighedsrum
og et mileligt rum, som er en delmengde af R?. Da X antager vardier i IV;., er en punkt-
konfiguration z et udfald for en punktproces X, som observeres pa en delmengde B C S.

Punktkonfigurationer kaldes ogsa punktmgnstre.

2.1.1 Karakterisering af punktprocesser ud fra void haendelser

Lad X veare en punktproces pd S C R?, og lad som for By = {B € B : B er begrenset}. Da

defineres twllefunktionen som
N(B) = n(Xp),

hvilket er det antal af punkter tilhgrende X der optreederi B C S.

Delmangder F'g C N som er pa formen Fg = {z € N : n(xg) = 0}, hvor B € By,
kaldes void heendelser. Void hendelser forstas som mengden af punktkonfigurationer i V.
uden punkter i B. Herom gaelder at X € Fg hvis og kun hvis N(B) = 0.

Sandsynligheden for at hendelsen N(B) = 0 indtreffer, kaldes void sandsynligheden. Det
viser sig, at void sandsynligheden er nok til at bestemme fordelingen af punktprocessen X.

Void sandsynligheder er givet ved

o(B) = P(N(B) =0), B e DB,

Her er v(B) sandsynligheden for, at der ikke forekommer nogle punkter i B.
Det fglgende resultat viser, at void sandsynligheder er tilstreekkelige for at karakterisere punkt-

Processer.

Seetning 2.1.4
En punktproces X pd S C R? er entydig bestemt af dens void sandsynligheder.

Bevis
Antag at borelmangden B C S som punktprocessen X observeres pa, kan inddeles i del-

mengder B; for i = 1,2,... sadan at hver B; indeholder hgjest et punkt. Da vil fordelingen
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P(Xp, € F) for F € N kunne beskrives ud fra sandsynligheden for om B; indeholder et
punkt eller ikke. Da bliver P(Xp, € F) = P(n(xp,) = 0) pd N defineret i ligning (A-T).
Dermed giver Lemma |A.1.5og |A.1.3| at fordelingen er givet entydigt ud fra void sandsynlig-
heden. |

2.1.2 Stardard beviset

Et redskab som dette speciale vil benytte sig af i flere tilfelde, er det sakaldte standard bevis.

Bevisteknikken anvender fglgende resultat fra integrationsteori.

Proposition 2.1.5

Lad X vare en m@ngde med tilhgrende o-algebra F. Sa galder for alle positive og male-
lige funktioner f : X — [0, o], at der findes en voksende folge s; < so < ... af simple
F-malelige funktioner s,, : X — [0, co[ sadan at f = lim,,_,, s,, [12][s. 79].

Bevis
For bevis se [[12][s. 79-80]. |

Antag at det skal bevises, at fglgende lighed er opfyldt

B h(E) = [ he)nl6)i @

feXx

hvor h : S — [0,00) og p : S — [0, 00) er ikke negative funktioner. Senere introduceres p som
intensitetsfunktionen 1 Definition Antag at bade venstreside og hgjreside af lighedsteg-
net i ligning bliver til mal, nar h er en indikatorfunktion. Herefter defineres henholdsvis
venstresiden og hgjresiden af ligning (2.1)) som

vos(A) =B 1[¢ € 4]

feX

()= [ 1€ € Alp(e)as = [ pl)ae

for A C S. For at undersgge om ligheden i ligning er opfyldt, er det pa baggrund af
Proposition nok at undersgge, om den er opfyldt nar A er en indikatorfunktion pa formen
1[¢ € X]. Det skyldes, at simple funktioner er summer af indikatorfunktioner. Ovenstaende
illustrerer fremgangsmaden i standard beviset. Altsa for at vise at en lighed er opfyldt, kan

begge sider af lighedstegnet erstattes med simple funktioner, og herefter eftertjekkes.
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2.2 Poisson punktprocesser

Poisson punktprocesser eller Poisson processer er en modelklasse for fuldstendig rumlig uaf-
hangighed. Derfor spiller Poisson punktprocesser en afggrende rolle, nar der senere indfgres

mere avancerede punktproces modeller.

Fgrst defineres den binomiale punktproces, da det herefter er muligt at indfgre Poisson proces-

sen.

Definition 2.2.1 (Binomial punktproces)

Lad f vare en tethedsfunktion pA B C S, hvor S C R?, og lad n € N. En punktproces
X bestaende af n uathengige identisk fordelte punkter med tethed f, kaldes en binomial
punktproces af n punkter i B med tethed f. Da skrives X ~ Binomial(B, n, f).

P4 rummet S C R? hvor Poisson punktprocessen er defineret, defineres ogsé intensitetsfunktio-

nen, som er med til at specificere Poisson punktprocessen.

Definition 2.2.2 (Intensitetsfunktion)
Hvis funktionen p : S — [0, 00) er lokal integrabel, det vil sige at [, p(§)d¢ < oo for

alle begrensede B C .5, da kaldes p for intensitetsfunktionen for punktprocessen X pa

S.

Bemeark at Definition [2.2.2] er generel for punktprocesser X pa S, og ikke kun for Poisson
processer.
Hvis intensitetsfunktionen p er lokalt integrabel, defineres integralet af p over B C .S som

intensitetsmdlet [

Definition 2.2.3 (Intensitetsmal)
Intensitetsmélet . er givet som p(B) = [, p(§)d€ hvor B C S. Intensitetsmalet er lokalt
endeligt, det vil sige u(B) < oo for begrensede B C S.

Det ses, at der for intensitetsmalet gaelder at u({£}) = 0for & € S.

Nu er det muligt at definere en Poisson proces.




Definition 2.2.4 (Poisson punktproces)
En punktproces X pa S C R er en Poisson punktproces med intensitetsfunktion p, hvis
fglgende egenskaber er geldende:
(i) For enhver delmengde B C S med u(B) < oo, er N(B) ~ po(u(B)), altsa er
antallet af punkter Poisson fordelt med middelvardi p(B) (hvis u(B) = 0 sé er
N(B) = 0).

(ii) For ethvertn € Nog B C Smed 0 < u(B) < oo, betinget pa N(B) = n, sa er
Xp ~ binomial(B, n, ) med tethed f(£) = %.
Da skrives X ~ Poisson(.S, p).

Der geelder altsa for intensitetsmalet 1, at for ethvert begreenset B C S bestemmer p det for-

ventede antal punkter i 5. Det kan skrives
u(B) = EIN(B)] (2.2)

Ud fra Definition kan p(&)d¢ ses som sandsynligheden for, at et punkt optraeder pa en uen-
delig lille kugle med centrum £ og volumen d€. Dette betyder, at hvis intensiteten er konstant,

vil sandsynligheden for om et punkt forekommer vere ens overalt pa S.

Definition 2.2.5 (Homogen og inhomogen Poisson proces)
Hvis p er konstant, sa kaldes Poisson punktprocessen en homogen Poisson proces pa S
med intensitet p. Hvis p ikke er konstant siges processen at vere en inhomogen Poisson

procespa S.

Der galder for en homogen Poisson proces, at den bade er translations invariant og isotropisk.

Definition 2.2.6 (Translations invariant og isotropisk punktproces)

En punktproces X pa R? er translationsinvariant, hvis fordelingen af X + s = {¢{ + s :
¢ € X} er den samme fordeling som den for X givet ethvert s € R%.

Punktprocessen X er isotropisk, hvis fordelingen af OX = {O¢ : £ € X} er den samme

fordeling som den for X for enhver rotation O om Origo.

Fglgende proposition giver en made til at identificere om X er en Poisson proces. Desuden giver

propositionen et udtryk for fordelingen af X for en Poisson proces X.
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Proposition 2.2.7 (i) Der gelder, at X ~ Poisson(S, p) hvis og kun hvis der for alle
B C Smed u(B) = [5p(§)dé < 0o ogalle F C Ny, kan skrives:

P(Xp € F)= eXp / / i, ... xn}eF]H (z;)dwy - - dzy,

nO

hvor integralet for n = 0 skal ses som 1[() € F].

(ii) Hvis der geelder at X ~ Poisson(S, p), sa gelder der for funktioner h : N;. —
[0,00) og B C Smed u(B) < oo at

E[h(Xp)] = exp / / ({z1, ... a:n})H ()1 - -~ dn.

n:O

Bevis
(i) Det antages X ~ Poisson(S, p), hvoraf der galder at N(B) ~ po(u(B)) per Definition
[2.2.4] Poissonfordelingens tethed er

pu(B)"*
K

For at udregne P(Xp € F') anvendes loven om total sandsynlighed

P(N(B)) = exp(—p(B))

P(Xp e F)= iP(XB € FIN(B) = n)P(N(B) = n).

n=0
For at udregne P (X B € FIN(B) = n) anvendes at udfaldene er uath®ngige, samt at sandsyn-

ligheden kan findes ved at integrere tetheden. Deraf fas

P(XBGF):i<P(N(B):n))/n-/Bl[{xl,...,xn}EF]ﬁf(xi)dxl,...,xn,

hvor indikatorfunktionen indfgres, for at sikre at punkterne er i /. Til sidst indsattes Poisson-
taetheden for P(N(B) = n) samt at f(z;) = 22

ot n! i1 P
_ Z exp(;/!L(B)) /“'/B]l[{xl’ ,Tp} € F] Up(xl)dm, s T

E[h(xp)] = 3 CRCAB) / / ({ar, .. xn})H p(a)dey - den. (23)

n=0




Teknikken bag standard beviset anvendes, sa det antages at h kan skrives som gransevaerdien
af en fglge af simple funktioner: s,, : V. — [0, 00). Dermed kan h erstattes med en indikator-

funktion for at undersgge, om hgjresiden og venstresiden i ligning (2.3) er ens. Dette giver

E[1[Xp € F]] = exp / / {z1,... xn}GF]H (x;)dzy - - - dayy.

n=0
(2.4)

Men idet indikatorfunktionen har netop to udfald 1 og O fas

E[1[Xp € F)] =1-P(Xp € F)+0-P(Xp ¢ F) = P(Xp € F)
hvilket per (i) i Proposition [2.2.7| opfylder ligheden i ligning (2.4). Heraf fglger det af standard
beviset, at ligning (2.3)) er opfyldt. |

Fglgende s@tning viser eksistensen og entydigheden for en Poisson proces givet dens void sand-
synlighed. Bemzrk, at hvis X er en Poisson proces er N(B) ~ po(u(B)), hvormed void sand-
synligheden er givet

— exp(—u(B)). 2.5)

Saetning 2.2.8
Poisson punktprocessen, X ~ Poisson(S, p), eksisterer og er entydig bestemt ved dens

void sandsynlighed

v(B) = exp(—u(B)), for alle begreensede B C S.

Bevis

Eksistensen vises ved at konstruere Poisson processen. Lad &, € S vere et vilkarligt punkt og
set B; = {neS:i—1<|n—=E&)]| < i} fori € N.Detses at S er en disjunkt forening
af de begrensede B; mangder, da B; for hvert ¢ vil indeholde forskellige elementer. Betragt

en fglge af Poisson fordelte stokastiske variable N; ~ po(u(B;)). Betinget pa N; = n lades

X; vere en binomial proces pa B; med n punkter, mal y; og tethed f(§) = ﬁg)), hvor p; og
p; er restriktionen af henholdsvis p og p til B;. Hvis processerne X; konstrueres uath@ngigt af
hinanden, vises at X = (J;°, X; er en Poisson proces pa S. For begrensede B C S fas af loven

om total sandsynlighed at,

P(n(Xg) =0) = HP (X; N B) =0) HZP (X; N B) = 0|N; = n)P(N; = n).

i=1 i=1 n=0

(2.6)




Da N; er Poisson fordelt er P(N; = n) = exp(—pu(B;)) 8",

n!

Bemerk at den betingede void sandsynlighed P(n(X; N B) = 0|N; = n) kan skrives som
Pn(X;NB)=0|N;=n)=(1—-P( € X;NB))--- (1 — P, € X;NB)).

Tatheden integreres for at bestemme sandsynligheden sa

Dette indsettes i ligning (2.6). Ved at anvende at eksponentialfunktionen pa potensreekkeformen

er givet

fas af ligning (2.6)

Pn(X, 1 B) ﬁfj( e

_ HZ (M(Bi) — /;Ll('B N Bz)) exp(—u(By))

=1 n=0

= Hexp — (B N By)) exp(—p(B;))
—Hexp (BN By)) —exp< Z,uBﬂB)
= exp(—pu(B)). (2.7)

Udtrykket i ligning (2.7) er void sandsynligheden for en Poisson proces med intensitetsmal /.
Dermed fas ogsa entydigheden af Poisson processen fra Satning [O][s. 5]. [

En udvidelse af Setning [2.2.8]til uath@ngige Poisson processer er, at hvis X; og X, begge er
uafhangige Poisson processer pa .S med intensitetsmal 11, 0g fi0, sd er fordelingen af (X7, X5)

entydigt bestemt af deres void sandsynligheder. Disse skrives
P(XiNA=0,XonB=0)=exp(—u1(A) — uz(B)) (2.8)

for begreensede delmangder A, B C S.
Nedenstaende proposition viser, at der for disjunkte mangder er fuldstendig rumlig vathaen-

gighed i en Poisson proces.
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Proposition 2.2.9

Hvis X er en Poisson proces pa S, saer Xp,, Xp,, .. ., uathengige for disjunkte mang-
der Bl, BQ, - C R

Bevis

Det skal vises, at Xp,, Xp,,...,Xp, er uathengige for disjunkte maengder By, ..., B, for

n > 2. For n = 2 haves, at By, B, C S er disjunkte og begrensede, da settes B = By U Bs.
Det der vises er

P(Xp, € [\, Xp, € Fy) = P(Xp, € F\)P(Xg, € ).
Det anvendes at X er en Poisson proces pa B C S, hvormed Proposition giver

P<XBl c Fl,X32 & FQ

A

1[{zy,...2,y N By € Fy, {xy,. .. xn}ﬂBQEFQ]H (z;)day, . . ., dz,

L () L L L,

1{z1,... 2} € F1[{xpps, ... 20} € F Hp Vdxy, ..., da,. (2.9)

Anden lighed i ligning (2.9) fglger af, at der er (7) mader at treekke & ud af n punkter, samt at
de individuelle sandsynligheder summeres.

Herefter flyttes den indre sum udenfor, og sumtegnene omarrangeres, hvilket giver

P(XBl G }7117)(32 E FQ) =

ex By n!
ZZ o= —i ))k!(n—k)!

k=0 n=k

/k / 1{zy,... 2} € Fi]1[{zgt1, ... xn} € F) Hp(xi)dxl, o dry,
By J By~ i=1

k

_ ZZ exp(— )1'1(32)) /Bk 1{z,... 2} € ] Hp(mi)dm, oo dxy

k=0 n=k 1 i=1

/nk: 1[{$k+1, . In} < FQ] H p(l’i)d$k+1, R ,d.’]}'n.
2

i=k+1

Anden lighed i ovenstaende fglger af at flytte de funktioner, som ikke afh@nger af x4, ...,
udenfor integralet der afhanger af x4, ..., x,. Ved at reparametrisere m = n — k fas da det
fglgende
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P(X31 € Fl,XBZ € F2> -

z%/ ik € AIoteton...do
Z W /Bm 1[{zy1,...xn} € F] Hp(%‘)d%a o A,

= P(Xp, € F1)P(Xp, € F).

Den sidste lighed fglger af genanvendelse af Proposition [2.2.7(1).

I induktionstrinnet antages, at
P(AXVB1 €F1,...,XBj GP}) :.P(_X'B1 GFl)"'P(XB]. < .FJ)

er opfyldt for disjunkte By, ..., B; C S. For at vise induktionstrinnet skal det vises at
Xpyy--y XB

induktionsantagelsen sa

.1 er uafthengige. Dette fglger direkte af anvendelse af basistrinnet for n = 2 og

P(Xp, € Fy,...,Xp,,, € Fj11) = P(Xp, € Fy)---P(Xp,,, € Fj11).

S&tning viser, at Poisson processen er uath@ngig, hvis S indeles i disjunkte mengder.
Poisson processen udviser, hvad der betegnes fuldstendig rumlig uafthengighed, ved at alle
punkter, som er forskellige fra hinanden, er uathangige. I Kapitel 3] indfgres kriterier, som
kan anvendes til at afggre, hvorvidt en punktproces udviser fuldstendig rumlig vath@ngighed,
hvilket er &kvivalent med, om en punktproces er en Poisson proces.

Fplgende proposition angiver en metode til at konstruere homogene Poisson processer, ud fra
uafhengige delmangder af R? med passende fordelinger.

Lad w, vaere volumen af den d-dimensionelle enhedskugle givet som

wg = 7?01+ d/2).

Proposition 2.2.10

Lad S1,Us, Sa, Us, ... veere gensidigt uafthengige, hvor hvert U; er uniformt fordelt pa
{u € R? : |ju|| = 1}, og hvert S; ~ Exp(pw,) er eksponentielt fordelt for p > 0.
Lad Ry = 0og R¢ = R | + S;fori = 1,2,....Daer X = {RU;, RolUs, ...} ~
Poisson(R4, p).

Bevis
For bevis se [[14]][s. 18-19]. [ |
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2.2.1 Superposition og udtynding

To grundleggende operationer for punktprocesser er superpositionering og udtynding.

Definition 2.2.11 (Superposition)
En disjunkt forening | J;°, X; af punktprocesser X;, Xo, ..., kaldes en superposition.

Definition 2.2.12 (Udtynding)

Lad p: S — [0, 1] vaere en funktion og lad X vere en punktproces pa S. Punktprocessen
Xinin € X som er opnaet ved at inkludere £ € X i Xy, med sandsynlighed p(¢),
hvor punkterne er inkluderet/ekskluderet uathengigt af hinanden, kaldes en uath®ngig

udtynding af X med retention sandsynligheder p(§), & € S. Dette kan ogsa skrives som

Xenin = {§ € X : R(§) < p(§)},

hvor R(&) ~ Uniform[0, 1] med £ € S er gensidigt uafhengige og uathengige af X.

Det viser sig, at Poisson processer er lukkede under superposition. Fglgende proposition anven-

der terminologien: Med sandsynlighed et, som forklares i Appendiks[A.T]

Proposition 2.2.13

Hvis X; ~ Poisson(S, p;), i = 1,2,..., er gensidigt uafhengige og p = > p; er lokalt
integrabel, sd er X = (J;-; X;, med sandsynlighed et, en disjunkt forening og X ~
Poisson(S, p).

Bevis

Farste del vises ikke, men kan findes 1 [14][s. 23].

At X = |J;2, X; er en Poisson proces fglger af Setning [2.2.8 altsa at den eksisterer og er
entydig bestemt ved dens void sandsynlighed. For begreenset B C S kan der pa baggrund af

S&tning skrives

o0

P(Xp=10)= HP(Xi N B =0) = [[exp(~u(B)) = exp(—u(B))

=1

hvor 1ii(B) = [, pi(€)de. _

Naste proposition viser, at en Poisson punktproces ogsa er lukket under uafhangig udtynding.
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Proposition 2.2.14
Antag at X ~ Poisson(S, p) er underlagt uathengig udtynding med retention sandsyn-
ligheder p(&) hvor € € S, og lad

prnin = p(£)p(E), € € 5.

Sé er Xypin 0g X\ Xinin uathengige Poisson processer med intensitets funktioner hen-

holdsvis pipin 0Z p — Pinin-

Bevis
Lad punin veere givet ved punin = | prnin(§)d€. Givet udvidelsen af Setning giver ligning
(2.8), at det kun er ngdvendigt at vise

P(Xthm N A= @, X\Xthin NB= (Z)) = exp(—,uthm(A) — M(B) + Mthm(B)) (210)

for begrensede A, B C S. Herfra vises det, at Xyp;, samt X \ Xy, er Poisson processer.
Lad C' C S vare begranset. Da X ~ Poisson(S, p) er N(C') ~ po(u(C)).
Loven om total sandsynlighed giver for udtrykket P(X;, N C = ) at

NE

P(Xunin N C = 0) P(Xypin N C = BN(C) = n) P(N(C) = n)

n=0

@)

n!

6_“(C)P(Xthm NC=0|N(C) = n)

ng

Il
o

n

For at udregne P(Xthm NC =0P|N(C) = n) anvendes Deﬁnition hvor Xy, NC|N(C)
har teethed p(§) f(€), og f er teetheden for X N C|N(C'). Dermed ma Xy, NC' = Q|N(C) =n
have tethed (1 — p(&))f(§). Dette benyttes til at bestemme sandsynligheden ved at integrere
teetheden

P C=0) = S M e ([ (1= o) )’

n!
MO, Coen PE) e\
- <c></c(1 p(g))u(c)c&)

- 2 e ( Ja- p(f))p(é)c%)n
= exp ([ (1= pOo(€)a ) exp—u(C)

= exp(p(C) = punin(C)) exp(=p(C)) = exp(—punin(C))-
Her er potensr&kkeformen for eksponentialfunktionen anvendt, samt at udtyndingen er uathan-
gig. Per S@tning er Xy, er en Poisson proces.
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Ved symmetri har X \ Xy, NC = Q| N(C) = n taethed p(§) f(£), og det fas at
P((X\Xnin) NC = 0) = exp(—=( — punin)(C)).

Da fas, at X'\ Xy, 0gsa er en Poisson proces, som er karakteriseret ved dens void sandsynlig-
hed.

Det ses, at AN B, A\B, B \ A er disjunkte og at { Xy, N A, X\ Xippin N B} = {X NAN
B, Xipin N (A\B), (X\ Xthin) N (B\A)} for begreensede A, B C S.

Resultatet fglger nu af Proposition[2.2.9]og ligning (2.8).

P(Xthin N A - @, (X\Xthzn) N B - @)
= P(X N AN B = 0)P(Xupin N (A\B) = 0)P((X\Xiin) N (B\A) = )
= exp(—p(A N B) — pnin(A\B) — (1t — finin) (B\A))

Dermed er ligning (2.10) opfyldt. [

Inhomogene Poisson processer kan ofte simuleres ved udtynding af en homogen Poisson proces.

Dette viser fglgende korollar.

Korollar 2.2.15
Antag at X ~ Poisson(R?, p), hvor intensitetsfunktionen p er begrenset af en endelig
konstant c. Sa er X fordelt som en uathengig udtynding af Poisson(R?, ¢) med retention

sandsynligheder p(¢§) = @.

Bevis

Per antagelse er void sandsynligheden for X givet ved

v(B):P<XmB=@):eXp(_/

B

p(€)dg) = exp(—pu(B)) 2.11)

jevnfgr Setning

Givet en homogen Poisson proces X, ~ Poisson(95, ¢), lad da Xj,,, vere underlagt en uaf-
hangig udtyndig med retention sandsynligheder p(§) = p(§)/c. Sa bliver pin(§) = p(§)c. Da
er den uafhengige udtyndning X;;, af Xj,,,,, en Poisson proces med intensitet py,, (&) = p(&)
per Proposition [2.2.14

Xihin har da void sandsynlighed

P(Xpin N B =0) = exp<—/

B

puin(€5) = exp (= [ p(€)dg) = expl—p(B).

hvormed X er fordelt som X,;, per Setning
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2.2.2 Simulation af Poisson processen

Afsnittet her vil fokusere pa simulation af en Poisson proces X ~ Poisson(RR¢, p) indenfor en
begranset mengde B C RY. Det homogene tilfzlde hvor intensiteten p(£) = p, er konstant for
alle £ € B betragtes som det fgrste.

For dimension d > 1 betragtes tre tilfelde:

1. Ttilfeeldet hvor B = b(0, ) er en kugle med centrum i 0 og radius r, fglger simulationen
af Xp direkte af Proposition 2.2.10; Simuler Sy, ...,S,, og Uy, ..., U,, hvor m er givet
vedat R, 1 <r < R,o0g Ry = O0samt R¢ = R¢ | + S,,i = 1,2,.... Da gives
restriktionen af X til B ved Xp = {R Uy, ..., Rp_1Upn—1}.

2. Hvis B = [0,a4] X - - - x [0, aq4] er en d-dimensionel kasse da kan (i) og (ii) fra Definition
anvendes. Fgrst kan antallet af punkter N (B) genereres da N (B) ~ po(p,a; - - - aq),

og herefter kan lokationerne af de N (B) uniformt uath@ngige fordelte punkter genereres.

3. Hvis B er begranset, men hverken er en kugle eller kasse, da simuleres Poisson processen
X paenten en kugle eller kasse By hvor B C By. Herefter fjernes de genererede punkter

som optrederi By \ B.

Herefter antages, at Xp er inhomogen med intensitetsfunktion p(§) med £ € B, som er be-
grenset af en konstant py > 0. Da genereres fgrst en homogen Poisson proces Y pa B ved brug
af ovenstaende punkter, med tilhgrende intensitet p,. Herefter dannes Xz som en uafthengig
udtynding af Y med retention sandsynligheder p(&) = p(£)/po, & € B. Denne fremgangsma-
de er muliggjort af Proposition [2.2.14]

2.2.3 Slivnyak-Meckes Satning

En anden metode til at karakterisere en Poisson proces er ved Slivnyak-Meckes S@tning. Denne
viser, at middelvardien over en sum af funktioner pa S kan omskrives som integralet over

middelvardien af denne funktion gange intensiteten.

Saetning 2.2.16 (Slivnyak-Meckes Sa&tning)
Hvis X ~ Poisson(S, p) sé gelder der for funktioner h : S x N;. — [0, 00) at

B[ one X \9) = [ E[me X)oe 2.12)

£eXx

Bevis
Forst betragtes tilfeldet hvor » . h(£, X \ §) kun athenger af X gennem Xp foret B C S
med [, p(£)dé < oo. Dermed kan Proposition anvendes til at finde den forventede vaerdi
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E[Zh(g,X\@]

fex
_Zexp n' / /th,,{xl,.. s} \ @ )H (z;)dzy -~ dx,.  (2.13)

Idet at funktionerne integreres over samme integrationsomrade, kan summen skrives som n

gange funktionsvardien, hvormed ligning [2.13] kan omskrives til

E| > h(&X\9)]

gex

:i%/g---/gh(%{:cl,...,xn_l})ilip(g;i)dxl...dxn
/Bkzoexp X / / (@1, {1, - 2 }) Iﬁp Ndxy - - drgg
/Bkz;eXp L / / u, {z1, ..., o }) E[ :;d$1 dzgp(u)du.

(2.14)

Det gelder, at 222 = f (x;) er teetheden for X betinget pa N(B), da X er en Poisson proces.

w(B)
h(u, {x1,...,xx}) | | ( )dxl dzy,

fra ligning (2.14) omskrives til middelvardien af h betinget pa N (B). Dermed fas, at ligning
(2.14) kan skrives

Dermed kan

E{Zh(g,){\g /Bze}‘p - (B)kE[h(u,{xl,...,xk})|N(B):k]p(u)du

feXx k=0
_ / E[E[h(u, {1, o) IN(B) = K] plu)du 2.15)

hvor det i ligning (2.15), anvendes at der summeres over tetheden for Poissonfordelingen. Til
sidst anvendes loven om total forventning E[Y] = E[E[Y|X]] [2][s. 185], og af ligning (2.15)
fas

E[Y hex\o)] = /B E[h(u, {21, .., o })]p(u)dus = / E[h(u, X)]p(u)du.

cex B
Herefter betragtes det generelle tilfelde, hvor i : S x N, — [0, c0).
Hyvis det kan vises, at ligning (2.12)) er opfyldt, nar (¢, z) = 1[(§,x) € F], F C Sx N eren
indikatorfunktion, sa fglger det af standardbeviset i Afsnit[2.1.2] at ligning (2.12)) geelder for alle
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ikke-negative funktioner h. Ideen er at anvende Lemma pa hgjresiden og venstresiden af
ligning (2.12)), nér h er en indikatorfunktion.
Det fgrste der skal vises, er at hvis h(&, z) = 1[(¢,x) € F], F C S x N, sa er bade hgjresiden
og venstresiden af ligning et mal. Lad

ve(F) = E[Z 1[(€,2\€) € F]] , (2.16)
e X
n(F) = [ E[1l(e.) € FlJo(e)de 2.17)

for FF C S x N, betegne henholdsvis venstresiden og hgjresiden af (2.12)), hvor h er erstattet af
en indikatorfunktion. Det fgrste der bemzrkes, er at bade indikatorfunktionen og p, per defini-
tion er ikke-negative, hvormed bade v, og h er ikke-negative. Dette opfylder det fgrste kriterie
i Definition[A.1.2l Desuden ses at

0,(0) =E[ 3 1[(6,2\) € 0]] =E[ > 0] =0

gex cex

og
ha(0) = /S E[1[(¢.2) € 0]] p(€)de = /S 0 pl€)de =,

hvilket opfylder (1) i Definition Lad nu S = |J,_, B, for disjunkte delmengder B,
sadan at S x N;, = ( Uflo:l Bn) X Nie = Uzozl F,, bestar af en disjunkt forening af elementer
B, N, = F,. Da fas

vs(@lm —E[Y 1€z\¢) € UF ]

feX
B[S > 16\ O € B = SB[ u(a\) € £
¢eX n=1 n=1  fex
samt
hs(@an):/UW_ N [ £ EGFnH

hvilket viser (2) i Definition Dette viser altsa at bade v, og h, er mal.

Fra forste del af beviset vides, at hvis h er pa formen

h(éal‘) = ]l[f € O?”(xA) = O]
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hvor A, C' C S er begraensede, sa er ligning (2.12) opfyldt for B = AU C. Dermed kan Lemma
[A.T.6/anvendes og

B[ Sonex\9)] = [ Elhe X)oe)ie

¢ex
er opfyldt for h(&,z) = 1[(§,x) € F|, F C S X Np. |
Slivnyak-Meckes S@tning kan udvides til fglgende s@tning

Seatning 2.2.17 (Den udvidede Slivnyak-Meckes Sztning)
Hvis X ~ Poisson(S, p), da gelder for alle n € N og enhver funktion h : S™ x N;, —
[0,00) at

#

E[ Z h(&,...,fn,X\{gl,...7§n})]
&1,-,6n€X
:/S.../SE[h(&,...,gn,X)]Hp(@)dgi...dén (2.18)

=1

(hvor # angiver at de n punkter er parvist forskellige).

Bevis
For bevis se [[14][s. 22]. [ |
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Summary Statistics

Dette kapitel introducerer summary statistics for ramlige punktprocesser X pa S = R? Sum-
mary statistics kan benyttes til modeltilpasning og validering. Desuden giver summary statistics
et kvantiferbart mal for, hvordan punktmgnstre er struktureret, hvilket opnas ved sammenlig-
ning med summary statistics for Poisson processen. Kapitlet indeholder ikke-parametriske esti-
mater af summary statistics og vasentlige resultater.

Dette kapitel er baseret pa [[14]].

3.1 Forste- og anden ordens egenskaber

Fgrste og anden ordens egenskaberne for de stokastiske tellevariable, N (B) nar B C S, er be-
skrevet ved intenstitetsmalet og det anden ordens faktorielle momentmadl. Intensitetsmalet j. er i
ligning givet som p(B) = E[N(B)], og kaldes en fgrste ordens egenskab. Intensitetsmalet
for en punktproces X pa S defineres generelt pa denne made.

I Definition er intensitetsmalet ;. givet som

u(B) = [ pe)de. BCs.

Er det muligt at give 1 pa denne made, kaldes p for intensitetsfunktionen for punktprocessen
X pa S. Hvis p er konstant, sa er punktprocessen X homogen eller f@rste ordens stationaer med
intensitet p, ellers siges X at vere inhomogen. Nar X siges at vere stationer, menes at X er

fgrste ordens stationeer.

Analogt med intensitetsmalet defineres det anden ordens faktorielle momentmal «?), som kal-
des en anden ordens egenskab. For fgrste ordens egenskaben 1 undersgges antallet af punkter i

B C S, men for anden ordens egenskaben a(?) er det antallet af punktpar som undersgges.

Definition 3.1.1 (Anden ordens faktorielle momentmal)

Det anden ordens faktorielle momentmal a? pd R? x R? er givet ved

]E[Z [(€,m) ec], C C R% x R%

Enex

Ud fra det anden ordens faktorielle momentmal er det muligt at definere anden ordens produkt-

teetheden.
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Definition 3.1.2 (Anden ordens produkttethed)

Hvis det anden ordens faktorielle momentmal «(? kan skrives som
a(©) = [[1l(e.n) € (e, miedn, € R xRS

hvor p er en ikke-negativ funktion, s kaldes p'® anden ordens produkttztheden.

Udtrykket p (¢, )d€dn kan intuitivt ses som sandsynligheden for at observere et par af punk-
ter fra X i bade kuglen med centrum i £ og volumen d¢ og i kuglen med centrum i 77 og volumen
dn.

For at kunne afggre i hvilken grad en punktproces afviger fra en Poisson proces, sa er det for-

delagtigt at normalisere anden ordens produktteetheden p?) (¢, ), ved at dividere med p(&)p(n).

Definition 3.1.3 (Parkorrelationsfunktionen)

Hvis bade p og p'? eksisterer, si er parkorrelationsfunktionen defineret ved

_ ()
96 = ) om)

med g(§,n) = 0, hvis p(§)p(n) = 0.

Intuitivt set er parkorrelationsfunktionen forholdet mellem den simultane sandsynlighed for at
observere et par af punkter for punktprocessen og sandsynligheden for at observere det samme
par af punkter uathaengigt af hinanden. Fglgende proposition vil vise, at det for parkorrela-
tionsfunktionen for en Poisson proces gelder at g(£,7) = 1. Dette stemmer overens med, at

punkterne 1 en Poisson process optreder uath@ngigt af hinanden.

Proposition 3.1.4
Lad X ~ Poisson(S, p). Da gelder det for anden ordens produkttetheden p® at

P (&n) = p(&)p(n). 3.1)

Bevis
Fra Definition vides at det anden ordens faktorielle momentmal for C C R? x R? kan

skrives

o) = [[alte.n) € Clp(e.mean (3.2)

Ved at lade C; x Cy = C hvor Cy, Cy C R? samt anvende Definition fas af ligning (3.2)
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at

o (C / / (€, m)dedn
¢

= [Z €€ e

-/, / 1€ € Cr.1 € Gl p()pln)dedn. 3.3

Ligning (3.3) fas ved at anvende den udvidede Slivnyak-Meckes Setning[2.2.17] hvor h erstattes
med indikatorfunktionen 1[{ € C,n € Cs]. Middelveerdien i ligning (3.3)) giver altid 1, hvis
(&,n) eriC. Dermed fas

@ (C / / n)dedn,
Coy JCOq

hvormed det galder at p (£, 1) = p(€)p(n) (u-naesten overalt). [

Parkorrelationen g kan ud fra Proposition [3.1.4| anvendes til at afggre, om en punktproces er en
Poisson proces. Hvis der for en punktproces X gelder at g(&,7) > 1, antyder dette at sand-
synligheden for at observere et par af punkter i (£, 7) er stgrre end for en Poisson proces med
samme intensitetsfunktion som X. Hvis g(£,n) > 1 vil punkterne, givet som udfaldene for
punktprocessen, typisk forekomme tattere sammen end for Poisson processen. Dette kaldes for
clustering. Omvendt antyder g(£,7n) < 1, at sandsynligheden for at observere et par af punk-
ter i (£,n) er mindre end for en Poisson Proces med samme intensitetsfunktion. Dermed vil
g(&,m) < 1 typisk medfgre, at punkterne givet som udfaldene for punktprocessen forekommer

leengere fra hinanden end for Poisson processen. Dette kaldes for regularitet.

Parkorrelationsfunktionen er invariant under translationer, hvis X er stationer, altsa gaelder
g(&,m) = g(¢ — n). Der findes tilfelde, hvor p er inhomogen, selvom g er translationsinvari-
ant. Eksempelvis er dette opfyldt for en inhomogen Poisson proces hvor g = 1 per Proposition
Fglgende proposition minder om Slivnyak-Mecke Setningerne[2.2.16|og[2.2.17] men disse gel-

der kun for Poisson processer. Fglgende gelder generelt for punktprocesser.
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Proposition 3.1.5 (Campells Sztning)
Antag at X har intensitetsfunktion p og anden ordens produkttzthed p(®. Sa gzlder for
funktioner iy : RY — [0, 00) og hy : RY x R? — [0, 00) at

B[S m©)] = [ m©n(ee (34)

feX

0g

E[ i h2(§ﬂ7)] = // ha(€,m)p™®) (€, m)dédn. (3.5)

EnEX

Bevis
Til dette bevis bruges teknikken bag standard beviset beskrevet i Afsnit Funktionen A4 (&)
erstattes i ligning (3.4) med indikatorfunktionen 1[¢ € B] for passende B C R Fra ligning

(2.2)) og Definition fas da
B[ 3 1(¢ € B)] =EV(B) = u(B) = [ 16 € Bla(e)as.
gex
Pd samme made vises ligning (3.5), hvor hy(&, ) erstattes med indikatorfunktionen 1[(§,7) €
C1]. Jeevnfer Definition [3.1.1) og[3.1.2] fas
#

E[Z [(577)60] // (&,m) € Clp (&, m)dEdn.

&meX

For en udtynding af punktprocessen X kan intensitetsfunktionen og anden ordens produkttet-
heden for X bruges til at bestemme intensitetsfunktionen og anden ordens produkttatheden for

udtyndingen Xy, .

Proposition 3.1.6
Antag at X har intensitetsfunktion p og anden ordens produkttzthed p?, og at X,;, er
en uathengig udtynding af X med retention sandsynligheder p(¢) hvor £ € R?. Sa er

intensitetsfunktionen og anden ordens produkttetheden for X;;, givet ved

penin(€) = PE)P(E) 08 Pl (€,m) = PE)p(M)pP (€, 7).

Derudover gelder ogsa at parkorrelationsfunktionen er invariant under uafth@ngig udtyn-

ding sd g = Gsnin.

Bevis
Per Definition 2.2.12]er R(£) ~ Uniform([0,1]), ¢ € R? og gensidigt uathengige samt uaf-
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haengige af X. Ved anvendelse af ligning (2.2)) og ved brug af notationen i Definition [2.2.12] sa
kan det for B C R¢ skrives at

pinin(B) = Eln(Xinin N B)] = E[ > 1[¢ € B, R() < p(¢)]]

feX
—E[E[Y 1¢ € B, R() < p(©)]|X]]
feX
—E[E[Y_1[¢ € BRRE) <p)]|X]|. 36
feX

Loven om total forventning betinget pa X er anvendt i ligning (3.6). Ved at betinge pa X kan
1[¢ € B] trekkes udenfor den inderste middelveerdi i ligning (3.6). Samtidig indses det at

E[L[R(¢) < p(§)]] = p(£), og dette giver

punin(B) = E| 3" 1¢ € BIE[LR(©) < p(9)]] ]

feX
5[ wortce ]
£eX

- /B p(E)plE) e

Her kommer sidste lighed fra Proposition og dermed ses at pypin (§) = p(€)p(€). Pa samme
made kan pgﬁn(f, n) = p(&)p(n)p@ (&, n) vises. Herfra fglger at

| e p©pme®(En)  pP(En)
gn(& 1) = o) PP Epmply) — p @) T

3.1.1 Anden ordens reduceret momentmal

Det anden ordens faktorielle momentmal kan udtrykkes i form af intensitetsfunktionen og malet

K pa R?, som introduceres nu.

Definition 3.1.7 (Anden ordens reduceret momentmal)

Antag at X har intensitetsfunktion p og at malet

1 za 1[¢ € A,n— € € B
K = — § ’ d '
(8) " [5,7,6)( p(€)p(n) ] Pk G7

ikke afhenger af valget af A C RYmed 0 < |A| < oo. Hvis p(€)p(n) = 0 ligning (3.7)
settes det tilsvarende led i summen lig 0. Sa siges X at vere anden ordens intensitets-

genveegtet stationcer og K kaldes det anden ordens reducerede momentmal.

Translationsinvarians af parkorrelationsfunktionen g for X medfgrer anden ordens intensitets-

genvagtet stationaritet, hvilket fglgende proposition viser.
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Proposition 3.1.8

Lad X vare en punktproces pid S = R?. Givet at parkorrelationsfunktionen g for X er

translationsinvariant, da geelder for det anden ordens reducerede momentmal at

K(B) = | g@)dn, BCR (3.8)
B
hvorn =& —n.
Bevis
Ved at anvende ligning (3.5) pa ligning (3.7) og lade 77 = £ — n fas
#

1 1[¢ € A,n—¢ € B
B == 2 T

:L 1[¢ e A,n—¢ € B @)
A /] @l F G

_ ﬁ'//ﬂ[g € A — & € Blg(€,n)d¢dn

=|%| /B /A 9(€, € — f)dedi
=|%| /B /A o(i7)dédn
- | ati) [ racai

- / 9(7)dn,

hvor translationsinvariansen af g er anvendt, ved at translatere med —(§ — 7).

Det anden ordens reducerede momentmal /C afh@nger ikke af A, hvormed X er anden ordens

intensitetsgenvaegtet stationzr. |

Generelt set er C ikke translationsinvariant, heller ikke hvis X er stationar. Hvis X er stationer,

haves fglgende proposition.

Proposition 3.1.9

Lad K(B) vare det anden ordens reducerede momentmal for en homogen punktproces

X . Da geelder for det anden ordens faktorielle momentmal o® pd R? x R< at

a®(By x B)) = p?* | K(By—n)dn, By, B, CR%
Bs

Bevis

Nar p er konstant, og ¢ er invariant under translationer, fas for det anden ordens faktorielle
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momentmal at

a®) (B, x By) — / / 1[¢ € By,y € Balp® (€, n)dédn

= p? // 1[¢ € By,n ;Bz]l)(z)(fﬂﬁ

_ / / 1[¢ € By, € Bulg(€, n)dédy

=’ /B /Blg(é,n)dfdn
= p’ /B K(By —n)dn.

d&dn

I det stationzre tilfeelde kan p/C(B) tolkes som den betingede forventede verdi af antal punkter

omkring Origo i B, givet at X har et punkt i Origo.

Et resultat relateret til summary statistics, er at K er invariant under uathengig udtynding.

Proposition 3.1.10
Hvis Xy, er en uath@ngig udtynding af en anden ordens intensitetsgenvagtet stationer

punktproces X, sa er Xy;, anden ordens intensitetsgenvagtet stationaer og Ky, = K.

Bevis

Det fas fra Definition(3.1.7] at

ﬂ[&eA,n—geB]}

1 #
Kihin(B) = EE[ Z Pihin (&) Penin (1)

§7neXthin

1 7 1€ e A,n—¢ € Bl
B EE |:§UZEX Pthin (g)pthm (77) p(g)p(nﬂ '

Andet lighedstegn fglger af, at punkterne £ og 7 indgar i Xy;;, med sandsynlighed henholdsvis
p(€) og p(n). Det fas da af Proposition at

Y 1§ € A,n—¢ € B
Kinin(B) = |A|E[§WZEX p(&)p(n) ]
= K(B)

27



3.2 Summary statistics ud fra det andenordens reducerede

momentmal

Det andenordens reducerede momentmal K benyttes her til at definere Ripleys K -funktion, ved
at anvende /C pa ’test mangder’ i form af d-dimensionelle kugler. Ud fra K -funktionen defineres

yderligere en summary statistic, som er en transformation af K -funktionen.

Definition 3.2.1 (K- og L-funktionen)
K- og L-funktionen for en anden ordens intensitetsgenvagtet station@r punktproces X,

er defineret ved

K(r)=K(@®(0,r)) og L(r)= <

forr > 0.

I Definition [3.2.1]angiver b(0, r) kuglen med radius 7 og centrum i 0, og wy = 7%2/T'(1 4 d/2)
er volumen af den d-dimensionelle enhedskugle.

K er dermed defineret, ud fra verdien K antager pa en kugle med centrum i 0 og radius 7.
Desuden ses at K- og L-funktionen afth@nger af hinanden, idet L blot er en transformation af
K. Det vises dog i Proposition [3.2.2] at L for en Poisson proces er lettere at genkende end
K -funktionen. I praksis kan det derfor vare lettere at anvende L-funktionen.

I det stationzre tilfeelde kan pK (r) fortolkes som det forventede antal af punkter indenfor af-
stand r af et vilkarligt punkt i X.

Hvis K er invariant under rotationer, kan denne bestemmes ud fra K. Hvis parkorrelations-

funkionen g er invariant under rotationer, kan det ud fra ligning (3.8)) vises at

K(r) =04 / ' t™g(t)dt (3.9)
0

ifglge [[14][s. 34].
Ligning (3.9) viser sammenhzngen mellem K og g. Her er o4 = 27%2/T'(d/2) overfladearealet

af den d-dimensionelle enhedskugle.

Fglgende proposition giver et vaesentligt resultat for K- og L-funktionen for en Poisson proces.

Proposition 3.2.2
Hvis X er en Poisson proces, samt andensordens intensitetsgenvaegtet stationar, da gel-

der for K- og L-funktionen at

rd, L(r) =r. (3.10)
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Bevis
Hvis X er en Poisson proces, samt andensordens intensitetsgenvagtet stationar, vides det at
g(&,m) = 1, hvormed ligning (3.9) kan anvendes for at beregne K (r) for X. Dermed fas

. (3.11)

For at udregne L(r) bemerkes det forst, at for d € N er

r(d2) = Va2

hvilket giver en formel for udregning af gamma-funktionen [[15]]. Heraf fas at

(1 +d/2) = r(%)

d!!
=V
272

Nu udregnes brgken

K(r) adﬁfrd
wg — m2/T(1+d/2)

/2
CVAd=-21@2T) T,
= ]2 4

VA2 )1

2wd/2 [l (25 )T 1,
= 1 =T
72 /m(d — 2127 )1 d

d
Co2d12%) 1y,
- d—1 =T

(d—2)(2%)1d

a1,
d—2)d

=, (3.12)

Sidste lighed i ligning (3.12)) fglger af definitionen pa dobbelt fakultet

[31-1

n!l = H (n — 2k)

k=0
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for n € N [3]][s. 139]. Af definitionen pa L-funktionen fas det dermed for en Poisson proces X

at

K(r)\1/d
Wy ) -

L) = (
=

K -funktionen for en Poisson proces er dermed et d’te grads polynomium. Proposition [3.2.2]
viser desuden, at det for en Poisson proces gelder, at L(r) er identitetsafbildningen pa r > 0,
hvilket giver et vaesentligt karakteristika for L-funktionen for en Poisson proces.

Hvis det for en punktproces gelder at L(r) > r, indikerer dette clustering for afstande mindre
end . Hvis det omvendt geelder at L(r) < r, indikerer dette regularitet for afstande mindre end

r.

3.3 Summary statistics ud fra interne punktafstande

I dette afsnit indfgres summary statistics, som ath@nger af interne punktafstande i punktproces-
sen X, hvor X er antaget stationzr. Herudover undersgges formen pa disse summary statistics
for en Poisson proces.

Fgrst defineres tomrumsfunktionen.

Definition 3.3.1 (Tomrumsfunktionen)
Antag at X er stationzr. Tomrumsfunktionen £ er fordelingsfunktionen for afstanden fra

Origo (eller et andet fast punkt i R%) til det nermeste punkt i X
F(r)=P(X Nb(0,r) # 0) (3.13)
forr > 0.

Bemerk at siden X er antaget stationr, vil I ikke vaere athengig af valget af det faste punkt.
Veardierne som F’ antager, er sandsynligheden for at der vil vare mindst ét punkt i X indenfor
afstand r af det faste punkt (Origo i definionen). Tomrumsfunktionen /' er dermed voksende
nar r er voksende [4]|[s. 262].

En anden funktion, som ogsa afhanger af afstanden mellem punkter, er den sakaldte nermeste
nabo funktion G.

Definition 3.3.2 (Narmeste nabo funktionen)

Antag at X er station@r. Nermeste nabo funktionen G er defineret ved

G<r>=ﬁﬁ S X\ ) Nb(E,7) £ 0] (3.14)

EEXNA

for 7 > 0 og en vilkérlig maengde A C R¢ hvor 0 < |A| < cc.
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Nermeste nabo funktionen G kan fortolkes som fordelingsfunktionen for afstanden fra et punkt
&1 X til det nermeste nabopunkt i X. Idet X er stationer, athenger G ikke af punktet &.
Funktionen GG antager sandsynligheder for at den mindste afstand mellem et fast punkt og et
punkti X, er lig r [4][s. 262].

Ud fra F- og G-funktionen er det muligt at definere en tredje summary statistic baseret pa

interne punktafstande.

Definition 3.3.3 (J-funktionen)

Antag at X er stationer. J-funktionen er da givet ved

_1-G(n)

J(r)
for F((r) < 1.

Den fglgende proposition viser, at det for en Poisson proces gelder, at F'- og G-funktionen er

ens, hvilket giver et pant udtryk for J-funktionen, nar X er en Poisson proces.

Proposition 3.3.4

Lad X veare en stationar Poisson proces. Da galder for p < oo at

F(r) = G(r) = 1 — exp(—pwar?) og J(r)=1.

Bevis

For en station@r Poisson proces med intensitet p < oo kan Tomrumsfunktionen F' udregnes ved

F(r) = P(X Nb(0,r) £ 0)
=1-P(XNb0,r)=0)
=1—v(b(0,7)). (3.16)

Sidste lighedstegn fglger af at P(X N b(0,7) = () er void sandsynligheden for X. Idet X ~
Poisson(.S, p) kan Setning anvendes hvormed

F(r) =1 —exp(—p(b(0, 7))

:1—exp<—/b(or)pd§)
:1—exp<—p/b(0w)1d§>

=1 — exp(—pwqr?). (3.17)
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For G-funktionen anvendes Slivnyak-Meckes Satning[2.2.16

Gr) = B[ 30 11X\ & nb(e.r) £ 0]
Pl SR

= [Tt € 4.\ nbler) 0]

£ex

1
= /AE[IL[X Nb(E, r) # 0] pdé (3.18)

I ligning (3.18) anvendes nu at E[1[X Nb(¢,7) # 0]] = P(X Nb(&,7) # D), og det fas at

G(r) = i/ P(XNb(E ) #0)d¢
Al Ja
— i/ 1—P(XNb&,r)=0)de.
Al Ja
Ved at anvende ligning og fas da

G(r) = @ / 1 — exp(—puar®)dé

1
= (1 — exp(—pwdrd))m /A 1d¢

=1 — exp(—pwqr?).

Heraf fglger det at J(r) = 1. [

Generelt indikerer F'(r) < G(r) at punktprocessen er clusteret. Bemeark at betingelsen F'(r) <
G(r) er &kvivalent med J(r) < 1. Omvendt indikerer F'(r) > G(r) regularitet af punktproces-
sen. Betingelsen F'(r) > G(r) er &kvivalent med J(r) > 1. Dette ggr sig geldende for ’tilpas
sma’ verdier af > 0 jevnfer [14][s. 36].

3.4 Ikke-parametrisk estimation af summary statistics

Da der nu er introduceret summary statistics for punktprocesser, gives herefter ikke-parametriske
estimater af disse. Derudover introduceres punktvise envelopes, som giver en metode til at ef-
tertjekke modeltilpasning.

I dette afsnit antages intensitetsfunktionen p at vaere konstant med 0 < p < oo, hvis X er
stationzer. Derudover sa antages parkorrelationsfunktionen g og det andenordens reducerede
momentmal /C at eksistere.

I afsnittet begrenses der til tilfeeldet, hvor én realisation af punktprocessen Xy = x er ob-
serveret p& det afgreensede omrade W C R?, hvor |[IW| > 0 er arealet af W. Det vil sige, at

punktmgnsteret x observeres pa et afgrenset observationsvindue W,
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3.4.1 Ikke-parametrisk estimation af intensitetsfunktioner
I det homogene tilfelde er et unbiased estimat af p givet som

n(z)

me) 3.19
T (3.19)

p=

hvor n(z) er antal punkter i x. At p er unbiased, ses ved at tage middelverdien herpa

E[4] = E[%} ~ il = (W)

1 1
|W|/Wp§ |W|p/w $=r

For inhomogene punktprocesser vil begrebet kerne blive benyttet til at bestemme estimater.

Definition 3.4.1 (Kerne)

En funktion k kaldes en kerne, hvis k er en symmetrisk kontinuert tethedsfunktion

k& — k(&)

Det betyder, at en kerne opfylder at [ k(£)d€ =1 og k(&) = k(—&) [Bl[s. 26].

I det inhomogene tilfelde bruges et ikke-parametrisk kerne estimat af p

p(&) = Rolé —m), (3.20)

—— cwp(n)

med £ € W. Her er k;, en kerne, med bandbredde b > 0, givet som

k(£/b)
bt

kb(§) =

hvor k er en tathedsfunktion og bandbredden bestemmer glatheden af kernen. Derudover er

cw,p en kantkorrektionsfaktor givet som

cwp(n) = /W Ky (& —n)dE.

Estimatet for intensitetsfunktionen kan desuden anvendes til at definere et estimat for intensi-

tetsmalet [, pp(£)d€ ud fra definitionen af intensitetsmalet.

Lemma 3.4.2
Lad (W) = [, pu(§)d€ veere et estimat af (V). Da gelder, at /i(W) er et unbiased

estimat.
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Bevis

For at vise at estimatet /i(1}7) er unbiased, tages middelverdien af estimatet. Ved at bruge ud-
trykket for p, (&) i ligning (3.20)) fas at

=s[ [, 3 e = B3 e

neXw Wb
Joy
// <Z£ n)p(n)dndf
Wb

= [ ol = u(w),

hvor ligning (3.4) fra Proposition [3.1.5]er brugt ved tredje lighedstegn. |

3.4.2 Ikke-parametrisk estimation af K- og L-funktionen

For ikke-parametrisk estimation af IC(B) er fglgende lemma fordelagtigt at indfgre.

Lad W = {n + & : n € W} vere translationen af W med £ € R%.

Lemma 3.4.3
Antag at |[IW N W¢| > 0 foralle £ € B hvor B C S, og at X er andenordens intensitets-

genvagtet stationar. Sa galder, at

Z 1jp-£€ B
3.21
&Z@ pE)p(MW N Wy G20

er et unbiased estimat af /C(B).

Bevis

Antag, for simpelhedens skyld, at X har en translationsinvariant parkorrelationsfunktion g, sa-
dan at ligning (3.5) kan bruges med p®(&,1) = p(n)p(&)g(n — &). Ved at lade h(€,n) =
1[n =& € B|/(p(&)p(n)|W N W;—¢|) i ligning (3.5) og 7] = n — £ s fas

feB £€WneW77 £ ¢ Bl o
fEWWGWn ¢ € B
/ W NW, | g(n—&)dnd. (3.22)

Det ses, at n € W er &kvivalent med { € W_j;, da translationen med —17 giver at
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n—n=mn-—(n—¢§) =& Dermed fas at

56WﬂW][neB] o
/ WA dtidedi

1[n € B| ~/ _
1d¢d
|WmW|g(n) — £dij

1
— N W N W_:|d7
/Bg<77)|WﬂWﬁ|’ aldn

ved brug af ligning (3.8)) og at |[W N W;| = |W N W_j] i sidste ligning. |

Lemma giver et unbiased estimat af /C(B) givet at intensiteten p kendes. I praksis er p

ikke kendt, sd p(&)p(n) 1 (3.21)) skal erstattes med et estimat p@p\(n) Det sammensatte estimat

bliver da

N I X:

ence PE)p(MIW N W, _¢|

K(B) = (3.23)

som er biased. Dette kan ses ud fra beviset for Lemma [3.4.3]i ligning (3.22)), hvor

p(€)p(n)/p@ (&,n) bliver til g. Hvis estimatet p@p\(n) indsettes i ligning (3.22)), giver det ikke

g.
Estimatet af L-funktionen, som fremkommer gennem transformation af estimatet af /'-funktionen,

er generelt ogsa biased. Faktisk er mange estimatorer indenfor rumlig statistik biased. Ofte er
de til gengald ratio-unbiased.

Et estimat for § siges at vaere ratio-unbiased, hvis estimatoren 6 = Y/Z opfylder at E[Y] /E[Z] =
6.

—

Se eksempelvis pa det homogene tilfeelde. Hvis p(£)p(n) = pA2 er unbiased, sa er ligning (3.23

ratio-unbiased jevnfgr [14][s. 39].

3.4.3 Kantkorrektion

Veagten 1/|W N W,_,|, som indgar i ligningerne (3.21) og (3.23), kaldes en kantkorrektions-
faktor, hvilke der findes flere eksempler pa. En anden kantkorrektion, som kaldes granse kant-

korrektion, er givet for » > 0 som

—{£eW b r)C W (3.24)
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I ligning (3.24) er W’ mengden af punkter i 1V, hvis afstand til randen af IV er stgrre end r.

Der galder at
#
3 i — €& € B] 525,
texnexnW’ p(&)p(n)

er et unbiased estimat af KC(B). At udtrykket i (3.25)) er et unbiased estimat af IC(B) ses ved at

tage middelvardien heraf, hvorved

# 1jn—¢& € B B i I[pe W', n—¢ € B
- |:£€x,n%mwf W} B E[E,UZEJC p(f)ﬂ(n) } . (3.26)

Det ses, at sidste udtryk i ligning (3.26) stemmer overens med ligning (3.7) i Definition
Estimatet i (3.23)) indeholder mindre information end summen K (B) i ligning (3.23), idet nogle
punktpar fjernes gennem granse kantkorrektionen W', Dette ggr estimatet uegnet for mindre

datasat.

Ved anvendelse af greense kantkorrektionen W' fas estimatet for K (1) som

e B demwl t(f, T, x)
bord(r) — ﬁn(.ﬁlﬁ N W,) )

hvor ¢(§, ) = >, ., 1[0 < || — nl| < r]. For store datasat er grense kantkorrektionen

konsistent og approksimativt unbiased under regularitetsbetingelser [4][s. 215].

3.4.4 Ikke-parametrisk estimation af parkorrelationsfunktionen

For at estimere ¢ antages det, at g(&, 1) = g(||{ — n||) er isotropisk. Ud fra ligning kan g
udtrykkes som den afledede af /C(B), men dette kraever, at KC(B) er differentiabel, eller rettere
at K(B) er differentiabel. Dog er K(B) typisk en trin-funktion, som besvarligggr at bestemme
K'(B) ud fra K(B). Et muligt estimat for parkorrelationsfunktionen er i stedet givet ved et

kantkorrigeret kerne estimat

1 2o ky(r—lp— €|l

9(r) = —3 — :
oar® W] Enex PIE)P(MIW N W, _¢]

(3.27)

I ligning (3.27) er k, = k(u/b)/b, u € R en kerne k med bandbredde b > 0, og 0, =
2792 /T'(d/2) er overfladearealet af den d-dimensionelle enhedskugle. Desuden er det antaget
at [IW N We| > 0 for ||£]] < 7.
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3.4.5 Ikke-parametrisk estimation af F-, G- og J-funktionen

Ved anvendelse af minus-sampling kan reducerede-sample estimatorer for I’ og G opstilles.

Den korteste afstand fra ¢ € R til en mangde B C R? skrives

(&, B) = nf{[|§ —nl| : n € B}.

Velg, uath@ngigt af punktprocessen X, et endeligt regulart gitter af punkter / C W. Regular
skal forstas pa den made, at der er en fast afstand mellem alle punkter i gitteret. Lad da #1,
betegne kardinaliteten af I, = I N W’ for r > 0, hvor W’ er givet som i ligning (3.24). Da gives

det reducerede-sample estimat for /' som

Frs(r) = %, (3.28)
cel, r

hvor #1, > 0.

Det reducerede-sample estimat for GG gives som

Grs(r)= ) ﬂ[d(&ﬁTI}/ﬁ)gr] 52
sexnW’

for |IW’| > 0. Det galder at Firg(r) er et unbiased estimat og at G's(r) er et ratio-unbiased
estimat ifglge [[14][s. 46].

Nar estimater for F' og G er givet, er det ud fra Definition muligt at fa felgende estimat
for J

3.4.6 Envelopes for summary statistics

I dette speciale anvendes envelopes til at undersgge hvor godt modellerne, som bliver introduce-
ret i Kapitel 4} passer pa data. Grundleeggende benyttes envelopes som en form for hypotesetest,
hvor en punktproces simuleres under antagelsen af en nulhypotese. Ved hj®lp af estimater for

summary statistics kan de pageldende envelopes opnas ud fra fgrnevnte simulationer.

I det fglgende betragtes L-funktionen, men de pagaldende teknikker i afsnittet kan anven-
des pé hver af de definerede summary statitistics fra Afsnit og Ud fra en simpel
hypotese /{, kan konfidensintervaller og andre fordelingsmassige karakteristika for det ikke-

parametriske estimat f)(r) bestemmes ud fra simulation under .

37



For en givet afstand r > 0 lad Ty(r) = T(X,r) notere L(r) opniet fra en punktproces X in-
denfor observationsvinduet W. Lad Ty (r) = T(Xy,7),...,T,(r) = T(X,,r) vere opnaet fra
uafh@ngige identisk fordelte simulationer X, ..., X,, under H. Ud fra den empiriske fordeling
af Ty (r), . .., T,(r) kan enhver fraktil for fordelingen af 7y(r) under H bestemmes. Bemzrk at
selvom T(r), ..., T,(r) er uathengige, er de stokastiske vektorer (13(r), ..., T,(r)) athengi-
ge for forskellige vaerdier af » > (. Dette er verd at bemarke ved sammenligning af resultater
for forskellige r-vardier. Hvis beregningen af T;(r),7 = 1, ..., n er tidskreevende for store veer-
dier af n, kan fglgende envelopes anvendes. Antallet af simulationer holdes her forholdvis smat

- for eksempel n = 39. Lad
Tnin(r) = min{T1(r), ..., Tn(r)} 08 Trax(r) = max{T(r),..., T,(r)}
vare henholdsvis minimum og maksimum af de n punktprocesser. Under hypotesen H galder
P(To(r) < Tmin(r)) = P(To(r) > Thmax(r)) < 1/(n+1)

pa baggrund af symmetrien af de n + 1 uafhengige identiske fordelte Ty(r), T1(r), . .., T, (7),
med lighed hvis Ty(r), T1(7), . . ., T,,(r) er forskellige. Greenserne T}y (1), Tinax (1) kaldes hen-
holdsvis 100/ (n+1)%-nedre og 100n /(n+1)%-@vre envelopen ved afstand r > 0. Eksempelvis
kaldes disse for n = 19 henholdsvis 5%- nedre og 95%-g@vre envelopen.

Envelopes kan fortolkes som en statistisk signifikanstest pa fglgende made. Antag X er en givet
mangde data, som er stokastisk, og har samme antal punkter som X, ..., X,,. Under H vil X
og de simulerede X, . .., X, vere statistisk &kvivalente. Dermed vil T(7) og T1(r), . .., T ()
alle vere statistisk akvivalente for et fast r. Givet at n = 19 vil der vaere 5% sandsynlighed for
at Ty(r) vil veere den mindste veerdi, og 5% sandsynlighed for at T (r) vil veere den stgrste veerdi
ud af To(r), Ty (), . . ., Thg(r). Dermed vil der veere 10% sandsynlighed for at T(r), vil ligge
udenfor de simulerede verdier 7)(r),. .., T19(r) for hvert fast r. Hvis dette forekommer, kan
nulhypotesen afvises med signifikans niveau 0.10. Dog gnskes som regel et signifikans niveau
pa 0.05 (39 simulationer) eller 0.01 (199 simulationer) [4][s. 371].

Envelopes af ovenstaende type kaldes ogsa punktvise envelopes, idet maksimum og minimums-
vardierne udregnes separat for hvert r. Dette betyder, at envelopes kun kan fortolkes som en
statistisk signifikanstest, hvis afstanden r fastsattes pa forhand. Et plot af den empirisk bestemte
funktion 7 (r) sammen med tilhgrende envelopes opnaet ud fra de simulerede 7' (r), ..., T, ()
kan dermed ikke anvendes til at afvise nulhypotesen (med 2/(n + 1) signifikansniveau), da
plottet ikke forudsatter en bestemt vaerdi for 7. I stedet kan plottet anvendes til at bestemme,
hvad resultatet af testen ville have varet givet en bestemt verdi af r. Envelopes som statistisk

signifikanstest virker dermed kun, hvis valget af r tages pa forhand [4][s.234-235].
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Cox processer

Klassen af Poisson processer er ofte for simple modeller til at kunne beskrive virkelige data.
I stedet kan Poisson processerne bruges til at konstruere andre mere fleksible modelklasser,
som bedre beskriver virkelige data. En af disse klasser er Cox processerne, som introduceres
i dette kapitel. Cox processer er modeller for clusterede punktmgnstre, hvor clusteringen er
forarsaget af en underliggende stokastisk proces. Et specialtilfeelde af Cox processen fas ved
at lade intensiteten vere givet som eksponentialfunktionen taget pa et Gaussisk stokastisk felt.
Disse processer kaldes log Gaussiske Cox processer. 1 dette speciale anvendes de log Gaussiske
Cox processer til at modellere hussalg i Aalborg Kommune, som ses i Kapitel [f]

Kapitel 4 er baseret pa [[14]].

4.1 Definitioner og egenskaber for Cox processer

En Cox proces er en naturlig udvidelse af en Poisson proces, som opnas ved at betragte intensi-
tets funktionen for en Poisson proces, som en realisation af et stokastisk felt.
I overensstemmelse med Poisson processerne i Afsnit[2.2er S C R? i dette afsnit.

Farst defineres et stokastisk felt.

Definition 4.1.1 (Stokastisk felt)
Lad et sandsynlighedsrum (€2, F, P) og en parametermangde 7" vare givet. Et stokastisk
felt er da enten en endelig funktion, eller en funktion med reelle verdier Z(w, t), som for

et hvert fast t, er en malelig funktion med variable w € ) [1][s. 3].

At Z er et stokastisk felt, betyder dermed, at Z (&) er en stokastisk variabel for alle { € S.
Yderligere information relateret til stokastiske felter kan findes i Appendiks [B.1]

Da stokastiske felter nu er indfgrt, er det muligt at definere Cox processer.

Definition 4.1.2 (Cox proces)

Antag at Z = {Z(§) : £ € S} er et ikke-negativt stokastisk felt, sddan at der geelder
med sandsynlighed et, at ¢ — Z(&) er en lokal integrabel funktion. Hvis den betingede
fordeling af X givet Z, er en Poisson proces pa S med intensitetsfunktion 7, sa siges X

at vaere en Cox proces drevet af 7.

Hvis p(§) = E[Z(€)] eksisterer, og er lokal integrabel, sa er Z(¢), med sandsynlighed et, en
lokal integrabel funktion jevnfer [[14][s. 58].
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Intensitetsmalet for Poisson processen X |Z er

M(B):/BZ(g)dg, BCS.

I tilfeldet hvor Z er deterministisk, bliver X en Poisson proces med intensitetsfunktion p = Z.

I det fglgende vises det, at visse fordelingsmassige egenskaber for Cox processen fglger af at
betinge pa Z, hvorved egenskaberne for Poisson processen X |Z kan benyttes. Fgrst undersgges

intensitetsmalet og herigennem intensistetsfunktionen af en Cox proces.

Proposition 4.1.3

Lad X vere en Cox proces drevet af Z pa S. Da er intentsitetsmalet for X givet ved

Bevis
For at bestemme 1(B) for B C S anvendes definitionen pa intentsitetsmalet i Definition 2.2.3]

Loven om total forventning giver da
u(B) = E[N(Xp)] = E[E[N(Xp)|Z]]
~&[ [ 20 - [ Bz
B B
hvor tredje lighed fglger af Definition [4.1.2] |

Med samme bevismetode er det muligt at udlede void sandsynligheden for en Cox proces. Dette

giver fglgende proposition.

Proposition 4.1.4
For en Cox proces X er void sandsynligheden v(B), B C S givet som

v(B) = E{exp ( - /B Z(g)df)} .

Bevis

Ud fra definitionen af void sandsynligheder og loven om total forventning fas

v(B) = P(XNB=0)=E[1[Xs =0]]
— E[E[ﬂ[XB = (/)]|Z]]_
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Idet at
E[1Xp=0]|Z] =1-P(Xp=0|2)+0-P(Xp =0|2) = P(Xp =0|2)
anvendes nu at X'|Z er en Poisson proces og af Setning fas dermed

v(B) =E[P(Xp =0|Z)] = E[ exp(—u(B))]

- ]E[exp ( —/BZ(f)dfﬂ.

Fglgende proposition giver udtryk for produkttetheden og for parkorrelationen for en Cox pro-

CES.

Proposition 4.1.5

For en Cox proces X er produktatheden givet som

PP (&, n) =E[Z(§)Z(n)].

Parkorrelationen for X er givet ved

Bevis
Ved at betragte det andenordens faktorielle momentmél for C' C R? x R? fas af loven om total

forventning at

- #
a?()=E| 3 16 €
_&n #
~E E{ > 1) € C]lZ]

EmeX

Ved at anvende Proposition |3.1.5[ligning 1} og lade pg?‘)z(g ,m) vere andenordens produkt-

teetheden for Poisson processen X |7 fas at

a(0)=E| [[1lie.m e e n)didn]

-5| / / 1(E,n) € CJZ@)Z(n)dadn]

- [ Bz z@m]dcan

Proposition [3.1.4]er anvendt i andet lighedstegn.

41



Ud fra Definition fis da at p® (¢£,m) = E[Z(€)Z(n)] for Cox processen X . Det fglger da
af Proposition 4.1.3] at parkorrelationen er givet

Bemark at p) (¢,m) = E[Z(€)Z(n)] kun er opfyldt pu-naesten overalt, det vil sige udenfor en
nulmangde.

Hvis g er translationsinvariant fas andenordens intentsitetsgenvagtet stationaritet af Proposition
som ogsa giver en formel for udregning af bade K og K (ligning (3.9)).

Antallet af punkter i A C S skrives som tidligere N(A). Fglgende proposition omtaler, at
variansen af antallet af punkter i A C S er stgrre end (eller lig med) det forventede antal

punkter for en Cox proces.

Proposition 4.1.6

For en Cox proces X galder

for A C S.

Bevis

Fgrst anvendes loven om total varians [2]][s. 193].

Var(N(A)) = Var(E[N(A)|Z]) + E[Var(N(A)|Z)]
> E[Var(N(A4)|Z)]

Ved at bemarke at X|Z er en Poisson proces ma N(A)|Z vare Poisson fordelt. Dermed er
N(A)|Z ~ po( [, Z(£)d€), hvorom det geelder at Var(N (A)|Z) = E[N(A)|Z]. Da fas

Var(N(A)) > E[/

- /A E[Z(€)]d¢
—E[v(4)

Z(§)de]

Bemerk at for en Poisson proces er Var(N(A)) = E[N(A)], hvormed N (A) er Poisson fordelt.
Cox processen udviser altsa, hvad der kaldes overspredning sammenlignet med Poisson pro-

cessen. Overspredning skal forstas pa den made, at variansen af antallet af punkter typisk vil
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vare stgrre end middelvardien for antallet af punkter i en Cox proces. Dette betyder, at antallet
af punkter typisk vil variere mere i en Cox proces end en Poisson proces. Som fglge heraf vil

punkterne 1 en Cox proces som regel optrede mere clusterede end 1 en Poisson process.

Fglgende proposition giver et udtryk for kovariansen af antal punkteri A, B C S, nar X er en

Cox proces.

Proposition 4.1.7

For en Cox proces X gelder at

Cov(N(A / / Cov(Z(€), Z(n))d&dn + (AN B)

hvor A, B C S.

Bevis

Fgrst anvendes fglgende formel for kovarians [2][s. 197]

Cov(N(A), N(B)) = E[N(A)N(B)] — E[N(4)|E[N(B)]
—E[ > 1[¢ € A€ Bl - u(A)u(B)

EneX
:ELE%MfeAnGBﬂ+EL§;1KeAneBﬂ—MAW@)

= aP(A x B) +E[N(AN B)] — w(A)u(B).

Sidste lighed felger af Definition Ved at anvende Definition [3.1.2{ sammen med Proposi-
tion og Proposition fas at

Cov(N(A // n)dédn + (AN B) — /EHM%AEZ

B[22 dsan — | [ E[2()]d¢E(Z@)]dn+ (a0 B
[2(6) 2 (n)] ded / / Z(n)]dédn + (A B)

(Z(&)Z(n)] —E[Z(¢)|E[Z(n)]dédn + (AN B)

I Il
ﬁ

T —r—s 55—
T— T
=

Cov(Z(€), Z(n))d&dn + p(AN B).

Kovariansen af N(A) og N(B) kan dermed udtrykkes ud fra kovariansen af Z (&) og Z(n), nar

X er en Cox proces pa S.
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4.2 Log Gaussiske Cox processer

I dette afsnit introduceres log Gaussiske Cox processer, der er et specialtilfelde af Cox proces-
sen X. Cox processerne blev indfgrt i Afsnit hvor X blev drevet af et stokastisk felt Z.
Ved at lade Y = log(Z) veere et Gaussisk stokastisk felt, fas en log Gaussisk Cox proces. Fgrst

defineres et Gaussisk stokastisk felt.

Definition 4.2.1 (Gaussisk stokastisk felt)
Et Gaussisk stokastisk felt Y er et stokastisk felt, som opfylder, at dets endelig di-

mensionelle fordelinger Fy,, ..., Iy, fglger en multivariat normalfordeling for alle £ og
(t1,...,t) [1[s. 7]

De endelig dimensionelle fordelinger relateret til Gaussisk stokatiske felter kan findes i Appen-
diks BTl

Da Gaussisk stokastiske felter nu er defineret, kan den log Gaussiske Cox proces indfgres.

Definition 4.2.2 (Log Gaussisk Cox proces)
Lad X vere en Cox proces pd R? drevet af Z = exp(Y), hvor Y er et Gaussisk stokastisk

felt. Der siges X at vaere en log Gaussisk Cox proces.

Mere generelt kan andre specialtilfelde af Cox processer defineres, ved at lade intensitetsfunk-
tionen for X|Y vere pa formen h(Y'), hvor h er en ikke negativ funktion. For log Gaussiske
Cox processer er h(Y') = exp(Y).

Fordelingen af (X, Y) viser sig at kunne bestemmes udelukkende ud fra middelveardifunktion

m(&) og kovariansfunktionen ¢(&, n) for det Gaussisk stokastiske felt Y.

Proposition 4.2.3
For en log Gaussisk Cox proces X drevet af Z = exp(Y’) er fordelingen af (X,Y)
fuldstendig afgjort af

m(§) = E(Y(£)) og c(&,n) = Cov(Y(£),Y(n)) (4.1)

for det Gaussisk stokastiske felt Y.

Bevis
Idet X er drevet af det Gaussisk stokastiske felt, er fordelingen af X givet ud fra det Gaussisk
stokastiske felt.

Det fglger af Afsnit[B.1.1] at et Gaussisk stokastisk felt er givet ved dets endelig dimensionelle
fordelinger. Disse endelig dimensionelle fordelinger er netop den multivariate normalfordeling,

som udelukkende er bestemt af m og ¢ for det Gaussisk stokastiske felt. |
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Proposition 4.2.3] viser dermed, at Cox processer kan bestemmes ud fra middelvardi- og kova-

riansfunktioner. Dog er der visse betingelser til ¢(£, 7), som ggr det til en kovariansfunktion.

4.2.1 Betingelser pa kovariansfunktionen

I dette afsnit antages det, for simpelhedens skyld, at ¢(§,n) = ¢({ — 1) er translationsinvariant

og pa formen

Verdien 02 > 0 er variansen, 7 er en kendt korrelationsfunktion og o > 0 er en korrelationspa-
rameter. En funktion 7 : R — [—1,1] med r(0) = 1 for alle £ € R? er en korrelationsfunktion
for et Gaussisk stokastisk felt, hvis og kun hvis 7 er positiv semidefinit. Se bevis herfor i [[1][s.
7]. Funktionen r er positiv semidefinit hvis Z” a;a;r(&, &) > 0foralle ay,...,a, € Rog
alle &,...,&, € RY for n € N. Om en funktion er positiv semidefinit besvares bedst ud fra

spektralanalyse, og kan eksempelvis ses i [[1][s. 28].

I dette speciale anvendes isotropiske korrelationsfunktioner. Det vil sige at 7(£) = r(||€]]),
hvorfra kovariansen mellem Y (§) og Y (n) kun athenger af afstanden ||§ — 7||. Korrelations-

funktionerne der anvendes er fra den power eksponentielle familie, som er pa formen
r(€) = exp(—[i¢]°), 0<é<2. (4.2)

Parameteren ¢ kontrollerer smoothing af realisationerne af det Gaussisk stokastiske felt, og er
typisk en fast verdi.

I specialtilfeeldet hvor 6 = 1 kaldes korrelationsfunktionen en eksponentiel korrelationsfunk-
tion, hvis § = 1/2 kaldes den en stabil korrelationsfunktion og hvis 6 = 2 kaldes den en

Gaussisk korrelationsfunktion.

Fglgende proposition giver et udtryk for intensiteten og parkorrelationen for en log Gaussisk
Cox proces. Disse udtrykkes kun ud fra middelvaerdien og kovariansfunktionen for det tilhg-

rende Gaussisk stokastiske felt.

Proposition 4.2.4
Lad X veare en log Gaussisk Cox proces drevet af Z = exp(Y). Da er henholdsvis

intensitetsfunktionen og parkorrelationsfunktionen givet som

p(§) = exp(m(§) + c(£,€)/2) og g(§,n) = exp(c(§,n)). (4.3)

Desuden gelder at X er stationar, hvis og kun hvis det underliggende Gaussisk stokasti-
ske felt Y er stationzrt.
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Bevis
Forst vises at ligning (4.3)) er opfyldt. Idet X er en Cox proces, kan Proposition [#.1.3anvendes

sadan at

p(§) = E[Z(E)] = Elexp(Y(£))]

hvilket er den moment genererende funktion for Y (£). Denne giver ud fra eksempel 3.66 i [2][
s.238]fort =1 at

My (t) = exp(tu + o*t?/2)

med middelvaerdi p og varians o2.

Dermed fas

p(&) = exp(m(§) + c(€,€)/2). (4.4)
Herefter anvendes Proposition sédan at
E[Z(£)Z(n)] = Elexp(Y (£)) exp(Y (n))]
= Elexp(Y(£) + Y (n))]-
Ved at anvende ligning {#.4), og at

Cov(Y(£) +Y(n), Y(£) +Y(n) = Cov(Y(£), Y () + Cov(Y(n), Y (n))
+2Cov(Y'(£), Y(n))

samt
E[Y (&) +Y(n)] =E[Y ()] +E[Y(n)]
fas at
E[Z(£)Z(n)] = exp(m(&) +m(n) + (&, £)/2+ c(n,n)/2 + c(&,n))
= exp(

(
m(§) + c(€,€)/2) exp(m(n) + c(n,n)/2) exp(c(&; 1))
= p(&)p(n) exp(c(€,n)). (4.5)

Af Proposition fas da

E[Z(§)Z(n)]
p(§)p(n)

Antag nu at X er stationar. Da er intensitetsfunktionen p(£) = p konstant og parkorrelationen

g(&,m) = = exp(c(§, 7))

g(&,m) = g(§ — n) translations invariant. Da ligning (4.3)) er bevist, geelder at

9(§ —n) = exp(c(§ —n))
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hvormed kovariansfunktionen for Y er translationsinvariant. For £ = 7 er parkorrelationen

9(&,€) = g(0) = exp(c(&, €)) = exp(0”(€)) = exp(c?)

konstant, hvormed o2 er konstant. Da gelder at middelvardien er givet ved

m(§) =log(p) — 0*/2 = m,

som er konstant [8]][s.456-457]. Antag omvendt at Y er stationer. Da gelder at middelvardien

er konstant og kovariansen er tranlationsinvariant jevnfgr [1]. Det vil sige

c(§,m) = c(§ —n).

Dermed er 0%(§) = ¢(€ — &) = ¢(0) = o2 konstant. Da fas af ligning (£.4)

p(&) = exp(m + 0%/2) = p, (4.6)

hvormed X er stationer.
[ |

Bemark at Proposition etablerer en én-til-én korrespondance mellem (m,c) og (p, g),
hvormed Proposition4.2.3| giver, at fordelingen af (X,Y") er entydig bestemt af (p, g). Desuden
kan ikke-parametriske estimater af m og ¢, via Proposition4.2.4] opnas ud fra ikke-parametriske
estimater af p og ¢ givet i Afsnit[3.4]

Under antagelsen af en translationsinvariant korrelationsfunktion ¢(¢, ) = ¢(£ —n), fas transla-

tions invarians af g. Dette giver andenordens intensitetsgenvagtet stationaritet per Proposition
[3.1.8] Dermed kan K udregnes via ligning (3.8§).

4.2.1.1 Simulation af log Gaussiske Cox processer

For at simulere en log Gaussisk Cox proces er det fgrste, der skal simuleres det underliggende
Gaussisk stokastiske felt. Dette skyldes, at fordelingen af en log Gaussisk Cox proces kun af-
hanger af fordelingen af det Gaussisk stokastiske felt Yz = {Y'(£) : € € B} for et begrenset
omrade B.

For at approksimere Y5 gives en trinfunktion Ygtep , som antager konstant veerdi Y () indenfor
disjunkte omrader C, centreret rundt om en endelig mangde af lokationer € B, sddan at
B = U,;C,. Ud fra en simulation af Y;;'” kan metoderne i Afsnit[2.2.2Janvendes til at simulere
en Poisson proces med intensitetsfunktion exp(Y;'®). Dermed skal det Gaussisk stokastiske
felt Y = (Y (1))nes simuleres. Simulation af Gaussisk stokastiske felter gennemgs ikke i dette
speciale, dog kan metoder hertil findes i [14][s. 257-259] og [[7][s. 278-279].

47






Composite Likelihood

For en Cox proces X pa en mengde B C S hvor |B| < oo er tetheden for Xp givet med

hensyn til Poisson processen som

te) =[x (181 - [ z000) T] 2(6)].
fex

Tetheden er givet for endelige punktkonfigurationer x C B jevnfgr [[14][s. 60-61]. Et eksplicit
udtryk for f(z) er ofte ukendt, og integralet [ 5 Z(£)d¢ optreder som regel ikke pa lukket form
i fglge [6][s. 1502].

Af denne grund introduceres composite likelihood metoden som en form for approksimation
til teetheden for Cox processen. Metoden indfgres med henblik pa at anvende den til at tilpasse
log Gaussiske Cox processer til data. Bemark at metoden introduceres generelt for rumlige
punktprocesser, men i [6] antydes det, at metoden anvendt pa Poisson og log Gaussiske Cox
processer resulterer i gode parameterestimater.

Dette kapitel er baseret pa [6]].

5.1 Composite likelihood estimation

I dette afsnit redefineres f@grst visse summary statistics for senere at anvende disse til at konstru-

ere en composite likelihood.

Lad X veare en punktproces pa S C R2.

Fgrst defineres andenordens produkttetheden for punktprocessen X direkte som

pP(&m) = lim (5.1)

|d¢]dn|—0

(E [N (d€)N(dn)] )
|de]|dn| '

Her er N som tidligere antallet af punkter, og d§ er et infinitesimalt omrade, som indeholder

punktet £.
Det ses, at udtrykket for p( i ligning (5.1)) stemmer overens med Definition idet

P2ad(C) GQE[ZZZEX L[(¢,n) € C]

- »?
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under antagelsen at £ # 7 i ligning (5.1). Hvis det samme punkt ikke forekommer i X mere
end én gang, kan produkttetheden p(?) fortolkes som, at p® (£, n)dédn er sandsynligheden for,
at d¢, dn hver indeholder et punkt fra X hvor £ # n.

Herefter defineres K -funktionen pa anden vis som
1
K(r) = ;E[No(r)], (5.2)

hvor Ny(r) er antallet af punkter indenfor afstand r af et vilkarligt punkt.

5.1.1 Composite likelihood metoden

I dette afsnit vil der blive gennemgaet en composite likelihood metode, som bruges til at fitte
rumlige punktproces modeller til punktmgnstre. En composite likelihood er en likelihood dan-
net af individuelle log-likelihoods, som hver er en marginal eller betinget log-likelihood. For
at konstruere en composite likelihood er det ngdvendigt forst at definere en mangde af mar-
ginale eller betingede handelser, for hvilke log-likelihooden nemt kan opnéaes. Lad W vere
observationsvinduet. For at opna fgrnavnte mangde af handelser i forbindelse med rumlige
punktprocesser, da betragtes to lokationer, £ og 1 som begge er i IW. Tethedsfunktionen for at
to punkter fra punktprocessen X optreder i £ og 7 bliver da

o PPE—m0)
f(&n;0) = T T 0@ (u—v; 0)dudu’

(5.3)

Dette fplger af at produkttetheden er sandsynligheden for at to punkter i R? er indeholdt i X.
Produkttetheden normeres med dets integrale for at danne en tethed.

I ovenstiende indgar @ i udtrykket for f(£,7;60) og p®(€; ). Dette betyder, at f og p® beg-
ge afha@nger af den ukendte parameter #, som bestemmer fordelingen af X. For funktionen
f(&,m; 0) givet ved ligning ses det, at denne er en tethedsfunktion. Det fglger af, at p® er

en streng ikke-negativ funktion, og integration af f over £ og ni W er lig 1. Dette ses ved

[ [ renoasi=[ [ 5 pr<2>u—Zee)>dudvd5d”

ff p(Q)u—UQdudv// (€ = ms0)dgdn

= 1.

Dermed bliver den parvise log-likelihood

L(&,n;0) = log[p@)(f —n;0)] —log // (u—v;0) dudv] (5.4)
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en log-likelihood funktion. Lad nu N®)(d¢, dn) = N(d€)N(dn) - 1[¢ # 5] vere antallet af
punktpar i d€ U dn, hvor der gelder at £ # 7. Alle log-likelihoods for par af £ ogni X N W

summeres, og composite likelihood opnas ved

//w log[p@ (€ — n; )| NP (de, dn) — / WN(2)(d§,dn) log [//w p® (u — v;0)dudv].

I praksis er par med stor afstand mellem sig ikke af interesse. Disse par er ofte nasten uaf-
hangige, og derfor vil det ikke medfgre betydelig tab af information, at eliminere sadanne par.
Bidragene fra par med kortere afstand mellem sig kan fa mindre betydning ved at inkludere
for mange par af punkter med stor afstand mellem sig. Derudover kan fjernelsen af par med
stor afstand mellem sig fgre til stor reducering i beregningsarbejdet. Derfor vil fokus vare pa
de par, som ligger indenfor en specificeret afstand r af hinanden. Betinget pa at et observeret
par af punkter ligger inden for afstanden r af hinanden, da fas fglgende teethedsfunktion for, at
punkter i X forekommer i bade £ og 7

‘ PP (€ —n:0)
&) = J = e S

hvor || — n|| < r. Tetheden leder til fglgende parvise log-likelihood tilsvarende ligning (5.4)

L(&m:0) =10glp® (€ =m0 o | [ 1llu=ull <o u—wso)tuar]  55)

hvor ||§ — n|| < r. Bemeark at ligning kan ses som en vegtet version af ligning (5.4), pa
den made at hvert par af punkter far en vaegt pa 1, hvis de ligger inden for en afstand af  og en
vagt pa 0 ellers.

Lad w(§) veere en predefineret ikke-negativ vaegtfunktion som tager veerdier forskellig fra nul

kun hvis ||£]| < r for et givet r. Fglgende kan da ses som en generaliseret version af ligning

63
L(e.:0) = (108l (€~ o)) —1og [ [ wlu= ) (u—vsoptudn] ) (e~ ).
(5.6)

Det ses, at hvis w(¢) = 1[||¢]| < ], da bliver ligning til ligning (5.5). Ved at bruge
en bestemt vaegtfunktion, som tilfgjer mindre vagt til par af punkter med stor afstand mellem
sig, opnas i praksis mindre pavirkning fra disse par. Dermed bliver estimationen mere robust
i forhold til valget af r. Ud fra den parvise log-likelihood defineret i ligning (5.6) kan den

folgende generelle vegtede composite likelihood defineres som

Lir:6) = / /W w(é — 1) log [P (€ — m; )] N (de, d)

- //Ww(g — )N@(de, dn) - log [//Ww(u —0)p® (1 — v; O)dudv|.  (5.7)
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Composite likelihood metoden benyttes dermed til at estimere den ukendte parametervektor 6,
som ligesom i maksimum likelihood estimation, er defineret som den verdi af # som maksi-
merer C'L(r, ). Et maksimum-likelihood estimat af 6 er givet som 0. For at udregne 0 skal
integralet med v og v 1 ligning udregnes. Dette kan i1 princippet ggres ved brug af nu-
meriske metoder jevnfer [6][s. 1504]. Dette kan dog kreve en del beregninger, hvormed en

alternativ metode introduceres.

5.1.2 Alternativ composite likelihood

Dette afsnit giver et alternativ til formen af composite likelihood funktionen introduceret i forri-
ge afsnit. Lad W’ vere defineret som i Afsnit Herefter defineres den veegtede K -funktion

SOom
Ko(ri6) = = / w(€)p®)(€: 0)de (5.8)
gl <r

for en givet vegtfunktionen w.

Alternativet til composite likelihood formen opnés ved at modificere ligning (5.7). Den faktor
fra ligning som modificeres er [, w(u — v)p® (u — v;#)dudv. Ved at u integreres over
W', og v integreres over W fas det fglgende

/ / w(u —v)p® (u — v, 0)dudv = / / w(u —v)p? (u — v, 0)dvdu. (5.9)
w Jw rJw

Ved atlade z = u —vog W_,, = {2 : 2+ u € W} da fas, at ligning bliver

/ / 0)dvdu —/ / (x,0)dzdu. (5.10)

Dawu € W' saerb(0,r) C W_,, og der gelder at w(x) = 0 pa W_, \ b(0,7), hvormed ligning

(5.10)) bliver
/ / (z,0)dxdu = |W’\/ ) (z,0)dx
" Jb(0 r) b(0 'r)

= P?|W/|K.(r. ). 5.11)

Hvis den teoretiske veerdi for K, (7; 6) er kendt, kan den modificerede udgave af composite like-
lihooden, hvor ligning (5.11)) indgar som faktor, hurtigt udregnes. Bemerk at hvis vagtfunktio-
nen for den vaegtede K -funktion K, er givet w(§) = 1[||€]| < 7], dabliver K,,(r; 0) = K (r;6).
Idet at udtrykket for K er kendt for bade Poisson processen og Cox-processer (gennem g), vil
dette lette beregningen i disse tilfelde. Denne beregningsmetode ben@vnes indre omrdade me-
toden. Bemeark, at det i ovenstaende udregninger er antaget, at integrationsgranserne er ombyt-

telige.
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5.2 Konsistens for 0

Som tidligere navnt er malet med composite likelihood at estimere den ukendte parametervek-
tor 6. Hvis denne estimeres som maksimum af C'L(r; #), viser det sig, at der gelder konsistens
for estimatoren 6.

Lad 6, vere den sande parametervektor for modellen og © vare parameterrummet for 6. Antag,
at © er kompakt (lukket og begranset), og at ¢, er et indre punkt i ©. Bemark, at antagelsen
om at 0 er indre punkt i © ikke altid er opfyldt, da © er lukket.

De asymptotiske egenskaber for 0 undersgges for en fglge af observationsomrader W,,. Lad
OW,, vere randen af W,,, |W,| vaere arealet af W,, og |0OW,,| vere lengden af randen af W,,.
Det antages at stgrrelsesordenen pa W,, og OW,, er

[Wa| = O(n?) og [0W,| = O(n). (5.12)

Denne antagelse medfgrer at observationsomradet vokser i alle retninger, nar n vokser. Lad
W) ={¢| &+ne W, &€ W,, |nll <r}. Ved at tage udgangspunkt i ligning (5.6), og

integrere u over W, og v over W, fas

L) = (1oglp® (€ — )] ~tog [ [ [ wlu— 0w - vit)duds]) - wi - )

= (1oglp® (€ — m:0)] — log [ | Wy Ku(r,0)] ) - (& )

— (1oglp® (¢ — m:0)] — log | p2IW; ]| — 10g [ Ku(r.0)] ) - wi& — ) (5.13)
hvor anden lighed fglger af ligning (5.1T).
Der kan ses bort fra konstanten log [p2|W/L\] -w(& —n) iligning (5.13)), da den ikke har nogen

konsekvens for maksimering af L med hensyn til . Dermed fas det at

L(&.m:6) = (1ogp®(§ — m:6)] — log [ Ko (r.6)] ) - w( —m). (5.149)

Ved at differentiere udtrykket i ligning (5.14)) med hensyn til  fas parvis composite score funk-

oy (PP =m0)  KL(r;6)
U(g,mo) = (p<2)(£—n;9) TR 9)) cw(& —n). (5.15)

Notationen f'(&, 6) for en funktion f angiver differentation af f med hensyn til 6. Det vil sige

F(6.0) = 5(&.0).

Ved at ’addere’ alle parvise composite score funktioner fas da composite score funktionen

tionen som

(6 ; ) 2
00 = 171 o L e gy ¥ a0

K(r;0
—mlf,,/w //w(f—n)N(z)(df,dn)%. (5.16)
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Her multipliceres med faktoren for at normalisere dobbelt integration over W,, og W.

\W’
Estimatoren givet som 0, for 6 pa W, er da defineret som Igsningen til Un(0) = 0. Middelver-

dien af U, (¢) kan udregnes ved

P(Q) P (€ —m0) N@
ELn ) [IW’I/ 6= =y ¥ 0

/(0
—ﬁ/ /lw(f—n 2 (e, d >§ Er'é)i . (5.17)

Ved at anvende Proposition ligning B3) oglade v =& —nog W, S ={z: 2+ &€ W, }

fas

. (£ "5 ) 2) o
Bl !W’\/n/f wit p(2>(£ )/ &0
- - o Ky (r;9)

- P (2:0) o)
= /|/,/W€w(x)m,0 (@;0p)dxd

! (r;0)
N I/w, /W . (z; 90)dxd§m
V(z:0) (o

— w(z)p? (x; xM
4 ()0 s o T2

@ (-
P (z;0) 2) 2
= w () —7——2p" (x5 00)dx — p” K\ (13 6p)

/Ilr<r ( p® (x;6) (0 ’

Sidste ligning fglger af definitionen af den vagtede K -funktion i ligning (5.8).
Hvis 6 = 6, sa fas af udtrykket for E[U,(6)] at

K, (r;0)
Ky (TS 9) ‘

2) (-
p (%,90) 2 2 w
E\U, (0 —/ w(z) =" 0P (109 dr — PP Ky (1 0p) =22
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Der gelder felgende om estimatoren 0, for 0 pa W.

Seaetning 5.2.1
Antag at betingelsen i ligning (5.12)) er opfyldt, at X er ergodisk, at E[U,,(6)] = 0 kun
hvis 6 = 6, samt at p@’ (z, 0) /p® (z,0) og K’ (r,0)/K,(r, ) er begreensede og konti-

nuerte funktioner. Sa er én en konsistent estimator for 6.

Bevis
For bevis se [[6][s. 1511]. [ |

En definition af ergodisk kan findes i Definition[A.2.1]
Det undersgges, om betingelserne i Setning [5.2.1] er opfyldt netop for den log Gaussiske Cox
proces. Fglgende s@tning giver et kriterie til at afggre hvorvidt en log Gaussisk Cox proces er

ergodisk.
Satning 5.2.2

Lad Y veare et stationzrt Gaussisk stokastisk felt p4 R? med en korrelationsfunktion som

gar mod nul
r(&) — 0 for [[£] — oc. (5.18)

Da er den tilsvarende log Gaussiske Cox proces ergodisk [8][s. 459].

Bevis
For bevis se [[8]][s. 459-460] [ |

Bemark at den power eksponentielle familie af korrelationsfunktioner pa formen givet i ligning
(@.2) optylder betingelse (5.18)) i Setning [5.2.2] Dermed er homogene log Gaussiske Cox pro-
cesser, med denne form for korrelation, ergodiske. Bemzrk desuden at betingelse (5.18)) svarer

til betingelsen
g(&) — 1 for |[£]| = o0 (5.19)

péa baggrund af Proposition 4.2.4]

For en log Gaussisk Cox proces er p®(&,n) = p(€)p(n) exp(c(€,n)) per ligning hvor
p(&) = exp(m(§) + c(&,€)/2). Hvis det underliggende Gaussisk stokastiske felt Y er statio-
nert, er middelvaerdien m (&) og variansen o2 (&) konstante per definition. Det ses ud fra Propo-
sition @ at hvis det Gaussisk stokatiske felt er stationart, er den tilhgrende log Gaussiske
Cox proces homogen. Sé er p? (&,1) = p?exp(c(&,7)). Ved at lade den translationsinvariante

kovariansfunktion vare givet ud fra den power eksponentielle familie af korrelationsfunktioner
fra ligning (4.2) fas

e(€,m) = e(€ =, 0) = e(z) = o exp(~|la/al?), 0<I<2.
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Da fas andenordens produktetheden som

p®(x,a) = p? exp (02 exp (— IIx/a||5)>-

Ved at differentiere med hensyn til « fas af keedereglen

(2)
dp 0(5704) _ p2 exp (0-2 exp ( _ ||:E/Oz||5)>0'2 exp ( . HJZ/O{H(S) (5|a|_(6+1)||1‘||6%), (5.20)
Dermed fas

() PPexp (oPexp (= llz/all) o exp (= llz/all) Bla] -]’ )

P (2, ) p? exp (02 exp ( - \]m/a!\5)>

«

o’

= o%exp (= [lz/a]’) (8ol "V

_ o?dafa|*lz/a’

exp([lz/all?)

(5.21)

Det ses, at udtrykket i ligning (5.21)) er kontinuert bade med hensyn til z og « ved hjelp af Set-
ning 6.19, S@tning 6.20, Setning 6.21 samt Setning 5.4 og 5.5 1 [10][s.71-94]. Kontinuiteten
er naturligvis kun geldende for o # 0, som ogsa er tilfeldet i resten af afsnittet.

Idet at O er antaget kompakt (i R™), er ligning (5.21)) begraenset med hensyn til « pa © pa grund
af kontinuiteten per Setning 6.26 i [10][s.96]. Desuden gelder det, at udtrykket i ligning (5.21))
er begreenset med hensyn til x, da eksponentialfunktioner gar hurtigere mod oo end potensfunk-

tioner per Satning 7.23 1 [10][s. 125].

Den vagtede K -funktion er defineret som
1
Kulrst) = 2 [ w(@p® (G0
P Jllel<r

For den homogene log Gaussiske Cox proces bliver dette
Ky(r;a) = / w(z) exp (02 exp (— ||x/a]|5)>dx.
llll<r

I dokumentationen for spat stat-pakken er vegtfunktionen givet som w(z) = 1[||z|| < R],
hvor R = %rmax. Verdien 7, kan specificeres, men er per default sat til }l af lengden af den

korteste side af observationsvinduet. Dermed bliver den vegtede K -funktion

Ky(R;a) = / exp (02 exp (— ||x/a||5)>dx, (5.22)
lzl<R
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hvor funktionen indenfor integralet er kontinuert per Setning 6.19, Setning 6.20, Sztning 6.21
og Satning 5.5 i [10][s. 71-94]. Da O er lukket, fglger det af Setning 10.13 sammen med
Setning 8.15 i [10][s. 210 & s. 143 ], at K,,(R; «) er differentiabel med hensyn til «, som
medfgrer kontinuitet per S@tning 7.15 1 [[10][s.113].

Udtrykket for M"’a—f”‘) kan findes ved at differentiere K, (R; «) fra ligning (5.22)) med hensyn

til cv. Ved anvendelse af ligning (5.20)) fas

OKu(Ria) a(fungReXp (02 exp (— Hx/aH‘s))da:)

oo oo

:/ 8<exp (J2exp(— ]\x/@\]‘s)))
lzl<R

dx

Oa

a
= / p*exp <02 exp (— Hx/a||5))a2 exp (— |lz/al) (8]a) Y|z’ —)dx.  (5.23)
Jall <R |

Det ses, at integranden i ligning (5.23)) er kontinuert, pa baggrund af samme sa@tninger som
medfgrte kontinuiteten for integranden fra ligning (5.22). Da © er lukket, fglger det igen af
Setning 10.13 sammen med Setning 8.15 1 [10][s. 210 & s. 143 ], at aK“é—(fm er differentiabel
med hensyn til a.. Dette medfgrer kontinuitet per Satning 7.15 1 [10][s.113].
Da fas, at udtrykket fra Setning

K, (R;q)

) 629

er kontinuert med hensyn til . Da (5.24)) er kontinuert, og O er lukket og begrenset, sa fglger
det af Setning 6.26 i [10][s. 96], at udtrykket i (5.24)) er begrenset med hensyn til «.

Det er dermed vist, at betingelserne i Setning[5.2.T]er opfyldt for en homogen log Gaussisk Cox
proces med power eksponentiel korrelationsfunktion. Det betyder, at estimatoren 6 er konsistent

for den homogene log Gaussiske Cox proces.
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Databehandling

I dette kapitel bliver specialets databehandling gennemgaet. Databehandlingen er lavet pa bag-
grund af data, som stammer fra ejendomsmaglerfirmaet Home. Alt bearbejdningen af data er
lavet i R via platformen RStudio. I kapitlet undersgges forst datasettes rumlige struktur ud fra
summary statistics, hvorefter ni forskellige log Gaussiske Cox processer tilpasses datasattet
ved hjelp af composite likelihood metoden. Denne modeltilpasning eftertjekkes med punkt-
vise envelopes. Alle funktioner til databearbejdningen er i forvejen implementeret i R-pakken
spatstat [4].

6.1 Databeskrivelse

I dette speciale arbejdes der ud fra et datasat over hussalg i Danmark i perioden 2004 til 2016.
Datasattet bestar af 163888 observationer over 48 variable. Grundet den teoretiske rammeset-
ning tager dette speciale kun hgjde for husenes geografiske placering gennem UTM-koordinater
som variable. For at begrense beregningstiden for selve modelfitting algoritmen, restringeres
der til boliger indenfor Aalborg Kommune. Dermed bestar det behandlede datasat kun af 7223
observationer over 2 variable i form af x- og y-koordinater. Fgrste trin i databehandlingen er
at indlese datasa@ttet, og omdanne le&ngde- og breddegradskoordinater til UTM koordinater.
R-koden for dette kan ses i Listing [C.I]i Appendiks [C| En gennemgang af hvordan datasattet
bliver omdannet til et punktmgnster kan findes i Appendiks[C| Et plot af punktmgnsteret, som
reprasenterer hussalg i Aalborg Kommune, kan ses péa Figur[6.1]

HuspriserAalborg

Figur 6.1: Punktmgnster bestaende af hussalg i Aalborg Kommune.
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Det bemerkes at der er to outliers i punktmgnsteret set pa Figur[6.1] Disse to punkter viser sig at
ligge i Aarhus Kommune, sa disse fjernes og observationsvinduet justeres. R-koden for denne

procedure kan findes i Listing Et plot for punktmgnsteret for det tilpassede dataszt ses pa
Figur

HussalgAalborg

7y

' Q
i %O.ﬂ A 0
¥g ©

Figur 6.2: Reduceret punktmgnster bestaende af hussalg i Aalborg Kommune.

Bemark at punktmgnsteret pa Figur ser ud til at vere clusteret, det vil sige at parkorrela-
tionen g > 1. I det na®ste afsnit vil det blive undersggt, om punktmgnsteret udviser clustering.
Hertil anvendes de summary statistics, som blev introduceret i Kapitel [3] For at pracisere hvil-
ket punktmgnster der undersgges fremover, er det punktmgnsteret tilsvarende det reducerede
datasat bestaende af hussalg i Aalborg Kommune set pa Figur I punktmgnsteret er der
korrigeret for dobbeltpunkter. Det vil sige, at de boliger som er solgt flere gange over perioden

2004-2016, kun representeres en gang.

6.2 Indledende databehandling

I dette afsnit anvendes summary statistics til at undersgge punktstrukturen i punktmgnsteret over
hussalg 1 Aalborg Kommune. Fgrst gives et grafisk plot af intensiteten gennem density.ppp
kommandoen i spatstat. Funktionen density.ppp anvender det ikke-parametriske ker-

neestimat for intensitetsfunktionen givet i ligning (3.20).
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Intensitet
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Figur 6.3: Intensitet for punktmgnsteret bestaende af hussalg i Aalborg Kommune.

Intensiteten udviser samme clustertendenser som punktmgnsteret for datasettet, men for at un-
dersgge om dette gor sig geldende, estimeres andre summary statistics. Fgrst undersgges K -
og L-funktionen samt parkorrelationen g. Estimater for K -funktionen fas gennem Kest kom-
mandoen i R. Denne giver et ikke-parametrisk estimat for K -funktionen introduceret i Afsnit
@ Lest-funktionen giver et tilsvarende estimat for L-funktionen, og pcf-kommandoen

giver ikke-parametriske estimater af parkorrelationsfunktionen introduceret i Afsnit[3.4.4]

Kfunktion Lfunktion

1| 7 Loowd
T mes(r)
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(a) K-funktionen. (b) L-funktionen.

pcfest

— g(n)
== Gpois(r)

200
|

g(r)

50
I

(c) Parkorrelationsfunktionen.

Figur 6.4: Plot af K-, L- og Parkorrelationsfunktionen for punktmgnsteret bestaende af hussalg
i Aalborg Kommune.
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Det ses pa Figur at den empiriske K -funktion ligger over den teoretiske K -funktion for
Poisson processen. Dette indikerer clustering i punktmgnsteret. Desuden ligger den empiriske
L-funktion ogsa over den teoretiske L-funktion for en Poisson proces set pa Figur |6.4bl Der-
med fas det ogsa af L-funktionen, at punktmgnsteret udviser clustertendenser. Pa Figur|6.4c|ses
parkorrelationsfunktionen for punktmgnsteret over hussalg i Aalborg Kommune. Parkorrelatio-
nen er estimeret ud fra estimatet af K -funktionen gennem ligning (3.9). Det ses, at estimatet af
g ligger over den teoretiske vardi for Poisson processen, hvilket indikerer at punktmgnsteret er

clusteret.

For yderligere at undersgge hvorvidt punktmgnsteret udviser clustering, udregnes summary
statistics baseret pa interne punktafstande. Den empiriske F'-funktion kan bestemmes ud fra
kommandoen Fest, og dens tilhgrende plot ses pa Figur[6.5al Fest-funktionen giver forskel-
lige estimater af F'-funktionen. Vardien Fbord er det reducerede sample estimat givet i Afsnit
Pa samme made gives estimater af G- og .J-funktionen gennem kommandoerne Gest og
Jest, hvor G’bord og jrs er det reducerede sample estimat for henholdsvis G- og J-funktionen.

De resterende estimater set pa Figur|6.5|er ikke introduceret i specialet.
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Figur 6.5: Plot af F-, G- og J-funktionen for punktmgnsteret bestdende af hussalg i Aalborg
Kommune.

Pa Figur|6.5a og Figur|6.5b|ses den teoretiske vardi for F'- og G-funktionen under antagelse af
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en Poisson proces. Det vides per Proposition [3.3.4] at disse vardier teoretisk set er lig hinanden
for en homogen Poisson proces. Dermed ses, at det for estimaterne af F'- og GG-funktionen for
datasattet er opfyldt at F'(r) < G(r), hvilket per Afsnit 3.3 indikerer, at punktmgnsteret er
clusteret. Det ses at J-funktionen er mindre end 1 for alle verdier af r, hvilket ogsa indikerer

clustering.

Alle de anvendte summary statistics antyder dermed, at punktmgnsteret bestaende af hussalg i
Aalborg Kommune er mere clusteret end en Poisson proces. Det vil sige, at hussalgene i Aal-
borg Kommune i den pagaldende periode pavirker hinanden positivt. Dette skal forstas sadan,
at et hussalg har stgrre sandsynlighed for at forekomme i forbindelse med andre hussalg, end at

hussalgene forekommer uath@ngigt af hinanden.

I diskussionen efter Propositiond.1.6]blev det etableret at en Cox proces generelt vil forekomme
mere clusteret end en Poisson proces. Det kan altsa vise sig interessant at undersgge, hvorvidt en
Cox proces (log Gaussisk Cox proces) er en bedre model for punktmgnsteret end Poisson pro-
cessen. I det efterfglgende tilpasses forskellige log Gaussiske Cox processer til punktmgnsteret

for hussalg 1 Aalborg Kommune.

6.3 Model fitting af log Gaussiske Cox processer

I dette afsnit pabegyndes ops@tningen af den model, som er introduceret gennem teoriafsnittene
netop den log Gaussiske Cox proces. [ spatstat pakken findes en indbygget funktion kaldet
kppm, som fitter en Cox eller Cluster proces til datas@ttet. Dette udfgres ved brug af forskelli-
ge modeltilpasnings metoder. Den pageldende metode valges pa baggrund af teorien indfgrt i
Kapitel [5] til composite likelihood metoden. I kppm-funktionen kan typen af korrelationsfunk-
tion for det underliggende Gaussisk stokastiske felt fastsattes. I Afsnit[4.2.1] er der indfgrt tre
korrelationsfunktioner: Den eksponentielle, den Gaussiske og den stabile korrelationsfunktion.
Bemeark, at hvis modellen der fittes er en log Gaussisk Cox proces, skal kppm-funktionen si-

mulere det underliggende Gaussisk stokastiske felt gennem pakken RandomFields.

Afsnittet indeles i tre underafsnit, hvor log Gaussiske Cox processer med tre forskellige inten-
sitetsfunktioner fittes til datasattet. For hver intensitetsfunktion tilpasses tre log Gaussiske Cox
processer, hvor det underliggende Gaussisk stokastiske felt har eksponentiel, Gaussisk eller sta-
bil korrelationsfunktion. Afslutningsvist sammenlignes korrelationsfunktionerne for de i alt ni

forskellige modeller.
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6.3.1 Homogen log Gaussisk Cox proces

I dette delafsnit fittes tre homogene log Gaussiske Cox processer til datas®ttet, og disse evalu-
eres med punktvise envelopes for summary statistics. Afsnittet inddeles i tre underafsnit; et for

hver korrelationsfunktion.

Den fgrste indgang i kppm specificerer formen pa log af intensiteten. I det homogene tilfelde

angiver ~ 1, at log af intensiteten er konstant. Denne model vil da antage log-konstant formen

log p(&) = a(§) = a.

Idet at modellen er en log Gaussisk Cox proces, fglger det af Proposition [4.2.4] at

p(§) = exp(m(§) + c(£,£)/2).

Dermed fas en formel for middelvardien for konstant intensitetsfunktion p = exp(a)
m(§) = —0*/2+a

jevnfer [4][s. 473-474].

6.3.1.1 Homogen log Gaussisk Cox proces med eksponentiel korrelationsfunktion

Fgrst fittes en homogen log Gaussisk Cox proces med eksponentiel korrelation 7(§) =
exp(—||£]|) til punktmgnsteret. Koden i Listing [6. 1| fitter en log Gaussisk Cox proces med eks-
ponentiel korrelationsfunktion og konstant intensitet til punktmgnsteret pa Figur[6.2]

Listing 6.1: Homogen model med eksponentiel korrelation.

husfit <- kppm(HussalgAalborg~1l, "LGCP", statistic="pcf",
method="clik2")
if (require ("RandomFields")) {
husfit <- kppm(HussalgAalborg~1l, "LGCP", statistic="pcf",
method="clik2",
control=list (maxit=100), algorithm="BFGS")

Koden producerer en model for en homogen log Gaussisk Cox proces med fglgende parametre.
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$trend
[1] 1.447179e-06

$var
[1] 6.563197

$scale
[1] 18993.71

$mu
[1] -16.72749

Figur 6.6: Parametre for den fittede log Gaussiske Cox proces med eksponentiel korrelation.

Parametrene specificerer en log Gaussisk Cox proces med eksponentiel korrelation, hvor ko-
variansfunktionen er givet som ¢(§) = 6.563197 exp(—||{/18993.71]|), middelvaerdien m =
—16.72749 og intensiteten p = 1.447179 - 10~°. Det ses, at modellen fglger en homogen pro-
ces. Dette betyder, at processen har konstant intensitetsfunktion, hvilket leder til en konstant

middelverdi for det underliggende Gaussisk stokastiske felt.

Ved anvendelse af simulate-funktionen dannes 10 simulationer af modellen givet ved para-
metrene pa Figur[6.6] Simulationerne producerer punktmgnstre hvor antallet af punkter varierer

fra 406 punkter for Simulation 6 til 10757 punkter for Simulation 2. Dette ses pa Figur|6.7

sim

Simulation 1 Simulation 2  Simulation 3 Simule_ition 4

Simulation 5 Simulation 6 Simulation 7 Simulation 8

X

Simulation 9 Simulation 10

Figur 6.7: 10 simulationer af den fittede homogene log Gaussiske Cox proces med eksponentiel
korrelationsfunktion.

Det ses pa Figur[6.7} hvordan de 10 simulationer ligner clusterede punktmgnstre ligesom punk-
tmgnsteret bestaende af hussalg i Aalborg Kommune. Det ses dog, at simulationerne ikke virker
til at vaere clusteret omkring centrum af observationsvinduet i alle tilfelde. Simulationerne ad-

skiller sig pa den made, fra den clustering struktur der er i punktmgnsteret for hussalg i Aalborg
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Kommune.

For at afggre hvor godt den homogene log Gaussiske Cox proces med eksponentiel korrela-
tion passer pa data, kan envelopes ud fra summary statistics anvendes. Bemerk at modelfitting
funktionen kppm har anvendt parkorrelationsfunktionen g og herigennem K -funktionen til at
tilpasse modellen. Derfor benyttes i stedet de summary statistics, som er baseret pa afstande
mellem punkter, givet som F'-, G- og J-funktionen, til at eftertjekke modellen. F'-, G- og J-
funktionen for modellen med tilhgrende 2.5% -nedre og 97.5%-@vre envelopes udregnes ved
hjelp af envelope-funktionen over 39 simulationer. Disse simulationer er under antagelse af
en homogen log Gaussisk Cox proces givet ved parametrene i Figur[6.6] Dette giver nulhypote-
sen: At punktmgnsteret for hussalg i Aalborg Kommune fglger en homogen log Gaussisk Cox
proces specificeret ved parametrene fra Figur [6.6] Bemerk at de nulhypoteser som anvendes
fremover 1 kapitlet, antager en log Gaussisk Cox proces, hvor intensitets- og korrelationsfunk-
tionen er specificeret i det pagaldende underafsnit. Plottet for disse envelopes ses pa Figur[6.8]
Bemerk at envelope-funktionen for F, G og J giver bade et estimat af den empiriske F-,
G- og J-funktion og et gennemsnit af F-, G- og J-funktionen lavet ud fra de 39 simulatio-

ner. Gennem hele kapitlet anvendes 39 simulationer til simulere envelopes for de forskellige

modeller.
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Figur 6.8: Plot af F-, G- og J-funktionen for den homogene log Gaussiske Cox proces med
eksponentiel korrelation med tilhprende envelopes.
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Som nzvnt i Afsnit[3.4.6|kan envelopes af denne type kun anvendes som signifikanstest, hvis
afstanden r pa forhand er fastsat. Dermed kan plottene i Figur [6.8|ikke anvendes til at bekref-
te, at punktmgnsteret bestaende af hussalg i Aalborg Kommune fglger den log Gaussiske Cox
proces defineret ud fra parametrene i Figur [6.6] Dog kan disse envelopes anvendes til at se,
for hvilke verdier af  at nulhypotesen vil blive afvist. Ud fra plottet pa Figur ses det for
F-funktionen, at ingen vardier af r ville resultere i, at nulhypotesen afvises, givet at r er valgt
pa forhand.

Som for F-funktionen i Figur[6.8a] ses det for G-funktionen pa Figur[6.8b] at ingen veerdier af
r ville resultere i, at nulhypotesen vil blive afvist.

Ud fra Figur ses, at den empiriske J-funktion er indenfor de tilhgrende envelopes for .J-
funktionen for alle vaerdier af . Dermed vil ingen af disse verdier forarsage at nulhypotesen

afvises pa baggrund af envelopes for J-funktionen, givet r er valgt pa forhand.

Overordnet set viser disse tre summary statistics og deres tilhgrende envelopes, at den homoge-
ne log Gaussiske Cox proces med eksponentiel korrelationsfunktion passer godt pa punktmgn-
steret, som representerer hussalg 1 Aalborg kommune. Lgst sagt er fittet af den log Gaussiske

Cox proces ’passende’ pa data.

6.3.1.2 Homogen log Gaussisk Cox proces med Gaussisk korrelationsfunktion

I dette underafsnit @ndres korrelationsfunktionen til en Gaussisk pa formen

r(€) = exp(—||¢/al|?). Koden i Listing |6.2| fitter en homogen log Gaussisk Cox proces med

Gaussisk korrelation til punktmgnsteret over hussalg i Aalborg Kommune.

Listing 6.2: Homogen model med Gaussisk korrelation.

husfit <- kppm(HussalgAalborg~1l, "LGCP", statistic="pcf",
method="clik2")
if (require ("RandomFields")) {
husfit <- kppm(HussalgAalborg~1l, "LGCP", statistic="pcf",
model="gauss", method="clik2",

control=list (maxit=100), algorithm="BFGS")

Modellen fglger en homogen log Gaussisk Cox proces med Gaussisk korrelationsfunktion, hvis

parametre er givet pa Figur
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$trend
[1] 1.447179e-06

$var
[1] 2.484551

$scale
[1] 6564.21

$mu
[1] -14.68817

Figur 6.9: Parametre for den fittede log Gaussiske Cox proces med Gaussisk korrelation.

Parametrene i Figur [6.9] specificerer en homogen log Gaussisk Cox proces med kovariansfunk-
tion givet som c(§) = 2.484551 exp(—||£/6564.21|%), middelvardi m = —16.72749 og inten-
sitet p = 1.447179 - 1075.

Bemark, at intensiteten for modellen er identisk med intensiteten for den homogene log Gaus-
siske Cox proces med eksponentiel korrelationsfunktion. Dette skyldes, at estimatet for p 1 det
homogene tilfelde givet i ligning (3.19) ikke athanger af kovariansen, men kun af antallet af

punkter og stgrrelsen pa observationsvinduet.

Modellen givet ud fra parametrene i Figur|6.9|simuleres 10 gange, hvilket ses pa Figur[6.10

simgauss

Simulation 1 Simulation 2 Simulation 3  Simulation 4

-

Figur 6.10: 10 simulationer af den fittede homogene log Gaussiske Cox proces med Gaussisk
korrelationsfunktion.

Simulationerne producerer punktmgnstre med et antal af punkter, som varierer fra 3332 punkter
1 Simulation 1 til 7167 punkter i Simulation 6. Simulationerne udviser clustering, men som i

Afsnit[6.3.1.T] er punkterne ikke kun clusterede omkring centrum af observationsvinduet.
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Herefter anvendes envelopes for summary statistics til at undersgge, hvorvidt modellen givet
ud fra parametrene i Figur passer pa data. Envelopes for F-, G- og J-funktionen under

antagelse af modellen ses pa Figur|(6.11
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Figur 6.11: Plot af F-, G- og J-funktionen for den homogene log Gaussiske Cox proces med
Gaussisk korrelation med tilhgrende envelopes.

P4 Figur[6.11]ses det, at de empiriske F'-,G- og J-funktioner er udenfor deres tilhgrende envel-
opes for de fleste vardier af r. Af denne grund vil de fleste valg af r resultere 1, at nulhypotesen
vil blive afvist med signifikansniveau 0.05, givet at r vaelges pa forhand. Dermed indikerer disse
summary statistics og deres tilhgrende envelopes, at en homogen log Gaussisk Cox proces med

Gaussisk korrelationsfunktion ikke fitter punktmgnsteret specielt godt.

6.3.1.3 Homogen log Gaussisk Cox proces med stabil korrelationsfunktion

I dette underafsnit &ndres korrelationsfunktionen nu til den stabile korrelationsfunktion r(§) =
exp(—||€]|*/?). T Listing ses koden for at fitte en homogen log Gaussisk Cox proces med
stabil korrelation til punktmgnsteret over hussalg i Aalborg Kommune. I Listing[6.3]er korrela-
tionsfunktionen specificeret med en «-veerdi, svarende til ¢ i ligning (@.2)), pa 0.5 som angiver

at korrelationsfunktionen er stabil.

Listing 6.3: Homogen model med stabil korrelation.

husfit <- kppm(HussalgAalborg~1l, "LGCP", statistic="pcf",
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method="clik2", covmodel=list (model="stable", alpha=0.5))
if (require ("RandomFields")) {
husfit <- kppm(HussalgAalborg~1l, "LGCP", statistic="pcf",
covmodel=1list (model="stable", alpha=0.5), method="clik2",
control=list (maxit=100), algorithm="BFGS")

Parametrene for modellen 1 Listing ses pa Figur|6.12

$trend
[1] 1.447179e-06

$var
[1] 6.836904

$scale
[1] 23666.05
$mu

[1] -16.86435

Figur 6.12: Parametre for den fittede log Gaussiske Cox proces med stabil korrelation.

Kovariansfunktionen for modellen er givet som c(£) = 6.836904 exp(||¢/23666.05(|*/2), mid-
delverdien er givet som m = —16.86435 og intensiteten er givet som p = 1.447179 - 1075, Det
ses, at intensiteten for modellen er den samme, som den var for de homogene log Gaussiske

Cox processer med eksponentiel og Gaussisk korrelationsfunktion.

Pa Figur|6.13|er 10 simulationer af den fittede log Gaussiske Cox proces med stabil korrelation

vist.

simstabil
Simulation 2

P

Simulation 4

Simulation 5

Simulation 8
N

o

Simulation 9
= I

Figur 6.13: 10 simulationer af den fittede homogene log Gaussiske Cox proces med stabil kor-
relationsfunktion.
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Simulationerne viser punktmgnstre, hvor antallet af punkter varierer mellem 96 punkter i Si-
mulation 3 og 12186 punkter i Simulation 5. De 10 simulationer udviser, ligesom for de to
andre korrelationstyper, clustertendenser. Desuden ses, at punktmgnstrene pa Figur ikke
kun er clusterede omkring centrum af observationsvinduet. Ligesom for den eksponentielle og

Gaussiske model, afviger dette fra strukturen i punktmgnsteret for hussalg i Aalborg Kommune.

For at vurdere hvorvidt modellen specificeret ved parametrene pa Figur er passende for
data, anvendes som tidligere de tre summary statistics /-, G- og J-funktionen. Hertil benyttes
envelope kommandoen, som udregner F'-, G- og J-funktionen med tilhgrende 2.5%-nedre

og 97.5%-g¢vre envelopes. Dette kan ses pa Figur
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Figur 6.14: Plot af F-, G- og J-funktionen for den homogene log Gaussiske Cox proces med
stabil korrelation med tilhprende envelopes.

Det ses pa Figur [6.14a og [6.14c| at for enhver verdi af r ligger F'- og J-funktionen indenfor

de simulerede envelopes. Det betyder, at ingen vardier af r ville resultere i at nulhypotesen
afvises, givet at r er valgt pa forhand.

Det ses pa Figur at G-funktionen ikke er indenfor dens tilhgrende envelopes for enhver
vaerdi af r. Dermed vil nogle valg af » medfgre at nulhypotesen afvises med signifikansniveau

0.05, givet at r er valgt pa forhand.
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Ud fra F- og J-funktionen passer modellen godt pa data, da funktionerne begge ligger inden
for envelopes for alle vaerdier af . Dog indikerer G-funktionen, at modellen ikke er specielt

passende pa data for bestemte vardier af r.

6.3.2 Inhomogen log Gaussisk Cox proces med linezr intensitet

Efter at have fittet tre forskellige homogene log Gaussiske Cox processer til punktmgnsteret for
Hussalg i Aalborg Kommune er det set, hvordan modellen med eksponentiel korrelationsfunk-
tion passer godt pa datasattet. Samtidig ses, at processen med Gaussisk korrelation, ikke fitter

data specielt godt. Modellen med stabil korrelation er passende for bestemte verdier af r.

Det kan ses, hvordan en stor del af observationsvinduet pa Figur er uden punkter, som
kan tyde pa inhomogenitet. Et andet tegn pa inhomogenitet ses ved estimatet af intensiteten
pa Figur som har varierende vardier over observationsvinduet. Dermed kan intensiteten
for den log Gaussiske Cox proces tilpasses. I dette delafsnit gives log intensiteten pa en fgrste
ordens polynomisk form. Dette specificeres gennem fgrste indgang 1 kppm ved ~ x + y, som
giver formen af log intensiteten.

Som for de homogene log Gaussiske Cox processer fittes nu tre inhomogene log Gaussiske
Cox processer med eksponentiel, Gaussisk og stabil korrelationsfunktion. Desuden undersgges
gennem envelopes, hvor godt disse modeller fitter punktmgnsteret for hussalg i Aalborg Kom-
mune. Som afslutning pa delafsnittet sammenlignes og undersgges middelvaerdifunktionerne

for de tilhgrende Gaussisk stokastiske felter.

6.3.2.1 Inhomogen log Gaussisk Cox proces med eksponentiel korrelationsfunktion og

linezer intensitet

Nu fittes en inhomogen log Gaussisk Cox Proces med eksponentiel korrelationsfunktion r(§) =
exp(—||€/a||) til punktmgnsteret. Listing |6.4] indeholder koden som fitter den inhomogene log

Gaussiske Cox proces til punktmgnsteret.

Listing 6.4: Inhomogen model med eksponentiel korrelation.

husfit2 <- kppm(HussalgAalborg~x+y, "LGCP", statistic="pcf",
method="clik2")
if(require ("RandomFields")) {
husfit2 <- kppm(HussalgAalborg~x+y, "LGCP",
statistic="pcf", method="clik2",
control=list (maxit=100), algorithm="BFGS")

Dette giver en inhomogen log Gaussisk Cox proces med fglgende parametre.
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$trend
(Intercept) X Yy
-6.792226e+01 1.427365e-05 7.364943e-06

$var
[1] 6.461898

$scale
[1] 18822.19

Figur 6.15: Parametre for den fittede inhomogene log Gaussiske Cox proces med eksponentiel
korrelation.

Disse parametre specificerer en inhomogen log Gaussisk Cox proces med eksponentiel korrela-
tionsfunktion. Den tilhgrende kovariansfunktion er givet som
c(€) = 6.461898 exp(—||£/18822.19||),
og intensitetsfunktionen er
p(€) = 1.427365 - 10~ %z + 7.364943 - 10~%y — 67.92226.

Gennem simulate-funktionen kan den inhomogene log Gaussiske Cox proces givet ved pa-

rametrene i Figur simuleres. 10 simulationer af modellen kan ses pa Figur|6.16

siminhomoeksp

Simulation 1  Simulation 2 Simulation 3  Simulation 4

Simulation 9  Simul

g

Figur 6.16: 10 simulationer af den inhomogene log Gaussiske Cox proces med eksponentiel
korrelation.

Disse 10 simulationer producerer punktmgnstre indeholdende mellem 161 punkter i Simulation
5 til 22722 punkter i Simulation 4. De simulerede punktprocesser fra Figur [6.16] udviser ik-
ke clustertendenser udelukkende omkring centrum af observationsvinduet, som er tilfeldet for

punktmgnsteret bestaende af hussalg i Aalborg Kommune.
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Som tidligere undersgges gennem envelopes ud fra F'-, G- og J-funktionen, om modellen fitter
punktmgnsteret for hussalg i Aalborg Kommune godt. Igen anvendes envelope-funktionen
til at udregne F, G og J for punktmgnsteret for hussalg i Aalborg Kommune samt 2.5%-nedre
og 97.5%-gvre envelopes. Et plot for dette ses pa Figur[6.17]
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Figur 6.17: Plot af F-, G- og J-funktionen for den inhomogene log Gaussiske Cox proces med
eksponentiel korrelation med tilhgrende envelopes.

Pa Figur ses, at bade F-,G- og J-funktionen udregnet for punktmgnsteret for hussalg i
Aalborg Kommune ligger indenfor de tilhgrende envelopes. Da vil intet valg af r resultere 1 at
nulhypotesen bliver afvist, givet at  er valgt pa forhand. Dermed er ogsa den inhomogene log

Gaussiske Cox proces specificeret ud fra verdierne pa Figur[6.15] et godt fit’ for datasattet.

6.3.2.2 Inhomogen log Gaussisk Cox proces med Gaussisk korrelationsfunktion og

lineger intensitet

Herefter fittes en inhomogen log Gaussisk Cox proces med Gaussisk korrelationsfunktion r(§) =
exp(—||€/al]?) til punktmgnsteret. I Listing |6.5| ses koden for at fitte en inhomogen log Gaus-
sisk Cox proces med Gaussisk korrelationsfunktion til punktmgnsteret for hussalg i Aalborg

Kommune.

Listing 6.5: Inhomogen model med Gaussisk korrelation.

husfit3 <- kppm(HussalgAalborg~x+y, "LGCP", statistic="pcf",
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method="clik2")
if (require ("RandomFields")) {
husfit2 <- kppm(HussalgAalborg~x+y, "LGCP",
statistic="pcf", model="gauss", method="clik2",

control=list (maxit=100), algorithm="BFGS")

Den fittede log Gaussiske Cox proces har parametrene set pa Figur

$trend
(Intercept) X Yy
-6.792226e+01 1.427365e-05 7.364943e-06

Svar
[1] 2.522723

$scale
[1] 6717.566

Figur 6.18: Parametre for den fittede inhomogene log Gaussiske Cox proces med Gaussisk kor-
relation.

Disse parametre specificerer en inhomogen log Gaussisk Cox proces med Gaussisk korrelation.

Kovariansen er givet som

(&) = 2.522723 exp(—||€/6717.566|)%),

og intensiteten er givet som

p(€) = 1.427365 - 10 5z + 7.364943 - 100y — 67.922226.

Bemerk, at intensitetsfunktionen for denne model er lig intensitetsfunktionen for modellen med
eksponentiel korrelation fra Afsnit[6.3.2.1]

Pa Figur ses 10 simulationer af den inhomogene log Gaussiske Cox proces givet ved pa-
rametrene pa Figur Disse simulationer giver punktmgnstre, hvor antallet af punkter er
mellem 2990 punkter for Simulation 1 og 9667 punkter for Simulation 3.
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Figur 6.19: 10 simulationer af den inhomogene log Gaussiske Cox proces med Gaussisk korre-

lation.

Igen bemarkes, hvordan de simulerede punktmgnstre udviser clustering, som ikke kun fore-

Simulation 1

Si

siminhomogauss

Simulation 2 Simulation 3

kommer omkring centrum af observationsvinduet.

Ved hjzlp af envelopes for /-, G- og J-funktionen undersgges hvor godt modellen givet ud fra
parametrene i Figur [6.18] fitter punktmgnsteret. De pageldende envelopes dannes ud fra simu-

lationer under antagelse af modellen specificeret ved disse parametre. F'-, G- og J-funktionen

med tilhgrende envelopes ses pa Figur|6.20)
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Figur 6.20: Plot af F-, G- og J-funktionen for den inhomogene log Gaussiske Cox proces med
Gaussisk korrelation med tilhgrende envelopes.

Pa Figur [6.20a) og [6.20c] ses det, at F'- og J-funktionen for puntktmgnsteret ligger uden for de

tilhgrende envelopes undtagen for tilpas sma verdier af . Det vil sige, at for tilpas store vaerdier
af r ville nulhypotesen afvises med signifikansniveau 0.05, givet at  er valgt pa forhand. Ud
fra Figur [6.20D] ses det, at G-funktionen er udenfor envelopes for alle vardier af r. Dette ville
resultere i at nulhypotesen afvises med signifikansniveau 0.05 for ethvert r, hvis r er valgt pa
forhand.

Dermed passer den inhomogene log Gaussiske Cox proces med Gaussisk korrelation ikke godt

pa data.

6.3.2.3 Inhomogen log Gaussisk Cox proces med stabil korrelationsfunktion og linezer

intensitet

I dette afsnit fittes en log Gaussisk Cox proces med stabil korrelationsfunktion

r(€) = exp(—||&/al|/?) til punktmgnsteret for Hussalg i Aalborg Kommune. Koden for dette
ses 1 fglgende listing.

Listing 6.6: Inhomogen model med stabil korrelation.

husfit <- kppm(HussalgRAalborg~x+y, "LGCP", statistic="pcf",
method="clik2", covmodel=list (model="stable", alpha=0.5))
if (require ("RandomFields")) {
husfit <- kppm(HussalgAalborg~x+y, "LGCP", statistic="pcf",
method="clik2", control=1list (maxit=100), algorithm="BFGS",
covmodel=1ist (model="stable", alpha=0.5))}

Denne log Gaussiske Cox proces er da specificeret ved parametrene angivet pa Figur
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$trend
(Intercept) X Yy
-6.792226e+01 1.427365e-05 7.364943e-06

$var

[1] 6.499979

$scale
[1] 21024.93

Figur 6.21: Parametre for den fittede inhomogene log Gaussiske Cox proces med stabil korre-
lation.

Dette giver en log Gaussisk Cox proces med kovariansfunktion
c(€) = 6.499979 exp(—||€/21024.93]*/?)
og intensitetsfunktion
p(€) = 1.427365 - 10~°z + 7.364943 - 10~%y — 67.922226.

Det ses, at intensitetsfunktionen igen er den samme som for den eksponentielle og Gaussiske

model med linear intensitet.

Gennem simulate-funktionen laves 10 simulationer af den inhomogene log Gaussiske Cox

proces specificeret ud fra verdierne pa Figur Simulationerne ses pa Figur [6.22

siminhomostabil
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Figur 6.22: 10 simulationer af den inhomogene log Gaussiske Cox proces med stabil korrela-
tion.

De 10 simulationer er punktmgnstre, hvor antallet af punkter gar fra 58 for Simulation 7 til

18759 for Simulation 4. Ligesom i de andre tilfeelde udviser punktmgnstrene clustering, men er
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ikke kun clusterede omkring centrum af observationsvinduet.

Til sidst undersgges hvor godt den fittede model passer pa punktmgnsteret gennem envelopes.

F-, G- og J-funktionen udregnes med tilhgrende 2.5%-nedre og 97.5%-@vre envelopes. Dette
ses pa Figur[6.23]
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Figur 6.23: Plot af F-, G- og J-funktionen for den inhomogene log Gaussiske Cox proces med
stabil korrelation med tilhprende envelopes.

Det ses, at F- og G-funktionen er inden for deres tilhgrende envelopes for alle vaerdier af r.
Dette betyder, at nulhypotesen ikke vil blive afvist for nogle vardier af r, givet at r er valgt pa
forhand.

Pa Figur ses, at J-funktionen for datas®ttet er udenfor de tilhgrende envelopes for be-
stemte verdier af r. Dermed vil valget af disse r-vardier resultere 1 at nulhypotesen afvises
med signifikansniveau pa 0.05, givet at valget af r foretages for envelopes udregnes. Dette be-
tyder, at den log Gaussiske Cox proces med stabil korrelation og linear intensitet passer godt

pa data for bestemte verdier af .

6.3.2.4 Middelverdifunktioner for modellerne med linezer intensitet

I dette delafsnit undersgges middelvardifunktionerne for de Gaussisk stokastiske felter tilhg-

rende de log Gaussiske Cox processer med linea@r intensitet. Middelverdien for hver af de
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Gaussisk stokastiske felter er givet som et pixel image. Disse ses afbildet pa Figur [6.24

sammen med punktmgnsteret for hussalg i Aalborg Kommune.

meanfunction meanfuncinhomgauss
o~
© s
w
© ¥
I'y]
- -
)
N 0
- -
(a) Eksponentiel korrelation. (b) Gaussisk korrelation.

meanfuncinhomstabil

-16.6 -16.2

-17

-174

(c) Stabil korrelation.

Figur 6.24: Plot af middelverdifunktionerne for den log Gaussiske Cox proces med linecer in-
tensitet.

Fgrst bemarkes, at middelverdifunktionerne pa Figur |6.24] stort set er ens. Dette skal forstas
pa den made, at deres struktur, i forhold til i hvilken retning de vokser, stort set er identisk.
Dog varierer middelvardien for den Gaussiske model fra middelvardien for den eksponentielle
og stabile model, med en verdi pa 2. Det ses pa Figur at middelvardien vokser
mod @verste hgjre hjgrne af observationsvinduet. Dette stemmer ikke overens med, hvordan
intensiteten for punktmgnsteret for hussalg i Aalborg Kommune pa Figur ser ud. Det ses
desuden, at middelverdifunktionerne for alle tre modeller varierer med 1.2 fra den hgjeste til
den laveste vaerdi, for hver middelverdifunktion. Givet stgrrelsesordenen af observationsvindu-
et betyder dette, at middelvardifunktionen stort set ikke @ndrer sig. Det vil sige, at modellerne

ikke opfgrer sig specielt inhomogent.
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6.3.3 Inhomogen log Gaussisk Cox proces med 3. grads polynomisk

intensitet

For de inhomogene modeller med liner intensitet, viste det sig at middelvaerdifunktionerne

set pa Figur [6.244 [6.24b| og [6.24c| ikke stemmer overens med intensiteten for datasettet set

pé Figur[6.3] For at forsgge at imgdekomme dette problem, anvendes en anden intensitetsfunk-

tion for modellen. For at finde en passende intensitetsfunktion er forskellige funktioner blevet

afprgvet. Ud fra envelopes er (log) intensitetsfunktionen blevet valgt til 2® + 3 4+ 2% + /2.

Som i Afsnit[6.3.T]og[6.3.2]fittes tre inhomogene log Gaussiske Cox processer med henholdsvis
eksponentiel, Gaussisk og stabil korrelation. Som tidligere anvendes envelopes til at vurdere,
hvor godt de individuelle modeller passer pa punktmgnsteret over hussalg i Aalborg Kommune.
Formen af log intensiteten speciferes gennem fgrste indgang i kppm ved ~ 23 + ® + 22 + 3%

Som afslutning pa delafsnittet undersgges middelverdifunktionerne for de tilhgrende Gaussisk

stokastiske felter.

6.3.3.1 Inhomogen log Gaussisk Cox proces med eksponentiel korrelationsfunktion og

3. grads intensitet

I dette afsnit fittes en log Gaussisk Cox proces med eksponentiel korrelationsfunktion (&)
exp(—||é/al]) til punktmgnsteret. Koden for dette ses i Listing

Listing 6.7: Inhomogen model med eksponentiel korrelation.

husfit5 <- kppm(HussalgRAalborg~I(x"3)+I(y"3)+I(x"2)+I(y~2), "LGCP",
statistic="pcf", method="clik2")
if(require ("RandomFields")) {
husfit5 <- kppm(HussalgRAalborg~I(x"3)+I(y"3)+I(x"2)+I(y"2),
"LGCP", statistic="pcf", method="clik2",
control=list (maxit=100), algorithm="BFGS") }

Den log Gaussiske Cox proces har parametrene set pa Figur[6.25]

$trend
(Intercept) I(XA3) I(xA2) I(yA3) I(yA2)
-2.229980e+05 -7.494374e-15 6.268562e-09 -1.759690e-15 1.668769e-08

$var
[1] 5.582861

$scale
[1] 17168.65

Figur 6.25: Parametre for den fittede inhomogene log Gaussiske Cox proces med eksponentiel

korrelation.

81



Disse parametre specificerer en log Gaussisk Cox proces med kovariansfunktion

c(€) = 5.582861 exp(—||¢/171768.65]))

og intensitet

p(€) = —7.494374 - 1071523 — 1.759690 - 10~ 59® 4 6.268562 - 1022
+ 1.668769 - 103y — 2.229980 - 10°.

Pa Figur ses 10 simulationer af den inhomogene log Gaussiske Cox proces givet ved para-
metrene 1[6.25

siminhomoeksp?2

Simulation 1 Simulation 2 Simulation 3 Simulation 4
e ﬂ "

Simulation 5 Simulation 6 Simulation 7 Simulation 8

Ch ;D o . L=} .

egn MR fﬂ -

Simulation 9 Simulation 10

Figur 6.26: 10 simulationer af den inhomogene log Gaussiske Cox proces med eksponentiel
korrelation.

Simulationerne er punktmgnstre, hvor antallet af punkter ligger mellem 229 for Simulation 5
og 40521 for Simulation 6. Bemerk at disse simulationer udviser clustertendenser, sadan at an-
tallet af punkter er stgrst omkring centrum af observationsvinduet. Disse simulationer minder

dermed om punktmgnsteret for hussalg i Aalborg Kommune, som ses pa Figur|6.2

Herefter anvendes envelopes for /-, G- og J-funktionen til at undersgge hvor godt modellen

specificeret ved parametrene pa Figur passer pa data. Disse envelopes ses pa Figur|6.27
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Figur 6.27: Plot af F-, G- og J-funktionen for den inhomogene log Gaussiske Cox proces med

eksponentiel korrelation med tilhgprende envelopes.

Som for de andre modeller med eksponentiel korrelationsfunktion, ses det pa Figur|6.27, hvor-
dan F-,G- og J-funktionen er fuldstendig indeholdt i deres tilhgrende envelopes. Dermed vil

intet valg af r resultere i at nulhypotesen bliver afvist, givet at r er valgt pa forhand. Dette

indikerer, at denne model ogsa er ’et godt fit’ pa data.

6.3.3.2 Inhomogen log Gaussisk Cox proces med Gaussisk korrelationsfunktion og 3.

grads intensitet

Nu tilpasses en log Gaussisk Cox proces med Gaussisk korrelationsfunktion

r(€) = exp(—||€/al|?) til punktmgnsteret for hussalg i Aalborg Kommune. Listing [6.8| angiver

koden til at fitte en model af denne type til data.

Listing 6.8: Inhomogen model med Gaussisk korrelation.

husfit5 <- kppm(HussalgRAalborg~I(x"3)+I(y"3)+I(x"2)+I(y~2), "LGCP",
statistic="pcf", model="gauss", method="clik2")
if (require ("RandomFields")) {
husfit5 <- kppm(HussalgRAalborg~I(x"3)+I(y"3)+I1(x"2)+I(y"2),
"LGCP", statistic="pcf", model="gauss", method="clik2",
control=list (maxit=100), algorithm="BFGS")}
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Den log Gaussiske Cox proces, der fas ved at kgre koden fra Listing er specificeret ud fra

parametrene pa Figur|[6.28

$trend
(Intercept) I(xA3) I(xA2) I(yA3) I(yA2)
-2.229980e+05 -7.494374e-15 6.268562e-09 -1.759690e-15 1.668769e-08

$var
[1] 2.044861

$scale
[1] 5924.249

Figur 6.28: Parametre for den fittede inhomogene log Gaussiske Cox proces med Gaussisk kor-
relation.

Parametrene giver en log Gaussisk Cox proces med kovariansfunktion
c(&) = 2.044861 exp(—||£/5924.249|)
og intensitet

p(€) = —7.494374 - 10~ %2 — 1.759690 - 10~ y® + 6.268562 - 10722
+ 1.668769 - 10~ %y* — 2.229980 - 10°.

Ved anvendelse af simulate-funktionen laves 10 simulationer af modellen specificeret ved

parametrene i Figur [6.28] Et plot af disse simulationer ses pa Figur|6.29

siminhomogauss?2

Simulation 1 Simulation 2 Simulation 3 Simulation 4
o .
& - -
Tia ] )
Simulation 5 Simulation 6 Simulation 7 Simulation 8

Simulation 9 Simulation 10

+ -

Figur 6.29: 10 simulationer af den inhomogene log Gaussiske Cox proces med Gaussisk korre-
lation.
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Simulationerne giver punktmgnstre, hvor antallet af punkter varierer mellem 1082 punkter for
Simulation 6 og 7021 punkter for Simulation 7. Disse punktmgnstre udviser ogsa clustertenden-
ser, hvor punkterne centreres omkring midten af observationsvinduet. Dette afspejler strukturen

1 punktmgnsteret for hussalg i Aalborg Kommune.

Via envelopes for F-, G- og J-funktionen undersgges det, hvor godt modellen passer pa punkt-
mgnsteret for hussalg i Aalborg Kommune. F-, G- og J-funktionen med tilhgrende 2.5%-nedre
og 97.5%-gvre envelopes udregnes. Et plot for dette ses pd Figur[6.30]
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Figur 6.30: Plot af F-, G- og J-funktionen for den inhomogene log Gaussiske Cox proces med
Gaussisk korrelation med tilhgrende envelopes.

Pa Figur ses, at F'-funktionen er uden for de tilhgrende envelopes undtagen for sma veer-
dier af r. Pa baggrund af dette vil nulhyposen blive afvist for de fleste verdier af r, med et
signifikansniveau pa 0.05, givet at r er valgt pa forhand. Dog ses det pa Figur at G-
funktionen er udenfor de tilhgrende envelopes for fa vaerdier af . Dermed vil nulhypotesen, i
dette tilfaelde, kun blive afvist for fa veerdier af r, givet at r er valgt pa forhand. Pa Figur
ses at J-funktionen er indenfor de tilhgrende envelopes for alle vardier af r. Nulhypotesen
vil dermed ikke blive afvist for nogle verdier af r, givet r er valgt pa forhand. Envelopes for
F-funktionen viser, at modellen ikke fitter data specielt godt, hvorimod envelopes for G- og

J-funktionen indikerer, at modellen er ’passende’ for data for bestemte verdier af r.
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6.3.3.3 Inhomogen log Gaussisk Cox proces med stabil korrelationsfunktion og 3. grads

intensitet

I dette afsnit fittes en log Gaussisk Cox proces med stabil korrelationsfunktion
r(€) = exp(—||&/l|'/?) til punktmgnsteret. Koden for dette kan ses i Listing

Listing 6.9: Inhomogen model med stabil korrelation.

husfit5 <- kppm(HussalgRAalborg~I(x"3)+I(y"3)+I(x"2)+I(y~2), "LGCP",
statistic="pcf", method="clik2",
covmodel=1list (model="stable", alpha=0.5))
if (require ("RandomFields")) {
husfit5 <- kppm(HussalgRhalborg~I (x"3)+I(y"3)+I(x"2)+I(y"2),
"LGCP", statistic="pcf", model="gauss", method="clik2",
covmodel=1list (model="stable", alpha=0.5)
control=list (maxit=100), algorithm="BFGS")}

Dette giver en log Gaussisk Cox proces med fglgende parametre.

$trend
(Intercept) I(xA3) I(yA3) I(xA2) I(yA2)
-2.229980e+05 -7.494374e-15 -1.759690e-15 6.268562e-09 1.668769e-08

$var
[1] 5.560511

$scale
[1] 15547.44

Figur 6.31: Parametre for den fittede inhomogene log Gaussiske Cox proces med stabil korre-
lation.

Parametrene pa Figur[6.31] specificerer en log Gaussisk Cox proces med kovariansfunktion
c¢(€) = 5.560511 exp(—||€/15547.44]|/?)
og intensitet

p(€) = —7.494374 - 1052 — 1.759690 - 10~ y® 4 6.268562 - 102
+1.668769 - 108y — 2.229980 - 10°.

Bemerk at ogsa for modellerne med 3. grads intensitetsfunktion er intensitetsfunktionen den

samme i det eksponentielle, Gaussiske og stabile tilfelde.

Den inhomogene log Gaussiske Cox proces specificeret ved parametrene pa Figur[6.31]simule-

res 10 gange, hvilket producerer 10 punktmgnstre, som ses pa Figur[6.32]
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Figur 6.32: 10 simulationer af den inhomogene log Gaussiske Cox proces med stabil korrela-
tion.

Antallet af punkterne i simulationerne varierer fra 131 punkter for Simulation 1 til 17016 for
Simulation 6. Disse punktmgnstre udviser, ligesom for den eksponentielle og Gaussiske model,
clustertendenser. Det ses, hvordan punkterne forekommer clusterede omkring centrum af ob-

servationsvinduet, hvilket minder om punktmgnsteret for hussalg i Aalborg Kommune.

For at undersgge hvor godt modellen givet ved parametrene pa Figur [6.31] passer pa data, an-

vendes envelopes for F'-, G- og J-funktionen. Envelopes for modellen givet ved parametrene
pa Figur[6.31] ses pa Figur[6.33]
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Figur 6.33: Plot af F-, G- og J-funktionen for den inhomogene log Gaussiske Cox proces med
stabil korrelation med tilhprende envelopes.

P4 Figur [6.334 og [6.33 ses at bade F'- og J-funktionen er indenfor de tilhgrende envelopes.

Dermed vil ingen verdi af r, for disse to funktioner, resultere i at nulhypotesen afvises, givet at

r er valgt pa forhand.

P4 Figur[6.33b|ses at G-funktionen er udenfor envelopes for fa veerdier af 7. Dermed vil nulhy-
potesen kun blive afvist for fa verdier af r, givet at r er valgt pa forhand.

Dette viser, at den stabile model givet ud fra parametrene pa Figur passer godt pa data for

de fleste vaerdier af r.

6.3.3.4 Middelverdifunktioner for modellerne med tredje grads intensitet

I dette underafsnit undersgges middelvardifunktionerne for de Gaussisk stokastiske felter til-
hgrende modellerne med 3. grads intensitet. Et plot af middelverdifunktionerne for den ekspo-
nentielle, Gaussiske og stabile model kan ses pa Figur sammen med punktmgnsteret for

hussalg i Aalborg Kommune.

meanfuncinhomeksp2 meanfuncinhomgauss2

30 25 -20 -15

-35

(a) Eksponentiel korrelation. (b) Gaussisk korrelation.
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Figur 6.34: Plot af middelveerdifunktionerne for den log Gaussiske Cox proces med tredje grads
intensitet.

Det ses hvordan middelverdierne pa Figur stort set er ens. De tre middelverdifunktioner
pa Figur antager de hgjeste vaerdier omkring midten af observationsvinduet. Dette
stemmer overens med, hvordan intensitetsfunktionen for punktmgnsteret bestaende af hussalg i
Aalborg Kommune pa Figur|6.3|opfgrer sig. Bemark at verdierne for middelverdifunktionerne
varierer fra —35 til —15, hvilket indikerer stgrre grad af inhomogenitet end for middelverdi-

funktionerne for de lineaere modeller pa Figur|6.24

6.3.4 Korrelationsfunktioner for modellerne

I dette afsnit samles alle korrelationsfunktionerne for de ni forskellige modeller til sammenlig-
ning. Pa Figur|6.35|ses tre plots, som reprasenterer korrelationsfunktionerne for hvert Gaussisk
stokastisk felt tilhgrende de ni forskellige log Gaussiske Cox processer modelleret i Afsnit
6.3.1H6.3.3

Korrelationsfunktioner for model med konstant intensitet Korrelationsfunktioner for model med line&r intensitet
o o ]
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Korrelationsfunktioner for model med 3. grads intensitet
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(c) Tredje grads intensitet.

Figur 6.35: Plot af korrelationsfunktionerne for de Gaussisk stokastiske felter tilhgrende de ni
forskellige modeller.

Ved at sammenligne Figurerne [6.354], [6.35b] og [6.35¢| ses at graferne for henholdsvis de eks-

ponentielle, Gaussiske og stabile korrelationsfunktioner stort set er ens for hver af de tre over-

ordnede modeltyper givet ud fra intensitetsfunktionen. Dette indikerer, at @&ndringen i intensi-
tetsfunktionen for den log Gaussiske Cox proces ikke pavirker korrelationsfunktionen for det
underliggende Gaussisk stokastiske felt specielt meget. Omvendt er det set, hvordan @ndringen
af korrelationsfunktionerne for hver af de tre intensitetstyper ikke pavirker intensitetsfunktio-

nen.

Ud fra envelopes lader det til at modellerne med eksponentiel korrelation opfgrer sig bedre end
modellerne med stabil og Gaussisk korrelation. I den sammenhzang ses pa Figur at kor-
relationsfunktionen gar mod nul omkring » = 100000 for alle tre modeller med eksponentiel
korrelation. Dette indikerer, at maden denne type korrelation aftager pa, er den mest passende
for punktmgnsteret. Det tyder pa, at den Gaussiske og stabile korrelation modellerer henholds-

vis for meget og for lidt korrelation over l&ngere afstande i forhold til punktmgnsteret.

6.3.5 Opsummering af resultater

I Afsnit[6.3]er der fittet ni forskellige log Gaussiske Cox processer til punktmgnsteret for hus-
salg i Aalborg Kommune set pa Figur Der er fittet modeller med tre forskellige klasser af
intensitetsfunktioner hver med tre forskellige korrelationsfunktioner: Den eksponentielle, den

Gaussiske og den stabile.

For de tre forskellige intensitetsfunktionsklasser pavirkede @ndringen af korrelationsfunktionen
ikke intensiteten. Det kan forklares ved maden intensitetsfunktionen estimeres pa i henholdsvis
det homogene og de inhomogene tilfelde. Desuden er det felles for hver af de tre intensitets-

funktioner, at modellerne med den Gaussiske korrelationsfunktion har mindst korrelation over
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stgrre afstande. Derudover har modellerne med den stabile korrelationsfunktion mest korrela-

tion over stgrre afstande for hver af de tre intensitetsfunktioner.

Det er set, hvordan @ndringen af intensitetsfunktionen ikke virker til at pavirke korrelationen i
det underliggende Gaussisk stokastiske felt specielt meget. Det ses dog, at &ndringen i intensi-

teten pavirker middelveardifunktionen.

Ud af de tre typer af intensitetsfunktioner er det modellerne, hvor log intensiteten har formen
23 + 193 + 2% + 32, at middelveerdistrukturen svarer mest til intensitetsplottet for punktmgnsteret

over hussalg i Aalborg Kommune pa Figur I den forbindelse ses ogsa, at det er simulatio-

nerne for disse log Gaussiske Cox processer, set pa Figur|6.26[6.29/0g[6.32} som *minder mest

om’ punktmgnsteret for hussalg i Aalborg Kommune.

For de log Gaussiske Cox processer med eksponentiel korrelation, ses det for bade den homo-
gene og de inhomogene modeller, at F'-, G- og J-funktionen ligger indenfor deres tilhgrende
envelopes i alle tre tilfeelde. Det betyder, at de log Gaussiske Cox processer med eksponentiel
korrelation passer godt pa punktmgnsteret for hussalg i Aalborg Kommune, for alle tre modeller

af intensitetsfunktionen.

For processerne med stabil korrelationsfunktion ses for den homogene og de inhomogene mo-
deller, at F'-funktionen er indenfor de tilhgrende envelopes for alle tre modeller. I det homogene
tilfzelde og det inhomogene tilfelde med 3. grads intensitetsfunktion er G-funktionen udenfor
envelopes for nogle vardier af 7. Dog er J-funktionen indenfor for alle verdier af  for disse to
modeller. For den inhomogene log Gaussiske Cox proces med liner intensitet er ./-funktionen
udenfor de tilhgrende envelopes for nogle vardier af r. Dette betyder, at de log Gaussiske Cox
processer med stabil korrelation passer forholdvis godt pa punktmgnsteret for alle tre modeller
af intensitetsfunktionen. Med dette menes, at de stabile modeller passer godt pa datasattet for
bestemte verdier af r. Derfor passer modellerne ikke lige sa godt pa data som modellerne med

eksponentiel korrelation.

For de log Gaussiske Cox processer med Gaussisk korrelationsfunktion ses det i tilfaldene
med konstant og linezr intensitet, at F'-, G- og J-funktionen ligger udenfor deres tilhgren-
de envelopes for de fleste vardier af r. For modellen med tredjegrads intensitetsfunktion er
F-funktionen udenfor de tilhgrende envelopes for nesten alle vardier af r. G-funktionen er
indenfor de tilhgrende envelopes for n®sten alle verdier af r, og J-funktionen er indenfor en-
velopes for alle vardier af 7. Dette betyder, at modellerne med Gaussisk korrelation ikke passer
serlig godt pa data i det homogene og inhomogene tilfeelde med linezr intensitet. Det virker
dog til, at modellen med Gaussisk korrelation og tredje grads intensitet passer bedre pa data end

de Gaussiske modeller med konstant og liner intensitetsfunktion.

Overordnet set virker de log Gaussiske Cox processer med eksponentiel korrelation til, at vere

de modeller der passer bedst pa punktmgnsteret for hussalg i Aalborg Kommune. Dette kan
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skyldes, at modellerne med Gaussisk og stabil korrelation modellerer henholdsvis for lidt og

for meget korrelation over l&ngere afstande i forhold til punktmgnsteret.
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Konklusion

Dette speciale har beskaftiget sig med rumlige punktprocesser, med fokus pa log Gaussiske Cox
processer. Med henblik pa at besvare problemformuleringen, er der introduceret teori omkring
Poisson processer og rumlige punktprocesser for at etablere den ngdvendige viden kraevet for
at definere Cox processer og log Gaussiske Cox processer. I den forbindelse er eksistens og
entydigheden af Poisson processen blevet bevist.

Det er desuden bevist, at intensitetsfunktionen og parkorrelationsfunktionen for log Gaussiske
Cox processer kan udtrykkes udelukkende gennem middelvardien og kovariansen for det un-
derliggende Gaussisk stokastiske felt. I forlengelse heraf er det bevist, at den log Gaussiske
Cox proces er homogen, hvis og kun hvis at det underliggende Gaussisk stokastiske felt er
stationart.

For at kunne tilpasse de log Gaussiske Cox processer til data, er composite likelihood meto-
den blevet introduceret. Denne ggr brug af andenordens produkttatheden til at konstruere en
composite likelihood, som maksimeres ved at finde nulpunktet for den tilhgrende scorefunk-
tion. Det er blevet vist, at composite likelihood estimatoren er konsistent for homogene log
Gaussiske Cox processer med power eksponentiel korrelation.

Ved anvendelse af composite likelihood metoden er der tilpasset ni forskellige log Gaussiske
Cox processer til punktmgnsteret for hussalg i Aalborg Kommune. De ni modeller bestar af tre
modeller med forskellige intensitetsfunktioner, hver med tre forskellige korrelationsfunktioner.
Der er anvendt punktvise envelopes, for at vurdere hvor godt disse modeller er tilpasset punkt-
mgnsteret. Envelopes af denne type fungerer som en punktvis hypotesetest, der krever at hvert
punkt fastsettes, fgr teststgrrelsen udregnes. Denne teststgrrelse er givet som en af de summary
statistics defineret 1 Kapitel

Det viste sig, at modellerne med eksponentiel korrelation passer godt pa datasettet for alle tre
intensitetsfunktioner, og at de tre modeller med stabil korrelation ogsa passer forholdvis godt pa
data. Modellerne med stabil korrelation tilpasser dog ikke punktmgnsteret lige sa godt som mo-
dellerne med eksponentiel korrelation. De log Gaussiske Cox processer med Gaussisk korrela-
tion passede ikke specielt godt pa data. Dog viste modellen med tredje grads intensitetsfunktion
sig at vere en bedre model for punktmgnsteret end de andre modeller i det Gaussiske tilfelde.
Altsa er det set ud fra punktvise envelopes, at stgrstedelen af de log Gaussiske Cox processer,

undersggt i specialet, passer godt pa punktmgnsteret for hussalg i Aalborg Kommune.
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Appendiks






Malteori

A.1 o-algebra og mal

I dette appendiks er der tilfgjet visse definitioner og lemmaer, der ligger udenfor specialets teo-

retiske ramme, men som stadig anvendes i forbindelse med visse resultater.

Fgrst introduceres malteoretiske begreber, for at give mening til definitionen af punktprocesser.

Fgrst defineres en o-algebra. Hertil benyttes en ikke-tom mengde X.

Definition A.1.1 (o-algebra)
Et system & af delmangder af X kaldes en o-algebra i X, hvis det opfylder fglgende

betingelser.

1. X e&.
2. For alle mangder A € £ gaelder A° € £.

3. Hvis (A, ).en er en fglge af mangder i £, da geelder at U,n(A,) € £.
[12][s. 1]

Mengderne i £ kaldes £-malelige mengder. Parret (X, £) kaldes da et maleligt rum. Ud fra

dette kan begrebet mdl nu defineres.

Definition A.1.2 (Mal)
Lad (X, &) vare et maleligt rum. Et mal pa (X, &) er da en afbildning ¢ : (X, &) —
[0, oo], som opfylder to betingelser.

1. u(0)=0.

2. For enhver fglge af disjunkte mengder (A,,),en i & geelder at

A(VENED oh)

neN

Hvis p er et mal pa (X, £), kaldes (X, &, ) et malrum [12][s. 13].

Hvis (X, &, p) er et malrum, og p : X — {sandt, falsk} er en egenskab blandt elementerne i
X. Da siges p at vere opfyldt p-neesten overalt hvis

p({z € X|p(z) = falsk}) = 0.
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Altsa at p er sand undtagen i en pu-nulmangde. Hvis p er et sandsynlighedsmal, siges p at vaere

opfyldt u-ncesten sikkert eller med sandsynlighed et.

For at bevise Saztning [2.1.4] skal fplgende lemmaer anvendes. Givet sandsynlighedsrummet
(Q, F,P) defineres A som en m@ngde af delmengder A C Q og (. A) skrives som o-algebraen
frembragt af A.

Lemma A.1.3

Lad 1y og pe vere mal defineret pa € udstyret med o-algebraen F = o(.A) for en
feellesmangdestabil mangde af delmengder A. Hvis 11(2) = u2(Q) < oo pa A, sa er
[y = o pa F [14][s. 241].

Bevis
For bevis se [[12][s. 29]. [ |

For at indfgre Lemma defineres fgrst en teet delmeangde.

Definition A.1.4 (Tet)
En delm@ngde A af rummet X siges at vaere tet (i X), hvis enhver ikke-tom aben del-
mengde U C X opfylder at ANU # () [11] [s. 2].

En mangde A kaldes separabel hvis A indeholder en tellelig tet mengde. Lad nu N, vere
defineret som i Definition[2.1.2] Da gives

Y ={{z € Ni. :n(xg) =0} : B € By} (A.1)

som klassen af void haendelser.

Lemma A.1.5
Lad S C R? vare separabel. Da gelder at Nj, = o(N) [14][s. 243].

Bevis
For bevis se [[14][s. 243]. [ |

Fglgende lemma anvendes i forbindelse med beviset for Slivnyak-Meckes S@tning[2.2.16] hvor

der desuden ggres brug af definitionen pa mal.
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Lemma A.1.6
Lad S C R og lad N;, vare defineret som i Definition [2.1.2}

(i) Lad p og v veere mal pa S X N.. Daer u = v, givetat (B X Nj.) = v(B X Nj.) <
0o og (B X F) = v(B x F), for alle begreensede B C S og alle F' € N}2.

(ii) Lad p og v vaere mal pa N, X Ni.. Daer p = v, givet at u(N, X Ni) =
V(Nie X Njo) < 00 og u(Fy X Fy) = v(F x Fy), foralle Fy, F, € N.

[14][s. 245]

Bevis
For bevis se [[14][s. 245]. [ |

A.2 Ergodicitet

Dette afsnit er baseret pa [[13]].
Fglgende definition viser sig ngdvendig for at opskrive et resultat for asymptotiske egenskaber
for composite likelihood estimatoren. Lad fgrst M ? vaere rummet bestaende af alle begreensede

endelige mal p& B(.S), hvor B noterer Borel-algebraen og S = R<. Lad da
N¥ ={pe M | pertellemil } C M7,
Definer da
Twx=x+4+u og T,A=A+u={zx+u | z €A}
forz,u € Sog A € B(S). Operatoren T, inducerer en transformation 7, af M# og N7 gennem

(Tupt)(A) = (T, A)

for et mal i M7 eller N og A € B(S). Herefter lades U4, vere den d-dimensionelle
hyperkube med sideleengde 2a og hjgrnepunkter (+a, . . ., +a) og P veare et sandsynlighedsmal

for en punktproces pa S.

Definition A.2.1 (Ergodisk)
En punktproces X pa S siges at vaere ergodisk, hvis der for alle V, W € B(N. ? ) geelder

1
1(U3)

/d (P((Tz)(v nw)) — P(V)P(W)>d:c —0 for a— oo,

hvor [() noterer Lebesgue malet p& R,
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Stokastiske felter

B.1 Stokastiske felter

Dette er baseret pa [[1]][s. 4].
Dette afsnit omhandler stokastiske felter introduceret 1 Definition Disse noteres for nem-
hedens skyld ved Z = Z; = Z(t,w) for t € R™. Generelt kan et stokastisk felt beskrives ud fra

dets endelige dimensionelle fordelinger, som er givet
Ft1 77777 tk(Zl,...,Zk) :P(Ztl SZl,...,Ztk Szk) (Bl)

Der er dog to betingelser til disse endelig dimensionelle fordelinger. Ved en permutation 7 pa

indeksmeengden {1, ..., k} skal symmetribetingelsen

Ft1 ..... tk(zla"'yzk;) = Ft-,rl ..... tﬂ-k(zﬂla"'7z7rk‘) (BZ)

og kompatibilitetsbetingelsen

Ft1 ..... tk_l(zla SR Zk’—l) = Ft1,...,tk_1,tk(zl7 ceey Zk—1, OO) (B3)

veere opfyldt for de endelig dimensionelle fordelinger. Jeevnfgr [L][s. 4], er betingelserne (B.2))
og opfyldt for et stokastisk felt givet som i Definition Det omvendte viser sig ogsa
at vaere sandt. Det vil sige, hvis der findes fordelingsfunktioner som opfylder og (B.3), er
disse endelig dimensionelle fordelinger for et stokastisk felt jevnfgr [1][s. 4]. Dette resultat er

hvad der kendes som Kolmogorovs Eksistens Satning.

B.1.1 Gaussisk stokastiske felter

Dette underafsnit er baseret pa [1]][s. 7-8].
Lad et Gaussisk stokastisk felt Y veare defineret som i Definition Per definition er de
endelig dimensionelle fordelinger for Y multivariate normalfordelinger. Disse kan bestemmes

ud fra multivariate normalfordelings tetheder
1
Phyte (T1, -, ) = 12752 exp ( — §(X —m) S (x — m))

hvor m” = [m(ty), ..., m(t)] er middelvaerdivektoren og ;; = c(t;, t;) er indgange i kova-
riansmatricen. Dermed kan de endelig dimensionelle fordelinger for Gaussisk stokastiske felter

specificeres ud fra middelvardien m og kovariansfunktionen c jevnfer [1][s. 7-8].
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R-kode

C.1 R-kode til dataklarggring

Nedenstaende R-script omdanner lengde-og breddegradskoordinater til UTM koordinater, og

lagrer til sidst delmangder af boligssalg fra Aalborg Kommune i en ny CSV-fil.

Listing C.1: Omregning til UTM koordinater.

library (dawa)
HOME <- read.csv("Redigeret-Dataudtraek 2004-2016.csv", sep = ";",
stringsAsFactors=FALSE,

encoding = "latinl")

koordinater <- read.csv ("koordinater.csv")

nyHOME=HOME
nyHOME$1d=0
nyHOME $xkoor=0
nyHOME $ykoor=0

for (i in 159230:1ength(kocordinater$id)) {
ad <- HOMESFuldAdresse[i]
post <- HOMES$Postnr[i]
by <- HOMES$Bynavn[i]
tempadr <- cbind(ad, post,by)
adr <- toString(tempadr)
v <- datavask (adr, "adresser")
adrid <- vSresultater[[l]]Sadresse$id
h <- adresser (id=adrid, struktur="mini",srid=25832)
if(is.null (h[1][[1]])==TRUE) {next}
koordinater$id[i] <- adrid
koordinater$xkoor[i] <— h[[1l]]1S$x

koordinaterSykoor[i] <- h[[1]]Sy

koordinater <- subset (koordinater, select = -c(X.2,X.1,X))

write.csv (koordinater, file = "koordinater.csv", row.names = FALSE)
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32
33
34
35
36
37
38
39
40

AW N =

HOMES$id=koordinater$id

HOME $xkoor=koordinater$xkoor
HOMES$ykoor=koordinaterS$Sykoor

Aalborg <- subset (HOME, Kommune=="Aalborg")

Aalborg <- subset (Aalborg, xkoor!=0)

write.csv (Aalborg, file = "Aalborg.csv", row.names = FALSE)

Herefter indleses CSV filen for datasattet i et nyt R-script.

Listing C.2: Indl@sning af Aalborg datasettet.

Aalborg <- read.csv("Aalborg.csv")

Fgr at spat stat-pakken kan bearbejde datasattet, skal det omdannes til ppp-format, hvil-
ket stdr for planar point pattern. For at danne dette punktmgnster i R? udtrekkes x og y-

koordinaterne af datasattet.

Listing C.3: Udtrek af x- og y-koordinater.

u <- as.vector (Aalborg["xkoor"])
v <- as.vector (Aalborg["ykoor"])
c <— as.numeric(unlist (u))

d <- as.numeric (unlist (v))

Herefter dannes et observationsvindue W, som skal indeholde alle punkter fra datas@ttet. Graen-

serne er fundet ud fra maksimums- og minimumsverdier i - og y-koordinaterne.

Listing C.4: Observationsvinduet.

ut <- as.vector (c(520000,585000))
vt <- as.vector(c(6220000,6346000))

W <— owin (ut,vt)

Kommandoen ppp laver ud fra dataen og observationsviduet et punktmgnster i R?, og unique

fjerner dobbeltpunkter i datasattet. Punktmgnsteret plottes gennem kommandoen plot.

Listing C.5: Klarggring til plot af punktmgnster.

HuspriserAalborg <- ppp(c,d, W)
HuspriserAalborgun <- unique (HuspriserAalborgq)

plot (HuspriserAalborgun)
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Plottet produceret af koden i Listing [C.5]kan ses pa Figur[6.1] Det bemerkes, at der forekommer

to outliers i punktmgnsteret, og disse fjernes.

Listing C.6: Outliers fjernes.

Aalborgny <- subset (Aalborg, ykoor!=min (ykoor))
Aalborgnyl <- subset (Aalborgny, ykoor!=min (ykoor))

Herefter dannes det nye punktmgnster ud fra datasettet uden outliers.

Listing C.7: Punktmgnsteret uden outliers.

a <- as.numeric (unlist (x))

b <- as.numeric (unlist (y))
xt <- as.vector (c(520000,585000))
yt <- as.vector (c (6290000, 6350000))

O <- owin(xt,yt)

HuspriserAA <- ppp(a,b, O)
HussalgAalborg <- unique.ppp (HuspriserAA)

plot (HussalgAalborqg)

Plottet produceret af Listing [C.7]kan ses pa Figur[6.2)
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