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Synopsis:

I dette speciale anvendes teori indenfor rumlige
punktprocesser herunder Poisson- og Cox pro-
cesser med henblik pa, at tilpasse log Gaussiske
Cox processer til et datas®t. Dette dataset be-
star af lokationer for hussalg i Aalborg Kommu-
ne, som reprasenteres gennem et todimensionelt
punktmgnster. Ved hjelp af spatstat-pakken
tilpasses forskellige log Gaussiske Cox processer
til punktmgnsteret via composite likelihood esti-
mation. I alt tilpasses ni modeller bestaende af
log Gaussiske Cox processer med tre forskelli-
ge intensitetsfunktioner, hver med tre forskellige
korrelationsfunktioner for det tilhgrende Gaus-
sisk stokastiske felt. Ved anvendelse af punktvise
envelopes undersgges det, hvor godt disse mo-

deller tilpasser data.

Rapportens indhold er frit tilgeengeligt, men offentliggarelse (med kildeangivelse) ma kun ske efter aftale med forfatterne.




Forord

Dette speciale er udarbejdet i efteraret 2019 af to studerende pa kandidaten pa matematikudda-
nelsen ved Aalborg Universitet. Laeserne forventes at have kendskab til basal mal- og integra-
tionsteori samt statistisk teori og herunder stokastiske felter.

Til litteraturreferencer bruges Vancouver-modellen. I starten af hvert kapitel klarggres det, hvil-
ken kilde der er brugt til at skrive kapitlet. Hvis der er brugt andre kilder, vil det refereres
umiddelbart efter den givne paragraf.

Definitioner, s@tninger, propositioner, lemmaer og korollarer er nummereret efter hvert delaf-
snit. Ligninger og figurer er nummereret efter kapitel. Nar der refereres til disse, ggres det ved
at skrive "ifglge S@tning x"eller "ifglge ligning (x)". Et bevis afsluttes med 1 nedre hgjre
hjgrne.

Alle figurer er udarbejdet via platformen RStudio af gruppens medlemmer, og der er derfor ikke
kildehenvisninger til disse. I specialet anvendes R som programmeringssprog, og den tilhgrende
kode er versionsstyret via GitHub.

Specialet indeholder fem kapitler eksklusiv Indledning og Konklussion. I Kapitel 2 introduceres
rumlige punktprocesser og Poisson processen. Kapitel 3 beskaftiger sig med summary statistics
for punktprocesser og ikke-parametriske estimater af disse. I Kapitel 4 defineres Cox proces-
ser, og gennem disse introduceres log Gaussiske Cox processer. Som redskab til modelfitting af
punktprocesser introduceres composite likelihood estimation 1 Kapitel 5. Kapitel 6 beskaftiger
sig med at modellere hussalg i Aalborg Kommune ud fra log Gaussiske Cox processer. I Ap-
pendiks [AHC] findes teori som til dels ligger udenfor specialets teoretiske ramme, som kan give
en dybere forstaelse af nogle af begreberne introduceret i Kapitel 2-5.

Vi vil gerne takke vejleder Jakob Gulddahl Rasmussen for god og konstruktiv vejledning samt
at stille data til radighed. Desuden vil vi gerne takke Ege Rubak for radgivning omkring anven-

delse af spatstat-pakken.

Aalborg Universitet, 9. januar 2020

Camilla Louise Madsen Joachim Reimer

clmal3 @student.aau.dk jreim14@student.aau.dk

v



Abstract

In this thesis, spatial point processes are used to model locations of house sales in Aalborg
Kommune. More specifically, the thesis examines how to use composite likelihood estimation
in order to fit different log Gaussian Cox processes to a point pattern representing these loca-

tions.

In Chapter 2, the theory regarding spatial point processes, and Poisson processes are treated in
order to later introduce the more central model class: The log Gaussian Cox process. In Chap-
ter 3, summary statistics are described in order to provide tools for performing an exploratory
analysis of spatial point patterns. Herein non parametric estimates for these summary stastistics
are given. Pointwise envelopes are also described in this chapter. These are used for hypothesis

testing for whether a point process model fits a given point pattern.

In Chapter 4, the log Gaussian Cox process is defined as a Poisson process with intensity fun-
ction given as the exponential function taken on a Gaussian random field. In this chapter we
prove that the intensity, and paircorrelation of the log Gaussian Cox process is expressed exclu-
sively in terms of the mean, and covariance of the Gaussian random field. Furthermore, it is
proven that the log Gaussian Cox process is homogeneous if, and only if the underlying Gaus-
sian random field is stationary.

In order to fit different log Gaussian Cox processes to the described spatial point pattern com-
posite likelihood estimation is applied. Composite likelihood methods and estimates are intro-
duced in Chapter 5, where it is shown that the composite likelihood estimator is consistent in

the case of homogeneous log Gaussian Cox processes.

In Chapter 6, the composite likelihood method is used to fit nine different types of log Gaussian
Cox processes to the spatial point pattern which represents house sales in Aalborg Kommune.
These models consist of three different intensity functions, and three different correlation fun-
ction types for the underlying Gaussian random field. The intensity functions follow a constant
model, a linear model, and a third order polynomial model. The correlation types are exponen-
tial, Gaussian, and stable. Using pointwise envelopes, we get an indication of which models

seem to be performing the best with respect to fitting the dataset.

In conclusion, the models with exponential correlation seem to be performing well for all three
intensity functions. The log Gaussian Cox processes with stable correlation seem to be perform-
ing well for most interpoint distances. The models with Gaussian correlation does not seem to fit
the point pattern well. The inhomogeneous log Gaussian Cox process with third order intensity

however, seem to be a slightly better fit than the two other models with Gaussian correlation.
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Indledning

For at forsta konceptet bag en rumlig punktproces, skal begrebet omkring et rumligt punktmgn-
ster konkretiseres. Et rumligt punktmgnster er et datasset bestdende af observerede lokationer
for rumlige heendelser. En rumlig punktproces kan da ses som en tilfeeldig stgrrelse, hvis ud-
fald er et punktmgnster. Punktprocesser kan anvendes til at modellere adskillige feenomener ud
fra feenomenernes rumlige position. Disse feenomener kan for eksempel veere jordskeelv, treeer
eller stjerner i galakser, hvis rumlige placering kan observeres, og dermed repraesenteres via et
punktmgnster. Disse punktmgnstre vil da ses som udfald af hver deres tilhgrende punktproces.
En simpel model for en rumlig punktproces er Poisson processen. Poisson processen modellerer
rumlig uafhaengighed, hvilket vil sige, at punkterne i processen forekommer uafhaengigt af hin-
anden. 1 1955 indfgrte David Cox hvad han da kaldte dobbelt stokastiske processer, som senere
er blevet kaldt Cox processer [14]. Cox processen er |gst beskrevet en Poisson proces, som er
drevet af et underliggende stokastisk felt. Denne modelklasse kan modi ceres ved at lade Pois-
son processen veere drevet af en transformation af et stokastisk felt. Et specialtilfeelde af dette
er de log Gaussiske Cox processer, hvor processen, er drevet af eksponentialfunktionen taget pa
et Gaussisk stokastisk felt. Denne modeltype blev introduceret indenfor statistik af Mgller et al.

i 1998 [8], og er omdrejningspunktet for dette speciale.

| specialet tages der udgangspunkt i et dataseet for hussalg i Danmark i perioden 2004 til 2016.
Dette kan omdannes til et punktmgnster, som repraesenterer hussalgenes geogra ske placering.
Pa grund af stgrrelsen af dataseettet, ses der kun pa en delmaengde af data givet som Aalborg
Kommune. | lyset af den teoretiske rammeseaetning for specialet kan det veere interessant at
undersgge, hvorvidt dette punktmgnster kan modelleres ud fra en log Gaussisk Cox proces.
Problemstillingen for dette speciale kan da formuleres pa falgende made:

Hvordan kan punktmgnsteret for hussalg i Aalborg Kommune modelleres med log Gaussiske
Cox processer, og hvordan vurderes hvor godt disse modeller passer pa dataszettet?







Punktprocesser

| dette kapitel introduceres rumlige punktprocesser, og disse eksempli ceres ved Poisson pro-
cessen. Poisson processen anvendes, i de efterfglgende kapitler, som referenceramme for hvor-
dan punkterne i et punktmgnster afhaenger af hinanden. Desuden har Poisson processen en
seerlig rolle, idet den anvendes til at de nere Cox processen i Kapitel 4. Vaesentlige resultater
og egenskaber sasom Slivyak-Meckes Saetning bevises i dette kapitel.

Dette kapitel er baseret pa [14].

2.1 Rumlige punktprocesser

| dette afsnit gives en formel de nition af rumlig punktprocesser. Herudover introduceres void
sandsynligheder, som viser sig at veere nok til at karakterisere fordelingen af en rumlig punkt-
proces.

Lad S de nere en delmaengde &¢.

Kort beskrevet er erumlig punktproces< en stokastisk teellelig delmaengde af rumi8et

RY. For en klarere de nition af en rumlig punktproces introduceres fglgende ngdvendige begre-
ber.

De nition 2.1.1 (Lokalt endelig punktkon guration)

For enhver delmaengde S kaldet enpunktkon gurationladesn(x) veere kardinalite-
ten afx.

For en begreenset delmaendéle S sigesx at veerelokalt endelighvisn(xg) < 1,
hvorxg = x\ B er restriktionen ax til B.

Pa en lignende made Xz restriktion af punktprocessefti B S.

De nition 2.1.2 (Rummet for lokalt endelige punktkon gurationer)
Rummet bestaende af lokalt endelige punktkon gurationer de neres som

Ne=fx B :n(xg) <1 foralle begreensed® Sg:

De nitionen af rumlige punktprocesser @indebaerer en malelig afbildning, som kan sikres
ved at tildeleS en Borel-algebr®. Pa lignende facon tildeldd,. en sigma algebra

Ne= fX2Ne:n(Xxg)=mg:B 2Bg;m2 Np ;




hvor B, betegner maengden af begraensede Borel-maengder. Herefter falger de nitionen pa rum-
lige punktprocesser.

De nition 2.1.3 (Rumlige punktprocesser)

En punktproceX pdS RY er en méalelig afbildningX : ( ;F;P) ! (Ni;N)
mellem et sandsynlighedsrum; F ; P) og det malelige runiNc; N e). FordelingerPy
af X ergivetPx (F)= P(f! 2 : X(!)2 Fg)forF 2 N.

Rumlige punktprocesser kan forstas som malelige afbildninger mellem et sandsynlighedsrum
og et maleligt rum, som er en delmaengdeRAf Da X antager veerdier Nie, er en punkt-

kon guration x et udfald for en punktproceX, som observeres pa en delmaengde S.
Punktkon gurationer kaldes oggiunktmgnstre

2.1.1 Karakterisering af punktprocesser ud fra void haendelser

Lad X veere en punktproces 8 RY, og lad som fgB, = fB 2 B : B er begraensgt Da
de neresteellefunktionersom

N(B) = n(Xg);

hvilket er det antal af punkter tilhgrende der optreederB  S.

DelmaengdeFg N som er pa formerirg = fX 2 N : n(xg) = 0g, hvorB 2 By,
kaldesvoid haendelserVoid haendelser forstas som maengden af punktkon guratioidg i
uden punkter B. Herom geelder aX 2 Fg hvis og kun hvidN (B) = 0.

Sandsynligheden for at haendeld9ditB) = 0 indtreeffer, kaldesoid sandsynlighederDet
viser sig, at void sandsynligheden er nok til at bestemme fordelingen af punktpro¢éssen
Void sandsynlighedesr givet ved

v(B)= P(N(B)=0); B 2By

Her erv(B) sandsynligheden for, at der ikke forekommer nogle punkier i
Det falgende resultat viser, at void sandsynligheder er tilstreekkelige for at karakterisere punkt-
processer.

Seetning 2.1.4
En punktproceX pdS R er entydig bestemt af dens void sandsynligheder.

Bevis
Antag at borelmaengdeB S som punktprocesseX observeres pa, kan inddeles i del-
meengdeB; fori = 1;2;::: sadan at hveB; indeholder hgjest et punkt. Da vil fordelingen
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P(Xg, 2 F) for F 2 N kunne beskrives ud fra sandsynligheden for Bmindeholder et
punkt eller ikke. Da bliveP(Xg, 2 F) = P(n(xg,) = 0) pANQ de neret i ligning (A.1).
Dermed giver Lemma A.1.5 og A.1.3, at fordelingen er givet entydigt ud fra void sandsynlig-
heden.

2.1.2 Stardard beviset

Et redskab som dette speciale vil benytte sig af i ere tilfeelde, er det sakaldte standard bevis.
Bevisteknikken anvender fglgende resultat fra integrationsteori.

Proposition 2.1.5

Lad X vaere en maengde med tilhgrendelgebraF. Sa geelder for alle positive og male-
lige funktionerf : X ! [0;1 ], at der ndes en voksende fglge s, :::afsimple
F-malelige funktiones, : X ! [0;1 [s&dan af =lim .1 s, [12][s. 79].

Bevis
For bevis se [12][s. 79-80].

Antag at det skal bevises, at fglgende lighed er opfyldt

X Z
E h()= h() ()d; (2.1)

2X

hvorh:S! [0;1)og :S! [0;1) erikke negative funktioner. Senere introduceres®m
intensitetsfunktionen i De nition 2.2.2. Antag at bade venstreside og hgjreside af lighedsteg-
net i ligning (2.1) bliver til mal, ndh er en indikatorfunktion. Herefter de neres henholdsvis
venstresiden og hgjresiden af ligning (2.1) som

X
w(A)=E 1[ 2A]

z % yd
s(A)= 1 2A] ()d = X ()d

for A S. For at undersgge om ligheden i ligning (2.1) er opfyldt, er det pa baggrund af
Proposition 2.1.5 nok at undersgge, om den er opfyldhré&ren indikatorfunktion pa formen

1[ 2 X]. Det skyldes, at simple funktioner er summer af indikatorfunktioner. Ovenstaende
illustrerer fremgangsmaden i standard beviset. Altsa for at vise at en lighed er opfyldt, kan
begge sider af lighedstegnet erstattes med simple funktioner, og herefter eftertjekkes.

5



2.2 Poisson punktprocesser

Poisson punktprocessetler Poisson processesr en modelklasse for fuldsteendig rumlig uaf-
heengighed. Derfor spiller Poisson punktprocesser en afggrende rolle, nar der senere indfares
mere avancerede punktproces modeller.

Farst de nereslen binomiale punktproceda det herefter er muligt at indfere Poisson proces-
sen.

De nition 2.2.1 (Binomial punktproces)

Ladf veere en taethedsfunktion B& S, hvorS R, og ladn 2 N. En punktproces
X bestaende af uafhaengige identisk fordelte punkter med teethgkhldes en binomial
punktproces af punkter iB med teethed . Da skrivesX  Binomial(B; n;f ).

P&rummeS R hvor Poisson punktprocessen er de neret, de neres ags@isitetsfunktio-
nen som er med til at speci cere Poisson punktprocessen.

De nition 2.2.2 (Intensitetsfunktion) o

Hvis funktionen :S! [0;1 ) erlokal integrabel, det vil sigeat, ( )d < 1 for
alle begreensed® S, da kaldes for intensitetsfunktionen for punktprocessénpa
S.

Bemeerk at De nition 2.2.2 er generel for punktproces¥epa S, og ikke kun for Poisson
processer.

Hvis intensitetsfunktionen er lokalt integrabel, de neres integralet afover B S som
intensitetsmalet .

De nition 2.2.3 (Intensitetsmal) B
Intensitetsmélet er givetsom (B)= , ()d hvorB S.Intensitetsmalet er lokalt
endeligt, det vil sige (B) < 1 for begreensedB S.

Det ses, at der for intensitetsmalet geelder(@&t g) =0 for 2 S.

Nu er det muligt at de nere en Poisson proces.

6



De nition 2.2.4 (Poisson punktproces)
En punktproceX pdS RYer en Poisson punktproces med intensitetsfunktidnis
folgende egenskaber er gaeldende:
(i) For enhver delmeengd® S med (B) < 1,erN(B) po( (B)), altsa er
antallet af punkter Poisson fordelt med middelveer(®) (hvis (B) = 0 sa er
N(B)=0).

(i) For ethvertn 2 NogB S med0< (B)< 1, betingetpdN(B) = n,séer
Xg  binomialB;n;f ) med teethed ( ) = .
Da skrivesX  PoissofS; ).

Der geelder altsa for intensitetsmaletat for ethvert begraensBt S bestemmer det for-
ventede antal punkte . Det kan skrives

(B) = EIN(B)I: (2.2)

Ud fra De nition 2.2.3 kan ( )d ses som sandsynligheden for, at et punkt optraeder pa en uen-
delig lille kugle med centrum og volumend . Dette betyder, at hvis intensiteten er konstant,
vil sandsynligheden for om et punkt forekommer veere ens overdt pa

De nition 2.2.5 (Homogen og inhomogen Poisson proces)

Hvis er konstant, s& kaldes Poisson punktprocessdroerogen Poisson procgs S
med intensitet . Hvis ikke er konstant siges processen at veersneomogen Poisson
procespas.

Der geelder for en homogen Poisson proces, at den bade er translations invariant og isotropisk.

De nition 2.2.6 (Translations invariant og isotropisk punktproces)

En punktproceX paR¢ er translationsinvariant, hvis fordelingen)af+ s = f + s:
2 X g er den samme fordeling som den %rgivet ethverts 2 RY.

PunktprocesseX er isotropisk, hvis fordelingen &@X = fO : 2 X gerden samme

fordeling som den foK for enhver rotatior© om Origo.

Falgende proposition giver en made til at identi cere ¥ner en Poisson proces. Desuden giver
propositionen et udtryk for fordelingen Afg for en Poisson proces.

-



Proposition 2.2.7 (i) DengaeIder, aX  PoissoilS; ) hvis og kun hvis der for alle
B Smed (B)= , ()d <1 ogalleF N kan skrives:
* exp( B)S ¢ ¥

1[fXq1;:::;%9 2 F] (xj)dxy  dxp

P(Xg 2 F) = -
n=0 ’ B B i=1

hvor integralet fom = 0 skal ses som[; 2 F].

(i) Hvis der geelder aX PoissoiiS; ), sa gaelder der for funktiondr : Ny !
[0;1)ogB Smed (B)<1 at

X Z ¥
E[h(Xg)] = eXp(nﬂ ] Bh(fxl;:::;xng) (xi)dx;  dxp:
n=0 ' i=1

Bevis
(i) Det antagesX PoissofS; ), hvoraf der geelder &l (B) po( (B)) per De nition
2.2.4. Poissonfordelingens teethed er

k
PINB) =exp(  (B) D)

For at udregn® (Xg 2 F) anvendes loven om total sandsynlighed

b3
P(Xg2F)= P Xg2FjN(B)=nP N(B)=n:
n=0

For atudregn® Xg 2 FjN(B) = n anvendes at udfaldene er uafheengige, samt at sandsyn-
ligheden kan ndes ved at integrere teetheden. Deraf fas

X Z Z ¥
P(Xg 2 F)= P N(B)=n 1fxy;:i;xng 2 F f(X)dXq; 00 Xn;
n=0 B i=1
hvor indikatorfunktionen indfgres, for at sikre at punkterne [t il sidst indseettes Poisson-

teetheden foP (N (B) = n) samt aff (x;) = ((E;

z z v

R n .
P(Xg 2 F)= exp(  (B)) (:") 1fxq;::0xpg 2 F LB')d 15000 Xn
n=0 Z ' Z B i=1 ( )
s Y
= —exp(nl (B)) 1fxq;::0xng2F (Xi)dXq;::0Xn
n=0 ' B i=1
(i) Det skal nu vises at fglgende lighed holder
X ex B z 7z hd
Enxe = P B) WX (G)da d: (23)
n=0 : B B i=1




Teknikken bag standard beviset anvendes, sa det antabdsantskrives som graenseveerdien
af en fglge af simple funktiones, : N ! [0;1 ). Dermed karh erstattes med en indikator-
funktion for at undersgge, om hgjresiden og venstresiden i ligning (2.3) er ens. Dette giver

X Z Z ¥
exp(nﬂ 1[fX1;::0;%0 2 F] (xi)dxy  dXp:

n=0 B B i=1

E 1[Xg 2 F] =

(2.4)
Men idet indikatorfunktionen har netop to udfdalag O fas
E1Xg2F] =1 P(Xg2F)+0 P(Xg 2F)= P(Xg 2 F)
hvilket per (i) i Proposition 2.2.7 opfylder ligheden i ligning (2.4). Heraf falger det af standard
beviset, at ligning (2.3) er opfyldt.

Falgende saetning viser eksistensen og entydigheden for en Poisson proces givet dens void sand-
synlighed. Bemeerk, at hvi§ er en Poisson proces B (B) po( (B)), hvormed void sand-
synligheden er givet

(B)°
|

v(B)= PN(B)=0)=exp(  (B)—,

=exp(  (B)): (2.5)

Seetning 2.2.8
Poisson punktprocesseX, PoissolS; ), eksisterer og er entydig bestemt ved dens
void sandsynlighed

v(B) =exp( (B)); foralle begraensed8 S:

Bevis
Eksistensen vises ved at konstruere Poisson processeng Pa8 veere et vilkarligt punkt og
setBi =f 2S:i 1 | o <igfori 2 N. Det ses at er en disjunkt forening

af de begreensed® meaengder, d8; for hverti vil indeholde forskellige elementer. Betragt
en falge af Poisson fordelte stokastiske varididle po( (B;)). Betinget paN; = n lades
X veere en binomial proces [ medn punkter, mal ; og teethed ( ) = ﬁ hvor ; og

i er restriktionen af henholdsvisog til B;. Hvis processern¥; konstrueres uafhaengigt af
hinanden, vises & = i1=1 X, er en Poisson proces gaFor begreensed® S fas af loven
om total sandsynlighed at,

¥ ¥ X
P(N(Xg)=0)=  P(n(X;\ B)=0)= P(n(X;\ B)=0jN; = n)P(N; = n):
i=1 i=1 n=0

(2.6)




DaN; er Poisson fordelt & (N; = n) =exp(  (B;)) &L,

n!

Bemaerk at den betingede void sandsynligRéd(X; \ B) = 0jN; = n) kan skrives som
P(n(Xi\ B)=0jNij=n)=(1 P(12X;\B)) (@ P(n2X;\ B)):
Teetheden integreres for at bestemme sandsynligheden sa

VA n

: =0iN; = = —I() =
P(n(X;\ B)=0jN;=n) 1 . (Bi)d 1

Dette indsaettes i ligning (2.6). Ved at anvende at eksponentialfunktionen pa potensraekkeformen

(B\ B)) "
(Bi) '

er givet

exp(x) = %;
k=0
fas af ligning (2.6)
¥ X R "
(B\ Bj) (Bi)
P(n(X;\ B)= 1 ——— exp( (B))
i=1 n=0 (Bi) n!
¥ X B, B\ B;) "
_ ©)_ELB)exp (8)
i=1 n=0 )
\Z
= exp( (B)) (B\ Bi))exp( (B)
i=1
v R |
= exp( (B\ Bi))=exp (B\ B|)
i=1 i=1
=exp( (B): 2.7)

Udtrykket i ligning (2.7) er void sandsynligheden for en Poisson proces med intensitetsmal
Dermed fas ogsa entydigheden af Poisson processen fra Saetning 2.1.4 [9][s. 5].

En udvidelse af Seetning 2.2.8 til uafheengige Poisson processer er, &t;hoisX , begge er
uafhaengige Poisson processeiSuded intensitetsmal; og », sa er fordelingen afX 1; X »)
entydigt bestemt af deres void sandsynligheder. Disse skrives

PXiV A= X\ B=5)=exp( 1(A) 2B)) (2.8)

for begreensede delmaengdeB  S.
Nedenstaende proposition viser, at der for disjunkte meengder er fuldsteendig rumlig uafhaen-
gighed i en Poisson proces.
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Proposition 2.2.9

Hvis X er en Poisson proces @ sa erXg,; Xg,;: ::; uafhaengige for disjunkte maeng-
derBq;B>; S.

Bevis

Det skal vises, aKg,; Xg,;:::; Xg, er uafheengige for disjunkte maengdey;:::; B, for

n 2 Forn =2 haves, aB;;B, S er disjunkte og begreensede, da saddtes B, [ B..
Det der vises er

P(Xg, 2 F1;Xg, 2 F2) = P(Xg, 2 F1)P(Xg, 2 F):
Det anvendes &t er en Poisson proces Ba S, hvormed Proposition 2.2.7 giver
P(XBl 2 Fl;XBz 2 Fz) =
Z
X exp(_ (B))

n=0 n! B B

Z

Y
fxq;::xng\ B1 2 Fp;fXg;iiixng\ B 2 Fy (Xi)dxq; 0 dx,
i=1

_ % exp( (B[ BHX n S L7

I
n=0 n: k=0 K 8,

B1 B2 B>

A
fXq;:0:%XkQ 2 F1]1[f Xks1 5100 Xn0 2 Fy] (Xi)dXq; 10 dXp: (2.9)

i=1
Anden lighed i ligning (2.9) felger af, at der €f mader at treekk& ud afn punkter, samt at
de individuelle sandsynligheder summeres.

Herefter yttes den indre sum udenfor, og sumtegnene omarrangeres, hvilket giver

P(XBl 2 Fl;XBz 2 Fz) =
X R exp( (By) (B2)) n

o n! KI(n  k)!
k=0 n=k
Z Z ¥
1 X1 0:Xk9 2 F1]1[f Xk+1; 100 Xn0 2 F5] (Xi)dXq; oo dXn
Bk Bj) K i=1
X % z Y
= exp(_(Ba) __(B2)) 1[fX1; 10Xk 2 F4] (Xi)dxq; oo dx
o ki(n Kk)! Bk -
k=0 n=k 1 i=1
Z v
1[f Xks1 ;00 Xn0 2 F5] (Xi)dXk+1 ;1005 dXn:
B “ i=k+1
Anden lighed i ovenstadende fglger af at ytte de funktioner, som ikke afhaenger; af: ; X,
udenfor integralet der afhaengenaf.. ;:::;X,. Ved at reparametrisera = n  k fas da det

folgende
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P(XBl 2 Fl;sz 2 Fz) =

% 4 Y

—exp( (B1)) 1[fxq1; %9 2 F4q] (Xi)dxq; oo dx
_ kl Bk .
k=0 Z 1 i=1
hs yn

—exp( mI(BZ)) 1[f X1, :Xmg 2 F3) (Xi)dxq; oo dXm
m=0 ' BY i=1

= P(Xg, 2 F1)P(Xs, 2 Fy):

Den sidste lighed fglger af genanvendelse af Proposition 2.2.7(i).
| induktionstrinnet antages, at

P(Xg, 2 Fi000 X, 2 Fi+1) = P(Xg, 2 F1) P(XB,-+1 2 Fj1):

Seetning 2.2.9 viser, at Poisson processen er uafhaengigShudeles i disjunkte maengder.
Poisson processen udviser, hvad der betegnes fuldstaendig rumlig uafhaengighed, ved at alle
punkter, som er forskellige fra hinanden, er uafhaengige. | Kapitel 3 indfgres kriterier, som
kan anvendes til at afggre, hvorvidt en punktproces udviser fuldsteendig rumlig uafhaengighed,
hvilket er aekvivalent med, om en punktproces er en Poisson proces.

Falgende proposition angiver en metode til at konstruere homogene Poisson processer, ud fra
uafhaengige delmaengderRf med passende fordelinger.

Lad! 4 veere volumen af ded-dimensionelle enhedskugle givet som

lg= =1+ d=2):

Proposition 2.2.10

Lad S;; Us; Sy; U, - : veere gensidigt uafhaengige, hvor hvigrter uniformt fordelt pa
fu 2 RY : jjujj = 1g, og hvertS; Exp(! 4) er eksponentielt fordelt for > 0.
LadRy =0 ogRY = RY , + S fori = 1;2;:::. DaerX = fRiU;;RoUy; g
PoissoliRY; ).

Bevis
For bevis se [14][s. 18-19].
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2.2.1 Superposition og udtynding

To grundlaeggende operationer for punktprocesssuperpositioneringg udtynding

De nition 2.2.11 (Superposition)

De nition 2.2.12 (Udtynding)

Ladp:S'! [0;1]veere en funktion og lad vaere en punktproces [ Punktprocessen

Xthin X som er opndet ved at inkludere2 X i Xuin med sandsynlighegd( ),

hvor punkterne er inkluderet/ekskluderet uafhaengigt af hinanden, kaldes en uafheengig
udtynding afX medretention sandsynlighedgX ); 2 S. Dette kan ogsa skrives som

Xiin = F 2XR() p()og;

hvorR( ) Uniform[0; 1]]med 2 S er gensidigt uafheengige og uafheengigX af

Det viser sig, at Poisson processer er lukkede under superposition. Fglgende proposition anven-
der terminologienMed sandsynlighed gsom forklares i Appendiks A.1.

Proposition 2.2.13

P
Hvis X;  PoissofS; ); | =1;2;:::; er gensidigt uafhaengige og= i er lokalt
integrabel, sd eX = i1:1 Xi, med sandsynlighed et, en disjunkt forening Xg
PoissofS; ).
Bevis

Farste del vises ikke, men kan ndes i [14][s. 23].

S
At X = ilzl X er en Poisson proces fglger af Saetning 2.2.8, altsa at den eksisterer og er
entydig bestemt ved dens void sandsynlighed. For begreBnsetS kan der pa baggrund af
Seetning 2.2.8 skrives

; ;
PXe=:)= PX\B=)= exp( (B)=exp( (B)

i=1 i=1

R
hvor ((B)= . ()d .

Naeste proposition viser, at en Poisson punktproces ogsa er lukket under uafthaengig udtynding.
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Proposition 2.2.14

Antag atX  PoissofiS; ) er underlagt uafhaengig udtynding med retention sandsyn-
lighederp( ) hvor 2 S, og lad

thin = P() (); 2S:

Sa erXin 0g X NXyin Uafheengige Poisson processer med intensitets funktioner hen-
holdsvis i 0g thin -

Bevis

R
Lad i, veere givetved yn = min ( )d . Givet udvidelsen af Saetning 2.2.8 giver ligning
(2.8), at det kun er ngdvendigt at vise

P(Xwin \ A= XnXtpin \ B=7)=exp(  win (A) (B)+ in (B)) (2.10)

for begreensedd; B S. Herfra vises det, & i, samtX nXy,, er Poisson processer.
LadC Sveere begreenset. D& PoissoliS; ) erN(C) po (C)).
Loven om total sandsynlighed giver for udtrykk&{Xy.,, \ C = ;) at

A
P(Xthin\C:;): thhin\C:;jN(C):nPN(C):n

n=0
N n

= %e ©P Xtin\ C=;jN(C)=n:
n=0 ’

For at udregn® Xuin \ C = ;JN(C) = n anvendes De nition 2.2.12, hvofyi, \ CjN(C)

har teetheg( )f ( ), ogf erteetheden fox \ CjN(C). Dermed m&X uin \ C = ;jN(C)= n

have teethedl p( ))f ( ). Dette benyttes til at bestemme sandsynligheden ved at integrere
teetheden

X n 4
P\ C= )= Ve © 1 p() f()d
n=0 )
_* o ()
T R Ok
z :
=" Ze © @ p() ()d
n=0 Z c

= exp c(1 p()) ()d exp( (C))

=exp( (C)  win (C))exp( (C))=exp(  tin (C)):

Her er potensraekkeformen for eksponentialfunktionen anvendt, samt at udtyndingen er uafhaen-
gig. Per Seetning 2.2.8 &y €er en Poisson proces.
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Ved symmetri haX n Xy, \ C = ;jN(C) = n teethedp( )f ( ), og det fas at
P((XNXuin )\ C=;)=exp( ( thin )(C)):

Da fas, atX nXyin 0gsa er en Poisson proces, som er karakteriseret ved dens void sandsynlig-
hed.

Det ses, aA \ B;AnB;B nA er disjunkte og af X¢in \ A; X nXpin \ Bg= X\ A\

B; Xin \ (ANB); (X NnXin )\ (BnA)gfor begreensedd; B  S.

Resultatet falger nu af Proposition 2.2.9 og ligning (2.8).

P(Xuin \ A= (XnXwin)\ B =)
= P(X'\ A\ B =;)P(Xthin \ (ANB) = ;)P((XNXin )\ (BNA) = ;)
=exp( (A\ B) i (ANB) ( thin J(BNA))

Dermed er ligning (2.10) opfyldt.

Inhomogene Poisson processer kan ofte simuleres ved udtynding af en homogen Poisson proces.
Dette viser fglgende korollar.

Korollar 2.2.15

Antag atX PoissolRY; ), hvor intensitetsfunktionen er begraenset af en endelig
konstantc. S& erX fordelt som en uafhaengig udtynding af Poig®®t c) med retention
sandsynlighedep( ) = 2.

Bevis

Per antagelse er void sandsynligheden{ogivet ved
Z

viB)=P(X\ B=;)=exp ()d =exp( (B) (2.11)
B

jeevnfgr Seetning 2.2.8.

Givet en homogen Poisson procés,m  PoissofS; ¢, lad daX,m veere underlagt en uaf-
heengig udtyndig med retention sandsynlighguiej = ( )=c Sa bliver yin ( ) = p( )c. Da
er den uafheengige udtyndniXg,i, af Xnom en Poisson proces med intensitgf, ( ) = ()
per Proposition 2.2.14.

Xwin har da void sandsynlighed

Z Z

P(Xwin \ B =;)=exp hin ( )d  =exp ()d =exp( (B));
B B

hvormedX er fordelt somXy,, per Saetning 2.2.8.
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2.2.2 Simulation af Poisson processen

Afsnittet her vil fokusere pa simulation af en Poisson pro¢es PoissofiRY; ) indenfor en
begreenset maenge RY. Det homogene tilfaelde hvor intensiteten) = o er konstant for
alle 2 B betragtes som det farste.

For dimensiord 1 betragtes tre tilfeelde:

1. ltilfeeldet hvorB = b(0;r) er en kugle med centrunDiog radiusr, falger simulationen

2. HvisB =[0; a] [0; a4] er end-dimensionel kasse da kan (i) og (ii) fra De nition
2.2.4 anvendes. Fgrst kan antallet af punkitéB ) genereresd (B) po( .a1  aq),
og herefter kan lokationerne af 8B ) uniformt uafhaengige fordelte punkter genereres.

3. HvisB er begreenset, men hverken er en kugle eller kasse, da simuleres Poisson processen
X paenten en kugle eller kasBg hvorB  B,. Herefter fiernes de genererede punkter

som optreederBo nB.

Herefter antages, &g er inhomogen med intensitetsfunktioq ) med 2 B, som er be-
graenset af en konstarg > 0. Da genereres farst en homogen Poisson prgce&B ved brug
af ovenstaende punkter, med tilhgrende intensigeterefter danneXz som en uafhaengig
udtynding afYz med retention sandsynlighed#r) = ( )=,; 2 B.Denne fremgangsma-
de er muliggjort af Proposition 2.2.14.

2.2.3 Slivnyak-Meckes Saetning

En anden metode til at karakterisere en Poisson proces er ved Slivhyak-Meckes Saetning. Denne
viser, at middelvaerdien over en sum af funktioner$&an omskrives som integralet over
middelveerdien af denne funktion gange intensiteten.

Seetning 2.2.16Slivnyak-Meckes Saetning)
Hvis X  PoissoliS; ) sa geelder der for funktionér: S N ! [0;1) at

hx i Z
E  h(;Xn)= Ehn(X) ()d: (2.12)
2X S

Bevis
P
FzrstRbetragtes tilfeeldet hvor ,, h( ;X n ) kun afheenger aX gennemXg foretB S
med ; ()d < 1 .Dermed kan Proposition 2.2.7 anvendes til at nde den forventede veerdi
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hx [
E h(;X n)

2X

X z ¥
- —exp(n' (B)) h(xi;fx1;00 X0 nxi)  (xi)dxg  dx,: (2.13)
! B B sy i=1

Z ¥

n=1
Idet at funktionerne integreres over samme integrationsomrade, kan summen skrivas som
gange funktionsveerdien, hvormed ligning 2.13 kan omskrives til

hx i
E h(;X n)
2X 7 7
X exp( (B)) v
) n=1 (), B NOmsbxas s Xn 1g)i=1 bl B
Z Z Z
X v
= exp(_(B)) h(Xis1 ; FX1; 0005 Xk0) (Xi)dxy  dXys1
B k=0 k! B B i=1
Z Z 4
" ¥
- exp(_(B) (B)X h(u; f X120 XkQ) (X')dxl dx (u)du:
B =0 k! B B i=1 (B)

(2.14)

Det geelder, at% = f (x;) er teetheden foX betinget paN (B), daX er en Poisson proces.

Dermed kan 7 7
P Y (x)
h(u;fxq;:::; Xk Q) ——2dx;  dxg
S _, (B)
fra ligning (2.14) omskrives til middelveerdien hfbetinget paN (B). Dermed fas, at ligning
(2.14) kan skrives

hx i Zx
E  h(;Xn) = —eXp(k| (B)

2X B k=0
Z n i

Xk @)JN(B) = ko (u)du (2.15)

11
m
m
=25

—~

£
—
X

ow

B
hvor det i ligning (2.15), anvendes at der summeres over teetheden for Poissonfordelingen. Til
sidst anvendes loven om total forventniBY ] = E[E[Y X ]] [2][s. 185], og af ligning (2.15)
fas
hx i Z z
E h(; X n) = E[h(u;fxq;:::;%g)] (u)du = E[h(u; X)] (u)du:

2X B B
Herefter betragtes det generelle tilfeelde, hlvorS N ! [0;1 ).
Hvis det kan vises, at ligning (2.12) er opfyldt, mir;x) = 1[(;x)2F]; F S Nyeren
indikatorfunktion, sa falger det af standardbeviset i Afsnit 2.1.2, at ligning (2.12) gaelder for alle
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ikke-negative funktioneh. Ideen er at anvende Lemma A.1.6, pa hgjresiden og venstresiden af
ligning (2.12), nah er en indikatorfunktion.

Det farste der skal vises, erathwig;x) = 1[(;x) 2 F;F S N, sa er bade hgjresiden

og venstresiden af ligning (2.12) et mal. Lad

hx [
vs(F)= E 1[(;xn )2 F]; (2.16)
v 2X
hs(F)= E 1[(;x)2 F] ()d (2.17)
S

forF S N, betegne henholdsvis venstresiden og hgjresiden af (2.12)hteragrstattet af
en indikatorfunktion. Det farste der bemeerkes, er at bade indikatorfunktionerpeg de ni-
tion er ikke-negative, hvormed baslgog h; er ikke-negative. Dette opfylder det farste kriterie

i De nition A.1.2. Desuden ses at
hx i hx i
vs(;)= E 1[(;xn)2;] = E 0 =0
2X 2X

0g
Y4 Z

hs(;)=  E1[(:x)2;] ()d = 0 ()d =0;
S S

S
hvilket opfylder (1) iSDe nition A.1.2. I_Sad nusS = izl B, for disjunkte delmaengdeB,
sédsan aB N = izl B, N = ﬁzl F. bestar af en disjunkt forening af elementer
B, N, = F,.Dafas

[ hX [ i
Vs F, = E 1[(;xn )2 Fnl
n=1 2X n=1
hx »x i X hyx [
=E (;xn )2 F,] = E 1(;x n )2 Fy]
2X n=1 n=1 2X
samt
Z h i
hs[an:S El(;x)2[an ()d
n=1 #:1 Bn n=1
Z h L
= E1(;x)2 Fo ()d +
Bi1 n=1
w Z h [ i
= E1(;x)2 Fy ()d;
n=1 Bn n=1

hvilket viser (2) i De nition A.1.2. Dette viser altsa at badgog hs er mal.
Fra fgrste del af beviset vides, at htigr pa formen

h(;x)=1[ 2 C;n(xa)=0]
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hvorA;C  Serbegraensede, sa er ligning (2.12) opfyldtBor A[ C. Dermed kan Lemma
A.1.6 anvendes og

hx i Z
E h(; X n) = Eh(X) ()d
2X S

eropfyldtforh( ;x)= 1[(;X)2F]; F S Ni.
Slivnyak-Meckes Seetning kan udvides til falgende saetning

Seetning 2.2.11Den udvidede Slivnyak-Meckes Saetning)
Hvis X  PoissoS; ), da geelder for all@ 2 N og enhver funktiorh : S” N !
[0;1) at

= Eh(:ii; 0 X) ()d; dy (2.18)

< e i=1

(hvor & angiver at den punkter er parvist forskellige).

Bevis
For bevis se [14][s. 22].
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Summary Statistics

Dette kapitel introduceresummary statisticor rumlige punktprocesset paS = RY. Sum-

mary statistics kan benyttes til modeltilpasning og validering. Desuden giver summary statistics
et kvantiferbart mal for, hvordan punktmanstre er struktureret, hvilket opnas ved sammenlig-

ning med summary statistics for Poisson processen. Kapitlet indeholder ikke-parametriske esti-
mater af summary statistics og vaesentlige resultater.

Dette kapitel er baseret pa [14].

3.1 Farste- og anden ordens egenskaber

Farste og anden ordens egenskaberne for de stokastiske teellevidigb)eparB S, er be-
skrevet ved intenstitetsmalet og @etden ordens faktorielle momentmiiitensitetsmalet er i
ligning (2.2) givet som (B) = E[N (B)], og kaldes en farste ordens egenskab. Intensitetsmalet
for en punktproceX pas de neres generelt pa denne made.

| De nition 2.2.3 er intensitetsmalet givet som

Z
(B) = ()d; B S
B
Er det muligt at give pa denne made, kaldesfor intensitetsfunktionen for punktprocessen
X paS. Hvis er konstant, sa er punktprocessémomogen eller fgrste ordens stationser med
intensitet , ellers sigesX at veere inhomogen. Na¢ siges at vaere stationaer, meneXagr
farste ordens stationeer.

Analogt med intensitetsmalet de neres det anden ordens faktorielle momen#h&om kal-
des en anden ordens egenskab. For fgrste ordens egenskabaersgges antallet af punkter i
B S, men for anden ordens egenskabéh er det antallet af punktpar som undersgges.

De nition 3.1.1 (Anden ordens faktorielle momentmal)
Det anden ordens faktorielle momentm& paRY RY er givet ved
h X [

@e)=E 1(; )2C]; C R* R%
72X

Ud fra det anden ordens faktorielle momentmal er det muligt at de arden ordens produkt-
teetheden
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De nition 3.1.2 (Anden ordens produktteethed)

Hvis det anden ordens faktorielle momentm& kan skrives som
7

@)= 1(; )2C1@¥(; )dd; ¢ RT RY

hvor @ er en ikke-negativ funktion, s kalde® anden ordens produkttaetheden.

Udtrykket @ (; )d d kan intuitivt ses som sandsynligheden for at observere et par af punk-
ter fraX i bade kuglen med centrum iog volumend og i kuglen med centrum i og volumen

d.

For at kunne afgare i hvilken grad en punktproces afviger fra en Poisson proces, sa er det for-
delagtigt at normalisere anden ordens produktteetheddrn ), ved at dividere med( ) ( ).

De nition 3.1.3 (Parkorrelationsfunktionen)
Hvis bade og @ eksisterer, sa grarkorrelationsfunktionede neret ved

a(; )= W,

medg(; )=0,hvis () ()=0.

Intuitivt set er parkorrelationsfunktionen forholdet mellem den simultane sandsynlighed for at
observere et par af punkter for punktprocessen og sandsynligheden for at observere det samme
par af punkter uafhaengigt af hinanden. Falgende proposition vil vise, at det for parkorrela-
tionsfunktionen for en Poisson proces geeldeg(at ) = 1. Dette stemmer overens med, at
punkterne i en Poisson process optraeder uafthaengigt af hinanden.

Proposition 3.1.4
LadX PoissofS; ). Da geelder det for anden ordens produktteetheéferat

@G y= O ) (3.1

Bevis
Fra De nition 3.1.2 vides at det anden ordens faktorielle momentmaCfor R RY kan
skrives

zZ
@(C) = 1[(; )2 C] @(; )dd: (3.2)

Ved atladeC; C, = C hvorCy;C, RY samt anvende De nition 3.1.1 fas af ligning (3.2)
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at

zZ Z
@(c) = @(; Hdd
C, Cy
h Y6 i
- E 1[ 2 Cy; 2 Gy
z 7% i
= E1 2Cy; 2Co] () ()dd: (3.3)
Rd Rd

Ligning (3.3) fas ved at anvende den udvidede Slivnyak-Meckes Saetning 2.2. 11 drgtattes
med indikatorfunktioned[ 2 C;; 2 C,]. Middelveerdien i ligning (3.3) giver altid, hvis
(; )eriC.Dermed fas

z z
@)= () ()dd;

C. C

hvormed det geelder at?(; )= () () ( -nsesten overalt).

Parkorrelationeig kan ud fra Proposition 3.1.4 anvendes til at afgagre, om en punktproces er en
Poisson proces. Hvis der for en punktproeesgyeelder ag(; ) > 1, antyder dette at sand-
synligheden for at observere et par af punktér i ) er stagrre end for en Poisson proces med
samme intensitetsfunktion sok. Hvis g(; ) > 1 vil punkterne, givet som udfaldene for
punktprocessen, typisk forekomme teettere sammen end for Poisson processen. Dette kaldes for
clustering Omvendt antydeg( ; ) < 1, at sandsynligheden for at observere et par af punk-
teri(; ) er mindre end for en Poisson Proces med samme intensitetsfunktion. Dermed vil
o(; ) < ltypisk medfare, at punkterne givet som udfaldene for punktprocessen forekommer
leengere fra hinanden end for Poisson processen. Dette kaldegtitaritet

Parkorrelationsfunktionen er invariant under translationer, Mvisr stationzer, altsa geelder

a(; )= o ). Der ndes tilfeelde, hvor er inhomogen, selvorg er translationsinvari-

ant. Eksempelvis er dette opfyldt for en inhomogen Poisson procegghwvdr per Proposition

3.1.4.

Falgende proposition minder om Slivnyak-Mecke Saetningerne 2.2.16 0og 2.2.17, men disse geel-
der kun for Poisson processer. Fglgende geelder generelt for punktprocesser.
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Proposition 3.1.5(Campells Saetning)
Antag atX har intensitetsfunktion og anden ordens produktteetheéd . S& geelder for
funktionerh; : RY! [0;1 )ogh,:RY RY! [0;1) at
hx A
E h() = h)()d (3.4)
2X

og

h ¥ i 7
E ha(5 )
72X

ho(; ) @(; )dd: (3.5)

Bevis
Til dette bevis bruges teknikken bag standard beviset beskrevet i Afsnit 2.1.2. Funktigngn
erstattes i ligning (3.4) med indikatorfunktionép 2 B] for passend®  RY. Fra ligning

(2.2) og De nition 2.2.3 fas da
hx i Z
E 1[ 2B] = E[N(B)]= (B)= 1] 2B] ()d:
2X
Pa samme made vises ligning (3.5), hitng( ; ) erstattes med indikatorfunktiondfi( ; ) 2

C]. Jaevnfar De nition 3.1.1 og 3.1.2 fas

h e i 7
E 1(; )2cC] = @)= 1(; )2C1 @(; )dd:

72X

For en udtynding af punktprocessgnkan intensitetsfunktionen og anden ordens produktteet-
heden forX bruges til at bestemme intensitetsfunktionen og anden ordens produktteetheden for
udtyndingenX in .

Proposition 3.1.6

Antag atX har intensitetsfunktion og anden ordens produkttaethé®d, og atX i, er

en uafhaengig udtynding & med retention sandsynlighedef ) hvor 2 RY. S& er

intensitetsfunktionen og anden ordens produktteethedexf@r givet ved

win ()= P() () 09 n (i )=pOIPC) @(: )
Derudover geelder ogsa at parkorrelationsfunktionen er invariant under uafhaengig udtyn-

ding s&g = Gnin -

Bevis
Per De nition 2.2.12 eR( )  Uniform([0;1]); 2 RY og gensidigt uafhaengige samt uaf-
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heengige aK . Ved anvendelse af ligning (2.2) og ved brug af notationen i De nition 2.2.12, sa

kan detforB  RY skrives at
X
in (B) = E[n(Xnin \ B)]= E 1 2B;R() p()]
2X

h “"x i
EE [ 2B;R() p()I X
2X

h X [
EE 1[ 2BJ1[R() p()] X : (3.6)
2X

Loven om total forventning betinget pé er anvendt i ligning (3.6). Ved at betinge fakan
1[ 2 B]treekkes udenfor den inderste middelveerdi i ligning (3.6). Samtidig indses det at

E 1[R() p()] = p(), ogdette giver
hx i
nn (B)=E  1[ 2BJE1[R() p()]

h)%X [

E  p()1[ 2B]
2X

p( ) ()d:
B

Her kommer sidste lighed fra Proposition 3.1.5 og dermed sesat ) = p( ) ( ). PAsamme

made kan &) (; )= p( )p( ) @(; ) vises. Herfra felger at

g (- )= G ) _PORO) DG ) @6 )

mO)wn() PO OPO O OO 9

(; )

3.1.1 Anden ordens reduceret momentmal

Det anden ordens faktorielle momentmal kan udtrykkes i form af intensitetsfunktionen og malet
K p&RY, som introduceres nu.

De nition 3.1.7 (Anden ordens reduceret momentmal)
Antag atX har intensitetsfunktion og at malet
1 X 10 24 2 B]'

_ - d
K(B) = jAjE N 0 ' B R (3.7)

ikke afhaenger af valget & RYmed0< jAj< 1 .Hvis () ( ) =0 iligning (3.7)
saettes det tilsvarende led i summen lig 0. S& sijet vaereanden ordens intensitets-
genveegtet stationaeg K kaldes deanden ordens reducerede momentmal

Translationsinvarians af parkorrelationsfunktiorgefor X medfgrer anden ordens intensitets-
genveegtet stationaritet, hvilket falgende proposition viser.
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Proposition 3.1.8
Lad X veere en punktproces = RY. Givet at parkorrelationsfunktionemfor X er
translationsinvariant, da geelder for det anden ordens reducerede momentmal at

Z
K(B)= g¢(Hds B R (3.8)
B
hvor ~=
Bevis
Ved at anvende ligning (3.5) pa ligning (3.7) og latle fas
h : i
K(B)IiE [ 2 A 2 B]
AL () ()
1710 2A 28],
Jll 27 () ()
= — [ 2 A; 2 Blg(; )dd
JA] 7 7
1
= — ; ~d d~
= — ~)d d~
J'i\] 7B A g(z)
= — g(“‘) 1dd~
f\] B A
= g(md+
B

hvor translationsinvariansen ger anvendt, ved at translatere med  -).
Det anden ordens reducerede momentkhafhaenger ikke af, hvormedX er anden ordens
intensitetsgenveegtet stationaer.

Generelt set &K ikke translationsinvariant, heller ikke hvis er stationaer. HviX er stationeer,
haves fglgende proposition.

Proposition 3.1.9
Lad K(B) vaere det anden ordens reducerede momentmal for en homogen punktproces

X . Da geelder for det anden ordens faktorielle momentrffilpdRY R at
A
@@, By)= 2 K(B,; )d; BB, R%

B2

Bevis
Nar er konstant, ogy er invariant under translationer, fas for det anden ordens faktorielle
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momentmal at

zz
@B, By)=  1[ 2By 2By @(; )dd
_ ZZZ 1[ 2 By, 2252] @(; )dd
77
= 2 1] 2By 2Bg(; )dd
zZ z
=2 g(; )dd
ZBz B
= 2 K(B; )d:
B2

| det stationaere tilfeelde karK (B) tolkes som den betingede forventede veerdi af antal punkter
omkring Origo iB, givet atX har et punkt i Origo.

Et resultat relateret til summary statistics, eKagr invariant under uafhaengig udtynding.

Proposition 3.1.10
Hvis X in €r en uafheaengig udtynding af en anden ordens intensitetsgenvaegtet stationaer
punktproces< , sa erX sin anden ordens intensitetsgenveaegtet stationakiygg = K.

Bevis
Det fas fra De nition 3.1.7, at

h - i
| _ 1 1[ 2 A; 2 B]
Kthm (B) ]AJ E X thin ( ) thin ( )
h : !
1 W2A 2Bl 00y

jAj ox thin () thin ()

Andet lighedstegn falger af, at punkterneg indgar iX 4, med sandsynlighed henholdsvis
p( ) ogp( ). Det fas da af Proposition 3.1.6 at

h . [
el L 1 2 A; 2 B]
o ®=RE T 00
= K(B):
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3.2 Summary statistics ud fra det andenordens reducerede

momentmal

Det andenordens reducerede momentféknyttes her til at de nere Ripleys -funktion ved
at anvend& pa 'test maengder' i form af-dimensionelle kugler. Ud fri -funktionen de neres
yderligere en summary statistic, som er en transformati¢gh-a&inktionen.

De nition 3.2.1 (K- og L-funktionen)
K - og L-funktionenfor en anden ordens intensitetsgenveegtet stationaer punktptqces
er de neret ved

1=d
K()= KEO) og L= S

forr > 0.

| De nition 3.2.1 angivert(0; r) kuglen med radius og centrum 0, og! ¢ = 92=(1+ d=2)

er volumen af dewl-dimensionelle enhedskugle.

K er dermed de neret, ud fra vaerdid¢h antager pa en kugle med centrurd og radiusr.
Desuden ses & - og L -funktionen afhaenger af hinanden, ideblot er en transformation af
K. Det vises dog i Proposition 3.2.2, ktfor en Poisson proces er lettere at genkende end
K -funktionen. | praksis kan det derfor veere lettere at anvéntienktionen.

| det stationeere tilfeelde kaK (r) fortolkes som det forventede antal af punkter indenfor af-
standr af et vilkarligt punkt iX .

Hvis K er invariant under rotationer, kan denne bestemmes ul frélvis parkorrelations-
funkioneng er invariant under rotationer, kan det ud fra ligning (3.8) vises at

Z r
K= 4 t9 Ig(t)dt (3.9)
0

ifalge [14][s. 34].
Ligning (3.9) viser sammenhaengen mellgnogg. Herer 4 =2 9%2=( d=2) over adearealet
af dend-dimensionelle enhedskugle.

Falgende proposition giver et veesentligt resultatferog L -funktionen for en Poisson proces.

Proposition 3.2.2
Hvis X er en Poisson proces, samt andensordens intensitetsgenvaegtet stationaer, da geel-
der forK - og L -funktionen at

}rd; L(r)=r: (3.10)

K(r) = 43
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Bevis
Hvis X er en Poisson proces, samt andensordens intensitetsgenvaegtet stationaer, vides det at
g(; ) =1, hvormed ligning (3.9) kan anvendes for at berelr(e) for X . Dermed fas

Z

r
K(r)y= 4 t9 g(t)dt
z°,
= 4 t9dt
0
1 d r
- d at t=0
1 d.
dar : (3.11)
For at udregné (r) bemaerkes det farst, at fdr2 N er
p_(d 2)
(d2)= P D5

2

hvilket giver en formel for udregning af gamma-funktionen [15]. Heraf fas at
d+2

1+ d=2)=( 5 )
p_ dl
= 2dzl :
Nu udregnes brgken
K(r) _ d%rd
Iy 92=(1+ d=2)
2 d=2
_ T Td e 11,
- d=2 ar
Panet 1

d+1

2 =P g%t 1 1,
=2t ~(d 2)n%Y) td

d+1

_2diew) ! 1
(d 2)nEz) td
_oodr 1,
@ 2ud
=rd (3.12)

Sidste lighed i ligning (3.12) falger af de nitionen pa dobbelt fakultet

dge 1
n!l = (n 2k)
k=0
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forn 2 N [3][s. 139]. Af de nitionen paL -funktionen fas det dermed for en Poisson pra¢es

at

L(r)= KlLdr) l:dz r:

K -funktionen for en Poisson proces er dermedi'st grads polynomium. Proposition 3.2.2
viser desuden, at det for en Poisson proces gaelde(rater identitetsafbildningen pa> 0,
hvilket giver et veesentligt karakteristika forfunktionen for en Poisson proces.

Hvis det for en punktproces geelderlair) > r , indikerer dette clustering for afstande mindre
endr. Hvis det omvendt geelder B{(r) < r , indikerer dette regularitet for afstande mindre end
r.

3.3 Summary statistics ud fra interne punktafstande

| dette afsnit indfgres summary statistics, som afhaenger af interne punktafstande i punktproces-
senX, hvor X er antaget stationeer. Herudover undersages formen pa disse summary statistics
for en Poisson proces.

Farst de neresomrumsfunktionen

De nition 3.3.1 (Tomrumsfunktionen)
Antag atX er stationaer. Tomrumsfunktion&ner fordelingsfunktionen for afstanden fra
Origo (eller et andet fast punkRY) til det naermeste punktX

F(r)=P(X\ b0;r)6 ;) (3.13)
forr> 0.

Bemeerk at sideiX er antaget stationaer, \H ikke veere afhaengig af valget af det faste punkt.
Veerdierne sonk antager, er sandsynligheden for at der vil veere mindst ét putikhidenfor
afstandr af det faste punkt (Origo i de nionen). TomrumsfunktionEner dermed voksende
narr er voksende [4][s. 262].

En anden funktion, som ogsa afhaenger af afstanden mellem punkter, er den Sidenidtste
nabo funktionG.

De nition 3.3.2 (Naermeste nabo funktionen)
Antag atX er stationaer. Neermeste nabo funktioier de neret ved

p— 1 x . .
G(r) = ST (X n )\ B(:r)6 ;] (3.14)

2X\ A

forr > 0og en vilkarligmaengdd R%hvorO< jAj< 1 .
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Neermeste nabo funktionéhkan fortolkes som fordelingsfunktionen for afstanden fra et punkt

i X til det neermeste nabopunkiXi. Idet X er stationaer, afheeng& ikke af punktet .
FunktionenG antager sandsynligheder for at den mindste afstand mellem et fast punkt og et
punktiX, erligr [4][s. 262].
Ud fra F- og G-funktionen er det muligt at de nere en tredje summary statistic baseret pa
interne punktafstande.

De nition 3.3.3 (J-funktionen)
Antag atX er stationger] -funktionener da givet ved

1 G(r)

J(r)=
forF(r) < 1
Den fglgende proposition viser, at det for en Poisson proces geelder,cat G-funktionen er
ens, hvilket giver et paent udtryk fdrfunktionen, naiX er en Poisson proces.

Proposition 3.3.4
Lad X veere en stationaer Poisson proces. Da geelderxfod at

F(r)= G(r)=1 exp( ! 4% og J(r)=1:

Bevis
For en stationger Poisson proces med intens#tetl kan TomrumsfunktioneR udregnes ved

F(r)= P(X\ b0;r) 6 ;)
=1 PX\ b0O;r)="3)
=1 v(b0;r)): (3.16)

Sidste lighedstegn falger af Bt(X \ b(0;r) = ;) er void sandsynligheden fof . Idet X
PoissolfS; ) kan Seetning 2.2.8 anvendes hvormed

F(r)=1 exp( (E(O;r))

=1 exp d
Boir)
=1 exp 1d
b(0;r)
=1 exp( ! 4r9: (3.17)
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For G-funktionen anvendes Slivnyak-Meckes Seetning 2.2.16

1 h x |
G("):TE I[(Xn )\ b(;r)86 ;]

J 2X\ A )

1 hx [

= —E I 2A,(Xn )\ b(;r)6 ;]

JAJZ o
1
— E1X\ b(;r)6;] d 3.18
A EIXA RG] (3.18)

[ ligning (3.18) anvendes nu & 1[X \ b(;r)6 ;] =P X\ b(;r) 6 ; ,ogdetfas at

z
G(r)=i PX\b(;r)6; d
JAjzA
1
=— 1 PX\Db(;r)=; d:
1Al A o)

Ved at anvende ligning (3.16) og (3.17) fas da

Z
G(r) = i 1 exp( ! 4r%d
JAJ A Z
1
= 1 exp( ! 4% — 1d
p( ! 4 )jAj X

=1 exp( ! q4r9):

Heraf fglger detad (r) = 1.

Generelt indikereF (r) < G (r) at punktprocessen er clusteret. Bemaerk at beting@&gen<
G(r) er aekvivalent med (r) < 1. Omvendt indikereF (r) > G (r) regularitet af punktproces-
sen. Betingelseh (r) > G (r) er aekvivalent med (r) > 1. Dette gar sig geeldende for 'tilpas
sma' veerdier af > 0jaevnfar [14][s. 36].

3.4 |kke-parametrisk estimation af summary statistics

Dader nu er introduceret summary statistics for punktprocesser, gives herefter ikke-parametriske
estimater af disse. Derudover introduceres punktvise envelopes, som giver en metode til at ef-
tertjekke modeltilpasning.

| dette afsnit antages intensitetsfunktione@at veere konstant medl < < 1, hvisX er
stationaer. Derudover sa antages parkorrelationsfunktignem det andenordens reducerede
momentmakK at eksistere.

| afsnittet begraenses der til tilfaeldet, hvor én realisation af punktprocesgersr X er ob-
serveret pa det afgreensede omride RY, hvorjwj > 0 er arealet afV. Det vil sige, at
punktmgnsteret observeres pa et afgraenset observationsvildue
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3.4.1 Ikke-parametrisk estimation af intensitetsfunktioner

| det homogene tilfeelde er et unbiased estimat givet som

N = m
Wi’ (3.19)

hvor n(x) er antal punkter x. At ~ er unbiased, ses ved at tage middelveerdien herpa

h i
Mo Nx) _ 1 1
E[]—EW —joE[n(é)]— JW] (W)
:__1_ d :—_l_ id = :
JIWJ w W w

For inhomogene punktprocesser vil begrdterneblive benyttet til at bestemme estimater.

De nition 3.4.1 (Kerne)
En funktionk kaldes en kerne, hvis er en symmetrisk kontinuert teethedsfunktion
k: ! k().

R
Det betyder, at en kerne opfylder ak( )d =1 ogk( )= k( ) [5][s. 26].
| det inhomogene tilfeelde bruges et ikke-parametrisk kerne estimat af

Xk ).

2X '

()=

med 2 W. Her erk, en kerne, metbandbreddéd > 0O, givet som

Ko( ) = @;

hvor k er en teethedsfunktion og bandbredden bestemmer glatheden af kernen. Derudover er
cw:p enkantkorrektionsfaktogivet som
V4

Cwp( ) = Ki( )d .
W

Estimatet for intensitetsfunktionen kan desuden anvendes til at de nere et estimat for intensi-
tetsmélet ,, "y( )d ud fra de nitionen af intensitetsmalet.

Lemma 3.4.2
Lad A(W) =, "( )d veere et estimat af(W). Da geelder, at(W) er et unbiased
estimat.
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Bevis
For at vise at estimate¥(W) er unbiased, tages middelveerdien af estimatet. Ved at bruge ud-
trykket for 7,( ) i ligning (3.20) fas at

ST GG P O |
Wooxy, Cwp( ) w 2X Cw:b( )
Z Z ke )
= M ()dd

ZW W Cw;b( )
()d = (W),
w

hvor ligning (3.4) fra Proposition 3.1.5 er brugt ved tredje lighedstegn.

3.4.2 lkke-parametrisk estimation afK- og L-funktionen

For ikke-parametrisk estimation Kf(B) er falgende lemma fordelagtigt at indfere.

LadW =f + : 2 Wgveere translationen &/ med 2 RY.

Lemma 3.4.3
Antag atfWw \ W j > Oforalle 2 B hvorB S, og atX er andenordens intensitets-
genveegtet stationzer. Sa geelder, at

X 1 2 B]
e O OWY W]

(3.21)

er et unbiased estimat Kf(B ).

Bevis
Antag, for simpelhedens skyld, ¥t har en translationsinvariant parkorrelationsfunkiipisa-
dan at ligning (3.5) kan bruges me®(; ) = () ()o( ). Ved at ladeh(; ) =

1 2BJ=( () ()jw\ W j)iligning (3.5) og~= s& fas
h » i ZZ : :
c 1 2B} '_ [ 2w 2w, gB](z)(;)dd
Cax,, () OIWAV W () WA wj
ZZl[ZW; 2 W; 2 B]

- AW g )dd: (3.22)

Det ses, at 2 W er aekvivalent med 2 W _, da translationen med~ giver at
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~= ( )= . Dermed fas at

h A . .
c i 28] '_ [ 2W; 2W ZB]g(~)dd~
Cax ) OIWAV W JW\ W
_ 2z 1[ 2w\ W _Ji[~2 B]
= W W] g(~)dd~
£ 1[~2 B] 4
= —g(~) 1dd‘“‘

- WA W j WAW
1 . .
= 9(*)WJW\ W _jd
K(B);

ved brug af ligning (3.8) og aW \ W_j = jW \ W _ji sidste ligning.

Lemma 3.4.3 giver et unbiased estimatkgB) givet at intensiteten kendes. | praksis er
ikke kendt, sa () ( )i(3.21) skal erstattes med et estimét) ( ). Det sammensatte estimat
bliver da

X i  2B]
e ) Oiwaw

R(B) = (3.23)

som er biased. Dette kan ses ud fra beviset for Lemma 3.4.3 i ligning (3.22), hvor
() ()=®@(; )blivertil g. Hvis estimatet(‘ ) () indseettes i ligning (3.22), giver det ikke
0.
Estimatet at_-funktionen, som fremkommer gennem transformation af estimaketfaiktionen,
er generelt ogsa biased. Faktisk er mange estimatorer indenfor rumlig statistik biased. Ofte er
de til gengeeldatio-unbiased

Etestimat for siges at veere ratio-unbiased, hvis estimatorenY =Z opfylder atE[Y ]=E[Z] =

Se eksempelvis pa det homogene tilfaelde. HQis ()= [ er unbiased, sa er ligning (3.23)
ratio-unbiased jeevnfar [14][s. 39].

3.4.3 Kantkorrektion

Veegtenl§W \ W j, som indgar i ligningerne (3.21) og (3.23), kaldes en kantkorrektions-
faktor, hvilke der ndes ere eksempler pa. En anden kantkorrektion, som kaldes graense kant-
korrektion, er givet for > 0 som

WP=f 2W:b(;r) Wg: (3.24)
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| ligning (3.24) erWw®maengden af punkterW, hvis afstand til randen aiv er stgrre end.
Der geelder at

X 28]

O 0) (3.25)

2x; 2x\ wWo

er et unbiased estimat Kf(B ). At udtrykket i (3.25) er et unbiased estimatkafB ) ses ved at
tage middelveerdien heraf, hvorved

h X g 2B]i:Eh>@ 1 2 we 2 B]"
2x; 2x\ WO ()() D2X ()()

E (3.26)

Det ses, at sidste udtryk i ligning (3.26) stemmer overens med ligning (3.7) i De nition 3.1.7.
Estimatet i (3.25) indeholder mindre information end sumiiéB) i ligning (3.23), idet nogle
punktpar fiernes gennem graense kantkorrektionéhDette gar estimatet uegnet for mindre
dataseet.

Ved anvendelse af graense kantkorrektiowétfas estimatet fokK (r) som

P
t(;nx)
K‘ — 2x\ wWo .
bOI’d(r) /h (X\ W% )
P ,
hvort(;rx) = 5 1[0 < k k  r]. For store dataseet er greense kantkorrektionen

konsistent og approksimativt unbiased under regularitetsbetingelser [4][s. 215].

3.4.4 Ikke-parametrisk estimation af parkorrelationsfunktionen

For at estimerg antages det, a( ; ) = g(k k) er isotropisk. Ud fra ligning (3.8) kag
udtrykkes som den a edede &f(B), men dette kreever, &(B) er differentiabel, eller rettere
atk(B) er differentiabel. Dog ek (B) typisk en trin-funktion, som besvaerligger at bestemme
KYB) ud fraK(B). Et muligt estimat for parkorrelationsfunktionen er i stedet givet ved et
kantkorrigeret kerne estimat

1 X k(oK k)

W= 55w L, Oww

(3.27)

I ligning (3.27) erk, = k(u=bh=b; u2 R en kernek med bandbreddeé > 0, og 4 =
2 9%2=( d=2) er over adearealet af ded-dimensionelle enhedskugle. Desuden er det antaget
atjiw\ W j> Ofork k r.
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3.4.5 Ikke-parametrisk estimation afF-, G- og J-funktionen

Ved anvendelse af minus-sampling kan reducerede-sample estimatoFerofpG opstilles.
Den korteste afstand fra2 R til en maengdd  RY skrives

d(;B)=inffk  k: 2Bg:

Veelg, uafthaengigt af punktprocessénet endeligt regulaert gitter af punkter W. Reguleer
skal forstas pa den made, at der er en fast afstand mellem alle punkter i gitteret. #a¢d da
betegne kardinaliteten &f = 1\ W°forr > 0, hvorW er givet som i ligning (3.24). Da gives
det reducerede-sample estimat fosom

X 1[d(;x) r
frs(y = 1A T, (328)
21, r
hvor# 1, > O.
Det reducerede-sample estimat @igives som
X 1[d(;x n r
Grs(r) = [dCixn ) rl (3.29)

WY

2x\ wo

for jw9 > 0. Det geelder aFrs(r) er et unbiased estimat og @ks(r) er et ratio-unbiased
estimat ifglge [14][s. 46].

Nar estimater foF og G er givet, er det ud fra De nition 3.3.3 muligt at fa falgende estimat
forJ

1 6(r),

J\(I’) = l—lf(r)

3.4.6 Envelopes for summary statistics

| dette speciale anvendernvelopesil at undersgge hvor godt modellerne, som bliver introduce-

ret i Kapitel 4, passer pa data. Grundlaeggende benyttes envelopes som en form for hypotesetest,
hvor en punktproces simuleres under antagelsen af en nulhypotese. Ved hjaelp af estimater for
summary statistics kan de pageeldende envelopes opnas ud fra farnaevnte simulationer.

| det falgende betragtels-funktionen, men de pageeldende teknikker i afsnittet kan anven-

des pa hver af de de nerede summary statitistics fra Afsnit 3.1, 3.2 og 3.3. Ud fra en simpel
hypoteseH , kan kon densintervaller og andre fordelingsmaessige karakteristika for det ikke-

parametriske estim&(r) bestemmes ud fra simulation under
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For en givet afstand > 0lad To(r) = T(X;r) noterel’(r) opn&et fra en punktproces in-

dier afn, kan fglgende envelopes anvendes. Antallet af simulationer holdes her forholdvis smat
- for eksempeh = 39. Lad

veere henholdsvis minimum og maksimum afrdeunktprocesser. Under hypoteddrgeelder

P(To(r) <Tmin(r)) = P(To(r) > Tmax(r)) 1=(n+1)

holdsvis100=n+1)%-nedre odlOh=(n+1)%-@vre envelopen ved afstand 0. Eksempelvis
kaldes disse fon = 19 henholdsvi$%- nedre og®5% @vre envelopen.

Envelopes kan fortolkes som en statistisk signi kanstest pa falgende made. ) Argngn givet
maengde data, som er stokastisk, og har samme antal punktét som; X,,. UnderH vil X

alle veere statistisk sekvivalente for et fasGivet atn = 19 vil der vaere5% sandsynlighed for
atTy(r) vil veere den mindste veerdi, &§osandsynlighed for afiy(r) vil veere den starste veerdi

nulhypotesen afvises med signi kans nive@d0. Dog gnskes som regel et signi kans niveau
pa0:05 (39 simulationer) elle0:01 (199 simulationer) [4][s. 371].

Envelopes af ovenstaende type kaldes ogsa punktvise envelopes, idet maksimum og minimums-
veerdierne udregnes separat for hverDette betyder, at envelopes kun kan fortolkes som en
statistisk signi kanstest, hvis afstandefastsaettes pa forhand. Et plot af den empirisk bestemte
funktion To(r) sammen med tilhgrende envelopes opnaet ud fra de simul€rade: ::; T,(r)

kan dermed ikke anvendes til at afvise nulhypotesen (&%d + 1) signi kansniveau), da

plottet ikke forudseetter en bestemt veerdi folt stedet kan plottet anvendes til at bestemme,
hvad resultatet af testen ville have veeret givet en bestemt vaardEaivelopes som statistisk

signi kanstest virker dermed kun, hvis valgetrafages pa forhand [4][s.234-235].
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Cox processer

Klassen af Poisson processer er ofte for simple modeller til at kunne beskrive virkelige data.

| stedet kan Poisson processerne bruges til at konstruere andre mere eksible modelklasser,
som bedre beskriver virkelige data. En af disse klass€roar processernesom introduceres

i dette kapitel. Cox processer er modeller for clusterede punktmgnstre, hvor clusteringen er
forarsaget af en underliggende stokastisk proces. Et specialtilfeelde af Cox processen fas ved
at lade intensiteten veere givet som eksponentialfunktionen taget pa et Gaussisk stokastisk felt.
Disse processer kaldésy Gaussiske Cox processedette speciale anvendes de log Gaussiske
Cox processer til at modellere hussalg i Aalborg Kommune, som ses i Kapitel 6.

Kapitel 4 er baseret pa [14].

4.1 De nitioner og egenskaber for Cox processer

En Cox proces er en naturlig udvidelse af en Poisson proces, som opnas ved at betragte intensi-
tets funktionen for en Poisson proces, som en realisation af et stokastisk felt.
| overensstemmelse med Poisson processerne i Afsnit 52 eRY i dette afsnit.

Farst de neres et stokastisk felt.

De nition 4.1.1 (Stokastisk felt)

Lad et sandsynlighedsrufm ; F ; P) og en parametermaengdevaere givet. Et stokastisk
felt er da enten en endelig funktion, eller en funktion med reelle vaerdiert), som for
et hvert fast, er en malelig funktion med variable2 [1][s. 3].

At Z er et stokastisk felt, betyder dermed,Zat ) er en stokastisk variabel for alle2 S.
Yderligere information relateret til stokastiske felter kan ndes i Appendiks B.1.

Da stokastiske felter nu er indfart, er det muligt at de nere Cox processer.

De nition 4.1.2 (Cox proces)

Antag atZ = fZ( ) : 2 Sger et ikke-negativt stokastisk felt, sddan at der geelder
med sandsynlighed et, at! Z( ) er en lokal integrabel funktion. Hvis den betingede
fordeling afX givetZ, er en Poisson proces gamed intensitetsfunktiod , sa sigesX

at veere en Cox proces drevetzaf

Hvis () = E[Z( )] eksisterer, og er lokal integrabel, saZ{ ), med sandsynlighed et, en
lokal integrabel funktion jeevnfar [14][s. 58].
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Intensitetsmalet for Poisson proces$ejz. er
Z

M(B) = Z()d; B S
B

| tilfeeldet hvorZ er deterministisk, bliveK en Poisson proces med intensitetsfunktion Z .

| det fglgende vises det, at visse fordelingsmaessige egenskaber for Cox processen fglger af at
betinge p& , hvorved egenskaberne for Poisson proce¥sighkan benyttes. Fgrst undersgges
intensitetsmalet og herigennem intensistetsfunktionen af en Cox proces.

Proposition 4.1.3

Lad X veere en Cox proces drevetafpadS. Da er intentsitetsmalet for X givet ved
Z

(B)= E[Z()Hd

B

forB  S. Intentsitetsfunktionen er givet

()= E[Z()L

Bevis
For at bestemme(B) for B S anvendes de nitionen pa intentsitetsmalet i De nition 2.2.3.
Loven om total forventning giver da

(B)= ELNZ(XB)F :5 E[N (Xs)iZ]

=B Z()d = E[Z()d;
B

B
hvor tredje lighed falger af De nition 4.1.2.

Med samme bevismetode er det muligt at udlede void sandsynligheden for en Cox proces. Dette
giver fglgende proposition.

Proposition 4.1.4

For en Cox proceX er void sandsynligheder(B), B S givet som
Z

v(B) = E exp Z()d
B

Bevis
Ud fra de nitionen af void sandsynligheder og loven om total forventning fas

v(B) Pr(1X\ B=:)=E1[Xg =]
|

E E 1[Xs = ;]Z
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Idet at
E1Xg=;]Z =1 PXg=;2)+0 P(Xg=;Z)=PXg =32)
anvendes nu & jZ er en Poisson proces og af Seetning 2.2.8 fas dermed

v(B) = EhP(XB =£’Z) = E exp( (B))
[
= E exp Z()d
B

Falgende proposition giver udtryk for produktteetheden og for parkorrelationen for en Cox pro-
ces.

Proposition 4.1.5
For en Cox proceX er produktsetheden givet som

@(; )= EZ()2() :

Parkorrelationen foX er givet ved

Elz()Z() .

9 )= Bz e

Bevis
Ved at betragte det andenordens faktorielle momentmalforRY RY f&s af loven om total
forventning at

X
@C)=E 1[(; )2 C]
" o 2X
»x
=EE 1[(; )2 Cljz
;o 2X
Ved at anvende Proposition 3.1.5 ligning (3.5) og Ia&%z( ; ) veere andenordens produkt-
teetheden for Poisson processéej fas at

zZ #
@)=  1[(; )2C] @ (; )dd
"zz #
=E  1](; )2CJz()z()dd
7
= EZ()Z()dd:

C

Proposition 3.1.4 er anvendt i andet lighedstegn.
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Ud fra De nition 3.1.2 fasda at®@(; )= E[Z( )Z( )] for Cox processeiX . Det fglger da
af Proposition 4.1.3, at parkorrelationen er givet

E[z()Z()] .
EZ()IEZ( )]

a(; )=

Bemaerk at @ (; ) = E[Z( )Z( )] kun er opfyldt -naesten overalt, det vil sige udenfor en
nulmaengde.

Hvis g er translationsinvariant fis andenordens intentsitetsgenvaegtet stationaritet af Proposition
3.1.8, som ogsa giver en formel for udregning af bdeg K (ligning (3.9)).

Antallet af punkter iA S skrives som tidligereN (A). Falgende proposition omtaler, at
variansen af antallet af punkterA S er stgrre end (eller lig med) det forventede antal
punkter for en Cox proces.

Proposition 4.1.6
For en Cox proceX geelder

Var N(A) E N(A)

forA S.

Bevis
Farst anvendes loven om total varians [2][s. 193].

Var N(A) = Var E[N(A)jZ] + E Var(N(A)jZ)
E Var(N (A)jZ)

Ved at bemaerke & jZ er en Poisson proces n\(A)jZ vaere Poisson fordelt. Dermed er
N(A)jZ po ,Z()d ,hvoromdetgeelderat VM (A)jZ) = E[N(A)jZ]. Da fas
hZ i
Var N (A) E Z()d
Z A
EZ()d

A
EN(A) :

Bemaerk at for en Poisson proces er(W€A)) = E[N (A)], hvormedN (A) er Poisson fordelt.
Cox processen udviser altsd, hvad der kaloleerspredningsammenlignet med Poisson pro-
cessen. Overspredning skal forstas pa den made, at variansen af antallet af punkter typisk vil
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veere stgrre end middelveerdien for antallet af punkter i en Cox proces. Dette betyder, at antallet
af punkter typisk vil variere mere i en Cox proces end en Poisson proces. Som fglge heraf vil
punkterne i en Cox proces som regel optraede mere clusterede end i en Poisson process.
Falgende proposition giver et udtryk for kovariansen af antal puni&eBi S, narX er en

Cox proces.

Proposition 4.1.7

For en Cox proceX geelder at
Z Z

CovN(A);N(B) = CovZ();Z()dd + (A\ B)
A B

hvorA;B S.

Bevis
Farst anvendes fglgende formel for kovarians [2][s. 197]

Cov N(A);N(B)

E N(AIN(B) E N(A) EN(B)
h X i

= E 1[ 2A; 2B] (A (B)
;o 2X
h i h x i
= E 1 2A; 2B] +E 1[ 2 A; 2B] (A) (B)
;o 2X = 2X

@A B)+ E[N(A\ B)] (A) (B):

Sidste lighed fglger af De nition 3.1.1. Ved at anvende De nition 3.1.2 sammen med Proposi-
tion 4.1.5 og Proposition 4.1.3 fas at

Z Z Z Z
CovN(A);N(B) = Ez()Z()dd + (A\ B) Ez()d Ez()d
zB 7~ Z Z A B
= EZ()Z()dd EZ()dEZ()d + (A\ B)
ZB 7~ ZB 7~
= EZz()Z()dd EZ()EZ()dd + (A\ B)
ZBzA B A
= Ez()2() EZ()EZ()dd + (A\ B)
ZB 7~
= CovZ();Z()dd + (A\ B):
B A

Kovariansen aN (A) og N (B) kan dermed udtrykkes ud fra kovarianserZf) ogZ( ), nar
X er en Cox proces pa.
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4.2 Log Gaussiske Cox processer

| dette afsnit introduceres log Gaussiske Cox processer, der er et specialtilfeelde af Cox proces-
senX . Cox processerne blev indfart i Afsnit 4.1, hvdr blev drevet af et stokastisk feft.

Ved at ladeY = log(Z) veere et Gaussisk stokastisk felt, fas en log Gaussisk Cox proces. Farst
de neres et Gaussisk stokastisk felt.

De nition 4.2.1 (Gaussisk stokastisk felt)
Et Gaussisk stokastisk fel er et stokastisk felt, som opfylder, at dets endelig di-

De endelig dimensionelle fordelinger relateret til Gaussisk stokatiske felter kan ndes i Appen-
diks B.1.

Da Gaussisk stokastiske felter nu er de neret, kan den log Gaussiske Cox proces indfgres.

De nition 4.2.2 (Log Gaussisk Cox proces)
Lad X veere en Cox proces [i& drevet aiZ = exp(Y), hvorY er et Gaussisk stokastisk
felt. Der sigesX at veere en log Gaussisk Cox proces.

Mere generelt kan andre specialtilfeelde af Cox processer de neres, ved at lade intensitetsfunk-
tionen forXjY veere pa formem(Y), hvorh er en ikke negativ funktion. For log Gaussiske
Cox processer di1(Y) = exp(Y).

Fordelingen afX; Y ) viser sig at kunne bestemmes udelukkende ud fra middelveerdifunktion
m( ) og kovariansfunktionen( ; ) for det Gaussisk stokastiske féit

Proposition 4.2.3
For en log Gaussisk Cox procés drevet afZ = exp(Y) er fordelingen af(X;Y)
fuldsteendig afgjort af

m()=EY() ogc(; )=CovY()Y() (4.1)

for det Gaussisk stokastiske it

Bevis

Idet X er drevet af det Gaussisk stokastiske felt, er fordelingex givet ud fra det Gaussisk
stokastiske felt.

Det falger af Afsnit B.1.1, at et Gaussisk stokastisk felt er givet ved dets endelig dimensionelle
fordelinger. Disse endelig dimensionelle fordelinger er netop den multivariate normalfordeling,
som udelukkende er bestemtrafog c for det Gaussisk stokastiske felt.
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Proposition 4.2.3 viser dermed, at Cox processer kan bestemmes ud fra middelveerdi- og kova-
riansfunktioner. Dog er der visse betingelsectit ), som ggar det til en kovariansfunktion.

4.2.1 Betingelser pa kovariansfunktionen

| dette afsnit antages det, for simpelhedens skyld( at ) = ¢( ) er translationsinvariant
og pa formen

o )= r —

Veerdien 2 > 0er variansen; er en kendt korrelationsfunktion og- 0 er en korrelationspa-
rameter. En funktiom : R9! [ 1;1]medr(0) = 1 foralle 2 RY er en korrelationsfunktion
for et Gaussisk stokastisk felt, hvis og kun hrisr positiv semide nit. Se bevis herfor i [1][s.
7]. Funktionenr er positiv semide nit hvis ; aigr(i; j) Oforallea;;:::;a, 2 Rog

spektralanalyse, og kan eksempelvis ses i [1][s. 28].

| dette speciale anvendes isotropiske korrelationsfunktioner. Det vil sigé at= r(k k),
hvorfra kovariansen mellerd( ) og Y ( ) kun afhaenger af afstandén k. Korrelations-
funktionerne der anvendes er fra deawer eksponentiell@milie, som er pa formen

r( )=exp(k k); 0O 2: 4.2)

Parameteren kontrollerer smoothing af realisationerne af det Gaussisk stokastiske felt, og er
typisk en fast veerdi.

| specialtilfeeldet hvor = 1 kaldes korrelationsfunktionen en eksponentiel korrelationsfunk-
tion, hvis = 1=2 kaldes den en stabil korrelationsfunktion og hviss 2 kaldes den en
Gaussisk korrelationsfunktion.

Folgende proposition giver et udtryk for intensiteten og parkorrelationen for en log Gaussisk
Cox proces. Disse udtrykkes kun ud fra middelveerdien og kovariansfunktionen for det tilhg-
rende Gaussisk stokastiske felt.

Proposition 4.2.4
Lad X veere en log Gaussisk Cox proces dreveZaE exp(Y). Da er henholdsvis
intensitetsfunktionen og parkorrelationsfunktionen givet som

()=exp(m( )+ c(; )=2) ogg(; )=exp(c(; ): (4.3)

Desuden geelder & er stationaer, hvis og kun hvis det underliggende Gaussisk stokasti-
ske feltY er stationeert.
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Bevis
Farst vises at ligning (4.3) er opfyldt. Id¥t er en Cox proces, kan Proposition 4.1.3 anvendes
sadan at

()= E[Z()]= E[exp(Y())]

hvilket er den moment genererende funktionYdr ). Denne giver ud fra eksempel 3.66 i [2][
s.238] fort =1 at

My (t) = exp(t + 2t?=2)

med middelvaerdi og varians 2.
Dermed fas

()=exp(m( )+ c(; )=2): (4.4)
Herefter anvendes Proposition 4.1.5 sadan at
E[Z()Z( )] = E[exp(¥ ( ))exp(Y ()]
= Elexp(y( )+ Y())I:
Ved at anvende ligning (4.4), og at

Cor(Y( )+ Y()Y()+Y()= CoUY () Y()+ CouY();Y())
+2CouY () Y())

samt
EY()+Y() =EN()I+ E[Y()]
fas at

E[z()Z()]=exp(m( )+ m()+c(; )=2+c(; )=2+c(; ))
=exp(m( )+ c(; )=2)exp(m( )+ c(; )=2)exp(c(; ))
= () ()exple(; )): (4.5)

Af Proposition 4.1.5 fas da

E[Z()Z()]
: = ——————— = exp(c(; .
a(; ) 00 p(c(; )
Antag nu atX er stationaer. Da er intensitetsfunktiongn) = konstant og parkorrelationen
a(; )= d ) translations invariant. Da ligning (4.3) er bevist, geelder at

g(  )=exp(c( )
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hvormed kovariansfunktionen fof er translationsinvariant. For=  er parkorrelationen

9(; )= 9g(0)=exp(c(; ))=exp( *())=exp( ?)

konstant, hvormed? er konstant. Da geelder at middelveerdien er givet ved

m()=log( ) ?=2=m;

som er konstant [8][s.456-457]. Antag omvendYagr stationaer. Da geelder at middelvaerdien
er konstant og kovariansen er tranlationsinvariant jeevnfar [1]. Det vil sige

c(; )=c )

Dermed er 2( ) = ¢ )= ¢(0) = ?konstant. Da fas af ligning (4.4)

()=exp(m+ 2=2)= ; (4.6)

hvormedX er stationeer.

Bemaerk at Proposition 4.2.4 etablerer en én-til-én korrespondance ni{efiechog ( ;g),
hvormed Proposition 4.2.3 giver, at fordelinger(4fY ) er entydig bestemt 4f; g ). Desuden

kan ikke-parametriske estimatemafogc, via Proposition 4.2.4, opnas ud fra ikke-parametriske
estimater af og g givet i Afsnit 3.4.

Under antagelsen af en translationsinvariant korrelationsfunk&tion) = ¢( ), fas transla-

tions invarians afj. Dette giver andenordens intensitetsgenvaegtet stationaritet per Proposition
3.1.8. Dermed kaK udregnes via ligning (3.8).

4.2.1.1 Simulation af log Gaussiske Cox processer

For at simulere en log Gaussisk Cox proces er det farste, der skal simuleres det underliggende
Gaussisk stokastiske felt. Dette skyldes, at fordelingen af en log Gaussisk Cox proces kun af-
haenger af fordelingen af det Gaussisk stokastiskerfelt fY( ) : 2 Bgfor et begreenset
omradeB.

For at approksimer¥g gives en trinfunktiorT{BStep, som antager konstant veeM( ) indenfor
disjunkte omradeC centreret rundt om en endelig maengde af lokation& B, saddan at

B = [ 2 C .Udfraensimulation a¥y °® kan metoderne i Afsnit 2.2.2 anvendes til at simulere

en Poisson proces med intensitetsfunki@xp(Ys °"). Dermed skal det Gaussisk stokastiske

felt Y = (Y( )) o, simuleres. Simulation af Gaussisk stokastiske felter gennemgas ikke i dette
speciale, dog kan metoder hertil ndes i[14][s. 257-259] og [7][s. 278-279].
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Composite Likelihood

For en Cox proceX pa en mangds S hvorjBj < 1 er teetheden foKg givet med
hensyn til Poisson processen som
z Y
f(x)= E exp jBj Z()d Z() :
B 2x
Teetheden er givet for endelige punktkonlgurationer B jeevnfar [14][s. 60-61]. Et eksplicit
udtryk forf (x) er ofte ukendt, og integralef, Z( )d optreeder som regel ikke pé lukket form
i falge [6][s. 1502].

Af denne grund introduceresomposite likelihoodnetoden som en form for approksimation

til teetheden for Cox processen. Metoden indfgres med henblik pa at anvende den til at tilpasse
log Gaussiske Cox processer til data. Bemeerk at metoden introduceres generelt for rumlige
punktprocesser, men i [6] antydes det, at metoden anvendt pa Poisson og log Gaussiske Cox
processer resulterer i gode parameterestimater.

Dette kapitel er baseret pa [6].

5.1 Composite likelihood estimation

| dette afsnit rede neres farst visse summary statistics for senere at anvende disse til at konstru-
ere en composite likelihood.

Lad X veere en punktproces @ R2.
Farst de neres andenordens produktteetheden for punktprocEsdeekte som

. E N(d)N( )
@¢- \=
) jd'ﬁﬁ"n 0 jd jid |

(5.1)

Her erN som tidligere antallet af punkter, alj er et in nitesimalt omrade, som indeholder
punktet .
Det ses, at udtrykket for® i ligning (5.1) stemmer overens med De nition 3.1.2 idet

hp i
@ @) ©@E 7,1 )2C]
@@ @@

= @)

49



under antagelsen até i ligning (5.1). Hvis det samme punkt ikke forekommeXimere
end én gang, kan produktteethedép fortolkes som, at®(; )d d er sandsynligheden for,
atd ,d hver indeholder et punkt frf hvor 6

Herefter de neresK -funktionen pa anden vis som

K ()= ENG(); (5.2)

hvor Ng(r) er antallet af punkter indenfor afstanaf et vilkarligt punkt.

5.1.1 Composite likelihood metoden

| dette afsnit vil der blive gennemgaet en composite likelihood metode, som bruges til at tte
rumlige punktproces modeller til punktmgnstre. En composite likelihood er en likelihood dan-
net af individuelle log-likelihoods, som hver er en marginal eller betinget log-likelihood. For

at konstruere en composite likelihood er det ngdvendigt farst at de nere en maengde af mar-
ginale eller betingede haendelser, for hvilke log-likelihooden nemt kan opnaedVLaatre
observationsvinduet. For at opna farneevnte meengde af haendelser i forbindelse med rumlige
punktprocesser, da betragtes to lokationerg som begge erW. Teethedsfunktionen for at

to punkter fra punktprocesseh optreeder i og bliver da

f("):PQ(Z)( )

. : (5.3)
w @(u v; )dudv

Dette folger af at produkttaetheden er sandsynligheden for at to puriRtezriindeholdt iX .
Produktteetheden normeres med dets integrale for at danne en teethed.

| ovenstaende indgéri udtrykket forf (; ; ) og @ ( ; ). Dette betyder, at og @ beg-
ge afhaenger af den ukendte parametesom bestemmer fordelingen Af. For funktionen
f(; ;) givetved ligning(5:3) ses det, at denne er en teethedsfunktion. Det falger af) adr
en streng ikke-negativ funktion, og integrationfabver og i W er lig 1. Dette ses ved

Z Z ZZ

W ( y ) - w = V;l 2) (u V; )dudv
1 7
= RR @) - )d d
w @ v; )dudv ( )
=1:
Dermed bliver den parvise log-likelihood
hZZ i
L(; ; )=log[ @ )] log @ v; )dudv (5.4)
W
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en log-likelihood funktion. Lad nIN@(d ;d ) = N(d )N(d ) 1] 6 ] veere antallet af
punktpar id [ d , hvor der geelder at 6 . Alle log-likelihoods for par af og i X \ W

summeres, og composite likelihood opnas ved
z7 z7 hZZ i

log[ @ ( ; JIN@(d;d ) N@(d;d )log @(u  v; )dudv :
W W w

| praksis er par med stor afstand mellem sig ikke af interesse. Disse par er ofte naesten uaf-
heengige, og derfor vil det ikke medfgre betydelig tab af information, at eliminere sadanne par.
Bidragene fra par med kortere afstand mellem sig kan f& mindre betydning ved at inkludere
for mange par af punkter med stor afstand mellem sig. Derudover kan fjernelsen af par med
stor afstand mellem sig fare til stor reducering i beregningsarbejdet. Derfor vil fokus veere pa
de par, som ligger indenfor en speci ceret afstanaf hinanden. Betinget pa at et observeret

par af punkter ligger inden for afstandemf hinanden, da fas falgende teethedsfunktion for, at
punkter iX forekommer i bade og

f(; ;)=RR o )
C 1ku vk<r] @(u v; )dudv

W
hvor k k <r . Teetheden leder til fglgende parvise log-likelihood tilsvarende ligning (5.4)
hZZ i
L(; ; )=log[ @ )] log 1lku vk<r] @ v; )dudv (5.5)
W

hvor k k < r.Bemeerk at ligning (5.5) kan ses som en vaegtet version af ligning (5.4), pa
den made at hvert par af punkter far en veegt ddvis de ligger inden for en afstandrabg en
veegt pD ellers.

Ladw( ) veere en praede neret ikke-negativ veegtfunktion som tager veerdier forskellig fra nul
kun hvisk k < r for et givetr. Fglgende kan da ses som en generaliseret version af ligning

(5.5)
hZZ i

L(; ;)= logl@C ;)] log wu v) @(u v; )dudv  w( )
W

(5.6)
Det ses, at hvisv( ) = 1]k k < r], da bliver ligning (5.6) til ligning (5.5). Ved at bruge
en bestemt vaegtfunktion, som tilfgjer mindre veegt til par af punkter med stor afstand mellem
sig, opnas i praksis mindre pavirkning fra disse par. Dermed bliver estimationen mere robust
i forhold til valget afr. Ud fra den parvise log-likelihood de neret i ligning (5.6) kan den
falgende generelle vaegtede composite likelihood de neres som

ZZ
CL(r; )= w( )log @ ; )N@(d;d)
Mz hZZ i
w( IN@(d;d ) log wu Vv) @ v; )dudv: (5.7)
W w
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Composite likelihood metoden benyttes dermed til at estimere den ukendte parametervektor
som ligesom i maksimum likelihood estimation, er de neret som den veerdisaim maksi-
mererCL(r; ). Et maksimum-likelihood estimat af er givet som”. For at udregné skal
integralet medu og v i ligning (5.7) udregnes. Dette kan i princippet ggres ved brug af nu-
meriske metoder jeevnfgr [6][s. 1504]. Dette kan dog kraeve en del beregninger, hvormed en
alternativ metode introduceres.

5.1.2 Alternativ composite likelihood

Dette afsnit giver et alternativ til formen af composite likelihood funktionen introduceret i forri-
ge afsnit. LadV°veere de neret som i Afsnit 3.4.3. Herefter de neres den veegtedenktion
som

Z

E w0 9 (5.8)

Kw(r; )=

for en givet veegtfunktionew.

Alternativet til composite likelihood formen opnas ved at modi cere ligning (5.7). Den faktor
fra ligning (5.7) som modi ceres er ,, w(u V) @(u v; )dudv. Ved atu integreres over
WS ogv integreres oveW fas det falgende

Z Z zZ Z
wu V) @ v; )dudv= wu v) @ v; )dvdu: (5.9)
w  wo wo w
Vedatladex =u vogW ,=fz:z+ u2 Wgdafas, at ligning (5.9) bliver
zZ Z Z Z
wu Vv) @ v; )dvdu= w(x) @(x; )dxdu: (5.10)
wo w wo w
Dau 2 WP%s&e(0;r) W , og der gaelder at/(x) =0 pdW , nb(0;r), hvormed ligning
(5.10) bliver

Z Z Z

w(x) @(x; )dxdu= jw9 wx) @(x; )dx
we non bir)

= JWIKu(r ): (5.11)

Hvis den teoretiske veerdi fét,, (r; ) er kendt, kan den modi cerede udgave af composite like-
lihooden, hvor ligning (5.11) indgar som faktor, hurtigt udregnes. Bemaerk at hvis veegtfunktio-
nen for den veegtedé -funktionK ,, ergivetw( ) = 1 k k<r ,dabliverK(r; )= K(r; ).

Idet at udtrykket folK er kendt for bade Poisson processen og Cox-processer (gennem g), Vil
dette lette beregningen i disse tilfaelde. Denne beregningsmetode bereglraesmrademe-

toden. Bemeerk, at det i ovenstaende udregninger er antaget, at integrationsgraenserne er ombyt-
telige.
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5.2 Konsistens for”"

Som tidligere naevnt er malet med composite likelihood at estimere den ukendte parametervek-
tor . Hvis denne estimeres som maksimunCaf(r; ), viser det sig, at der geelder konsistens

for estimatoren..

Lad ( veere den sande parametervektor for modellen @gere parameterrummet forAntag,

at er kompakt (lukket og begraenset), og gter et indre punkt i . Bemaerk, at antagelsen

om at ¢ erindre punkti ikke altid er opfyldt, da er lukket.

De asymptotiske egenskaber foundersgges for en fglge af observationsomratlgr Lad

@W veere randen alV,,, jW,j veere arealet &V, og j@Wj veere laeengden af randen \Af,.

Det antages at stgrrelsesordeneMf)aog @ W er

jWaj = O(n®) og j@Wj = O(n): (5.12)

Denne antagelse medfarer at observationsomradet vokser i alle retningervoser. Lad
Wo=1f j + 2W, 2W,; kk<rg. Ved attage udgangspunkt i ligning (5.6), og
integrereu overW? ogv overW,, fas

hZ Z i
L(; ;)= log[ @ ;)] log wu v) @ v; )dudv  w( )
h Wo We i
= log[ @( ;)] |09h ZJWRIK w(r; )h w( )
i i
= log[ @( ;)] log Wi log Kw(r ) w( ) (5.13)

hvor anden lighed fglger af Iignir]g (5.11}.
Der kan ses bort fra konstantley W7 w( ) i ligning (5.13), da den ikke har nogen
konsekvens for maksimering fmed hensyn til . Dermed fés det at

h i
L(; ;)= logl®@(C ;)] log Ku(r; ) w( ): (5.14)
Ved at differentiere udtrykket i ligning (5.14) med hensyn tifis parvis composite score funk-
tionen som
@5 K
ug; ;)= @y Y K ) w( ): (5.15)
Notationenf { ; ) for en funktionf angiver differentation af med hensyn til . Det vil sige
£ )= 3G ).
Ved at 'addere' alle parvise composite score funktioner fas da composite score funktionen
zZ Z 0
1 (2)( )
U = wW —’N(Z) d ,d
() WS w, we ( ) @ ( ;) ( )
1 47 Ka(rs ).

w(  IN®(d;d)

(5.16)

WS w, wo Kw(r; )

53



Her multipliceres med faktoreﬁlroj for at normalisere dobbelt integration ov&f, ogW_.
Estimatoren givet sory, for p&W, er da de neret som Igsningen til,( ) = 0. Middelveer-
dien afU, ( ) kan udregnes ved

Z Z

1 (2)( )
E U, — w —— ' NP ;d
( W, we™ e M)
Z Z
1 Ko(r: )
— w N@@:d )2 5.17
W w, we ( ) ( )Kw(r; ) ( )
Ved at anvende Proposition 3.1.5 ligning (3.5) og lade ogW, =fz:z+ 2 W,g
fas
Z Z
1 (2)0 :
E Un() = W ) @ gdd
WAl W, wgp ( ;)
1 Ko(r; )
— w @ codd
WS w, we ™ 94 )
Z Z
1 ( ) @
= —— Wx— X; o)dxd
JWgi W w, ) @(x; ) i o)
1 K2(r; )
S w(x) @(x; o)dxd 2
jWgj wo Wi () 70 o) Kw(r; )
Z )0
)
- ogksr W) (2)(( )) P 0)dx
wix) @(x; oyax Sl )
kxk<r ’ KW(r; )
Z
_ (2)0()(; ) @y 2 Ka(r; ),
kxk<r W(X)W (i o)X i 0) Kw(r; )

Sidste ligning falger af de nitionen af den vaegtedefunktion i ligning (5.8).
Hvis = safas af udtrykket foE U,( ) at

Z )%, - Ofy-
CCR WO B0 g AKalri oM
= w(x) @(x; o)dx  2K(r; o)
kak<r 7 .
= w(x) @(x; o)dx w(x) @(x; o)dx
kak<r 7 kxk<r
= w(x) @(x; o)dx w(x) @°(x; o)dx
kxk<r kxk<r
=0:
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Der geelder falgende om estimatorgnfor paw.

Seetning 5.2.1
Antag at betingelsen i ligning (5.12) er opfyldt, ater ergodisk at E[U,( )] = 0 kun
hvis = osamtat @°(x; )= @(x; ) ogKO(r; )=Ku(r; ) er begraensede og konti-

nuerte funktioner. S& €k, en konsistent estimator for

Bevis
For bevis se [6][s. 1511].

En de nition af ergodisk kan ndes i De nition A.2.1.

Det undersgges, om betingelserne i Saetning 5.2.1 er opfyldt netop for den log Gaussiske Cox
proces. Fglgende saetning giver et kriterie til at afgagre hvorvidt en log Gaussisk Cox proces er
ergodisk.

Seetning 5.2.2
LadY veere et stationaert Gaussisk stokastisk feRp&ned en korrelationsfunktion som
gar mod nul

r()! O for k k!l (5.18)

Da er den tilsvarende log Gaussiske Cox proces ergodisk [8][s. 459].

Bevis
For bevis se [8][s. 459-460]

Bemaerk at den power eksponentielle familie af korrelationsfunktioner pa formen givet i ligning
(4.2) opfylder betingelse (5.18) i Seetning 5.2.2. Dermed er homogene log Gaussiske Cox pro-
cesser, med denne form for korrelation, ergodiske. Bemaerk desuden at betingelse (5.18) svarer
til betingelsen

g()! 1 for kk!1 (5.19)

pa baggrund af Proposition 4.2.4.
For en log Gaussisk Cox proces €éP(; ) = () ( )exp(c(; )) per ligning (4.5) hvor

() =exp(m( )+ c(; )=2). Hvis det underliggende Gaussisk stokastiske Yekltr statio-
neert, er middelvaerdiem( ) og variansen 2( ) konstante per de nition. Det ses ud fra Propo-
sition 4.2.4, at hvis det Gaussisk stokatiske felt er stationeert, er den tilhgrende log Gaussiske
Cox proces homogen. Sa€P(; )= Z2exp(c(; )).Ved at lade den translationsinvariante
kovariansfunktion veere givet ud fra den power eksponentielle familie af korrelationsfunktioner
fra ligning (4.2) fas

of; )=c ;0 =cx)= Zexp(k x= k); 0 2
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Da fas andenordens produktaetheden som

@(x; )= 2%exp Zexp k x= k
Ved at differentiere med hensyn tilfas af kaedereglen

@@ (x; ): 2
@

Dermed fas

exp Zexp kx=k Zexp kx=k (jj Pkxk j—j): (5.20)

@%x; ) ‘exp Zexp kx=k Zexp kx=k (] (Pkek )

@x; ) 2exp  2exp k x= k

2exp kx=k (] (+1)kxkj—j)

2 %kx= k
expkx= k)

(5.21)

Det ses, at udtrykket i ligning (5.21) er kontinuert bade med hensyrotil ved hjeelp af Seet-

ning 6.19, Seetning 6.20, Saetning 6.21 samt Saetning 5.4 og 5.5 i [10][s.71-94]. Kontinuiteten
er naturligvis kun geeldende for6 0, som ogsa er tilfeeldet i resten af afsnittet.

Idetat er antaget kompakt R"), er ligning (5.21) begreenset med hensyn tia pa grund

af kontinuiteten per Seetning 6.26 i [10][s.96]. Desuden geelder det, at udtrykket i ligning (5.21)
er begreenset med hensymjlda eksponentialfunktioner gar hurtigere niocend potensfunk-
tioner per Seetning 7.23 i [10][s. 125].

Den vaegted& -funktion er de neret som
1 z
Kw(r; )= — w() @(;)d:
k k<r

For den homogene log Gaussiske Cox proces bliver dette
Z

Kw(r; )= w(x)exp 2exp k x= k dx:
kxk<r
| dokumentationen fospatstat  -pakken er veegtfunktionen givet somfx) = 1[kxk R],
hvorR = %rmax. Veerdienr o« kan speci ceres, men er per default sat%tiaf leengden af den

korteste side af observationsvinduet. Dermed bliver den veegteflmktion
Z

Kw(R; )= exp Zexp k x= k dx; (5.22)
kxk R
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hvor funktionen indenfor integralet er kontinuert per Segetning 6.19, Saetning 6.20, Saetning 6.21
og Seetning 5.5 i [10][s. 71-94]. Da er lukket, falger det af Seetning 10.13 sammen med
Seetning 8.15 i [10][s. 210 & s. 143 ], &, (R; ) er differentiabel med hensyn til, som
medfarer kontinuitet per Seetning 7.15 i [10][s.113].

Udtrykket for% kan ndes ved at differentier& ,,(R; ) fra ligning (5.22) med hensyn

til . Ved anvendelse af ligning (5.20) fas

R
@KR: ) @ ik r®P “exp kx=k dx

@ @

z @exp 2exp kx=k
= dx
kak R @

= 2exp Z2exp kx=k Zexp kx=k (jj(*Pkxk —)dx: (5.23)

kxk R J ]
Det ses, at integranden i ligning (5.23) er kontinuert, pa baggrund af samme saetninger som
medfagrte kontinuiteten for integranden fra ligning (5.22). Dar lukket, fglger det igen af
Seetning 10.13 sammen med Saetning 8.15 i [10][s. 210 & s. 14Ff:4¢) er differentiabel
med hensyn til . Dette medfgrer kontinuitet per Seetning 7.15 i [10][s.113].
Da fas, at udtrykket fra Seetning 5.2.1

Kw(R: )

Ku(R: ) (5.24)

er kontinuert med hensyn til. Da (5.24) er kontinuert, og er lukket og begraenset, sa falger
det af Seetning 6.26 i [10][s. 96], at udtrykket i (5.24) er begraenset med hensyn til

Det er dermed vist, at betingelserne i Saetning 5.2.1 er opfyldt for en homogen log Gaussisk Cox
proces med power eksponentiel korrelationsfunktion. Det betyder, at estimatrkonsistent
for den homogene log Gaussiske Cox proces.
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Databehandling

| dette kapitel bliver specialets databehandling gennemgéet. Databehandlingen er lavet pa bag-
grund af data, som stammer fra ejendomsmaegler rmaet Home. Alt bearbejdningen af data er
lavet i R via platformen RStudio. | kapitlet undersgges farst dataseettes rumlige struktur ud fra
summary statistics, hvorefter ni forskellige log Gaussiske Cox processer tilpasses datasaettet
ved hjeelp af composite likelihood metoden. Denne modeltilpasning eftertjekkes med punkt-
vise envelopes. Alle funktioner til databearbejdningen er i forvejen implementeret i R-pakken
spatstat  [4].

6.1 Databeskrivelse

| dette speciale arbejdes der ud fra et datasaet over hussalg i Danmark i perioden 2004 til 2016.
Dataseettet bestar af 163888 observationer over 48 variable. Grundet den teoretiske rammesaet-
ning tager dette speciale kun hgjde for husenes geogra ske placering gennem UTM-koordinater
som variable. For at begreense beregningstiden for selve model tting algoritmen, restringeres
der til boliger indenfor Aalborg Kommune. Dermed bestar det behandlede dataseet kun af 7223
observationer over 2 variable i form af x- og y-koordinater. Fgrste trin i databehandlingen er

at indleese dataseettet, og omdanne leengde- og breddegradskoordinater til UTM koordinater.
R-koden for dette kan ses i Listing C.1 i Appendiks C. En gennemgang af hvordan dataseettet
bliver omdannet til et punktmgnster kan ndes i Appendiks C. Et plot af punktmgnsteret, som
repraesenterer hussalg i Aalborg Kommune, kan ses pa Figur 6.1.

Figur 6.1:Punktmgnster bestaende af hussalg i Aalborg Kommune.
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Det bemaerkes at der er to outliers i punktmgnsteret set pa Figur 6.1. Disse to punkter viser sig at
ligge i Aarhus Kommune, sa disse fiernes og observationsvinduet justeres. R-koden for denne
procedure kan ndes i Listing C.6. Et plot for punktmgnsteret for det tilpassede datasaet ses pa
Figur 6.2.

Figur 6.2:Reduceret punktmgnster bestdende af hussalg i Aalborg Kommune.

Bemaerk at punktmansteret pa Figur 6.2 ser ud til at vaere clusteret, det vil sige at parkorrela-
tioneng > 1. | det naeste afsnit vil det blive undersggt, om punktmgnsteret udviser clustering.
Hertil anvendes de summary statistics, som blev introduceret i Kapitel 3. For at praecisere hvil-
ket punktmgnster der undersgges fremover, er det punktmgnsteret tilsvarende det reducerede
dataseet bestaende af hussalg i Aalborg Kommune set pa Figur 6.2. | punktmgnsteret er der
korrigeret for dobbeltpunkter. Det vil sige, at de boliger som er solgt ere gange over perioden
20042016 kun repraesenteres en gang.

6.2 Indledende databehandling

| dette afsnit anvendes summary statistics til at undersgge punktstrukturen i punktmgnsteret over
hussalg i Aalborg Kommune. Fgrst gives et gra sk plot af intensiteten gemieasity.ppp
kommandoen spatstat . Funktionendensity.ppp anvender det ikke-parametriske ker-
neestimat for intensitetsfunktionen givet i ligning (3.20).
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Figur 6.3:Intensitet for punktmansteret bestdende af hussalg i Aalborg Kommune.

Intensiteten udviser samme clustertendenser som punktmgnsteret for datasaettet, men for at un-
dersgge om dette gor sig geeldende, estimeres andre summary statistics. Farst undersgges
og L -funktionen samt parkorrelationen Estimater foiK -funktionen fas gennerdest kom-
mandoen i R. Denne giver et ikke-parametrisk estimakfefunktionen introduceret i Afsnit
3.4.3.Lest -funktionen giver et tilsvarende estimat fbrfunktionen, ogpcf -kommandoen

giver ikke-parametriske estimater af parkorrelationsfunktionen introduceret i Afsnit 3.4.4.

(a) K-funktionen. (b) L-funktionen.

(c) Parkorrelationsfunktionen.

Figur 6.4:Plot af K-, L- og Parkorrelationsfunktionen for punktmgnsteret bestaende af hussalg
i Aalborg Kommune.
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Det ses pa Figur 6.4a, at den empiriskefunktion ligger over den teoretiské -funktion for
Poisson processen. Dette indikerer clustering i punktmgnsteret. Desuden ligger den empiriske
L -funktion ogséa over den teoretiskefunktion for en Poisson proces set pa Figur 6.4b. Der-
med fas det ogsa af-funktionen, at punktmansteret udviser clustertendenser. Pa Figur 6.4c ses
parkorrelationsfunktionen for punktmgnsteret over hussalg i Aalborg Kommune. Parkorrelatio-
nen er estimeret ud fra estimatet@ffunktionen gennem ligning (3.9). Det ses, at estimatet af

g ligger over den teoretiske veerdi for Poisson processen, hvilket indikerer at punktmgnsteret er
clusteret.

For yderligere at undersgge hvorvidt punktmgnsteret udviser clustering, udregnes summary
statistics baseret pa interne punktafstande. Den empiFskektion kan bestemmes ud fra
kommandoerirest , og dens tilhgrende plot ses pa Figur 6 Bast -funktionen giver forskel-

lige estimater af -funktionen. Veerdierry,q er det reducerede sample estimat givet i Afsnit
3.4.5. Pa samme made gives estimatés-abg J -funktionen gennem kommandoerGest og

Jest , hvorGpgg 0og J\s er det reducerede sample estimat for henholdSvisg J -funktionen.

De resterende estimater set pa Figur 6.5 er ikke introduceret i specialet.

(a) F-funktionen. (b) G-funktionen.

(c) J-funktionen.

Figur 6.5:Plot af F-, G- og J-funktionen for punktmgnsteret bestaende af hussalg i Aalborg
Kommune.

Pa Figur 6.5a og Figur 6.5b ses den teoretiske veerdi farg G-funktionen under antagelse af
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en Poisson proces. Det vides per Proposition 3.3.4, at disse veerdier teoretisk set er lig hinanden
for en homogen Poisson proces. Dermed ses, at det for estimatdfregiG-funktionen for
dataseettet er opfyldt & (r) < G (r), hvilket per Afsnit 3.3 indikerer, at punktmgnsteret er
clusteret. Det ses at-funktionen er mindre end for alle veerdier af, hvilket ogsa indikerer
clustering.

Alle de anvendte summary statistics antyder dermed, at punktmgnsteret bestaende af hussalg i
Aalborg Kommune er mere clusteret end en Poisson proces. Det vil sige, at hussalgene i Aal-
borg Kommune i den pageeldende periode pavirker hinanden positivt. Dette skal forstas sadan,
at et hussalg har stgrre sandsynlighed for at forekomme i forbindelse med andre hussalg, end at
hussalgene forekommer uafhaengigt af hinanden.

| diskussionen efter Proposition 4.1.6 blev det etableret at en Cox proces generelt vil forekomme
mere clusteret end en Poisson proces. Det kan altsa vise sig interessant at undersage, hvorvidt en
Cox proces (log Gaussisk Cox proces) er en bedre model for punktmgnsteret end Poisson pro-
cessen. | det efterfglgende tilpasses forskellige log Gaussiske Cox processer til punktmgnsteret
for hussalg i Aalborg Kommune.

6.3 Model tting af log Gaussiske Cox processer

| dette afsnit pabegyndes opsaetningen af den model, som er introduceret gennem teoriafsnittene
netop den log Gaussiske Cox procespatstat  pakken ndes en indbygget funktion kaldet

kppm, som tter en Cox eller Cluster proces til dataseettet. Dette udferes ved brug af forskelli-
ge modeltilpasnings metoder. Den pageeldende metode vaelges pa baggrund af teorien indfart i
Kapitel 5 til composite likelihood metodenkppm-funktionen kan typen af korrelationsfunk-

tion for det underliggende Gaussisk stokastiske felt fastseettes. | Afsnit 4.2.1 er der indfart tre
korrelationsfunktioner: Den eksponentielle, den Gaussiske og den stabile korrelationsfunktion.
Bemaerk, at hvis modellen der ttes er en log Gaussisk Cox proceskpkat-funktionen si-

mulere det underliggende Gaussisk stokastiske felt gennem pRiddeomFields

Afsnittet indeles i tre underafsnit, hvor log Gaussiske Cox processer med tre forskellige inten-
sitetsfunktioner ttes til dataseettet. For hver intensitetsfunktion tilpasses tre log Gaussiske Cox
processer, hvor det underliggende Gaussisk stokastiske felt har eksponentiel, Gaussisk eller sta-
bil korrelationsfunktion. Afslutningsvist sammenlignes korrelationsfunktionerne for de i alt ni
forskellige modeller.
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6.3.1 Homogen log Gaussisk Cox proces

| dette delafsnit ttes tre homogene log Gaussiske Cox processer til dataseettet, og disse evalu-
eres med punktvise envelopes for summary statistics. Afsnittet inddeles i tre underafsnit; et for
hver korrelationsfunktion.

Den fagrste indgangkppm speci cerer formen pa log af intensiteten. | det homogene tilfaelde
angiver 1, atlog af intensiteten er konstant. Denne model vil da antage log-konstant formen

log ()= a()= a:
Idet at modellen er en log Gaussisk Cox proces, falger det af Proposition 4.2.4 at
()=exp(m( )+ c(; )=2):
Dermed fas en formel for middelveerdien for konstant intensitetsfunktomexp(a)
m()= *=2+a

jeevniar [4][s. 473-474].

6.3.1.1 Homogen log Gaussisk Cox proces med eksponentiel korrelationsfunktion

Farst ttes en homogen log Gaussisk Cox proces med eksponentiel korrelatjon
exp(k K) til punktmgnsteret. Koden i Listing 6.1 tter en log Gaussisk Cox proces med eks-
ponentiel korrelationsfunktion og konstant intensitet til punktmgnsteret pa Figur 6.2.

Listing 6.1: Homogen model med eksponentiel korrelation.

husfit <- kppm(HussalgAalborg~1, "LGCP", statistic="pcf",
method="clik2")
if(require("RandomFields")) {
husfit <- kppm(HussalgAalborg~1, "LGCP", statistic="pcf",
method="clik2",
control=list(maxit=100), algorithm="BFGS")

Koden producerer en model for en homogen log Gaussisk Cox proces med fglgende parametre.
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Figur 6.6:Parametre for den ttede log Gaussiske Cox proces med eksponentiel korrelation.

Parametrene speci cerer en log Gaussisk Cox proces med eksponentiel korrelation, hvor ko-
variansfunktionen er givet so{ ) = 6:563197 expk =1899371k), middelveerdierm =

16:727490g intensiteten = 1:447179 10 °. Det ses, at modellen fglger en homogen pro-
ces. Dette betyder, at processen har konstant intensitetsfunktion, hvilket leder til en konstant
middelveerdi for det underliggende Gaussisk stokastiske felt.

Ved anvendelse afimulate -funktionen dannes 10 simulationer af modellen givet ved para-
metrene pa Figur 6.6. Simulationerne producerer punktmgnstre hvor antallet af punkter varierer
fra 406 punkter for Simulation 6 til 10757 punkter for Simulation 2. Dette ses pa Figur 6.7.

Figur 6.7:10 simulationer af den ttede homogene log Gaussiske Cox proces med eksponentiel
korrelationsfunktion.

Det ses pa Figur 6.7, hvordan de 10 simulationer ligner clusterede punktmgnstre ligesom punk-
tmansteret bestaende af hussalg i Aalborg Kommune. Det ses dog, at simulationerne ikke virker
til at veere clusteret omkring centrum af observationsvinduet i alle tilfeelde. Simulationerne ad-
skiller sig pa den made, fra den clustering struktur der er i punktmgnsteret for hussalg i Aalborg

65



Kommune.

For at afggre hvor godt den homogene log Gaussiske Cox proces med eksponentiel korrela-
tion passer pa data, kan envelopes ud fra summary statistics anvendes. Bemaerk at model tting
funktionenkppm har anvendt parkorrelationsfunktiongrog herigennenk -funktionen til at
tilpasse modellen. Derfor benyttes i stedet de summary statistics, som er baseret pa afstande
mellem punkter, givet sorf -, G- og J-funktionen, til at eftertjekke modellefk.-, G- og J-
funktionen for modellen med tilhgren@5% -nedre 0g97:5% @vre envelopes udregnes ved
hjeelp afenvelope -funktionen over39simulationer. Disse simulationer er under antagelse af

en homogen log Gaussisk Cox proces givet ved parametrene i Figur 6.6. Dette giver nulhypote-
sen: At punktmgnsteret for hussalg i Aalborg Kommune fglger en homogen log Gaussisk Cox
proces speci ceret ved parametrene fra Figur 6.6. Bemeaerk at de nulhypoteser som anvendes
fremover i kapitlet, antager en log Gaussisk Cox proces, hvor intensitets- og korrelationsfunk-
tionen er speci ceret i det pageeldende underafsnit. Plottet for disse envelopes ses pa Figur 6.8.
Bemeerk aenvelope -funktionen forF, G ogJ giver bade et estimat af den empiriske,

G- og J-funktion og et gennemsnit &f -, G- og J-funktionen lavet ud fra de 39 simulatio-

ner. Gennem hele kapitlet anvendes 39 simulationer til simulere envelopes for de forskellige
modeller.

(a) F-funktionen. (b) G-funktionen.

(c) J-funktionen.

Figur 6.8:Plot af F-, G- og J-funktionen for den homogene log Gaussiske Cox proces med
eksponentiel korrelation med tilhgrende envelopes.
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Som neevnt i Afsnit 3.4.6 kan envelopes af denne type kun anvendes som signi kanstest, hvis
afstandem pa forhand er fastsat. Dermed kan plottene i Figur 6.8 ikke anvendes til at bekraef-
te, at punktmgnsteret bestaende af hussalg i Aalborg Kommune fglger den log Gaussiske Cox
proces de neret ud fra parametrene i Figur 6.6. Dog kan disse envelopes anvendes til at se,
for hvilke veerdier af at nulhypotesen vil blive afvist. Ud fra plottet pa Figur 6.8a ses det for

F -funktionen, at ingen veerdier afville resultere i, at nulhypotesen afvises, givet &r valgt

pa forhand.

Som forF -funktionen i Figur 6.8a, ses det f@-funktionen pa Figur 6.8b, at ingen veerdier af

r ville resultere i, at nulhypotesen vil blive afvist.

Ud fra Figur 6.8c ses, at den empiriskefunktion er indenfor de tilhgrende envelopes Jor
funktionen for alle vaerdier af. Dermed vil ingen af disse vaerdier forarsage at nulhypotesen
afvises pa baggrund af envelopes Jefunktionen, giver er valgt pa forhand.

Overordnet set viser disse tre summary statistics og deres tilhgrende envelopes, at den homoge-
ne log Gaussiske Cox proces med eksponentiel korrelationsfunktion passer godt pa punktmean-
steret, som repraesenterer hussalg i Aalborg kommune. Lgst sagt er ttet af den log Gaussiske
Cox proces 'passende' pa data.

6.3.1.2 Homogen log Gaussisk Cox proces med Gaussisk korrelationsfunktion

| dette underafsnit aendres korrelationsfunktionen til en Gaussisk pa formen

r( ) = exp( k = k2. Koden i Listing 6.2 tter en homogen log Gaussisk Cox proces med
Gaussisk korrelation til punktmgnsteret over hussalg i Aalborg Kommune.

Listing 6.2: Homogen model med Gaussisk korrelation.

husfit <- kppm(HussalgAalborg~1, "LGCP", statistic="pcf",
method="clik2")
if(require("RandomFields")) {
husfit <- kppm(HussalgAalborg~1, "LGCP", statistic="pcf",
model="gauss", method="clik2",
control=list(maxit=100), algorithm="BFGS")

Modellen falger en homogen log Gaussisk Cox proces med Gaussisk korrelationsfunktion, hvis
parametre er givet pa Figur 6.9.
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Figur 6.9:Parametre for den ttede log Gaussiske Cox proces med Gaussisk korrelation.

Parametrene i Figur 6.9 speci cerer en homogen log Gaussisk Cox proces med kovariansfunk-
tion givet some( ) = 2:484551 expk =656421k?), middelvaerdm = 16:727490g inten-

sitet = 1:447179 10 ©.

Bemeerk, at intensiteten for modellen er identisk med intensiteten for den homogene log Gaus-
siske Cox proces med eksponentiel korrelationsfunktion. Dette skyldes, at estimatetifr
homogene tilfaelde givet i ligning (3.19) ikke afhaenger af kovariansen, men kun af antallet af
punkter og stgrrelsen pa observationsvinduet.

Modellen givet ud fra parametrene i Figur 6.9 simuleres 10 gange, hvilket ses pa Figur 6.10.

Figur 6.10:10 simulationer af den ttede homogene log Gaussiske Cox proces med Gaussisk
korrelationsfunktion.

Simulationerne producerer punktmgnstre med et antal af punkter, som vari€3@82@unkter
i Simulation1 til 7167 punkter i Simulatior. Simulationerne udviser clustering, men som i
Afsnit 6.3.1.1 er punkterne ikke kun clusterede omkring centrum af observationsvinduet.
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Herefter anvendes envelopes for summary statistics til at undersgge, hvorvidt modellen givet
ud fra parametrene i Figur 6.9 passer pa data. Envelopes-{oG- og J-funktionen under
antagelse af modellen ses pa Figur 6.11.

(a) F-funktionen. (b) G-funktionen.

(c) J-funktionen.

Figur 6.11:Plot af F-, G- og J-funktionen for den homogene log Gaussiske Cox proces med
Gaussisk korrelation med tilhgrende envelopes.

Pa Figur 6.11 ses det, at de empirigkeG- og J -funktioner er udenfor deres tilhgrende envel-

opes for de este veerdier af Af denne grund vil de este valg afresultere i, at nulhypotesen

vil blive afvist med signi kansnivea®:05, givet atr veelges pa forhand. Dermed indikerer disse
summary statistics og deres tilhgrende envelopes, at en homogen log Gaussisk Cox proces med
Gaussisk korrelationsfunktion ikke tter punktmgnsteret specielt godt.

6.3.1.3 Homogen log Gaussisk Cox proces med stabil korrelationsfunktion

| dette underafsnit eendres korrelationsfunktionen nu til den stabile korrelationsfunitjon
exp(k k'¥2). 1 Listing 6.3 ses koden for at tte en homogen log Gaussisk Cox proces med
stabil korrelation til punktmgnsteret over hussalg i Aalborg Kommune. | Listing 6.3 er korrela-
tionsfunktionen speci ceret med enveerdi, svarende til i ligning (4.2), pa0:5 som angiver

at korrelationsfunktionen er stabil.

Listing 6.3: Homogen model med stabil korrelation.

1 |husfit <- kppm(HussalgAalborg~1, "LGCP", statistic="pcf",
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method="clik2", covmodel=list(model="stable", alpha=0.5))
if(require("RandomFields")) {
husfit <- kppm(HussalgAalborg~1, "LGCP", statistic="pcf",
covmodel=list(model="stable", alpha=0.5), method="clik2",
control=list(maxit=100), algorithm="BFGS")

}

Parametrene for modellen i Listing 6.3 ses pa Figur 6.12.

Figur 6.12:Parametre for den ttede log Gaussiske Cox proces med stabil korrelation.

Kovariansfunktionen for modellen er givet saf) = 6:836904 expk =2366605k*=2), mid-
delveerdien er givet som =  16:8643509 intensiteten er givet som= 1:447179 10 °. Det

ses, at intensiteten for modellen er den samme, som den var for de homogene log Gaussiske
Cox processer med eksponentiel og Gaussisk korrelationsfunktion.

Pa Figur 6.13 er 10 simulationer af den ttede log Gaussiske Cox proces med stabil korrelation

vist.

Figur 6.13:10 simulationer af den ttede homogene log Gaussiske Cox proces med stabil kor-
relationsfunktion.
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Simulationerne viser punktmgnstre, hvor antallet af punkter varierer mellem 96 punkter i Si-
mulation 3 og 12186 punkter i Simulation 5. De 10 simulationer udviser, ligesom for de to
andre korrelationstyper, clustertendenser. Desuden ses, at punktmgnstrene pa Figur 6.13 ikke
kun er clusterede omkring centrum af observationsvinduet. Ligesom for den eksponentielle og
Gaussiske model, afviger dette fra strukturen i punktmgnsteret for hussalg i Aalborg Kommune.

For at vurdere hvorvidt modellen speci ceret ved parametrene pa Figur 6.12 er passende for
data, anvendes som tidligere de tre summary statiBticS&- og J-funktionen. Hertil benyttes
envelope kommandoen, som udregnér, G- og J-funktionen med tilhgrend2:5%-nedre

og 97:5%-avre envelopes. Dette kan ses pa Figur 6.14.

(a) F-funktionen. (b) G-funktionen.

(c) J-funktionen.

Figur 6.14:Plot af F-, G- og J-funktionen for den homogene log Gaussiske Cox proces med
stabil korrelation med tilhgrende envelopes.

Det ses pa Figur 6.14a og 6.14c at for enhver veerdilafger F - og J-funktionen indenfor

de simulerede envelopes. Det betyder, at ingen veerdiervdle resultere i at nulhypotesen
afvises, givet at er valgt pa forhand.

Det ses pa Figur 6.14b, @&-funktionen ikke er indenfor dens tilhgrende envelopes for enhver
veerdi afr. Dermed vil nogle valg af medfare at nulhypotesen afvises med signi kansniveau
0:05, givet atr er valgt pa forhand.
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Ud fra F - og J-funktionen passer modellen godt pa data, da funktionerne begge ligger inden
for envelopes for alle veerdier af Dog indikererG-funktionen, at modellen ikke er specielt
passende pa data for bestemte vaerdier af

6.3.2 Inhomogen log Gaussisk Cox proces med lineger intensitet

Efter at have ttet tre forskellige homogene log Gaussiske Cox processer til punktmgnsteret for
Hussalg i Aalborg Kommune er det set, hvordan modellen med eksponentiel korrelationsfunk-
tion passer godt pa dataszettet. Samtidig ses, at processen med Gaussisk korrelation, ikke tter
data specielt godt. Modellen med stabil korrelation er passende for bestemte vaardier af

Det kan ses, hvordan en stor del af observationsvinduet pa Figur 6.2 er uden punkter, som
kan tyde pa inhomogenitet. Et andet tegn pa inhomogenitet ses ved estimatet af intensiteten
pa Figur 6.3, som har varierende veerdier over observationsvinduet. Dermed kan intensiteten
for den log Gaussiske Cox proces tilpasses. | dette delafsnit gives log intensiteten pa en farste
ordens polynomisk form. Dette speci ceres gennem fgrste indgapgm ved X + y, som

giver formen af log intensiteten.

Som for de homogene log Gaussiske Cox processer ttes nu tre inhomogene log Gaussiske
Cox processer med eksponentiel, Gaussisk og stabil korrelationsfunktion. Desuden undersgges
gennem envelopes, hvor godt disse modeller tter punktmgnsteret for hussalg i Aalborg Kom-
mune. Som afslutning pa delafsnittet sammenlignes og undersgges middelveerdifunktionerne
for de tilhgrende Gaussisk stokastiske felter.

6.3.2.1 Inhomogen log Gaussisk Cox proces med eksponentiel korrelationsfunktion og
lineaer intensitet

Nu ttes en inhomogen log Gaussisk Cox Proces med eksponentiel korrelationsfunktjen
exp(k = K) til punktmgnsteret. Listing 6.4 indeholder koden som tter den inhomogene log
Gaussiske Cox proces til punktmgnsteret.

Listing 6.4: Inhomogen model med eksponentiel korrelation.

husfit2 <- kppm(HussalgAalborg~x+y, "LGCP", statistic="pcf",
method="clik2")
if(require("RandomFields")) {
husfit2 <- kppm(HussalgAalborg~x+y, "LGCP",
statistic="pcf", method="clik2",
control=list(maxit=100), algorithm="BFGS")

Dette giver en inhomogen log Gaussisk Cox proces med fglgende parametre.
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Figur 6.15:Parametre for den ttede inhomogene log Gaussiske Cox proces med eksponentiel
korrelation.

Disse parametre speci cerer en inhomogen log Gaussisk Cox proces med eksponentiel korrela-
tionsfunktion. Den tilhgrende kovariansfunktion er givet som
c( ) =6:461898 expk =188221%K);
og intensitetsfunktionen er
() =1:427365 10 °x +7:364943 10 %y  67:92226

Gennensimulate -funktionen kan den inhomogene log Gaussiske Cox proces givet ved pa-
rametrene i Figur 6.15 simuleres. 10 simulationer af modellen kan ses pa Figur 6.16.

Figur 6.16:10 simulationer af den inhomogene log Gaussiske Cox proces med eksponentiel
korrelation.

Disse 10 simulationer producerer punktmgnstre indeholdende m&@é&punkter i Simulation

5 til 22722punkter i Simulationd. De simulerede punktprocesser fra Figur 6.16 udviser ik-

ke clustertendenser udelukkende omkring centrum af observationsvinduet, som er tilfeeldet for
punktmgnsteret bestdende af hussalg i Aalborg Kommune.
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Som tidligere undersgges gennem envelopes ud {r&- og J-funktionen, om modellen tter
punktmgnsteret for hussalg i Aalborg Kommune godt. Igen anveedeslope -funktionen
til at udregne~, G ogJ for punktmgnsteret for hussalg i Aalborg Kommune sari%o-nedre
0g 97:5% gvre envelopes. Et plot for dette ses pa Figur 6.17.

(a) F-funktionen. (b) G-funktionen.

(c) J-funktionen.

Figur 6.17:Plot af F-, G- og J-funktionen for den inhomogene log Gaussiske Cox proces med
eksponentiel korrelation med tilhgrende envelopes.

Pa Figur 6.17 ses, at badfe,G- og J-funktionen udregnet for punktmgnsteret for hussalg i
Aalborg Kommune ligger indenfor de tilhgrende envelopes. Da vil intet vatgresultere i at
nulhypotesen bliver afvist, givet ater valgt pa forhand. Dermed er ogsa den inhomogene log
Gaussiske Cox proces speci ceret ud fra vaerdierne pa Figur 6.15 'et godt t' for datasaettet.

6.3.2.2 Inhomogen log Gaussisk Cox proces med Gaussisk korrelationsfunktion og
lineeer intensitet

Herefter ttes eninhomogen log Gaussisk Cox proces med Gaussisk korrelationsfurgkjien
exp(k = k2) til punktmgnsteret. | Listing 6.5 ses koden for at tte en inhomogen log Gaus-
sisk Cox proces med Gaussisk korrelationsfunktion til punktmgnsteret for hussalg i Aalborg
Kommune.

Listing 6.5: Inhomogen model med Gaussisk korrelation.

1 |husfit3 <- kppm(HussalgAalborg~x+y, "LGCP", statistic="pcf",
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method="clik2")
if(require("RandomFields")) {
husfit2 <- kppm(HussalgAalborg~x+y, "LGCP",
statistic="pcf", model="gauss", method="clik2",
control=list(maxit=100), algorithm="BFGS")

Den ttede log Gaussiske Cox proces har parametrene set pa Figur 6.18.

Figur 6.18:Parametre for den ttede inhomogene log Gaussiske Cox proces med Gaussisk kor-
relation.

Disse parametre speci cerer en inhomogen log Gaussisk Cox proces med Gaussisk korrelation.
Kovariansen er givet som

o ) =2:522723 expk =6717566%);

0g intensiteten er givet som

() =1:427365 10 °x + 7:364943 10 °y  67:922226

Bemeerk, at intensitetsfunktionen for denne model er lig intensitetsfunktionen for modellen med
eksponentiel korrelation fra Afsnit 6.3.2.1.

Pa Figur 6.19 ses 10 simulationer af den inhomogene log Gaussiske Cox proces givet ved pa-
rametrene pa Figur 6.18. Disse simulationer giver punktmgnstre, hvor antallet af punkter er
mellem2990punkter for Simulatiorl og 9667punkter for Simulatior8.
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Figur 6.19:10 simulationer af den inhomogene log Gaussiske Cox proces med Gaussisk korre-
lation.

Igen bemeaerkes, hvordan de simulerede punktmgnstre udviser clustering, som ikke kun fore-
kommer omkring centrum af observationsvinduet.

Ved hjeelp af envelopes fét-, G- ogJ-funktionen undersgges hvor godt modellen givet ud fra
parametrene i Figur 6.18 tter punktmgnsteret. De pageeldende envelopes dannes ud fra simu-
lationer under antagelse af modellen speci ceret ved disse pararkefré- og J-funktionen

med tilhgrende envelopes ses pa Figur 6.20.

(a) F-funktionen. (b) G-funktionen.
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(c) J-funktionen.

Figur 6.20:Plot af F-, G- og J-funktionen for den inhomogene log Gaussiske Cox proces med
Gaussisk korrelation med tilhgrende envelopes.

Pa Figur 6.20a og 6.20c ses detFatog J-funktionen for puntktmgnsteret ligger uden for de
tilharende envelopes undtagen for tilpas sma veerdier2ét vil sige, at for tilpas store vaerdier
af r ville nulhypotesen afvises med signi kansnive@5, givet atr er valgt pa forhand. Ud
fra Figur 6.20b ses det, &-funktionen er udenfor envelopes for alle veerdier abette ville
resultere i at nulhypotesen afvises med signi kansnive@a for ethvertr, hvisr er valgt pa
forhand.

Dermed passer den inhomogene log Gaussiske Cox proces med Gaussisk korrelation ikke godt
pa data.

6.3.2.3 Inhomogen log Gaussisk Cox proces med stabil korrelationsfunktion og lineger
intensitet

| dette afsnit ttes en log Gaussisk Cox proces med stabil korrelationsfunktion

r( ) =exp(k = k¥?) til punktmgnsteret for Hussalg i Aalborg Kommune. Koden for dette
ses i fglgende listing.

Listing 6.6: Inhomogen model med stabil korrelation.

husfit <- kppm(HussalgAalborg~x+y, "LGCP", statistic="pcf",
method="clik2", covmodel=list(model="stable", alpha=0.5))
if(require("RandomFields")) {
husfit <- kppm(HussalgAalborg~x+y, "LGCP", statistic="pcf",
method="clik2",control=list(maxit=100), algorithm="BFGS",
covmodel=list(model="stable", alpha=0.5))}

Denne log Gaussiske Cox proces er da speci ceret ved parametrene angivet pa Figur 6.21.
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Figur 6.21:Parametre for den ttede inhomogene log Gaussiske Cox proces med stabil korre-
lation.

Dette giver en log Gaussisk Cox proces med kovariansfunktion
o( ) =6:499979 expk =210249%'?)
og intensitetsfunktion
() =1:427365 10 °x + 7:364943 10 %y 67:922226
Det ses, at intensitetsfunktionen igen er den samme som for den eksponentielle og Gaussiske

model med lineeaer intensitet.

Gennensimulate -funktionen laves 10 simulationer af den inhomogene log Gaussiske Cox
proces speci ceret ud fra vaerdierne pa Figur 6.21. Simulationerne ses pa Figur 6.22.

Figur 6.22:10 simulationer af den inhomogene log Gaussiske Cox proces med stabil korrela-
tion.

De 10 simulationer er punktmanstre, hvor antallet af punkter ga&8réor Simulation7 til
18759for Simulation 4. Ligesom i de andre tilfeelde udviser punktmgnstrene clustering, men er
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ikke kun clusterede omkring centrum af observationsvinduet.

Til sidst undersgges hvor godt den ttede model passer pa punktmgnsteret gennem envelopes.
F -, G- og J-funktionen udregnes med tilhgren8®%-nedre ogP7:.5% avre envelopes. Dette
ses pa Figur 6.23.

(a) F-funktionen. (b) G-funktionen.

(c) J-funktionen.

Figur 6.23:Plot af F-, G- og J-funktionen for den inhomogene log Gaussiske Cox proces med
stabil korrelation med tilhgrende envelopes.

Det ses, aF - og G-funktionen er inden for deres tilhgrende envelopes for alle veerdier af
Dette betyder, at nulhypotesen ikke vil blive afvist for nogle veerdier, afvet atr er valgt pa
forhand.

Pa Figur 6.23c ses, dt-funktionen for dataseettet er udenfor de tilhgrende envelopes for be-
stemte veerdier af. Dermed vil valget af disse-veerdier resultere i at nulhypotesen afvises
med signi kansniveau p&:05, givet at valget af foretages far envelopes udregnes. Dette be-
tyder, at den log Gaussiske Cox proces med stabil korrelation og lineaer intensitet passer godt
pa data for bestemte veerdierraf

6.3.2.4 Middelveerdifunktioner for modellerne med lineaer intensitet

| dette delafsnit undersgges middelveerdifunktionerne for de Gaussisk stokastiske felter tilhg-
rende de log Gaussiske Cox processer med lineaer intensitet. Middelveerdien for hver af de
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Gaussisk stokastiske felter er givet sonpitel image . Disse ses afbildet pa Figur 6.24
sammen med punktmgnsteret for hussalg i Aalborg Kommune.

(a) Eksponentiel korrelation. (b) Gaussisk korrelation.

(c) Stabil korrelation.

Figur 6.24:Plot af middelvaerdifunktionerne for den log Gaussiske Cox proces med lineger in-
tensitet.

Farst bemaerkes, at middelveerdifunktionerne pa Figur 6.24 stort set er ens. Dette skal forstas
pa den made, at deres struktur, i forhold til i hvilken retning de vokser, stort set er identisk.
Dog varierer middelveerdien for den Gaussiske model fra middelveerdien for den eksponentielle
og stabile model, med en veerdi paDet ses pa Figur 6.24a-6.24c, at middelvaerdien vokser
mod @gverste hgjre hjgrne af observationsvinduet. Dette stemmer ikke overens med, hvordan
intensiteten for punktmansteret for hussalg i Aalborg Kommune pa Figur 6.3 ser ud. Det ses
desuden, at middelveerdifunktionerne for alle tre modeller varierer rizfita den hgjeste til

den laveste veerdi, for hver middelveerdifunktion. Givet stgrrelsesordenen af observationsvindu-
et betyder dette, at middelveerdifunktionen stort set ikke aendrer sig. Det vil sige, at modellerne
ikke opfarer sig specielt inhomogent.
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6.3.3 Inhomogen log Gaussisk Cox proces med 3. grads polynomisk
intensitet

For de inhomogene modeller med lineaer intensitet, viste det sig at middelvaerdifunktionerne
set pa Figur 6.24a, 6.24b og 6.24c, ikke stemmer overens med intensiteten for dataszettet set
pa Figur 6.3. For at forsgge at imgdekomme dette problem, anvendes en anden intensitetsfunk-
tion for modellen. For at nde en passende intensitetsfunktion er forskellige funktioner blevet
afpravet. Ud fra envelopes er (log) intensitetsfunktionen blevet vabgt #l y2 + x2 + y2.

Somi Afsnit 6.3.1 0g 6.3.2 ttes tre inhomogene log Gaussiske Cox processer med henholdsvis
eksponentiel, Gaussisk og stabil korrelation. Som tidligere anvendes envelopes til at vurdere,
hvor godt de individuelle modeller passer pa punktmgnsteret over hussalg i Aalborg Kommune.
Formen af log intensiteten speciferes gennem farste indgapgm ved  x3 + y3 + x? + y2,

Som afslutning pa delafsnittet undersgges middelveerdifunktionerne for de tilhgrende Gaussisk
stokastiske felter.

6.3.3.1 Inhomogen log Gaussisk Cox proces med eksponentiel korrelationsfunktion og
3. grads intensitet

| dette afsnit ttes en log Gaussisk Cox proces med eksponentiel korrelationsfumktipe
exp(k = K) til punktmgnsteret. Koden for dette ses i Listing 6.7.

Listing 6.7: Inhomogen model med eksponentiel korrelation.

husfit5 <- kppm(HussalgAalborg~I(x"3)+I(y"3)+I(x"2)+l(y*2), "LGCP",
statistic="pcf", method="clik2")
if(require("RandomFields")) {
husfits <- kppm(HussalgAalborg~I(x"3)+I(y"3)+I1(x"2)+I(y"2),
"LGCP", statistic="pcf", method="clik2",
control=list(maxit=100), algorithm="BFGS")}

Den log Gaussiske Cox proces har parametrene set pa Figur 6.25.

Figur 6.25:Parametre for den ttede inhomogene log Gaussiske Cox proces med eksponentiel
korrelation.
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Disse parametre speci cerer en log Gaussisk Cox proces med kovariansfunktion

c( ) =5:582861expk =17176865K)

0g intensitet

()= T7:494374 10 ®x® 1:759690 10 °y® + 6:268562 10 °x?
+1:668769 10 8y? 2:229980 10°:

Pa Figur 6.26 ses 10 simulationer af den inhomogene log Gaussiske Cox proces givet ved para-
metrene i 6.25.

Figur 6.26:10 simulationer af den inhomogene log Gaussiske Cox proces med eksponentiel
korrelation.

Simulationerne er punktmgnstre, hvor antallet af punkter ligger meX2afor Simulation 5
0g40521for Simulation 6. Bemaerk at disse simulationer udviser clustertendenser, sadan at an-
tallet af punkter er stgrst omkring centrum af observationsvinduet. Disse simulationer minder
dermed om punktmgnsteret for hussalg i Aalborg Kommune, som ses pa Figur 6.2.

Herefter anvendes envelopes fo¥, G- og J-funktionen til at undersgge hvor godt modellen
speci ceret ved parametrene pa Figur 6.25 passer pa data. Disse envelopes ses pa Figur 6.27.
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(a) F-funktionen. (b) G-funktionen.

(c) J-funktionen.

Figur 6.27:Plot af F-, G- og J-funktionen for den inhomogene log Gaussiske Cox proces med
eksponentiel korrelation med tilhgrende envelopes.

Som for de andre modeller med eksponentiel korrelationsfunktion, ses det pa Figur 6.27, hvor-
danF -,G- og J-funktionen er fuldstaendig indeholdt i deres tilhgrende envelopes. Dermed vil
intet valg afr resultere i at nulhypotesen bliver afvist, givetraer valgt pa forhand. Dette
indikerer, at denne model ogsa er 'et godt t' pa data.

6.3.3.2 Inhomogen log Gaussisk Cox proces med Gaussisk korrelationsfunktion og 3.
grads intensitet

Nu tilpasses en log Gaussisk Cox proces med Gaussisk korrelationsfunktion
r( )=exp( k = k) til punktmansteret for hussalg i Aalborg Kommune. Listing 6.8 angiver
koden til at tte en model af denne type til data.

Listing 6.8: Inhomogen model med Gaussisk korrelation.

husfits <- kppm(HussalgAalborg~I(x"3)+I(y"3)+I(x"2)+I(y"2), "LGCP",
statistic="pcf", model="gauss", method="clik2")
if(require("RandomFields")) {
husfits5 <- kppm(HussalgAalborg~I(x"3)+I(y"3)+I(x"2)+I(y"2),
"LGCP", statistic="pcf", model="gauss", method="clik2",
control=list(maxit=100), algorithm="BFGS")}
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Den log Gaussiske Cox proces, der fas ved at kare koden fra Listing 6.8, er speci ceret ud fra
parametrene pa Figur 6.28.

Figur 6.28:Parametre for den ttede inhomogene log Gaussiske Cox proces med Gaussisk kor-
relation.

Parametrene giver en log Gaussisk Cox proces med kovariansfunktion
c( ) =2:044861expk =592424%)
0g intensitet

()= T7:494374 10 ®x® 1:759690 10 °y®+6:268562 10 °x?
+1:668769 10 8y? 2:229980 10

Ved anvendelse afimulate -funktionen laves 10 simulationer af modellen speci ceret ved
parametrene i Figur 6.28. Et plot af disse simulationer ses pa Figur 6.29.

Figur 6.29:10 simulationer af den inhomogene log Gaussiske Cox proces med Gaussisk korre-
lation.

84



Simulationerne giver punktmgnstre, hvor antallet af punkter varierer mdl@88punkter for
Simulation 6 ogr021punkter for Simulation 7. Disse punktmgnstre udviser ogsa clustertenden-
ser, hvor punkterne centreres omkring midten af observationsvinduet. Dette afspejler strukturen
I punktmgnsteret for hussalg i Aalborg Kommune.

Via envelopes foF -, G- og J-funktionen undersgges det, hvor godt modellen passer pa punkt-
mgnsteret for hussalg i Aalborg Kommutie.,, G- ogJ -funktionen med tilhgrend25%-nedre
09 97:5% gvre envelopes udregnes. Et plot for dette ses pa Figur 6.30.

(a) F-funktionen. (b) G-funktionen.

(c) J-funktionen.

Figur 6.30:Plot af F-, G- og J-funktionen for den inhomogene log Gaussiske Cox proces med
Gaussisk korrelation med tilhgrende envelopes.

Pa Figur 6.30a ses, Bt-funktionen er uden for de tilhgrende envelopes undtagen for sma veer-
dier afr. P& baggrund af dette vil nulhyposen blive afvist for de este veerdiar, afied et
signi kansniveau paD:05, givet atr er valgt pa forhand. Dog ses det pa Figur 6.30bGat
funktionen er udenfor de tilhgrende envelopes for fa veerdier Bermed vil nulhypotesen, i
dette tilfeelde, kun blive afvist for fa veerdier mfgivet atr er valgt pa forhand. Pa Figur 6.30c
ses atJ-funktionen er indenfor de tilhgrende envelopes for alle veerdier. &fulhypotesen

vil dermed ikke blive afvist for nogle vaerdier af givetr er valgt pa forhand. Envelopes for

F -funktionen viser, at modellen ikke tter data specielt godt, hvorimod envelope&{arg
J-funktionen indikerer, at modellen er '‘passende’ for data for bestemte veerdier af
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6.3.3.3 Inhomogen log Gaussisk Cox proces med stabil korrelationsfunktion og 3. grads
intensitet

| dette afsnit ttes en log Gaussisk Cox proces med stabil korrelationsfunktion
r( )=exp( k = k¥?)til punktmgnsteret. Koden for dette kan ses i Listing 6.9.

Listing 6.9: Inhomogen model med stabil korrelation.

husfit5 <- kppm(HussalgAalborg~I(x"3)+I(y"3)+I(x"2)+l(y*2), "LGCP",
statistic="pcf", method="clik2",
covmodel=list(model="stable", alpha=0.5))
if(require("RandomFields")) {

husfits <- kppm(HussalgAalborg~I1(x"3)+I(y"3)+I(x"2)+I(y"2),

"LGCP", statistic="pcf", model="gauss", method="clik2",

covmodel=list(model="stable", alpha=0.5)

control=list(maxit=100), algorithm="BFGS")}

Dette giver en log Gaussisk Cox proces med fglgende parametre.

Figur 6.31:Parametre for den ttede inhomogene log Gaussiske Cox proces med stabil korre-
lation.

Parametrene pa Figur 6.31 speci cerer en log Gaussisk Cox proces med kovariansfunktion
o ) =5:560511 expk =1554744k*?)
og intensitet

()= T7:494374 10 ®x® 1:759690 10 y® + 6:268562 10 °x?
+1:668769 10 8y? 2:229980 10°:

Bemaerk at ogsa for modellerne med 3. grads intensitetsfunktion er intensitetsfunktionen den
samme i det eksponentielle, Gaussiske og stabile tilfeelde.

Den inhomogene log Gaussiske Cox proces speci ceret ved parametrene pa Figur 6.31 simule-
res 10 gange, hvilket producerer 10 punktmanstre, som ses pa Figur 6.32.
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Figur 6.32:10 simulationer af den inhomogene log Gaussiske Cox proces med stabil korrela-
tion.

Antallet af punkterne i simulationerne varierer a1 punkter for Simulation 1 tilL7016for
Simulation 6. Disse punktmgnstre udviser, ligesom for den eksponentielle og Gaussiske model,
clustertendenser. Det ses, hvordan punkterne forekommer clusterede omkring centrum af ob-
servationsvinduet, hvilket minder om punktmgnsteret for hussalg i Aalborg Kommune.

For at undersage hvor godt modellen givet ved parametrene pa Figur 6.31 passer pa data, an-

vendes envelopes fér-, G- og J-funktionen. Envelopes for modellen givet ved parametrene
pa Figur 6.31 ses pa Figur 6.33.

(a) F-funktionen. (b) G-funktionen.
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(c) J-funktionen.

Figur 6.33:Plot af F-, G- og J-funktionen for den inhomogene log Gaussiske Cox proces med
stabil korrelation med tilhgrende envelopes.

Pa Figur 6.33a og 6.33c ses at bdteog J-funktionen er indenfor de tilhgrende envelopes.
Dermed vil ingen veerdi af, for disse to funktioner, resultere i at nulhypotesen afvises, givet at

r er valgt pa forhand.

Pa Figur 6.33b ses &-funktionen er udenfor envelopes for fa veerdier abermed vil nulhy-
potesen kun blive afvist for fa vaerdierafgivet atr er valgt pa forhand.

Dette viser, at den stabile model givet ud fra parametrene pa Figur 6.31 passer godt pa data for
de este veerdier af.

6.3.3.4 Middelveerdifunktioner for modellerne med tredje grads intensitet

| dette underafsnit undersgges middelveerdifunktionerne for de Gaussisk stokastiske felter til-
hgrende modellerne med 3. grads intensitet. Et plot af middelveerdifunktionerne for den ekspo-
nentielle, Gaussiske og stabile model kan ses pa Figur 6.34 sammen med punktmgnsteret for
hussalg i Aalborg Kommune.

(a) Eksponentiel korrelation. (b) Gaussisk korrelation.
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