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Synopsis:

In this project we have worked with different
approaches for data analyses in order to apply
them to "big data". We have looked at regres-
sion analysis and hypothesis test, applying the
theory on a big data set "Gene” that consist of
6658 measurements from 15 healthy subjects
and 15 subjects with a skin disease. In the pro-
ject we have defined the restrictions of the ap-
proaches used and have looked at the possible
solutions. We have found out that both logistic
lasso and elastic net regressions, with a higher
weight on the lasso, give more sparse models
with less variables, while the ridge regression
works less optimally.

Hypothesis test was only useful on a big data
set when corrected for p-values. We have used
different p-value adjusting algorithms and fo-
und out, that the procedures which controls
false discovery rate, is more effective, than the
procedures which controls family-wise error
rate. In our case, the Benjamini Hochberg al-
gorithm results in expected improvement, whi-
le the Holm procedure was less useful.

We have identified features in the data set
“Gene”, which can be useful to consider to im-
prove diagnostic methods. Both lasso regres-
sion and the Benjamini Hochberg algorithm
reduces the model from 6658 features to re-
spectively 4 and 5, using specific control pa-
rameters. Moreover, both methods allow us to
expand the number of features, if needed. In
this project we have not been able to validate
results obtained from a medical point of view
and further study is needed in order to do it.
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Indledning

Forebyggelse og preecise diagnoser spiller en vigtig rolle i patientbehandling. Ved patientun-
dersggelser giver moderne teknologier muligheden for at registrere tusindvis af parametre, og
derved eksploderer maengden af de samlede data drastisk. De store dataseet skal kunne analyse-
res, og der er flere variabler, der skal settes i sammenhaeng med hinanden. Nar man analyserer
store datasaet, kan man ikke altid veere sikker pa, at man har fundet sammenhangen mellem
"arsag” og “konsekvens”. Det typiske problem er, at der ikke er nogen garanti for, at man
tager alle faktorer, som har betydning, i betragtning samtidig med, at man risikerer at forkaste
signifikante variabler.

Malet med dette projekt er at belyse de forskellige problemstillinger, som opstar, nar man
arbejder med store dataset og at komme ind pa nogle af de metoder, der bruges inden for
statistisk analyse for de store dataseet.

| dette projekt arbejder vi med regressionsanalyse og hypotesetest og undersgger, hvordan
metoderne kan bruges til analyse af stgrre datasat. Vi tager udgangspunkt i de generelle line-
are modeller (GLM) og kommer ind pa det grundleeggende bag analyse af varians (ANOVA)
og lineaer regression. Vi viser, at linezr regression ikke kan bruges pa de store datasaet uden
modifikationer og beskeeftiger os med Least absolute shrinkage and selection operator (lasso)
regression, ridge regression og elastisk net regression for at afgere, hvilke af disse metoder med
fordel kan anvendes pa de store dataset.

| projektet vil vi derudover arbejde med t-test for at udpege og overkomme de udfordringer,
som opstar, nar man anvender hypotesetest pa de store datasat.

Vi illustrerer teorien med dataanalyse af datasaettet "Gene”, som indeholder reel genetisk ma-
teriale for patienter med en hudsygdom og en kontrolgruppe. Malingerne er udtryksniveauet
for 6658 forskellige gener hos 30 personer, og Vi er interesserede i at identificere de gener, der
er relevante for fastsaettelse af diagnosen. | projektet vil vi referere til gen i som Probi. For
eksempel er Prob40 stikprgven for gen 40. Dataanalysen er udfert i R.

Projektet er opbygget i tre kapitler og Appendiks.

« Kapitel |1) omhandler de generelle og generaliserede lineeere modeller (GGLM).
| dette kapitel kommer vi ind pa det grundleeggende indenfor GLM og GGLM og giver
forskellige eksempler pa, hvordan man anvender GLM og GGLM i praksis. Kapitlet er
baseret pa [1], [2] og [3].

= Kapitel 2 omhandler regressionsanalyse.
| dette kapitel kigger vi nermere pa lasso, ridge og elastisk net regression. Kapitlet er
baseret pa [4], [5] og [6]. | disse kilder gares der rede for de forskellige regressionsmodeller,
og der diskuteres fordele og ulemper ved deres anvendelse og modifikationer.

= Kapitel [3l omhandler hypotesetest.
| dette kapitel diskuterer vi de udfordringer, som man star med, ved anvendelse af hy-
potesetest for analyse af de store datasat. Vi vil i dette kapitel derfor komme ind pa de
forskellige algoritmer, der giver en justering af p-veerdier, nar man arbejder med de store
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dataseet. Kapitlet er primeert baseret pal[7], som blandt andet diskuterer family wise error
rate (FWER) og falsk opdagelses rate (FDR) samt metoder til at teste multiple hypoteser.

| kapitlet bruges der ogsa de sekundeere kildér [8] dg [9], som begge kommer kort ind pa
FWER og FDR.

Appendiks er todelt. Appendikg A er en mindre teoretisk del, bestdende af Appendfks A.1
og[A.7. | Appendiks[A.] gar vi kort rede for Lagrange multiplier metoden, og i Appendiks

kommer vi ind pa konvekse optimeringsproblemer. | Appendiks B.1 { B8 ndes der

detaljer af dataanalysen.
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Kapitel 1 | Generelle- og generaliserede
linesere modeller

| dette kapitel kommer vi til at bruge de nitionerne for den erdimensionale normalfordeling
og likelihoodfunktionen.

De nition 1.1. k- erdimensional normalfordeling
Vektoren Z er k- erdimensionalt normalfordelt, hvis den har samme fordeling sorAY + b,

delte, A er enk N matrix, mensb er enk-dimensional vektor.
Hvis Z er erdimensional normalfordelt, udtrykkes det ved

Z N(b;AA T):
For en normalfordelt vektor Z , hvor middelveerdienE[Z] = b= og kovariansen
Coviz] = ; betegner manZ  Ny( ; ? ) med teethedsfunktionen givet ved
_ 1. 1 T o1 :
f(z) = 2 ) I(».jijexp > 5(2 ) (z ) - (1.1)
Her er  kovariansmatricen, med indgang i; = CovV(Z;; Z;).

Vi vil referere til likelihoodfunktionen for at estimere parametrene, givet teethedsparametre og
en teethedsfunktion.

Likelihooden for at fa en vaerdi af parameterene i en model, er sandsynligheden for at fa de
forskellige udfaldY; = yi1, Yo = yo, :::, Yy = YN, udregnet for veerdien . Likelihoodfunktionen
opnas som en funktion af 2 .

De nition 1.2. Likelihoodfunktionen

Givet teethedsfunktionenfy (y; ), 2 " for observationerney = (yi;:::;Yyn), er likeli-
hoodfunktionen for , de neret ved
L(5y) = clysinm)fv(ys s ) (1.2)

| en statistisk model giver likelihoodfunktionen et mal for preeference af forskellige parameter-
veerdier.
Det, man typisk er interesseret i, er den maksimale veerdi af likelihoodfunktionen. Givet obser-

opfylder
L(My) = sup L( :y):
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Ofte, isaer hvis man har de eksponentielle led i teethedsfunktionen, tager man udgangspunkt i
log-likelihoodfunktion

(5y) = Log(L( ;y)): (1.3)
Maksimum likelihood estimatet fas som lgsning af ligning
S(;y)=0; (1.4)
hvor S( ;y)= —( ;y) er scorefunktionen.

1.1 Generelle lineaere modeller

Statistiske modeller bruges til at forklare variationer i et observationssaet, og man kan, for ek-
sempel, beskrive det forventede udfald; ved brug af middelveerdi ; og fejlledet ;, der deekker
over den statistiske usikkerhed. Man antager, at middelveerdien har en lineeer struktur, mens fej-

beskrives pa matrixform

Y= o+ (1.5)

De nition 1.3. Generelle linesere modeller

Vi betragter N observationerYy;:::; Yy givetvedY = (Yi;:::;Yn)T; som er normalfordelt.
En general lineser model folY;;:::; Yy er en statistisk model pa formerty Ny ( ; 2 ),
hvor der geelder fglgende hypotese for

Ho: 0 2 Up: (16)

Her er U, et lineaert underrum afR" med dimensionn, og , er en vektor bestaende af
a-priori middelveerdier, som ikke hgrer til meengdety,.

Ho . 0o -— X . (17)

hvor 2 R", og X har fuld rang.
Matricen X de neres som designmatricen, da den bestemmer, hvorledes de ukendte pa-
rametre i er forbundet med responsveerdierneY . Deni'te reekke af designmatricen er

1.1.1 Estimering af middelvaerdi

| dette afsnit tager vi udgangspunkt i en modely Ny ( ; 2 ), hvor vi gnsker at estimere
middelveerdien ved hjeelp af likelihoodfunktionen
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Lad y, ogy,, veere to vektorer padR" . Det indreprodukt er de neret ved:
1

(Y1;¥2) = V1 Yas
hvor y, ogy, er ortogonale, nar (yi;y.) =0. Normen er givet ved:
q
iy = (y):
DeviansenD(y; ) betegner den kvadratiske norm af vektoreg ; som svarer til det indre-
produkt (y ;y ):
D(y; )= (v 3y )=y )T Ny ) (1.8)
Ved hjeelp af deviansen kan man udtrykke taethedsfunktionen for normalfordelingen (1.1) som:
1 1
f A g -~ D . :
(y’ ’ ) (IJZ—)N N“lj jexp 2 2 (y1 )

For at nde den maksimale likelihood estimat for middelveerdien , kan vi bruge (1.2), hvor

1 1
L( 5 %y)= p———a=—exp ;5D(y; ) : (1.9)
C2ZMN N 2?2
Vi udlader konstanterne(ID 2 )N og ﬁ da likelihoodfunktionen ikke udtrykker sandsynlig-

hedsteetheden for parametrene, men i stedet for er et mal for, hvad parametrene er.
| vores tilfeelde giver det god mening at bruge log-likelihoodfunktionen:
N 1

s . 2. — 2 . .

(5 5y)= §|09( ) ﬁD(% ):
Heraf kan vi se, at jo mindre deviansen er, jo stgrre er log-likelihoodfunktionen.
Ud fra (1.4) har vi maksimum af log-likelihoodfunktionen som lgsning af ligning:

1 d 1 1
S(; 3y)= 52 di(D(y; )= =l ly Y= - Yy )= 0 (1.10)

Siden vektorrummet er udstyret med det indreprodukt , nder man estimatet af ved
projektion ind i speendingsrummet . Fra ovenstdende scorefunktion (1.10) kan man se, at
maksimum likelihood for for modellenY  Ny( ; 2 ), er observationen givet vedy.

Seetning 1.4.
For en hypotese givet ved

Ho: ()=X (1.11)

nder man maksimum likelihood estimatet for som lgsning af ligningen

/\-

XT ly=xT X (1.12)
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Hvis X har fuld rang vil estimatet veere givet ved

fo(xTOIX) XT Ly (1.13)

Bevis

Af udtryk (1.9) ses der, at maksimum med hensyn til fas ved at minimere devianse® (y; ),
for 2 Up. Idet D(y; ) er en norm med indre produktet, , opnas minimum ved at projicere
ned paU.

Antaget, at (1.11) er geeldende, har vi :

— ()= —X =X:
Ved at udnytte parametriseringen afX = () vil scorefunktionenS( ; 2;y) veere
S(; &y)= — (5 By)=3T—2( () &y);
hvor J = — er Jacobi matricen.
Fra (1.10) har vi scorefunktionen givet med hensyn til . Bruger vi denne, med = X |, fas
1 1

S(; Ay)=S5XT ly X ]

For at nde maksimum likelihood estimatet Igser vi ligningen
s("; By)=o:

Heraf vil

X T ly =X T lX N,
hvilket stemmer overens med, at maksimum likelihood for ndes som lgsning af (1.12).
Hvis X har fuld rang, er X ogsa invertibel, hvilket medfgrer (1.13). ]
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1.2 Eksempler pa generelle linecere modeller

Som typiske eksempler pa GLM kigger vi pa lineser regression og ANOVA og illustrerer den
praktiske anvendelse af disse metoder pa vores dataseet.

Eksempel 1.5. Regressionsanalyse som GLM
For en multipel lineser regression antager man, at der er valgte forklarende variabler

med
i =[1;xi1;: 5 %n]" o9 =[ o 1iiis al:

For en simpel lineeger regression antages der, mt= 1 og der geelder for den i'te reekke, at

Xi =[L;xa]" og  =[ o 4"

| forhold til vores dataseet kan vi for eksempel nde modellen, som binder nogle korrelerede
gener sammen.

Dataanalyse 1.6. Lineaer regressionsmodel for de korrelerede gener
Lad os forholde os til to gener, Prob40 og Prob168. Vi lader veerdier for det ene gen, Prob40,
veere den uafhaengige variabe{ og veerdierne for Prob168 veere responsvariabléh. Vi
kan skrive sammenhaengen mellem de to gener:

Y =X

hvor =[2:27 09581] (se Appendiks B.1 og B.2). Figur 1.1 viser sammenhaengen mellem
veerdierne for de valgte gener, samt regressionslinjen.
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Figur 1.1: XY-plot for udtryksniveauer for generne Prob168 og Prob40 samt regressionslinje.

Dataanalyse 1.7. Lineaer regressionsmodel for middelveerdier

Vi fremstiller en model, som binder middelvaerdierne for de syge og de raske testpersoner

sammen. | dette tilfeelde villeY; = {(2), middelveerdier for de forskellige gener for de syg

testpersoner, og; = (1), middelveerdier for de forskellige gener for de raske testpersoner.

Den lineaere regressionsmodel vil veere
2= @

Resultatet af dataanalysen giver os =[0:02 Q976] (se Appendiks B.2). Interceptleddet
o = 0:02er teet pa 0, og heeldningen ; = 0:976 er teet pa 1, hvilket egentlig betyder, at,
hvis vi kigger pa de middelveerdier for alle genernes udtryksniveau samtidigt, er det svee
at se nogle forskelle mellem de syge og de raske testpersoner.
Figur 1.2 illustrerer sammenhangen mellem middelveerdierne for generne for de raske
de syge testpersoner. Selvom man fra denne model ikke er i stand til at komme med nog
konklusion om diagnose, er modellen stadigveek brugbar. Man kan, for eksempel, identi ce|
outliers, de gener, man eventuelt skal tage i betragtning ved fastseettelsen af diagnose.

4]

=

rt

09
en
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Figur 1.2: XY-plot af middelveerdierne for genernes udtryksniveauer for testpersoner med og uden sygdom
samt regressionslinje.

Et andet eksempel pa GLM, vi kigger pa, er ANOVA.

Ved hjeelp af ANOVA afggrer man, om middelveerdierne for 2 eller ere stikprgver er signi kant
forskellige. Det vil sige, at man tester nulhypotesehl,, om middelveerdierne for de forskellige
stikpraver er ens.

Eksempel 1.8. Oneway ANOVA som GLM
Lad Xiq;:::; Xin veeren uafhaengige stikprover, hvor der geelder aX;; N( i; 2) med

Ho: 1= 2=:11= , (1.14)
09
H]_: i 6 in (115)

for nogeni; ogi,.
At X er normalfordelt, X;  N( i; 2), kan ogsa udtrykkes som

Xiji = i+ j; (1.16)

Vi ser, at (1.16) allerede minder om formen (1.5).
Vi seetter farst

0g

= 11y +++3s INs+==+y ils==+y iNy+++y nlsy--+5 nN
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Vi reparametriserer gruppen af middelveerdier, i, til

i= +
Séledes o = . Vifar dog samtidig en ekstra parameter ;, som typisk opfylderp ity i =0.
Designmatricen for GLM'en er givet vedk; = [1;Xjq;:::;Xin]Samt  =[; q1;:::; n], hvor

Xj er en dummy variabel som opfyldex; = 1, hvis deni'te observation tilhgrer j, og
Xj =0, hvis ikke. Hvisn = N, vil X veere en kvadratisk design matrix, og estimatet af
ndes som lgsning af

Y =X

For at afggre om hypotesen om ens middelvaerdier kan accepteres, opnar manafhaengige
estimater af variansen

= ——— (X3 X9®% for i=1;:::m; (1.17)

Idet alle stikprgverne forholder sig til testtarrelserN, beregner man gennemsnit for estimatet
s? i (1.17), det vil sige variansen indenfor de forskellige grupper af uafhaengige variablegd:

1 X 2 _

2 =

1 AN
SssE= & S T o
N i NN 1)

Hvis Hy er sand, antages der, at middelveerdierne for stikprgverne er normalfordelt,
X2 N( i; 2=N). Pa denne made far vi et andet estimatfor variansen 2, variansen mellem
grupper af uafthaengige variabler:

Xy XH=

(X2 X)*

SssT = n 1.,
Her er X er middelvaerdien afX % Hvor ssse altid er et unbias estimat for 2, er ssgt kun
unbias, hvisH, er sand. Hvis det omvendte geelder, og den alternative hypotekl er sand,
kan man vise, atE[ssst] > 2, hvilket betyder, at, hvis ssst er signi kant starre end ssse,
forkaster manHy.
Som de praktiske eksempler pa multivariabel ANOVA kigger vi pa, om der er forskel i gener-
nes middelveerdier for de forskellige gener, og mellem de syge og raske testpersoner for vores
dataseet.

P P
1SSE star for sum of squares error og er givet ved SSE = | ija Xii5, X92

i=1
2 SST stér for sum of squares of treatments, og er givet ved SST = in=1 jN:l (X2 X )2
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Dataanalyse 1.9. Multivariabel ANOVA
Vi har valgt 4 tilfeeldige gener i vores dataseet og testede ved hjeelp af ANOVA, om der er
forskel i deres middelveerdier.
Nulhypotesen er dermed

Ho: 257= 634= 1949= 2391,

og vi tester den med en signi kansniveau pa = 0:05.
Denne hypotese forkastes (se Appendiks B.3), hvilket ikke er overraskende.

Ulempen med one-way ANOVA er, at den kun kan afggre, at mindst to stikpraver er signi kant
forskellige, men ikke kan forteelle, hvilke stikpragver det er.

| forhold til dataanalysen ville det vaere mere interessant for vores projekt at identi cere de
gener og grupper af gener, som er forskellige fra hinanden.

Dataanalyse 1.10. Sammenligning af gener for de syge og raske testpersoner
Vi anvender ANOVA pa vores datasaet for at sammenligne generne hver for sig for de raske
og de syge testpersoner. Vi tester nulhypoteser farstikpraver

Hoi 0 (D)= i(2);

fori =0;:::;n, hvor (1) og i(2) henholdsvis er middelveerdien for det i'te gen for de
raske og de syge testpersoner.

For dataseettet "MindreData " resulterede analysen i, a# nulhypoteser ud af8 testede
blev forkastet med en signi kansniveau pa = 0:05 (se Appendiks B.3). Dette betyder, at
der for de gener er tale om signi kante forskelle i middelveerdier for de syge og de raske
testpersoner. Figur 1.3 viser et boksplot for et af disse gener.

Figur 1.3: Boksplot for de syge og raske testpersoner, for gen Prob257.
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For dataseettet” Gene' resulterede dataanalysen 890forkastede nulhypoteser. Dette giver
os 890 gener, som eventuelt har betydning for, om en person hgrer til de raske eller til de

syge.

| Kapitel 3 "Inferens for store tal" kommer vi ind pa de problemer, man mader ved anvendelsen
af hypotesetest pa de store datasaet.

1.3 Generaliserede lineaere modeller

Generaliserede modeller bruges, nar malingernes fordeling ikke har en lineser middelveerdi-
struktur. Hvor de generelle linesere modeller anvendes til at beskrive kontinuert data, bruges
generaliserede linesere modeller til at beskrive diskrete data, som, for eksempel, kan have en
poisson eller en binomial fordeling. | vores projekt arbejdes der med data, hvor responsvariablen
antager veerdienl eller O, det vil sige binomial fordelte data.

For at de nere den generaliserede lineaere model starter vi med at kigge pa den eksponentielle
dispersionsfamilie, den eksponentielle dispersionsmodel, variansfunktionen og linkfunktionen.

1.3.1 Eksponentielle familier

Den naturlige eksponentielle familie bestar af fordelinger, hvis teethedsfunktion kan skrives pa
formen

fv(y; )=cly)exp y () : (1.18)

Funktionen () kaldes kumulantfrembringeren, 2 U kaldes den kanoniske parameter, og
parameterrummetU  R.
Man kan faktorisere teethedsfunktionen (1.18) som

fy(y; )=cy)b( )exp vy ;

hvor den ene faktor kun afhaenger af, den anden kun afhaenger af, mens den sidste faktor
expf y g bade afheenger af og . Ved at indfare en ekstra praesisionsparameter 0 kan man
fra (1.18) de nere den eksponentielle dispersionsfamilie som

fv(y;: )=cly; Jexp (y () : (1.19)

Formalet med dispersionsfamilien er at adskille de middelveerdi relaterede egenskaber, som
er karakteriseret gennem kumulantfrembringeren, fra dispersionsegenskaber. Man kan vise, at
bade normal og binomial fordelingen hgrer til den eksponentielle dispersionsfamilie

Eksempel 1.11. Den normale fordeling som eksponentiel dispersionsfamilie
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LadY N(; ?). Teethedsfunktionen forY':

1 2 1 2 1 2
fv(yii %)= P=&xp (y2 2) = P e Tyzgexpf*z(y 5)g
qi 2
Seetterman =1= %= ,ofy; )= pexpf—-gog ()= *=2 opfylderfy(y;; ?)

(1.19), og dermed tilhgrer den normale fordeling de eksponentielle dispersionsfamilier.

Eksempel 1.12. Den binomiale fordeling som eksponentiel dispersionsfamilie

Lad X Bin(n;p). Teethedsfunktionen forX er givet ved
1 ]

n n
fxGompy = p@ p" = (@ p)”(lpp)x for x=0;:::;n:

Af dette kan vi udlede teethedsfunktionen for fordelingery = X=n
|

fy(y;n;p) = nny 1 p)”(lplo)ny for y=0;1=n;:::;1 090 0 p 1

hvilket kan omskrives til
n
fy(y;n; )= ny expfn(y log(l+exp()))g;

hvor = Iog(l—pp); forO<p< 1
Dette opfylder (1.19) for = n, c(y; )= y 09 ()=log(d+exp( )).

Seerligt geelder der, at middelveerdi relaterede egenskaber for den eksponentielle dispersionsfa-
milie er bestemt ved kumulantfrembringeren ( ). For bade den normale og binomial fordelingen
er

E[Y]= = 4) og VarY]= 2= 0?):

Lemma 1.13.
Hvis Y har en fordeling, givet ved (1.19), geelder der falgende for middelvaerdien og variansen

E[Y]= {) og VarY]= 0(“: (1.20)

Bevis
Lad Y have en fordeling pa formen (1.19), omskrevet til

fy(y;; )=exp cy; )+ (y () :
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Idet fv(y; ; ) er en teethedsfunktion, geelder der, at

z z
fy(y; 5 )dy=exp cly; )+ (y () dy=1: (1.21)
Di erentierer man pa begge sider med hensyn til, fas
z
d
g epcdyi )+ (y () dy=0 (1.22)

Ligningen (1.22) kan yderligere omskrives til:
z

Lew ayi )+ (v () dy=

z d
= epoy; )+ (y () g (v ()dy=

Z
= exp cy; )+ (y () (v A)dy=

Z Z
= yexp cly; )+ (y () dy X)) exp (y ()D+cy; ) dy =

z z
= yiv(y;; )dy X)) fv(y;; )dy =0: (1.23)
Fra de nitionen af middelveerdien har vi
z
E[Y]= = vyfv(y;; )dy;

og ved brug af normalisering (1.21) far vi ud fra (1.23):
“)y=00 %)= =E[VI

| det falgende beviser vi, aV ar[Y] = % )=:
Vi di erentierer ligning (1.22) med hensyn til en gang til.

@
gz P cy; )+ (y () dy=0;

og bruger tidligere resultat af di erentiering (1.22):
z

Sep vt (v () 6 U=
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= expoy; )+ (y () (& W A) expcly)(y () dy=

Z Z
(v ANyl ddy ) fy(y;; ddy =

= Z(y PEv(y;; )dy %) =o0:
Hvilket resulterer i i
(v vy )dy= °U): (1.24)
Per de nition er variansen afY givet ved

Z
Var[Y]= (y )?v(y;; )dy;

og derved omskrives (1.24) til

Var[Y]= % )0 VarY]= OQ):

O
Funktionen () = Y ) de nerer en injektiv afbildning = () af parameterrummetU for

den kanoniske parameter ind pa en delmzengdevl af den reelle akse. MeengdeM kaldes
middelveerdirummet. Funktionen () er monoton voksende, da der geelder

)= R)=Vvaly] > o
Ved hjeelp af ( ) kan man udtrykke sammenhaengen mellem variansen og middelveerdien:

()= = %)

De nition 1.14. Kanonisk linkfunktion

Relationen mellem parametrene og er givetved = ()= 9 ), og den inverse
afbildning

= ()

kaldes den kanoniske linkfunktion.
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En linkfunktion er en vilkarlig monoton afbildning, = g( ), af middelveerdirummet ind pa en

delmaengde af den reelle akse. Formalet med linkfunktioner= g( ) er at danne den forklaren-

de variabel, det vil sige den lineaere praediktor.

Som falge af °¢ ) = Var[Y] kan man udtrykke fordelingens variansen som funktion af mid-
delveerdien:

V)= % () (1.25)

Funktionen V( ) beskriver saledes variansen af en givet familie af fordelinger i term af middel-
veerdien.

1.3.2 Den generaliserede linesere model og dens egenskaber

nentielle dispersionsfamilie. Omvendt GLM er GGLM derved 'mere' generaliseret. GGLM er
de neret ved linkfunktionen g( ), som beskriver relationen mellem den linesere praediktor og
middelveerdien ;:

i = 9( i);
og er en model pa formen

g )=X = : (1.26)

De nition 1.15. Den generaliserede linesere model

som kan beskrives ved en eksponentiel dispersionsmodel med variansfunktiodg¢n) pa
formen (1.25).

Ho : 02 L; (1.27)

hvor L er et linesert underrum afR" af dimensionn og , betegner en vektor af kendte
veerdier, som ikke hgrer til meengdeih., og hvor

i =a( i)
er en transformation af middelveerdierne ;;:::;
Lader man underrummetL = sparf xy;:::;X,g veere valgt saledes der gaelder
o= X
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hvor 2 R" og X har fuld rang, de neresX som designmatricen for GGLM.

Modeller, der har en normalfordeling, er bAde GLM og GGLM. Dette fglger af, at normalforde-
lingen tilhgrer den eksponentielle dispersionsfamilie (se Eksempel 1.11). Som et andet eksempel
pa GGLM kigger vi pa logistisk regression.

1.3.3 Logistisk regression

Logistisk regression bruges til analyse af de kategoriske datasaet blandt andet, hvis responsva-
riabel kun antager veerdienO eller 1. | dette tilfeelde modelleres log-likelihood brgken som den
lineaere kombination:

PrlY =1jX
PrlY =0jX

x] PrlY =1jX = x] _ T
x] -9 T hrveix=x - °7 X (1.28)

log

mens 2 R" er en vektor af regressionskoe cienter.
Ud fra (1.28) kan man fa den betingede sandsynlighed:

expf o+ 'xg

1+expf o+ Txg

PrlY =1jX = x] = (1.29)

Hvis sandsynligheden for atY = 1, givet en stokastisk vektorX = x, er stgrre endQ:5, vil
responsvariablen veerd, mens, hvis det omvendte er tilfaeldet, vi¥ =0.

Eksempel 1.16. Logistisk regression som GGLM
Logistisk regression handterer blandt andet tilfaeldet, hvor responsvariablen er binzer, mens
den betingede fordeling er binomial. Saledes er (1.28) en linkfunktion og har en binomial
teethedsfunktion.
| eksempel 1.12, viser vi, at den binomiale fordeling tilhgrer den eksponentielle dispersions-
familie med = Iog(l—pp). Dette betyder, at (1.28) er en GGLM med linkfunktionen

= o )=Iog(1—):

| det fglgende kapitel gar vi i detaljer med regressionsanalyse.
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Kapitel 2 | Regressionsanalyse

2.1 Mindste kvadraters lgsning

Mindste kvadraters Igsning (MKL) bruges i regressionsanalyse til at nde den bedste model for
et givet datasaet. Metoden gar ud pa at minimere summen af de kvadrerede risidualer, og vi
starter med en simpel lineeger regression f&t observationer, hvor vi betragter

Vi= ot X+ ; for i=1;:::;N:

Herer ; N(O; ?),sdledes,atyy N( o+ 1X;; 2).
Man kan pavise, at MKL falger fra maksimum likelihood lgsningen.
Teethedsfunktionen fory; er givet ved:

f)= P od 5501 (o* X))

W X
(i) = (o)=(P=) et oo 0 (o* x)g

i=1 ﬁ i=1
Antager man, at er kendt, vil likelihoodfunktionen opfylde
1 X )
LCos )/ exp 5= (Vi (ot X)) :
i=1
Vi kan se, at likelihoodfunktionenL ( o; ;) maksimeres ved at minimere

X
min
01 g
hvor =y, ( o+ 1X;) errisidualen fory;.

n-dimensional vektor af forklarende variabler og hvey; 2 R er tilhgrende responsvariabel.
For multiple linesere regressionsmodeller er responsvariablgnen lineaer funktion, givet ved

Yi= ot Xzt 2Xiot 1Il+ Xip nt il

Y=X + ; (2.1)

hvilket er aekvivalent med
q
= i+:+ 3=0Yy X
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Minimering af ? N, 2=jj ji? med hensyn til ggres ved at nde minimum

. e ..2 . >(\l X1 2
min jjy X jj; =min i o Xij j)° (2.2)
2R o= j=1
MKL virker efter hensigten, nar responsvariablery; kun er afthaengig af en variabek;, men
den er ikke optimal, nary; er afhaengig af ere variabler. Der er generalt fglgende ulemper med
MKL.:

MKL kan ikke skelne mellem variabler med ringe eller ingen ind ydelse pa responsvariab-
len.

MKL er brugbar, sa leenge antallet af observationeN er starre end antallet af forklarende
variabler n. Hvis n N, risikerer man at overse observationer, hvilket medfagrer, at esti-
matet ved MKL ikke ngdvendigvis er sand. HvidN < n vil MKL ikke veere entydig, og
derfor vil denne metode i dette tilfaelde fejle.
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2.2 Regulering

For de store dataseet geelder der tit og ofte, at antallet af observation&r er betydeligt mindre
end antallet af forklarende variablern. Dette geelder blandt andet ogsa for det dataseet, vi
arbejder med. | disse tilfeelde vil MKL ikke kunne bruges, og det er ngdvendigt at regulere
estimeringsprocessen. Dette kan ggres ved at indfgre en afgreensiing R" saledes, at man
estimerer parametrene o og =( 1;:::; n) ved at minimere:

min jY X ji5 ; afgreenset af 2 C: (2.3)

Valget af C kommer til at have en betydning for estimaterne”.
Det typiske valg, er at veelgeC enten med hensyn til'; normen, som er de neret ved:
W= il
i=1

eller ', normen, som er de neret ved

L 5
2= i
i=1
Nar man bruger’; normen refereres der til lasso regression, og minimeringsproblemet er givet
ved

“esso=Min Y X i3 ; afgreenset afj ji; t: (2.4)
| tilfeelde af ", normen refererer man til ridge regression:
“iage =M iY X i} ; afgreensetafj ji. t: (2.5)

| ovenstadende problemer kontrolleret radiussen af det afgreensede omrade og derved starrelsen
af afgreensningsmaengden, som bliver dannet. Figur 2.1 illustrerer, hvordan koe cienterne

0g , estimeres under lasso regression (til venstre) og ridge regression (til hgjre). De grgnne
omrader praesenterer afgreensningsmaengder, der reguleres for at mininjjgfe X jj3, afbildet

ved de elliptiske niveaukurver.

Hvor man for lasso regression kan nde dtsaledes, at koe cienten ; er 0, er dette ikke muligt

for ridge regression, da niveaukurverne ikke rgrer afgreensningsomradet, naer 0. Fordelen
ved at have en koe cient ; til at veere 0 er, at den tilhgrende forklarende variabek; derved
ikke kommer til at have betydning for responsvariablen.
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Figur 2.1: lllustration af estimering af lasso regression (til venstre) og ridge regression (til hgjre). De grgnne
omrader er afgraensningsomraderne, mefl 1j+ j ,j tforlassoog ?+ 2 t2 for ridge. De rgde ellipser er
niveaukurver for jjY X jj3. lllustrationen er taget fra [4].

Reguleringsproblemet med hensyn til; normen, hvorq > 0, udtrykkes ved

X X ,
min i o Xj j)° afgreensetaf g+ 1+ :::+ 7 t% (2.6)
o i=1 j=1

| stedet for at formulere reguleringsproblemet i term af radiussety kan man omskrive udtryk
(2.6) pa Lagrange form (se Appendiks A.1) :

X
minL( o; ; )=min i o xj )2+ (g+ f+:n+ 30t (2.7)
o o= j=1
og derved indfgre parameteren, der bestemmer styrken af 'stra en' og kaldes en vendingspa-
rameter. Da leddet t 91 (2.7) ikke er relevant med hensyn til minimeringsproblemet, kan vi
udtrykke "4 reguleringen pa Lagrange form:
q=minjj 2+ 1 dq (2.8)
hvor jj jjq kaldes  4-stra en.
Pa denne made vil man i stedet for at kontrollere radiussenaf afgreensningsmaengden, kon-
trollere styrken af straen , hvilket i nogle tilfeelde kan veere en fordel.
Indtil videre har vi kigget pa lineaer regression for normalfordelte responsvariabler, men de
samme principper geelder ogsa for den logistiske regression.

Nar test stgrrelsenN er mindre end antallet af forklarende variablen kan logistisk regression
ikke bruges uden modi kation, og for den generaliserede model minimerer man den negative
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log-likelihood sammen med eny straf
. 1. -
”g!nf N (o Y X))+ i iq9 (2.9)

Herer ( o; ;Y;X) log-likelihoodfunktionen, som er giveti (1.3), udfaldet er e -dimensional
vektor Y , og preediktorene er givet ved matricerX med stgrrelserN  n.

Givet den logistiske model (1.28), vil den negative log-likelihood med regulering veere givet
ved

1N . . -
N, log(Pr[Y =1jx;])+ (1 yi)log(Pr[Y =0jx;]) + jj jj1=
i=1
1N T T L
= N Vil o+ 'Xi) log(l+expf o+ 'XiQ) + Jj i1

i=1
hvor y; er udfaldsveerdierne.

2.2.1 K- foldet krydsvalidering

| dette afsnit kigger vi primaert pa lasso regression. Afgreensningérstyrer kompleksiteten af
lasso regressionen (2.4). Store veerdier afgar, at modellen kommer til at tte dataene teet,
men for store veerdier at kan fare til over tting. Det betyder, at usigni kante variabler ifglge
modellen kan komme til at have stgrre betydning, end de har i virkeligheden. Omvendt vil for
sma veerdier at medfgre, at modellerne ikke kommer til at tte dataene taet, og man risikerer at
miste signi kante variabler. Det samme er tilfaeldet for i Lagrange formen. For store veerdier
af risikerer man at miste signi kante koe cienter og for sma vaerdier, at koe cienterne ikke
far den 'bedste' forklarende veerdi med hensyn til variablerne.

Vi gnsker at nde dett eller , som balancerer mellem disse to problemstillinger saledes, at vi
hverken kommer til at over tte dataene eller til at miste nogle signi kante variabler. En Igsning
er at bruge K-foldet krydsvalidering. | det fglgende forklares metoden med hensyn ti] men
samme fremgangsmade er gaeldende for

K-foldet krydsvalidering gar ud pa at dele dataseettet op K grupper, hvor K typisk er 5 el-
ler 10. Observationerne placeres tilfeeldigt i d& forskellige grupper, og grupperne analyseres
derefter med hensyn til de forskellige veerdier. Vi lader en af deK grupper veere testseet-
tet/valideringsseettet og lader de resterend& 1 grupper veere traeningssaettet. Antager man,
at der erN observationer, vil der vaere[% observationer i hver gruppe. Man udferer lasso regres-
sion pa traeningsdataene med forskelligevaerdier og bruger hver ttede model til at forudsige
responsen i testseettet. Vi registrerer praediktionsfejlen for hver veerdi at Denne procedure
gentagesK gange saledes, at hver af dé grupper har muligheden for at veere testdata, hvor
resterendeK 1 grupper fungerer som treeningsdata. P4 denne made opnas derforskel-
lige estimater af preediktions fejl over en raekke veerdier. Den overordnede praediktionsfejl,
krydsvalideringsfejlen af , udregnes ved at tage gennemsnittet af preediktionsfejlene i hver
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gruppeK . Krydsvalideringsfejlkurven ( Figur 2.2) for viser den estimerede middelkvadratfejl
(mean squared error) afheengig af de forskelligeveerdier.

Da det er tilfeeldigt, hvordan observationerne placeres i de forskelligé grupper, er der ere
mulige krydsvalideringer for et givet dataseet.

Dataanalyse 2.1. Krydsvalidering pa dataseettet" Gene'

Figur 2.2 viser re mulige grafer efter krydsvalidering af dataseettet Gene' (se Appendiks
B.4). Graferne viser sammenhangen mellem den middelkvadratfejl, man far fra modellen,
og den tilhgrende veerdi.

Figur 2.2: Krydsvalideringer af datasaettet "Gene".

Spargsmalet er nu, hvilkken man skal veelge for at opna den bedst mulige model for sit dataszet.
Man gnsker typisk at minimere middelkvadratfejlen, og den fgrste tanke er, at densom svarer

til den mindste middelkvadratfejl, ., er den bedste med hensyn til modellering af dataseet.
Samtidig skal man tage hgjde for, at fejlkurverne er tilfeeldige. Dette betyder, at man for hver
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krydsvalidering far forskellige , som svarer til den mindste krydsvalideringsfejl i hver enkelte

krydsvalidering.

Et alternativ valg af kaldes"one standard error rulé og handler om at veelge den stagrste

indenfor 1 standard afvigelse fra den mindste krydsvalideringsfejl.sc. Vi har sadledes to mulige
valg, hvor den anden neevnte har stgrre veerdi, og dermed mere regulering. Mere regulering

er typisk det, man har brug for, ndr man har mange variabler. Valget af pavirker desuden

antallet af signi kante forklarende variabler. Lavere veerdi af resulterer i ere signi kante

variabler, mens stgrre veerdier resulterer i feerre forklarende variabler.

Da fejlkurverne er tilfeeldige, kan man reducere tilfeeldigheden og nde, ved at udfgre et

passende stor antal af krydsvalideringer og tage gennemsnittet af de fundneaerdier.

Dataanalyse 2.2. Antal krydsvalideringer

For dataseettet" Gené' har vi udfart et antal krydsvalideringer og har taget gennemsnittet
af min 09 1se, fOr at se, om ., ogleller ;. bliver stabiliseret.

Vi har undersggt, hvordan antallet af krydsvalidering pa dataseettetGene' pavirker min
00 1se, Ved at foretage 10, 100, 500, 1000 og 2000 krydsvalideringer med lasso regression.
Hvert antal antal af krydsvalideringer blev gentaget 3 gange.
For dataseettet "Gené€' viste det sig, at omkring 2000 krydsvalideringer ville vaere et past
sende antal for, at in 0:120g 1se 0:28 stabiliserer sig (se Appendiks B.4). Nar vi
bruger lasso regression medm;, 0:12; far vi 17 signi kante gener, mens s  0:28
resulterer i re signi kante gener: Prob2136, Prob2391, Prob6080 og Prob6185.

2.2.2 De signi kante variabler

Jo ere forklarende variabler responsvariableryY afhaenger af, jo besveerligere kan det veere at
nde ud af, hvilke der er signi kante. Graferne pa Figur 2.3 afspejler regressionskoe cienterne
0 0g som funktion af og repraesenterer forskellige stier for, hvordan koe cienterne opfarer

sig for de forskellige veerdier. Stierne skal laeses fra hgjre til venstre, og ved at se pa de

stier, som hgrer til de forskellige regressionskoe cienter, kan man afggre, hvilke koe cienter
er signi kante. De stier, som starter fgrst, er dem, hvis tilhgrende variabler er signi kante og
derved ogsa har betydning for responsvariablen.

Dataanalyse 2.3. Lasso og ridge regression pa dataseettdlindreData ".

Figur 2.3 (til venstre) viser resultat af lasso regression pa dataszettéMindreData " (se
Appendiks B.4). For eksempel svarer den bla graf til gen Prob3272. Resultatet af ridge
regression kan ses til hgjre. Som man kan se ud fra graferene, kan man fra ridge stien ikke
afklare, hvilke koe cienter, der skiller sig ud. Derfor tager vi udgangspunkt i lasso stien.
Stierne, som starter fgrst (sdsom 1,2,3 og 4), svarer til de signi kante variabler, mens de
der kommer til sidst (sdsom 6,7 og 8), ikke gar. Dataanalyse pa dataseettdindreData "
viser, at uanset, om man veelger i, eller ., Vil den logistiske lasso regression skrymp
4 ud af 8 regressionskoe cienter til 0, og de koe cienter, som er tilbage, hgrer til generne:
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Prob257, Prob634, Prob1949 og Prob2391.

Figur 2.3: Lasso stien for datasaettet"MindreData " til venstre og ridge stien til hgjre.

Hvor ovenstaende tager udgangspunkt i et mindre datasaet med 8 forklarende variabler, kan
det veere besveerligt at arbejde med stierne med mange ere variabler, se Figur 2.4.

Dataanalyse 2.4. Lasso og ridge regression pa dataseettéGene'
Figur 2.4 viser lasso og ridge stier for dataseettétGene'. Som man kan se, er det vanskeligt
at afggre noget fra hverken lasso eller ridge stierne.

Figur 2.4: Lasso stien for dataseettet” Gene" til venstre og ridge stien til hgjre.

Et af problemerne med regulering er, at vi ikke kan vaere sikre p4, om vi har for meget eller for
lidt regulering. @nsker man mere regulering, er.s €t godt valg, og for mindre regulering er
min foretrukket.

2.2.3 Fordele og ulemper ved lasso og ridge regression

Idet lasso regression saetter usigni kante regressionskoe cienter til at vaei®@ ma man spgarge
sig selv om, hvornar det giver mening at bruge den pa et datasaet. Hvis der er fa forklarende
variabler, kunne det teenkes, at lasso regression tvinger koe cienter t), selvom den tilhgrende
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forklarende variabel har betydning for responsvariablen. Derudover, hvis vi omvendt har mange
forklarende variabler, der har nogenlunde lige stor betydning for responsen, risikerer man ogsa
at fa en fejlmodel. Hvis der er mange variabler, og man kun er interesseret i dem med signi kant
betydning for responsen, er lasso regression en lgsning. Ulempen ved lasso regression er, at hvis
to signi kante variabler er hgjt korrelerede, vil en tilfeeldig af disse eventuelt blive sat tiD.

Ridge regressionen vil ligesom lasso ogsa skrympe de forskellige regressionskoe cienter, men
pa grund af *, normen, vil disse aldrig kunne blived. Fordelen ved, at koe cienter ikke bliver
skrympet til O, er, at de tilhgrende variabler ikke mister signi kans. Derved vil ridge regressio-
nen kunne veere en bedre lgsning end lasso, nar man arbejder med et dataseet, hvor der enten
er fa variabler eller mange variabler med lige stor betydning, og/eller nogle af variablerne er
hgjt korrelerede.

2.3 Elastisk net

| tilfeelde med mange forklarende variabler kan man veere udsat for, at der er nogle grupper af
variabler, som korrelerer med hinanden. Hvis det er tilfeeldet, vil lasso regression hgjst sand-
synligt fejle. For at lgse dette bruger man elastisk net regression, hvor der tilfgjes en kvadratisk
deljj Jj. til straen ilasso regressionen.

Elastisk net er en kompromis mellem ridge og lasso stra ene og giver estimaf‘%et de neret
ved:

“ene =minGY X i3+ i i3+ i iy (2.10)
hvor ridge fas ved at lade ;1 =0 og ,= |, og lasso fas ved at lade; = og ,=0.
Ved at de nere elastisk net straen,J( ):
IC)= 5@ i izt i i (2.11)
hvor = ey kan man ogsa udtrykke elastisk net optimeringsproblem saledes:
min jY X jj5 afgreensetafl( ) t: (2.12)

Funktionen J( ) er en konveks kombination af lasso og ridge stra en (se Appendiks A.2), og
bestemmer veegten af lasso og ridge stra en. Nar= 1 fas lasso afgraensningen, mens= 0

resulterer i ridge afgraensningen.

Hvor *; delen af stra en frembringer en udtyndet model, resulterer den kvadratiske dl jj3

I, at der ikke er begraensninger med hensyn til antallet af valgte variabler.

Figur 2.5 illustrerer stra en fra den elastiske net med = 0:5, sammenlignet med stra en fra

lasso og ridge regression. Omradet af afgraensningen viser, at stra en for den elastiske net med
= 0:5 er strengt konveks. Specielt geelder der, at na 1, vil minimeringsproblemet (2.12)

veere strengt konveks, hvilket betyder, at vi har en entydig lgsning, og at styrer graden af

konveksiteten.
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Figur 2.5: Konturplot af stra en for den elastiske net sammenlignet med konturplot af stra en for ridge og lasso
regression. lllustrationen er taget fra [6].

Regulering af giver mulighed for, at ere variabler bliver signi kante.

Dataanalyse 2.5. Elastisk net regression for dataseettetGenge"'

Hvor vi med lasso regression pa dataseettétGend' k 17 signi kante gener ved brug af
den gennemsnitlige min 0g 4 ved brug af den gennemsnitlige 1.s¢, giver elastisk net re-
gression mulighed for ere signi kante gener, da den, som naevnt, ogsa tager hensyn til, de
korrelerede grupper af gener.

Jo teettere  er pa0, jo ere gener vil kvali ceres som signi kante. Tabel 2.1 viser antallet

af signi kante gener, vi far som resultat af elastisk net regression pa datasaetttéGene'
med forskellige veerdier.

Valget af afhaenger blandt andet af, hvor mange gener der er behov for at tage udgangs-
punkt i. Hvor 294 gener kunne taenkes at vaere for mange gener at tage stilling til, ndr
man skal afggre, om en person er syg, kan for f4 gener ogsa veere misledende. | forhold
til dataseettet "Gene' vides der ikke pa forhand, hvilke gener korrelerer med hinanden,
derfor ville = 0:5; som giver ligeveegt af lasso og ridge regression, veaere et fornuftigt valg.
Med = 0:5 har vi 45 gener at tage stilling til. Sammenlignet med lasso regression vil vi
desuden komme til at tage hensyn til de gener, som enten korrelerer og/eller naesten er lige
sa signi kante, som de gener, vi k fra lasso.

Dataanalysen (se Appendiks B.5) bekreefter, at der er grupper af de korrelerede gener.
Vi har blandt andet fundet ud af, at der for = 0:5 er én gruppe pa 5 korrelerede ge
ner: Prob21, Prob40, Prob53, Prob290, Prob1542 og to grupper pa to korrelerede gener:
Prob2269 og Prob2391, samt Prob6542 og Prob6555. Det viste sig, at den sidste gruppe
bestar af to identiske gener, og dette er sandsynligvis resultat af indtastningsfejl.
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Tabel 2.1: Antal forklarende variabler efter anvendelse af elastisk net regression pa dataseettéGene".

Selvom elastisk net regression fungerer som en god kompromis mellem lasso og ridge regression,
er der stadigveek en del spgrgsmal, som er relateret til de konkrete situationer og dataseet.
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Kapitel 3 | Inferens for store tal

3.1 T-test

| Dataanalyse 1.10 har vi udfgrt ANOVA pa dataseettet"Gene', dels for at demonstrere,
hvordan metoden anvendes i praksis, dels for at papege, at metoden, som den er, ikke helt
er brugbar for de store dataseet. | dette afsnit kigger vi naermere pa, hvilke udfordringer man
mader, ndr man arbejder med hypotesetest pa de store dataseet, og pa de modi kationer, som
kan tilfgjes for at opna tilstreekkelige resultater.

Hvor vi med ANOVA sammenligner ere stikpraver, fungerer ANOVA som t-test, nar man
kun afggrer om middelveerdier for to stikprgver er ens. Vi vil for simpelheds skyld holde os
til "to-tailed" parret t-test. For de store datasaet kommer vi til at arbejde medh grupper af
stikprgver og beregne t-veerdien:

12 ()

tt= ————~ for i=1::::0:n;
Si
hvor s; er et estimat for standardfejlen af ;(2) i(1), givet ved
P P
o a6 i@+ A Xgengi (@)% 1

S (3.1)

1

(G &)
N 2 N1 N
hvor N1 og N, er starrelsen pa de to stikpraverN = N; + N,, er samlet antal observationer i
gruppen,X;; er veerdien for j'te observation i stikpreverne i gruppée, og (1) er middelveerdien
for den ene stikprave i gruppe, mens ;(2) er middelveerdien for den anden stikprgve i gruppe
i
Nulhypotesen,H i, formuleres som:

Hoi @ ()= i(2);
med den alternative hypoteseH y; :
Hu: i(1) 6 i(2):

Hvis t-veerdien for en givet signi kansniveau er stgrre end den kritiske veerdi, beregnet fra den
kumulative fordelingsfunktion forty , fordelingen, forkaster manHy;.

Dataanalyse 3.1. T-fordeling

| dataseettet "Gene' tager vi udgangspunkt iN = 30, medN; = 15 raske ogN, = 15 syge
testpersoner. Vi observeren = 6658 gener. Dataseettet er erB0 6658 matrix X, hvor
elementet

Xji = geni% udtryksniveau for testpersonj;

hvori =1;2;:::;665809] =1;2;:::;30, medj =1;2;:::;15for de raske testpersoner og
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j =16;17:::;30for testpersonerne med sygdom.

Vi vil teste, om middelveerdier for et bestemt geni er ens. For vores analyse, nar def
ikke er forskel i middelveerdier mellem de raske og de syge testpersoner for et givet iget
betyder det, at geni ikke er signi kant for at afggre om testpersonen er syg. Vi formulerer
nulhypotesen:

—

Hoi : gen i er usigni kant

Ud fra t;-veerdien i formlen (3.1) undersgger man, omy; er ens fordelt for stikprgverne for
de raske og de syge testpersoner. Vi forkastely;; hvis den absolutte veerdi fort; er for
stor i forhold til den kritiske veerdi. For vores datasaet har viN 2 = 28 frihedsgrader,
og Vi har valgt en signi kansniveau pa5% (= 0:05) for at forkaste Hq; hypotesen. Figur
3.1 viser teethedsfunktionen og den kumulative fordelingsfunktion farfordelingen med28
frihedsgrader, og vi forkasteHq, nar t > 2:05. (se Appendiks B.6).

Figur 3.1: Teethedsfunktion og kumulativ fordelingsfunktion for t-fordelingen med 28 frihedsgrader.

| stedet for t-veerdier for en enkelt nulhypoteseH kan man tage udgangspunkt i z-veerdier,
som er givet ved

zi= Py 2t)); (3.2)

hvor og Fy » er funktioner, som er fordelt kumulativt for standard normalfordelingen og
tn 2 fordelingen. NulhypoteserH , kan omskrives til:

Hoi iz N(O;1):

P& denne made kan man sammenligne fordelingen af z-vaerdierne for variablerne med taetheds-

funktionen for N (0; 1):
_z
f(2)= c %B%ﬁ; (3.3)

hvor man bestemmer parameteren saledes, at teethedskurven er i samme omrade som histo-
grammet for de forskellige z-veerdier. Som regel justerer man parameter (3.3) saledes, at
histogrammet og teethedsfunktionen er ens normaliseret.

Hvis voresH; er sand for allei, ville alle z; veerdier for den forskellige variabler komme til at
folge normalfordelingskurven.
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Dataanalyse 3.2. z-veerdier
For at illustrere anvendelse af z-veerdier har vi beregnet dem ud fra t-veerdierne. (se Aj
pendiks B.6)
Figur 3.2 viser histogrammet for z-veerdierne for 6658 forskellige gener. Som man kan,|se
falger z-veerdierne ikke helt normalfordelingskurven, hvilket er et godt resultat, da vi
dette tilfeelde forkaster nulhypotesen, at alle gener, er usigni kante. Det bekreeftes ogsd
Dataanalyse 1.10, hvor 890 nulhypoteser blev forkastet.

(=)
1

Figur 3.2: Histogrammet for z-veerdier for 6658 gener samt normalfordelingskurvemN (0; 1) .

3.2 Sande og falske opdagelser

Nar man tester hypoteser, skelner man mellem to typer fejl:
1. Type-I fejl: at forkaste Hg;, selvomH g er sand.
2. Type-ll fejl: at acceptereHq;, selvomHy; er falsk.

Man skelner mere praecist mellem positive og falsk positive opdagelser. En positiv opdagelse er
en signi kant opdagelse, hvor p-veerdien er under den valgte signi kansniveau. En falsk positiv
er en opdagelse, som ifglge p-veerdien er signi kant, men i virkeligheden ikke er det (Type I-
fejl). Med en signi kansniveau pa = 0:05er der 36 sandsynlighed for at have en falsk positiv
opdagelse. For eksempel, for dataseettéGené’, hvor vi har forkastet 890nulhypoteser, betyder

det, at ca. 45 af dem kunne veere falsk positive.

Vi seetter V til at veere en valg-regel, som enten producerer valgénul" for at acceptere
nulhypotesen eller'ikke nul", hvis nulhypotesen forkastes for hver af de testede nulhypoteser
Hoi. Figur 3.3 viser de valg, valg-reglerV kunne foretage sig. Lad os sige, aip ud af den
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tilfeelde i virkeligheden er nul, ogn; tilfeelde er ikke-nul. Valg-reglenV har valgt at forkaste
R = a+ b ud af n nulhypoteser.

Figur 3.3: En valg-regl V, som har forkastetR ud af n nulhypoteser. Af de egentlige nul tilfaelde harV valgt at
forkaste a ikke-nul tilfeelde, og af de ikke-nul tilfaelde har V valgt at forkaste b ikke-nul tilfaelde. lllustrationen
er inspireret af [7].

Som man kan se pa Figur 3.3, er vi kommet til at forkasta opdagelser forkert og derved begaet
en Type-I fejl. Samtidig beholder vin, b falske opdagelser og séledes ogsa begar en Type-ll
fejl.

Den falske opdagelsesrate (FDR) er det forventede antal af sande tilfeeldeud af alle de
forkastede tilfeeldeR og er givet ved:

FDR = E[%jR> OPr[R > O]

Den falske opdagelsesproportion (FDP) er delen af de forkastede tilfeelde, som i virkeligheden
er sande nulhypoteser. Dette betyder, at den falske opdagelsesproportion for ovenstaende er:

a
FDP = =
R

3.3 Den bayesianske tilneermelse

| dette afsnit vil vi redeggre for den bayesianske falske opdagelsesrate samt se naermere pa den
bayesianske tilnaermelse for at estimere denne.

Lad veere en ukendt vektor med a-priori sandsynlighed( ). Lad ! veere observerede data,
som har teethedsfunktionf (! ). Bayes formel for den betingede teethed af, givet! , er

o( j!)= g(f)(f!gl); (3.4)
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hvor f (! ) er den marginale teethedsfunktionen for givet ved
z

f(t)= go()f (t)d: (3.5)

Lad n veere antal af nulhypoteser, hvor enteid o, geelder med sandsynlighedo, eller H ; geelder
med sandsynlighed ; = 1 0, 09 lad z-veerdierne have teethedsfunktionefy(z) eller f 1(z)
saledes, at

Lad Fo og F; betegne kumulative fordelingsfunktioner svarende til teethedsfunktioneiy, ogf
saledes, at der for en vilkarlig maengd2 R geelder, at
z Z

Fo(Z) = Zfo(Z)dz og F1(2) = Zfl(z)dz:

Med udgangspunkt i begge teethedsfunktiondr,(z) ogf,(z) kan den blandede teethedsfunktion
skrives som

f(2)= ofo(2)+ 1f1(2);
og den kumulative fordelingsfunktion som
F(Z)= oFo(Z)+ 1Fi(Z):

Lad os observerez 2 Z veerdier, og undersgge, om disse passer ki, eller om de passer
til Hgi. Ud fra Bayes formel (3.4) kan vi udtrykke den betingede sandsynlighed fétg;, givet
z-veerdier:

oFo(2)
F(Z)

Vi kalder sandsynligheder=DR (Z) for den bayesianske falske opdagelsesrate. Navnet kommer
af, at hvisz 2 Z er givet til at veere en sandH ;, vil FDR (Z) give sandsynligheden for, at vi
har lavet en falsk opdagelse.
Hvis vi betegnerF (Z) til at veere den empiriske fordelingsfunktion af den z-veerdier

f(z) _ #fz 2 Zg :

n

hvor #fz 2 Zg betegner antallet afz; 2 Z , beskriverF (Z) andelen af observeredg veerdier i
maengdenZ . Ved at seette denne ind i (3.6) kan vi udtrykke den estimerede bayesianske falske
opdagelsesraté&-DR (Z) ved:

FDR(Z) Pr[Hg geeldejz22Z]= (3.6)

FDR(Z) OFF(OZ(?

(3.7)
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Nar antallet af tilfelde n er stort nok, vil det forventes, atF (Z) er teet paF (Z), og atFDR (Z)
vil veere en god tilnaermelse foFDR(Z).

3.4 P-veerdier

P-veerdien af en teststatistik er den laveste signi kansniveau for, hvornar vi kan forkaste en
antaget nulhypotese for et givet dataseet. Det er saledes vaerdien

p=Prlt(x) tond;

hvilket er sandsynligheden for at observere en veerdi af teststarrels€r), der er starre end den
t-veerdi, vi aktuelt star med. Man veelger typisk signi kansniveauet til at veere 0:05, hvor Hy;
forkastes, nar p-veerdiemp opfylder p

Nar vi tester en maengde af hypoteser simultant, givet et signi kansniveau, resulterer dette
I, at sandsynligheden for tilfeeldigt at observere en sand ;; vil veere

Pr[mindst etH, geeldef=1 Pr[Hq geelder forallej=1 (1 )"

| tilfeelde af store antal testede hypoteser ville der naesten veel®0% sandsynlighed for at
observere en sandH ;;. Det vil sige, at vi altid nder noget uanset, om det er der eller €j.

Eksempel 3.3. Tilfeeldig observation af mindst ét signi kant gen
Tager vi udgangspunkt i vores mindre dataseet, hvor vi teste hypoteser med en = 0:05,
er sandsynligheden for at tilfeeldigvis observere mindst ét signi kant gen givet ved

Pr[mindst ét signi kant gerj=1 Pr[ingen signi kante genef=1 (1 0:05® 0:34

A4

Det vil sige, at der er 34% chance for at observere et signi kant gen, selvom det kunne
veere tilfeeldet, at ingen af generne er signi kante.

Situationen for dataseettet” Gené' er endnu veerre. Her vil der naesten veerE00%sandsyn-
lighed for at observere mindst et signi kant gen:

Pr[mindst ét signikant geq=1 (1 0:05)%°¢ 1

Vi har brug for en justering af p-vaerdier, og i det naeste afsnit kommer vi til at kigge pa de
forskellige metoder og algoritmer for at opna denne.

3.5 FWER justering og FDR kontrol

3.5.1 Bonferroni korrektion

Ved Bonferroni korrektionen korrigeres signi kansniveauet til

just = —,
: n
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hvor n er antal af tests. Saledes far man en ny, som ikke overstiger en kritisk vaerdi

wiisk =1 (1 just)™

Eksempel 3.4. Bonferroni korrektion
Med 8 tests og = 0:05 vil vi farst forkaste nulhypotesenHg;, hvis p-veerdien er under
just = 0:00625 Sandsynligheden for, at man mindst har ét signi kant resultat:

Pr[mindst ét signikant gej=1 (1 0:00625§ 0:049

hvilket betyder, at sandsynligheden for at tilfaeldigt forkasteH o; kommer under de gnskede
5%.
Veelger vin =6658 0g =0:05 vil j, 7:51 10 6 og

Pr[mindst ét signikant gen=1 (1 just)6658 0:049

ldet jus: tilngermer sig 0, gar Bonferroni korrektionen det sveert at forkaste nulhypotesern
Hoi.

Bonferroni korrektionen er saledes beregnet til at minimere risikoen for at fa mindst ét signi -
kant resultat, som ikke er signi kant, men for storen veerdier begynder det at veere sveert at
forkaste nulhypoteserne.

Familie wise error rate (FWER) er de neret som sandsynligheden for at lave mindst én falsk for-
kastelse i en familie af hypotesetest, hvilket betyder, det er sandsynligheden for at lave mindst
én Type-l fejl.

Tager vi udgangspunkt i betingelserne fra Figur 3.3, kan vi udtrykke FWER som

FWER = Pr[la 1]

Man kan praesentere FWER kontrolprocedure som en algoritme, hvor input er p-veerdgr; : : @ ; pn,
og output er en liste af accepterede og forkastede nulhypoteser. Man kontrollerer FWER ved
at lave en begreensning

FWER (3.8)

Bonferroni korrektionen udvider den klassiske FWER kontrol metode til at forkaste de nulhy-
poteser, som opfylder

Pi ﬁ: (3.9)

Ved at seettel til at veere maengden af indeks for de sande nulhypoteser megl medlemmer,
fas der ud fra begraensningen (3.9) og Booles ulighedt

[ X
FWER=Pr[ (p — Prlp. —]=no —
[lo(pl n)] . [p. n] 0 n
c p
1 Booles ulighed: Pr[g Ail i PriAi]
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Bonferroni begreensningen opfylder derved FWER kontrolproceduren.

Problemet med Bonferroni korrektionen er, at jo ere nulhypoteser vi tester, jo sveere bliver det
at forkaste en falskHg;. Vi har derfor brug for en forbedring, som ggr det lettere at forkaste
en falskHg.

3.5.2 Holms Procedure
Holms procedure giver et stgrre omrade til at forkaste en faldfy, sammenlignet med Bonfer-
roni korrektionen. Proceduren gar ud pa:

1. At sortere p-veerdierne saledes:

Pr P2iit P it Pad
2. For trin i = 1;:::;n. Hvis der geelder

P e
stopper.

Proceduren starter saledes med= 1, og nulhypotesenH; forskastes indtil fgrstei, hvor
> -
P i+t

Holms procedure kontrollerer, ligesom Bonferroni korrektionen, FWER.

Lad | veere maengden af indeks for de sande nulhypoteser medmedlemmer og veere det
mindste indeks, som opfyldep;, = rlnzlln pi -
0

Idetj n ng+1, geelder der

og saledes
X
FWER = Pr[minp, —] Pripp  —1 : (3.10)
I2|o no i2|0 no

hvilket betyder, at Holms procedure kontrollerer FWER.
Holms procedure accepterer hypoteserne med de mindste p-veerdier, og i modsaetning til Bon-
ferroni korrektionen gives der ogsa mulighed for at acceptere hypoteser med hgjere p-veerdi end

P= 3

Dataanalyse 3.5. Holms procedure

For dataseettet "MindreData " havde vi fra ANOVA 4 forkastede nulhypoteser. Ved an-
vendelse af Holms procedure pa dette dataseet blev antallet af de forkastede hypoteser ikke
reduceret yderligere (se Appendiks B.7).

Anvendelsen af Holms procedure pa dataseettéGene' medfarte, at antallet af forkaste-
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de hypoteser blev reduceret fr&8890 hypoteser til 1. Det signi kante gen er ifalge Holms
procedure Prob6080. Vi kan konstatere, at i tilfeeldet med vores dataseet og= 6658
virker Holms procedure ikke efter hensigten, og har de samme begreensninger som Bon-
ferroni korrektionen. Tabel 3.1 viser korrigerede p-veerdier for de farste tre trin for Holms
procedure.

\" 2

Tabel 3.1: Kritiske p-veerdier for Holms procedure og Bonferroni korrektion for datasaettet” Gene".

3.5.3 Benjamini Hochbergs algoritme

Som man kan se fra Dataanalyse 3.5, er der behov for nogle andre kontrolprocedurer for de
stgrre dataseet.

| stedet for at kontrollere sandsynligheden for at forkaste en sand nulhypotese (FWER), vil
vi kontrollere antallet af de forkastede nulhypoteser, som reelt er sande (FDR). Vi vil gerne
have minimeret andelen af de falsk positive opdagelser. Dette kan gares ved hjeelp af Benjamini
Hochbergs algoritme.

Lad valg-reglenV producerer p-veerdierp;, for hvert tilfaelde i saledes, ap; er uniformt fordelt,
hvis Hg er sand.
Benjamini Hochbergs (BH) algoritme gar ud pa:

1. At sortere p-veerdierne saledes:
Pr P2ii0 P it P

2. At udregne de individuelle p-veerdiers BH kriterium, som

[
Puri = ﬁQi
hvor n er antal af tests, mengjy er en fastsat veerdi i[0; 1].

3. At sammenligne de originale p-veerdier med de kritiske BH veerdier fundet i trin 2.
Her lader manin. Vveere det stgrste indeks, hvor der geelder:

Pi P
Man forkaster H;, for

I |max,
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med andre ord, nar den BH justerede p-veerdi er starre eller lig med den originale p-vaerdi.
Man acceptererH; for
1> max
Man kan ogsa starte BH algoritmen med = n og bevaege sig mo#i;, hvor nulhypotesenH g;
accepteres, indtil farste gang

i
Pi HQ?

hvorefter vi forkaster Hy .

Dataanalyse 3.6 (Benjamini Hochbergs algoritme)

BH algoritmen pa dataseettet" Gene' med g = 0:05resulterede i5 forkastede nulhypoteser,
som svarer til fglgende signi kante gener: Prob21, Prob53, Prob257, Prob2136 og Prob6080
(se Appendiks B.7).
Tabel 3.2 viser antallet af forkastede nulhypoteser efter anvendelse af BH algoritmen med
forskellige g-veerdier. Ved at justereg-veerdien kan man justere antallet af de forkastede
hypoteser, og jo starreg-veerdien er, jo ere nulhypoteser forkaster man.

Tabel 3.2: Sammenhaengen mellem g-veerdier og antallet af de forkastede nulhypoteser efter anvendelse [af
BH algoritmen pé datasaettet "Gene" .

Hvor Bonferroni korrektionen og Holms procedure kontrollerer FWER, viser vi i det fglgende,
at BH-algoritmen kontrollerer FDP og saledes FDR. Vi tager udgangspunktm nulhypoteser
Hoi, hvor ng ud af de n tilfeelde er sandeHy og n; er falske. LadR, veere antallet af de
forkastede nulhypoteser ogay veere antallet af dem, som faktisk er sandély. Den falske
opdagelsesproportion er saledes givet ved:

a
FDPy = R—V;
\%

hvor FDPy =0, hvis Ry = 0.

Seetning 3.7.
Hvis p-veerdierne, som svarer til de sande o, er uafhaengige af hinanden, vil valg-reglen

BH (), baseret pa BH algoritmen, kontrollere den forventede falske opdagelsesproportion
saledes

E[FDPgh (9l = od a; (3.11)
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‘ hvor o= ngp=n.

Et bevis for Seetning 3.7 ndes i [7] pa s. 51.

Delen g er typisk ikke kendt, men kan estimeres, og betegnes typisk for kontrolraten af
BH (q): BH (q) er steerkere til at identi cere de falske tilfeelde aHy end FWER kontrollerede
algoritmer.

| Seetning 3.7 vil man i tilfeeldet, hvor der ikke forkastes nogle hypotes&, veere tvunget til at
tagea=R =0 for R = 0, ved at de nere 0=0 = 0. Dette kan undgas ved Storey'$ positiv falske
opdagelsesrate kriterium, hvor vi kun forholder os til situationer, nar hypoteser forkastes,
saledesRk > 0. Denne metode har dog en ulempe, nar, = n. Dette betyder, at der ikke er
nogen sande tilfeelde aH; hypoteser, og at alle forkastelser vil veere falske opdagelser.
Hvor man typisk vaelger = 0:05, er det populeere valgg = 0:1. Ved at se pa de empiriske
bayesianske termer vil vi i fglgende afsnit klargare betydningen gf

3.5.4 Bayes fortolkning

Vi ser i det falgende pa, hvorlede®8H (q) kan fortolkes i forhold til den bayesianske falske
opdagelsesrate.
Vi antager, at veerdiernep; svarer til test statistikkerne for z; (3.2), séledes at:

pi = Fo(z); (3.12)

fori=1;2;:::;n, hvor Fo(z) er den kumulative fordelingsfunktion for normalfordelingen.
Lad z betegne den i'te veerdi i

Z1 2l Zi il Zn:

Vi har saledes vores p-veerdier givet vegi = Fo(z) for den venstre hale af den kumulative
fordelingsfunktion forz;, ogp, =1 Fo(z) for den hgjre hale.

Ved at betegne# fz; zg som antallet afz;  z vil andelen af de observeredg veerdier, som
er mindre endz, F(z) kunne skrives som

— . #fz, zg
F(z) = —
Ved at tage udgangspunkt iF (z), fas
F(z) = 'ﬁ: (3.13)
Vi kan omskrive BH (q) ved hjeelp (3.12) og (3.13) til
Fo(z) .
F(z) &
som er aekvivalent med
oFo(z)
— : 14
Fz) ™ 519
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Vi kan se, at det venstre udtryk i (3.14) er den estimerede bayesianske falske opdagelsesrate
FDR(Z), (se (3.7)), og vi kan omskrive (3.7) pa fglgende made:

FDR(z) q: (3.15)

Hvis imax er det starste indeks for (3.15), forkaster man nulhypotesédty for allei i 09
accepterer resterende nulhypoteser.

Veerdien g er et estimat af Bayes sandsynlighed for, at man forkaster en sand nulhypotésg.
Ved at eendreq kontrollerer man séledes FDR. Veelger mang = 0:1, betyder det, at ud af de
forkastede tilfeelde er der minds©0% sande opdagelser.
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Konklusion

| dette projekt har vi arbejdet med de forskellige tilgange inden for GLM og GGLM og beskeef-
tiget os med anvendelsen af hypotesetest og regressionsanalyse for de store dataseet.
Et af de problemer, man mgder, ndr man foretager hypotesetest pa de store dataseet, er, at
man star tilbage med en stor maengde af forkastede hypoteser. Det er naesten garanteret, at
mindst en af de forkastede hypoteser er en sand nulhypotese for den givne problemstilling. For
at formindske sandsynligheden for at forkaste en sand nulhypotese har vi kigget pa forskellige
algoritmer, der kan kontrollere antallet af de forkastede hypoteser. Man kan veelge at kontrol-
lere p-veerdier ved at kontrollere FWER eller FDR, og vi har i forbindelse med dette kigget
pa henholdsvis Holms procedure og Benjamini Hochbergs algoritme. Anvendt pa dataseettet
"Gene' viste det sig, at Holms procedure var mindre e ektiv, da antallet af forkastede hypo-
teser blev reduceret fra 890 til 1. BH-algoritmen gav bedre muligheder for at justere kritiske
p-veerdier. Ved at vaelge en kontrolparameteji FDR g kunne man kontrollere antallet af de
forkastede hypoteser. Fastseettelsemn= 0:05 resulterede i 5 signi kante gener: Prob21, Prob53,
Prob257, Prob2136 og Prob6080. @nsker man ere parametre for fastseettelse af diagnose, kan
man veelgeq = 0:1 og ende med 24 gener at tage stilling til.
Som alternativ til hypotesetest brugte vi regressionsanalyse. Vi startede med at kigge pa MKL,
og da metoden ikke var optimal for at arbejde med multivariable sammenhaenge, anvendte vi
ridge og lasso regression. Ved ridge regression skrympes regressionskoe cienterreen man
far aldrig dem skrympet til O, og alle forklarende variabler vil have en betydning for responsen.
| tilfeeldet af lasso regression kommer ere regressionskoe cienter til at veef® og de tilhgrende
forklarende variabler ville veere usigni kante for responsen.
En af udfordringerne er valget af afgreensningsradius for det givne optimeringsproblem. Ved at
omformulere regulering af radiussen for,-normen til Lagrange formen kunne vi regulere styr-
ken af straen frem for afgreensningsomradet. Anvendelsen af krydsvalidering gav os mulighed
for at veelge de optimale -veerdier, som svarer til den mindste middelkvadratfejl og den stgrste
indenfor 1 standard afvigelse fra den mindste krydsvalideringsfejl. Starreveerdier resulterer
I mere regulering, mens mindre -veerdier giver ere forklarende variabler. Vi har bekraeftet
dette pa vores dataszet, hvor lasso regression resulterede i 4 signi kante gener for 0:28
Prob2136, Prob2391, Prob6080 og Prob6185, mens ewzerdi pa 0:12 resulterede i 17
signi kante gener.
Det viste sig ogsa, at der er risiko for, at man ved lasso regression kan miste korrelerede va-
riabler. Elastisk net regression er en kompromis mellem lasso og ridge regression og resulterer
| starre antal af de forklarende variabler end ren lasso regression. Elastisk net straen er en
veegtet blanding af lasso og ridge stra en, og vi har undersgagt, hvordan den pavirker resulta-
terne for vores dataseet. For veegten p@:9 med 0:27 blev der modelleret med 7 signi kante
gener, mens vaegten p&:1 med 0:54 resulterede i 294 signi kante gener.
Uden neermere kendskab til de enkelte problemstillinger indenfor medicinske omrader, er det
sveert at afggre, om de fundne resultater giver mening for diagnosefastseettelse, og hvor mange
variabler man skal fokusere pa. Bade for hypotesetest og regressionsanalyse kan man ved at
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regulere i elastisk net regression oqi BH algoritmen kontrollere, hvor mange variabler vi gn-
sker at tage stilling til. Vi vil alligevel bemeerke at, bade Prob6080 og Prob2136, som vi k ved
begge tilgange, kunne veere gener, man skulle kigge neermere pa. Et af de andre problemer, som
er forbundet med det givne datamateriale, er, at antallet af testpersoner er betydeligt mindre
end antallet af variabler. Dette er ellers typisk i, for eksempel, tilfeelde af de sjeeldne sygdomme.
Man kan undersgge mange faktorer hos en enkelt patient, men, hvis sygdommens forekomst er
1 ud af 1:00Q000 ville det veere teet pa umuligt at samle en repraesentativ testgruppe.

| rammerne af dette projekt kan vi konkludere, at bade hypotesetest og regressionsanalyse skal
modi ceres for at vaere anvendelig pa de store dataszet. Bade BH algoritmen for hypotesetest
og lasso regressionen frembringer brugbare resultater for at forbedre praediktions muligheder.
Udover de tilgange, vi har kigget pa, ndes der ogsa en reekke andre metoder, der bruges inden-
for analyse af store medicinske datasaet, som for eksempel cluster analyse, random forest og det
bayesianske netveerk [10]. Ved cluster analyse inddeles data i grupper med speci kke egenskaber
for at skabe et overblik over, om der er tendenser indenfor de forskellige grupper. Med hensyn
til genetisk materiale sgger man efter grupper af gener, som har lignende egenskaber, for at
kunne nde de gener, der skiller sig ud og dermed har betydning for en patients sygdom. Under
random forest udfgrer man en stor meengde af bootstrap pa det givne datasset og derefter for
hvert bootstraped datasaet skaber et klassi kationstrae. Man far heraf en bred variation af traeer

og tester et givet dataseet ved at kgre det igennem de forskellige klassi kationstraeer.

Udover at undersgge, om en sygdom er betinget af de forskellige geners udtryksniveau, kunne
man ogsa i vores projekt undersgge ved hjeelp af det bayesianske netveerk, om generne er be-
tingede af hinanden. Det bayesianske netveerk er baseret pa sandsynlighedsregning, kombineret
med grafteoretiske algoritmer. Ved at undersgge relationer mellem generne, ville man have mere
viden om de enkelte gener og i sammenseetning med for eksempel elastisk net regression, kunne
man fa en bedre ide om, hvad vaegten af lasso regression skulle veere. Dermed bliver man mere
sikker pa, at de fundne gener har betydning for klassi kation af sygdom.
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Appendiks A

A.1 Lagrange multiplier

Dette afsnit er baseret pa [14].

Lad f (x;y) veere afgreenset af en multivariabel funktiorg(x;y) = 0. Vi kan minimere/maksi-
meref (X;y) ved hjeelp af Lagrange multiplier metoden:

1. Vi indfgrer en ny parameter og de nerer en ny funktionL som:
LOcy; )=f(y)  g(xy)

funktionen L kaldes Lagrange funktionen, mens parameterenrefereres til som Lagrange
multiplier.

2. Vi nder de kritiske punkter af L ved at lgse ligningen:
b (xy; )=10 (A.1)

3. Lad(a; b; ) repreesentere lgsningen til (A.1). Vi kan nu afggre, ofa; b giver et maksimum
eller minimum for f (x;y).

Hvor ovenstaende viser Lagrange multiplier metoden for to variabler, kan metoden udvides til
funktioner af tre eller ere variabler.
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A.2 Konveksitet

Dette afsnit er baseret pa [15].

Lasso og ridge regression er begge konvekse optimeringsproblemer. Vi starter med at de nere,
hvad et konvekst optimeringsproblem er, og derefter forklarer, hvorfor lasso regressionen er et
konvekst problem, mens ridge er et strengt konvekst problem.

De nition A.1. Konveks funktion
Ladf : 1 ! R veere en funktion, hvorl R. Hvis der for hvert x;;x, 2 | og for hvertt,
hvor 0 t 1, geelder, at

f((1 t)xg+1txy) (t 1)f (x9)+ tf (X2); (A.2)

er funktionenf konveks il .
Funktionen f er strengt konveks pal, hvis der for hvert x; 6 x, 2 | og hvert t, hvor
O0<t< 1, geelder, at

FL X+ o) < (t 1)F (xa) + tf (X2): (A.3)

Strengt konvekse funktioner har ét globalt minimum. Ikke-konvekse funktioner kan omvendt
have ere lokale minimummer, hvilket betyder, at der er ere punkter, som opfylder, at de er

bedst i et omrade, men ikke globalt optimale. Hvis man har et ikke-konvekst problem, kan man
ikke teste om en lgsning, man har fundet, ogsa er den bedste.

Lemma A.2.
Lad f veere en di erentiabel funktion pa et interval | . Funktionen f er (strengt) konveks
pal, hvis dens dobbelte a edte funktion er (strengt) voksende pé.

Bade lasso og ridge regression er konvekse optimeringsproblemer, og dette vises ved di eren-
tiering af ledene i optimeringsudtrykket (2.8), hvorq = 1 svarer til lasso regression, og = 2
svarer til ridge regression.

Vi ser fagrst pa udtrykket for MKL, som er et feelles led for bade lasso og ridge regression.

Vi kan udtrykke MKL ved brug af summen af de kvadrerede risidualer (se (2.2)) saledes:

iir=y X )WY X

Af Lemma A.2 ved vi, at en funktion er strengt konveks, hvis dens dobbelte a edte er strengt
voksende. Dette er tilfeeldet for MKL delen, da der geelder, & > 0 og

2
il §7=2(XTX) > 0

Ligeledes ses der for, normen i ridge regression, at

T

i 2=
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er strengt konveks, da

og for "1 normen i lasso regression, at
Iiia= g
er konveks, da

.
iy o

Da begge led i ridge regressionen er strengt konvekse, betyder det, at ridge er et strengt konvekst
optimeringsproblem, mens lasso er et konvekst optimeringsproblem, da den bestar af en konveks
0g en streng konveks del.

Seetning A.3.
Lasningen til en ridge regression er entydig, og er givet ved:

N

ridge:(xTx + 1) XTy:

Bevis
Vi kan omskrive (2.5), til:

BY X+ i diz=(Y  XO)T(Y X )+ (7))
og nder Aridge som lgsning af ligning
—(@iYy X Qi3+ i Q2= 0
Dette giver at

—@iY X i3+ i Q2=

=— (Y X )Y X))+ T =o

m
2XTX)  2XTY +2 =0

m
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2XTX) +2 =2XTYy

N

ridge :(XTX + I) 1x TY
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Appendiks B

B.1 Dataseettet

Figur B.1: Udklip af datasaettet "Gene" .

Til analyse bruges datasaettet Gene', som indeholder malinger for patienter med en hudsygdom
og en kontrolgruppe. Malingerne er udtryksniveauet fon = 6658 forskellige gener hotN = 30
personer, heraf erl5 raske testpersoner odl5 testpersoner med hudsygdom. Dataseettet er
dermed en30 6658matrix X , med, elementet

xj = genj% udtryksniveau for testpersoni;
hvor
i=1;2:0N; ) =120,

med hudsygdomme.
Responsvariableny er enl 30 vektor med

Geneti refereres til som Prob.
Dataseettet "MindreData " er et udsnit af datasaettet” Gene' bestaende af tilfaeldig valgte
gener: Prol257 Prob634 Prob1949 Prob2391 Prob3272 Prob4829 Prob53440g Prolb623
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B.2 Lineaer regression

Vi anvender lineger regression for at nde sammenhangen mellem de korrelerede gener. Vi
veelger Prob168 som afhaengig variabel og Prob40, som uafhaengig variabel i:

Y =X

Falgende kommandoer i R bruges til lineaer regression:

Ud fra karsel har vi faet o =2:270g9 ; =0:9581

Sammenhangen mellem vaerdierne for de valgte gener, samt regressionslinjen, kan ses pa Figur

B.2.
En anden anvendelse af simpel lineaer regression i forhold til vores dataseet er at sammenligne

de gennemsnitlige udtryksniveauer for de forskellige gener for de syge og de raske testpersoner.
Den lineaere regressionsmodel er i dette tilfeelde:

2= @ ;

hvor (1) og (2) er vektorer, som indeholder middelveerdier for udtryksniveauer for de for-
skellige gener, forholdsvis for de raske og de syge testpersoner.
Vi har faet fglgende resultat:
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Interceptleddet o = 0:02 er teet pa 0, og haeldningen ; = 0:976 er teet pa 1, hvilket peger i
retning af, at, hvis vi kigger pa alle gener samtidigt, er det sveert, neermest umuligt, at se nogle
forskelle mellem de syge og de raske testpersoner. Pa Figur B.3 ses sammenhangen mellem
middelveerdier for de raske og de syge testpersoner.

Figur B.2: XY-plot af udtryksniveauer for generne Prob168 og Prob40, samt regressionslinje.

Side 51 af 69



Figur B.3: XY-plot af middelveerdierne for genernes udtryksniveauer for testpersoner med og uden sygdom,
samt regressionslinje.
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B.3 ANOVA

For at demonstrere anvendelsen af ANOVA har vi brugt 4 udvalgte gener: Prob257, Prob634,
Prob1949, Prob2391 og testet nulhypotesen:

Ho: 257= 634= 1049= 2301

| R udfares ovenstaende ved hjaelp af falgende kommandoer:

Det er ikke overraskende, at nulhypotesen forkastes

Ved hjeelp af multivariabel ANOVA er vi ikke i stand til at afggre, hvilke variabler skiller sig ud,
men kun forkaste nulhypotesen, hvis der mindst er to variabler med forskellige middelveerdier.

| forhold til vores dataseet giver det mening at sammenligne generne for de syge testpersoner
med tilsvarende gener for de raske testpersoner parvis. | bilag B.8 ndes der en mindre kode,
som blev brugt til analysen:

En karsel pa dataseettet'Mindredata" resulterede i, at 4 nulhypoteser ud af 8 testede blev
forkastet med en signi kans niveau = 0:05. For generne: Prob257, Prob634, Prob1949 og
Prob2391 er der dermed tale om signi kante forskelle i middelveerdier for de syge og de raske
testpersoner (se Figur B.4).
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Figur B.4: Boksplot af udtryksniveauet for gener for de syge og raske testpersoner. D& gener er: Prob257,
Prob634, Prob1949 og Prob2391.

For dataseettet "Gené' var resultatet 890 forkastede nulhypoteser.
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B.4 Lasso og ridge regression

Lasso og ridge regression i R ved hjeelp af fglgende kommandoer:

Resultat af regressionen er blandt andet matricerne af regressionskoe cienternefor de for-
skellige veerdier, som kan praesenteret i form af stier ved hjeelp af:

Pa Figur B.5 ses lasso stien for dataseettéMindreData " til venstre og ridge stien til hgjre.

Figur B.5: Lasso stien og ridge stien for datasaettet'MindreData ".

For det store dataseet ser det mindre overskueligt ud:
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For det mindre dataseet har vi udfart krydsvalidering med lasso regression og har beregngt,
som, svarer til den mindste middelkvadratfejl, og 1se, indenfor 1 standard afvigelse fra den
mindste krydsvalideringsfejl:

Begge valg af resulterer i de samme signi kante variabler, mens selve modellerne ser forskellige
ud.

og for q.ge:

Krydsvalideringerne resulterer i de forskellige vaerdier, som det kan ses pa Figur B.6 nedenfor:
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Figur B.6: Krydsvalideringer af dataseettet " Gene".

For dataseettet "Gené€' har vi udfert et antal krydsvalideringer og har taget gennemsnittet af
min 00 1se, fOr at se, om i, og/eller . bliver stabiliseret.

Vi har undersggt, hvordan antallet af krydsvalideringer pa dataseettetGene' pavirker i, 0g
1se Ved at foretage 10, 100, 500, 1000 og 2000 krydsvalideringer, hver udfart tre gange.

Det viste sig, at for dataseettet”Gené€' ville omkring 2000 krydsvalideringer veere et passende

antal for, at i, 0:120g 1 0:28 stabiliserer sig. Nedenfor er der givet et eksempel pa,

hvordan resultaterne ser ud efte000krydsvalideringer.

Side 57 af 69






	Titelblad
	Contents
	Indledning
	Generelle- og generaliserede lineære modeller
	Generelle lineære modeller
	Estimering af middelværdi

	Eksempler på generelle lineære modeller
	Generaliserede lineære modeller
	Eksponentielle familier
	Den generaliserede lineære model og dens egenskaber
	Logistisk regression


	Regressionsanalyse
	Mindste kvadraters løsning
	Regulering
	K- foldet krydsvalidering
	De signifikante variabler
	Fordele og ulemper ved lasso og ridge regression

	Elastisk net

	Inferens for store tal
	T-test
	Sande og falske opdagelser
	Den bayesianske tilnærmelse
	P-værdier
	FWER justering og FDR kontrol
	Bonferroni korrektion
	Holms Procedure
	Benjamini Hochbergs algoritme
	Bayes fortolkning


	Konklusion
	Litteraturliste
	Appendiks
	
	Lagrange multiplier
	Konveksitet

	
	Datasættet
	Lineær regression
	ANOVA
	Lasso og ridge regression 
	Elastisk net regression
	T-test
	Holms procedure og Benjamini Hochbergs algoritme 
	Diverse mindre koder, som blev brugt under dataanalyse


