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Abstract:

Dette projekt omhandler implementeringen af en ny geo-
teknisk materialemodel kaldet Paul-Mohr-Coulomb i en
elementmetode-kode. Materialemodellen er et generelt,
lineert kriterie, der inkluderer alle tre hovedspandin-
ger og som i hovedspandingsrummet enten kan define-
res som varende 6-sidet, som dets tette slegtning Mohr-
Coulomb, eller som en 12-sidet flydeflade, der kan tage
hgjde for mere generelle spendigstilstande i jorden. Pro-
jektet handler i stor grad om, hvordan linezre kriterier
generelt er bygget op og om hvordan de implementeres
korrekt samt, hvilke udfordringer, der kan opsta ved en
sadan implementering. Yderligere vurderes materialemo-
dellen ud fra et geoteknisk synspunkt for at vise dens
egenskaber. Der vil ogsa vere en sammenligning med
Mohr-Coulomb, da de er sa tet beslegtede, for at vurde-
re modellens egenskaber i forhold til en allerede etableret

materialemodel.
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Laesevejledning

I rapporten henvises der til kilder ved brug af Harvard-metoden, hvor kilder noteres i
klammeparantes med efternavn og arstal, [Efternavn, ar]. En kilde placeret fgr punktum angiver,
at den blot er kilde for den pageldende satning, hvor en kilde efter et punktum indikerer, at den
er kilde for hele afsnittet. Litteraturlisten findes bagerst i rapporten, hvor alle kilder, der er henvist
til i rapporten, er angivet i alfabetisk reekkefglge.

Der refereres igennem hele rapporten lgbende til figurer og tabeller. Deres nummerering stemmer
overens med kapitlet og placeringen i kapitlet. Den fgrste figur i kapitel 1 er derfor "Figur 1.1"
dernast "Figur 1.2" og sa videre. Bagerst i rapporten findes appendiks, der er henvist til ved hjalp
af bogstaver.






Abstract

This project deals with the implementation of a new geotechnical material model called Paul-
Mohr-Coulomb in a finite element code. The material model is a general linear criterion that
includes all three principal stresses and which, in principal stress space, can either be defined as
being 6-sided, like its close relative Mohr-Coulomb, or as a 12-sided yield surface that can take
into account more general stress states in the soil. The project is largely about how linear criteria
are generally built up and about how they are implemented properly as well as the challenges that
may arise in such an implementation. Further, the material model is assessed from a geotechnical
point of view to show its properties. There will also be a comparison with Mohr-Coulomb, as they
are so closely related, to assess the model’s properties in relation to an already established material
model.
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1 Indledning

Elementmetoden er den foretrukne metode til at beregne situationer, hvor kompleksiteten er blevet
for stor i forhold til at kunne anvende analytiske eller eksakte metoder. Elementmetoden kan
bruges pa alle slags materialer safremt en passende materialemodel er tilstede. Materialemodellen
dikterer, hvorvidt materialet opfarer sig elastisk eller plastisk givet en spaendingstilstand.
Materialemodellen de nerer et brudkriterie eller en yde ade, hvis form afheenger af typen af
materiale. | naturen er denne form ofte ikke-lineser specielt indenfor geoteknikken. Eksempler
pa ikke-lineeere tilneermelser til den ikke-linsere opfarsel er Lade-Duncan og Matsouka-Nakai
modellerne [Ma et al., 2016]. De er illustreret iplanet og meridian-planet p& henholdsvis
Figur 1.1 og 1.2, hvor ogsa det ofte anvendte kriterie Mohr-Coulomb ligeledes er plottet for
sammenligningens skyld. Bemaerk, at tryk er regnet negativt samt, at denne konvention vil blive

Figur 1.1: Lade-Duncan og Mohr- Figur 1.2: Matsuoka-Nakai og  Mohr-

Coulomb kriterierne i -planet Coulomb kriterierne i -planet
samt meridian-planet. samt meridian-planet.
anvendt igennem hele rapporten. Hovedspaendingeine,;, i, ordnes derfor pa falgende
made:
[ I 1] (1.2)

Grundet kompleksiteten, der ligger i selve opbygningen af en ikke-lineser yde ade, anvendes
ofte lineeere, stykvise funktioner til at beskrive materialets opfarsel.
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1.1 Mohr-Coulomb

En af de mest anvendte materialemodeller pa jord, sten og sprade materialer er, som naevnt, Mohr-
Coulomb. Som det ses pa Figur 1.1 og 1.2 er Mohr-Coulomb netop lineger og formet af stykvise
funktioner, der tilneermer den ikke-linzere materialeopfarsel. En af hovedarsagerne til den hyppige
anvendelse er modellens antagelse om, at den mellemste hovedspeendiklge har nogen
betydelig effekt pa styrken af sten eller jord. Dette betyder, at ved brug af triaksialforsag, hvor
to af hovedspaendingerne holdes konstante, kan Mohr-Coulomb kriteriet formuleres.

Denne antagelse var leenge accepteret som veerende korrekt, men ere har senere pavist,
at den mellemste hovedspaending har en ind ydelse pa styrken [Haimson and Rudnicki,
2009], [Makhnenko et al., 2015]. Den mellemste hovedspsending medfgrer blandt andet, at
friktionsvinklen for et isotrop materiale kan veere forskellig i triaksial tryk € |, > ) og

treek (| > | = ). Disse ses pa henholdsvis Figur 1.3 og 1.4. Pa Figur 1.5 ses de to triaksiale

Figur 1.3: Triaksial tryk tilstand. Figur 1.4: Triaksial treek tilstand.

spaendingstilstande afbilledet iplanet. For at undersgge friktionsvinklerne i triaksial treek og

Figur 1.5: De triaksiale spaendingstilstande afbilledetplanet.

tryk er der foretaget triaksialforsgg pa Berea sandsten [Makhnenko et al., 2015]. For at tydeliggare
forskellen mellem friktionsvinklerne anvendes hepet g, hvor spaendingsinvarianterpeog g
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anvendes. For speendingstilstande, hvor to hovedspaendinger er ens har de falgende form:

p:%( 1+2 ) (1.2)
a= I (1.3)

Pa Figur 1.6 ses resultaterne af triaksialforsggepe i q diagrammet. Ved disse forsgg er

Figur 1.6: Data fra konventionelle triaksialforsgg pa Berea sandsten afbilledgt i etdiagram.
[Makhnenko et al., 2015]

Figur 1.7: Data fra triaksialfors@g pa Berea sandsten afbilledet j et | plot.

friktionsvinklen i tryk malt til' . = 43;6 og i treek til' ¢ = 47;9 , mens den hydrostatiske
treekstyrke er malt til 7,5 MPa. Tryk er plottet somg. Yderligere er resultaterne afbilledet
i et | n-plot pad Figur 1.7 samt i hovedspaendingsrummet pa Figur 1.8. For yderligere
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Figur 1.8: Data fra triaksialfors@g pa Berea sandsten afbilledet i hovedspaendingsrummet.

at undersgge ind ydelsen af;, kan der udfgres multiaksiale forsgg, det vil sige forsgg, hvor
alle tre hovedspeendinger kan justeres og seettes forskellige fra hinandé&n (, 6 ).
Forsggsresultater fra denne type forsgg ses afbilledet,j et ,-plot pa Figur 1.9. Forsggene

er udfart for forskellige konstante veerdier af hvor || gges fra | = | mod . Disse forsgg
viser en ikke-linearitet af styrken ved stigende Styrken stiger, indtil den nar en maksimal vaerdi,
hvorefter den falder. Det vil sige, at der er en spids i styrkeudviklingen for isotrope materialer, som
Mohr-Coulomb ikke kan beskrive.

Figur 1.9: Data fra multiaksiale forsgg pa siltsten afbilledefji | planet for konstante vaerdier
af |. [Haimson and Rudnicki, 2009]

Disse to forsgg viser, at Mohr-Coulomb ikke er i stand til beskrive styrken af sten og jord under
generelle spaendingstilstande [Haimson and Rudnicki, 2009], da Mohr-Coulomb kun anvender én
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friktionsvinkel samt ikke inkluderer den mellemste hovedspaending. Det er derfor ngdvendigt at
de nere en ny materialemodel, der inkluderer den.

1.2 Paul-Mohr-Coulomb

Meyer and Labuz [2013] publicerede i 2013 en artikel, hvor de formulerede en materialemodel
de navngav Paul-Mohr-Coulomb pa baggrund af en artikel af B. Paul [1968], der foreslog, at det
generelle, linezere ydekriterie for isotrope materialer kan skrives pa formen:

A ,+B +C ;1 =1 (1.4)

hvor A, B og C er materialekonstanter. HvB = 0 reduceres ligningen til Mohr-Coulomb og
Mohr-Coulomb er derfor et reduceret tilfeelde af den generelle formulering. Paul-Mohr-Coulomb
er som udgangspunkt en 6-sidet yde ade, ligesom Mohr-Coulomb. Forskellen ligger i, at Paul-
Mohr-Coulomb de neres med tre parametre; friktionsvinklerne for triaksial tryk og treek og en
forskydningsstyrke. Den 6-sidede yde ade vil pa baggrund af dette blive kaldt 3-parameter Paul-
Mohr-Coulomb eller 3-parameteren.

Hvis yde aden udvides til 12 sider vil det veere muligt at inkludere forsggsresultater fra
multiaksiale forsgg. Den 12-sidede yde ade opbygges af to 6-sidede yde ader ved at de nere
to seperate ydekriterier. Et eksempel pa en 12-sidet yde ade ses pa Figur 1.10 sammen
med Matsuoka-Nakai kriteriet i badeplanet og meridian-planet. Det ses, hvordan Paul-Mohr-
Coulomb er i stand til at beskrive den ikke-lineaere opfarsel i begge planer. Da der de neres
to separate ydekriterier gges antallet af materialeparametre til seks; re friktionsvinkler og to
forskydningsstyrker, og den 12-sidede yde ade vil fremover blive kaldt 6-parameter Paul-Mohr-
Coulomb eller 6-parameteren.

Figur 1.10: Matsuoka-Nakai og Paul-Mohr-Coulomb kriterierne-planet og meridian-planet.
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Hovedformalet med denne rapport er pa baggrund af ovenstaende at implementere bade 3-
parameter og 6-parameter versionerne af Paul-Mohr-Coulomb modellen i en Matlab kode.
Igennem rapporten vil der blive skabt en sammenhaeng mellem geoteknikken i materialemodellen
og kontinuum mekanikken, der danner grundlag for teorien omkring ydekriterier. Der vil i
rapporten fgrst veere en gennemgang af generelle lineaere ydekriterier og deres opbygning
i hovedspeendingsrummet. Herefter de neres Paul-Mohr-Coulomb fra bade et geoteknisk og
kontinuum mekanisk synspunkt. Derpa teorien omkring spaendingsreturnering og hvordan det
anvendes i Paul-Mohr-Coulomb samt, hvordan det implementeres i en elementkode. Til sidst
foretages en sammenligning med Mohr-Coulomb modellen for at vurdere forskellen i styrken
mellem de to kriterier.



2 Lineeaere ydekriterier

Pa Figur 2.1 ses Mohr-Coulomb kriteriet i hovedspaendingsrummet. Kriteriet er bygget op af
planer, der skaerer hinanden og derved opnar en lukket form, der de nerer det elastiske omrade.
Mohr-Coulomb bestar af seks sider eller ader, som hver er de neret som et plan. Der hvor to

Figur 2.1: Mohr-Coulomb i hovedspaendingsrummet.

planer skeaerer hinanden de neres en linje og hvor tre eller ere mgdes de neres et punkt. Disse tre
starrelser de neres i det fglgende. Teorien i det fglgende er fra B. Paul [1968] og Clausen [2007].

2.1 Planihovedspandingsrummet

Generelt kan et plan i hovedspeendingsrummet de neres ud fra falgende:

a(t oNtb(u om)*tc(wm om)=0 (2.1)

hvor a, b og ¢ de nerer normalvektoren,n, til planet, |,  og | er en tilfeeldig
spaendingstilstand ogy.1; o1 09 o1 €r et punkt pa planet. | vektornotation kan disse udtrykkes

som:
2 3 3 2 3

2
n= 9?)% ; = 2 |I| % ; 0= ﬁ (?;;Illg (2.2)

1] o;1n
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Formlen for planet kan derfor skrives som Formel (2.3) og et plan ses pa Figur 2.2.
n' ( 0)=0 (2.3)

Denne formel de nerer kun ét plan af de seks plan, der ses pa Figur 2.3. For at de nere de

Figur 2.2: Et plan i hovedspaendingsrummet.

resterende planer vaelges en af de andre spaendingsordninger pa guren. Er materialet isotropt er
det til gengeeld kun ngdvendigt at de nere et enkelt plan og normalvis de neres kun planet med
spaendingsordningen:

I I I (2.4)

Figur 2.3: Mohr-Coulomb ydekriteriet i -planet med angivelse af planernes individuelle
spaendingsordninger.
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Undertiden skrives Formel (2.1) pa& anden vis:

a | +by+cy=d (2.5)
hvord er givet ved

d=a o1+ b ou+c om (2.6)

Det ses, at den generelle linesere form for ydekriterier givet ved Formel (1.4) er af denne type,
hvord = 1. Det vil sige for at nde formlen for planet for Paul-Mohr-Coulomb skal der veelges et
punkt, o, sa falgende overholdes:

nT 0= 1; (27)

der er Formel (2.6) i vektornotation. Formlen for planet vil blive udledt i Kapitel 3.

2.2 Linje i hovedspaendingsrummet

Hvor to planer skaerer hinanden opstér der en lihj@ette ses p& Figur 2.4. Linjens retnirnﬂ;,,

Figur 2.4: En linje i hovedspaendingsrummet.

de neres af krydsproduktet mellem de to normaler for planerne, der skeerer hinanden:
il ng np (2.8)
Leengden af! erirrelevant og derfor anvendés Formlen for en linje de neres ved:
=trl+ (2.9)

hvort er en parameter med enheden spaending g@ger et punkt pa linjen, som ligeledes ses pa
Figur 2.4.

2.3 Punktihovedspaendingsrummet

Hvor tre eller ere planer skeerer hinanden opstar der et pdfkDette ses pa Figur 2.5. Punktet
de neres ikke med en ligning, men i stedet med en vektor, der angiver punktets koordinater.
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Figur 2.5: Et punkt i hovedspaendingsrummet.



3 Udledning af Paul-Mohr-Coulomb kriteriet

Som naevnt i indledningen, forslog B. Paul [1968] at skrive det generelle, linesere ydekriterie
med alle tre hovedspaendinger pa falgende made:

A +B +C =1 (3.1)

Det er ngdvendigt at de nere konstanterAgB og C ud fra genkendelige materialeparametre;
friktionsvinklerne ' ¢ og ' ¢ samt kohaesiong, for at kunne anvende det i en geoteknisk
sammenhaeng. Hvis det antages, at materialet bryder ved enten enakset tryk, enakset traek eller
ved hydrostatisk treek kan brudtilstandene skrives som:

Enakset tryk: 1= 11 =0; nm = c (32&)
Enaksettreek: | = ¢ n= =0 (3.2b)
Hydrostatisk traek: 'S 1= m= v (3.2¢)

hvor . er den enaksede trykstyrke;, er den enaksede treekstyrke oger den hydrostatiske
treekstyrke. Indseettelse af ligningerne (3.2a) - (3.2c¢) i Formel (3.1) giver:

A= 1 (3.3a)
t

B:i A C:i R (3.3b)
\ \% t Cc

c= 1L (3.3c)

Udtrykkene for materialeparametrene;, ; og , kan ndes ved at observere snittet pa
Figur 3.1. Treekmeridianen er givet ved skaeringen mellem planerne med spaendingsordningerne

m > 1> jog wm > > (secFigur2.3) og trykmeridianen ved skaeringen mellem
planerne med spaendirbgsordningerne n> wmog > | > jy.Snittet ertagetlangs den
hydrostatiske akse, hvor2 | = = 2 ;. Detses, at, er spidsen af kriteriet, er skeeringen med

den negative del afy; -aksen og ; er skeeringen med den positive del gf-aksen. Heeldningerne
for trykmeridianen og treekmeridianen i det pageeldende sri @&nit 09 M e.snit , €F givet ved:

1 1+sin'¢
Mcsnit = P=—+—— 34
c;snit pE 1 SIn. c ( )
1 1 sin'e
M aenit = - 3.5
e;snit 2 1+S|nl e ( )

hvor' ¢ og' ¢ er friktionsvinklerne for henholdsvis triaksial tryk og triaksial treek. Traek- og
trykstyrken ndes ved meridianernes skaering meag-aksen pa henholdsvis den positive og
negative side:

P p_
v=Mesnt 2 v+ ¢ ) t= v 1 Megsnit 2 (3.63)

P p_
v = Mcsnit 2y c ) c v Mcsnit 2 1 (3-6b)

11
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Figur 3.1: Snit af yde aden langs den hydrostatiske akse, hvpr= ;.

Det ses, at y kan de neres ved:
= —p=——7 (3.7)
Y IV'c;snit 2 1
der er den traditionelle made at de nere spidsen pa i Mohr-Coulomb kriteriet. Indsaettelse af
ligningerne (3.3a) - (3.6b) i Formel (3.1) giver udtrykket for Paul-Mohr-Coulomb kriteriet
1+sin' ¢ sin' ¢ sin' ¢ 1 sin'¢ _

. + - - — = 3.8
'2 v Sin' ¢ ) v Sin' ¢ sin' ¢ ) v Sin' ¢ (3.8)

Som beskrevet i Kapitel 2 skal der veelges et punkt pa planet, sa kriteriet kan de neres. Nar Mohr-
Coulomb de neres veelges spidsen af kriteriet, og det forsgges derfor ligeledes med Paul-
Mohr-Coulomb. Som naevnt tidligere er det Formel (2.7), der skal vurderes, om hvorvidt det er det
korrekte punkt, der veelges. Indseettelse g= i Formel (2.7) giver:

hvilket betyder, at valget af punktet er korrekt og Paul-Mohr-Coulomb kriteriet kan de neres med
falgende normal og punkt:
2 1+sin' ¢
2 3 2 ysin' e
\

A 2 3
n=§pl=g SN'e SiN'c 7. o= .2 (3.10)
C

3

2 ysin' gsin' ¢
1+sin' ¢ Y
2 ysin' ¢
3.1 Sammenligning med Mohr-Coulomb

For at kontrollere om kriteriet er korrekt sammenlignes det med Mohr-Coulomb kriteriet givet ved
k | m c - 0 (3.11)

hvork er en friktionsparameter. Normalen kgr givet ved
2 3

K »
n=90&: k=2i*sSn_ (3.12)
1 1 sin
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Hvis begge friktionsvinkler er ens, det vil sige, = ' ¢, erB = 0 i Formel (3.1) ogA = Kk,
hvilket betyder, at Paul-Mohr-Coulomb er lig Mohr-Coulomb kriteriet. For at sammenligne er det
derfor ngdvendigt at veelge en friktionsvinkel og en forskydningsstyrke, der begge ses i Tabel 3.1.

Tabel 3.1: Materialeparametre til sammenligning.

c
30 50kPa

Det undersgges om begge kriterier giver den samme veerdi for ydekriteriet. Der veelges en
tilfeeldig speendingstilstand pa = 100 kPaog = | =50 kPa:

= [100 50 50" kPa (3.13)
Hvilket giver falgende resultater for Paul-Mohr-Coulomb og Mohr-Coulomb henholdvis:

f( )rmc =0;4434 (3.14a)
f( )mc = 76:79 kPa (3.14b)

Det ses, at Paul-Mohr-Coulomb ikke giver samme veerdi for ydekriteriet som Mohr-Coulomb.
Konstanterne sammenlignes nu for Mohr-Coulomb og Paul-Mohr-Coulomb. For Paul-Mohr-
Coulomb opnas fglgende vaerdier for de to konstafiteg C:

A=0;0177 C= 0,005 (3.15)
Hvis Paul-Mohr-Coulomb skal veere lig Mohr-Coulomb i det givne tilfeelde, kraever det, at
A =k=30gC = 1 Huvis forholdet mellem de indbyrdes konstanter undersgges:
Mohr-Coqumb:i1 = 3 (3.16)
0,017 _
Paul-Mohr-CoqumbTO%- 3 (3.17)

ses det, at forholdene er de samme og der ma derfor vaere en faktor til forskel mellem de

to kriterier. Hvis Mohr-Coulomb betragtes ses det, at den enaksede trykstyrkizatraekkes

speendingstilstanden. Hvis det samme skal veere geeldende for Paul-Mohr-Coulomb kreever det, at
¢ ganges pa kriteriet. Det giver nu falgende konstanter for Paul-Mohr-Coulomb:

A=3; C= 1 (3.18)

Det er derfor ngdvendigt at gange igennem med Formel (3.8). Det betyder, at Paul-Mohr-
Coulomb skal de neres med fglgende normal, der erstatter normalen de neret i Formel (3.10):

(L+sin' ¢ sin' ¢ 3

2A3 sin"¢( 1+sin' )
n= ng = sin' ¢ sin' ¢ (3.19)
C sin"g( 1+sin' )

1
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Og Paul-Mohr-Coulomb de neres derfor ved
A +B gy m ¢=0 (3.20)

Det ses, at denne formulering har en vis lighed med Mohr-Coulomb kriteriet fra Formel (3.11),
men med den forskel, at den mellemste hovedspaending er inkluderet. Det er vigtigt at understrege,
at Paul-Mohr-Coulomb kriteriet de neret med normalen fra udtrykket i (3.10) ikke er forkert, men
for at kunne indga i den efterfalgende implementering kreever det, at den har formen somi (3.19).



4  Paul-Mohr-Coulomb i geoteknisk
sammenhaeng

Som neevnt i indledningen er der to former for Paul-Mohr-Coulomb, en 3-parameter og en 6-
parameter. Den sidstneaevnte er lavet for at kunne tage hgjde for de generelle spaendingstilstande i
jorden, hvor | 8 | 6 . Selvom der er observeret ikke-lingere styrkeudviklinger i jord, som

for eksempel af Haimson and Rudnicki [2009], er det ikke ngdvendigvis altid tilfeeldet og styrken
kan derfor godt udvikle sig tilneermelsesvis lineaert. Det er derfor ikke altid ngdvendigt at de nere
6-parameteren. | det fglgende vil der blive vist eksempler pa bade 3- og 6-parameteren, hvor deres
anvendelighed pa virkelige forsagsresultater ligeledes fremvises.

4.1 3-parameter Paul-Mohr-Coulomb

3-parameteren anvender tre materialeparametre; friktionsvinklerne for triaksial tryk og triaksial
treek,' ¢ 0g' e, Samt den hydrostatiske traekstyrke, 3-parameteren ses illustreret pa Figur 4.1. |

Figur 4.1: 3-parameter Paul-Mohr-Coulomb i hovedspndingsrummetrummet.

15
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Mohr-Coulomb er bade treek- og trykmeridianerne de neret ud fra den samme friktionsvinkel.
Dette er ikke tilfeeldet i Paul-Mohr-Coulomb, hvor treekmeridianen er de neret ud frag
trykmeridianen ud fra .. P& Figur 4.2 ses et Paul-Mohr-Coulomb kriterie plottetji= -

planet. P& Figur 4.3 er der plottet to Mohr-Coulomb kriterier med hver sin friktionsvinkel og
yderligere et Paul-Mohr-Coulomb kriterie. Alle tre kriterier har sammeHvis Mohr-Coulomb

med' . observeres, ses det, at Paul-Mohr-Coulomb forudsiger den samme styrke i tryk, men en
hagjere styrke i traek. Det modsatte er tilfeeldet, hvis Mohr-Coulomb 'meabserveres. Pa Figur

Figur 4.2: 3-parameter Paul-Mohr- Figur 4.3: To Mohr-Coulomb kriterier med
Coulombi - planen. hver sin friktionsvinkel og et
Paul-Mohr-Coulomb kriterie.
er den samme for alle tre yde-
kriterier.

4.4 er der plottet forsggsresultater for Ham River sand udfagrt med et multiaksialt triaksialt apparat
for at vurdere 3-parameterens egnethed til denne type materiale. Materialeparametrene kan ses i
Tabel 4.1. Som det ses af guren er styrkeudviklingen fra= | til , = ) tilneermelsesvis

lineaer, hvilket gor, at 3-parameteren er tilstraekkeligt til at beskrive materialets opfgrsel. Denne
konklusion underbygges &?-koef cient, der viser en god overensstemmelse med resultaterne.
[Zeng et al., 2017]

Tabel 4.1: Materialeparametre for Ham River sand. [Zeng et al., 2017]

"ol el kP R?
382 439 0 096

4.2 6-parameter

For at udvide yde aden til 12 sider de neres to separate ydekriterieg, og P», hvis skaeringer
med hinanden de nerer den 12-sidede yde ade:

Pr: A® [ +BD 1 c=0 (4.1a)
P,: A® [ +B®@ 1l c=0 (4.1b)
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Figur 4.4: Triaksiale forsggsresultater for Ham River sand plotteti |, planet. [Zeng et al.,
2017]

Det kan gares pa to mader: Begge ydekriterier har sammévilket kraever fem materialepara-
metre (én y og re friktionsvinkler) eller de to ydekriterier har to forskellige,, hvilket kreever
seks materialeparametre (t¢ og re friktionsvinkler). P& Figur 4.5 ses et eksempel pa to Paul-

Figur 4.5:; 6-parameter Paul-Mohr- Figur 4.6: 6-parameter Paul-Mohr-
Coulomb med samme , i Coulomb med forskellig
I n planen. i I n pIanen.

Mohr-Coloumb kriterier med samme . P, har en mindre friktionsvinkel enB; i bade treek og
tryk, det vil sige' 1 >' 20g' L >" 2. Dette gar, at ydekriteriet i bade treek og tryk styres af
P,. P& Figur 4.6 er der et eksempel pa to Paul-Mohr-Coloumb kriterier med forske|lideor
treekstyrken foiP, er starre end foP, ( .1 > :2). Friktionsvinklerne er kombineret $& er
steerkere i traek, men svagere i tryk, det vil sige>"' 20g' L <' 2. Dette tilfeelde medferer, at
P1 skeerer tryk meridianen de neretvéd ( | = ), mens treekmeridianen{ = ) forbliver
de neret vedP,, som vist pa Figur 4.6.

Det er muligt at kombinere friktionsvinklerne pa i alt 12 forskellige mader. Traekstyrken kan
kombineres pa tre forskellige maderi1 = .2, v1> v20g9 1< v2.|Tabel 4.2 sesde
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forskellige kombinationer af friktionsvinkler og, samt, hvilken virkning de forskellige tilfaelde
har pa meridianerne. Af tabellen ses det, at de svageste meridianer altid vil ende med at kontrollere
styrken af materialet. Eksemplerne fra Figur 4.5 og 4.6 er givet ved henholdsuvis tilfeelde 1a og 3b.

Tabel 4.2: Oversigt over, hvilket ydekriterie i Paul-Mohr-Coloumb, der er den dominerende pa
en given meridian ved forskellige kombinationer af friktionsvinkler g) indikerer
en skeering mellem to meridianer.

Tilfeelde Meridian Kombinationer

vili= v;2 vil > v;2 vil < v;2

1 Traek vl 2 P> P2 P1) P2
Tryk ' (1: > (2: P2 P2 P1) P>

) Traek "l<t 2 P1 P2) P1 P
Tryk tl<r 2 Py P2) P1 P1

3 Treek tls0 2 P> P> P1) P2
Tryk tl<r 2 Py P2) P1 P1

4 Treek tl<r 2 Py P2) P P1
Tryk ' é > g Py Py Pl) Py

4.2.1 Afhaengighed af middelspaendingen

Pa Figur 4.6 er der pategnet to snit. Disse er illustreret pa Figur 4.7, der visexr snit ved
lav middelspaending, og Figur 4.8, der viser $nit b ved en hgjere middelspsending. Det ses,

Figur 4.7: Snita  a: 6-parameter Paul-Mohr-Coulomb iplanet ved lav middelspaending.

at for lave middelspaendinger er hele yde aden givet Végl For en hgjere middelspaending

er treekmeridianen stadig givet v&3, mens trykmeridianen nu er givet v&. Dette betyder,

at under en given veerdi for middelspaendingen ligner 6-parameter Paul-Mohr-Coulomb 3-
parameteren idet den kun har seks ader, mens den farst ved hgjere veerdier opnar de 12
sider. Af tabellen ses det imidlertid, at for to af tilfeeldene skeeres begge meridianer af en
svagere meridian, hvilket betyder, at de reduceres til at veere seks-sidede igen efter en given
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Figur 4.8: Snitb  b: 6-parameter Paul-Mohr-Coulomb iplanet ved hgj middelspaending.

middelspaending. Paul-Mohr-Coulomb kriteriet er altsd i disse to tilfaelde kun 12-sidede i et givent
interval for middelspaendingen. Paul-Mohr-Coulomb kan ses illustreret i hovedspaendingsrummet
pa Figur 4.9. | Figur 4.10 er der plottet forskellige resultater for forskellige multiaksiale forsgg,

Figur 4.9: 6-parameter Paul-Mohr-Coulomb med samme hovedspaendingsrummet.

mens Paul-Mohr-Coulomb er ttet til forsggene. Forsggene er for konstant Tabel 4.3
kan materialeparametre for de angivne forsgg ses. Der ses en tydelig spids i resultaterne i
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styrkeudviklingen fra | =  til = | og 6-parameteren er derfor at foretraekke fremfor
3-parameteren. Dette underbygges, ligesom for 3-parameteren, af RA-kegf cient.

Figur 4.10: Triaksiale forsggsresultater for TCDP siltsten plottefji  ; planen. [Zeng et al.,
2017]

Tabel 4.3: Materialeparametre for TCDP siltsten. [Zeng et al., 2017]

el 'l vIMPd  R?
P, 278 315 61 0,97
P, 483 441 462 0,99




5 Implementering i elementmetoden

Teorien i det fglgende er taget fra Krabbenhgft [2002], Ottosen and Ristinmaa [2012], Clausen
[2007] og de Borst et al. [2012]. Materialemodellen de nerer, som naevnt i indledningen, det
elastiske omrade og hvornar materialet overgar til plastisk opfgrsel. For at materialemodellen kan
bruges i praksis, som for eksempel til en fundamentsberegning, skal modellen inkluderes i et
elementmetode program, der kan udfgre beregningen. | Tabel 5.1 ses iterationsmetoden Newton-

Tabel 5.1: Newton-Raphson algoritme til lgsning af ikke-linaere ligeveegtligninger. [Ottosen and
Ristinmaa, 2012]

Begyndelsesveerdier

Flytninger: a =0
Tajninger: "0 =
Speendinger: =0

Ydre kreefter: fg=0
Indre kreefter: fint =0
Lokke over lasttrinene n =0 :;1;2;3;:::N max

Bestemnylastfn+.g = fn+ fp
Begyndelsesvaerdi til iteration® = a,
Iterér for i =1 ;2;3::: indtil jf fn+1 ] <Tolerance

Beregn tangentstivhedek, | : Ki= RV BT D 'BdV
Beregn ytningsinkrementet, a: Kn a=fn1  fint
Find ytningen, a': a=-al+ a

Beregn tgjningsinkrementet,"': "'=B a

Bestem speendingen: b
Bestem den konstitutive matrix: D™

R )
Beregn indre kreeftefriy = |, BT 'dV
Afslut iterationslgkke

Materialemodellen

Afslut last trins lgkke

Raphson samt, hvor materialemodellen implementeres. Den vil blive anvendt til de kommende

21
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FEM-beregninger i dette projekt. Princippet i denne beregning er en iterationsproces, hvor der
pafares et lastinkrement,f , hvorfra fgrst et tilsvarende ytningsinkremet,a', og dernzest et
totalt tejningsinkrement, "', kan ndes. Ud fra denne tgjning ndes sé& spaendingsinkremtet,

' og fra spaendingen den konstitutive matig™', der henholdsvis bruges til at nde de indre
kraefter og tangentstivheden. Herefter undersgges det, hvorvidt der er opnaet ligevaegt mellem de
indre og ydre kraefter og dette fortsaetter indtil konvergens, indenfor en given tolerance, er opnaet.

| algoritmen er beregningen af spaendingen og den konstitiuve matrix markeret som veerende en del
af materialemodellen og det er samtidig et kritisk sted i algoritmen. Det skyldes, at denne proces
ikke altid er problemfri og kraever potentielt yderligere trin for at sikre at spaendingerne beregnes
pa korrekt vis. Problemet opstar, nar de konstitutive ligninger integreres. Dette er ikke noget
problem ved elastisk opfarsel, men for plastisk opfgrsel medfarer det, at speendingen rammer
udenfor yde aden og den skal derfor returneres. En grundigere gennemgang af dette ndes i de
felgende afsnit. En af metoderne til at Igse dette problem er ved hjeelp af Forward Euler-metoden.
Forward Euler har tilgengeaeld den ulempe, at spaendingen ikke returneres til yde aden, hvis ikke
der foretages visse forholdsregler som for eksempel meget sma tidsskridt. | stedet er der i dette
projekt, og ogsa generelt i elementberegninger, anvendt en process kaldet return mapping (implicit
integration). Det er en iterations proces, der har vist sig robust i elementmetodeberegninger. | det
falgende vil en grundig gennemgang af, hvordan materialemodeller tager hgjde for de naevnte
problemer begyndende med en generel beskrivelse af, hvordan ydekriterier generelt de neres ud
fra et kontinuummekanisk synspunkt.

5.1 Flyde ade

P& Figur 5.1 er der illustreret en tilfeeldig yde ade i hovedspaendingsrummet. En spaendingstil-
stand er plastisk, ndr( ) = 0 og elastisk, naf ( ) < 0. Speendings- og tgjningsvektorerne
de neres ved henholdsvis:

=[x y 2z xy xz yz]T (5.1)

=" "y "zz xy xz yz]T (5.2)

Nar spaendingstilstanden er plastisk yder materialet. Den plastiske belastning kan beskrives ved

Figur 5.1: Tilfeeldig yde ade i hovedspaendingsrummet.
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-
f( +d)="Ff( )+ @i d =0 (5.3)
@
hvord er spaendingsinkrementet, der pafareig=@ er normalen til aden som begge ses pa
Figur 5.1. Eftersom plastisk opfarsel fordfef ) = 0 ma det ngdvendigvis geelde, at:

-
@ "y
@

for, at Formel (5.3) kan overholdes. Formel (5.4) kaldes for konsistensbetingelsen og betyder,

at plastisk belastning medfgrer at aendringen i spaendingen sker tangentielt til yde aden. For et

ideal-plastisk materiale kan denne aendring ske enten i et enkelt punkt eller ved omfordeling af

spaendingerne i materialet, hvilket betyder, at speendingen vil beveege sig langs af yde aden.

-0 (5.4)

Det er ikke muligt for speendingen at be nde sig i omradet udenfor yde aden, det vil sige

f ( ) > 0. Grundet iterationsmetoden, der anvendes vil det kunne ske, at spaendingen ender uden
for yde aden i et givent lasttrin og det er derfor ngdvendigt at returnere spaendingen til et punkt
pa yde aden sa ydekriteriet overholdes, indenfor samme lasttrin.

Figur 5.1 illustrerer i gvrigt en anden vigtig forudseetning med hensyn til yde ader, da den er
konveks. Det understattes ikke af den matematiske formulering for ydekriterier, men forsgg viser,
at det er en ngdvendig forudseetning for kriterierne.

5.2 Flydelov

P& Figur 5.2 ses en lineeer elastisk / ideal-plastisk arbejdskurveEhepl¥oung's modulus ogy
er ydespaendingen. Den totale tgjnirig,kan opdeles i en elastisk og plastisk del:

Figur 5.2: Lineaear elastisk / ideal-plastisk arbejdskurve.

L ue+ np (55)
og pa inkrementel form:
d"=d"®+ d"P (5.6)

Det elastiske tgjningsinkremeit;, relateres til spaendingsinkrementét,, ved hjeelp af Hookes
lov

d =Dd'®=D(d" d'P)= Dd" Dd"P (5.7)
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hvor der er gjort brug af Formel (5.4). er den elastiske konstitutive matrice. Den de neres ved:

2 3
1 0
3 3
E 1
_ 1
D= = 5.8
@+ )@ 2) : 0 0 (8)
303 0 2 10
0 0 >

hvor  er Poisson's forhold.D kan deles op i to konstitutive matricer; én i forhold til
normalspaendingeR, og én i forhold forskydningsspaending€r,

2 3

PR
D= > 5.9
0 G (5.9)

3 3

Hvor D og G de neres ved henholdsvis:

2 3
. :
D= i+ ad 2) 1 . (5.10)
0g
— E
G= mgI . (5.11)
hvorl er identitetsmatricen. Det plastiske tgjnings inkremdht, ndes ved:
@f
d'P=d — 5.12
@ (5.12)

hvor d er en proportionalitetsfaktor, der bestemmer starrelsen af den plastiske tgjning. Dette
kaldes for den associerede ydelov, eftersom de plastiske tgjninger er vinkelrette pa yde aden

og kaldes derfor ogsa for normalitetsbetingelsen. | geoteknik geelder det oftes, at, hvilket
betyder, at ydeloven givet ved Formel (5.12) ikke laengere er geeldende og der indfagres derfor et
plastisk potentialg:

d"p: d Qg

(5.13)
Det plastiske potentiale angiver en anden retning end norm@ér@) til yde aden f . Formel
(5.13) kaldes ogsa for den ikke-associerede ydelov. Dette ses pa Figur 5.3.

5.3 Speendingsopdatering

Som tidligere beskrevet kan spsendingen ramme udenfor yde aden givet plastisk opfgrsel. Dette
sker grundet integrationen af de konstitutive ligninger:
z
‘= 1y D 1o (5.14)
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Figur 5.3: Retningen af de plastiske tgjninger, haé

Figur 5.4: Returnering til yde aden.

hvor ' er den nye eller opdaterede spaending,’ er den oprindelige spaending. Da det ikke er
muligt for spaendingen at ligge udenfor yde aden skal der ndes et spaendingsinkremender

ikke farer speendingen udenfor yde aden, men i stedet hen til den, sa ydekritdriet) = 0,
overholdes. Princippet i dette ses pa Figur 5.4. | det falgende vil det blive beskrevet, hvordan de
konstitutive ligninger lgses sa spaendingen kan returneres korrekt. | det falgende vil de relevante
udtryk blive preesenteret.

5.4 Return Mapping

Spaendingsopdatering kan veere en tidskreevende og besveerlig proces, hvis den foretages i det
generelle seks-dimensionelle spaendingsrum. For isotrope materialer kan spaendingsreturneringen
foretages i forhold til hovedspaendingskoordinatsystemet. Den stgrste fordel ved dette er, at
dimensionerne reduceres fra 6 til 3 samt, at selve returnering kan illustreres gra sk. Dette medfgrer
tilgengeeld ikke, at spaendings- og tgjningsvektorerne reduceres, men i stedet, at de sidste tre
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komponenter er nul:

=[x yy 2200 a’ (5.15a)
"o IIXX llyy "ZZ 0 0 qT (5.15b)

P& baggrund af dette er der i det fglgende indikeret med en streg over en vektor eller matrice, for
eksempel ogD, hvis den er de neret i det tre-dimensionelle hovedspaendingsrum. Indseettes det
plastiske potentiale i Formel (5.13) i Formel (5.6) fas:

@g
d =Dd" d D 5.16
@ (5.16)
Integreres formlen fas
Z
@g
=D " D—d = ° P 5.17
@ (5.17)
hvor
e-p " (518a)
Z,
@g
P= D—4d 5.18b
@ ( )

€ kaldes den elastiske prediktor. Her ndes spaendingsinkrementet ved at anvende det totale
tajningsinkrement, der antages, at veere helt elastisk. Det totale tgjningsinkrement kan, som vist
i Formel (5.6), indeholde bade en elastisk og plastisk del. Dette betyder, at spaendingen kan ende
udenfor yde aden safremt der er plastiske tgjninger til stede. Dette ses pa Figur 5.5. Hér er
den oprindelige spaendingstilstand, hvorefter den elastiske prediktor farer spaendingen udenfor
yde aden til B, P er den plastiske korrektor spaending, der fgrer spsendingen tilbage til

Figur 5.5: Spaendingsopdatering.

yde aden, der ligeledes ses pa guren, hvor spaendingen fares tilbage“ilDette kan ogsa
skrives som:

c- B P (5.19)
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hvor

B- Ay ¢ (5.20a)
C= Ay (5.20b)
Det er ngdvendigt at tilnaerme integrationen i Formel (5.18b) eftersom selve integrationsvejen ikke

kendes. Der kendes til gengeeld to punktét,og €. Vaelges B, det vil sige spaendingen givet
af den elastiske indikator, fas

@g
P= D— 5.21
@ g (>21)
og kaldes radial returnering. Veelge$, det vil sige den opdaterede spsending pa yde aden, fas
@g
P= D— 5.22
@ . (5.22)

og kaldes implicit returnering.

5.5 Elasto-plastisk konstitutive matrice

Hooke's lov ved Formel (5.7) er kun geeldende for den elastiske del af det totale tgjningsinkrement.

For den plastiske del geelder der andre relationer. Det er derfor ngdvendigt, at lave en formulering
af den elasto-plastiske respons ved at opdatere den konstitutive matrix saledes den bliver
spaendingsafhaengig. Analogt til Hooke's lov kan der for den elasto-plastiske respons skrives:

d = DePd" (5.23)

hvor D®P er den elasto-plastiske konstitutive matrice. Indszettes udtrykket for spaendingsinkremen-
tet ved Formel (5.16) i konsistensbetingelse fra Formel (5.4) fas:

@f ' @g
— Dd" d bD— =0 5.24
@ @ (5.24)
hvilket giver fglgende udtryk fod :
T
I
= — (5.25)
@f 5@
d @
Denne indseettes derefter i Formel (5.16):
1
@f ' . @g
qd Dd @
d = D%d" T § (5.26)
@t 5@
d @
Der omarrangeres, hvilket resulterer i:
0
@y @f '

D— — D
@ d
;o »
SR (5.27)
@
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Pa denne made opnas et udtryk for den elasto-plastiske konstitutive matrix

T
Dgg d@f D
D= D T (5.28)
@t ", @g
d @
Det ses, aD®P er singuleer i forhold til normalen til potentialefunktionen:
@g
D —7=0 5.29
@ (5.29)
Spaendingsinkrementet de neret ved Formel (5.7) kan nu omskrives til:
— epHr — ep ne npy — ep ne ep @g — epqre
d =Dd" =D*P(d"*+ d"P)=D d+dD@—Dd (5.30)
Der eksisterer derfor falgende sammenhaeng meléhog D:
d = D®Pd"®=Dd"® (5.31)

5.6 Konsistent konstitutiv matrix

En af ulemperne ved den elasto-plastiske konstitutive matrice er, at den relaterer in nitisimale
tajnings- og speendingsinkrementer, mens der i elementmetoden anvendes endelige tgjnings- og
spaendingsinkrementer. Det er derfor ngdvendigt at nde en sammenhaeng mellem de in nitisimale
og endelige inkrementer. ZEndringen i de endelige inkrementer kan skrives som:

d =Dd " (5.32)

hvor DcP er den konsistente konstitutive matrice. Speendigsinkrementet fra Formel (5.16) med
endelige inkrementer skrives:

@g
=D " D— 5.33
@ (5.33)
og differentieres:
@g d@g
d =Dd " d D= D—d 5.34
Omarrangering giver:
@g @g
d = I+ D— D Id" d — 5.35
Udfra denne formel kan falgende to matricer de neres:
@ 1
T= I+ D@—% (5.36a)
Dc.= TD (5.36b)
Formel (5.35) omskrives til
d =bd " d b 29 (5.37)
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Formel (5.37) har nu samme form som Formel (5.16) og derfor anvendes samme metode, der blev
anvendt til at nde frem tiID®P. Spaendingsinkrementet skrives nu som:

d = DPd " (5.38)
hvor

g

Dc Dec

@g

@

P& denne made beregrid§’ ved punkt C. Den kan til gengaeld blive beregnet p& mere enkel
vis, hvis det er linegere kriterier, der anvendes. Dette ggres ved at bégyned punkt © pa
falgende vis:

D= D, (5.39)

®|®®

of

d

T
Dec

=

Dgp =T Dep (540)
hvor T her ndes pa fglgende made
@g
T=1 D— 541
@2, (5.41)
LigesomD®P er D¢P ogsa singuleer i forhold til tgjningsretninge®,g=@ det vil sige:
@g
Dgp@ -0 (5.42)

5.7 Returnering til ade

Pa Figur 5.6 og 5.7 ses princippet i speendingsreturnering til en ade. Normaleogm, til

Figur 5.6: Normaler til yde aden f og Figur 5.7: Returnering til ade.
potentiale aderg.

henholdsvis yde aden og potentialefunktionen de neres ved

= %f (5.43a)
_ @g
m= 5 (5.43b)

Formel (5.17) lineariseres ved hjeelp af en Taylor udvidelse. Der ggres desuden brug af Formel
(5.22). Dette giver en lgsning for den plastiske korrektor spaending

P=f( ByrP (5.44)
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hvor
Dm
rP= TDm (5.45)

rP de neres separat, da det er retningen af den plastiske korrektor spaending.

5.7.1 D pa aden

Den elasto-plastiske konstitutive matrix for returnering til et plan er allerede de neret i Formel
(5.28) og gentages her med gradienterne de neret tidligere. For at f& den fulde Igsning i seks-
dimensionelt speendingsrum skal forskydningsstivhe@etilaegges:

D°mnT D°®
D% = D 5.46
f nTD°m (5-46)
Df? )
BP=4 3% 5.47
f o G (5.47)

5.8 Returnering til linje

Prediktor spaendingen kan siges at ligge pa et plan pa tveers afllidgneret ved skaeringen af
planernd 1( ) =0 ogf,( ) =0 paFigur5.8. Dette plan de neres af de to potentialefunktioners
retninger,r‘f og rFZ’, hver de neret ved Formel (5.45). P& Figur 5.9 ses et snit langs det pageeldende

Figur 5.8: Returnering til linje.

plan. Formlen for dette plan bliver derfor:
h T ¢ B=nl, © B=p (5.48)

Ved hjeelp af linjens retning og linjens formel kan et udtryk foudledes. De naevnte udtryk
gentages for overskuelighedens skyld. Fgrst linjens retning:

il Nt ny (5.49)

og dernaest linjens formel:

=trl+ (5.50)
Dernzest isolerets Desuden veelges spidsen som punktet pa linjem;
P B
= 1) 4 (5.51)

-
r? '
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