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Abstract:

In the first part of this master thesis we pre-
sent some theory of the factor model, the
lasso estimator and some of its generaliza-
tions such as the elastic net, group lasso and
the adaptive lasso. We also introduce the op-
timization algorithms coordinate descent
and the least angle regression to solve the
lasso problem and its generalizations. Next
we present some results of the asymptotics
for the lasso estimator, and introduce the
oracle properties, which the adaptive lasso
are proved to satisfy. At last we present some
post-selection inference theory for the lasso
estimator. In the last part of this master the-
sis we consider a dataset of 122 macroeco-
nomic variables, from which we predict the
unemployment rate one-step-ahead with
the described models. As a benchmark mo-
del we will consider the factor model. We
find that each model considered outperfor-
mes the benchmark model, and especially
the adaptive lasso model with OLS and las-
so weights are preferred.
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Summary

The object of this master thesis is to use various shrinkage methods to predict macroeconomic
variables, in this case the unemployment rate. We use a dataset of 122 variables. To improve
the prediction accuracy we would like to identify a smaller subset of these variables, which
have the greatest impact on the unemployment rate, and also shrinks the coefficients of the
variables. The report is divided into two parts. At first we present the necessary theory and
then we include an empirical part, in which we apply the theory.

In the theoretical part we first describe the classical factor model. The factor model limits
the number of model parameters by collecting information about variance in the explanatory
variables in some few underlying factors.

Then we present the lasso estimator, which is an extension of classic linear regression, in
which an ¢;-constraint is imposed on the parameter estimates. This constraint shrinks the
coefficients, and will set some of them to zero. As such the lasso estimator performs variable
selection in linear regression. This results in a convex optimization problem, which can be
solved efficiently for large problems.

To solve the lasso problem we consider an algorithm called coordinate descent. It is
especially attractive for problems such as lasso in which a closed solution does not exists,
but a coordinatewise does. The coordinate descent algorithm chooses a single coordinate
to update and then performs a univariate minimization over this coordinate holding the
remaining coordinates fixed, and cycle through the coordinates in some fixed order. We
also consider the least angle regression (LARS), which delivers the entire solution path as a
function of a regularization parameter. This solution path is continuous and piecewise linear.
A modification can be applied to the LARS algorithm, such that it can be used to solve the
lasso problem.

Furthermore we will consider some generalizations of the lasso estimator, which all
inherit the two essential features of the standard lasso, which are the shrinkage and selection
of variables, or groups of variables. A breakdown of the lasso estimator is that it tends to
select only one variabel, if there is a group of variables in which the pairwise correlations are
very high. The elastic net makes a compromise between the ridge regression and the lasso
penalty, and handles highly correlated variables better than lasso. Another generalization
of the lasso is group lasso, which is preferred if the variables have a natural group structure.
At last we consider the adaptive lasso as a means for fitting models sparser than lasso. The
adaptive lasso satisfy the so-called oracle properties under some general conditions, which is
very desirable.

We also describe some theory for the inference of the lasso. For the LARS algorithm with
lasso modification we consider the covariance test. The covariance test assigns p-values to
the predictors as they are successively entered by the lasso. It turns out that the selection
event of LARS and lasso can be characterized as a polyhedral. The polyhedral lemma presents
an alternative representation of the polyhedral, which is used to make inference for the
selected predictors.
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In the empirical part the presented models are used to predict the unemployment rate
one-step-ahead. The dataset that we will consider is gathered from the Federal Reserve Bank
of St. Louis and is publicly available. It consists of 122 monthly macroeconomic variables
and covers the period from January 1, 1959 to November 1, 2017, corresponding to 707
observations.

The autoregressive model is included as a tool to determine the number of lagged values
for the unemployment rate to be included in the model matrix. As a benchmark model we
will consider the factor model.

The optimal model for the lasso problem and its generalizations is found by a 10-fold
crossvalidation and BIC. The presented models will be evaluated out-of-sample by the mean
absolutte error and the mean squared error. From the Diebold Mariano test we find that
the lasso based models are significantly better that the benchmark model. At last the model
confidence set (MCS) procedure is considered, which identifies a set of models that are
significantly better that the other models. Both the 80% and 90% MCS includes all the lasso
based models.
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Forord

Specialet er udarbejdet i foraret 2018 af gruppe 5.219 pé fjerde semester af kandidatuddan-
nelsen i Matematik-@Okonomi pa Aalborg Universitet.

Specialet er skrevet i 5TgXog data er hentet fra fred. stlouisfed.org, mens beregninger
er udfert i R med folgende pakker:

ggplotZ[], til plots

glmnet[], loser lasso, ridge regression, elastisk net og adaptive lasso med coordinate
descent

gglaSS(ﬂ, laser group lasso med block coordinate descent
larsl:], anvender LARS og lgser lasso med LARS algoritmen
covTest]’}, til kovarians testen

selectiveInferenceD, til inferens af lasso og LARS
forecast], til Diebold-Mariano testen

MCSD, udferer MCS proceduren

Sidst i projektet findes et appendiks, hvilket indeholder ekstra definitioner og seetninger, som
er relevante for rapporten, men ikke ligger i vores fokus, dataseettet som vi betragter samt
figurer, tabeller og de vigtigste R koder, som bruges til at finde resultaterne.

Afslutningsvis vil vi rette en stor tak til vores vejleder Esben Hog for god vejledning
igennem projektperioden.

Louise N. Christensen Trine Graff
<Inchl3@student.aau.dk> <tgraffi3@student.aau.dk>
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Indledning

At kunne forudsige udviklingen af en makrogkonomisk variabel er interessant af flere arsager.
Aktorer pa de finansielle markeder handler pa baggrund af forventninger til fremtidige
aktiekurser, renter og valutakurser. Erhvervsfolk fastleegger produktion og investeringer pa
baggrund af den forventede udvikling i eftersporgsel. Politiker tager beslutninger om politiske
indgreb pa baggrund af kort- og langsigtede prognoser for gkonomien.

En central makrogkonomisk variabel er arbejdsleshedsraten. Arbejdsleshedsraten beteg-
ner den procentvise ledighed af arbejdsstyrken. Arbejdsstyrken omfatter andelen af befolk-
ningen, hvis arbejdskraft er til rddighed og som enten er i beskeeftigelse eller ledige.

Givet et dataset med et stort antal makropkonomiske variable, ensker vi at praediktere
arbejdsleshedsraten. Mindste kvadraters metode kan anvendes hertil, men i dette tilfeelde,
hvor vi betragter et relativt stort antal variable, kan praediktionen forbedres. OLS estimatoren
har ofte lav bias, men hgj varians. Vi kan forbedre bias-variance tradeoff ved at mindske
regressionskoefficienterne og endda seette nogle lig 0. Dette vil introducere noget bias, men
reducere variansen, og dermed forbedre praediktionen.

Vi betragter lasso estimatoren [Tibshirani, 1996], som er en udvidelse af OLS estimatoren,
hvor der blot tilfgjes en ¢;-betingelse. Denne betingelse vil mindske regressionskoefficien-
terne og endda seette nogle lig 0. Hermed udforer lasso estimatoren variabeludvealgelse i
linezer regression. Men lasso estimatoren har nogle ulemper og derfor introduceres nogle
generaliseringer af lasso, hvorunder vi kan naevne elastisk net [Zou & Hastie, |2005], group
lasso [Yuan & Lin, [2006] og adaptive lasso [Zou, 2006].

For at bestemme om de udvalgte variable er de mest relevante, er vi interesseret i nogle
statistiske tests, som kan anvendes til at teste om regressionskoefficienterne er signifikante.
I normal linezer regression kan vi nemt udregne p-veerdier og konstruere konfidensinter-
valler for regressionskoefficienterne. Dette besveaerliggores for lasso da variabeludvaegelsen
afhenger af data.

Specialet er organiseret som folgende: I kapitel 2] preesenteres den klassiske faktor model,
som betragtes som benchmark model i den empiriske del. I kapitel 3| og[5| beskrives lasso
estimatoren og dens generaliseringer. Dette teori er udviklet pa tveersnitsdata, men vi vil
anvende det pé tidsraekkedata. Kapitel 4] beskriver optimeringsalgoritmerne coordinate
descent og LARS, som kan lgse lasso problemet og dens generaliseringer. I kapitel 6 vil vi
kort introducere noget asymptotisk teori for lasso estimatoren, med henblik pd at bevise
at adaptive lasso opfylder orakelegenskaberne. Herefter preesenteres teorien for statistisk
inferens af lasso estimatoren i kapitel[7] Kapitel[8|introducerer nogle metoder, som anvendes
til at veelge den optimale model i den empiriske del. Forste kapitel i den empiriske del, som
svarer til kapitel[9} preesenterer datasaettet. I kapitel[I0Judvaelges benchmark modellen, mens
kapitel[T1]og[12|betragter modellerne i in-sample og out-of-sample.
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2

Faktor modellen

I dette kapitel gives en kort introduktion af faktor modellen, da den betrages som benchmark
model. Kapitlet er hovedsagligt baseret pa [Stock & Watson,|2002] og kapitel 9 i [Johnson &
Wichern, 2002].

Det essentielle formal med faktor analyse er at beskrive kovariansen mellem et stort antal
variable ud fra f& underliggende faktorer. Faktor modellen er motiveret af folgende argument:
antag variablerne kan opdeles i grupper ud fra deres korrelation, siledes at variable i en
gruppe har hgj parvis korrelation, mens variablerne har relativ lav korrelation med variabler i
andre grupper. Da vil hver gruppe af variable repraesentere én underliggende faktor. Nedenfor
introduceres den generelle definition af faktor modellen.

DEFINITION 2.1: FAKTOR MODEL

Lad X; veere en stokastisk p x 1 vektor af observerede forklarende variable til tid £ med
middelveerdi 0 og kovariansmatrix Xxx. Faktor modellen er givet ved

X;=AF; +ey (2.1)

hvor F; er en stokastisk r x 1 vektor af uobserverede faktorer, A er en p x r matrix med
faktor loadings og e; er en p x 1 vektor af fejlled. Det antages, at

cov[e;, F;| =0,
E[Fr] =0, cov [F[] = Ir,

Ele:] =0, cov[e/] :‘I’:diag(wll,...,wpp).

Lad xj;, ej; og Fj; veere j'te element af henholdsvis X;, e; og F; oglad A veere j’te raekke af
A, hvor A;; betegner I'te element af A j, da kan (2.1) opskrives elementvis

Xjr=AjF+ej=AjFjr+ej, j=1,...,p,0gl=1,...,r.

Lad X og e vare T x p matricer med ¢’te reekke henholdsvis XtT og etT oglad Fvereen T x r
matrix med #’'te reekke F!, da kan vi skrive @2-I) p4 matrix-vektor form

X=FAT +e.



For at finde kovariansmatricen af X; betragtes

X, X! = (AF; +e;) (AF, +e;)"

= AF;(AF,)" +e;(AF,)" + AFe] +ese],
og vi finder, at
Zxx =E[XX] |

- AE [FtFtT] AT +E [e[FtT] AT+ AE [F[ef] +E [etef]

=AAT + .
Pradiktionsligningen h-steps ahead for responsvariablen y; er givet ved

Veeh = BrFo+ Bowi +€rin, 2.2)

hvor fr og B er henholdsvis r x 1 og m x 1 vektorer med regressionskoefficienter, w; er en
m x 1 vektor af observeret lags af y; og €., betegner praediktionsfejlen. Lad y;,X;, w; veere
givet for t =1,..., T, davil vi prediktere yr.y,.

2.1 Estimation af faktorer

Maksimum likelihood estimation kan anvendes til at estimere faktorerne, men i dette tilfaelde
hvor vi betragter et relativt stort antal variable, skal mange parametre estimeres, hvilket er
beregningsmaeessigt tungt. Istedet anvendes principal component estimation. Proceduren
transformerer et antal korrelerede variable til et mindre antal ukorrelerede variable, som
kaldes principale komponenter. Denne transformation defineres, saledes at forste kompo-
nent har den storst mulige varians, og hver af de efterfolgende komponent har sterst mulige
varians under betingelse af at de foregdende komponenter er ortogonale.
Lad os betragte minimeringsproblemet

i (xjt—/lth)z. 2.3)

arg min{V(F,A)}, hvor V (E,A) = (pT) ™"
i=11=1

p
FA j=
Objektfunktionen omskrives pa matrix-vektor form

)

V(EA)=(pT) ' tr [(X—FAT)T (x-Fa’)

hvor tr (-) betegner trace operatoren. For at lose optimeringsproblemet (2.3) differentieres
objektfunktionen mht F, dette udtryk seettes lig 0 og vi isolerer for F, hvoraf vi far, at

%((X—FAT)T(X—FAT)):—2XA+2FATA — ﬁ=XA(ATA)_1.

Lad p‘lATA =1,, da har vi, at F= p_IXA. Hvis F indsaettes i (2.3) far vi, at

}

arg min{tr [XTX— pIAATXTX - p IXTXAAT + p_ZAATXTXAAT] }
A

(x- p_IXAAT)T(X— p~'XAA")

arg minA tr
A

MAOK10 5.219 6



hvor p2 AATXTXAAT = p~'XTXAAT ogvi far da
argI{nin {tr [XTX - p‘lAATXTX] }
som er ekvivalent med
argllslax{tr [ATXTXA] } .

Losningen til dette problem findes ved at satte A = \/n-v,, hvor v, er egenvektorerne
svarende til de r storste egenveerdier af X" X. Herefter vi kan udregne F = p~!XA, som altsa
kraever egenvektorerne af X’ X.

2.1.1 Entydighed af estimatorer

I dette underafsnit introduceres nogle antagelser, som sikrer, at estimatorerne er entydige.
Uden yderligere antagelser er faktorer og faktor loadings ikke entydige, som vi forst vil vise.

Lad R vaere en r x r ortonormal matrix, sdledes at RR” = RTR = I,, da kan (2.1I) skrives
som

X, =ARR'F, +e, = A*F} +e,,

hvor A* = AR og F; =R’F,. DaE[F;] = R'E[F;] = 0 og cov[F}]| =RTcov[F;]JR=R’R=1,
kan loadings A ikke adskilles fra loadings A* ud fra X,. Faktorerne F, og F; har samme
statistiske egenskaber, og genererer begge kovariansmatricen Zxx, som er givet ved

Sxx= ARRTAT + W = A*A* + W,

Derfor kan faktor loadings A kun bestemmes op til en ortonormal matrix R, dvs en rotation.
Nedenfor introduceres nogle modelantagelser til (2.1), som er nadvendige for at identificere
entydige faktorer.

ANTAGELSE 2.1: FAKTORER OG FAKTOR LOADINGS

a) limp_cop 'ATA=1,.

b) E [FtFtT] = Zfr, hvor Zgp er en diagonalmatrix med indgange o;; > 0 j; > 0 for
i<j.

c) |)le) sM<ooforj=1,...,pogl=1,...,r,hvor M er en konstant.

— p
d) T YT FFT S Zgp.

Hvis antagelsea) er opfyldt, davillim,_., p lA* "A* = I, ogdermedatlim, .. p 'R'ATAR =

RTR =1,, som restringerer R til at veere en ortonormal matrix. Af antagelse2.1}b) er kovari-
ansmatricen af X; givet ved

Sxx = AZppAT + W
—A*SppAt + W
= ARZgeRTAT + W,

7 MAOK10 5.219



hvilket betyder, at g = RZgpR” 0g dermed restringerer antagelse b) yderligere R til at
vaere en diagonal matrix med diagonal elementerne +1. Dette identificerer faktorerne op til
en fortegnsfejl. Lad os betragte (pT) -1 ) tT: 1 AFFI AT, som vi tager middelveerdien af oglader

T — oo, da far vi af antagelse d), atlimy_co p~' A (T—l >y E [FtFtT] ) AT = p IAZgeAT.
Spektral dekomposition setningen giver s, at diagonal elementerne i Zgg er egenveerdierne
for p ! AZppAT og sojlerne i A er de tilsvarende egenvektorer.

I den klassiske faktor model i definition[2.1]antages fejlleddene at veere uathangige og
identisk fordelte, men for makrogskonomiske tidsraekker er dette urealistisk, da tidsreekkerne
er autokorreleret og nogle forklarende variable kan vere krydskorreleret. Derfor introducerer
vi folgende mildere antagelser for fejlleddene.

ANTAGELSE 2.2: MOMENTER AF FEJLENE €;

Lad ej; betegne j’te element af e;, da antages, at

< 0o0.

a) lim, .., sup, ZZ":_OO‘[E [pfletTeHu

b) limp_,oosuptp_IZ;’:1 [E[ejteit] < oo.

: -1yP p
¢) limp_.osup, ¢ p ijlzizl COV(ejsejt»eiseit) < oo.

Antagelse[2.2]a) tillader autokorrelation for fejlene. Antagelse[2.1]b) tillader fejlene at veere
svagt korreleret pa tveers af tidsreekkerne. Vi antager ikke normalitet, men antagelse[2.1] )
begranser storrelsen af fjerde momenter.

For praediktionsligningen betragter vi folgende antagelser.

ANTAGELSE 2.3: PREDIKTIONSLIGNING
T 71\7 T a7\
Lad z; = (Ft w; ) og = (ﬂF ﬁw) veere (r + m) x 1 vektorer, da geelder folgende

2fF  Zfw

v efuaf] 2= (3 2
w ww

) er en positiv definit matrix.

b) 77! Zthlztth LA 3.z
1T p
o) T thlzt€t+h—’0.
d) T-IvT g2 P2
) Lis1€0p =0

e) | ﬁ| < co.
Antagelse a)c) medforer, at regressionen af y,,, pd z! giver konsistente OLS esti-
matorer. De yderligere antagelser er noedvendige for at sikre konsistente OLS estimatorer

af regressionen af y;.,, pa itT = (ET th), hvor F; altsa ikke er observeret, der er givet ved

MAOK10 5.219 8



B=(xr2al) (21 2eyeen).

2.1.2 Konsistens af estimatorer

I dette underafsnit introduceres nogle setninger, som sikrer, at estimatorerne i faktor model-
len er konsistente. Vi inkluderer kun de centrale seetninger hertil, og referer derfor til andre
beviser i beviserne til disse seetninger.

Seetning[2.1|giver, at estimatorerne er punktvis konsistente og har en begraenset MSE,
som konvergerer i sandsynlighed mod 0. Af antagelse [2.1]kan vi blot estimere faktorerne op
til en fortegnsfejl, derfor introduceres en variabel S;, som korrigerer for dette.

SATNING 2.1

Lad S; betegne en variabel med veerdi +1, lad p, T — oo og antag at antagelse[2.1 og[2.2]er
opfyldt. Antag yderligere at k faktorer estimeres og r er det sande antal faktorer. Da kan S
veelges saledes, at folgende geelder:

_ = 2p .
a T 1ZtT:1 (Sijt—Fj,) —0,forj=1,...,r.
b) S-ﬁﬁF forj=1 r
jLje jtr ] yeeer e
_ =~ P .
o T 1ZthlF]?t—»O, forj=r+1,...,k.
Bevis. Beviset undlades, men vi refererer til (R14), (R15) og (R19) s. 1176 i [Stock & Watson,
2002]. O
Hernzest introduceres et lemma, som anvendes i beviset for seetning[2.2]

LEMMA 2.1

Lad g, betegne en folge af stokastiske variable, hvor T™! ¥, ¢ LA 0% 0g T} Y Fq; LA

Zpq. Da geelder, at 77! Y SF.q, LA Zgq, hvor S = diag($y, ..., S).

Bevis. Beviset undlades, men vi refererer til (R16) s. 11761 [Stock & Watson), 2002]. O

Neeste seetning viser, at praediktionen, som konstrueres ud fra de estimerede faktorer og
estimerede parametre, er asymptotisk efficient. Yderligere vises, at estimatorerne for regres-
sionskoefficienterne er konsistente.

Resultatet antager, at preediktionsligningen er estimeret med det sande antal faktorer
givet, dvs k = r. Dette er tab af generalitet, da flere metoder konsistent estimerer antallet af
faktorer.

9 MAOK10 5.219



SATNING 2.2

PO PURRN |
Lad antagelseog betingelserne i saetningvaere opfyldt. Lad B = (ﬁ% ﬁ,{,) betegne

T
OLS estimaterne af § = (ﬁg ﬁ({,) fra regressionen af y;.,, pa itT fort=1,...,T—h.Da
gaelder folgende

a) (ﬁ%ﬁT + I?Z,wr) - (ﬁ%FT + ﬁng) Zo.

b) ﬁw - Pow Lo 0g S; defineret i saetning kan veelges, sledes at S; B jE— BjF L o for
j=1..,r

Bevis. Forst bevises b). Vi har, at

(SI;AIiF) _ Z (FTS) ( th) 71 ZT: FTS) (ﬁgF[ +ﬁwwt +5t+h)

wt

- =5 - = -1 -1yvT Qf.[(RT T _ =
IyT BET lsz Ftth) T thlsFt(ﬁFFt+pwwt) (T ISZtTlFteHh)

T Y, 0 F]S e 1“’tth T_lzlewt(ﬁgFt+ﬁZ,wt) T'Y !l e

o~ -1
“IyT BET —lsz F[th)

- 1thlthTS Ty lwtth
‘IZ,TISEFZ T—lsz Ftwt Pr) ., TSy Frepn
T Zt lwaZ Zt 1wtw Bow TﬁlthzlthHhr

som omskrives til

(Sﬁ)(ﬁ)( Tyl BET TSyl sz)‘l(T—lszz:meHh)

ﬁw ﬁw B 1Zt 1thTS T 12 1wth T_lzg;lwtth

-1
P |ZFF  ZFw (0) —0
— 0 =0,

sz wa
hvor T~ 1Zt 1wta) ‘ LA Sow samt T~ IZt 1 W€ 2o folger direkte af henholdsvis antagel-

se[2.3|b) og[2.3]c). Aflemma[2.1]har vi, at:
Iyl BF! - Zgpfor g, =S;Fj,daT XL, ﬁ]?t 2 5}, som folger af (R13) 5. 1175-1176 i

[Stock & Watson), 2002, ogda T' YT, SF,F, L, > ¢, som ogsa folger af samme lemma for

qi=Fj forj=1,...,r,da antagelse d) opfylder T-1 Zthl F[FIT LA ZEE.

Lemma giver ogsd, at T'SY” F,w! & Zg,, for g, = wj,, hvor antagelse b) giver at
Zt 1ZtZ[ 2 27z

Igen aflemmahar vi,at T™ ISZI 1Ft5t+h L ofor q: = Er+h, hvor antagelse.c) og.d)

giverat T'Y 7 ze2  LoogT'xT &2 L o2

Af antagelse[2.3]a) er 2, invertibel og resultatet folger af Slutskys seetning[A.1]
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Herefter bevises a), hvor vi skal vise, at BTz — Tzr 2 0. Lad R =

S 0
0 Inm),hvor N

betegner antallet af elementer i w;, da fas

B 2r-pzr = (Rﬁ)TRiT ~Blzr
= (Rﬁ— ﬁ)TZT + (Rﬁ) ' (Rzr —z7)

2o.

Af antagelse a) har vi, at [E[ZTZH = X4, dvs z7 er Oy (1) og setning b) giver at
~ T
(Rﬁ - ﬁ) L. 0, dermed forsvinder forste led i sandsynlighed af slutskys seetning|A.1] Til-

svarende da f er endelig af antagelse e) og (RET —zT) LA 0 af (R15) s. 1176 i [Stock &
Watson, 2002], forsvinder ogsa andet led i sandsynlighed af slutskys setning[A.1] O
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3

Lasso ilineaere modeller

I dette kapitel introduceres lasso estimatoren for linecer regression. Kapitlet er skrevet ud fra
kapitel 2 i [Hastie et al.,|2015].

Lad y; betegne responsvariablen og lad x; veere en p x 1 vektor af praediktorer, hvor j'te
element betegnes x;;, da findes den velkendte estimator for mindste kvadraters metode
(OLS) ved at minimere summen af kvadrerede residualer (SSR)

2
n

p
pO'S = arg min Y lyi=Bo— D xijBj . (3.1
Bo,perr | i=1 j=1

Ofte standardiseres praediktorerne, séledes at de er centreret (}l n L Xij= 0) og har varians

lig1 (% i x? = 1). Hvis ikke praediktorerne standardiseres, da vil estimaterne afhange af

enhederne, som pradiktorerne er malt i. For fuldsteendighed centreres responsvariablen
ogsd (% Y Vi= O). Hermed kan vi se bort fra skeeringen f i det givne optimeringsproblem.

Givet en optimal lesning ﬁ pé det centreret data, kan vi finde lgsningen for det ikke-centreret
data: der geelder, at p er den samme og Bo = _}7—25.7:1 )'cjﬁj, hvor yog x; for j=1,...,per
gennemsnittene for det ikke-centreret data. Derfor ser vi bort fra skaeringen i resten af dette
kapitel samt kapitel[5} hvor generaliseringer af lasso estimatoren introduceres.

Lad y veere en n x 1 vektor med responsvariable og lad X vaere en n x p matrix med i’te
reekke x;, da kan omskrives til matrix-vektor form

ﬁOLS =arg min{lly—XﬁII%},
PeRP

hvor | - ||» betegner den Euklidiske norm. Som bekendt er lgsningen hertil givet ved

OLS estimatoren er unbiased, men har ofte hgj varians. Preediktionen af responsvariablen
kan ofte forbedres, hvis koefficienterne mindskes eller seettes lig 0. Dette vil give estimatoren
lidt bias, men reducere variansen, hvilket forbedrer bias-variance tradeoff og dermed ogsa
preediktionen. En anden arsag til, at vi leder efter alternativer til OLS er, at vi onsker at udvelge
en delmaengde af de forklarende variable, som har sterst betydning for responsvariablen, dvs
forbedre fortolkningen.

Hvis p > n, da kan X ikke have fuld rang. Det betyder, at X” X er singulzr, og der findes
derfor ikke en entydig estimator for OLS.
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Nedenfor introduceres lasso estimatoren, som kombinerer objektfunktionen i med
en /1-norm betingelse eller gvre graense for summen af de absolutte veerdier af koefficienter-
ne. Denne betingelse mindsker koefficienterne og setter endda nogle lig 0. Dermed udferer
metoden variabeludvelgelse i linezr regression. Det resulterende optimeringsproblem er
konveks og kan loses effektivt, som beskrives naermere i kapitel 4]

3.1 Lasso estimatoren

The Least Absolute Shrinkage Selection Operator, som forkortes lasso, blev introduceret i
[Tibshirani, 1996].

DEFINITION 3.1: LASSO
Lasso finder lgsningen til optimeringsproblemet

2
n p

N 14
ﬁlasso = argeg}?in Zl Vi— leijﬁj , w.h.t. at Zi 1Bl <t (3.2)
i= Jj= J=

Betingelsen Z?:l |8l < t kan skrives mere kompakt som en ¢;-norm betingelse [|f]l; <
t. Veerdien af t begreenser summen af de absolutte veerdier af parameter estimaterne og
kontrollerer kompleksiteten af modellen. En lav veerdi af ¢ vil begreense antallet af parametre,
hvilket farer til en sparse model, som tilpasser data mindre preecis, mens en hej veerdi af ¢
betyder flere parametre og tillader dermed, at modellen tilpasser data mere preecis.

Lasso problemet kan omskrives til et Lagrange problem

Blesse = argmin {ly-XBI3+ 1Bl }, (3.3)
PeRP

hvor A = 0 er en sdkaldt strafparameter. Der er en en-til-en korrespondance mellem det
betingede problem og Lagrange problemet (3.3). For hver veerdi af ¢ hvor || Bll; < ¢ er
opfyldt, da findes en tilherende veerdi af A som giver den samme lgsning for (3.3). Omvendt
geelder der, at losningen ﬁ 1 til lgser greenseproblemet med ¢ = || ﬁ 1ll1. Veerdien af A kan
specificeres ved en ekstern procedure kaldet krydsvalidering og BIC, som vil blive diskuteret i
kapitel[8]

I andre beskrivelser af lasso estimatoren kan en faktor indseettes foran summeringen i
eller den euklidiske norm i givet ved ﬁ eller % Dette gor ingen forskel i og
svarer blot til en simpel reparametrisering af A i (3.3).

Ridge regression estimatoren findes ud fra

2
n

ﬁrldge — arg;g“ Zl Vi— Zl xijﬁj , wh.t. at Zlﬁ3 =t (3.4)
i= Jj= J=

hvor betingelsen Z?:I ,B? < t kan skrives mere kompakt som en £,-norm betingelse || ﬁllg <t.
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Ridge regression problemet kan ogsé omskrives til et Lagrange problem

B9 = arg min { Iy - XBI3 + A1 BI3)
BeRP

hvor A =0.

DEFINITION 3.2: RIDGE REGRESSION

Estimatoren for ridge regression er givet ved

. -1
prioee = (x"x+A1,) XTy. 3.5)

Estimatoren findes ved at differentiere (y — Xp) g (y—Xp) + AT B mht B, satte dette lig 0
og isolere for B. Ridge regression tilfpjer altsa en positiv konstant A pa diagonalen af X”X,
hvilket medforer, at X' X+ AI p er invertibel, selvom X ikke har fuld rang. Dermed er en entydig
lesning altid garanteret.

EKSEMPEL 3.1: DIABETES DATA

Lad os betragte data givet i tabelfra [Efron et all2004]. Datasattet bestar af malin-
ger pa 442 diabetes patienter, hvor responsvariablen er et kvantitativ mal af sygdom
progressionen et ar efter sygdommen er konstateret og folgende 10 preediktorer:

e age:alder

e sex: kon

* bmi: body-mass index

* map: gennemsnitlig blodtryk

e Malinger af blodet: tc, 1d1, hdl, tch, 1tg og tglu
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age sex bmi map tc 1dl  hdl tch 1tg glu prog

Patient x; X2 X3 X4 X5 X6 X7 Xg Xg X10 y
1 59 1 32.1 101 157 93.2 38 4 2.11 87 151
2 48 0 21.6 87 183 103.2 70 3 1.69 69 75
3 72 1 30.5 93 156 93.6 41 4 2.03 85 141
4 24 0 25.3 84 198 1314 40 5 2.12 89 206
5 50 0 23.0 101 192 1254 52 4 1.86 80 135
6 23 0 22.6 89 139 64.8 61 2 1.82 68 97
441 36 0 30.0 95.0 201 1252 42 479 223 85 220

442 36 0 19.6 71.0 250 133.2 97 3.00 2.00 92 57

Tabel 3.1: 442 diabetes patienter mdles pa 10 variable, hvor responsvariablen mdler
sygdom progressionen et dr efter sygdommen er konstateret.

Dataseettet, som vi betegner diabetes data, er inkluderet for at underbygge teorien og vi
vil lebende i rapporten referere til det.

Diabetes data: Pa figur[3.1]illustreres koefficientstierne for henholdsvis lasso og ridge regres-
sion for diabetes data. Heraf ses at lasso udferer variabeludvelgelse og mindsker koefficien-
terne, mens ridge regression blot mindsker koefficienterne. Koefficientstierne udregnes med
coordinate descent, som vil vi beskrive i afsnit
<
Betingelsesomréderne for lasso og ridge regression for p = 2 illustreres pé figur[3.2]

B2

Figur 3.2: Estimations illustration for lasso (venstre) og ridge regression (hojre). De bla arealer
er betingelsesomrdderne |B1| + 2| < t og ,B% + /3% < t?, mens de rode ellipser er konturkurver
for SSR. Konturkurverne har centrum i OLS estimatoren, 5.

For p = 2 er betingelsesomradet for lasso givet ved ||+ |B2| < t, mens det for ridge
regression er givet ved f2 + 3 < ¢*. Ellipserne omkring 'S er konturkurverne for SSR,

dvs. SSR er konstant i en given ellipse. Veerdien af SSR stiger, som ellipsen udvides fra ﬁOLS.
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log(A)

Figur 3.1: Koefficientstierne for lasso og ridge regression som funktion aflog(A) for diabetes
data.

Losningen for lasso og ridge regression er givet ved det farste punkt, hvor konturkurverne
rammer betingelsesomraderne. Lasso har et reguleert betingelsesomrade, hvilket betyder, at
hvis lesningen forekommer i et hjorne, da vil en af parametrene §; vaere lig 0. Omvendt har
ridge regression et cirkuleert betingelsesomrade, og derfor vil skeeringen med konturkurverne
generelt ikke veere direkte pa en akse. Hvis ¢ er tilstraekkelig stor, da vil betingelsesomrdderne
indeholde BOLS og derfor vil ridge regression og lasso estimatorerne veere lig OLS estimatoren.
Pa figur B.2) har vi blot betragtet det simple tilfeelde hvor p = 2. Nar p > 2 da vil betingel-
sesomradet for lasso veere et polyeder med mange hjorner og flader, som betyder, at flere
estimerede parametre kan veere lig 0.

3.1.1 Udregning aflasso

Strafleddet for lasso problemet er ikke differentiabel, og derfor findes der ikke en explicit
losning til optimeringsproblemet. Men da lasso problemet er konveks, kan vi finde en nu-
merisk lpsning blandt andet ud fra en simpel procedure kaldet coordinate descent, som vi vil
beskrive narmere i kapitel[4]

Nedenfor vil vi argumentere for at lasso problemet er konveks. Lad objektfunktionen
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af lagrange problemet for lasso veere opskrevet som f(B) = g(pB) + h(p), hvor g(p) =
ly—XBIl5 og h(B) = Al Bll1. For g (B) er Hessematricen givet ved aiﬁ’;) = 2XTX. For enhver
vektor £ € R” gelder, at £7X"X¢ > 0, dermed X" X er positiv semidefinit, hvilket medforer, at
g (B) er konveks. For () betragtes f, B’ og ethvert a € (0,1), hvor der gaelder, at

h(ap+1-a)p')=Alap+(1-a)p'Ih
<AMapli+AlQ-a) B'lh
=Aallpli +A(1-a) 1B'1
=ah(B)+1-a)h(p),

hvilket medforer, at 2 () er konveks af definition[A.2] Dette medforer konveksiteten af f (B),
da summen af to konvekse funktioner er konveks.

En praediktor: soft thresholding
For en enkelt preediktor z; er lasso problemet givet ved

n

wsmin{ £ -5« 191

Som bekendt er standard proceduren at finde den forste ordens afledede mht g, sette denne
lig 0 og isolere for . Men || er ikke differentialbel i 8 = 0. Vi fortseetter ved at opskrive

5 (= " -2 B<0
ap ;(J/i—ziﬁ)zﬂllﬁl) Z,( yi—zif)zi+{ [-L, Al =0
= = A B>0

-1 B<0

=-2(zy)+2nf+{ [-L, Al B=0,

A B>0

day? z = n. Dette settes lig 0 og vi isolerer §, hvoraf vi finder, at

Fe g w(zy)<-3
p={0 a4 (3.6)
ey -5 G (zy)>5
Definer soft-threshold operatoren
Sy (x) =sign(x) (Ix| - 1), ,

som traekker argumentet x mod 0 med A, og seatter den lig med 0 hvis |x| < A. Figur
illustrerer operatoren. Da kan vi omskrive (3.6) til

p=s ;( (ZY>)
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Sy (x)

Figur 3.3: Soft thresholding funktionen S (x) = sign (x) (|1x| - 1), .

Flere pradiktorer: cyclic coordinate descent

Med intuitionen fra det univariate tilfeelde, kan vi lase lasso problemet (3.3) med flere pree-
diktorer. Vi gennemlober preediktorerne, hvor koefficient §; opdateres i det j’te trin ved

at minimere objektfunktionen i dette koordinat, mens de gvrige koefficienter { Br k # j}
fastholdes i deres nuveerende veerdier.
Opskriv objektfunktionen i (3.3) som

2

n p
2| vi— X XikPe—xijbj +Azllﬁj|-
= b=

i=1 k#j

Definer den partielle residual rl.(j )= Vi—Xk#j Xik B &> som traekker fittet fra responsvariablen
med undtagelse af j’te pradiktor. Den j’te koefficient opdateret ved

B=s, (% <x,-,r(”>). a7

Den beskrevne algoritme svarer til metoden cyclical coordinate descent. Fra opdateringen
ser vi, at algoritmen foretager en univariat regression af den partielle residual pa hver
preediktor, og gennemlgber praediktorerne indtil konvergens.

Coordinate descent er serlig hurtig til at lose lasso problemet, da en iterativ segning
langs hver koordinat ikke er nedvendig, idet vi betragter (3.7). Derudover udnytter coordinate
descent, at lasso giver sparse lgsninger. For tilstraekkelige hoje veerdier af A er de fleste
koefficienter lig 0.

Homotopy metoder er en alternativ teknisk til at lose lasso problemet. Disse producerer
sekventielt hele stien af losninger ved at starte med nul. Stien er stykvis linezer. Algoritmen
kaldet least angle regression (LARS) er en homotopy metode, som effektivt konstruerer den
stykvise linecere sti. En mere teoretisk gennemgang af coordinate descent og LARS algoritmen
er givet i kapitel[4]
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3.2 Frihedsgrader

Antag vi har p preediktorer, og fitter en linezer regressionsmodel ud fra k af disse preediktorer,
hvor k < p. Hvis disse k preediktorer veelges uafthangigt af responsvariablen, da kan man sige,
at fitting proceduren anvender k frihedsgrader. Dette svarer lost sagt til, at teststorrelsen, for
at teste nulhypotesen om at alle k koefficienter er 0, har en y? fordeling med k frihedsgrader.

Men hvis valget af de k preaediktorer aftheenger af responsvariablen, da forventes det,
at fitting proceduren anvender mere end k frihedsgrader. Sddan en fitting procedure kal-
des adaptiv, og tydeligvis er lasso et eksempel herpd. Men for lasso gealder, at antallet af
frihedsgrader er lig antallet af ikke-nul koefficienter, som vi nu vil beskrive.

Lad os forst definere hvad vi mener med frihedsgrader for en adaptiv fitted model. Antag

vi=f(xi)+ei, i=1...,n,

hvor f er ukendt og ¢; ~ iid (0, 02). Givet en model fitting metode 8, lady = § (y), da defineres
frihedsgraderne for &

SOR G -
df(y) := = .ZiCov(y,-,y,-). (3.8)
i=

Antallet af frihedsgrader svarer derfor til, hvor stor indflydelse hver responsvariabel har p&
sin praediktion. Desto bedre modellen tilpasser data, desto sterre antal frihedsgrader. Det
kan vises, at for lasso med en fast strafparameter A er antallet af ikke-nul koefficienter k;
et unbiased estimat af antallet af frihedsgrader [Zou et al.,2007|. Lasso udveelger ikke blot
preediktorer, som bekendt oger antallet af frihedsgrader, men mindsker ogsa koefficienterne
mod 0, hvilket netop er tilstreekkelig til at bringe antallet af frihedsgrader ned til k.

I afsnit[7.1| beskrives kovarians testen, som er et naturligt analog til frihedsgrader, der
tester om praediktorerne udvalgt af lasso er signifikante.

3.3 Entydighed af lasso estimatoren

Losningen til lasso problemet er entydig, hvis sejlerne i X er i general position (se definition
jeevnfor [Tibshirani, 2013]. Dette geelder ogsd, nar p = n, selvom antallet af ikke-nul
koefficienter hojst er n. Hvis X ikke har fuld rang, da er de fittede veerdier entydige, mens
parameter estimaterne ikke er. Dette ikke-fuld rang tilfeelde kan ske, nar p < n grundet
kollinaritet, og er altid tilfeeldet nar p > n.

De numeriske algoritmer, der lgser lasso problemet, vil typisk give gyldige lesninger i
det ikke-entydige tilfeelde. Men lgsningerne kan afheenge af algoritmen, f.eks. har valget af
begyndelsesveerdier indflydelse p& den endelige lasning for coordinate descent.
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3.4 Nonnegative garrote

Nonnegative garrote, introduceret i [Breiman, [1995], er en to-trins procedure, som er teet
relateret til lasso.[]

DEFINITION 3.3: NONNEGATIVE GARROTE

Givet et initialt estimat af regressionskoefficienterne € R, kan vi lose optimeringspro-
blemet

2
n

p ~
€=argmin{ > |yi— ) c¢jxijfj| ¢, whtatc=00g|cl; st 3.9)
=1

ceRP i=1
Estimatoren for nonnegative garrote er da givet ved BJNG =T -B pforj=1,...,p.

Der er et akvivalent Lagrange problem for denne procedure med straf A|c||; for A = 0 plus de
ikke-negative betingelser. I den originale artikel [Breiman, |1995], vaelges f til at veere fOL°.
Antag X er ortogonal, og ¢ er valgt, séledes at betingelsen | c|; = ¢ er opfyldt, da er

A

E': 1——,,
! 22
I+

,j=1...,p

hvor A er valgt, séledes at ||€||; = ¢. Hvis koefficienten ,5 j er hoj, da vil faktoren C; veere teet
pé 1 og omvendt hvis 8; er lav, da vil ¢; blive trukket mod 0. P& ﬁgur ses, at nonnegative
garrote straffer lave veerdier af f hardere end lasso, og omvendt for heje veerdier.

B

lasso
- - - nonnegative garrote

Figur 3.4: Straffen af lasso og nonnegative garrote for en variabel.

Nonnegative garrote er et specialtilfeelde af adaptive lasso med en ekstra betingelse, som
vi vil diskutere naermere i afsnit[6.3]

|Breiman, (1995] var inspirationen til [Tibshirani,(1996]
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Optimeringsmetoder

I dette kapitel preesenteres forst nogle optimeringsbetingelser, og derefter optimeringsalgorit-
merne coordinate descent og Least Angle Regression (LARS), som kan lose lasso problemet.
Kapitel er baseret pa kapitel 5 i [Hastie et al., 2015], [Simon et al.,|201 1] og [Efron et al.,|2004].

4.1 Konvekse optimeringsbetingelser

Betragt optimeringsproblemet

argmin f (B), underlagtat peC, 4.1
PERP
hvor f:R? — R er en konveks funktion og C er en konveks meangde (se definition[A.1)og[A.2).
Hvis f er differentiabel, da skal forste ordens betingelsen

vi(B) (B-B) 20, 4.2)

veere opfyldt, for at en vektor g* € C er et globalt optimum for alle g € C. Hvis C = R”, da
er optimeringsproblemet ikke begreenset, og forste ordens betingelsen reduceres til
Vf (B*) = 0. Ofte kan betingelsesmangden C beskrives ved nogle konvekse betingelsesfunk-
tioner, séledes at optimeringsproblemet kan omskrives til

argmin f (), underlagtat g; () <0 for j=1,...,m, (4.3)
PeRP
hvor g; for j =1,...,m er konvekse funktioner, som betegner betingelserne, der skal vae-
re opfyldt. Lad f* betegne den optimale vaerdi af optimeringsproblemet (4.3). Lagrange
funktionen L:R” x R — R for problem er defineret ved

L(ﬁ,ﬂt)=f(ﬁ)+§hgj(ﬁ),

hvor veegtene A = 0 kaldes Lagrange multiplikatorer. Hvis betingelsen g; () < 0 ikke er
opfyldt, da vil multiplikatoren A ; pélaegge en straf. Fra dualitetsbegrebet i teorien for Lagrange
funktioner og -multiplikatorer, ved vi, at der eksisterer en optimal vektor A* = 0 af Lagrange
multiplikatorer, séledes at f* = arg mingg, L(p*;A*). Derfor mé ethvert optimum f* af
(.3), ogsé vaere et nulgradient punkt af Lagrange funktionen, og dermed opfylde ligningen

0= VpL(B17) =V () + 3. 4} (). (@)
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Hvis der blot er en enkelt betingelsesfunktion g, da reduceres denne betingelse til V f (f*) =
-A*Vg(p*).

Karush-Kuhn-Tucker (KKT) betingelserne relaterer den optimale Lagrange multiplikator
vektor A* = 0 til den optimale vektor f* € R”:

e gi(p*)<oforallej=1,...,m
. A;fgj(ﬁ) =0foralle j=1,...,m

* (B*,A*) opfylder betingelse

Disse KKT betingelser er nodvendige og tilstraekkelige for at f* er et globalt optimum, nar
optimeringsproblemet opfylder en regularitetsbetingelse kaldet strong duality.

4.1.1 Subgradienter

Som naevnt i underafsnittet er /1-normen g (f) = 25'):1 |61 konveks, men ikke differen-
tialbel i ethvert punkt, hvor mindst et koordinat §; = 0. For sddan et problem er forste ordens
betingelsen og Lagrange betingelsen ikke geeldende, da de betragter gradienter af
f og g. Men der findes en naturlig generalisering af begrebet gradient for ikke-differentiable,
konvekse funktioner.

For differentiable, konvekse funktioner giver tangentapproksimationen af forste orden
en nedre graense. Givet en konveks funktion f: R” — R, siges z € R” at veere en subgradient
af fi B hvis

F(B)=zf(B)+2" (B'~B),

for alle B’ € R”. Maengden af alle subgradienter af f i § kaldes subdifferentialet og betegnes
0f (B). Nar f er differentialbel i B, da reduceres subdifferentialet til én vektor, givet ved
of (B) = {V f (ﬁ)} I punkter hvor f ikke er differentialbel, da er subdifferentialet en konveks
maengde bestdende af alle mulige subgradienter.

Figur[d.1]viser en funktion f : R — R og nogle eksempler pa subgradienter i punkterne f;
og fB,. I punktet B, er funktionen differentiabel, og derfor har vi blot en subgradient, givet
ved f’(B1). I punktet S, er funktionen ikke differentiabel, og derfor har vi flere subgradienter,
som hver specificerer et tangentplan, som giver en nedre greense pa f.

£(p)

/f(ﬂ2)+zc (ﬁ—ﬁz)
(B <2 (B- )

F(B1)+2za(B~B1) «

Figur 4.1: En konveks funktion f: R — R med nogle eksempler pa subgradienter i 31 0g (2.

MAOK10 5.219 24



Antag mindst en af funktionerne { g j} er konvekse, men ikke differentiable, da giver
Lagrange betingelsen ikke mening, men under milde betingelser for funktionerne, da
kan KKT betingelserne modificeres til folgende

0cof () + X 4j08; (A7), (4.5)
=

hvor gradienterne i KKT betingelsen (4.4) erstattes med subdifferentialerne. Da subdifferenti-
alet er en maengde, betyder (4.5), at alle nul vektorer tilhgrer summen af subdifferentialerne.

4.2 Coordinate descent

Coordinate descent er en iterativ algoritme, som opdaterer fra g’ til /! ved at veelge én
koordinat som opdateres, og da udferes en univariat minimering over denne koordinat. Hvis
koordinat k er valgt i iteration ¢, da er opdateringen givet ved

B! =argminf (ﬁf,ﬁé,...,ﬁ,tc_l,ﬂk,ﬁ,tcﬂ,--.,ﬂ;), (4.6)

Bk

hvor ,B;“ = ,6;. for j # k. Typisk gennemlobes koordinaterne i en forudbestemt raekkefolge.
Dette kan generaliseres til block coordinate descent, som anvendes for group lasso, hvor
praediktorerne er opdelt i ikke-overlappende blocks, og da udferes en minimering over en
enkelt block for hvert koordinat.

For at algoritmen konvergerer til det globale minimum af en konveks funktion, skal
funktionen vere kontinuert differentiabel og strengt konveks i hver koordinat. Men som
naevnt er strafleddet for lasso ikke differentiabel.

For mange optimeringsproblemer kan objektfunktionen dekomponeres

14
F B Bp) =8 Br B+ Y 1 (B)), @.7)
j=1

hvor g : R — R er differentiabel og konveks og h; : R — R er konveks, men ikke ngdven-
digvis differentiabel. Bemeerk at lasso problemet kan dekomponeres som med
g(B) = ly—XBIl5 og h; (ﬁj) = AlB;l. [Tseng, |1988] viste, at for enhver konveks funktion f
som kan opdeles som (4.7), vil coordinate descent algoritmen konvergere til det globale
minimum. Negleegenskaben bag dette resultat er, at den ikke-differentiable komponent
h(B) = Z?:l hj ( B j), kan opsplittes som summen af funktioner af hver individuel parameter.
Resultatet betyder, at coordinate descent kan bruges til at lose lasso og dens generaliserin-
ger, som beskrives senere i specialet. Hvis den ikke-differentiable komponent & ikke kan
opsplittes, da kan det ikke garanteres at coordinate descent konvergerer.
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ALGORITME 4.1: COORDINATE DESCENT FOR LASSO PROBLEMET

1. Standardisér preediktorerne xi,...,X, 0g centrér responsvariablen. Definer en
folge af vaerdier Ao > A1 > ... > Az, hvor Ag vaelges, siledes at 125 (1) = 0.

2. Forhvert A1 € {Ao,..., A1}, gentages folgende trin for j = 1,..., p indtil konvergens:

¢ Opskrivlasso problemet

2

n p
> J’i—zxikﬁllfsso—xijﬁj +A ) 1Bjl,
i— j=1

i=1 k#j

hvor ,31,?550 (1) er det nuveerende estimat for fy for et given A, hvor k # j.

 Udregn de partielle residualer: rlfj J=y-% k#j Xik Ellfsso (1) for alle i

» Udregn koefficienten af en simpel linear regression af den partielle residual

p4 j'te praediktor: f; =1y /)

Suki= !l Xij

¢ Opdater det nuvaerende estimat 51]?550 ud fra soft-thresholding operatoren
nrlasso _ Q.
B (W)=5, (Bs). @.8)

Losningerne udregnes for en aftagende folge af veerdier {M}EZQ, hvor A veelges séledes at

B (o) = 0. Algoritmen udnytter warm start, hvilket betyder, at §(1,) anvendes som begyn-
delsesveerdi for losningen f(As.1), dette forer til en mere stabil algoritme. Nar f§ = 0, har

vi, at Ej vil forblive nul hvis % ‘<xj,y>‘ < % Derfor er Ay = 2max; ‘<xj,y> ‘ Strategien er at
veelge en minimum veerdi A = €Ay og konstruere en folge af K verdier af A, som aftager fra
Ao til A7 palogskalaen. Typiske veerdier er € = 0.001 og K = 100.

Den beskrevne coordinate descent algoritme er implementeret i R-pakken glmnet. Koef-
ficientstierne i figur[3.1]er fundet ud fra denne algoritme.

4.3 LARS

Forst vil vi beskrive least angle regression (LARS) algoritmen, hvorefter vi vil introducere en
simpel modifikation, som farer til lasso estimater.

I grove treek fungerer algoritmen som folgende. Forst seettes alle koefficienter lig nul, og
vi finder praediktoren, som er mest korreleret med responsvariablen y, denne praediktor
betegnes x;,. Der udfores sa en simpel lineer regression af y pa x;,, hvoraf vi finder en
residualvektor. Vi tager det storst mulige step i retningen af denne preaediktor indtil en anden
pradiktor, som betegnes x;,, har samme korrelation med den nuvaerende residualvektor.
Istedet for at fortsaette langs retningen af x;, fortsatter LARS i en retning, som er ensvinklet
mellem de to praediktorer, indtil en tredje variabel bliver den mest korreleret variabel. LARS
algoritmen fortsaetter da ensvinklet imellem x;,, x;, og xj,, indtil en fjerde variabel medtages,
osv. LARS algoritmen finder estimaterne fi = Xp ved at tilfoje én preaediktor til modellen i
hvert trin, séledes at preecis k koefficienter er forskellige fra nul efter k trin.
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Figur[4.2illustrerer algoritmen, hvor p = 2 0g X = (x; x2). Lad ¢ (fi) betegne de nuveerende
korrelationer

c=c(p)=X"(y- ), (4.9)
séaledes at C; er proportional med korrelationen mellem prediktor x; og den nuverende

residualvektor. For p = 2 atheenger de nuvaerende korrelationer kun af projektionen y, afy pé
det lineaere underrum £ (X) udspaendt af x; og x,

c(p)=X" (2~ A).
Algoritmen starter i fip = 0. Pa figur [4.2] ses, at vinklen mellem y, — fip og x; er mindre

end vinklen mellem y, — fip 0g X, og dermed fas ¢; (o) > ¢z (fo). Derfor tilfojer LARS fi i
retningen afx;, og vi far

[ = [y +71xq,

hvor stepsterrelsen ¥ veelges, sdledes at korrelationen mellem y» — fi; ogx; er lig korrela-
tionen mellem y, — fI; og x,. Dermed halverer ¥, — fi; vinklen mellem x; og x», sdledes at

c1 (1) = c2 ().

X2 X2

Ho iy oy
Figur 4.2: LARS algoritmen for p = 2.y er projektionen afy pd det linecere underrum L (X1, Xz).
Algoritmen starter i fig = 0, hvor residualvektoreny, — fip har en storre korrelation medx, end
Xo. Neeste LARS estimat er [I; = iy +Y1X1, hvory, veelges, siledes aty, — iy halverer vinklen
mellemx; 0gx,. Neeste LARS estimat er i, = fi1 +Y2up, hvoruy er en enhedsvektor, som ligger
langs denne halveringslinje. Der geelder, at fi; = . for p = 2, dette er ikke tilfeeldet for p > 2,

som det ses pa figur[4.3

Lad u, veere enhedsvektoren, som ligger langs denne halveringslinje. Det naeste LARS
estimat er dermed

[ = i1 +Youy,

hvor ¥, er valgt, sdledes at fi; =y, i dette tilfeelde hvor p = 2. For p > 2, da vil stepsterrelsen
¥ veere mindre, hvilket forer til en anden sendring af retningen, som illustreres pa figur[4.3]
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X3

o u m X1

Figur 4.3: I hvert trin ncermer LARS estimatet iy sig det tilhorende OLS estimatyy, men vil
aldrig na det.

Efterfolgende LARS trin tages langs ensvinklede vektorer, som generaliserer vektoren u,
i ﬁgur Vi antager, at praediktorerne xy,...,X, er lineert uafhaengige. Lad A veere er en
delmengde af indekser {1,..., p}, og definer matricen

XAz(...ijj...)]_EA, (4.10)

hvor s; = +1 0g X 4 er en matrix, som bestér af sgjlerne i X, der er inkluderet i A gange med
si.Lad
j

~ -1/2
N4=XX4 og AA:(leAllA) , (4.11)

hvor 1 4 er en vektor af 1-taller med en leengde lig antallet af elementer i .A. Da defineres en
sdkaldt ensvinklet vektor

uy =X w4y, hVOl‘a)AIAAN;lllA, (4.12)
som er en enhedsvektor, der gor vinkler mellem sgjlerne i X 4 lige store, dvs
Xlug=A414 og llugl;=1. (4.13)

Antag fi 4 er det nuveerende LARS estimat. Lad € = X' (y — fi 4) vere en vektor af nuvaerende
korrelationer (4.9). Den aktive meengde A er en meengde af indekser, som svarer til preedikto-
rerne med de storste absolutte korrelationer

ézm]ax{|a,-|} og A={j:|gj|=¢}. (4.19)
Lad
sj =sign (Ej), jeA. (4.15)

Herefter kan vi give en fyldestgorende beskrivelse af LARS algoritmen.

MAOK10 5.219 28



ALGORITME 4.2: LARS ALGORITMEN

1. Standardisér preediktorerne og centrér responsvariablen. Start med fip =0, € =
X'y, 0g A= .

2. Find preediktoren x; med den storste veerdi af | Ej| og definer den aktive mangde
A={j}.

3. Gentag folgende indtil alle praediktorer er indeholdt i den aktive mangde:

e Udregn¢, C,X 4, A4 oguy som i (Z.10) samt

a= XTuA.
* Opdatér fi 4 til
Ba, =RA+Yuy, (4.16)
hvor
N . C- Ej C+ 3j
7 = min , , 4.17)
jeAc | Ag—aj Ap+a;j .

og hvor min {-, } + indikerer, at minimum kun tages over de positive kompo-
nenter indenfor valget af j i (4.17).

e Set A=Au {f}, hvor fer minimeringsindekset i (4.17).

For LARS algoritmen kraeves blot p trin for at finde den fulde lgsning. De beregningsmaes-
sige omkostninger for LARS algoritmen er af samme orden som lgsningen af OLS med p
praediktorer.

4.3.1 Lasso modifikation

I dette afsnit beskrives en simpel modifikation af LARS algoritmen, sledes at den giver lasso
estimater. Lad 255 veere losningen til lasso problemet med fil2ss0 = X150 Da kan
det vises, at fortegnet af enhver ikke-nul koefficient B j og fortegnet s; af den nuveerende
korrelation ¢; =x; (y— fi) m stemme overens

sign (B]) = sign(ﬁj) =sj, jeA (4.18)

Denne restriktion er ikke inkluderet i LARS algoritmen, men kan nemt modificeres hertil: Nér
en ikke-nul koefficient cendrer fortegn eller bliver lig nul, da fjernes variablen fra den aktive
meengde og vi beregner igen den nuveerende ensvinklede retning (4.16).

For at tage denne modifikation i betragtning, defineres en p x 1 vektor

~ ) sjwy;, hvisjeA,

0, ellers,
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hvor w 4, betegner elementet af vektoren w 4, som svarer til indeks j. For j € A opdateres
~ ~ore ~
Bi(y) =B +vd;,

hvor Bl;rev er lasso estimaterne fra det tidligere trin. Lad

2 e jemnin)

Yi=

Hvis 7 < ¥, stoppes det igangvaerende LARS trin i y = ¥ og fjern j fra udregningen af den
neaeste ensvinklede retning. Dvs

A, =fia+uy og A.=A-{j},
istedet for (4.16).

En mere detaljeret gennemgang af LARS algoritmen med lasso modifikationen kan findes
i [Efron et al.,2004]. Da variable kan fjernes og tilfgjes til den aktive meengde, er antallet af
trin i LARS algoritmen med lasso modifikationen storre end p.

Diabetes data: Figur [4.4]illustrerer koefficientstierne for LARS algoritmen uden og med
lasso modifikationen, som funktion af fraktionen af ¢;-normen for diabetes data.

LARS
40-——of |1 2 s 4 |56 7 89 10 age
- — ] bmi
20- — glu
S / I
g / ] — hdi
c /
3 0 /\ _///_// — ld
% ~—_ ~ —— — ltg
o ——
X — map
_20-
sex
tc
—40- ' ' ' ' ' tch
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
[Bl/ max|p]
LARS med lasso modifikation
40-——of |1 2 ||s 4 |56 7 89 10 |11 12 age
| — | .
| ——] bmi
20- — glu
Joi — | | T — — hdl
] —
S 0 /\ = 1 — i
% T~ /,// — Itg
o ——
4 — map
_20-
sex
tc
—40- ' ' ' ' ' tch
0.00 0.25 0.50 075 1.00
[Bl/ max|p]

Figur 4.4: Koefficientstierne for LARS algoritmen uden og med lasso modifikationen som
funktion af fraktionen af ¢, -normen for diabetes data.

Bl _ . . e . . . | B
maxp] = 0, da er ingen variable tilfgjet til den aktive maengde og hvis max| Bl

alle variable inkluderet. Af figuren kan vi afleese raekkefolgen, hvori variablerne medtages

=1ler

Hvis
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i modellen. For LARS algoritmen uden lasso modifikationen udferes 10 trin, mens LARS
algoritmen med lasso modifikationen udferer 12 trin. De 2 ekstra trin som LARS algoritmen
med lasso modifikationen udferer, kommer af, at variablen hdl fjernes og tilfojes igen i
henholdsvis trin 11 og 12. Heraf ses det ogs3, at stien er kontinuert og stykvis lineaer. Den
aktive meengde og fortegnene af de aktive variable er konstant mellem trinene. <
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Generaliseringer af lasso estimatoren

I dette kapitel beskrives nogle generaliseringer af standard lasso herunder elastisk net, group
lasso og adaptive lasso. Disse procedurer har alle de to essentielle egenskaber af standard lasso,
som er at mindske koefficienterne og udvcelge variable eller grupper af variable.

Selvom lasso har vist succes i mange tilfeelde, har den ogsa nogle begraensninger:

(1) Hvis p > n, da udvelger lasso hejst n variable, som folge af at lasso er et konveks
optimeringsproblem. Derudover er lasso ikke veldefineret medmindre | §; < .

(2) Huvis der eksisterer en gruppe af variable, som har hej parvis korrelation, da har lasso
en tendens til blot at udvaelge én variabel fra denne gruppe og denne variabel udveelges
tilfeeldigt [Zou & Hastie, 2005].

(3) Hvis n > p og variablerne er hojt korreleret, da er det empirisk bevist, at lasso preedik-
terer darligere end ridge regression [Tibshirani, 1996].

Malet er at finde en metode, som overkommer ovenstadende begraensninger.

5.1 Elastisk net

I dette afsnit introduceres en metode kaldet elastisk net, som kombinerer ridge regression og
lasso. Metoden blev farst praesenteret i [Zou & Hastie, 2005].

DEFINITION 5.1: NAIV ELASTISK NET

Naiv elastiske net lgser folgende optimeringsproblem

BN = arg min{lly—XBI3 + 1211 813 + M 1Bl |, (5.1)
PeRP
for /11, A,z >0.
Lad a = ﬁ, da er (5.I) eekvivalent med optimeringsproblemet

o . 1
BravEN — aro mm{||y—xm|§}, whtat=(1-a) |12 +alpli <t
BeRP 2
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som kan omskrives til et Lagrange problem

1
E(l—a)||ﬁ||§+allﬁ||1]}- (5.2)

ﬁnaiVEN = arg min ||y—Xﬁ||§ +A
PERP

Hvis a@ = 0, da reduceres det til den kvadrerede ¢,-norm svarende til strafleddet for ridge
regression, og hvis @ = 1 reduceres strafleddet til /;-normen svarende til strafleddet for
lasso. Optimeringsproblemet er streng konveks for a € [0, 1), hvilket betyder, at der altid
eksisterer en entydig lesning. For @ = 1 er problemet konveks, men ikke streng konveks. Figur
illustrerer betingelsesomréderne for ridge regression, lasso og elastisk net.

B2

- - -ridge regression
lasso
B - — elastisk net med a = 0.5

Figur 5.1: Betingelsesomrdderne for ridge regression, lasso og elastisk net med a = 0.5 i to
dimensioner.

Nedenstdende lemma viser, at optimeringsproblemet for naiv elastisk net kan transfor-
meres til et &ekvivalent lasso problem pa augmented data.

LEMMA 5.1

Givet data (y,X) og parametrene (11, 1,), defineres et augmented dataszt

X «_|Y
Vi ¥ T (0)’
hvorX* eren (n+ p)x p matrixogy* er en n+p vektor. Lad y = ﬁ/l og B* = \/1+ A, pravEN,
2
da kan omskrives til

X* = (1 +Az)_1/2

B =argmin{lly -X" 13+ 1B I}, (5.3)
B*eRP
hvor
BnaiVEN — 1 o

\/1+/12ﬁ '
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Bevis. Vi har, at
1 ~

S

BnaivEN —

hvor if* er givet i (5.3), séledes far vi, at

2
ZnaivEN . y “12] X o
= -1+ 1+A + 1+1
| | N WM N [N M
2
. y X
= - +A
gm{ o) (‘@1,,)1*2 81,
2
; y-Xp
= arg min +21
e
= arg min { Iy = XBI3 + 221813 + A 1Bl }.

PeRP
O
Naiv elastisk net kan i princippet veelge alle p praediktorer i alle tilfeelde, da X* har rang p.
Dermed er naiv elastisk net ikke begraenset til blot at veelge n preediktorer, hvis p > n, som er

tilfeeldet for lasso som beskrevet i punkt[(1)} Lemmal5.1]viser ogsa, at naiv elastisk net udferer
variabeludvelgelse svarende til lasso.

LEMMA 5.2

Hvis X er ortogonal, da geelder, at

30
B\;idge _ lﬁ_']_ ;SZ ’ (5.4)
eselr ) e
BOLS| _ Ay OLS
B\l;aivEstign(B?LS) (‘ﬁjljbz )+ ) 5211 (f/{z ) (5.6)

Bevis. Estimatoren for ridge regression i det ortogonale tilfeelde (5.4) folger direkte ud fra
ridge regression estimatoren (3.5), daX’X =1 p 08 BOLS =XTy. For at bevise lasso estimatoren
i det ortogonale tilfeelde (5.5), omskrives lasso problemet (3.3) til folgende

p13%° = arg min{(y—xﬁ) " (y-XB)+ M “ﬁ“l}
PeRP

= arg min {yTy— 28X y+ pIXTXB+ Ay ||ﬂ||1}
PeRP

=arg min{—ZﬂTﬁOLS +ﬁTﬂ+11||ﬁ||1}-
PeRP
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Lad os blot betragte j’te indeks af lasso estimatoren

Blj?‘sso = argmin{—zﬁjﬁ?L5+ﬂ§ +/11|,Bj|}.
ﬁ.

J

Vi differentierer

5 —/11 ,Bj <0
a_ﬁ(_zﬁjﬁ?m*‘ﬁ?*‘/hlﬁﬂ) =—2p% +2B; +4 [A1, 1] Bj=0,
g A1 Bj>0
som settes lig 0 og isolerer for §;
1 —ﬂl ,Bj <0
IB‘]};&SSOZB?LS_E (=11, 11] '3]-:0
A1 Bj>0
A A A A
ﬂ]QLS_’_?l ﬁ?LS<—?1
={0 B < A
A A A
E;‘)LS_TI IB?LS> 71

Hvoraf vi far, at El]?sso =8Suy (E?LS), som fuldferer beviset. Estimatoren for naiv elastisk net i
2
det ortogonale tilfeelde (5.6) folger af (5.4) og (5.5), da denne er en kombination heraf. O

Figur[5.2]illustrerer en sammenligning af straffen for ridge regression, lasso og naiv elastisk
net, nar X er ortogonal. Heraf ses det ogsd, at naiv elastisk net er en to-trins procedure. Forst
mindskes koefficienterne ud fra ridge regression, hvorefter lasso udferer variabeludvelgelse.

B

- - -ridge regression
lasso
— elastisk net med a = 0.5

Figur 5.2: Straffen for ridge regression, lasso og naiv elastisk net hvisX er ortogonal for para-
metrene Ly =2 og Ay =1.

Hvis vi har en gruppe af hojt korrelerede variable, da vil lasso blot udveelge én variabel
og denne udvzelges tilfeeldigt, som neevnt i punkt[(2)} Men naiv elastisk net udveelger alle
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variable i denne gruppe, som vi nu vil vise. En regressionsmetode udviser denne evne, hvis
regressionskoeffcienterne er approksimativt ens for en gruppe af hajt korrelerede variable.

LEMMA 5.3

Lad os betragte

B = arg min |y - XI5+ AJ (B), (5.7)
PeRP

hvor J (-) er positiv for g # 0. Antagx; =x;j, for i, j=1,..., p.
a) Hvis J(-) er streng konveks, da er E,- = Ej, for alle A = 0.

b) Hvis J(B) = I Bll1, daer B;B; =0 og B* er optimum af (5.7), hvor

Ek k#iogk#j,
B\;’; = ﬁi + ﬁj N k= i,
Bi-l-Bj (1—8) ij,
for ethvert s € [0,1].
Bevis. Dette bevis undlades, men vi referer til s. 318 i [Zou & Hastie, 2005]. O

Hvis vi har identiske preediktorer, da giver lemma at streng konveksitet sikrer, at alle
variable i en gruppe veelges. Elastisk net med A, > 0 er streng konveks, og har dermed denne
egenskab som gnsket.

SATNING 5.1

Givet data (y,X) og parametrene (11, 1,), hvor responsvariablen er centreret og praedik-
torerne er standardiseret. Lad aVEN (11, A2) veere estimatet for naiv elastisk net. Antag
,B?aNEN (/ll, Az) ﬁ?alVEN (A], /12) > 0. Definer

= _lly”l ElilaiVEN (/11’ 12) _ B;laiVEN (Af]; AZ) ’ ,

Dy, 1, (0,)
daer
.. 1
D, (1:7) = -/2(1=p), (5.8)
2
hvor p = xl;rx ;j er den empiriske korrelation.

Bevis. Hvis B7*"™N (A1, 2) BN (A1, 42) > 0, da er bade BN (41, 12) og BN (A4, 12)
ikke-nul og der ma geelde, at sign { BRAVEN (14, 1,) } = sign { B‘]?aiVEN (A1,12) } Lad L (A1, A2, B) =
ly —Xpl3 + A2l Bl5 + A1l Bll1, séledes at argmingegy {L()Ll,/lg,ﬁ)} svarer til (5.I). Da méa
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BVEN (11, 1,) opfylde, at

OL (A1, As, B)

- .. pnaivEN
0Bk |ﬁ=ﬁ"aivEN () 0, hvis Sy (A1,12) #0.

Derfor har vi, at

—2x] [y =XB"EN (A1, 1)) + 242 8PN (A4, A2) + Arsign {BrVEN (41, 40)f =0, (5.9)

i
~ax! (y—xﬁlaiVEN (A1, )12)) + 20, B2EN (4, 1) + Aysign { pratviN (/11,/12)} 0. (5.10)
Vi subtraherer fra og finder, at

(X}" _xg") (y_XﬁnaivEN (/II;AZ)) + Ao (B)ilaivEN (/11, /12) _ B}]}aivEN (/11’/12)) =0,

som er akvivalent med

P P 1
ﬂ?aIVEN (/11,12) _ ﬁ;]alVEN (AI»A'Z) = /1—2 (XZT —X}")?(Al,/’lz) y (5.11)

hvor #(A;,12) =y — XB"VEN (1, 1,) er en vektor af residualer. Da X er standardiseret, har vi,
at |x; —x;[13 =2(1- p), hvor p =x/x;. Af (5.I) mé vi have, at

bt B 1) 1008 =0)
dvs

[rtan 2o+ 2e B (an22) [+ 4

BN (11,25) |, < yl3-

Dermed er [[F(A1,12) lI2 < llyll2 og (5.1T) medforer, at

N R R
Dy, (62)) = Iyl A—Z(Xf‘xjr)r(ﬁl»ﬂz)
1 T T
SA_Z (Xi —X]-) ,
1
=, V-0

O

Meengden Dy, », (i, j) betegner differensen mellem koefficientstierne af preediktor i og j.
Hvis x; og X; er hojt korrelerede, dvs p = 1, giver saetning at differensen mellem koeffici-
entstierne af preediktor i og j er naesten 0. Den gvre grense i giver et kvantitativ mal for
denne grupperings egenskab, som naiv elastisk net har.

Empiriske resultater har vist, at naiv elastisk net ikke preesterer tilfredsstillende, med-
mindre den er teet pa enten ridge regression eller lasso. Derfor kaldes den naiv. Som naevnt
tidligere bestemmes en metodes pradiktionsevne gennem bias-variance tradeoff. Naiv ela-
stisk net er somsagt en to-trins procedure. For ethvert fast 1,, mindskes koefficienterne forst
ud fra ridge regression, hvorefter lasso udferer variabeludveelgelse. Derfor introduceres en

MAOK10 5.219 38



sdkaldt “dobbelt straf”. Dette reducerer ikke variansen meget og giver unedvendig ekstra bias
i forhold til ridge regression eller lasso. Derfor introduceres blot elastisk net, som korrigerer
for denne dobbelt straf.

I lemmafandt vi, at naiv elastisk net lgser folgende

A A
B* =argmin{ |y* —X*B* 112 + —I1B*Il1 ;. (5.12)
B*eRP 2 V1+ A

Estimaterne for elastisk net (korrigeret) er defineret ved
BN = TH B

Da praVEN = _L_ B* harvi, at

vV 1+/12

EEN — (1 + /12) I’i\naivEN.

Dermed er elastisk net koefficienterne skaleret naiv elastisk net koefficienter. Denne transfor-
mation bevarer variabeludveelgelsen af naiv elastisk net og er den simpleste méde at annullere
den ekstra tilfojede straf. Derfor er egenskaberne for naiv elastisk net, som er beskrevet i dette
afsnit stadig geeldende for elastisk net.

SATNING 5.2

Givet data (y,X) og parametrene (11,1,), da er estimaterne for elastisk net givet ved

XTX + 2,1,

»EN
p 1+ A,

=argmin{ !
B

)ﬂ_zyTXﬁ'f'Al"ﬁ”l . (5.13)

Bevis. Vihar, at
EEN =v1 +/123*,

hvor ﬁ* er givet i (5.12), saledes far vi, at

2

s A
ﬁEN =arg min y* _X* ﬁ + 1 ﬁ
p \/1+Ag 2 \/1+/12 \/1+Ag 1
T T
= arg min y*Ty* iy b +pT + LlAlh (5.14)
1+ Ay 1+, 1+,
Folgende identiteter
wT XTX_FAZIP w1 YTX xT %
X" X" = = vy =v'y,
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indseettes i (5.14), og vi fér, at

. X XX+ 2,1 y)
BN = arg min yTy—Zy b +p7 22’0 + Al
BeRP 1+, (1 + /12) 1+A;
XTX + 2,1
= i —2y"Xp+pT | ———=L|p+2 +yl
arpg;@ln T+ 7, y Xp+p T+ 1, )ﬁ Bl | +y'y
XX + 2,1
=argmin{ -2y’ Xp+ g7 oy B+ APl
ﬁERp 1+ A«z
O
Estimatoren for lasso kan omskrives til
p13%° = arg min{—ZyTXﬁ +p" (XTX) B+MlBh }, (5.15)
PeRP

derfor fortolker saetning elastisk net som en stabil version af lasso. Lad £ = XX vaere den
empiriske korrelationsmatrix og

XTX + 2,1, R
- " = —_ + ,

1+ /12 Y Y P
I j}iz mindsker £ mod identitetsmatricen. Ligning (5.13) og (5.15) viser, at skalere

elastisk net er &kvivalent med at erstatte T med identitetsmatricen i lasso.

hvory =

5.1.1 Udregning af elastisk net

For coordinat descent algoritmen betragtes naiv elastisk net problemet pa Lagrange form
(5.2), mens LARS algoritmen betragter optimeringsproblemet (5.1).

Coordinat descent

For standardiserede preediktorer og en centeret responsvariabel er coordinate descent opda-
teringen for j’te koefficient givet ved

. Sai (ﬁ])
m~naivEN _ 2\ )
B (A) = F Al (5.16)

hvor f j= %2?21 r§] )xi jog rl.(] )= Vi— Xk#j xikﬁﬁai"EN (1) er de partielle residualer. Vi gen-

nemlgber opdateringen (5.16) indtil konvergens.
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Diabetes data: P4 figur b.3]illustreres koefficientstierne for lasso og elastisk net for a =
0.2 for diabetes data, hvor vi ser, at elastisk net udferer variabeludveelgelse og mindsker

koefficienterne mere jeevnt end lasso.

Lasso

20-

Koefficienter
o

-4 2 0

Elastisk net, a = 0.2

20-

Koefficienter
o

2 0
log(A)

age
— bmi
— glu
— hdl
— ldI
— ltg
— map

sex

tch

age
— bmi
—glu
— hdl
— IdI
— Ity
— map

sex

tch

Figur 5.3: Koefficientstierne for lasso og elastisk net for a = 0.2 som funktion aflog(A) for

diabetes data.

LARS

Algoritmen LARS-EN kan anvendes til at lgse elastisk net, som er baseret pd LARS algoritmen.
Af lemmal5.1]ved vi, at for ethvert fast A, er elastisk net problemet skvivalent med lasso
problemet pd augmented data. Derfor kan LARS algoritmen anvendes direkte til at finde

lesningsstien for naiv elastisk net.
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5.2 Group lasso

[Yuan & Lin, [2006] introducerede en generalisering af standard lasso kaldet group lasso,
som tillader, at forudbestemte grupper af preediktorer veelges eller fraveelges, séaledes at alle
praediktorer i en specifik gruppe er enten inkluderet eller ikke inkluderet. Afsnittet er skrevet
ud fra kapitel 4 i [Hastie et al.,2015] samt [Yuan & Lin, |2006].

Betragt en lineaer regressionsmodel med J grupper af preediktorer, oglad z; og 6 ; veere
p;j x 1 vektorer som repraesenterer praediktorerne i gruppe j for j =1,..., J og deres koeffici-
enter.

DEFINITION 5.2: GROUP LASSO
Group lasso lgser folgende optimeringsproblem

2
Agroup lasso &
0

J J
; = arg min EZ yi—ZziTij +A) 105l ¢ (5.17)
Jj=1 J=1

Hje[R”f i=1

For optimeringsproblemet (5.17) geelder der, at

¢ Alle indgange i goroup lasso

7 vil veere lig nul eller ikke-nul atheengig af 1.

* Néar p; =1, da har vi, at |02 = |0;], sdledes at alle grupper bestér af én preediktor,
dermed reduceres optimeringsproblemet (5.17) til standard lasso.

I straffes alle grupper ligeligt, hvilket betyder, at storre grupper vil have en tendens til
at blive valgt. [Yuan & Lin, 2006] anbefalede at veegte strafleddene for hver gruppe i forhold
til gruppens starrelse med en faktor ,/pj.

Der findes yderligere nogle udvidelse af group lasso kaldet sparse group lasso samt overlap
group lasso. Sparse group lasso udferer variabeludveelgelse indenfor de valgte grupper, mens
overlap group lasso tillader overlap mellem grupperne, dvs at praediktorerne kan tilhorer
mere end én gruppe. Vi vil dog kun fokuser pa standard group lasso.

5.2.1 Udregning af group lasso
Block coordinate descent
Lad os omskrive optimeringsproblemet (5.17) pa matrix-vektor form

]
2 18;l2 ¢, (5.18)

-~ 1 J
g8 13550 — arg mind |y — ) Z;0; 12+
=1 j=1

0,,..0, j

hvoryer en n x 1 vektor ogZ; er en n x p; matrix med j’te sojle z;. For dette problem er nul
subgradient ligningerne givet ved

I
_Z}" (y_ Z Zéeirouplasso) +/1§j =0, ] =1,...,J,
/=1

For at undgé forvirring lader viz; og 8 j betegne variablerne i gruppe j og deres koefficienter, istedet for X
og f; som vi anvender for skalarer
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hvors; er et element af subdifferentialet af normen || - |2 evalueret i

é‘gmup lasso

N lasso
egroup )
J

A 1 PN - 1 PN
Nar B}g.muP 459 20, har vi, at = , 0g Nar B}g.muP %9 = 0, har vi, at 8 ;i er enhver
2

A]
I H?OUP lasso I
vektor, hvor [[S;[|> < 1. Block coordinate descent kan anvendes til at lgse disse nul subgra-
dient ligningerne, hvor vi lgser for éf“’“p lasso, mens alle block vektorer {éi“’“p lasso, k#j }

fastholdes. Da problemet er konveks, og strafleddet kan opdeles efter block, konvergerer
algoritmen til et globalt minimum [Tseng, 1993].

Lad {giroup lasso, k # j} veere fastholdt, da kan vi skrive

T (.. _ pgroup lasso - _
-2! (r;-2,;68 |+ 28 =0,

hvorr; =y—3 iz; 7,0 er det j'te partielle residual. Fra betingelserne opfyldt af subgradienten
§;, ma vi have, at §§r°“p lasso _ 0 hvis IIZ].Tr]- 2 <A, og ellers er

-1

ajv?roup lasso — Z-T

]Zj+

T .
—rouwpTasso. Wi | ZjTi- (5.19)
”0]' ||2

Denne opdatering minder om lgsningen af ridge regression (3.5), bortset fra at den underlig-
gende strafparameter athaenger af ||§;s.r0llp lasso 2. Ligning (5.19) har desveerre ikke en lukket

lesning for é\}g.mul) lasso, medmindre at Z; er ortonormal. I dette special tilfeelde har vi, at

. A
Hfroup lasso _ 1— - Z]Trj.
1Z]xlz |
LARS

LARS algoritmen kan udvides til at lase group lasso problemet. Vi vil dog ikke ga mere i
dybden med dette, men blot referere til s. 53-55 i [Yuan & Lin, 2006], hvor en detaljeret
modificeret LARS algoritme er beskrevet.
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5.3 Adaptive lasso

Adaptive lasso blev introduceret i [Zou, [2006] og er endnu en udvidelse af standard lasso.
Ideen bag adaptive lasso er at tildele praediktorernes koefficienter individuelle straffe, istedet
for at alle koefficienter straffes ligeligt, som er tilfeeldet for standard lasso. Den veegtede lasso
er givet ved

p
argmin? [ly-XgI5+A Y wjlBjl ¢,
PeRP j=1

hvor w er en kendt p x 1 vektor og w; = 0.
Adaptive lasso er blot en vaegtet lasso, hvor veegtene w er bestemt, sdledes at metoden
opfylder orakelegenskaberne, som vi vil bevise i afsnit

DEFINITION 5.3: ADAPTIVE LASSO

Antag B er rod-n konsistent til B* (se deﬁnition. Veelg y > 0 og definer w = Iﬁ%’ daer
adaptive lasso estimaterne givet ved
AAL 1817
p - =argmin{ |ly— Xﬁll2 +A Z (5.20)
PeRP |:6 J

5.3.1 Udregning af adaptive lasso

Givet ﬁ er optimeringsproblemet (5.20) konveks, og kan dermed lgses med coordinate des-
cent og LARS algoritmen.

Coordinate descent

Opdateringerne for adaptive lasso i coordinate descent algoritmen er blot en simpel udvidelse
af opdateringerne for standard lasso i afsnit For standardiserede praediktorer og en
centeret responsvariabel er coordinate descent opdateringen for j’te koefficient givet ved

~AL ~
pi (A) =Sm (ﬁ;), (5.21)
hvor ﬁ] =1 D l(])x,] og r(]) = Vi~ Lk#j xikﬁ‘zL (1) er de partielle residualer. Vi gennemlo-

ber opdaterlngen (5.21) 1ndt11 konvergens.
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Diabetes data: Pa figur [5.4)illustreres koefficientstierne for lasso og adaptive lasso med
OLS veaegte og v = 1 for diabetes data.

Lasso

— bmi

20- —glu
— hdl

— dI

— Itg

Koefficienter
o

— map

tch

Adaptive lasso med OLS veegte
8 7 7 4 3 2 0

20- —glu

Koefficienter
o

0 2 4 6
log(A)

Figur 5.4: Koefficientstierne for lasso og adaptive lasso med OLS vcegte ogy = 1 som funktion
aflog(A) for diabetes data.

LARS

Adaptive lasso problemet kan lgses med LARS algoritmen ud fra folgende simple trin

it Xi P
1. Deﬁnerxj_wj forj=1,...,p

. 2
2. Los lasso problemet for alle 1, B* = arg mingey ||y - Z;’:lx;‘. Bj ” +An Z?Zl 1Bl

. . . L B
3. Adaptive lasso estimatoren er da givet ved ,BI}L ==L
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Asymptotiske egenskaber

I dette kapitel vil vi betragte nogle asymptotiske egenskaber af lasso estimatoren og introducere
nogle sakaldte orakelegenskaber. Kapitlet er baseret pd Zou, [2006] og Knight & Fu, [2000].

Lad A = { j: ,B;f # 0} betegne den aktive maengde, hvor [5;‘. betegner koefficienten til x; i

den sande model og antag at |A| = po < p, séledes at den sande model blot athaenger af en
delmengde af preediktorerne. Nedenfor introduceres orakelegenskaberne.

DEFINITION 6.1: ORAKELEGENSKABER

 Variabeludvelgelsen er konsistent, dvs for
An={j:Bj#0} og A={j:p;#0},
geelder der, atlim,_.P (A, =.4) =1.

e Estimatoren er asymptotisk normalfordelt, dvs
Vn(Ba-By) = N (0,2
n ﬁA—ﬁA - ( ) 1)’
hvor g7 = { ﬁ;f ,J € A} og X7 er den sande kovariansmatrix.

En god procedure bor besidde disse orakelegenskaber, dog bar proceduren underlaegges
nogle ekstra betingelser udover orakelegenskaberne for at veere optimal. Derfor er det vigtigt
at understrege, at orakelegenskaber ikke alene resulterer i en optimal procedure.

Vi betragter en linezer regressionsmodel

Vi ZX,'ﬁ* +E&j, i=1,...,n,
hvor ¢; ~ iid (0, 02), og vi antager, at %XTX — C, hvor

Ci Cp

C=
C1 Co

)

er en positiv definit matrix, og C;; er en pg x po matrix.
Under denne antagelse er den asymptotiske fordeling af OLS estimatoren givet ved

\/ﬁ(ﬁOLS — B a N(O,O'ZC_I).

Heraf ses det, at OLS estimatoren er rod-n-konsistent.

47



6.1 Lasso

Lad os betragte lasso estimatoren

e p 14
B0 = argminy lly— Y. x; 815+ A, Y_ 181 ¢,
PeRP j=1 j=1

hvor A, varierer med n. Lad A% = { j: El]?sso # 0} betegne den aktive maengde for lasso
estimatoren.

LEMMA 6.1

Hvis 22 — 14> 0, da vil

=N |4
B2 2 arg min (u—ﬁ*)TC(u—ﬁ*)+AOZ|uJ~I
ﬁERp j:l

Bevis. Beviset undlades, men der henvises til s. 1358 i [Knight & Fu,{2000]. O

Hvis 1g = 0, da geelder ifolge lemma at plasso 14 p*, da strafleddet forsvinder og C er en
positiv definit matrix, og dermed er '2° svagt konsistent.

Selvom A, = o(n) er tilstraekkeligt til konsistens, skal 1, vokse langsommere for rod-n-
konsistens. Men hvis A,, vokser for langsomt, da vil den asymptotiske fordeling af /n (ﬁlasso - ﬁ*)

veere den samme som den for v/n (ﬁOLS - ﬁ*). Saetningindikerer, at A, = O(v/n) kreeves
for rod-n-konsistens af lasso estimatoren.

SATNING 6.1: ASYMPTOTISK FORDELING AF LASSO ESTIMATOREN

Hvis \’}—"ﬁ — Ao =0, da er den asymptotiske fordeling af f125°° givet ved

R p
\/ﬁ(ﬁlasso_ﬁ*) 4 arg min —2uTW+uTCu+/10 Z
PeRP j=1

ujsign (7)1} #0) + w118} = o)] :
hvor W~ N (0, 02C).
Bevis. Beviset undlades, men der henvises til s. 1359 i [Knight & Fu,{2000]. O

PROPOSITION 6.1

Hvis :}—% — Ao =0, daerlimsup,P (.Al,j‘sso = A) < ¢ < 1, hvor c er en positiv konstant, der
afhaenger af den sande model.

Bevis. Beviset undlades, men vi refererer til s. 1425-1426 i [Zoul,|2006]. O
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Proposition[6.1/medforer, at nar A, = O(y/n), da kan A% ikke veere .A med sandsynlighed
1.[Zou| [2006] beviste en nadvendig betingelse for at variabeludvalgelse for lasso estimatoren
er konsistent.

SAETNING 6.2: NODVENDIG BETINGELSE FOR AT VARIABELUDVALGELSE FOR LASSO ESTI-
MATOREN ER KONSISTENT

Antag at lim,_ o, P (.Al,j‘sso = .A) =1, da eksisterer en fortegnsvektor s = (sl, o) Spo)» hvor
sj erlig 1 eller —1, séledes at

[CaCils| <1. 6.1)

Bevis. Beviset undlades, men vi referer til s. 1426 i [Zou, |[2006]. O

Hvis betingelse (6.1) ikke er opfyldt, da er lasso variabeludveelgelsen ikke konsistent.
Hvis X er ortogonal, da er den nodvendige betingelse (6.1) og dermed konsistent variabe-
ludveelgelse for lasso estimatoren garanteret. Hvis p = 2, er den npdvendige betingelse altid

opfyldt, da CZICIllsign (,6:‘4) reduceres til |p|, som er korrelationen imellem przaediktorerne.

6.2 Adaptive lasso

I dette afsnit vil vi bevise, at adaptive lasso estimaterne opfylder orakelegenskaberne for et
passende valg af 1,,. Lad os betragte adaptive lasso estimatoren

=R p p
P =argminy lly- Y x;B,l5+A, Y. @;IB;l ¢,
BeRP j=1 j=1

hvor ; = ﬁ for y > 0 og A,, varierer med n. Lad AjL = {j :,E?L # 0} betegne den aktive
J
mengde for adaptive lasso estimatoren.
SATNING 6.3

Antag j—"ﬁ —0o0g AnnyT_l — oo, da opfylder adaptive lasso estimaterne fglgende:
» Konsistent variabeludvalgelsen: lim,,—.o, P(AXL = A) = 1.

» Asymptotisk normalitet: \/n ( AﬁlL - [52) 4 N(0, % Ci, 11).

Bevis. Forst bevises asymptotisk normalitet. Lad g = * + \/lﬁ og

2
Y, = y—ij(ﬁ;f+—]) +An ) W; ,B’]'f+—]
j=1 vn , j=1

vk
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Lad 6" = argmin¥,(w), da er B = p° + {2 eller a® = /7 ("~ 7). Lad V'™ =
¥, (u) - ¥,(0), da gaelder, at

2
L o, U
Y—j;xj (:Bj +ﬁ) 2

Vi opdeler ovenstdende ligning. Vi betragter forst leddene hvor strafparametrene indgar

p
+An Y W;|f5+ —
j=1

V(u)(n) —

p
An ). ;)
=1

*
j .

2
p *
v- 2 xB}|| -
=

T TP IOV PP P PN (P A Y
j=1 g n j=1 ! j=1 vn !
Vi ser herefter pa de to resterende led
2 2
C o U SR
Y- X Bi+—=|Il - Y‘ijﬁj )
j=1 vn ) j=1 )
som kan skrives pa matrix-vektor form
Xu |° Xu |*
u
-Xp*-—| —|y-X =lle-=—=| -lel3
ﬁ \/ﬁ ) ” ﬁ ”2 \/ﬁ , 2
Xu Xu T
=le-— -—|-¢€'¢
vn vn
_u'XX)u Xu
- n vn
T X
X' X(u-2—u
n
Vi far s§, at
1 e’X P uj
V(u)(")zuT(—XTX)u—Z—u—i—)t wi||ps+—=|-18%
—uT(lex) 28 Xy A iw\/ﬁ g+ || 6.2)
o \n vnooovnim ! I yn arh '

For forste led i (6.2) geelder der, at XTX — Cog for andet led har vi, at E\FX LW~N (0,0%0).
Lad os betragte sidste led i (6.2).
Hvis ﬁ;f #0, da har vi, at ; Ly ﬁ;f |77. Yderligere har vi, at

B+ |- 15

. 6 £ *

Jim g —— = 55 |6; | =sien (65),
v j
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hvoraf det folger, at lim,,_., vn ( ﬁ’]'f + \l;_jﬁ - ,B;T ) = ujsign (ﬁ;‘) Af Slutskys swtninghar
vi, at
%wj\/ﬁ( ,6;‘-+% -|6; )ﬂo.
Hvis ,B;f =0, da har vi \/ﬁ( ,6’; + \l;_]ﬁ - ,B;f ) = |uj|. Veegtene omskrives til
. Y A Y e

Bit) \vasi) ()

w]'—

Ay Ay 2 g
Sy = S —=\1,nz —=—, hvor
Nt NG 1 "

lvnpB;lr’
\/E,Bj = 0p(1) og vi ved at /lnnYT_1 — 00, da har vi, at Ay lT/qujI — oo. Af Slutsky seetning ser

vn

hvory >0o0g B j errod-n-konsistent. Heraf har vi, at

vi, at VU (u) 4 V (u) for alle u, hvor

T T . _ .
Vi) = uCrjuy—2u,Wy hvisu;=0,Vj¢ A,
o) hvis Ju; #0, j ¢ A.

T
Da funktionen V" er konveks, og (c;llw A 0) er et entydig minimum af V, folger det af

[Zou, 2006] at argmin v _, argmin V. Derfor fér vi

a? L ciiwy og a% Lo 6.3)

Vi observerer, at W 4 ~ N(0,05%C11), og da har vi bevist asymptotisk normalitet.

Herefter vil vi bevise, at variabeludveelgelsen er konsistent. For alle j € A giver den
asymptotiske normalitet, at ﬁ/}L 14 ,67, dvs P ( jE .A%L) — 1. Derfor er det tilstrakkeligt at vise,

atforalle j' ¢ A, davil P (j’ € A%L) —0.
Vi betragter j' € AAL, saledes at B?,L # 0. Af KKT betingelserne har vi, at

ZX}; (y—XBAL) =AnWj

sl

som er akvivalent med
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Vi fandt, at \’17 + 2 00. Vi har da, at
x7, (y—XﬁAL) x], (Xﬁ* +€ —XﬁAL)
o d _ o
vn Vn

(B-B") xje

=2 +2—

vn vn
TX\/—( ﬁAL) x]T,e
= +2——.
n vn

/(s
Af og Slutskys satning[A.1} ved vi at 2# konvergerer i fordeling mod en

. XL€ g s .
normalfordeling og Zﬁ - N (0,4||xjr <o ) Dermed har vi, at

(] eAAL) (Zx (y XﬁAL) Anw,-r)ﬁo.

6.3 Nonnegative garrote

Nonnegative garrote, som blev preesenteret i afsnit[3.4] finder en meengde af ikke-negative
faktorer ud fra

P
¢=argmin{ |y— Z x;P AOLSCJ 15+ An Y cj ¢, wh.t atc; =0 for allej. (6.4)
ceRP ] 1 ] 1
Estimaterne for nonnegative garrote er da givet ved BI}IG =Cj B?LS. Nonnegative garrote er
teet relateret til et specialtilfeelde af adaptive lasso. Antag y = 1 og veelg W = | pOLS| da lgser
adaptive lasso fplgende optimeringsproblem
P 1Bl
ﬁ =argmin{ |ly— Zx]ﬁ]||2+/1nz =015 (6.5)
PeRP =B
pye
Dacj= ET kan (6.4) omskrives til
ANG d |ﬁ] ROLS .
B~ = argmin{ |y - ZX],B]HZ +1, Z |BOLS| , whit at ;57" = 0 foralle .
PeRP

Dermed kan nonnegative garrote betragtes som adaptive lasso, hvor y = 1 og med en ekstra
fortegnsbetingelse.
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KOROLLAR 6.1

Hvis vi veelger A, sdledes at \’}—"ﬁ — 0 0g A, — oo, da er variabeludvelgelsen af nonnega-
tive garrote konsistent.

Bevis. Lad ﬁAL vaere adaptive lasso estimatoren i (6.5). Fra saetningved vi, at ﬁAL op-
fylder orakelegenskaberne, hvis % — 0 og A, — oo. For at vise at variabeludveelgelsen af

nonnegative garrote er konsistent, er det tilstraekkeligt at vise, at ﬁAL opfylder fortegns-
betingelsen, §; ﬁ?LS > 0, med en sandsynlighed gaende mod 1. Velg et vilkarligt j. Hvis

. 2 P (ax)? AL A o AL A
je A dapipos L () > 0, dvs P(BA-FOS 2 0) — 1. Hyis j ¢ A, da P(B)B9520) >

P (B’}L = 0) — 1.1 begge tilfelde vil P (E?LB?LS > 0) — 1forethvert j=1,...,p. O
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7

Statistisk inferens

Da klassisk inferens ikke kan anvendes pd adaptive procedurer, eftersom udvcelgelsen af va-
riable afhcenger af data, introducerer vi i dette kapitel teori for inferens af lasso. Kapitlet er
baseret pa [Lockhart et al.,|2014], [Tibshirani et al.,|2016] samt kapitel 6 i [Hastie et al.,[2015].

Foruden bootstrap vil vi i den empiriske del betragte kovarians testen samt TG testen. Kovari-
ans testen anvendes for LARS algoritmen med lasso modifikation, mens TG testen anvendes
for LARS algoritmen uden lasso modifikation og lasso modellen med en fast veerdi af tuning
parameteren. Teorien for dette er udviklet i nyere tid og er stadig under udvikling. R-pakkerne
covTest og selectiveInference understotter testene, som beskrives i dette kapitel.

7.1 Kovarians testen

I dette afsnit introduceres en test, der kan tildele p-verdier til preediktorerne, som er udvalgt
aflasso. Testen er baseret pa LARS algoritmen og blev introduceret i [Lockhart et al., 2014].
Betragt det velkendte linezere regressionssetup

y=XB+¢, £~N(0,021n), (7.1)

hvor y er en n x 1 vektor med responsvariablen, X er en n x p matrix med preaediktorer og ff er
en p x 1 vektor, som skal estimeres.

Vi antager, at sgjlerne i X er i generel position, for at sikre at lasningsstien for LARS
algoritmen med lasso modifikationen er entydig (se definition[A.3). Vi onsker, at teste om
preaediktoren, som tilfejes til den aktive maengde i step k, er signifikant. Den aktive maengde
betegner somsagt preediktorerne med ikke-nul koefficienter, og vilader 1, betegne k’te step i
losningsstien. Lad Aj_; betegne den aktive mangde i step k — 1 inden preediktoren tilfojes,
og lad ﬁﬁs:z (Ak+1) veere losningen i A4, ved kun at anvende praediktorerne i Ag_;. Denne
lesning er eksplicit givet ved

’1 }’

hvorX 4, , er en matrix, der bestar af de sojler i X, som svarer til praediktorerne i Ay_;. Lad
plasso (Ak+1) betegne losningen i A¢,; ud fra preediktorerne i Ay_; U {;j}. Da kan vi definere
teststorrelsen af kovarians testen

eV = % (<y,xi§‘a“° ()} = (v X, B (i) >) : (7.2)

: A
+
9 k+1

B (Aks1) = argmin {“Y‘Xf‘“ﬁ A i

ﬁAk—l eR'Akfl‘
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Intuitivt er teststorrelsen af kovarians testen i en funktion af differensen mellem Xﬁlasso
0gX 4, , ﬁﬁsﬁ, dvs de fittede veerdier givet ved at inkludere og undlade j’te preediktor i den
nuverende aktive maengde. Navnet af testen kommer af, at teelleren i kan betragtes
som differensen mellem empiriske (ikke-centreret) kovarianser og et lille led. DDesto storre
kovarians af y og Xp'25%° sammenlignet med X Ay ﬁﬁf_‘:, desto vigtigere er j’te preediktor i
modellen Ay_; U {j}.

Under nulhypotesen at lasso modellen med den aktive mangde .A;_, indeholder alle
sande aktive variable, dvs H : Ax_ 2 supp (B*) (se deﬁnition, hvor * er den sande
koefficientvektor, da har teststorrelsen i en asymptotisk standard eksponentiel fordeling

T L Exp (1).

Vi henviser til s. 425-441 i [Lockhart et al.,[2014], hvor resultatet bevises. Hvis 2 er ukendt,
kan den estimeres under den fulde model 52 = n+pSSRp. Dette indseettes i (7.2), og ekspo-
nential testen bliver en eksakt F, ;) test.

Diabetes data: For diabetes data gnsker vi at udregne p-veerdien for preediktoren hdl,
som tilfgjes til den aktive meengde i fjerde step af LARS algoritmen (se figur[7.1). Da skal vi

udregne kovariansen i A5, der er givet ved <y, X plasso (15)>. Herefter fjernes preediktoren hdl,
hvilket giver den aktive maengde As, vi refitter i A5 og udregner igen kovariansen i As, der er
givet ved <y, X4, ﬁﬁzso (15)>. Teststorrelsen af kovarians testen er da givet ved

% = % (<Y X (43)) - (3. X, B W»)'

40- A A A A A AA 40- A A A A A AA
1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7
age age
30- e bmi 304 e bmi
glu glu
3 " — —hd g 20 — — hdl
c . = .
2 / — IdI 2 / — Idl
2 8
£ | — Itg 5 — —ltg
o 10- — o 10 —
XY / — map X / — map
sex sex
0 ] 0 P
\ tc \ tc
~ tch ~ tch
-10- B -10 B
-10 -9 -8 -10 -9 -8
-log(?) —log(n)

Figur 7.1: lllustration af kovarians testen for preediktoren hdl.

Lad y =y- p+p med p = XB*, da kan telleren af omskrives 7% = <y—p,XﬁlaSS° (/lk+1)> -

<y -wXy, ﬁﬁsks"l [Ak+1]> + <p,XﬁlaSS° (Mkes1) =X 4, ﬁﬁisol (Ak+1)>. De forste to led er empiriske kovarian-

ser og det sidste led er typisk lille.
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Resultatet af kovarians testen anvendt pa diabetes data er givet i tabel [7.1] Nulhypotesen
afvises for bmi, 1tg, map og hdl, som tilfgjes til den aktive maengde i step 1-4, hvilket betyder,
at disse praediktorer er signifikante. For de resterende praediktorer kan nulhypotesen ikke
afvises. <

Prediktor Covtest p-veerdi

bmi 9.0612 0.0000
1tg 50.9187  0.0000
map 5.5886 0.0040
hdl 5.9933 0.0027
sex 4.8039 0.0086
glu 0.1593 0.8528
tc 3.2848 0.0384
tch 0.6153 0.5409
1ltg 0.1639 0.8489
age 0.0150 0.9851

Tabel 7.1: Kovarians testen for LARS algoritmen med lasso modifikation for diabetes data. Vi
har, at 5% = 54.0975 og nulfordelingen F; 43,.

Kovarians testen er det naturlige analog til resultaterne for frihedsgrader for lasso og
LARS. Som neevnt tidligere har lasso med k ikke-nul koefficienter k frihedsgrader, mens
LARS anvender en frihedsgrad for hvert step. Kovarians testen har middelveerdi lig en, som
er antallet af frihedsgrader per trin. Hermed kan man sige at Exp(1) fordelingen svarer til )(%
fordelingen for adaptive procedurer.

7.2 Inferens baseret pa polyeder lemmaet

Variabeludveelgelsen af LARS og lasso kan karakteriseres som et polyeder jeevnfer [Tibshirani
et al.;,|2016], og derfor vil vi i dette afsnit betragte polyeder lemmaet, hvorudfra vi udferer
inferens. Lad os antage

YNN(”’Z)V

hvor p er en ukendt n x 1 vektor og X er en kendt n x n matrix. Dette generaliserer vores setup
i (7.I). Betragt et polyeder

P={y: I'y=u},

hvor I er en m x n matrix, u er en m x 1 vektor og uligheden skal fortolkes elementvis.
Lad 7 vaere en n x 1 vektor, da er malet at lave inferens om 57 p givet y € P. Vi betragter

T
nulhypotesen Ho:n’ u=0givety e P.For g = (X:Zlk) ey, hvor X 4, er en matrix, der bestar af

-1
de sojler i X, som svarer til preediktorerne i Ay, (X;tk) = (XﬁkX -Ak) Xﬁk er den pseudoinverse
afX 4, og ey er k’te standard enhedsvektor, har vi, at

-1
n'p=elX p=el (xﬁkx Ak) X%, X4, 8= Pr. (7.3)
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og nulhypotesen svarer derfor til at teste om koefficienten af den sidst tilfojede variabel, i
regressionen af u pad X 4,, er lig 0.
Nedenfor gives en alternativ repraesentation af P.

LEMMA 7.1: POLYEDER LEMMA
For ethvert = og n hvor n7 25 # 0, geelder der, at

ryzu < V (y)<gy<V*(y), V(y)=o, (7.4)
hvor

uj—(Ty);+pm'y

V™ y) = max , (7.5)
(Y) j:p]->0 pj
uj—(Ty); +p;n'"y
V*(y) = min — ), s : (7.6)
Jpj<0 Pj
V(y) = max u;—(Iy);, (7.7)
Jpj=0

ogp= 111?21:7 Yderligere er n”'y og (V_ (v),V*(y),V° (Y)) uathaengige.

y) >u
pn'y+Ty—pn'y=u
pn'y=u-Ty+pn'y,

Bevis. Omskrivuligheden I'y=u

>y’ >y’
r( T y+(I S L
n Zn N Zn

Lad p = quz_zZ;’ dafas, at

som kan udtrykkes som

+ U= (Ty);+pm"y

ny= Y , forp;>0,
J
uj—(Ty);+pn'y
nly< d p]' d , forp; <0,
J

Ozuj—(ry)j, forp; <0,
eller

uj—(Ty);+pjn'y
n"y=V"(y) = max — ), o, ’

Jpj>0 pj
uj—(Ty);+pn"y
Ty <V*(y) = min d ! ,
n'y<V*(y) Jmin, o
0=V°(y) = max u; - (Ty),.
Jipj=0 ]
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Uafhaengigheden mellem (V‘ (v),V*(y),V° (y)) og 7'y, kommer af, at V-,V" og V° er

Znn"y

funktioner afy — TTEn

, som under antagelsen'y ~ N (p, 2) er uafheengig af n'y. O

Resultatet i (7.4) er deterministisk og geelder for alle y. Kun uafthaengighedsresultatet athaen-
ger af normaliteten af y. Se figur[7.2|for en geometrisk illustration af lemmaet. Intuitivt kan
resultatet forklares som folgende, hvor vi antager for nemheds skyld, at Z =I,,. Forst de-
nn'y
LIH
er projektionen pa det ortogonale komplement af 7. Vi kan betragte y som en afvigelse fra

P,y af storrelsen 1’y langs linjen bestemt af 7. Storrelserne V= og V* bestemmer, hvor
langt vi kan afvige pé hver side af P,.y, inden y forlader polyederet, hvoraf vi far uligheden
VYV~ <’y < V*. Nogle flader af polyederet kan vere perfekt justeret med 7, dvs deres nor-
malvektorer kan veare ortogonale med 7. Dette kan tjekkes ud fra V° ved at y ligger pa den
rigtige side af disse flader.

komponeres y = Pyy + Pyy, hvor Pyy = er projektionen afylangs 7 og Py.y =y — Pyy

Figur 7.2: Illustration af polyeder lemmaet for p = 2. For simplicitet antages at X =1,,. Det
bla omrade er polyederet {y: Ty = u}. Ved at dekomponerey til dens projektion pén og dens
projektion pd det ortogonale komplement af ), ses at I'y = u er opfyldt, hvis og kun hvis
n'y ikke afviger for langt fra Py1y, dvs den skal fastholdes imellem greenserne V= og V*.
Yderligere er greenserne V™ og V* kun funktioner af Py, derfor er de uafhcengige af 7'y
under normalitet.

Af lemma kan fordelingen af enhver linezr funktion 5’y givet I'y = u skrives som
folgende betinget fordeling

n'y|V - (y)<n'y<V*(y), V'(y)=o.

Da 5’y er normalfordelt, er ovenstiende trunkeret normalfordelt.
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LEMMA 7.2

Lad @ (x) betegne fordelingsfunktionen af en standard normalfordeling, da er fordelings-
funktionen af en trunkeret normalfordelt stokastisk variabel med middelveerdi y og varians
o2 indenfor intervallet [a, b] givet ved

o(#)-o(3)

[a,D]
F70 (x) = .
i bop) _ g (azk
o) o)
Hvisp'Zn #0, daer Fiy;:; lln (n Ty) givet I'y = u en standard uniform fordeling, dvs

P( V-]

0T’ En (nTy) =a | I'y= u) =a,

for ethvert 0 < @ < 1, hvor V™ og V* er defineret i samt (7.6).

Bevis. Hvis Z ~N (,u, 02) og trunkeret i intervallet [a, b] og F;[ti;?] (Z) er dens fordelingsfunk-
tion, da er F1**] (Z) ~ unif (0, 1). Heraf folger det, at
o

’ (F’E?f’]"TZ" (nTy) S E ’TU) =a,

for ethvert 0 < a < 1 og faste graenser n*, nV. Hvis vi integrerer over V™~ =g, V* =Y og
V0 < 0 og anvender, at n”y og (V’ (v),V*(y),V° (y)) er uafhengige fra lemma far vi
resultatet i lemmal[7.2]

Lemma|7.2|anvendes til at lave betinget inferens af enhver linezer funktion 57 p. Vi kan ud-
regne p-verdier for nulhypotesen H, : 7 u = 0 og tilhgrende betingede konfidensintervaller
forn” p.

Herefter betragtes enkelt- og dobbeltsidet inferens.

LEMMA 7.3: ENKELTSIDET BETINGET INFERENS EFTER VARIABELUDVALGELSEN
Givet n” Zn # 0, antag at vi vil teste
Ho:n'p=0 imod Hi:n'p>o0.
Definer teststorrelsen
T=1-p V] (n"y), (7.8)

on’=ny

hvor fordelingsfunktionen af n”y ~ N (0, nTZn) iintervallet [V~, V"] er givet i lemma
Teststorrelsen T er da p-veerdien for H givet 'y = u

Pyru—o (T < |Tyzu)=0, (7.9
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for ethvert 0 < a < 1. Endvidere, definer 6, ved
V-Vl
17 2 (07y) = a (7.10)
Daer I = [§4,00) et enkeltsidet konfidensinterval for n” u givet I'y > u

P(nTu25a|I‘y2u):1—a. (7.11)

Vi har styrke imod den enkeltsidede alternativ hypotese H, : " u>0,da1-F [i’r};] (x), evalue-

ret i ethvert fast punkt x, er monotont stigende i y. Dette gaelder ogsa for konfidensintervallet
i (7.10) og (7.11). Herefter betragtes dobbeltsidet inferens.

LEMMA 7.4: DOBBELTSIDET BETINGET INFERENS EFTER VARIABELUDVALGELSEN

Givet n” 25 # 0, antag at vi vil teste
Ho:n p=0 imod Hi:p p#o.
Definer teststorrelsen

T= 2-min{F(£VT;:}n] (17 y) (P;T;n] (11 y)} (7.12)

hvor fordelingsfunktionen af n”y ~ N (0, nTZn) iintervallet [V~,V*] er givet i lemma
Teststorrelsen T er da p-veerdien for H givet I'y = u

Pyru—o (T < |Tyzu)=0, (7.13)

for ethvert 0 < @ < 1. Definer 6 ¢,6,_¢ som opfylder, at

1- F[‘: ‘jz]n(,, y) % (7.14)
Fé[vamj;]zﬂ(n y) 1- % (7.15)

Da gelder, at
P(G% < p=6, |Fy2u) “1-a. (7.16)

Teststorrelsen i (7.12), defineret som 2 gange minimum af fordelingsfunktionen og overle-
velsesfunktionen, har styrke imod den alternative hypotese 1 : §” u # 0. Beviset for dens
fordeling under nulhypotesen i kommer af, at hvis U felger en standard uniform for-
deling, da gor 2-min{U, 1 — U} ogs&. Konstruktionen af konfidensintervallet i (7.14),
og anvender igen monotonicitet af en trunkeret normal overlevelsesfunktion i den
underliggende middelveerdi parameter.
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7.2.1 TG testen

Vi antager, at kolonnerne af X er i general position, sdledes at lesningsstierne for LARS og
lasso er entydige [Tibshirani, 2013]. Givet antallet af trin k, da kan vi let udregne betingede
p-veerdier og konfidensintervaller, efter vi har konstrueret matricen I' for henholdsvis LARS
eller lasso. Lad os teste nulhypotesen Ho : 9’ = 0, hvor 7 er arbitrer.

Som specificeret i lemmal[7.1]udregnes storrelserne

~(Ty); 112
V™ (y) = max ! inTy= max —(Iy). - —2 +1Ty,
(v) may—, Yy max (Ty); ), 'y
i

V*(y)= min -(Ty).
y J:(rm) ;<0 (Y)j

T +
(Tn) j
For at teste imod en enkeltsidet alternativ hypotese H1 : §” p > 0, defineres teststorrelsen

Vo) 1"y
@ (U||17||2) P (U||17||2)

o(m) -0 (7hm)

©_ V(1)
Ty =1=F) o2 ('7 y)_

Aflemmal7.3|giver dette p-veerdien givet udveelgelsen, dvs
IP,,TFZO(T;gSaVTk (v) = Ak, 54, () :SAk) =a, (7.17)

for ethvert 0 < a@ < 1. Videfiner 6, ved 1 — ng;m\lz (nTy) = a. Vilader I = [0 4,00), hvoraf vi
a 2

far et enkeltsidet konfidensinterval
P(n"me 1| Aely) = A Sa, () =54, ) = 1-@ (7.18)

For at teste imod en dobbeltsidet alternativ hypotese 1 : n’ p # 0, betragtes teststorrelsen

TG _ . tg tg
Tk —2-m1n{Tk ,I—Tk }

Aflemma|7.4|fas samme resultaterne i (7.17) og (7.18), men hvor T '8 erstattes med TTC og I k
g k © 98
erstattes med I; = [5%,61_% ] .

T
Forn = (X;‘k) e;. er det enkeltsidede setup givet ved Ho:n u=00g H;: 9" p >0, som

ikke giver mening, da der ikke er grund til at tro at k’te regressionskoefficient egxlku skal

T
veere positiv. Definer istedet 1 = s (X:jlk) ey, hvor s; er fortegnet af k’te variabel nar den
medtages i LARS eller lasso modellen, da er nulhypotesen Hy : ske,ZXthk 1 =0 uendret, men

den alternative hypotese H; : skezxikp > 0 har nu en konkret fortolkning. Den siger, at
regressionskoefficienten af den sidst valgte variabel er ikke-nul og har samme fortegn som
koefficienten i den fittede model.
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Metoder til valg af model

I dette kapitel vil vi redegere for nogle metoder, som anvendes til at udvelge den “bedste”
model. Vi er interesseret i en model, der er god til at praediktere, og som ikke er for kompleks.

Dataseattet opdelesi en treeningsmeangde og en testmeengde. Observationerne i treenings-
meangden betragtes som in-sample observationer og anvendes primeert til at identificere
modellen og estimere parametrene. Observationerne i testmangden betragtes som out-of-
sample observationer og anvendes til at vurdere modellen.

8.1 In-sample metoder

For faktor modellen skal vi bestemme antallet af faktorer, mens vi for lasso og dens generali-
seringer skal estimere tuning parameteren.

8.1.1 Valg af antal faktorer

Antallet af faktorer kan bestemmes ud fra nogle informationskriterier foresléet af [Bai & Ng,
2002], som er givet ved

B - p+T pT
11 (k) =InV (k) + k o7 ln(p+T), 8.1)
B ~ p+T .
IC2(k)—an(k,F)+k T ln(mln{p, T}), (8.2)
L In (min{p, T})
ICs (k) =InV (I B) 4 k—————2, 8.3)
min{p, T}

hvor V (k, ?) er givet i (2.3), men nu som en funktion af F og k, hvor 0 < k < knax er antallet
af faktorer, dvs

- a8 32
V(kE)=(p1) " Y Y (k- AR
j=11=1
Informationskriterierne giver konsistent estimation af antallet af faktorer i faktor modellen.
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8.1.2 Valg af tuning parameter

I dette underafsnit introduceres to metoder til at estimere tuning parameteren i lasso model-
len og den generaliseringer, nemlig krydsvalidering og BIC. Krydsvalidering finder modellen
med mindst preediktionsfejl, mens BIC veelger den model, som giver det bedste fit i forhold
til modellens kompleksitet.

Krydsvalidering

Dette afsnit er baseret pd s. 178-186 i [James et al.,|2013].

En k-fold krydsvalidering opdeler tilfeeldigt observationerne i k grupper, som er tilneer-
melsesvis af samme storrelse. En af disse grupper anvendes som valideringsmengde, og
de resterende k — 1 grupper betragtes som treningsmangde. En regressionsmodel fittes pa
treeningsmeengden, hvorfra den gennemsnitlige kvadrerede fejl findes ud fra validerings-
mangden, hvilket giver MSE;. Denne procedure gentages k gange, saledes at hver grup-
pe betragtes som valideringsmaengde. Dette resulterer i k estimater af preediktionsfejlen
MSE;,MSE,, ...,MSE. Estimatet for k-fold krydsvalidering er da givet ved

1k
CVi=— ) MSE;. (8.4)
i=1

Oftest er k =5 eller k = 10. Figur[8.1]illustrerer en 5-fold krydsvalidering.

1 2 3 4 5

Traening Traening Validering Traening Traening

Figur 8.1: 5-fold krydsvalidering. I dette tilfeelde fittes modellen i forste, anden, fjerde og femte
gruppe af data og udregner preediktionsfejlen af den fittede model for tredje gruppe.

Et k-fold krydsvalidering har en lav varians, da tager det gennemsnitlige output af
k fittede modeller, som har en lav korrelation, siden vi har et relativt lille overlap mellem
treeningsmeengderne i hver model. Bias kunne vere et problem i forhold til hvordan vi veelger
vores treningsmangde. Hvis vi ikke har nok observationer i treeningsmangden vil k-fold
krydsvalidering have hej bias. Derfor er der ogsa en bias-variance trade-off med valget af k.

MAOK10 5.219 64



BIC

Tuning parameteren kan ogsé veelges ud fra Bayes informationskriteriet. Vi betragter dens
skalerede version.

DEFINITION 8.1: BAYES INFORMATIONSKRITERIET (BIC)

pic= —2¢ , plogT
T T

’

hvor 7 er den maksimerede log-likehood, p er antallet af parametre og T er antallet af
observationer i treeningsmangden.

Modellen med den laveste BIC vaelges, da det indikerer, at modellen giver en god tilnaermelse
af data i forhold til modellens kompleksitet.
Lad fejlledene veere uathaengige og normalfordelte, da er maksimum likelihood estimato-
ren for variansen defineret som
2
e 1 T p
SRR AT B
t=1 j=1

og BIC kan omskrives til

B _o plogT
BIC =logao, + T

8.2 Out-of-sample metoder

I den empiriske del betragter vi en one-step-ahead preediktion, hvor estimeringsvinduet
udvides med én observeret observation per pradiktion. For at vurdere en models preediktion
betragtes den gennemsnitlige absolutte fejl (MAE) og den gennemsnitlige kvadrerede fejl
(MSE)

1 T
MAE= =3 [ye=7i, (8.5)
t=1
1 & 2
MSE= =2 (yi=71)", (8.6)

=1

hvor T er antallet af observationer i testmaengden, y; er observationen til tid ¢ og y; er
pradiktionen af y;. MAE og MSE kan betragtes som tabsfunktioner, da de maler en afvigelse
fra de observerede veerdier. Tabsfunktionerne vil vere lig 0 for en perfekt praediktion, og ellers
vil de have en positiv veerdi, derfor foretraekkes modeller med lav MAE eller MSE.

Ud fra tabsfunktionerne kan vi betragte en gennemsnitlig tabs ratio mellem en given
model og benchmark modellen, som er givet ved

MAE _ MAEAlternativ MSE _ MSEAlternativ

- MAEBenchmark - MSEBenchmark' (8.7)
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Hvis en gennemsnitlig tabs ratio er mindre end 1, da er den alternative model bedre end
benchmark modellen og omvendt hvis vaerdien er storre end 1. Derudover vil vi betragte en
rullende gennemsnitligt tabs ratio, som vi betegner RMAE og thVISE, for at vurdere modellernes
praediktion fra observation til observation.

Foruden MAE og MSE betragtes Diebold-Mariano testen samt model confidence set (MCS)
proceduren. Diebold-Mariano testen kan anvendes til at teste om én model er signifikant
bedre end en anden model, mens MCS proceduren identificerer en meengde af modeller,
som er signifikant bedre end de gvrige modeller, men ikke signifikant bedre end de ovrige
modeller i mengden. Nedenfor introduceres kort Diebold-Mariano testen samt den generelle
teori for MCS.

8.2.1 Diebold-Mariano test

Praediktionen af to potentielle modeller kan testes imod hinanden med Diebold-Mariano
(DM) testen [Diebold & Mariano} 1995]. Lad y; ; og ¥, veere i'te og j'te models praediktion af
¥:. Tabet for model i til tid ¢ betragtes ved tabsfunktionerne

L(J’t,JA/i,t) :|J/t—JA/i,t|, (8.8)
L(ye i) = (ye=710)° (8.9)

Differencen mellem tabsfunktionerne af model i og j er givet ved
dije =Ly Ji) = L(yodp), t=1,..,T.
Betragt Ho : E [dij,t] =0imod H 4:E [dl-j,[] # 0. Teststorrelsen for DM testen er defineret som
di;

DM= ——,
Var|d;j

hvor d;; = + X1, dij; og Var[d_ij] ~ %(YO"‘ZZZ;W) for h > 1 og Var[dij] ~ 7 (yo) for
h=1ogyi= Cov(di i dij - k). Under H, er DM teststorrelsen asymptotisk standard nor-
malfordelt.

8.2.2 Model Confidence Set

Dette afsnit er baseret pa [Hansen et al.,2011]. MCS proceduren identificerer en maengde af
modeller, hvori den “bedste” model er indeholdt givet et niveau af confidence. I modsatning
til andre modeludveelgelses kriterier, veelger MCS proceduren en meaengde af modeller. Hvis
mangden blot indeholder én model, da er modellen signifikant bedre end de gvrige modeller.
Proceduren kraever ikke en benchmark model, da alle modellerne testes imod hinanden.

Vi betragter en endelig mengde af indekser M = {1, . mg}, hvor hvert indeks svarer til
en model. Lad y; veere den observerede veerdi til tid ¢ oglad ¥; ; veere i’te models praediktion
af y;.
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Tabet for model i til tid ¢ betragtes ved en given tabsfunktion L(y;, 7; ), hvor den ab-
solutte og kvadrede fejl igen betragtes, som er givet i og (8.9). Differencen mellem
tabsfunktionerne af model i og j er givet ved

dij,l’:L(yt)j/\i,t)_L(yt)j/\j,t)y i»jEMO, t:L'-';T~

Vi antager, at u;; = [E[di j,t] er endelig og uaftheengig af ¢ for alle i, j € M. Modellerne
rangeres efter forventet tab, sdledes at model i foretraekkes frem for model j hvis u;; <0.

DEFINITION 8.2: MAENGDEN AF SUPERIOR MODELLER

Meengden af superior modeller defineres som

M*E{iEMotpijSO, VjEMo}.

MCS estimeres ved sekventielt at trimme maengden af potentielle modeller, M. I hvert step
tester proceduren fplgende nulhypotese

’Ho:,uij:O, Vi,jEM,

for en meengde af modeller M < M. Nulhypotesen testes imod den alternative hypotese
Ha:pij #0 for nogle i, j € M. Den forste test er for den fulde maengde af modeller, dvs
M = M, hvis H afvises, da elimineres den darligste model fra M. Testen gentages indtil
forste gang nulhypotesen ikke kan afvises, og den resterende maengde af modeller er da den
estimerede MCS, M\ *. Med et fast a, da konstrueres et (1 — a)-konfidensmangde, Z/W\l*_ @ for
de bedste modeller i M.

Tests konstrueret fra bootstrap

I dette afsnit introduceres to tests, som er baseret pa multiple ¢-teststarrelser, som findes ud
fra bootstrap. Definer d;; = %Zle dijrogd; = _% Yjemdijfori, je M, hvor d;; maler det
relative empiriske tab mellem model i og j og d;. er det empiriske tab af model i relativ til
gennemsnittet af modellerne i M. Herudfra konstrueres ¢-teststorrelserne

tijz dij
‘/\/faﬁ[d}] \/Var[dl

hvor Va\r[d,- j] and \//a\r[d,;] er estimater af henholdsvis Var[di j] og Var[di_] , som findes udfra
bootstrap.
Teststorrelserne er da givet ved

fori,je M, (8.10)

Tr = maj\%l Lij

i,je

0g Tmax= ?el%/lx ti. (8.11)
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hvor ¢;; og t;. er givet i (8.10). Teststorrelserne i (8.11) anvendes til at teste folgende nulhypo-
teser

Hij:pij=0,
Hi :pi =0,
hvor u;; =E [di j] ogu; =E [d_i.] . De asymptotiske fordelinger af disse teststorrelser er ikke-

standard, da de athanger af stojparametre under bade nulhypotesen og den alternative
hypotese.
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Data

I den empiriske del anvendes et datasaet sammensat af Michael McCracken, som er hentet
fra Federal Reserve Bank of St. Louis. [|Datasaettet bestér af ménedlige observationer for 128
makrosokonomiske variable i perioden 1. januar 1959 til 1. november 2017 svarende til 707
observationer. Datasaettet er givet i appendiks|[B]

Da 5 variable har et stort antal ikke-observerede veerdier fjernes disse fra dataseettet.
Herefter transformeres hver variabel med en given transformation foreslaet af Michael Mc-
Cracken, saledes at de bliver stationzere. Som folge af disse transformationer opstar nogle
ikke-observerede verdier i starten af hver tidsraekke. For at undga ikke-observerede veerdier i
dataseettet fjerner vi de forste 12 samt de sidste 4 observationer. Det transformerede datasaet
bestar hermed af 123 variable i perioden 1. januar 1960 til 1. juli 2017 svarende til 691 obser-
vationer. Datasattet repraesenterer en bred vifte af makrogkonomiske variable, som Michael
McCracken har inddelt i 8 grupper:

Gruppe 1: Output og indkomst H

Gruppe 2: Arbejdsmarked B

Gruppe 3: Boligh

Gruppe 4: Forbrug, ordrer og varebeholdninger B
Gruppe 5: Penge og kredit B

Gruppe 6: Renter og valutakurser

Gruppe 7: Priser

Gruppe 8: Aktiemarket H

Farverne, som illustrerer hver gruppe, vil i analysen indikere, hvilken gruppe variablerne
tilherer. Vi opdeler datasettet i en treeningsmangde, som bestér af 552 observationer fra 1.
januar 1960 til 1. december 2005 og en testmangde, som bestar af 139 observationer fra 1.
januar 2006 til 1. juli 2017.

En betydningsfuld makroskonomisk variabel er arbejdsleshedsraten, som vi betragter
som responsvariabel. Arbejdsleshedsraten repreesenterer antallet af ledige i procent af den
samlede arbejdsstyrke. Arbejdsstyrken omfatter personer pa 16 ar eller derover, som er bo-
siddende i 1 af de 50 stater i USA eller Washington DC. Dermed er arbejdsleshedsraten

! https://research.stlouisfed.org/econ/mccracken/fred-databases/
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en indikation p&, hvorvidt ressourcerne udnyttes. En stigende arbejdsleshed kan veere for-
bundet med en recession. Arbejdslashedsraten er seesonjusteret og inkluderet i gruppen
arbejdsmarked.

Pa figur[9.1]illustreres arbejdsleshedsraten samt 1. differensen af arbejdsleshedsraten,
som Michael McCracken foreslar for at opné stationaritet.

11-

Procent
~

1960 1980 2000 2020

0.5-

Rate

0.0-

-0.5-

1960 1980 2000 2020

Figur 9.1: Den overste figur viser arbejdsloshedsraten og den nederste figur illustrerer 1. diffe-
rensen af arbejdsloshedsraten fra 1. januar 1960 til 1. juli 2017.

I de folgende kapitler vil vi betragte de beskrevne modeller i den teoretiske del. Vi centrerer
responsvariablen, og standardiserer praediktorerne.
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10

Benchmark modellen

I dette afsnit vil vi udveelge en benchmark model, hvortil vi betragter en autoregressiv model
(se definition [A.6) og faktor modellen. Den autoregressive model er primaert inkluderet i
analysen, da vi anvender dens orden, som belaeg for hvor mange variable af tidligere veerdier
vi senere Vil tilfgje til de forklarende variable. Vi betragter dog stadig modellen som en
kandidat til benchmark modellen, da den er simpel og kun anvender tidligere veerdier af
responsvariablen.

R-koderne, som er anvendt i dette kapitel, er givet i afsnit[D.1jog[D.2]

10.1 Den autoregressive model

Den autoregressive model af orden p estimeres med OLS, hvor ordenen bestemmes ud fra
BIC. Vilader p = 1,..., Pmax, hvor pmax = 12, da vi mener, at arbejdsleshedsraten ikke vil
pavirkes mere end et ar tilbage. BIC vaelger p = 4 og tabel[10.1]giver estimeringsresultaterne
for en AR (4).[]

P -0.0162
P2 0.1992***
@3 0.1873***
P4 0.1686***
BIC  -3.5651
RZy 12.31%

LogLik 211.8617

Tabel 10.1: Estimationsresultater for en AR(4), BIC, justeret R* og log-likehood. Det oploftede
symbol betegner signifikans ved henholdsvis *** 0.1%, ** 1%, * 5% og ' 10%.

Alle koefficienter med undtagelse af {; er signifikante ved et 0.1% niveau. Vi ser ogs4, at
justeret R? kun er 12.31%, hvilket indikerer, at en autoregressiv model af orden 4 ikke er en
optimal model for arbejdsleshedsraten.

Figur|C.1|viser en analyse af de standardiserede residualer for AR (4). Histogrammet og
QQ-plottet indikerer, at residualerne har tungere haler end normalfordelingen. Derudover
observeres f signifikante autokorrelationer. Dette bekreftes i tabel[10.2} som viser skewness,

! For en ARMA(p,q) hvor pmax = 12 0g gmax = 12, hvor parametrene estimeres med MLE, veelger BIC ogsé en
AR(4).
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Skewness 0.2666

Kurtosis 1.4773
JB-test 2.535-10713
LBo-test 0

Tabel 10.2: Skewness, excess kurtosis og p-veerdier for Jarque-Bera og Ljung-Box testen for de
standardiserede residualer af en AR(4). Vi lader LB,y betegne Ljung-Box testen med lag = 10.
p-veerdier < 2.2-10716 scettes til 0.

excess kurtosis og p-veerdier for Jarque-Bera og Ljung-Box testen (se definition[A.7/og[A.8)
for de standardiserede residualer. Vi ser, at skewness og kurtosis er positive, JB testen afviser
nulhypotesen om normalitet og LB testen afviser, at de forste 10 autokorrelationer er nul.

Arbejdsleshedsraten preedikteres som navnt one-step-ahead, hvor estimeringsvinduet
udvides med én observeret observation per prediktion. Figur[10.1]viser arbejdsleshedsraten
og den praedikterede arbejdslgshedsrate. Heraf ses, at modellen ikke fanger udsvingene,
hvilket igen tyder p4, at det ikke er en serlig god model for arbejdsleshedsraten. Vi finder, at
MAE er lig 0.1312 og MSE er lig 0.0272.

0.50 -

0.25-

— AR(@4)

Arbejdslgshedsrate

Rate
o
o
o

-0.25-

—-0.50 -

2010 2015

Figur 10.1: Arbejdsloshedsraten og preediktionen af arbejdsloshedsraten med en AR (4).
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10.2 Faktor modellen

Parametrene i faktor modellen estimeres ud fra felgende procedure:
1. Estimér k faktorer for k = 1,..., kmax, hvor kpax = 20.
2. Veelg k ud fra informationskriterierne givet i (8.1)-(8.3).
~ -~ T ~
3. Lad Z = (FT wT) vare en (k+ m) x T matrix, hvor F er en T x k matrix af estime-
rede faktorer og w er en T x m matrix af laggede veerdier af arbejdslgshedsraten. Vi

lader m = 4, da den autoregressive model valgte en orden pa 4. Dette medforer nogle
uobserverede verdier i starten, og derfor fjernes de forste 4 raekker i Z.

o T
4. Estimér parametrene f§ = (ﬁg ﬁz,) med OLS.

Tabel viser antallet af faktorer, vaerdien af informationskriteriet, justeret R? samt
log-likelihood for hver af de tre informationskriterier.

Faktor model (IC;)

Verdi  1C, R?;  LogLik
k 6 03519 1579% 224.3621

Faktor model (IC»)

Verdi  1G, R,  LoglLik
k 11  -05314 16.85% 230.3414

Faktor model (IC3)

Verdi  IC3 Ry  LogLik
k 20 -0.6931 17.87% 238.3753

Tabel 10.3: Antal faktorer, veerdien af informationskriteriet, justeret R* samt log-likehood for
faktormodellerne valgt ud fra ICy, IC, og IC3, som betegnes faktor model (IC,), faktor model
(IG,) og faktor model (IC3).

Vi observerer, at IC; veelger den mindst komplekse model, da den veelger det feerreste
antal faktorer, mens IC3 veelger det maksimale antal faktorer.[]

Figur|[C.2| og|C.3]viser en analyse af de standardiserede residualer for faktor modellerne.
Af QQ-plottet ses, at residualerne har tungere haler end normalfordelingen, som bekraftes
i tabel[10.4} hvor JB testens nulhypotese om normalitet afvises. LB testen i lag 10 kan ikke
afvise, at residualerne er ukorreleret.

Tabel[10.5|viser MAE og MSE for faktor modellernes preediktion. Heraf ses at faktor model
(ICz) har mindst MAE og MSE.

Figur[10.2]viser arbejdsleshedsraten og den praedikterede arbejdsleshedsrate med faktor
model (IC,).

For kmax = 50 veelger IC3 stadig det maksimale antal faktorer. Da k < kmax betragtes faktor modellen valgt ud
fra IC3 ikke.
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Faktor model (IC;) Faktor model (IC,)

Skewness 0.0444 —0.0418
Kurtosis 0.5768 0.4612
JB-test 0.0172 0.0712
LBjo-test 0.729 0.4637

Tabel 10.4: Skewness, excess kurtosis, p-veerdier for Jarque-Bera og Ljung-Box testen for de
standardiserede residualer fra faktor modellerne valgt ud fra IC, og IC,. Vi lader LBy, betegne
Ljung-Box testen med lag = 10.

Faktor model (IC;) Faktor model (IC»)

MAE 0.1190 0.1111
MSE 0.0221 0.0187

Tabel 10.5: MAE og MSE for faktormodellerne valgt ud fra IC, og IC,.

Arbejdslgshedsrate

— Benchmark model

-0.25-

-0.50-

2010 2015

Figur 10.2: Arbejdsloshedsraten og preediktionen af arbejdsloshedsraten med faktor model
IG).

Vi veelger faktor model (IC;) som benchmark model, da den har mindst MAE og MSE og
storst justeret R? sammenlignet med AR(4) og faktor model (IC;).
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11

Lasso modellen og dens generaliseringer

Da den autoregressive model valgte en orden pa 4 tilfojes som nzevnt 4 variable med tidligere
veerdier af arbejdsleshedsraten til de gvrige 122 variable. Dette introducerer nogle uobser-
verede veerdier, og derfor fjernes de forste 4 observationer af hver tidsraekke. De tilfgjede
tidsraekker inkluderes i gruppe 2, hvor ogsa arbejdsleshedsraten er inkluderet (se appendiks
[O). I dette kapitel betragter vi derfor 126 variable og en treeningsmeengde fra 1. maj 1960 til 1.
december 2005 svarende til 548 observationer.

Lasso problemet og dens generaliseringer kan loses med coordinate descent algoritmen
og LARS algoritmen. Vi vil anvende coordinate descent algoritmen til at lgse lasso, ridge
regression, elastisk net, group lasso og adaptive lasso med henholdsvis OLS og lasso vegte,
mens LARS algoritmen anvendes til at lose lasso. Da LARS algoritmen er en variabeludveel-
gelsesmetode, betragtes den ogsa som en model. Selvom LARS algoritmen ikke er en af
generaliseringerne af lasso, er den stadig inkluderet i dette kapitel, og derfor vil lasso og dens
generaliseringer ogsa referere til LARS algoritmen.

11.1 Coordinate descent

I dette afsnit vil vi finde den optimale model for lasso og dens generaliseringer ud fra coordi-
nate descent. For lasso, ridge regression, elastisk net og adaptive lasso anvendes funktionen
glmnet fra R-pakken af samme navn. Funktionen genererer en folge med 100 veerdier af A og
fitter en model til hver af disse med maksimum likelihood estimation. For group lasso har vi
anvendt funktionen gglasso fra R-pakken med samme navn. Funktionen genererer ogsa en
folge med 100 veerdier af A, men anvender i stedet algoritmen block coordinate descent. Her
anvendes kvadratroden af gruppens storrelse som straffaktor, som anbefales af [Yuan & Lin,
2006]. Funktionen kraever, at variablerne er opdelt i grupper, hvortil vi betragter grupperne,
som er forsléet af Michael McCracken, som ses i appendiks|[B}

For at finde den optimale model anvendes krydsvalidering og BIC til at estimere tuning
parameteren A. Bemaerk at for elastisk net og adaptive lasso har vi to tuning parametre, som
skal estimeres. For elastisk net betragtes tuning parmetrene a og A. Vi veelger en folge af 10
veerdier af a, hvor a € [0, 1]. For hvert « findes A, ud fra krydsvalidering og BIC. Dette giver
en folge af 10 veerdier af 14, hvorfra vi finder den optimale A € A,. Tilsvarende for adaptive
lasso, hvor vi betragter tuning parametrene y og A. Her lader vi y veere lig 0.5, 1 og 2, som
forslaet af [Zou, 2006], og folger samme procedure. For adaptive lasso betragtes OLS og lasso
veegte, og dermed vil adaptive lasso med lasso vaegte kun betragte variablerne udvalgt af
lasso.
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I kapitel [7] introduceres TG testen, som udferer inferens i lasso modellen for en fast

veerdi af tuning parameteren. Vi lader n = si (X;\k) ! ey, saledes at nulhypotesen svarer til,
at teste om koefficienten af den sidst tilfgjede variabel er lig 0. Hertil anvendes funktionen
fixedLassoInf fra R-pakken selectiveInference, som udregner p-verdier og konfidens-
intervaller for lasso estimatet. Funktionen kan kun anvendes for lasso modellen og ikke dens
generaliseringer. R-koden for dette afsnit er givet i[D.3]

11.1.1 Krydsvalidering

Funktionerne cv.glmnet og cv.gglasso fra pakkerne glmnet og gglasso udferer 10-fold
krydsvalidering. Figur [11.1]illustrerer den gennemsnitlige krydsvalideringsfejl samt ovre
og nedre standardafvigelse for hver veerdi af log(A) for lasso og dens generaliseringer. De
to lodrette stiplede linjer indikerer Amin 0g 1154, hvor Amin er veerdien af A, som giver den
mindste gennemsnitlige krydsvalideringsfejl og 1,54 er den storste veerdi af A, séledes at
fejlen er indenfor en standardafvigelse af minimum. For elastisk net finder vi, at @ = 1 giver
den mindste krydsvalideringsfejl, som svarer til lasso modellen og derfor betragter vi ikke
elastisk net i dette afsnit. For adaptive lasso med OLS og lasso vaegte finder vi, at y = 0.5 giver
den mindste krydsvalideringsfejl.

For at give et bedre overblik giver tabel [11.1] veerdierne af log(Amin) 0g log(A15a), den
gennemsnitlige krydsvalideringsfejl, antallet af parametre, justeret R? og log-likelihood for
lasso og dens generaliseringer.

Lasso (CV) Ridge regression (CV)
log(A) MSE p Ridj LogLik log(A) MSE p Rid]. LogLik
Amin  —6.6361 0.0019 28 94.52%  983.956 | Amin —4.3800 0.0045 126 93.96% 1014.633
Asd  —5.7057 0.0020 14 94.46% 973.765 | 1;sq —4.1939 0.0047 126 93.96% 1014.633

Group lasso (CV) Adap. lasso m. OLS vaegte (CV)

log(A)  MSE p RZ g LogLik log(A) MSE p RZ 4 LogLik
Amin  —8.2644 0.0022 126 93.96% 1014.633 | Amin —5.1333 0.0018 5  94.44%  968.274

Asd  —7.6365 0.0023 119 94.03% 1013.333 | ;54 —3.4586 0.0019 2 94.28% 959.0402

Adap. lasso m. lasso vaegte (CV)

log(A) MSE p Rgdj LogLik
Amin  —6.3897 0.0017 6  94.48% 970.5874

Asda  —3.5057 0.0018 2 94.28% 959.0402

Tabel 11.1: Logaritmen af Amin 08 A1sq, gennemsnitlig krydsvalideringsfejl, som er mdlt i MSE,
antallet af parametre, justeret R> og log-likelihood for lasso og dens generaliseringer. De valgte
tuning parametre er markeret med tykt.

For lasso ses en reducering i antallet af parametre for 1,44 i forhold til Ani,, dette oger
ikke krydsvalideringsfejlen betydeligt, og derfor anvendes 1,34 som tuning parameter for
lasso. Ridge regression mindsker blot koefficienterne, og derfor veelges alle parametre. For
ridge regression veelges Ayin som tuning parameter, da den har mindst krydsvalideringsfejl.
For group lasso veelges lidt overraskende alle parametre med A, mens antallet af parametre
reduceres med 7 for 1,44. Disse 7 variable tilhgrer alle gruppe 5.
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Lasso Ridge regression
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Figur 11.1: 10-fold krydsvalideringsfejl som funktion aflog () for lasso og den generaliseringer.
De stiplede linjer betegner A in 08 A 154-

Vilader 1,44 veere den optimale tuning parameter for group lasso, da den har det feerreste
antal parametre. For adaptive lasso med OLS og lasso vaegte veelges blot to variable for A;4q,
derfor lader vi 1,4q veere tuning parameteren for disse. Justeret R? er storst for lasso (CV) og
mindst for ridge regression (CV).

Pa figur[11.2]vises de 14 estimerede koefficienter for lasso (CV) og de 2 estimerede koeffi-
cienter for adaptive lasso med OLS vaegte (CV) og adaptive lasso med lasso vaegte (CV). Heraf
ses, at lasso (CV) hovedsagligt veelger variable i samme gruppe som arbejdsleshedsraten. For
lasso (CV) ses, at variablerne CLF160V og CE160V har de storste estimerede koefficienter,
efterfulgt af UEMPLT5, UEMP5TO14, UEMPL150V og lag 1, mens de ovrige koefficienter er
meget teet pa nul. Figur[C.9|og[C.10]viser de estimerede koefficienter for henholdsvis ridge
regression (CV) og group lasso (CV). Igen ser vi, at variablerne CLF160V og CE160V klart har
de storste estimerede koefficienter.

Figur[C.4}[C.8|viser en analyse af de standardiserede residualer for lasso og dens genera-
liseringer. Vi ser samme tendens for alle modeller. Histogrammet og QQ-plottet indikerer
tungere haler end normalfordelingen, og vi observerer autokorrelation i forste lag. Dette
bekreaeftes i tabel som viser skewness, excess kurtosis, p-verdier for JB testen og LB testen
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Lasso (CV) Adap. lasso m. OLS vaegte (CV) Adap. lasso m. lasso veegte (CV)
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Figur 11.2: Estimerede koefficienter for lasso (CV), adaptive lasso med OLS veegte (CV) og
adaptive lasso med lasso veegte (CV). Farverne indikerer hvilken gruppe, variabler tilhorer, og
y-aksen er variablerne udvalgt af lasso (CV).

for de standardiserede residualer. Vi ser, at alle modeller har negativ skewness og excess
kurtosis forskellige fra nul. Derudover afvises JB testens nulhypotese om normalitet for alle
modeller med undtagelse af group lasso (CV). For LB testen afvises nulhypotesen om at der
ingen autokorrelation er.

Figur[C.I1]viser bootstrap resultaterne for variablerne udvalgt af lasso (CV). Variablerne
lag 1, UEMPL150V, UEMP5TO14, UEMPLT5, CE160V og CLF160V udvelges ofte, hvilket
stemmer overens med, at disse variable har de storste estimerede koefficienter. Omvendt
fraveelges variablerne , PAYEMS og DPCERA3MO086SBEA over 60% af bootstrap realisa-
tionerne. Generelt har variablerne, som ikke tilharer gruppe 2, en storre sandsynlighed for
at blive fravalg. Da adaptive lasso har konsistent variabeludvelgelse (se deﬁnition, vil
variablerne CLF160V og CE160V altid veelges, og derfor laves der ikke bootstrap for adaptive
lasso med OLS veaegte (CV) og adaptive lasso med lasso veaegte (CV) .

TG testen

Resultaterne af TG testen er givet i tabel[I1.2] Heraf ser vi, at variablerne CLF160V og CE160V
har de storste estimerede koefficienter og Z-scores. Nulhypotesen afvises for variablerne
CLF160V, CE160V og lag 1. Altsa er disse signifikante.

Figur[C.12]viser en analyse af de standardiserede residualer for lassor¢ (CV). Igen observe-
res autokorrelation i forste lag, mens QQ-plottet indikerer tungere haler end normalfordeling.
Dette bekreftes i tabel[C.1l
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Preediktor Koefficient Z-score p-veerdi Konfidensinterval V-, V*]
DPCERA3MO86SBEA  —0.002 -1.362  0.671 [-0.009,0.027] [0.002,0.004]
IPDMAT -0.003 -1.113  0.265 [-0.012,0.006] [0.000,0.004]
HWIURATIO 0.002 0.717 0.199 [-0.003,0.014]  [-0.002,0.004]
CLF160V 0.243 36.671 0 [0.232,0.259] [0.203,0.252]
CE160V -0.266  —37.393 0 [-0.280,-0.254]  [0.230,0.278]
UEMPLT5 0.001 0.240 0.402 [-0.005,0.008]  [-0.011,0.009]
UEMP5TO14 0.000 -0.118  0.430 [-0.006,0.004]  [-0.010,0.005]
UEMP150V 0.004 1.593 0.056 [0.000,0.009] [-0.006,0.013]
PAYEMS 0.001 0.280 0.219 [-0.007,0.030]  [-0.002,0.002]
USCONS -0.002 -0.883  0.566 [-0.009,0.016] [0.001,0.004]
-0.001 -0.480  0.682 [-0.009,0.026] [0.000,0.004]
-0.003 -1.130  0.219 [-0.025,0.007] [0.001,0.004]
0.003 1.307 0.870 [-0.071,0.003] [0.002,0.006]
lag 1 -0.009 -4.065  0.003 [-0.013,-0.004]  [0.005,0.015]

Tabel 11.2: Koefficienter, Z -scores, p-vcerdier, konfidensintervaller og trunkeret intervaller for
lassorg (CV). Den estimeres standard afvigelse er 0.043, og resultaterne er for A\rg = A 154-548 =

1.823 med a =0.1.

Lasso (BIC) Ridge regression (BIC)

log(A) BIC p R g LogLik log(4) BIC p RZ i LogLik

Agic —6.2639 —6.1608 17 94.46% 974.9938 | Agic —4.4730 -3.3230 126 93.96% 1014.633
Group lasso (BIC) Adap. lasso m. OLS veegte (BIC)

log(A) BIC p R g LogLik log () BIC p RZ i Loglik

Agic —7.2876 —=5.0721 99 94.17% 1007.311 | Agic —4.3308 —6.3143 2 94.28% 959.0402
Adap. lasso m. lasso vaegte (BIC)

log(4) BIC p R g LogLik

Agic —4.9440 -6.3191 3 94.4%  965.2423

Tabel 11.3: Logaritmen af Apjc, antallet af parametre, BIC, justerede R? og log-likelihood for
lasso og dens generaliseringer.

11.1.2 BIC

Herneest vil vi estimere tuning parameteren med BIC. For elastisk net finder vi, at a = 1 giver
den mindste BIC, derfor betragter vi igen ikke elastisk net. For adaptive lasso med OLS vaegte
(BIC) finder vi, at y = 2 giver den mindste BIC, og for adaptive lasso med lasso vegte (BIC) far
vi, at y = 0.5 giver den mindste BIC.

Tabel giver veerdierne af log(Agic), BIC, antallet af parametre, justeret R? og log-
likelihood for lasso og dens generaliseringer. Justeret R? er igen storst for lasso (BIC) og
mindst for ridge regression (BIC).

Figurvises de 17 estimerede koefficienter for lasso (BIC), 2 estimerede koefficienter
for adaptive lasso med OLS veagte (BIC) og 3 estimerede koefficienter for adaptive lasso
med lasso vaegte (BIC). Adaptive lasso med OLS vagte (BIC) vaelger variablerne CLF160V og
CE160V, mens adaptive lasso med lasso veegte (BIC) yderligere veelger variablen lag 1. Igen
har variablerne CLF160V og CE160V de storste estimerede koefficienter, mens de resterende

81 MAOK10 5.219



estimerede koefficienter er meget teet pa nul. Vi har valgt ikke at inkludere de estimerede
koefficienter for ridge regression (BIC) og group lasso (BIC), da det samme gor sig geeldende
for disse.

Lasso (BIC) Adap. lasso m. OLS veegte (BIC) Adap. lasso m. lasso veegte (BIC)

USTRADE -
USCONS -
UEMPLTS - |
UEMP5TO14 - |
UEMP150V - |

lag4 -
lagl - |
IPDMAT - |

DPCERA3MO086SBEA -

CLF160V - [ [ [

CLAIMSx -

ceteov-  [INNEG—_— [ ]

AMDMNOX -
-0.2 -0.1 00 01 02 -02 -0.1 00 01 02 -02 -0.1 00 01 02

Figur 11.3: Estimerede koefficienter for lasso (BIC), adaptive lasso med OLS veegte (BIC) og
adaptive lasso med lasso veegte (BIC). Farverne indikerer hvilken gruppe, variablerne tilhorer
og y-aksen er variablerne udvalgt af lasso (BIC).

Figur viser en analyse af de standardiserede residualer for lasso og dens gene-
raliseringer. For lasso (BIC), adaptive lasso med OLS vaegte (BIC) og adaptive lasso med lasso
vaegte (BIC) observeres udfra histogrammet og QQ-plottet, at fordelingen af de standardisere-
de residualer har tungere haler end normalfordelingen. For ridge regression (BIC) og group
lasso (BIC) er der blot fa outliers fra normalfordelingen i QQ-plottet. Feelles for alle er, at der
er autokorrelation i det forste lag. I tabel|[C.]afvises de 10 forste autokorrelationer at veere nul
og JB testens nulhypotese om normalitet afvises ogsé for alle med undtagelse af group lasso
(BIC).

Figur[C.18viser bootstrap resultaterne for variablerne udvalgt af lasso (BIC). Variablene

, , USTRADE og CLAIMSx fraveelges over 50% af bootstrap realisationerne,
mens variablerne lag 1, UEMPL150V, CE160V og CLF160V meget ofte veelges. Resultaterne
er ikke overraskende i forhold til sterrelsen af de estimerede koefficienter for lasso (BIC). Som
neevnt tidligere har adaptive lasso konsistent variabeludveelgelse, og derfor laves der ikke
bootstrap for adaptive lasso med OLS vaegte (BIC) og adaptive lasso med lasso vaegte (BIC).

TG testen

Resultaterne for TG testen er givet i tabel Heraf ser vi, at variablerne CLF160V og
CE160V afviser nulhypotesen, og er dermed signifikante. For USTRADE er den @vre grense i
konfidensintervallet uendelig, hvilket skyldes, at konfidensintervallet er udregnet numerisk
og bliver ustabil, nér n”y er for teet p& det trunkerede interval [V*,)~]. Variablerne CLF160V
og CE160V har de storste estimerede koefficienter og Z-scores.
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Preediktor Koefficient Z-score p-veerdi Konfidensinterval V-,V
DPCERA3MO86SBEA  —0.002 -0.960  0.093 [-0.071,0.003] [0.001,0.002]
IPDMAT -0.002 -0.680  0.159 [-0.032,0.005]  [-0.001,0.002]
CLF160V 0.241 36.686 0 [0.235,0.350] [0.200,0.242]
CE160V -0.264  -37.339 0 [-0.455,-0.260]  [0.142,0.264]
UEMPLI5 0.000 0.027 0.777 [-0.029,0.005]  [-0.001,0.013]
UEMP5TO14 -0.001 -0.266  0.599 [-0.007,0.014]  [-0.001,0.004]
UEMP150V 0.004 1.299 0.249 [-0.005,0.008] [0.001,0.010]
CLAIMSx 0.001 0.387 0.689 [-0.030,0.011] [0.000,0.002]
USCONS -0.001 -0.591  0.100 [—0.088,0.004] [0.000,0.001]
USTRADE 0.000 -0.118  0.988 [0.007,00) [0.000,0.006]
AMDMNOX -0.002 -0.813  0.641 [-0.008,0.020] [0.001,0.004]
-0.001 -0.415  0.677 [-0.008,0.023] [0.000,0.005]
-0.003 -1.207  0.144 [-0.032,0.005] [0.001,0.004]
0.003 1.449 0.303 [-0.007,0.012] [0.002,0.004]
0.002 0.855 0.865 [-0.054,0.003] [0.001,0.009]
lag1 -0.010 -4.362  0.499 [-0.011,0.033] [0.009,0.021]
lag 4 0.002 1.106 0.311 [-0.014,0.028] [0.001,0.003]

Tabel 11.4: Koefficienter, Z -scores, p-vcerdier, konfidensintervaller og trunkeret intervaller for
lassorg (BIC). Den estimeres standard afvigelse er 0.043, og resultaterne er for A\rg = Apc-548 =
1.0432 med a = 0.1

Figur viser en analyse af de standardiserede residualer for lassor¢ (BIC). Af tabel|C.1]
afvises residualerne at veaere normalfordelte og at de 10 forste autokorrelationer er nul.

11.2 LARS

I dette afsnit vil vi finde den optimale model for LARS og LARS algoritmen med lasso mo-
difikation, som vi betegner lasso LARS. Hertil anvendes funktionen lars fra R-pakken af
samme navn. Mens glmnet fitter en model for 100 veerdier af A, fitter 1ars en model for hvert
trin. For LARS algoritmen tilfojes en variabel i hvert trin, mens variable kan tilfgjes og fjernes
i hvert trin for LARS algoritmen med lasso modifikationen. Da forste trin svarer til, at alle
koefficienter er lig 0, foretager LARS algoritmen 127 trin, mens LARS algoritmen med lasso
modifikationen udferer 192 trin.

For at finde den optimale model anvendes igen krydsvalidering og BIC til at estimere

tuning parameteren, som for LARS algoritmen er fraktionen af ; normen givet ved f = %,

hvor f € [0,1].
T
Vi betragter TG testen, som udforer inferens i LARS modellen. Vi lader 1 = s (X:Zlk) €y,
séledes at nulhypotesen svarer til, at teste om koefficienten af den sidst tilfgjede variabel er
lig 0. Hertil anvendes funktionen larInf fra R-pakken selectiveInference, som udregner
p-veerdier og konfidensintervaller for LARS estimatet. Derudover anvendes kovarians testen,

som udferer inferens i lasso LARS modellen. Hertil anvender vi funktionen covTest fra
R-pakken af samme navn. R-koderne for dette afsnit er givet i[D.4]
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11.2.1 Krydsvalidering

Funktionen cv. lars fra R-pakken lars udferer 10-fold krydsvalidering. For LARS algoritmen
betragtes en folge med 127 veerdier af f, dvs at vi f&r en veerdi af den gennemsnitlige krydsva-
lideringsfejl, nér en variabel tilfajes. For LARS algoritmen med lasso modifikation betragtes
en folge med 100 veerdier af f, og dermed far vi ikke en gennemsnitlig krydsvalideringsfejl for
hver gang en variable tilfgjes eller fjernes.

Figur[I1.4illustrerer den gennemsnitlige krydsvalideringsfejl samt nedre og ovre stan-
dardafvigelse for hver veerdi af f for LARS og lasso LARS. Hvis f =0 er der ingen variabler
tilfojet og hvis f =1 er alle variabler tilfgjet. De to lodrette stiplede linjer indikerer finin 0g
fisd, hvor fmin er veerdien af f, som giver den mindste gennemsnitlige krydsvalideringsfejl og
fisd er den mindste veerdi af f, saledes at fejlen er indenfor en standardafvigelse af minimum.

LARS Lasso LARS

0.03- I b 0.03- I
2.

0.0 0.02-
nl} & . Ll
%) " i 0
= & : =
= : fis
x
- =
-
3

0 fia

0.01-

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

f=|8/max|p| f=[Bl/max|B|

Figur 11.4: 10-fold krydsvalideringsfejl som funktion af fraktionen af ¢1-normen LARS og
lasso LARS. De stiplede linjer indikerer fin 08 fisa-

Tabel[11.5|giver fraktionen af ¢;-normen, den gennemsnitlige krydsvalideringsfejl, antal-
let af parametre, justeret R? og log-likelihood for LARS og lasso LARS. Da krydsvaliderings-
fejlen forst afviger pa 5. decimal for begge modeller, veelger vi modellerne med det feerreste
antal parametre. For lasso LARS (CV) udferer algoritmen 22 trin, hvor variablerne CUMFENS,
MANEMP og tilfojes og fjernes igen og variablen bliver tilfojet, fjernet og sa
tilfgjet igen.

P4 figur [11.5| vises de 19 estimerede koefficienter for LARS (CV) og de 13 estimerede
koefficienter for lasso LARS (CV). De starste estimerede koefficienter er givet for variab-
lerne CE160V og CLF160V, efterfulgt af UEMPLT5 UEMP5TO14 og UEMP150V, mens de
resterende estimerede koefficienter er meget teet pa nul.

Figur[C.20|og[C.21]viser en analyse af de standardiserede residualer. Igen ses, at fordelin-
gen af de standardiserede residualer har tungere haler end normalfordelingen og autokor-
relation i det forste lag. Tabel[C.2lunderstotter dette, hvor vi afviser normalitet og at de 10
forste autokorrelationer er nul.
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LARS (CV) Lasso LARS (CV)

Verdi  MSE p Ri di LogLik Verdi  MSE p Rﬁ di Loglike
Smin 02753 0.0019 27 94.43% 974.8317 | fmin 0.2626 0.0019 21 94.52%  980.0982

fisa 0.2542 0.0019 19 94.19% 967.2669 | fisa 0.2424 0.0019 13 94.43% 971.6687

Tabel 11.5: Veerdien af fmin 08 fisqa, gennemsnitlig krydsvalideringsfejl, som er malt i MSE,
antallet af parametre, justeret R> og log-likelihood for LARS og lasso LARS. De valgte tuning
parametre er markeret med tykt.

LARS (CV) Lasso LARS (CV)
USGOOD - | USGOOD -
UEMPLTS - 1
UEMP5TO14 - ] USCONS - ‘
UEMP150V - |I UEMPLTS - |
PAYEMS - | UEMP5TO14 - |
MANEMP - | UEMP150V - I
lagl- | ‘
IPDMAT - |
INDPRO - PAYEMS - |
HWIURATIO - |
i | lagl - |
| IPDMAT - |
1 HWIURATIO - |
DPCERA3MOS6SBEA -
CUMFNS - | 1 |
CLF160V - ] CLF160V - [
CLAIMSX -
celcov - cescov- |G
-02 -01 00 0.1 0.2 -0.2 -0.1 0.0 0.1 0.2

Figur 11.5: Estimerede koefficienter for LARS (CV) og lasso LARS (CV). Farverne indikerer
hvilken gruppe, variablerne tilhorer.

Figur og viser bootstrap resultaterne for variablerne udvalgt af LARS (CV)
og lasso LARS (CV). For begge modeller ser vi, at variablerne med de storst estimerede
koefficienter i figur[11.5/0gsé er dem, som velges oftest under bootstrap. For LARS (CV) ses,
at variablerne UEMPL150V, UEMP5TO14, UEMPLT5, CE160V og CLF160V veelges for alle
1000 bootstrap realisationer, men koeffcienterne for variablerne , CLAIMx, CUMENS,
INDPRO og DPCERA3MO086SBEA estimeres til at veere lig 0 i 60% af tilfeeldene. For lasso
LARS (CV) ser vi, at variablerne USGOOD og PAYMENS fravelges over 75% af bootstrap
realisationerne, mens variablerne CE160V, CLF160V og lagl ofte velges.

Kovarians testen

Tabel[11.6]viser teststorrelsen samt p-veerdier af kovarians testen for de 13 variable, der bliver
udvalgt af lasso LARS (CV). For 7 ud af 10 praediktorer som tilharer gruppe 2 med undtagelse
af PAYEMS, lag 1 og USCONS afvises nulhypotesen, hvilket betyder, at disse praediktorer er
signifikante. For de resterende praediktorer kan nulhypotesen ikke afvises.
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Pradiktor Covtest p-veerdi

HWIURATIO 864.6317 0
UEMP150V  161.3770 0
UEMPLIT5 163.0670 0
UEMP5TO14 122.3840 0
CE160V 14.7416 0
PAYEMS 0.3356 0.7151
USGOOD 5.0872 0.0066
CLF160V 221.9181 0
IPDMAT 0.0668 0.9354
0.3856 0.6803
lagl 0.8897 0.4115
0.0419 0.9590
USCONS 0.0132 0.9869

Tabel 11.6: Kovarians testen for lasso LARS (CV). Vi viser kun p-vcerdier for preediktorer som
medtages og bliver i modellen, dvs hvis en preediktor medtages i et trin og senere forlader
modellen, vises denne preediktor ikke. p-veerdier < 2.2 - 10716 scettes lig 0.

TG testen

Resultaterne af TG testen for LARS (CV) er givet i tabel Variablen afviser som den
eneste nulhypotesen, hvilket betyder, at kun denne preadiktor er signifikant. Vi ser, at n’y
er meget teet pa det trunkerede interval [V+, V- ], hvilket resulterer i, at de fleste greenser af
konfidensintervallerne er uendelige.

Figurviser en analyse af de standardiserede residualer for LARS g (CV). Heraf ses,
at QQ-plottet indikerer tungere haler end normalfordelingen samt autokorrelation, hvilket
bekreftes i tabel[C.2]

11.2.2 BIC

I dette afsnit findes den optimale model ud fra BIC. Tabel giver fraktionen af ¢;-normen,
BIC, antallet af parametre, justeret R? og log-likelihood for LARS og lasso LARS. Justeret
R? er storst for lasso LARS, som ogsa velger det ferreste antal parametre. For de valgte

variable udferer algoritmen 32 trin, hvor variablerne CUMFNS, MANEMP, , HWIURATIO,
PAYMENS og USGOOD tilfgjes og fjernes igen og variablen bliver tilfojet, fjernet og sa
tilfojet igen.

Figurviser, de 20 estimerede koefficienter for LARS (BIC) og de 17 estimerede koeffi-
cienter for lasso LARS (BIC). Igen ser vi, at variablerne CE160V og CLF160V har de storste
estimerede koefficienter, mens de resterende koefficienter er meget teet pa nul.

Figur|C.25|og[C.26|viser en analyse af de standardiserede residualer for LARS (BIC) og
lasso LARS (BIC). Igen ses, at fordelingen af de standardiserede residualer har tungere haler
end normalfordelingen og autokorrelation i det forste lag. Dette bekreeftes i tabel [C.2] hvor vi
afviser normalitet og at de 10 fgrste autokorrelationer er nul.
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Preediktor Koefficient Z-score p-veerdi Konfidensinterval [V, V*]

HWIURATIO 0.002 0.694 0.160 (—o0,00) [0.002,0.002]
UEMP150V 0.004 1.606 0.923 (—00,0.032] [0.004,0.005]
UEMPLI5 0.001 0.149 0.064 [-0.018,00) [0.000,0.001]
MANEMP 0.002 0.486 0.273 [-0.171,00) [0.002,0.003]
UEMP5TO14 -0.001 -0.242  0.077 (—00,0.016] [0.000,0.001]
CE160V -0.267  —-37.446  0.130 (—00,0.532] [0.267,0.267]
PAYEMS 0.000 0.006 0.563 (—o0,0) [0.000,0.000]
USGOOD -0.003 -0.498  0.638 (—00,00) [0.003,0.003]
CUMENS 0.002 0.404 0.478 (~00,00) [0.002,0.002]
CLF160V 0.243 36.643  0.179 (—00,00) [0.243,0.243]
IPDMAT -0.006 -1.626  0.874 [-0.125,00) [0.006,0.006]

-0.005 -0.715  0.569 (~—00,00) [0.005,0.006]
INDPRO 0.003 0.513 0.328 (~00,00) [0.003,0.003]

0.006 0.577 0.473 (—o0,00) [0.006,0.006]

-0.005 -1.146  0.037 (—00,-0.025] [0.005,0.005]
lagl -0.009 -3.949 0910 (—00,00) [0.009,0.009]
DPCERA3MO86SBEA  —0.003 -1436  0.233 (—00,00) [0.003,0.003]

0.003 1.383 0.964 (—00,-0.053] [0.003,0.003]
CLAIMSx 0.002 0.813 0.226 (~00,00) [0.002,0.002]

Tabel 11.7: Koefficienter, Z -scores, p-veerdier, konfidensintervaller og trunkeret intervaller for
LARS7t (CV). Den estimeres standard afvigelse er 0.043, og resultaterne er for f1;4=0.2542
med a =0.1.

LARS (BIC) Lasso LARS (BIC)
Veerdi BIC p R i LogLik Verdi BIC p R i LogLik

feic 02623 —6.0925 20 94.43% 975.2909 | fpic 0.2604 —6.1627 17 94.46% 974.9938

Tabel 11.8: Veerdien af fgic, antallet af parametre, BIC, justeret R> og log-likelihood for LARS
og lasso LARS.

Figur[C.27]og|C.28|viser bootstrap resultaterne for variablerne udvalgt af LARS (BIC) og
lasso LARS (BIC). For lasso LARS (BIC) veelges variablerne UEMPL150V, UEMP5TO14, UEM-
PLT5, CE160V og CLF160V i alle bootstrap realisationer, mens LARS (BIC) ogsa altid veelger
variablen HWURATIO. For LARS (BIC) estimeres regressionskoefficienterne for variablerne

, AMDMNOx, CLAIMSx, CUMFNS, INDPRO og DPCERA3MO086SBEA til at veere lig nul
over 60% af bootstrap realisationerne. For lasso LARS (BIC) lader det til, at praediktorerne er
mere signifikante, idet alle regressionskoefficienter har en sandsynlighed mindre end 35%
for at veere lig 0.

Kovarians testen

Tabel[I1.9]viser teststorrelsen samt p-verdier af kovarians testen for de 17 variabler der er
udvalgt af lasso LARS (BIC). For variablerne UEMPL150V, UEMPLT5, UEMP5TO14, CE160V
og CLF160V afvises nulhypotesen, hvilket betyder, at disse praediktorer er signifikante. For
de resterende praediktorer kan nulhypotesen ikke afvises.
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UEMPLT5 -
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Figur 11.6: Estimerede koefficienter for LARS (BIC) og lasso LARS (BIC). Farverne indikerer

hvilken gruppe, variablerne tilhorer.

TG testen

Resultaterne af TG testen for LARS (BIC) er givet i tabel Nulhypotesen kan ikke afvi-
ses for nogle preediktorer, hvilket betyder, at ingen er signifikante. Igen observeres at flere
grenser af konfidensintervallerne er uendelige, hvilket kommer af, at 'y er meget teet pa
det trunkerede interval [V =, V*].

Figurviser en analyse af de standardiserede residualer for LARS 7 (BIC). Ud fra tabel
afvises residualerne at veere normalfordelte og athaengige i lag 10.
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Pradiktor Covtest p-veerdi

UEMP150V 161.3770 0
UEMPLT5 163.0670 0
UEMP5TO14 122.3840 0
CE160V 14.7416 0
CLF160V 2219181 0
[PDMAT 0.0668 0.9354
0.3856 0.6803
lagl 0.8897 0.4115
0.0419 0.9590
USCONS 0.0132 0.9869

DPCERA3MO86SBEA  0.0254 0.9750
0.2309 0.7939

CLAIMSx 0.0082 0.9919
AMDMNOx 0.0464 0.9546
lag4 0.2281 0.7962

0.0719 0.9307
USTRADE 0.0029 0.9971

Tabel 11.9: Kovarians testen for lasso LARS (BIC). Vi viser kun p-vcerdier for preediktorer som
medtages og bliver i modellen, dvs hvis en preediktor medtages i et trin og senere forlader
modellen, vises denne preediktor ikke. p-veerdier < 2.2-107'6 scettes lig 0.

Preediktor Koefficient Z-score p-veerdi Konfidensinterval V-,V
HWIURATIO 0.002 0.720 0.161 (—00,00) [0.002,0.002]
UEMP150V 0.004 1.5964  0.920 (—00,0.034] [0.004,0.005]
UEMPLI5 0.001 0.148 0.065 [-0.018,00) [0.000,0.001]
MANEMP 0.003 0.561 0.766 (—00,0.120] [0.003,0.003]
UEMP5TO14 0.001 -0.261  0.093 (—00,0.023] [0.000,0.001]
CE160V -0.267  -37.412  0.130 (—00,0.574] [0.266,0.267]
PAYEMS 0.000 0.012 0.428 (—o0,00) [0.000,0.000]
USGOOD -0.004 -0.584  0.721 (—00,00) [0.004,0.004]
CUMENS 0.002 0.390 0.455 (~00,00) [0.002,0.002]
CLF160V 0.243 36.646  0.179 (—00,00) [0.243,0.243]
[PDMAT -0.006 -1.618  0.869 [-0.130,00) [0.006,0.006]
-0.006 -0.790 0615 (~00,00) [0.006,0.006]
INDPRO 0.003 0.591 0.494 (—o0,00) [0.003,0.003]
0.007 0.675 0.571 (~00,00) [0.007,0.007]
-0.006 -1.240  0.302 (—00,00) [0.006,0.006]
lagl -0.009 -3914 0912 (—00,00) [0.009,0.009]
DPCERA3MO86SBEA  —0.002 -1.331 0225 (~00,00) [0.002,0.002]
0.003 1.357 0.964 (—00,-0.051] [0.003,0.003]
CLAIMSx 0.001 0.629 0.208 (—o0,00) [0.001,0.001]
AMDMNOXx -0.002 -0.904  0.855 (~00,00) [0.002,0.002]

Tabel 11.10: Koefficienter, Z-scores, p-veerdier, konfidensintervaller og trunkeret intervaller
for LARS7¢ (BIC). Den estimeres standard afvigelse er 0.043, og resultaterne er for fgjc = 0.2623
med a =0.1.
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11.3 Oversigt over in-sample resultater

For at f& et bedre overblik over de valgte variable for de 18 modeller af lasso og dens generali-
seringer betragtes tabel[I1.11] Tabellen viser de 9 hyppigst valgte variable samt beskrivelsen
af dem. Heraf observeres, at variablerne CLF160V og CE160V bliver valgt af alle modeller.
Variablerne IPDMAT, UEMPLT5, UEMP5TO14, UEMP150V, og veelges af alle
undtagen adaptive lasso modellerne, mens lag 1 ogsa veelges af adaptive lasso med lasso
veaegte (BIC).

Inkluderingsrate Variable Beskrivelse

100% CLF160V Civilarbejdsstyrke

100% CE160V Civilbeskeeftigelse

83.33% lag1 Den tidligere veerdi af arbejdsleshedsraten
77.78% IPDMAT Holdbart materiale

77.78% UEMPLT5 Civile arbejdslgse - mindre end 5 uger
77.78% UEMP5TO14 Civile arbejdslese i 5 - 14 uger

77.78% UEMP150V  Civile arbejdslese i 15 - 26 uger

77.78% 6-méneders statsskat

77.78% 5-arig statsobligationsrente

Tabel 11.11: Inkluderingsraten af de 9 hyppigst valgte variable for de ialt 18 modeller samt
beskrivelse af variablerne.

Justeret R? er mindst for ridge regression modellerne og storst for lasso modellerne med
undtagelse af lasso LARS (CV). Krydsvalidering tager ikke hojde for en models kompleksitet,
men idet vi veelger tuning parameteren fjqq eller 1,44 for alle med undtagelse af ridge regres-
sion, veelger vi i virkeligheden pa baggrund af modellens kompleksitet. Dette kan skyldes, at
vi ikke umiddelbart observerer en forskel i justeret R? ved at anvende krydsvalidering fremfor
BIC for coordinate descent algoritmen. Dog ses en lille forbedring for LARS algoritmen, hvis
vi betragter BIC fremfor krydsvalidering.

Mht lasso problemet, sa udveelger krydsvalidering henholdsvis 13 og 14 variable, mens
BIC veelger 17 variable, og dermed er antallet af variable ikke specielt afhaengig af, hvilken
optimeringsalgoritme der anvendes. Optimeringsalgoritmerne giver ogsd omtrent samme
justerede R? for lasso problemet.

Derudover ses, at de 18 modeller alle har klart bedre in-sample resultater end benchmark
modellen.

Pa figur[I1.7)vises det betingede 95% konfidensinterval for lassorg (CV) oglassorg (BIC),
som er givet i tabel[11.2]og[11.4} samt 95% konfidensinterval for OLS estimatorerne for de
udvalgte variable af lasso modellerne. For lassorg (CV) observeres, at konfidensintervallerne
er approksimativt ens for heje estimerede koefficienter, dvs for variablerne CLF160V og
CE160V, mens konfidensintervallet for lassorg (CV) er storre end OLS konfidensintervallet
for lave estimerede koefficienter. Konfidensintervallet for de estimerede koefficienter af
lassorg (BIC) er generelt storre end konfidensintervallet for OLS estimatorerne for disse
praediktorer.
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Figur 11.7: Betinget 95% konfidensinterval for lassorc (CV) og lassorg (BIC) (rad) og 95%
konfidensinterval for OLS estimatorerne for de udvalgte preediktorer (bld).

For LARS ¢ (CV) og LARS ¢ (BIC) observeres, at greenserne i konfidensintervallerne ofte
er uendelige, og derfor betragter vi ikke disse.
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I dette kapitel vil vi betragte modellernes praediktionsevne. Som naevnt preedikteres arbejds-
leshedsraten one-step-ahead, hvor estimeringsvinduet udvides med én observeret observa-

tion per preediktion.

Arbejdsleshedsraten og de praedikterede veerdier ssammenlignes med MAE, MSE og en
gennemsnitlig tabs ratio mellem hver model og benchmark modellen givet i (8.7). Faktor
modellen valgt ud fra IC, betragtes som tidligere neevnt som benchmark model. Resultaterne

af dette er givet i tabel

12

Out-of-sample

MAE  RMAE MSE  RMSE
Benchmark model 0.1111 1 0.0187 1
AR(4) 0.1312 1.1811 0.0272 1.454
Faktor model (IC,) 0.119 1.0717 0.0221 1.1798
Lasso (CV) 0.032  0.2877 0.0016 0.0876
Lasso (BIC) 0.0308 0.277 0.0015 0.0795
Ridge regression (CV) 0.0582 0.5239 0.0052 0.28
Ridge regression (BIC) 0.0573  0.5155 0.0051 0.2706
Group lasso (CV) 0.0352 0.3168 0.0019 0.1042
Group lasso (BIC) 0.0382 0.3437 0.0022 0.1202
Adap. lasso m. OLS vagte (CV) 0.0304 0.2733 0.0014 0.0729
Adap. lasso m. OLS veegte (BIC)  0.0310 0.2787 0.0014 0.0743
Adap. lasso m. lasso veegte (CV)  0.0298 0.2684 0.0013 0.0716
Adap. lasso m. lasso veegte (BIC) 0.0304 0.274 0.0014 0.0729
Lasso7g (CV) 0.0303 0.2724 0.0014 0.0744
Lasso7g (BIC) 0.031 0.279 0.0014 0.0767
LARS (CV) 0.0307 0.2761 0.0015 0.0802
LARS (BIC) 0.0305 0.2747 0.0015 0.0793
Lasso LARS (CV) 0.0352 0.317 0.002  0.1089
Lasso LARS (BIC) 0.0322 0.2901 0.0017 0.0903
LARS7¢ (CV) 0.0300 0.2701 0.0014 0.0745
LARS g (BIC) 0.0301 0.2708 0.0014 0.0750

Tabel 12.1: Den gennemsnitlige absolutte og kvadrerede fejl samt gennemsnitlig tabs ratio

mellem hver model og benchmark modellen.

Adaptive lasso med lasso vaegte (CV) har mindst MAE og MSE, teet efterfulgt af de avrige
adaptive lasso modeller, lassorc modellerne og LARSrg modellerne. Generelt kan vi se,
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at den indbyrdes forskel i MAE og MSE for lasso modellerne og dens generaliseringer er
forholdsvis lille. Ifolge begge tabsfunktioner preedikterer AR(4) darligt efterfulgt af faktor
model (IC,). Begge performer darligere end benchmark modellen.

For at vurdere modellernes pradiktion i forhold til benchmark modellens praediktion
fra méned til méned, betragtes en rullende gennemsnitlig tabs ratio. Figur[12.1]illustrerer
en rullende gennemsnitlig absolut tabs ratio for hver model. Heraf ses, at AR(4) preedikterer
darligere end benchmark modellen over hele testmaengden. Ogsa faktor modellen (IC;)
pradikterer darligere end benchmark modellen med undtagelse af maj, juni og august i 2006.
Derudover ser vi, at ridge regression modellerne praedikterer bedre end benchmark modellen,
mens alle lasso baserede modeller klart har bedre preediktion end de evrige modeller.

Adaptive lasso m. lasso (BIC)— LARS m. lasso modifikation (BIC)
Adaptive lasso m. lasso (CV) — LARS m. lasso modifikation (CV)
Adaptive lasso m. OLS (BIC) — LARS TG (BIC)
2- Adaptive lasso m. OLS (CV) LARS TG (CV)
° AR(4) Lasso (BIC)
E —— Benchmark model Lasso (CV)
— Faktor model (IC1) Lasso TG (BIC)
— Group lasso (BIC) Lasso TG (CV)
14 — Group lasso (CV) Ridge regression (BIC)
— LARS (BIC) Ridge regression (CV)

— LARS (CV)

2010 2015

Figur 12.1: Rullende gennemsnitlig absolut tabs ratio.

En rullende gennemsnitlig kvadreret tabs ratio giver samme konklusion og er derfor
undladt.

12.1 Diebold Mariano testen

I tabel[12.2]ses resultaterne fra Diebold-Mariano testen, hvor hver model testes imod bench-
mark modellen. Heraf ses, at nulhypotesen ikke kan afvises for faktor model (IC;), hvilket
vil sige, at modellen ikke er signifikant forskellig fra benchmark modellen. For de resterende
modeller afvises nulhypotesen, hvilket betyder, at disse ikke er signifikant forskellige fra
benchmark modellen.
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Absolutte fejl Kvadrerede fejl

AR(4) 0.0021 0.0032
Faktor model (IC;) 0.1692 0.1183
Lasso (CV) 0 2.933.10712
Lasso (BIC) 0 2.728-10712
Ridge regression (CV) 6.418-10713 3.551-107°
Ridge regression (BIC) 2.85-10713 2.507-107°
Group lasso (CV) 0 5.999-10712
Group lasso (BIC) 0 8.845-10712
Adap. lasso m. OLS vagte (CV) 0 2.797-10712
Adap. lasso m. OLS vegte (BIC) 0 2.905-10712
Adap. lasso m. lasso vaegte (CV) 0 2.676-10712
Adap. lasso m. lasso veaegte (BIC) 0 2.814-10712
Lassorg (CV) 0 0
Lassorg (BIC) 0 0
LARS (CV) 0 2.64-10712
LARS (BIC) 0 2.615-10712
Lasso LARS (CV) 0 4.694-10712
Lasso LARS (BIC) 0 3.328-10712
LARS7¢ (CV) 0 0
LARS ¢ (BIC) 0 0

Tabel 12.2: p-veerdier for Diebold-Mariano testen for hver model imod benchmark modellen.
p-veerdier < 2.2-10716 scettes til 0.

12.2 MCS

Herefter vil vi teste alle modeller imod hinanden, hvorfor vi betragter model confidence
proceduren. Proceduren udferes for a = 0.1 og a = 0.2, teststorrelserne Tg 0g Trhax 0g 5000
bootstrapped samples. I tabel[12.3|er modellerne i 80% og 90% MCS angivet for Tr 0g Tmax.
Vi har testet for absolutte fejl og kvadrerede fejl, hvilket gav samme resultat. For teststorrelsen
Tr elimineres faktor model (IC,), ridge regression (CV), ridge regression (BIC), lassorg (CV),
LARS ¢ (CV) og LARS ¢ (BIC) for bdde @ = 0.1 og a = 0.2. Elimineringen af lassorg (CV),
LARS7G (CV) 0g LARS 7 (BIC) er overraskende, idet de alle har lav MAE og MSE i tabel[12.1]
For teststorrelsen Tiax elimineres kun faktor model (IC;) for @ = 0.2 og ingen modeller for
a=0.1.
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‘H,EN.N

a=0.1 a=0.2 a=0.1 a=0.2
Benchmark model Benchmark model Benchmark model Benchmark model
AR4) AR(4) AR4) AR(4)

Lasso (CV) Lasso (CV) Faktor (IC;) Lasso (CV)

Lasso (BIC) Lasso (BIC) Lasso (CV) Lasso (BIC)

Group lasso (CV)

Group lasso (BIC)

Adap. lasso m. OLS veegte (CV)
Adap. lasso m. OLS veegte (BIC)
Adap. lasso m. lasso vaegte (CV)
Adap. lasso m. lasso veegte (BIC)
Lassorg (BIC)

LARS (CV)

LARS (BIC)

Lasso LARS (CV)

Lasso LARS (BIC)

Group lasso (CV)

Group lasso (BIC)

Adap. lasso m. OLS veegte (CV)
Adap. lasso m. OLS veegte (BIC)
Adap. lasso m. lasso vaegte (CV)
Adap. lasso m. lasso vaegte (BIC)
Lassorg (BIC)

LARS (CV)

LARS (BIC)

Lasso LARS (CV)

Lasso LARS (BIC)

Lasso (BIC)

Ridge regression (CV)

Ridge regression (BIC)

Group lasso (CV)

Group lasso (BIC)

Adap. lasso m. OLS veegte (CV)
Adap. lasso m. OLS veegte (BIC)
Adap. lasso m. lasso veegte (CV)
Adap. lasso m. lasso veegte (BIC)
Lassorg (CV)

Lassorg (BIC)

LARS (CV)

LARS (BIC)

Lasso LARS (CV)

Lasso LARS (BIC)

LARS g (CV)

LARS7¢ (BIC)

Ridge regression (CV)

Ridge regression (BIC)

Group lasso (CV)

Group lasso (BIC)

Adap. lasso m. OLS veegte (CV)
Adap. lasso m. OLS veegte (BIC)
Adap. lasso m. lasso veegte (CV)
Adap. lasso m. lasso veegte (BIC)
Lassorg (CV)

Lassorg (BIC)

LARS (CV)

LARS (BIC)

Lasso LARS (CV)

Lasso LARS (BIC)

LARS ¢ (CV)

LARS7¢ (BIC)

Tabel 12.3: 80% og 90% model confidence set for arbejdsloshedsraten for absolutte og kvadrerede fejl.
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Konklusion

Problemstillingen, som betragtes i dette speciale, er at udvelge variable og dermed forbedre
pradiktionen af makrogpkonomiske variable givet et dataseet med et stort antal forklarende va-
riable. Preediktionen kan forbedres ved at mindske regressionskoefficienterne og seette nogle
lig 0. En optimal procedure bar besidde orakelegenskaberne, sdledes at variabeludvalgelsen
er konsistent. Lasso proceduren opfylder ikke disse egenskaber, men en simpel udvidelse
af lasso, hvor regressionskoefficienterne palaegges en individuel vaegt, kaldet adaptive lasso,
opfylder disse.

Som benchmark model betragtes en faktor model, som performer darligt bade i in-sample
og out-of-sample. Modellen er valgt ud fra tre simple informationskriterier, uden vi yderligere
gér i dybden med analysen af faktorerne. Benchmark modellen kan eventuelt forbedres ved
at udveelge en delmangde af de forklarende variable inden faktorerne estimeres eller ved at
betragte dynamiske faktor modeller, hvor lags af faktorerne ogsa medtages.

Vi anvender coordinate descent algoritmen til at lose lasso, ridge regression, elastisk net
og adaptive lasso, og block coordinate algoritmen til at lase group lasso. Derudover betragtes
LARS algoritmen til at lose LARS og lasso. For at finde den optimale model anvendes en
10-fold krydsvalidering og BIC. Pa trods af at vi anvender to forskellige metoder til at estimere
tuning parameteren, far tilneermelsesvis ens resultater. Ogsa optimeringsalgoritmerne retur-
nerer omtrent samme resultat for lasso problemet. Vi finder, at lasso og dens generaliseringer
performer betydeligt bedre end benchmark modellen. Adaptive lasso modellerne udveelger
kun 2 eller 3 praediktorer, men performer alligevel tilsvarende eller bedre end de ovrige lasso
baserede modeller.

Desuden udfores inferens i lasso modellen, hvortil vi betragter kovarians testen og TG
testen. Disse anvendes til at teste om regressionskoefficienten af den sidst tilfgjede variabel
er signifikant. Som naevnt tidligere er teorien for inferens i lasso modellen udviklet i nyere tid,
hvilket kan veere arsagen til, at vi ikke kan finde andre artikler, der anvender teorien empirisk,
og dermed har vi ikke noget sammenligningsgrundlag.

Vi har valgt at begreense den empiriske del ved kun at preediktere arbejdsleshedsraten
one-step-ahead dvs en maned frem. Men eftersom vi praedikterer makrogkonomiske variable,
ville en leengere preediktions periode vaere mere hensigtsmaessigt. Alternativt kunne vi have
betragtet andre typer makroskonomiske variable som f.eks. valutakurser eller aktieindekser.

Som naevnt i den teoretiske del kan LARS algoritmen modificeres til at lose elastisk net,
group lasso og adaptive lasso. Hermed kunne vi udvide sammenligningen mellem coordinate
descent og LARS algoritmen. Alternativt kunne vi have inkluderet vektor autoregressive
modeller, sledes at vi ogsa betragter laggede veerdier af de forklarende variable og ikke blot
af responsvariablen.
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A

Generelle statistiske begreber

I dette appendiks introduces nogle definitioner og seetninger, som anvendes igennem rap-
porten.

SATNING A.1: SLUTSKY’S THEOREM

. d . .
Hvis X;, = X og Y, LA ¢, hvor X er en stokastisk variabel og ¢ er en konstant, da gelder, at

Xp+ Y, % X+c
X, Yn % eX
Xpa X

— — —, forudsatat P(c=0)=0.
Y, c

Setning[A |tillader at finde greensefordelingen af X, og sandsynlighedsgreensen af Y, separat.

DEFINITION A.1: KONVEKS MAENGDE

En meengde C < R” er konveks, hvis der for alle B, p’ € C og alle skalarer s € [0,1] gaelder,
at alle vektorer pa formen

Bs)=sp+(1-9)p.

tilherer C.

DEFINITION A.2: KONVEKS FUNKTION

En funktion f: RP — R er konveks, hvis der for g, p’ i definitionsmengden af f og
enhver skalar s € (0,1) geelder

F(B$)=F(sp+0-9p)=sf(B)+0-5)[().

Geometrisk medforer uligheden at akkorden mellem f () og f(p') ligger over grafen af f,
som illustreres pé figur[A.1] Uligheden sikrer, at en konveks funktion ikke kan have et lokalt
minimum, som ikke ogsa er et globalt minimum.
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Zoasf(p)+ -9 f(B)

\ ————— S F(sB+1-9p)
(B)
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I
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|
|
(

D) il

Figur A.1: For en konveks funktion ligger linjen sf () + (1—s) f (B') altid over funktionsvcer-
dien f (sBp+1—-s)p').

DEFINITION A.3: GENERAL POSITION

Sojlerne i en n x p matrix X siges at veere i general position, hvis der ikke findes et
k-dimensionel underrum L < R”, hvor k < min{n, p}, som indeholder mere end k +
1 elementer af mengden {ixl, .y ixp} med undtagelse af par af antipodal punkter.

Sagt med andre ord: det affine speend af k + 1 punkter s1X; ,..., Sk+1X;,,, indeholder
ikke ethvert element af maengden {ix,- B AT ik+1} for ethvert fortegn sy, ..., Sg+1 €

{-1,1}.

Antagelsen om at sejlerne i X er i general position er svag. Langt svagere end antagelsen om
at rang (X) = p. Hvis indgangene af X er fra en kontinuert sandsynlighedsfordeling pa R"”, da
er sgjlerne i X i general position naesten sikkert uanset storrelsen af n og p [Tibshirani, 2013].
At sojler i X er i generel position, sikrer at lasso lgsningen er entydig [Tibshirani, 2013].

DEFINITION A.4: ROD-N-KONSISTENT ESTIMATOR

Estimator J er rod-n-konsistent hvis

NN
p=p ‘O(¢ﬁ}
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DEFINITION A.5

Antag f :X — R, hvor X er en arbitreer mangde. Stotten af f, som skrives supp (f), er en
mengde af punkter i X, hvor f er ikke-nul

supp(f)z{x€X|f(x);éO}.

DEFINITION A.6: EN AUTOREGRESSIV MODEL AF ORDEN p

En autoregressiv model af orden p, som betegnes AR(p), er givet ved
)/t :(PIJ/t—l +<P2_Vt—2+"'+<ﬂp)’t—p+wt, = p+1y'~-’ Ty

hvor y; er stationeer og ¢1, 92, ..., ¢, er konstanter ((pp # 0) og w; ~ iid (O,cfﬁ,).

DEFINITION A.7: JARQUE-BERA TEST

Betragt H : data er normalfordelt imod 7, : data er ikke normalfordelt. Teststorrelsen
for Jarque-Bera testen er givet ved

_n—p+1(2 1. 2)
JB= —— s+4(c 3)7],

hvor n er antallet af observationer, S er den empiriske skewness, C er den empiriske
kurtosis og p er antallet af praediktorer.

Under H folger teststorrelsen JB en )(%2) -fordeling. For et signifikant niveau «, afvises hypo-
tesen hvis JB > ﬁ_ a2 Dvor )(f_ a2 €renl—a kvantil af y2-fordelingen med 2 frihedsgrader.

DEFINITION A.8: LJUNG-BOX TEST

Betragt H : de forste h autokorrelationer er nul imod 7 : de forste h autokorrelationer
er forskellig fra nul. Teststorrelse for Ljung-Box testen er givet ved

~2

hop2
LB = +2 =
n(n )kZ::ln_k

hvor n er antallet af observationer, ﬁi er den empiriske autokorrelation i lag k og h er
antallet af lags som testes.

Under H, folger teststorrelsen LB en X%h) -fordeling. For et signifikant niveau a, afvises hypo-

tesenhvisLB>y*  hvor y] _, eren1—a kvantil af y*-fordelingen med  frihedsgrader.
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Data

I dette appendiks preesenteres data. Variablerne er opdelt i otte grupper. Kolonnen id beteg-
ner variablens nummer, mens tcode indikerer transformationen som anvendes, siledes at
tidsreekken bliver stationaer. For en tidsraekke x; betragtes folgende transformationer:

1. ingen transformation

2. Axt
3. Azxt

4. log(x¢)

5. Alog(x;)
6. A*log(x;)

7. A(2=-1)

Xe-1

Kolonnen fred giver navnene péa variablerne, som efterfolges af en kort beskrivelse. Nogle
tidsreekker kreever sendringer i forhold til de r& data som er tilgeengeligt pd FRED. Disse
variable er markeret med en stjerne for at indikere at disse er justeret fra tidsraekkerne fra
FRED. Variablerne markeret med gré er fjernet, da disse variable har flere ikke-observeret
vaerdier. Bemaerk at for gruppe to tilfojes nogle laggede vaerdier af responsvariablen UNRATE.

Group 1: Output and income

id tcode fred description
1 1 5 RPI Real Personal Income
2 2 5 W875RX1 Real personal income ex transfer receipts
3 6 5 INDPRO IP Index
4 7 5 IPFPNSS IP: Final Products and Nonindustrial Supplies
5 8 5 IPFINAL IP: Final Products (Market Group)
6 9 5 IPCONGD IP: Consumer Goods
7 10 5 IPDCONGD  IP: Durable Consumer Goods
8 11 5 IPNCONGD IP: Nondurable Consumer Goods
9 12 5 IPBUSEQ IP: Business Equipment
10 13 5 IPMAT IP: Materials
11 14 5 IPDMAT IP: Durable Materials
12 15 5 IPNMAT IP: Nondurable Materials
13 16 5 IPMANSICS IP: Manufacturing (SIC)
14 17 5 IPB51222s IP: Residential Utilities
15 18 5 IPFUELS IP: Fuels
16 19 2 CUMFNS Capacity Utilization: Manufacturing
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Group 2: Labor market

id tcode fred description
1 20" 2 HWI Help-Wanted Index for United States
2 21* 2 HWIURATIO Ratio of Help Wanted / No. Unemployed
3 22 5 CLF160V Civilian Labor Force
4 23 5 CE160V Civilian Employment
5 2 UNRATE Civilian Unemployment Rate
6 24 2 UEMPMEAN Average Duration of Unemployment (Weeks)
7 25 5 UEMPLT5 Civilians Unemployed - Less Than 5 Weeks
8 26 5 UEMP5TO14 Civilians Unemployed for 5-14 Weeks
9 27 5 UEMP150V Civilians Unemployed - 15 Weeks & Over
10 28 5 UEMP15T26 Civilians Unemployed for 15-26 Weeks
11 29 5 UEMP270V Civilians Unemployed for 27 Weeks and Over
12 30" 5 CLAIMSx Initial Claims
13 31 5 PAYEMS All Employees: Total nonfarm
14 32 5 USGOOD All Employees: Goods-Producing Industries
15 33 5 CES1021000001 All Employees: Mining and Logging: Mining
16 34 5 USCONS All Employees: Construction
17 35 5 MANEMP All Employees: Manufacturing
18 36 5 DMANEMP All Employees: Durable goods
19 37 5 NDMANEMP All Employees: Nondurable goods
20 38 5 SRVPRD All Employees: Service-Providing Industries
21 39 5 USTPU All Employees: Trade, Transportation & Utilities
22 40 5 USWTRADE All Employees: Wholesale Trade
23 41 5 USTRADE All Employees: Retail Trade
24 42 5 USFIRE All Employees: Financial Activities
25 43 5 USGOVT All Employees: Government
26 44 1 CES0600000007 Avg Weekly Hours: Goods-Producing
27 45 2 AWOTMAN Avg Weekly Overtime Hours: Manufacturing
28 46 1 AWHMAN Avg Weekly Hours: Manufacturing
29 116 6 CES0600000008 Avg Hourly Earnings: Goods-Producing
30 117 6 CES2000000008 Avg Hourly Earnings: Construction
31 118 6 CES3000000008 Avg Hourly Earnings: Manufacturing
Variables added
id  tcode fred description
32 123 - lag1 first lagged timeseries of UNRATE
33 124 - lag 2 second lagged timeseries of UNRATE
34 125 - lag 3 third lagged timeseries of UNRATE
35 126 - lag 4 fourth lagged timeseries of UNRATE

MAOK10 5.219 104



Group 3: Housing

id tcode fred description
1 47 4 HOUST Housing Starts: Total New Privately Owned
2 48 4 HOUSTNE Housing Starts, Northeast
3 49 4 HOUSTMW  Housing Starts, Midwest
4 50 4 HOUSTS Housing Starts, South
5 51 4 HOUSTW Housing Starts, West
6 52 4 PERMIT New Private Housing Permits (SAAR)
7 53 4 PERMITNE  New Private Housing Permits, Northeast (SAAR)
8 54 4 PERMITMW  New Private Housing Permits, Midwest (SAAR)
9 55 4 PERMITS New Private Housing Permits, South (SAAR)
10 56 4 PERMITW New Private Housing Permits, West (SAAR)

Group 4: Consumption, orders, and inventories

id tcode fred description
1 3 5 DPCERA3MO086SBEA  Real Personal Consumption Expenditures
2 4 5 CMRMTSPLx Real Manu. and Trade Industries Sales
3 5% 5 RETAILx Retail and Food Services Sales
5 ACOGNO New Orders for Consumer Goods
4 57 5 AMDMNOx New Orders for Durable Goods
5 ANDENOx New Orders for Nondefense Capital Goods
5 58 5 AMDMUOx Unfilled Orders for Durable Goods
6 59* 5 BUSINVx Total Business Inventories
7 60 2 ISRATIOx Total Business: Inventories to Sales Ratio
2 UMCSENTx Consumer Sentiment Index

Group 5: Money and credit

id tcode fred description
1 61 6 M1SL M1 Money Stock
2 62 6 M2SL M2 Money Stock
3 63 5 M2REAL Real M2 Money Stock
4 64 6 AMBSL St. Louis Adjusted Monetary Base
5 65 6 TOTRESNS Total Reserves of Depository Institutions
6 66 7 NONBORRES Reserves of Depository Institutions
7 67 6 BUSLOANS Commercial and Industrial Loans
8 68 6 REALLN Real Estate Loans at All Commercial Banks
9 69 6 NONREVSL Total Nonrevolving Credit
10 70 2 CONSPI Nonrevolving consumer credit to Personal Income
11 119 6 MZMSL MZM Money Stock
12 120 6 DTCOLNVHFNM Consumer Motor Vehicle Loans Outstanding
13 121 6 DTCTHFNM Total Consumer Loans and Leases Outstanding
14 122 6 INVEST Securities in Bank Credit at All Commercial Banks
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Group 6: Interest and exchange rates

id tcode fred description
1 75 2 FEDFUNDS  Effective Federal Funds Rate
2 76" 2 CP3Mx 3-Month AA Financial Commercial Paper Rate
3 77 2 TB3MS 3-Month Treasury Bill
4 78 2 TB6MS 6-Month Treasury Bill
5 79 2 GS1 1-Year Treasury Rate
6 80 2 GS5 5-Year Treasury Rate
7 81 2 GS10 10-Year Treasury Rate
8 8 2 AAA Moody’s Seasoned Aaa Corporate Bond Yield
9 83 2 BAA Moody’s Seasoned Baa Corporate Bond Yield
10 84" 1 COMPAPFFx  3-Month Commercial Paper Minus FEDFUNDS
11 8 1 TB3SMFFM 3-Month Treasury C Minus FEDFUNDS
12 86 1 TB6SMFFM 6-Month Treasury C Minus FEDFUNDS
13 87 1 T1YFFM 1-Year Treasury C Minus FEDFUNDS
14 88 1 T5YFFM 5-Year Treasury C Minus FEDFUNDS
15 89 1 T10YFFM 10-Year Treasury C Minus FEDFUNDS
16 90 1 AAAFFM Moody’s Aaa Corporate Bond Minus FEDFUNDS
17 91 1 BAAFFM Moody’s Baa Corporate Bond Minus FEDFUNDS
5 TWEXMMTH Trade Weighted U.S. Dollar Index: Major Currencies
18 92* 5 EXSZUSx Switzerland / U.S. Foreign Exchange Rate
19 93* 5 EXJPUSx Japan / U.S. Foreign Exchange Rate
20 94* 5 EXUSUKx U.S. / U.S. Foreign Exchange Rate
21 95" 5 EXCAUSx Canada / U.S. Foreign Exchange Rate
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Group 7: Prices

id tcode fred description
1 96 6 WPSFD49207 PPI: Finished Goods
2 97 6 WPSFD49502 PPI: Finished Consumer Goods
3 98 6 WPSID61 PPI: Intermediate Materials
4 99 6 WPSID62 PPI: Crude Materials
5 100" 6 OILPRICEx Crude Oil, spliced WTI and Cushing
6 101 6 PPICMM PPI: Metals and metal products
7 102 6 CPIAUCSL CPI: All Items
8 103 6 CPIAPPSL CPI: Apparel
9 104 6 CPITRNSL CPI: Transportation
10 105 6 CPIMEDSL CPI: Medical Care
11 106 6 CUSRO000SAC CPI: Commodities
12 107 6 CUSR0000SAD CPIL: Durables
13 108 6 CUSRO000SAS CPI: Services
14 109 6 CPIULFSL CPIL: All Items Less Food
15 110 6 CUSRO000SAOL2 CPI: All Items Less Shelter
16 111 6 CUSRO0000SAQL5 CPIL: All Items Less Medical Care
17 112 6 PCEPI Personal Cons. Expend.: Chain Index
18 113 6 DDURRG3MO086SBEA  Personal Cons. Exp.: Durable Goods
19 114 6 DNDGRG3MO086SBEA  Personal Cons. Exp.: Nondurable Goods
20 115 6 DSERRG3MO086SBEA  Personal Cons. Exp.: Services

Group 8: Stock market

id  tcode fred description

1 71 5 S&P 500 S&P’s Common Stock Price Index: Composite

2 72" 5 S&Pindust  S&P’s Common Stock Price Index: Industrials

3 73" 2 S&P divyiels S&P’s Composite Common Stock: Dividend Yield

4 74" 5 S&P PEratio S&P’s Composite Common Stock: Price-Earnings Ratio
1 VXOCLSx VXO
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Tabeller og figurer

Dette appendiks indeholder nogle tabeller og figurer, som anvendes i den empiriske del.

Fordelingen af residualerne Normal Q-Q plot
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Figur C.1: Analyse af de standardiserede residualer for AR(4).
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Lasso (CV) Ridge regression (CV) Group lasso (CV) Adap. lasso m. OLS vaegte (CV) Adap. lasso m. lasso vaegte (CV)  Lassorg (CV)
Skewness -0.1610 -0.1194 —0.0943 -0.1167 -0.1134 -0.0964
Kurtosis —0.4633 0.5568 -0.3725 -0.5186 —0.5429 -0.5201
JB-test 0.0289 0.0128 0.1478 0.0118 0.0214 0.0331
LBjo-test 0 0.0017 1.511-10712 0 0 0

Lasso (BIC) Ridge regression (BIC) Group lasso (BIC) Adap. lasso m. OLS veegte (BIC) Adap. lasso m. lasso veegte (BIC) Lassorg (BIC)
Skewness -0.1322 -0.1127 —-0.1148 —0.0869 -0.0912 0.0935
Kurtosis -0.5174 0.5124 —0.2385 -0.6104 -0.5994 -0.5310
JB-test 0.0235 0.0239 0.3008 0.0113 0.0127 0.0298
LBjo-test 0 0.0013 3.147-10710 0 0 0

Tabel C.1: Skewness, excess kurtosis, p-veerdier for Jarque-Bera og Ljung-Box testen for de standardiserede residualer. Vi lader LBy betegne

Ljung-Box test med lag = 10. p-veerdier < 2.2-107'6 scettes til 0.
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Residualer
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Figur C.2: Analyse af de standardiserede residualer for faktor model (ICy ).
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Figur C.3: Analyse af de standardiserede residualer for faktor model (I1C,).
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Fordelingen af residualerne Normal Q-Q plot
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Figur C.4: Analyse af de standardiserede residualer for lasso (CV).
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Figur C.5: Analyse af de standardiserede residualer for ridge regression (CV).
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Fordelingen af residualerne Normal Q-Q plot
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Figur C.6: Analyse af de standardiserede residualer for group lasso (CV).
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Figur C.7: Analyse af de standardiserede residualer for adaptive lasso med OLS vcegte (CV).
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Fordelingen af residualerne Normal Q-Q plot
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Figur C.8: Analyse af de standardiserede residualer for adaptive lasso med lasso veegte (CV).
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Figur C.9: Estimerede koefficienter for ridge regression (CV).
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Figur C.10: Estimerede koefficienter for group lasso (CV).
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Boxplot Sandsynlighed for 0
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Figur C.11: Til venstre vises et boxplot af 1000 bootstrap realisationer af B (A1s4). Plottet til
hajre illustrerer andelen af bootstrap realisationer, hvor parameter estimaterne er preecis lig
nul.
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Figur C.12: Analyse af de standardiserede residualer for lassorg (CV).
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Fordelingen af residualerne Normal Q-Q plot
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Figur C.13: Analyse af de standardiserede residualer for lasso (BIC).
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Figur C.14: Analyse af de standardiserede residualer for ridge regression (BIC).
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Fordelingen af residualerne Normal Q-Q plot
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Figur C.15: Analyse af de standardiserede residualer for group lasso (BIC).
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Figur C.16: Analyse af de standardiserede residualer for adaptive lasso med OLS veegte (BIC).
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Fordelingen af residualerne Normal Q-Q plot
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Figur C.17: Analyse af de standardiserede residualer for adaptive lasso med lasso veegte (BIC).
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Figur C.18: Til venstre vises et boxplot af 1000 bootstrap realisationer af ' (Agic). Plottet til
hajre illustrerer andelen af bootstrap realisationer, hvor parameter estimaterne er preecis nul.
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Fordelingen af residualerne Normal Q-Q plot
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Figur C.19: Analyse af de standardiserede residualer for lassorc (BIC).
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Figur C.20: Analyse af de standardiserede residualer for LARS (CV).
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Fordelingen af residualerne Normal Q-Q plot
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Figur C.21: Analyse af de standardiserede residualer for lasso LARS (CV).
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Figur C.22: Til venstre vises et boxplot af 1000 bootstrap realisationer af BLARS (f15a)- Plottet til
hajre illustrerer andelen af bootstrap realisationer, hvor parameter estimaterne er preecis nul.
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Figur C.23: Til venstre vises et boxplot af 1000 bootstrap realisationer af p'®° (f15a)- Plottet til
hajre illustrerer andelen af bootstrap realisationer, hvor parameter estimaterne er preecis nul.
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Figur C.24: Analyse af de standardiserede residualer for LARStg (CV).
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LARS (CV) lasso LARS (CV)  LARStg (CV)

Skewness -0.1222 -0.1291 -0.0792
Kurtosis -0.5251 -0.5272 1.2576
JB-test 0.0241 0.0217 6.887-107°
LB1o-test 0 0 1.208-107"

LARS (BIC) lasso LARS (BIC) LARSt¢ (BIC)

Skewness —0.1606 -0.1671 -0.1015
Kurtosis —0.4626 —0.4344 -0.4936
JB-test 0.0293 0.0353 0.0428
LB1p-test 0 0 0

Tabel C.2: Skewness, excess kurtosis, p-veerdier for Jarque-Bera og Ljung-Box testen for de
standardiserede residualer. Vi lader LBy betegne Ljung-Box test med lag = 10. p-veerdier
<2.2-107'8 scettes til 0.
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Figur C.25: Analyse af de standardiserede residualer for LARS (BIC).
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Figur C.26: Analyse af de standardiserede residualer for lasso LARS (BIC).
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Figur C.27: Til venstre vises et boxplot af 1000 bootstrap realisationer af ﬁLARS (fB1c). Plotter til
hajre illustrerer andelen af bootstrap realisationer, hvor parameter estimaterne er preecis nul.
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Figur C.28: Til venstre vises et boxplot af 1000 bootstrap realisationer af ﬁl‘mo (fBic). Plottet til
hajre illustrerer andelen af bootstrap realisationer, hvor parameter estimaterne er preecis nul.

Fordelingen af residualerne Normal Q-Q plot

Sample kvantil

0 2 5 0
Standard afvigelse Teoretisk kvantil
Residualerne Residual korrelogram

10-

Residualer

1960 1970 1980 1990 2000 0 10 20
Dato Lags

Figur C.29: Analyse af de standardiserede residualer for LARStg (BIC).
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R koder

I dette appendiks inkluderes R-koderne.

D.1 Autoregressiv model

Funktionen opt.orden anvendes til at bestemme ordenen p af en autoregressiv model.

4 opt.orden = function(x, p.max){

5 BIC.vektor = rep(NA, p.max)

6

7 for (p in 1:p.max){

8 y = x[(p + 1):1length(x)]

9 n.obs = length(y)

10 x.lag = matrix(nrow = n.obs, ncol = p)

11 for (j in 1:p){

12 for (i in 1:n.obs){

13 x.lagli,j] = x[p+ti-j]

14 3}

15 3}

16 beta.hat = solve(crossprod(x.lag), crossprod(x.lag, y))
17 sigma2.hat = mean((y - x.lag %*% beta.hat)"2)

18 BIC = log(sigma2.hat) + (p * log(n.obs) / n.obs)
19 BIC.vektor[p] = BIC

20}

21 print(which.min(BIC.vektor))

22 %}

Vi anvender funktionen beta til at estimere parametrene ud fra OLS.

24 beta = function(x, p, summary = F, fit = F) {
25 y = x[(p + 1):1length(x)]

26 n.obs = length(y)

27

28  x.lag = matrix(nrow = n.obs, ncol = p)

29 for (j in 1 : p){

30 for (i in 1 : n.obs){

31 x.lagli, j1 = x[p + i - j]

32 }

33}

34

35  beta.hat = solve(crossprod(x.lag), crossprod(x.lag, y))
36

37 if(fit){
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38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55

fit = x.lag %*% beta.hat
resid = y - fit
return(list("beta.hat”

if(summary){

sigma2.hat = mean((y - x.lag %*% beta.hat)"2)
sqrt(diag(sigma2.hat * solve(crossprod(x.lag))))
beta.hat / std.error

pnorm(- abs(beta.hat) / std.error) * 2

std.error
t.value =
p.value =

BIC = log(sigma2.hat) + (p * log(n.obs) / n.obs)

return(cbind.data. frame(beta.hat = round(beta.hat, digits
sigma2.hat, BIC))

beta.hat, "fit" = fit, "residuals”

4), std.error, t.value, p.value,

Funktionen ForecastAR anvendes til praediktion.

ForecastAR = function(data, p, idx = idx) {
fc = c(NA)
for(k in @:length(datal-c(1:idx)1) - 1) {
y = datal(p + 1):(length(datal[1:idx]1) + k)]
n = length(y)
x.lag = matrix(nrow = n, ncol = p)

for (j in 1:p){
for (i in 1:n){
x.lagli, j] = datalp + i - j]

3
}

0 N o ;g

beta.hat = solve(crossprod(x.lag), crossprod(x.lag, y))
fclk+1] = datal(length(datal1:idx]) + k):(length(datal1:idx]) + k - p + 1)] %*% beta.hat
}
print(list("fc” = fc))
}

D.2 Faktor modellen

Funktionen estFactors bruges til at estimerer faktorerne.

getFactors <- function(X, k) {
p = ncol(X)
XTX = crossprod(X)

X.eig = eigen(XTX, symmetric = TRUE)
eig.vec = X.eig$vectors

loadings = eig.vec[, 1:k] * sqrt(p)
factors = (X %*% loadings) / p

list.out <- list(

"factors” = factors ,
"loading” = loadings

MAOK10 5.219 128



18 )
19 return(list.out)
20 3}

Funktionen estFactors anvendes til identificere faktorerne.

22 estFactors <- function(X, ic = 1, trace = FALSE) {
23 X = as.matrix(X.df)

24 n.obs = nrow(X)

25 p = ncol(X)

26

27 k.max = 20

28 ics = rep(NA, k.max)

29

30 for (k in 1:k.max) {

31 est.k = getFactors(X, k)

32 F.k = est.k$factors

33 L.k = est.k$loading

34

35 if(ic == 1) {

36 penalty = k * (p + n.obs) / (p * n.obs) * log((p * n.obs) / p + n.obs)
37 } else if (ic == 2) {

38 penalty = k *# (p + n.obs) / (p * n.obs) * log(min(p, n.obs))
39 } else if (ic == 3) {

40 penalty = k * log(min(p, n.obs)) / min(p, n.obs)

41 } else {

42 stop(”"Invalid information criterion argument”)

43 }

44

45 V.k = matrix.trace(crossprod(X - tcrossprod(F.k, L.k))) / (n.obs * p)
46 ics[k] = log(V.k) + penalty

47 if (trace) cat("k =", k, "\tv =", V.k, "\tIC =", ics[kl, "\n")
48}

49

50  k.opt = which.min(ics)

51 est.opt = getFactors(X, k.opt)

52 factors.opt = est.opt$factors

53  colnames(factors.opt) = paste("F"”, 1:k.opt, sep = "")
54  df.out = data.frame(factors.opt) %>% tbl_df

55  return(df.out)

56 }

Funktionen ForecastFaktor anvendes til praediktion.

21 ForecastFaktor <- function(y, X, idx = idx, m = 4, r.hat) {
22 df.y.lags = foreach(i = 1:m, .combine = cbind) %do%{

23 lag(y, i)

24}

25 n.obs = length(y_test)
26

27  fc = foreach(i = 1:n.obs, .combine = rbind) %do%{

28 X = xf[1:(idx + i),]

29 w.t = df.y.lags[1:(idx + i), 1]

30 F.t = getFactors(X, r.hat)$factors
31 Z = data.frame(F.t, w.t)

32
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33 Z.in = Z[(m + 1):(idx + i - 1), 1 %>% as.matrix(.)

34 Y.res = y[(m + 1):(idx + i - 1)]
35 Z.out = Z[(idx + i), 1 %>% as.matrix(.)
36

37 ZTZ = crossprod(Z.in)

38 ZY = crossprod(Z.in, Y.res)

39 beta = solve(ZTZ, ZY)

40

41 Y.fc <= Z.out %*% beta

42 return(Y.fc)

43}

44 print(fc)

45 3}

D.3 Coordinate descent

R-koderne i dette afsnit er kun anvendt pa lasso modellen, men princippet er det samme for
de resterende modeller. Vi anvender funktionen glmnet fra R-pakken af samme navn til at
lose folgende optimeringsproblem

Vi anvender funktionen cv. glmnet til at udfere 10-fold krydsvalidering, hvorudfra vi veelger
den optimale model.

1 1
argmin{ — ly-XBlI5+ A | =(1L - )l B3+ al Bl
BeRP 2n 2

6 lasso_fit = glmnet(x_train, y_train, family = "gaussian”, alpha =1,

7 intercept = FALSE, standardize = FALSE)

8 lasso_cv = cv.glmnet(x_train, y_train, family = "gaussian”, alpha =1,
9 intercept = FALSE, standardize = FALSE)

Funktionen BIC udveelger den optimale model ud fra BIC.

1 lassoBIC <- function(y, x, fit) {

2 BIC <- function(y, x, fit, i) {

3 n.obs <- length(y)

4 sigma2est <- sum((y - x %*% fits$betal,i1)*2) / n.obs
5 BIC <- log(sigma2est) + fit$df[i] * log(n.obs) / n.obs
6 return(BIC)

7}

8 n.lambda = length(fit$lambda)

9  BICs = rep(NA, n.lambda)

10 for (i in 1:n.lambda) {

11 BICs[i] <- BIC(y, x, fit, i)

12 3

13 idx = which.min(BICs)

14  beta_hat = fit$betal,idx]

15 res =y - x %*% beta_hat

16 print(list("scale_res” = scale(res),

17 "log_lambda" = log(fit$lambdal[idx]),

18 "lambda" = fit$lambdal[idx],

19 "bic_min" = BICs[idx],

20 "p" = parm(coef(fit, s = fit$lambdalidx] ))
21 »

22 }
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Til preediktion anvender vi funktionen Forecast.

Forecast = function(y, x, alpha, idx, lambda){
n = length(y_test)
m= 4

fc = foreach(i = 1:n, .combine = rbind) %do%{
X.in = x[1:((idx - m) + i - 1), 1]
Y.res = y[(m + 1):(idx + i - 1)]
X.out = x[((idx - m) + i), 1]
fit = glmnet(X.in, Y.res, family = "gaussian”, alpha = alpha,
intercept = FALSE, standardize = FALSE)
beta = as.vector(coef(fit, s = lambda)) %>% .[-1]
pred_test = X.out %*% beta

return(pred_test)

}
print(fc)
}

TG test

Vi anvender TG testen pa lasso modellen for en fast veerdi af tuning parameteren. Funktionen
fixedLassoInf fra R-pakken selectiveInference laser lasso problemet

. 1
arg mln{—lly—Xﬁllg +M|ﬁ||1}-
PeRP 2

Hvorimod glmnet multiplicerer forste led med faktoren % Dette betyder, at efter vi har
kort glmnet, da skal vi sette beta = coef(obj, s=lambda/n)[-1], hvor obj er objektet,
som er returneret af glmnet og [-1] fjerner skeeringen, som glmnet altid giver som forste
komponent, for at finde det beta der svarer til en lambda veerdi.

n <- length(y_train)

coef = coef(lasso_fit, s = lasso_cv$lambda.l1se)[-1]

lambda = lasso_cv$lambda.lse * n

fixed_lasso_kryds = fixedLassoInf(x_train, y_train, coef, lambda = lambda,
intercept = FALSE, alpha = 0.1)

D.4 LARS

R-koderne i dette afsnit er kun for LARS modellen, men princippet er det samme for lasso
LARS. Vi bruger lars fra R-pakken af samme navn til at udfere least angle regression, hvor
funktionen cv. lars udferer 10-fold krydsvalidering, hvorudfra vi veelger den optimale model.
lars_cv = cv.lars(x_train, y_train, type = "lar"”, intercept = FALSE,

normalize = FALSE, trace = TRUE)

lars_fit = lars(x_train, y_train, type = "lar"”, intercept = FALSE,
normalize = FALSE)

Funktionen larsBIC vealger den optimale model udfra BIC.
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1 larsBIC <- function(y, x, fit) {

2 BIC <- function(y, x, fit, i) {

3 n.obs <- length(y)

4 sigma2est <- sum((y - x %*% fit$betal[i,]1)*2) / n.obs

5 BIC <- log(sigma2est) + fit$df[i] * log(n.obs) / n.obs
6 return(BIC)

7}

8 step = length(fit$lambda)

9 BICs = rep(NA, (step + 1) )

10 for (i in 1:(step + 1)) {

11 BICs[i] <- BIC(y, x, fit, i)
12 3

13 idx = which.min(BICs)

14  beta_hat = fit$betalidx,]

15  f = apply(abs(fit$beta), 1, sum)
16 f = f/max(f)

17 f_hat = fL[idx]

18

19 res =y - x %*% beta_hat

20 print(list(”scale_res” = scale(res),
21 "f_hat" = f_hat,

22 "bic_min" = BICs[idx],

23 "p" = parm(beta_hat)
24))

25 }

Til preediktion anvendes funktionen ForecastLARS.

ForecastLARS = function(y, x, idx, s, type, mode){
n = length(y_test)
m= 4

1
2
3
4
5 fc = foreach(i = 1:n, .combine = rbind) %do%{
6 X.in = x[1:((idx - m) + 1 - 1), ]

7

8

Y.res = y[(m + 1):(idx + i - 1)]
X.out = x[((idx - m) + i), 1]
9 fit = lars(X.in, Y.res, type = type, normalize = FALSE,
10 intercept = FALSE)
1 beta = as.vector(coef(fit, s = s, mode = mode))
12 pred_test = X.out %*% beta
13
14 return(pred_test)
15 %}
16 print(fc)
17 }
TG test

Vi anvender TG testen pa LARS modellen, hvor funktionerne larInf og lar fra R-pakken
selectivelInference anvendes. Funktionen larInf skal bruge et lar-argument, som har
samme output som lars, men har nogle ekstra udregninger, som er nadvendige for polyeder

udveelgelsen.

5 lar_fit = lar(x_train, y_train, normalize = FALSE, intercept = FALSE)
6 lar_coef = coef(lar_fit, s = 20, mode = "step"”)
7 larinf = larInf(lar_fit, alpha = 0.1, type = "all”, k = 19, verbose = TRUE)
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