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Synopsis:

Denne specialeafhandling viser
konstruktionen af det reelle
talsystem, med udgangspunkt i
Peanos fem aksiomer for det
naturlige talsystem. Derfor starter
afhandlingen med at gennemga
konstruktionen af det naturlige
talsystem, som i de efterfglgende
kapitler bliver vist at det kan udvides
til heltals systemet samt det rationelle
talsystem. Slutteligt vises der to
metode til at konstruere det reelle
talsystem, ud fra det rationelle
talsystem, dette er Dedekinds
metode og Cantors metode. | det
sidste kapitel introduceres
kardinalitet, for at vise at det naturlige
talsystem, heltals systemet og det
rationelle talsystem har samme
kardinalitet, mens det reelle
talsystem har hgjere kardinalitet.







Forord

Denne rapport er udarbejdet af Daniel Mose Thiilborg som specialeafhandling
matematikstudiets 10. semester pa Aalborg Universitet. Projektet er udarbejdet i
samarbejde med vejleder Horia Cornean og har titlen “Konstruktion af det reelle
talsystem og kardinalitet af talsystemer”. Projektet er en udredning af relevant
teori og begreber inden for matematisk analyse med fokus pa talsystemer.
Projektet henvender sig til alle med interesse for emnet, men laeses bedst, hvis
man har en matematisk forstaelse svarende til 10. semester pa
matematikuddannelsen pa pa Aalborg Universitet med specialisering i analyse.
Jeg vil gerne takke vejleder Horia Cornean for kyndig vejledning gennem
projektet

Aalborg 10. juni

Daniel Mose Thiilborg



Laesevejledning

Der vil i lgbet af rapporten forekomme kildehenvisninger, der henviser til en
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metoden, sadan at der refereres ved [Efternavn, arstal, evt. sidetal m.m.]. Der er
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Indledning

| dette projekt gnskes det at vise, at det udfra Peanos aksiomer for det naturlige
talsystem, er muligt at konstruerer et fuldstaendigt ordnet og fuldsteendigt Cauchy
talsystem. Det viser sig at for at konstruere et talsystem, med disse egenskaber,
skal man konstruerer det reelle talsystem.

For at kunne konstruerer det reelle talsystem, skal man fgrst konstruere det
naturlige talsystem ud fra Peanos aksiomer. | denne forbindelse vil der ogsa blive
udviklet bingere operatorer samt en ordning mellem elementerne. At disse bliver
bevist skyldes at, nar systemet skal videreudvikles til heltals systemet, anvendes
de binaere operatorer og ordningen, til at udvikle og bevise de binaere operatorer
og ordning i det nye system.

Videre vil det fgrnaevnte heltals system samt det rationelle talsystem blive
konstrueret. Disse to talsystemer kan opfattes som mellemstadier inden
konstruktionen af det reelle talsystem. Disse mellemstadier er dog ngdvendige,
da heltals systemet benyttes til at konstruere det rationelle talsystem og det
binsere operatorer samt ordning.

For det rationelle talsystem, kunne det se ud til at deekke hele tallinjen, dette er
dog ikke tilfeeldet, da der over hele tallinjen forekommer huller i form af de
irrationelle tal. Af denne grund opfylder det rationelle talsystem ikke ordens og
Cauchy fuldsteendighed.

Projektet viser to metoder til at lokalisere og udfylde hullerne, i form af de
irrationelle tal. Dedekinds metode, som benytter Dedekinds skeeringer, som er en
delmeengde af de rationelle tal, hvor den gvre greense for hver delmaengde,
definerer elementerne i det reelle talsystem. Pa denne made fik Dedekind
lokaliseret og udfyldt alle de irrationelle huller, og dermed skabt det reelle
talsystem, som vises at opfylde bade ordens og Cauchy fuldstaendighed.

Den anden metode som projektet viser for at skabe det reelle talsystem, er
Cantors metode. Denne benytter sig af Cauchy falger til at lokalisere og udfylde
hullerne i det rationelle talsystem. Det vises at denne metode ogsa konstruere
det reelle talsystem, som endvidere er unikt, si denne metode skaber det samme
system som Dedekinds metode, dermed opfylder dette ogsa ordens og Cauchy
fuldsteendighed.

Slutteligt kigger projektet pa de anvendte talsystemers kardinalitet. For alle
systemerne geelder det at de indeholder uendeligt mange elementer. Det vil vise
sig at det naturlige talsystem, heltals systemet og det rationelle talsystem har
samme kardinalitet, teelleligt uendeligt. Dette er selvom det i projektet er vist at
nar man videre konstruerer talsystemerne, bibeholdes det oprindelige talsystems
elementer samt der tilfgjes nye. Det eneste talsystem som dette projekt
beskaeftiger sig med, som ej har kardinaliteten teelleligt uendelig, er det reelle
talsystem, denne har nemlig kardinaliteten overteelleligt uendelig.



Kapitel 1 - Det naturlige talsystem

| dette kapitel vil det naturlige talsystem blive konstrueret ud fra Peanos fem
definerende aksiomer. Efter konstruktionen af systemet, vises det at to givne
naturlige talsystemer, vil veere hinandens isomorfier, og at man dermed opfatter
det naturlige talsystem som unikt.

Videre vil det blive vist at systemet kan handtere de bineere operatorer addition,
multiplikation samt at tage eksponentialet.

Sidst vil der blive udviklet en ordning til systemet, for at vise at det naturlige
talsystem er velordnet.

Peanos aksiomer

De fem aksiomer af Peano definere:

Vi antager, at der findes en maengde N med fglgende egenskaber:

N(i): Der findes et element 1eN

N(ii): For hvert neN, findes der et element S(n)eN saledes at {(n,S(n))|n€N}
er en funktion.

N(iii): 1¢ S (N)

N(iv): S er injektiv.

N(v): Hvis P er en delmaengde af N saledes at 1€P og S(n)EP V n€ P sa P=N.

N(i) forteeller at maengde indeholder mindst et element i meengden, dette element
kaldes 1 og optraeder som det kendte element, eller start elementet. N(ii) svarer
til en induktiv proces. Fra N(i) haves det at maengden har elementet 1, N(ii)
bruger elementet 1 til at generere S(1), som kaldes 2 og fra 2 genereres S(2),
hvilket der fortseettes med. S kaldes for efterfglgerfunktionen da S(n) giver
efterfalgeren til n. N(iii) sikre at elementet 1 ikke er efterfglger til et andet element
i N. N(iv) siger at S er injektiv, hvilket sikre at ethvert element har en og kun en
efterfglger. N(v) er matematisk induktion, i stedet for at antage at Py er sandt, og
derefter vise seetningen for Py.1, defineres en delmaengde af N, P{neN| neP hvis
og kun hvis n opfylder egenskaberne for P}, hvis P opfylder N(v), garantere N(v)
at P=N, altsa at udsagnet P, er sandt for ¥ neN, i dette tilfaelde forsgges det at
bevise tingene pa en aksiomatisk made.

Systemer der opfylder aksiomerne betegnes (N,1,S), N er navnet pa maengden, 1
er navnet pa elementet der opfylder N(iii) og S er navnet pa funktionen fra N til N
som opfylder N(ii), N(iii) og N(iv). Fra aksiomet er det blot antaget at der findes
mindst en meaengde, der kan derfor godt eksistere andre systemer der opfylder de
5 aksiomer. Selv for den samme maengde N, kan der eksistere ubegreenset
mange efterfglger funktioner, derfor kan det ikke siges endnu at systemet er
unikt.



Derfor introduceres begrebet isomorfi for naturlige talsystemer

Definition - Isomorfi mellem naturlige talsystemer

Lad (N,1,S) og (N',1',S") veere to naturlige talsystemer der opfylder N(i) til
N(v). N og N' er isomorfe hvis der findes en bijektiv funktion ¢: N — N’
sadan, at

(i) @(1)=1"

(ii) @oS(n)=S'o@(n) V neN.

Hvad betyder det sa at der er en isomorfi mellem to naturlige talsystemer? Tag et
tilfeeldigt naturligt talsystem (N,1,S) for eksempel. Dette system vil indeholde
visse elementer som ogsa er indeholdt i N. Elementet 1 kommer fra
begyndelsesbetingelsen, og efterfaglger funktionen S bestemmer strukturen for
systemet. Tages systemet (N’, 1°, S’) vil man kunne omdgbe 1 til at vaere 1’ og
S(1°)=2, hvis ethvert element i systemet kan omdgbes til et element fra et andet
system, sa de har samme begyndelsesbetingelse og struktur, vil de to systemer
kaldes for isomorfe. Dette kan siges ved at der eksistere en omdgberfunktion ¢
mellem N til N’ som opfylder at:

(0) Den er injektiv og surjektiv

Dette falger fra definitionen af at den er bijektiv. S& ethvert element bliver
matchet op med et og kun et element fra det andet system.

(i) o(1)=1"

Dette sikre at begyndelsesbetingelsen fra det ene system matcher op med
begyndelsesbetingelsen fra det andet system. Dette er en forudsaetning for at (ii)
kan overholdes.

(i) oS(n)=S’o(n) V NEN

Dette sikre at strukturen beholdes. S har en effekt pa hvert element, neN, sa hvis
n har m som efterfglger i (N,1,S) sa er m’ efterfelger til n’ i (N’,1°,S’)

Seetning - Iteration

Lad (N,1,S) veere et naturligt talsystem, og lad B veere en ikke-tom maengde.
Givet et beB og en funktion y:B—B, eksisterer der en unik funktion ¢:N—B
sadan at @(1)=b og ¢(S(n))= y(¢(n)) V neN.

Bevis

For at bevise saetningen, skal det vises at der eksisterer en ikke-tom maengde
ECNxB, som opfylder fglgende egenskaber.

(i) Hvis (n,m), (n,m’)€E, s& er m=m’.

(i) (1,b)eE

(iii) Hvis (n,m)€eE, sa er (S(n),w(m))eE.

Til disse egenskaber bemaerkes det at,

(if) Eftersom 1eN og beB, haves det at (1,b)eNxB.
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(ii) Bemaerk at (S(n),w(m))eENxB V neN, meB, sa (iii) er altid sand for NxB.
Lad nu F={delmeengder af NxB| der opfylder egenskaberne (ii) og (iii)}. Fra
bemaerkningerne ovenfor, vides det at NxBeF, dermed er F en ikke-tom. Lad nu
E veere feellesmaengden for alle elementerne i F. Eftersom (1, b)eF; v FeF, (1, b)
€E altsa har E egenskab (ii). Antag (n,m) €E, derfor er (n,m)eF; v FeF.
Egenskaben for F haves det at (S(n),yp(m))eF; v FieF. Derfor (S(n),p (m))eE
altsa har E egenskab (iii). Derfor EEF.
Lad P={neN|(n,m),(n,m’)€EE= m=m'}. Det vides at (1,b)€eE. Antag at (1, b,)€E og
at b#b,. Betragt maengden E'=E/(1,b,). Det er klart at E' opfylder egenskab (ii).
Da E opfylder egenskab (iii), opfylder E' ogsa egenskab (iii) fordi det kun er (1,by)
som er fjernet fra E og siden 1 ikke er efterfglger til noget neN. Derfor E'eF.
Men da ECF; vV FieF sammenholdt med E'S E, ma dette betyde at E = E', hvilket
er en selvmodsigelse. Derfor 1eP.
Antag neP. Dermed (n m), (n,m’) eEE=m=m". Hvis (S(n),l), (S(n),I") €E men I#l',
skal y(m)=Il, y(m)=I', dette er en modsigelse da y er en bijektiv funktion.
Betragt nu maengden E”=E\(S(n),l). E” opfylder fortsat egenskab (ii). Hvis E”
opfylder (iii), ville E”€F. Dette ville dog veere en modstrid, da E"C E, og E er
feellesmaengden af maengderne som opfylder (ii) og (iii).
Derfor er S(n)eP nar neP. Fra N(v) vides det sa at P=N, og sa opfylder E ogsa
egenskab (i). Dermed eksisterer @.
Antag nu at ¢ og ¢’ er to funktioner som opfylder (ii) og (iii). Lad
P={neN|@(n)=¢’(n)}. Da funktionerne opfylder (ii) vil 1€P siden ¢(1)=b=@'(1).
Antag at neP. Sa er
e(S(n)  =w(e(n))

=W(@'(n))  (Da ¢(n)=¢(n")

=@'(S(n)).
Derfor S(n)eP nar neP. Fra N(v) vides det at P=N og sa ¢ er unik.

Seetning - Det naturlige talsystem er unikt.

Lad (N,1,S) og (N’,1°,S’°) vaere to naturlige talsystemer. Sa er (N,1,S) en
isomorfi for (N’,1°,S’).

Bevis

For at bevise denne saetning anvendes lterations saetningen, med (N,1,S) som
det naturlige talsystem. B=N’', b=1', y=S' sa eksisterer der en unik funktion
¢1:N—N'sadan at ¢1(1)=1" og ¢1(S(n))=S'(¢1(n)) V neN.

Tilsvarende eksisterer der en unik funktion @,:N'—N sadan at ¢»(1')=1 og
@2(S'(n"))=S(92(n")) ¥V n'eN'. Bemaerk at @, opfylder (i) og (i) fra definitionen pa en
isomorfi. Det behgves derfor blot at vises at det er en bijektiv funktion. Dette
vises ved at vise Qio@,=ly 0g @20@1=Iy.

Lad P={neN|@,c@1(n)=n}. Sa er 1€P da @,0p1(1)=@2(1’)=1. Antag at neP, sa er
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P2001(S(N)) =P2(S'(Pa(n))

= S(¢2(91(n)) ) (eftersom ¢1(n) €N’)

= S(n) (eftersom @20@41(N)=n for neP)
Dermed er S(n)eP nar neP. Fra N(v) haves det at P=N og ¢,°¢:=Iy. Ved
symmetri haves det at @10¢,=Iy 0g dermed er ¢, bijektiv.
Altsa er (N,1,S) og (N’,1,S’) isomorfe.

|

Iteration seetningen kan bruges til at sammenligne et naturligt talsystem, og andre
vilkarlige enkelt funktion systemer. Eftersom alle naturlige talsystemer er
isomorfe, og det er antaget at der findes mindst et, falger det at det naturlige
talsystem er unikt, og ethvert andet system blot er omdgmt fra det unikke system.
Med en passende matchning, hvilket altid er muligt ifglge ovenstaende saetning,
er de to systemer umulige at skelne fra hinanden.
Derfor vil (N,1,S) blive benyttet til at beskrive det unikke naturlige talsystem og
S(1)=2 samt SoS(1)=3 osv..

Seetning og bevis - grundleeggende egenskaber for det naturlige talsystem

For et naturligt talsystem (N,1,S) geelder der at; (Der startes med Peanos
fem aksiomer)

N(i): Der findes et element 1€N

N(ii): For hvert neN, findes der et element S(n)eN saledes at {(n,S(n))|neN}
er en funktion.

N(iii): 1¢S(N)

N(iv): S er injektiv.

N(v): Hvis P er en delmangde af N saledes at 1€P og S(n)EP V n€ P sa P=N.
N(vi): N er uendelig.

Fra N(iv) haves det er N er injektiv, og fra N(iii) haves det at 1¢S(N), sa S er en
aegte delmaengde af N og dermed er N uendelig.

N(vii): S(n)#n V neN

Lad P={neN| S(n)#n}. S& er 1eP da det haves fra N(iii) at 1¢S(N). Antag at neP.
Hvis S(S(n))=S(n), s& er S(n)=n eftersom S er injektiv er dette en modstrid.
Derfor er S(n)eP for ethvert neP. Fra N(v) haves det at P=N, dermed faglger det at
S(n)#n V neN.

N(viii): For ethvert neN/{1}, 3 meN sadan at n=S(m).

Lad P={neN| n=1 eller 3 meN sadan at n=S(m)}. Det ses at 1€eP. Antag at neP.
Hvis n=1 sa er S(n)=S(1) og dermed tilhgrer denne ogsa P da 1€N. Hvis n#1,
haves det at S(n)eP hvis neN. Dermed S(n)eP nar neP. Fra N(v) haves det at
P=N. Da neP fglger det at 3 meN sadan at n=S(m).

N(ix): Hvis n€eN, sa er n=1& ngS(N).

For n=1 fglger implikationen fra N(iii).

Hvis n¢S(N) fglger implikationen fra falgende
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(1) Fra N(ii)) 1¢S(N)
(if) Fra N(viii) neS(N) v neN/{1}
Dermed er n=1< ngS(N).

Binaere operatorer pa N

Der vil i dette afsnit blive gennemgaet saetninger som viser at enkelte binzere
operatore kan benyttes til at regne pa N. Der vil bliver gennemgaet for addition,
multiplikation samt at tage eksponenten af et naturligt tal.

Seetning - Addition

Der eksisterer en unik funktion A:NxN—N med fglgende egenskaber
A(i) A(n,1)=S(n) V¥ neEN
A(ii) A(n,S(M))=S(A(n,m)) ¥ n, m €N

Bevis

Givet neN. Fra iteration saetningen med N=B, S(n)=b, y=S, eksisterer der en unik
funktion A,:N—N sadan at A,(1)=S(n) og A,cS(M)=SeA,(m) V meN.
Definer A:NxN—N ved A(n,m)=A,(m). A opfylder nu egenskab A(i) eftersom
A(n,1)=An(1)=S(n) Vv neN. A opfylder ligeledes A(ii) for alle neN,
A(n,S(m))  =An(S(m))

=S(An(m))

=S(A(n,m)) VY meN.
Dermed er A(n,S(m))=S(A(n,m)) V n, meN. Hvis A ikke er en funktion, sa
eksisterer der et ((n,m),l;) og ((n,m),l,) €A sadan at |;#l,. Dette vil medfarer at
An(m)=l1#1,=An(m), hvilket er i modstrid med at A, var en funktion. Dermed
eksisterer der en funktion A:NxN—N, som opfylder A(i) og A(ii). Det skal nu
bevises at denne er unik.
Lad nu A’ veere en anden funktion som opfylder A(i) og A(ii) for alle neN. Lad
P={meN]A(n,m)=A’(n,m)}. S& er 1€P eftersom A(n,1)=S(n)=A’(n,1). Antag at
meP, sa er
A(n,S(m)) =S(A(n,m))

=S(A’(n,m)) (Da meP=A(n,m)=A'(n,m))

=A'(n,S(m))
Dermed er S(m)eP nar meP og fra N(v) vides det at P=N. Derfor A(n m)=A’'(n,m)
Vv n, meN og A er unik.

Herfra og fremad vil A(n,m) blive skrevet som n+m.

Seetninger og beviser - Egenskaber ved Addition
A(i): S(n)=n+1V neN
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A(ii): n+(m+1)=(n+m)+1V n, m N
A(iii):1+n=n+1V neN
Lad P={neN|1+n=n+1}. Sa er 1€P da 1+1=1+1. Hvis neP sa er

1+S(n) =1+(n+1) (fra A(i))
=(1+n)+1 (fra A(ii))
=(n+1)+1 (eftersom neP)
=S(n)+1

Dermed er S(n)eP nar neP. Fra N(v) vides det at P=N og sa er 1+n=n+1 V neN.
A(iv): (m+1)+n=(m+n)+1V n, meN

For hvert meN, defineres P={neN|(m+1)+n=(m+n)+1}. Sa er 1€P da
(m+1)+1=(m+1)+1. Hvis neP sa er

(M+1)+S(n) =(m+1)+(n+1)

=((m+1)+n)+1 (fra A(ii))
=((m+n)+1)+1 (eftersom neP)
=(m+(n+1))+1 (fra A(ii))
=(m+S(n))+1

Dermed er S(n)EP nar neP. Fra N(v) vides det at P=N og dermed er
(m+1)+n=(m+n)+1 V n, meN

A(v):m+n=n+m V n, meN, den kommutative lov for addition.

For hvert meN defineres P={neN|m+n=n+m}. Fra A(iii) haves det at 1eP. Hvis
neP sa er

m+S(n) =m+(n+1)
=(m+n)+1 (fra A(ii))
=(n+m)+1 (eftersom neP)
=(n+1)+m (fra A(iv))
=S(n)+m

Dermed er S(n)eP nar neP. Fra N(v) vides det at P=N og dermed geelder den
kommutative lov for addition

A(vi): (m+n)+k=m+(n+k) ¥ n, m, k€N, den associative lov for addition.
For hvert n, meN, defineres P={keN|(m+n)+k=m+(n+k)}. Fra A(ii) falger der
direkte at 1€eP. Hvis keP sa er

(m+n)+S(k) =(m+n)+(k+1)

=((m+n)+k)+1 (fra A(ii))
=(m+(n+k))+1 (eftersom keP)
=m+((n+k)+1) (fra A(ii))
=m+(n+(k+1)) (fra A(ii))
=m+(n+S(Kk))

Dermed er S(k)eP nar keP. Fra N(v) vides det at P=N og dermed geelder den
associative lov for addition.
A(vii): n#n+m ¥V m, n eN.

13



For hvert meN, defineres P={neN|n#n+m}. Det ses at 1#S(m)=1+m ifglge N(iii).
Dermed er 1€P.
Antag at neP. Sa er S(n)#S(n+m) (eftersom S er injektiv og n#n+m nar neP) men
det haves at.
S(n+m) =(n+m)+1

=(n+1)+m

=S(n)+m
Dermed er S(n)#S(n)+m og altsa S(n)eP nar neP. Fra N(v), vides det at P=N og
dermed er n#n+m vV m, neN.
A(viii): n+k=n+m = k=m vV m, n, K€ N, fortrydelsesloven for addition.
Lad P={neN|n+k=n+m =k=m V m, keN}. Eftersom S er injektiv betyder k # m =
1+k#1+m, modsat betyder 1+k=1+m = k=m v m, k N. Dermed er 1€P. Antag at
neP. Sa er

S(n)+k=S(n)+m

= (n+k)+1=(n+m)+1
= n+k=n+m (eftersom S er injektiv)
= k=m vV m, keN (eftersom neP)

Dermed er S(n)eEP nar neP. Fra N(v), vides det at P=N, og dermed gaelder
fortrydelsesloven for addition.

Saetning - Multiplikation

Der eksisterer en unik funktion M:NxN—N med fglgende egenskaber
M(i): M(n,1)=n V neN
M(ii) M(n,S(m))=A(n,M(n,m)) vV n, m N

Bevis

Givet neN. Fra iteration saetningen med N=B, n=b, y=A,, eksisterer der en unik
funktion M,:N—N sadan at My(1)=n og MpeS(m)=A,cM,(m) V meN.
Definer M:NxN—N ved M(n,m)=M,(m). M opfylder nu egenskab M(i) eftersom
M(n,1)=M,(1)=n V¥ neN. M opfylder ligeledes M(ii) for alle neN,
M(n,S(m)) =M (S(m))

=An(Mn(m))

=An(M(n,m)) vV meN.
Dermed M(n,S(m))=A,(M(n,m)) ¥ n, meN. Hvis M ikke er en funktion, sa
eksisterer der et ((n,m),l;) og ((n,m),l;) EM sadan at I,#l,. Dette vil medfgrer at
Mn(m)=l;#1,=M,(m), hvilket er i modstrid med at M, var en funktion. Dermed
eksisterer der en funktion M:NxN—N, som opfylder M(i) og M(ii).
Lad nu M’ veere en anden funktion som opfylder M(i) og M(ii) for alle neN, nu skal
det vises at denne er unik. Lad P={meN|M(n,m)=M'(n,m)}. Sa er 1€P eftersom
M(n,1)=n=M’(n,1). Antag at meP, sa er
M(n,S(m)) =A(n,M(n,m))
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=A(n,M’'(n,m)) (Da meP=M(n,m)=M'(n,m))

=M'(n,S(m))
Dermed er S(m)eP nar meP og fra N(v) vides det at P=N. Derfor M(n,m)=M'(n,m)
Vv n, meN og M er unik.

Herfra og fremad vil M(n,m) blive skrevet som nm eller n-m.

Seetning - Egenskaber ved multiplikation

M(i): n1=n V neN

M(ii): n(m+1)=nm+n ¥V n, m €N

M(iii): n1=1n Vv neN.

Definer P={neN|n1=1n} S& er 1€P eftersom (1)(1)=(1)(1). Antag at neP.Sa er,

S(n)l =S(n) (fra M(i))
=nl+1 (fra M(i))
=1n+1 (eftersom neP)
=1(n+1) (fra M(ii))
=1S(n)

Dermed er S(n)eP nar neP. Fra N(v) vides det at P=N og dermed er n1=1n Vv
neN.

M(iv): (m+1)n=mn+n ¥V n, meN.

For ethvert meN, defineres P={neN|(m+1)n=mn+n}. Fra M(i) haves at
(m+1)1=m+1=m1+1 sa 1€P. Antag at neP. Sa er

(m+1)S(n) =(m+1)(n+1)

=(m+1)n+(m+1) (fra M(ii))
=mn+n+m+1 (eftersom neP)
=(mn+m)+(n+1)

=m(n+1)+(n+1) (fra M(ii))
=mS(n)+S(n)

Dermed er S(n)EP nar neP. Fra N(v) vides det at P=N og dermed er
(m+1)n=mn+n V n, meN.

M(v): nm=mn V n, meN, den kommutative lovfor multiplikation.

For ethvert meN, defineres P={neN|nm=mn}. Sa fglger det fra M(iii) at 1€P.
Antag at neP. Sa er

S(n)m =(n+1)m
=nm+m (fra M(iv))
=mn+m (eftersom neP)
=m(n+1) (fra M(ii))
=mS(n)

Dermed er S(n)EP nar neP. Fra N(v), vides det at P=N og dermed geelder den
kommutative lov for multiplikation.
M(vi): m(n+k)=mn+mk Vv n, m, k€N, den distributive lov for multiplikation.
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For ethvert m, neN, defineres P={keN|m(n+k)=mn+mk}. Det fglger fra M(i) og
M(ii) at m(n+1)=mn+m=mn+m1, dermed 1€P. Antag at keP, sa er
m(n+S(k)) =m((n+k)+1)

=m(n+k)+m (fra M(ii))
=mn+mk+m (eftersom keP)
=mn+m(k+1) (fra M(ii))
=mn+mS(k)

Dermed er S(K)eP nar keP. Fra N(v), vides det at P=N og dermed geelder den
distributive lov for multiplikation

M(vii): (nm)k=n(mKk) ¥ n, m, keN, den associative lov for multiplikation.
For ethvert n, meN, defineres P={keN|(nm)k=n(mKk)} Fra M(i) haves det at
(nm)1=nm=n(m1) sa derved er 1eP. Antag at keP. S& er

(nm)S(k)  =(nm)(k+1)

=(nm)k+nm (fra M(ii))
=n(mKk)+nm (eftersom keP)
=n((mKk)+m) (fra M(vi))
=n(m(k+1)) (fra M(ii))
=n(mS(k))

Dermed er S(k)eP nar keP. Fra N(v), vides det at P=N og dermed geelder den
associative lov for multiplikation.

Seetning - Eksponential

Der eksisterer en unik funktion E:NXN—N med fglgende egenskaber
E(): E(n,1)=n V neN
E(ii) E(n,S(m))=M(n,E(n,m)) ¥ n, m €N

Bevis

Givet neN. Fra iteration saetningen med N=B, n=b, y=M,, eksisterer der en unik
funktion E,:N—N sadan at En(1)=n 0g EpeS(m)=MpcE,(m) ¥ meN.
Definer E:NxN—N ved E(n,m)=E,(m). E opfylder nu egenskab E(i) eftersom
E(n,1)=En(1)=n V neN. E opfylder ligeledes E(ii) for alle neN,
E(n,S(m)) =En(S(m))

=Mn(En(m))

=M(n,E(n,m)) VY meN.
Dermed E(n,S(m))=M(n,E(n,m)) ¥ n, meN. Hvis E ikke er en funktion, sa
eksisterer der et ((n,m),l;) og ((n,m),l,) €E sadan at |;#l,. Dette vil medfarer at
En(m)=l;#1,=En(m), hvilket er i modstrid med at E, var en funktion. Dermed
eksisterer der en funktion E:NxN—N, som opfylder E(i) og E(ii).
Lad nu E’ veere en anden funktion som opfylder E(i) og E(ii) for alle neN, nu
mangler det at blive vist at E er unik. Lad P={meN|E(n,m)=E'(n,m)}. Sa er 1eP
eftersom E(n,1)=n=E’(n,1). Antag at meP, sa er
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E(n,S(m)) =M(n,E(n,m))

=M(n,E'(n,m)) (Da meP=E(n,m)=E'(n,m))

=E’(n,S(m))
Dermed er S(m)eP nar meP og fra N(v) vides det at P=N. Derfor E(n,m)=E'(n,m)
Vv n, meN og E er unik.

Herfra og fremad vil E(n,m) blive skrevet som n™.

Seetning - Egenskaber ved eksponential

E(@i): n'=n v neN.

E(ii): n*™=n"n ¥ n, meN.

E(iii): 1"=1 V¥ neN.

Definer P={neN|1"=1}. Sa er 1€P som falge af E(i). Antag at neP. sd er,

150 =1" (fra E(i)
=(1)(1) (eftersom neP)
=1 (fra M)

Dermed er S(n)EP nar neP. Fra N(v), vides det at P=N og dermed er 1"=1V
neN.

E(iv): n™n*=n™"*v n, m, keN.

For ethvert n, meN defineres P={keN|n"n*=n""}. Fra E(i) og E(ii) fglger at, n™n*

=n"n = n™' s& 1€P. Antag at keP. S er,

nmns® =n"n“n (fra E(ii))
=n"*n (eftersom neP)
=S (fra E(ii))
_ ™S

Dermed er S(k)eP nar neP. Fra N(v), vides det at P=N og dermed gaelder
n™n*=n""*v n, m, keN,

E(v): ("™*=n" v n, m, keN.

For ethvert n, meN defineres P={keN|(n™)*=n"}. S falger det fra E(i) at 1P
eftersom, (N™*=n"=n"’. Antag at neP. S& er

(nm)S(k) :(nm)k(nm)l (fra E(iv))
=n™n™ (eftersom keP og fra E(i))
:nm;: (fra E(iv))
="M

Dermed er S(k)eP nar keP. Fra N(v), vides det at P=N og dermed gaelder (n"™)* =
n™ v n, m, kEN.
E(vi): (nm)*=n*m* ¥ n, m, keN.
For ethvert n, meN defineres P={keN|(hm)*=n*m"}. S& fglger det fra E(i) at 1P
da, (hm)'=nm=n'm'. Antag at keP. S& er
(mm)*®  =(nm)*(nm)* (fra E(ii))

=n*m*nm (eftersom keP og fra E(i))
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=n*n m*m

=n*Imk+t (fra E(ii))

—S0mSK
Dermed er S(k)eP nar keP. Fra N(v), vides det at P=N og dermed geelder (nm)* =
n“m* v n, m, keN.

Det kan bemeerkes at for bevisfarelsen for hver af de tre bingere operatorer
anvendes funktionen som er defineret i det foregaende bevis. Dermed kan man
ogsa sige at benytte eksponentialfunktionen er blot at multiplicere et element
med sig selv, ligesom at multiplicere blot er at addere et element med sig selv.

Orden pa N

For det naturlige talsystem er det nu bevist at man kan adderer, multiplicere og
tage eksponentialet af de naturlige tal. En ting der dog mangler er at man kan
vurdere hvilket tal der er det starste. Hertil benyttes orden og ordensrelationer,
som det kommende afsnit vil omhandle.

For at starte benyttes fglgende definition.

Definition
n siges at veere stgrre end m, og skrives n>m, hvis der eksisterer et kEN

sadan at n=m+k. n siges at vaere storre eller lig med m, som skrives n2m,
hvis n=m eller n>m

Der gnskes en ordning sa efterfglgeren til et element kommer efter elementet.
Eftersom S(n) er defineret til at vaere n+1, gnskes denne naturligt at veere efter
elementet n. Fra definitionen faglger det at

(i) S(n)>n

(i) S(n)>1

(iii) n>1 hvis n#1. (Det falger ogsa fra (ii) og N(viii) at n=1)

Dermed er de grundleeggende forudsaetninger ikke i modstrid med hvordan den
“korrekte ordening” vil se ud, men det skal nu tjekkes at definitionen har alle de
gnskede egenskaber. Senere i projektet vil der blive benyttet infimum og
supremum, som forudseetter at ordningen total eller partiel. Dertil bevises
tredellings loven.

Seetning - Tredelings loven

Lad n, meN, sa er der en og kun en af fglgende som geelder:

@i): n=m
(@ii): n>m
(iii): n<m
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Bevis

Farst vises det at maksimalt en af de tre ovenstaende udsagn kan veere sande.
Antag at (i) er sand. Hvis (ii) ogsa skal sand, sa skal der eksisterer et keN sadan
at n=m+k. Dermed skal n=n+k da (i) er sand, dette er dog i modstrid med A(vii).
Af den samme grund kan (iii) ikke vaere sand sammen med (i), her skal n
erstattes med m.

Antag at (i) er sand. Sa eksisterer der et kKEN sa n=m+k. Fra A(vii) vides det at (i)
ikke kan vaere sand. Huvis (iii) er sand, skal der eksisterer et reN sa n+r=m.
Dermed er n=m+k=n+r+k, hvilket er i modstrid med A(vii). Ved symmetri vises det
at hvis (iii) er sand, kan (i) eller (ii) ikke veere sande. Dermed er det vist at
maksimalt et af udsagnene kan veere sande. Nu skal det vises at mindst et af
udsagnene er sande.

Tag et neN og definer P={meN| s& mindst et af (i), (ii) eller (iii) er sande}. Betragt
m=1, hvis n=1 er (i) sand, hvis n#1 er (ii) sand. Dermed er 1€P. Antag at meP, s&
er mindst et af falgende sande

(i) n=m.

Sa er S(m)=n+1, sa er (iii) sand for S(m), da S(m)>n.

(i) n>m

Sa eksisterer der et keEN s& n=m+k. Sa er n+1=S(m)+k. Hvis k=1, fra A(viii) vides
det sa (i) er sand for S(m), hvis k#1, sa eksisterer der et | sa k=I+1. Sa er
n+1=S(m)+l+1 og fra A(viii) vides det sa at n=S(m)+| dermed er (ii) sand for S(m)
(i) n<m

Sa eksisterer der et keN s n+k=m. Derned er n+(1+k)=S(m) og dermed er (iii)
sand for S(m).

Dermed er S(m)eP nar meP. Fra N(v) vides det s& at N=P og dermed geelder
tredelings loven

Det skal nu vises at relationen = er en total ordning for N

Seetning - 2 er en total ordning pa N

Relationen 2 anvendt pa N er en partiel ordning, som ogsa er total.

Bevis

Refleksivitet er klart da n=n V neN.

Antag at msn og at nsm. Hvis n#m, haves det at m<n og at n<m hvilket er forbudt
ifelge tredelings loven. Dermed er < anti-symmetrisk.

Antag at n £m og m < k. Hvis n<k ikke er sand, fglger det fra tredelings loven at
n>k. Dermed, 3 peN sa n=k+p. Der er nu to udfald

(i) m=k, s& er n>m hvilket er i modstrid med tredelings loven.

(i) m<k, sa 3 geN sa m+g=k. Dermed er n=(m+q)+p hvilket med medfgrer at
m<n, dette er igen en modstrid med tredelings loven. Derfor er < transitiv.
Dermed er = en partiel ordning.
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Tag tilfeeldige n, m eN. Hvis n=m, sa fglger det at n< m fra refleksivitet. Ellers
kraever tredelings loven at n<m (Dermed n<m) eller n>m (Dermed m< n). Dermed
giver 2 en total ordning.

Seetning - Egenskaber ved ordning

Der vil nu blive gennemgaet og bevist nogle egenskaber ved ordning under
forskellige bineere operatorer.

For alle n, m, k, reN haves at:

(2): n<m og m<k = n<k

Dette folger som en konsekvens af at < er transitiv.

(2) n<n er aldrig sandt.

Dette folger direkte af A(vii)

Addition

(3) Hvis n¥m, sa er en og kun en af ligningerne x+m=n og x+n=m der har en
lgsning i Nog denne lgsning er unik.

Fra tredelings loven fglger det at kun en af ligningerne har en lgsning, der skal
derfor vises at denne Igsning er unik.

Antag at ligningen x+p=q har en lgsning i N, lad x1, X2€EN veere to forskellige
lgsninger. Sa er x;+p=q 0g Xx+p=q sadan at x;+(p+q)=xo+(p+q). Fra A(viii) have
det sa at x;=x, og dermed er lgsningen unik.

(4) n+m>n

Eftersom (n+m)=(n)+m falger uligheden.

(5) m>n & m+k>n+k

Hvis m>n, s& 3 peN saddan at m=n+p. Dermed er (m+k)=(n+k)+p og sa er
m+k>n+k. Modsat hvis m+k>n+k, sa 3 peN sadan at m+k=n+k+p og fra A(viii)
vides det at m=n+p og dermed er m>n.

(6) m>n og k>r = m+k>n+r.

Fra ulighederne vides det at 3 p, geEN sadan at m=n+p og k=r+q. Dermed er,
m+k=(n+r)+(p+q) og sa er m+k>n+r.

(7) m<n+1 hvis og kun hvis msn.

Lad m<n+1, og antag m>n. Sa 3 p, qeN sadan at m+p=n+1 og m=n+q. Sa er
n+1+m=m+p+n+q og fra A(viii) felger det at, sa skal 1=p+q, dette forudseetter at
1>p. Men 1<p hvilket er i modstrid med tredelings loven. Dermed fglger det at,
m<n+1 = msn.

Modsat hvis m<n, sa er m+1<n+1 ifglge (5). De vides at, m<m+1. Hvis m+1=n+1,
haves det at m<n+1. Ellers fglger det fra (1) hvis m+1<n+1, at m<n+1.

Dermed er, m<n+1 © msn.

(8) Der eksisterer ikke et meN sadan at n<m<n+1.

Antag at et sadan m eksisterer. Fra (7) haves det at n<msn. Dette er i modstrid
med tredlings loven, s& m kan ikke eksisterer.

Multiplikation
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(9) n<m hvis og kun hvis nr<mr.
Hvis n<m, sa 3 peN sadan at n+p=m. Sa haves det fra M(vi) at nr+pr=mr, og
dermed er nr<mr. Modsat, hvis nr<mr, sa er mulighederne
(i) m = n. S& haves det at mr=nr hvilket er i modstrid med tredelings loven.
(i) n>m. Sa 3 peN sadan at n=m+p. Dermed er nr=mr+pr sa er nr>mr. Dette er
ogsa i modstrid tredelings loven. Dermed er n<m < nr<mr.
(10) nm=nk = m=k, fortrydelsesloven for multiplikation.
Hvis nm=nk men m#k, sa haves det enten at m>k eller m<k. | begge tilfeelde
haves det fra (9) at nm#nk hvilket er en modstrid. Dermed haves at nm=nk =
m=K.
(11) n<m og k<r = nk<mr.
Fra (9) haves det at nk<mk og mk<mr. Sa falger det af (1) at nk<mr.
(12) nm2n
Hvis m=1, sa gaelder ligheden. Hvis m kan skrives som m=1+k for keN. Sa kan
udsagnet reduceres til n+nk=n hvilket falger fra (4).
Exponentiation
(13) n<m hvis og kun hvis nk<m*
For ethvert n, meN, defines P={keN|n<m hvis og kun hvis n“<m*}. Det bemaerkes
at 1€P da det fglger fra E(i) at n’=n<m=m’. Antag at keP. Hvis n<m, s& er n*<m*.
Fra (11) vides det at n"“n<m*m og dermed haves at n<m = n“"*<m**,
Modsat, hvis n“"*<m**!, s& haves to andre muligheder
(i) n=m. Da det kraeves at n“<m¥, som resultere i n<m eftersom keP og dermed i
modstrid med tredelings loven.
(i) n>m.
Fra (11), haves det at
r.nnk+1<m,],]k+1
= n“<mX (fra (9))
= n<m (eftersom keP)
Dette er ogsa i modstrid med tredlings loven.
Dermed er S(k)eP nar keP. Fra N(v), vides det nu at P=N og dermed er n<m hvis
og kun hvis n*<mX.
Ved at fastsaette n=1 bemaerkes det at 1<m hvis og kun hvis 1<m¥.
(14) (n+1)"21+nm
Lad P={meN|(n+1)"21+nm]}.
Nar m=1 geelder ligheden og dermed er 1eP. Antag at meP.
Antag ogsa at (n+1)™"*<1+n(m+1), og dermed at (n+1)"n+(n+1)"<1+nm+n.
Det undersgges om to andre udfald kan finde sted:
(i) (n+1)"=1+nm
Fra (5) haves det at
(n+1)™n<n
> (n+1)"<1 (fra (9))
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Dette er dog ikke muligt.

(i) (n+1)">1+nm

Sa er (n+1)m+n>1+nm+n. Fra (1) vides det at
(n+1)"+n>(n+1)"n+(n+1)"

= n> (n+1)™n (fra (5))

= 1> (n+1)" (fra (9))
Dette er igen ikke muligt.

Dermed er det ikke muligt at (n+1)™*<1+n(m+1).

Dermed er S(m)eP nar meP. Fra N(v) vides det sa at P=N og dermed geelder det
at (n+1)"21+nm.

(15) m*2k+1, for m#1

Eftersom m#1, sa falger der fra N(viii), 3 neEN sadan at m=n+1. Sa er

mX =(n+1)
>1+nX (fra (14))
21+k (fra (5), (9) og eftersom n=1)

Dermed er, m*1+k, for m#1.

|
Den neeste seetning der vil blive bevist, giver egenskaben at man kan gare et
naturligt tal sd hgjt som man @nsker ved at multiplicere med et tilstreekkeligt stort
naturligt tal.

Seetning - Archimedes aksiom

Lad m, neN. S& 3 keN sadan at mk>n.

Bevis

For ethvert m, neN, tages k=S(n). Sa er

mS(n) =mn+m
>mn (fra (4))
2n (fra (9) og eftersom m=1)

Dermed geelder Archimedes aksiom.

Denne seetning var for multiplikation, men der findes en naesten magen til for
eksponentialet, som bevises nu.

Seetning - Archimedes aksiom for eksponentialer

Lad m, neN, m#1. Sa 3 keN sadan at m*> n.

Bevis
For ethvert m, neN, m#1, tages k=n. Sa er
m" 2n+1 (Fra (15))
>n
Dermed geelder Archimedes aksiom for eksponentialer
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Matematisk induktion

| de ovenstaende saetninger og beviser, hvor beviset benytter at det gaelder for v
neN, men der findes seetninger og beviser som ikke gaelder for alle neEN, men
hvor der er et endeligt antal situationer hvor det ikke geelder. | disse tilfeelde vil
man ikke umildbart kunne benytte N(v), da denne udtrykkeligt kreever at n=1€P.
Dette afsnit vil blive brugt til hvordan sadan situationer kan lgses, ved hjeelp af
induktion fra et vilkarligt keN.

Seetning

Lad ASN sadan at

(a) kEA

(b) S(N)EA nér n€EA V n2k
Sé er neA V n2k.

Bevis

Definer P={neN|n<k eller neA}. Hvis k=1 er alle neP, og derfor kan man blot
anvende N(v). Det antages derfor at k#1. Nu er, 1€P eftersom 1<k. Antag at neP.
Enten er

(i) n<k

Dermed haves det at S(n)<k. Hvis S(n)<k, Sa er S(n)eP grundet definition af P.
Ellers ville, S(n)=k, ogsa her ville S(n)eP eftersom keA i falge (a).

(i) neA

Det kan antages at n2k. Ellers kan (i) anvendes. Dermed er det klart fra (b) at
S(n)eA dermed S(n)eP.

Dermed er S(n)eP nar neP. Fra N(v), vides det at P=N. Dermed gzelder
saetningen for alle n = k.

Hvis man saetter k=1 i ovenstaende saetning fas at A=N.

N er velordnet

Tidligere i kapitlet er det blevet vist at N er en uendelig maengde. Dette er en
nyttig egenskab, men det er ikke noget som gar N speciel. Bade de hele tal, de
rationelle tal og de reelle tal har samme egenskab, dog er der en stor forskel pa
de naturlige tal og resten. Hvis man forestiller sig en tallinje hvor de fire systemer
sammenlignes ses det tydeligt at de naturlige tal starter fra 1, mens de andre tre
talsystemer gar uendeligt langt mod minus, de har dermed ikke noget fysisk
startpunkt, da minus uendeligt ikke er indeholdt i talsystemerne.

Men at de naturlige tal har et fysisk startpunkt, ggr at man kan snakke om N som
en velordnet meengde, dog skal det farst bruges at intervaller er begraenset
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Seetning

For ethvert neN, er maengden [1, n]:=={meN|1=smsn} er en endelig mangde.

Bevis

Definer P={neN|[1,n] er en endelig maengde}. Det bemeerkes at der eksisterer en
og kun en injektiv funktion F:{1}—{1} og at denne ogsa er surjektiv. Dermed er
1€eP. Antag at neP.

Det bemaerkes at der ikke er nogen naturlige tal mellem n og S(n), dermed er det
sandt at [1,S(n)]=[1,n]u{S(n)}. Tag en vilkarlig injektiv funktion F:[1,S(n)]—
[1,S(n)]. Der er nu to mulige udsagn:

() F[21,n]<[1,n]

Dermed kan der defineres F':[1,n]—[1,n] ved F'(m)=F(m) Vv mg[1,n]. Sa er F’
surjektiv pa intervallet [1,n] eftersom F' er injektiv og neP.

Dermed skal det vises at S(n)eF[1,S(n)]. Det pastas at F(S(n))=S(n), hvis dette
ikke er sandt, skal det haves at F(S(n))€[1,n] og s& 3 ke[1, n] s&dan at
F(S(n))=F(k). Men k#S(n), vil veere i modstrid med at F er injektiv. Dermed er F
surjektiv pa [1,S(n)].

(i) F[1, n] € [1, n]

Dermed eksisterer der et ke[1,n] sddan at F(k)=S(n). Eftersom F er injektiv vides
det at F(m)#S(n) hvis m#k. Desuden vides det at, F(S(n))#S(n). F’ defineres som
F:[1,n]—[1,n] ved:

F'(m)=F(m) hvis me[1,n], m#k.

F'(k) = F(S(n))

Bemeerk at F' stadig er injektiv eftersom F'(m)#F(S(n)) v me[1,n]/{k}. Dermed er
F’ surjektiv pa [1,n], eftersom neP. Dermed er F(k)=S(n) og for ethvert me[1,n], 3
l€[1,S(n)]/{k} sadan at F(I)=m og sé& F er surjektiv pa [1, S(n)].

Dermed er S(n)eEP nar neP. Fra N(v) vides det at P=N og dermed er et interval
en endelig meengde.

Den sidste saetning der vil blive vist for de naturlige tal, beskriver
sammenhaengen mellem begraensninger for delmaengder og den uendelige
maengde N. Denne seetning gor at man kan konkludere at N er velordnet.

Seetning

Lad T veere en ikke-tom delmaengde af N. Sa geelder falgende:

(i): T er altid begreenset nedad. Endvidere InfT eksisterer og er indeholdt i T.
Videre er InfT=1 hvis og kun hvis 1€T.

(ii): Hvis T er begraenset opad, sa eksisterer SupT og er indeholdti T

(iii): T er uendelig hvis og kun hvis T ikke er begreenset opad.
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Bevis

() Lad L={neN|n<t vV teT} maengden af nedre greenser. Det bemaerkes at 1€L og
at er T altid begraenset nedad. Det bemeaerkes endvidere at hvis teT, sa er S(t)¢L
eftersom S(t)>t. Dermed kan det konkluderes at L#N. Dermed eksisterer der et
loEL sadan at S(lp)¢L, ellers ville det ifglge N(v) falge at L=N. Antag at der
eksisterer et l;€L sadan at I;>ly. Eftersom der ikke er noget naturligt tal mellem et
naturligt tal og dens efterfglger, ma det haves at 1;2S(lp). Men hvis S(lp)¢L sa er 3
to€T sadan at S(lp)>to. Dermed er |;>ty hvilket er i modstrid med at I;€L. Dermed
er lo=InfT og sa eksisterer InfT. Hvis lo&T, haves det at lo<t V teT. Dette kan ikke
lade sig gare, da det s& haves at lo<to<S(lp), hvilket er i modstrid med at der ikke
kan veere et naturligt tal mellem et naturligt tal og denne efterfglger. Dermed er
INfTET. Hvis InfT=1, sa er det vist ovenfor at 1€T. Modsat, hvis 1€T, sd er 1 den
eneste nedre greense og ma derfor vaere InfT.
(i) Lad U={neN|n=tv teT} maengden af gvre greenser. Da T er begraenset opad
folger der at U en ikke-tom delmaengde af N og fra (i) vides det at InfU eksisterer
og er i U. Eftersom InfUeU og InfU<n Vv neU, sa falger det at InfU=SupT og
dermed eksisterer SupT. Antag at SupT¢T. Sa er t<SupT V teT. Eftersom T er en
ikke-tom delmaengde, haves det at SupT#1. Dermed, 3 meN sadan at
S(m)=SupT. Eftersom der ikke er et naturligt tal mellem et naturligt tal og dets
efterfalger, t<m Vv teT og sa er meU, men m<S(m), modstrider at SupT er
supremum for T. Dermed er SupT€T, hvis T er begraenset opad.
(i) Antag at T ikke er begreenset opad. For ethvert neT, lades C,={meT|m>n}.
Sa er C, en ikke-tom maengde eftersom T ikke er begraenset opad. Fra (i), vides
det at InfC,, eksisterer og er i Cy. Eftersom InfC,eC,, InfC,=2n+1 samt at, InfC,€T.
Definer funktionen f:T—T ved f(n)=InfC, V neT. Lad InfC,=InfC,". Hvis n < n’, sa
er n'eC, og sa er InfC,<n'<n'+1< InfC,' hvilket er en selvmodsigelse. Tilsvarende
er n>n" umuligt og dermed er n=n". Dermed er f injektiv. Det haves ogsa at
InfT<sn<n+1<InfC,, v n€T. Dermed er InfT¢f(T) dog haves det fra (i), at InfTET og
dermed er T #f(T). Dermed er f surjektiv pa en segte delmaengde af T og dermed
er T uendelig.
Antag nu at T er begreenset opad. Dermed eksisterer SupT ifglge (ii). Sa er
T<[1,SupT]. Eftersom [1, SupT] er endelig, ma T ogsa vaere endelig.
Dermed er T uendelig hvis og kun hvis T ikke er begraenset opad

|
Det folger fra (i) at N er en velordnet maengde, da der for enhver delmaengde T af
N vil eksisterer InfT som ogsa er indeholdt i T, dermed vil det ogsa veere MinT,
som kraeves for at veere velordnet. Denne egenskab har de naturlige tal i kraft af
at have et startpunkt samt at der ikke findes noget naturligt tal, mellem et naturligt
tal og dets efterfglger, som kommer fra (8) fra Egenskaber ved ordning. Desuden
folger det fra (i) og (ii) at N er fuldsteendigt ordnet.
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N’s utilstreekkelighed

Dette afsnit har ikke til formal at proklamere at N ikke kan bruges, da det har
egenskaber som virker, specifikt som opteellingssystem, men N har ogsa sine
mangler. Der er tidspunkter hvor det ikke er nok blot at teelle op. Eksempelvis
hvis man holder styr pa hvor mange aebler der er pa ens trae, i denne situation
kan der ogsa blive taget nogle aebler eller aeblerne kan falde ned. | dette system
skulle man kunne benytte subtraktion, men man ville forblive i Nu{0}, da man
aldrig vil kunne have et negativt antal abler pa et tree. Dog er der andre formal
hvor det er ngdvendigt med et andet talsystem. Eksempelvis hvis man holder
regnskab med sine penge, her kan der ogsa blive brugt nogen penge, samt man
kan ga i underskud. Derfor er det gnskveerdigt med et system som altid kan
handtere subtraktion.

Derfor er der brug for heltals systemet, som indeholder det naturlige talsystem
kombineret med nye elementer, som ogsa vil kunne handtere subtraktion ved at
addere med negative tal.

Kilder brugt til udarbejdelsen af dette kapitel [Rana, 1998] og [Bartle, 2011]
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Kapitel 2 - Heltals talsystemet.

Som argumenteret for i afslutningen af forrige kapitel, kunne det naturlige
talsystem ikke handtere subtraktion, da systemet startede, ved det mindste
element, 1. Derfor bliver det naturlige talsystem i dette kapitel udviklet til heltals
systemet, som indeholder det naturlige talsystems elementer som de positive
heltal, samt at det indeholder O og de negative heltal.

For heltals systemet bliver det vist at dette kan handtere de binzere operatorer
addition og multiplikation. Maden hvorpa systemet handtere subtraktion, er ved
addition med negative tal.

Der udvikles en ordning for heltals systemet, for at vise at heltals systemet er et
ordnet integreret domaene, samt at systemet er unikt.

Netto Difference Systemet.

Der vil i dette afsnit forsgges at lave et nyt talsystem, hvor man bade kan operere
med positive og negative heltal. Her betragtes ordnede par af naturlige tal, som
klassificeres i henhold til forskellen mellem den fgrste veerdi og den anden veerdi.
Systemet kaldes netto difference systemet Systemet bestar af elementer, som
alle relatere sig til en uendelig maengde af par. Eksempelvis vil elementet [2]
relatere til bade (3,1), (5,3) og (99,97) samt uendeligt mange flere. Ligeledes kan
der forekomme negative elementer sdsom [-3] som relatere til parret (1,4) med
flere.

Definition
For (n,m), (r,s)eNxN, kaldes (n,m) akvivalent til (r,s) og noteres som
(n,m)~(r,s) hvis n+s=m+r.

Det vil nu blive bevist at dette er en aekvivalensrelation pa NxN, da dette vil
betyde at enhver maengde af par vil blive repreesenteret af et og kun et heltal

Seetning

Relationen ~ er en a&kvivalensrelation pa NxN.

Bevis

Eftersom det haves at n+m=m-+n, bemaerkes det at (n,m)~(n,m). Dermed er ~

refleksiv.

Eftersom det haves at n+s=m+r & r+m=s+n, haves det at (n,m)~(r,s) &

(r,s)~(n,m). Dermed er ~ symmetrisk.

Lad (n,m)~(r,s) og (r,s)~(k,I). S& haves det at n+s=m-+r og r+l=s+k. Dermed er,
(n+s)+(r+l) =(m+r)+(s+k)

27



= N+l =m+k

Dermed haves det at hvis (n,m)~(r,s) og (r,s)~(k,l) sa er (n,m)~( k,l). Dermed er
~ transitiv.

Dermed er ~ en aekvivalensrelation pa NxN.

Herfra vil meengden NxN/~ for netto difference systemet noteres med Z. Et
element [(n,m)] i Z vil herfra blive noteret som [n,m]. Nu er der produceret
elementerne i Z, men dette er ikke nok for at det kan kaldes et system. Der
mangler fortsat at blive defineret tilstraekkelige binsere operatorer samt ordning,
som det ogsa blev gjort med N. Fgrst gennemgas dog denne fundamentale
relation mellem elementerne i Z:

Lemma

[m,n]=[m+k,n+k] ¥ n, m, KEN

Bevis
[m, n]=[m+k, n+K] o m+(n+k)=n+(m+k)
©m+n+k=m+n+k

Binzere operatorer pa Z

| dette afsnit vil addition og multiplikation pa Z blive defineret.

Seetning Addition pa Z
Der eksisterer en veldefineret binaer operator @ pa Z givet ved
[m,n]@D[k,r]l=[m+k,n+r] ¥ n, m, k, reN.

Bevis

For at vise at @ er veldefineret, er man ngdt til at vise at der for hvert
([m,n],[k,r)€ZXZ, haves et og kun et resultat under @. Dermed lades [m,n]=[m’,n’]
og [k,r]=[K',r']. Sa er
[m,n]B[k,r]=[m+k,n+r] og [M',n B[k, r']=[m'+k’,n"+r"]. nu haves at,
[m,n]=[m’,n]= m+n'=n+m’
k,r]=[K',r] = k+r'=r+k’
Dermed haves at,
(m+n")+(k+r")=(n+m")+(r+k’")
= (m+k)+(n"+r")=(m"+K")+(n+r)
= [m+K,n+r]=[m"+k’,n"+r']
Dermed er @ veldefineret.
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Seetning: Egenskaber for addition pa Z

For ethvert v [m,n], [Kk,r], [p,d] €Z, haves det at:
Ax(i): [m,n]@[k, rI=[k, r]@[m, n]
[m, n]P[k, r] =[m+k,n+r]
=[k+m,r+n]
=[k,11@[m,n]
Ag(ii): ([m, n]@[k, r)@Ip. q]=[m.n]S([k,r1S[p.al)
([m.n]® k.1 Dlp.d] =[m+k,n+r]D[p,q]
=[(m+k)+p,(n+r)+q]
=[m+(k+p),n+(r+q)]
=[m,n]D[k+p,r+q]
=[m,n]B(k,r1SIp.qal)
Az(iii): Identitetselementet eksisterer for @ og er givet ved [1,1].
[m,n]P[1,1] =[m+1,n+1]
=[m,n]
=[1,1]@[m,n] (fra Az(i))
Az(iv): For ethvert [m,n]€Z, eksisterer @-inverselementet og er givet ved
[n,m].
[m,n]@B[n,m] =[m+n,n+m]
=[m+n+1,m+n+1]
=[1.1]
=[n,m]@[m,n] (fra Az(i))

Det bemaerkes at en konsekvens af ovenstaende bevis er at (Z,@®) er en
kommutativ gruppe.

Seetning - Multiplikation pa Z
Der eksisterer en veldefineret operator © pa Z givet ved
[m,n]O[K,r]=[mk+nr,nk+mr] ¥ n, m, k, r N.

Bevis
Lad [m,n]=[m’,n"] og [k,r]=[k’,r']. Sa haves det at
[m,n]=[m’,n] = m+n'=n+m’
[k,r]=[K',r'] = k+r'=r+k’
Det haves nu at,
[M,n]O[k,r]=[m’,n1O[K',r]

o [mk+nr,nk+mr]=[m'k'+n'r’,n’k"+m'r’]

= (mk+nr)+(n'k"+m’r')=(nk+mr)+(m’'k'+n'r’)

S mk+nr+n’k’+m’r'+(n’k+m'r+nr'+mk’)=
nk+mr+m’k’+n’r'+(n’k+m’r+nr'+mk’)

o (m+n")k+(m+n)k+(M"+n)r'+(m+n)r=n(r'+k)+m(r+k')+m’(r+k’)+n’(r'+k)
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(m+n")(k+k'+r'+r)=(r+k")(n+m+m"+n’)
(m+n’)((r+k’)+(k+r'))=(r+k’)((m+n’)+(n+m’))
(m+n’)(2)(r+k’)=(r+k’)(2)(m+n’)
2(m+n’)(r+k")=2(m+n")(r+k")

Dermed er ©® veldefineret.

=
=
=
=

Seetning - Egenskaber for multiplikation pa Z

For ethvert |, s, m, n, k, r €N haves det at:

Mz(i): [m,n]O[k,r1=[k,r]O[m,n]

[Mm,n]O[k,r] =[mk+nr,nk+mr]

=[km+rn,rm+kn]
=[k,11O[m,n]

Mz(ii): ([m,n]O[k r))OIl,s]=[m,n]O(k,rIOIl.s])

([m,n]O[k,NOIl,s] =[mk+nr,nk+mr]O|[l,s]

=[(mk+nr)l+(nk+mr)s,(nk+mr)l+(mk+nr)s]

[mkI+nrl+nks+mrs,nkl+mrl+mks+nrs]

[(mkl+mrs)+(nrl+nks),(nkl+nrs)+(mrl+mks)]

[m(kl+rs)+n(rl+ks),n(kl+rs)+m(rl+ks)]

=[m.n]O(k,1OI.s])

Mz(iii): ldentitetselementet eksisterer for O og er givet ved [2,1]

[m,n]O[2,1] =[m2+n1,n2+m1]

=[m+m+n,n+n+m]
=[m+(m+n),n+(m+n)]
=[m,n]

=[2,1]0[m,n]

Mz(iv): [m,n]O([k.r]®I[l,s])=([m.n]O[k,r)S(m,n]O[l.s])

[m,n]O(k,r1BIl.s]) =[m,n]O[k+l,r+s]

=[m(k+)+n(r+s),n(k+)+m(r+s)]

([m,n]O[K,r DB ([m,n]O[l,s]) =[mk+nr,nk+mr]@[ml+ns,nl+ms]
=[(mk+nr)+(ml+ns),(nk+mr)+(nl+ms)]
=[m(k+D)+n(r+s),n(k+)+m(r+s)]
=[m,n]O([k,r]B[l,s])

Mz(v): [m,n]O[K,r]=[1,1] = [m,n]=[1,1] eller [k,r]=[1,1]

Der tages udgangspunkt i at

[m,n]OLk.r=[1,1]

= [mk+nr,nk+mr]=[1,1]
= (mk+nr)+1=(nk+mr)+1
= mk+nr=nk+mr

Antag at [m,n]#[1,1]. Sa er m#n.
Der betragtes nu to tilfeelde.
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(): m>n
Dermed eksisterer der et IeEN sddan at m=n+l. Dermed haves det at
mk+nr=nk+mr

= (n+)k+nr=nk+(n+I)r
= nk+lk+nr=nk+nr+Ir
= Ik=Ir

= k=r

= [k,r=[1,1]

(i): m<n

Fra symmetri haves det at
mk+nr=nk+mr

= k=r
= [k,r]=[1,1]
Dermed er,

[m,n]O[k,r]=[1,1] = [k,r]=[1,1] hvis [m,n]#[1,1].

|
Med ovenstaende saetning er det vist at (Z,,O) er et integreret domaene. Dette
er et meget brugbart resultat, da man derved kan anvende de saetninger som er
bevist i Appendiks 2 for integrerede domaener.

Orden pa Z

Efter at have defineret de to velkendte binaere operatorer, som og indgik i Kapitel
1, pa Z, er det naeste skridt i dette kapitel at lave en ordning pa elementerne i Z.
Malet er definerer en orden pa Z, og derigennem vise at Z er et ordnet integreret
domaene. Farst vil det blive postuleret at Z har en delmsengde, som fungerer som
maengden de positive heltal, denne er intuitivt lig N.

Definition

Delmaengden Nz af Z, defineres som Nz:={[n+1,1]€Z|neN}

Seetning

For delmaengden Nz geelder der at:

(i): (Nz,@) er en del-semi-gruppe af (Z,®)

(i1) (Nz,©) er en del-semi-gruppe af (Z,©)

(iii) (Nz,) er en isomorfi til (N,+) og (Nz,©) er en isomorfi til (N,-), som
semigrupper under den samme isomorfi.

(iv) For ethvert x€Z, eksisterer der et y, z €Nz sadan at x=y@®(-z).

Bevis
Tag et tilfeeldigt [n+1,1], [m+1,1]€Nz.
@) [n+1,1]D[m+1,1] =[n+m+1+1,1+1]
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=[(n+m)+1,1] (eNz)
Dermed er Nz lukket under @, og (Nz,@) er det en del-semi-gruppe af (Z,D)
(i) [n+1,1]O[m+1,1] =[(n+1)(m+1)+(1)(1),(1)(m+1)+(n+1)(1)]
=[nm+n+m+1+1,m+1+n+1]
=[nm+1,1] (eNz)
Dermed er Nz lukket under ©, og (Nz,©) er det en del-semi-gruppe af (Z,0©).
(iii) Definer @:Nz—N ved ¢([n+1,1])=n
Det vises fgrst at @ er veldefineret. Derfor lades
[n+1,1]=[n+1,1]
(n'+1,1)~(n+1,1) < (n'+1)+1=1+(n+1)
en'=n
Dermed haves at [n+1,1]=[n"+1,1] = ¢([n+1,1])=¢([n'+1,1]) dermed er ¢
veldefineret. Grundet biimplikationerne haves det ogsa at ¢ er injektiv.
Fra definitionen af ¢ vides det at ¢ er surjektiv.
Nu tages for et givet [n+1,1], [m+1,1]€Nz.
O([n+1,1]@[m+1,1])  =@([(n+1)+(m+1),1+1])
=@([(n+m)+1,1])
=n+m
=@([n+1,1])+o([m+1,1])
Dermed er (Nz,@®)=(N,+).
¢([n+1,1]OM+1,1])  =@([(n+1)(m+1)+(1)(1),(1)(m+1)+(n+1)(1)])
=@([nm+n+m+1+1, m+1+n+1])
=@([nm+1,1])
=nm
=@([n+1,1])p([m+1,1])
Dermed er (Nz,O)=(N,).
(iv) For ethvert [n,m]€Z, tages [n+1,1], [m+1,1]€ENz. Sa er
[n+1,1]@(-[m+1,1]) =[n+1,1]B[1,m+1]
=[(n+1)+1,1+(m+1)]
=[n,m]

Det naeste der defineres er de negative heltal.
Definition

Delmaengden -Nz af Z defineres ved -Nz:={-[n,m]|[n,m]ENz}

Der vil nu blive vist en seetning som viser at Z kan deles ind i de disjunkte Nz, -Nz
og {[1,1]}.

Seetning
NzU(-Nz)U{[1,1]}=Z, hvor Nz, -Nz, {[1,1]} er disjunkte.
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Bevis

Det er tydeligt at, NzU(-Nz)U{[1,1]}<Z

Tages et tilfaeldigt z€Z. Sa eksisterer der et x, yeNz sadan at z=x@(-y). Lad ¢
veere isomorfien fra (N,+) til (Nz,@). Sa er @(x')=x, @(y')=y for et og kun et x',y'eN.
Der undersgges nu tre udfald,

(i) x'=y’

Eftersom ¢ er injektiv haves det at x=y. Dette betyder at z=x@® (-x)=[1,1].

(if) x>y’

Sa eksisterer der et k'eN sadan at x'=y'+k’. Fra at ¢ er en isomorfi geelder der at,
o(x)=@(y)Poe(k'). Bemaerk at ¢(k')=k for et keNz. Sa haves det at z=(y@k)D(-
y)=k og dermed er zeNz.

(i) y">x’

Sa eksisterer der et k'eN sadan at y'=x'+k'. Fra at ¢ er en isomorfi geelder der at,
o(y')=o(x) (k') hvor @(k')=k for et kENz. S& haves det at z=xP (-(xPk))=xP(-
X)® (-k)=-k og dermed er ze-Nz.

Dermed er NzU(-Nz)U{[1,1]}2Z og dermed NzU(-Nz)U{[1,1]}=Z.

Fra definitionen af Nz, haves det at hvis [1,1]€Nz, sa eksisterer der et kEN sadan
at k+1=1. Men denne kan ikke eksistere i N. Hvis [1,1]€(-Nz), s& er [1,1]=-
[1,1]eNz, hvilket giver den samme modstrid. Sidst tages et xeNzN(-Nz). Da det
falger at xe-Nz, sa haves det at -xeNz, men eftersom Nz er lukket under @,
sammenholdt med at [1,1]=x@(-x)ENz giver dette samme modstrid.

Dermed er Nz, -Nz, {[1,1]} disjunkte.

Dermed kan der defineres en ordning pa Z.

Definition
Lad m, neZ. Det siges at m er stgrre end n, eller at n er mindre end m, og
noteres m>n hvis m@(-n)eNz. Det noteres m3>n hvis m=n eller m>n.

Der vil nu blive vist en seetning som viser at (Z,,©,>) er et ordnet integreret
domeene, til dette vil der blive benyttet to tidligere saetninger.

Seetning

(Z,®,©,>) er et ordnet integreret domaene.

Bevis
Det skal vises at Nz opfylder
1) V X, YENz, Xy, xOYENz. Dette er sandt da det er vist at Nz er lukket under @

og .
i) V X €Z, geelder en og kun en af fglgende: xeNz, x=[1,1], -xENz. Dette er sandt
eftersom Z=NzU(-Nz)U{[1,1]} og at Nz, -Nz og {[1,1]} er disjunkte.
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Dermed er (Z, @, ©,>) et ordnet integreret domeene.

Der vil ikke, som det blev gjort med N, blive gennemgaet egenskaber for
maengden Z. Dette skyldes, at dette findes i Appendiks 2 hvor der er blevet bevist
egenskaber for ordnet integreret domaener, disse vil blive anvendt i de
kommende afsnit.

Heltals talsystemet

Der er nu konstrueret et system, som modellere heltal. Det vil i resten af dette
afsnit vises at heltal systemet er et ordnet integreret domaene.

Definition

Et ordnet integreret domaene (X,0,®,>) kaldes et heltals system hvis der
eksisterer en delmaengde Ny af X sadan at:

(i) Bade (Nx,®) og (Nx,®) er semigrupper under samme isomorfi ¢:Nx—N,
sé haves det at (Nx,@®)=(N,+) og (Nx,®)=(N,-) er semigrupper. Endvidere, for
ethvert x, y €Ny, haves det at x>y = @(x)>@(y).

(ii) For ethvert xeX, eksisterer et y, zENx sadan at x=y@®(-z).

Det vil nu blive vist at netto difference systemet er et heltals system, samt vil det
blive vist at to heltals systemer er isomorfe, og man derfor kan opfatte det som at
der kun eksisterer et heltals system.

Seetning - Eksistens og unikhed af heltals systemet.

Heltals systemet eksisterer og to heltals systemer vil veere isomorfe.

Bevis

Det antages at (Z,0,©,>) er et heltals system. Betragt delmaengde Nz. Der er
vist at (Nz @) og (Nz,©) er semigrupper og at de er isomorfe til henholdsvis (N,+)
og (N,-) under den samme isomorfi :Nz—N defineret ved ¢([n+1,1])=n.
For ethvert [n+1,1], [m+1,1] €Nz, haves det at
[n+1,1]>[m+1,1] =[n+1,1]H(-[m+1,1]) ENz

=[n+1,1]B[1,m+1] ENg

=[(n+1)+1,1+(m+1)] €Ny

=[n, m] €Ny
Dette betyder at [n,m]=[k+1,1] for nogle keN. Dermed er (n,m)~(k+1,1) og sa er
n+1=m+(k+1), da n=m+k og dermed haves det at n>m. Dermed betyder
[n+1,1]>[m+1,1] = @([n+1,1])>¢@([m+1,1]). Det er ligeledes vist at der for ethvert
X€EZ, eksisterer et y, zeNz sadan at x=y@(-z). Dermed kan det konkluderes at
(Z,8®,0,>) er et heltals system, og dermed eksisterer heltals systemet.
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Lad (Z,®,0,>) og (Z',®' ©',>") veere to heltals systemer. Grundet transitet ved

isomorfier gennem (N,+,-,>) eksisterer der en isomorfi ¢:Nz—Nz' saddan at der for

ethvert y, zeNg,

o(yDz)=¢(y)D'e(2)

P(yOz)=9(y)O'e(2)

y>z=0(y)>'¢(z)

Ligeledes, for ethvert Xx€Z, eksisterer et yy, zx€Nz sadan at x=y,@(-z). Definer

W:Z—Z' ved Y(x)=¢(y) D'(-9(zx))

For ethvert a, beZ.

Antag at a=b. Sa er

YatD(-Za)=YynD(-zb)

YaDZo=YrDZa

O(YaDzb)=0(ypDza)

P(Ya) D 'P(zb)=¢(yn) D'P(za)

P(Ya)D'(-9(2a))=0(yn) D'(-9(20))

w(@)=y(b)

Dermed er y veldefineret og injektiv.

For et givet X'€Z'. Sa er x'=y,/@'(-z"). Eftersom ¢ er surjektiv pa Nz', eksisterer

der ety, zeNz sadan at @(y)=yx', ¢(z)=z«. For x=y@(-z)€Z. Sa er

W(x) =y(yd(-2))
=p(y)D'(-¢(2))
=yx'®'(-zx)
=X'

Dermed er y surjektiv.

Dermed er y en bijektiv funktion.

For ethvert a, beZ, haves det at

Ww@db)  =W((YaD(-za)) D (YoD(-2v)))
=Y((YaDYn)D(-(zaD2zv)))
=P(YaDyn)D'(-9(zaDzp))
=(P(Ya)D'P(yn)) D' (-(¢(za) D 'P(25)))
=P(Ya)D'P(Yo) D (- (za)) D '(-9(20))
=(@(Ya)D'(-9(22)))D'(@(yb) B'(-9(20)))
=y(a)d'y(b)

w@ob)  =Y((ya®(-za)) O(YoD(-zv)))
=Y((YaOYn)D (YaO (-20)) B ((-2a) OYn) D ((-22) O (-2b)))
=P(((YaOYb) D (2aOzb)) B (((YaO zb) B (2aOYn))))
=Q((YaOYb)D(2aOzb)) D' (-0 ((yaO zb) D (zaOYn)))
=(@(YaOYb) B P(2aOzp)) D' (-(9(YaO z6) B 'P(zaOYb)))
=Q(YaOY) D P(2aOzp) B'(-@(YaO 20)) D'(-9(2aOYb))
=(P(Ya) O'P(yn))D'(9(2a) O'P(20)) D’

(@(Y2) O'(-9(20)))D'((-¢(2a)) O (1))

(RN AN A )
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=(@(Ya) O'P(¥n))D'(9(Ya) O'(-9(21))) D’
((-9(z2)) O'P(¥n)) D' ((-9(22)) ©O'(-9(21)))
=(@(Ya)D'(-0(2a))) O'(@(Yn)D'(-9(2v)))
=y(a)O'y(b)
a>b =YD (-Za)>YpD(-2)

=YaDzp>YrDza

=>Q(YaDzb)>'¢(yrDza)

=P(Ya) D 'P(z0)>"P(yb) D 'P(za)

=>0(Ya)D'(-¢(za))>'P(yn) D'(-9(21))

=y(a)>"yp(b)
Dermed er g en isomorfi fra (Z,D,0O,>) til (Z',H',O",>"). Dermed er (Z,D,0,
>)=(Z',®',O",>").

Fra dette punkt og fremad vil der ikke lszengere blive benyttet udtrykket netto
difference systemet, men i stedet vil det generelle heltals system blive benyttet.
Dette system betegnes herfra ved (Z,+,-,>), den del af Z som betegner de
naturlige tal, vil fortsat blive betegnet som N.

Traditionelle koncepter associeret med heltal

| dette afsnit vil der blive introduceret primtal, divisorer og starste feelles divisorer,
ligeledes bevises Aritmetikkens Fundamentalseetning. Dog startes der med at
bevises at Z er diskret.

Saetning

For n€Z, A meZ sddan at n<m<n+1.

Bevis

Farst vises det for neN, A meZ sadan at n<m<n+1.

Grundet transitet ved isomorfi vides det at, meN hvis det skulle eksisterer. Men
det er allerede vist for N at dette ikke kan opfyldes.

Antag nu at der eksisterer et sddant meZ. Sa er

n<m<n+1
= n+(-n+1)<m+(-n+1)<n+1+(-n+1)
= 1<m-n+1<1+1

Dette er ikke muligt da 1€N. Dermed kan et sddant m ikke eksisterer, altsa er
seetningen sand.

Det blev vist i kapitel 1, om de naturlige tal, at intervaller i N er endelige. Det vil
nu blive vist at dette ogsa er sandt for intervaller i -N.
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Lemma

Intervallerne [-n,-1] er endelige for alle neN.

Bevis

Definer f:[1,n]—[-n,-1] ved f(X)=-x V x€[1,n].

Eftersom 1<xsn&-ns-xs-1 og at de negative tal er unikke, ma f veere en
veldefineret bijektiv funktion. Dermed geelder der at hvis [1,n] er endelig, som
tidligere vist, sa er [-n,-1] ogsa endelig

Seetning

For enhver ikke-tom delmangde E af Z, geelder fglgende:

(i) Hvis E er begreaenset opad, sa eksisterer SupE og SupEE€E.

(ii) Hvis E er begreenset nedad, sa eksisterer InfE og InfEEE.

(iii) E er endelig hvis og kun hvis E bade er begreenset opad og nedad

Bevis

(i) Lad E veere begraenset opad af k. Eftersom E er ikke-tom eksisterer der et
XoEE. Betragt maengden A={neN|xo+n-1€E}. Sa er A en ikke-tom maengde af N
da 1€A. A er begraenset opad af k+1-xoeN. Dermed vides det fra ordens
fuldsteendigheden af N, at SupA eksisterer og at SUpA€A. Dette betyder at
Xo+SUpA-1€E 0g, Xo+SupA-1 er en gvre graense E. Dermed er MaxE=xp+SupA-1
0g udsagnet geelder.

(i) Lad E veere begreenset nedad af k. Betragt maengden L{X€Z|x er nedre
greense for E}. L er en ikke-tom maengde eftersom keL. Da E er en ikke-tom
maengde, eksisterer der et yoeE der begraenser L opad. Dermed vides det fra (i),
at SupL eksisterer og er i L. Betragt nu SupL+1. Eftersom SupL+1>SupL er
SupL+1¢L og dermed eksisterer der et y;€E sadan at y;<SupL+1. Dette betyder
at SupL<y;<SupL+1. Eftersom det ikke kan haves at SupL<y;<SupL+1, falger det
at SupL=y;. Dermed er MinE=SupL og udsagnet geelder.

(iii) Lad E veere en endelig meengde. Sa er meengderne ENN, EN(-N) ogsa
endelige. Hvis ENN=@, sd er 0 gvre greense for E. Ellers er ENN begreenset
opad af et keN. Dette betyder at k er gvre graense for E. Tilsvarende hvis EN(-
N)=@, sa er 0 nedre greense for E. Ellers er EN(-N) begreenset nedad af et Ie-N
og dermed er E begraenset nedad af I.

Antag at E er begraenset henholdsvis opad og nedad af k og |. Der betragtes nu
tre udfald.

(a) k, 1eNU{0}.

Sa er E en delmaengde af den endelige maengde [1,k]u{0}, og sa er E ogsa en
endelig meengde.

(b) k, Ie(-N)u{0}
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Sa er E en delmaengde af den endelige maengde [I, -1Ju{0}, og sa er E ogsa en
endelig meengde.
(c) keNU{0}, le-NU{0}.
Sa er E en delmaengde af den endelige maengde [l, -1Ju{0}u[1, K], og sa er E
ogsa en endelig maengde.

|
Udsagn (i) og (ii) af seetning giver at Z er fuldstaendigt ordnet. Det vil senere blive
vist at Z ikke er velordnet.

Seetning: Archimedes aksiom for heltal

Lad m, n €Z, m>0. S& eksisterer der et KEN sadan at mk>n.

Bevis

Betragt de to udfald.

() n>0

Det fglger nu direkte af Archimedes aksiom for de naturlige tal at saetningen
geelder.

(i) n=<0

Tag k=1 og mk=m>0=n. Dermed geelder Archimedes aksiom for heltal.

Seetning: Divisions algoritme

Lad m, n €Z, n>0. Sa eksisterer der unikke heltal q og r sadan at 0<r<n og
m=nq-+r.

Bevis

Lad A:={m+nq|g€Z, m+ng=0}. Sa er A en ikke-tom delmeengde af NU{0}, da der
ifalge Archimedes aksiom for heltal, eksisterer et keZ sadan at nk>-m, sa er
m+nk>0. Dermed, eftersom N er velordnet, er Nu{0} ogsa velordnet og sa har A
et minimum, r. Det haves sa at m+ng=r for nogle q€Z. Fra definitionen er, r20.
Antag at r>n. Eftersom n, reN, sa eksisterer der et r;€N sadan at r=n+r;. Dette
betyder ogsa at r>rl. Det haves at ri=r—n=m-+ng—n=m-+(g—1)n.

Det betyder at r1€A hvilket er i modstrid med at r var minimum for A. Dermed
eksisterer der et q, reZ sadan at m=nq+r med 0<r<n.

Antag at ng+r=nq;+r; hvor 0<r<n og 0<r;<n.

Lad r<ry.

Sa er 0<r;—r<n-r<n og ri—r=n(qg-q). Sa er g-q;>0. Det haves ogsa at n(g-g.)<n(1),
altsa er 0<qg-q:<1 hvilket er umuligt. Fra symmetri er det ligeledes umuligt at, r>r;.
Dermed er, r=r;. Som et resultat er, g=q: og dermed er q og r unikke.
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Definition
Et heltal n#¥0 kaldes en divisor af et heltal m hvis der eksisterer et heltal q
sadan at m=nq. Det noteres som n|m hvis n dividere m.

Seetning

For m, n €Z, geelder fglgende:

(i) Hvis n|m, sa eksisterer der praecist et heltal q sadan at m=nq
(ii) Hvis m#0, er m dividerbart af m, -m, 1 og -1.

(iii) Hvis n|m og mJk, sa vil n|k.

(iv) Hvis n|m og n|k, sa vil n|(m+k) og n|(m-k)

(v) Hvis n|(m+k) og n|m, sa vil n|k

(vi) Hvis n|m, sa vil kn|lkm, k#0

(vii) Hvis n|m, sa vil n|mk

Bevis

(i) Eftersom n#0, haves det at nq;=nq, = g:=0Qz, dermed er udsagnet sandt.

(i) Udsagnet er sand som fglge af ligheden m=(m)(1)=(-m)(-1).

(ii) Der eksisterer et g1, g2 sadan at m=nq; og k=mq,. S& er k=n(g102) og dermed
er n|k.

(iv) Der eksisterer et g1, 0. sddan at m=nq; og k=nq_. Eftersom m+k=n(q:+gz) og
m-k=n(qg:— g2), haves det at n|(m+k) og n|(m—k).

(v) Udsagnet kan omskrives til k=(m+k)—m og dermed fglger sandheden af
udsagnet fra (iv).

(vi) Der eksisterer et g sddan at m=nq. Dermed er km=(kn)q og sa haves det at
kn|km.

(vii) Der eksisterer et g sadan at m=ng. Dermed er km=(kq)n og sa haves det at
njmk.

Det kan nu vises at Z ikke er velordnet ved at betragte de lige heltal.

Seetning: Z er ikke velordnet.

Meaengden A={n€Z|2|n} er ikke-tom, men MinA eksisterer ikke.

Bevis

Da 2€A er A en ikke-tom maengde. Antag at MinA eksisterer. Eftersom 2|2 og
2|MinA, haves det at 2|(MinA-2). Dette betyder at MinA-2€A hvilket er en
modstrid eftersom MinA-2<MinA. Dermed kan MinA ikke eksisterer. Dermed er Z
ikke velordnet.

|
Med konceptet en divisor, kan der nu preeciseres hvad der menes med et primtal.
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Definition
Et heltal p>1 kaldes et primtal hvis der for alle geN, q|p = g=1 eller q=p. Et
heltal p>1 som ikke er et primtal kaldes et sammensat tal.

Der fortseettes med et lemma som viser at ethvert positivt heltal starre end 1 kan
udtrykkes som produktet af primtal.

Lemma

Lad n>1. S& er n et sammensat tal hvis og kun hvis der eksisterer et m, k €N
sadan at 1<m<n, 1<k<n og n=mK.

Bevis

Antag at n er et sammensat tal. Sa eksisterer et meN sadan at m|n hvor m#1 og
m#n. Sa kan n skrives som n=mk for nogle keZ. Eftersom m, n > 0, haves det at
k>0.

Hvis k=1 = n=m og hvis k=n = m=1, begge udfald er modsigende i forhold til
definitionen af m. Eftersom m, k>1, haves det at m, k<n. Dermed eksisterer et m,
keN sadan at 1<m<n, 1<k<n og n=mk.

Modsat, hvis sadanne m, k eksisterer, haves det at, meN og m|n samt m#1 og
m#n. Dermed er n et sammensat tal.

Seetning: Primtalsfaktorisering.

Alle heltal n>1 kan udtrykkes som et produkt af primtal.

Bevis

Lad P={neN|n er et produkt af primtal eller n=1}. Fra definitionen, haves det at
1€P. Antag at {keN|ksn}<P. Hvis n+1 er et primtal, sa er n+1€P. Ellers eksisterer
der et p, gEN sadan at n+1=pq og 1<p<n+1, 1<g<n+1. Dermed haves det at p,
geP som fglge af induktion, da n+1 er produkt af p og g er n+1 ogsa er produkt af
primtal, og dermed er n+1€P. Dermed fglger det at alle heltal n>1 kan udtrykkes
som et produkt af primtal.

Definition
Lad m, n€Z. Et heltal d€Z kaldes feelles divisor af n og m hvis d|n og d|m.

Her defineres den stgrste feelles divisor af n og m ved g.c.d(m, n) = SupDm p,
hvor Dy n={KEN]|k er feelles divisor af n og m}

Definition

Lad n, meZ. Man kalder n og m for relative primtal hvis g.c.d(n,m)=1
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Seetning: Aritmetikkens fundamentalsaetning

Lad n>1 veere et heltal. Sa kan n blive udtrykt som et produkt af primtal, og
denne primtalsfaktorisering er unik pa neer for en mulig eendring i
reekkefglgen af faktorer.

Bevis

Det er allerede vist at ethvert heltal n>1 kan blive udtrykt som er produkt af
primtal.

Lad P={neN|primtalsfaktoriseringen for n er unik}. Det ses at, 2eP eftersom der
abenlyst kun er en primtalsfaktorisering nemlig 2=2. Antag at {neN\{1}|n<k}cP.
Hvis k+1 er et primtal, sa er k+1€P. Ellers, lades L+1 0g Ry+1 Veere to
primtalsfaktoriseringer for k+1. Tag ethvert primtal p som optreeder i Ly+1. Sa vil
p|Rk+1 0g s& ma p veere divisor for et primtal g som optreeder i Ry+;. Eftersom q er
et primtal og p>1, folger det at p=g. Nu fjernes p fra Lx+1 0g danner Ly+1', samt q
fiernes fra Ry+1 0g danner Ry.1". Sa er Ly+1' 0g Ri+1" begge primtalsfaktoriseringer
for et heltal 1<m<k+1. Dermed er m<k og s& er meP. Dermed er Ly+; 09 R+1
altsa den samme primtalsfaktorisering for k+1.

Dermed er k+1€P nar {neN\{1}|n< k}SP. Ved at benytte induktion er det bevist at
P=N\{1} og dermed er saetningen sand.

Z’s utilstreekkelighed

Ligesom der blev i kapitlet for det naturlige talsystem, vil der ogsa i dette kapitel
blive motiveret for at det er ngdvendigt at ga videre med konstruktionen af
talsystemer, grundet mangler ved heltals systemet. Det er ikke sveert at motivere
for at heltals systemet ikke kan alt det man gnsker at en system, da man ikke kan
dividere i Z, ligesom man ikke kunne bruge subtraktion i N. Intuitivt er subtaktion
blot den modsatte proces at addition, nar man vil vide hvad 5 minus 3 er, spgrger
man efter det tal man skal have, for at nar man laegger 3 til giver 5. Tilsvarende
kan man forsta division som den modsatte proces af multiplikation, men her
observeres det at Z ikke har elementer nok, da ikke alle elementer kan divideres
sa man opnar et element som fortsat er i Z. | det naeste kapitel vil der laves et nyt
system, med udgangspunkt i heltals systemet, som ogsa kan handtere division.

Kilder brugt til udarbejdelsen af dette kapitel [Rana, 1998] og [Bartle, 2011]
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Kapitel 3 - Det rationelle talsystem

| dette kapitel vil heltals systemet blive udviklet til ogsa at indeholde brgker, som
dannes ved division af heltal, pA denne made kan systemet ogsa handtere de
heltals divisioner hvor der forekommer en rest. Det beskrevne system viser sig at
veere det rationelle talsystem.

Det vises at systemet kan handtere de binzere operatorer addition, og dermed
ogsa subtraktion, samt multiplikation, og dermed ogsa division, hvor der
multipliceres med en brgk.

Det bliver vist at med en ordning er systemet et ordnet legeme, samt at systemet
er unik, men ikke velordnet som det naturlige talsystem.

Sidst i kapitlet vil det blive vist at systemet ikke opfylder de gnskede egenskaber,
da det indeholder huller, i form af de irrationelle tal, samt at det ikke opfylder
hverken at veere fuldsteendigt ordnet, eller fuldstaendigt Cauchy.

Brgk systemet

Som det blev gjort med i forrige kapitel, for netto difference systemet, startes der
med at genintroducere aekvivalensklasser, de skal bruges til at inddele par af
ordnet heltal, hvor det fgrste heltal bliver delt af det sidstnaevnte. For det
sidstnaevnte heltal i parret, forbydes heltallet O.

Definition
To elementer (m,n) og (p,q)€Zx(Z\{0}) kaldes relateret og noteres (m,n)~(p,q)
hvis mg=np.

Seetning

Relationen ~ er en aekvivalensrelation pa Zx(Z\{0})

Bevis

Eftersom mn=nm V n, meZ, sa er ~ refleksiv.
Lad (m,n)~(p,q). Sa er
mqg=np = pn=gm
= (p,q)~(m,n)
Dermed er ~ symmetrisk.
Lad (m,n)~(p,q) og (p,q)~(k,I). S& er mg=np og pl=gk. Det haves s& at mgl=npl og
pln=gkn sadan at mql=gkn. Dermed er ml=nk eftersom q#0 og sa er (m,n)~(k,]).
Dermed haves det at ~ er transitiv.
Dermed er ~ en aekvivalensrelation pa Zx(Z\{0}).
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Meaengden (Zx(Z\{0}))/~ kaldes for brgk systemet og noteres med Q. Et element
[(n,m)] i Q vil blive noteret som [n,m]. For at kunne anvende systemet,
konstrueres binaere operatorer samt en ordning for systemet. Farst vil der dog
komme nogle grundleeggende egenskaber for Q.

Seetning - Grundlaeggende egenskabet for Q

For [n,m], [p,q]€Q, geelder fglgende:

() [p,a]=[kp.kq] V keZ, k#0.

Eftersom k#0 og g#0, er kq#0 og sa er [kp,kq]eQ. Det ses at, p(kq)=q(kp) og
dermed er [p,q]=[kp,kq].

(ii) Hvis [n,m]=[p,q] og n og m er relative primtal, sa er p=nk og g=mk for
nogle keZ, k#0.

Det haves at ng=mp. Hvis n=0, sa er 0=ng=mp. Eftersom m#0, sa er p=0.
Tilsvarende vil p=0 = n=0. Dermed er n=0<p=0.

Betragt at m|ng. Eftersom m, n er relative primtal, falger det at m|q, sa er g=mk
for nogle keZ, k#0. Betragt nu de to udfald.

(1) p=0, n=0

Sa er O=p=nk og q=mk

(2) p#0, n#0.

Sa er nmk=mp. Det betyder at nk=p eftersom n, m, k, p #0.

(i) [n,m]=[0,1] hvis og kun hvis n=0.

[n,m]=[0,1]< n1l=m0< n=0.

(iv) [n,m]=[1,1] hvis og kun hvis n=m

[n,m]=[1,1] © n1l=ml1 & n=m.

Bineere operatorer pa Q

| dette afsnit vil addition og multiplikation blive defineret pa maengden Q.

Seetning - Addition pa Q
Der eksisterer en veldefineret binaer operator @ pa Q givet ved
[n.m]@[p.ql=[ng+mp,mq] V n, m, p, q€Z, m, q#0.

Bevis

Lad [ny,m4]=[n2,m2] 0g [P1,91]=[P2,d2] hvor m1, my, g1, g2 #0. Sa er nym,=m;n, 0g
pP102=p20d:. Dermed haves at

[N1,M1]D[P1,d1]=[N2,M2]D[p2,02]

[N1g1+m1p1,M1ds]=[N202+mM2p2,m2Qy]
(N191+mM1P1)M202=mM11(N202+M2p>)
N191M202+M1P1M202=M10q1N202+M101M2P2
M1N2Q102+P201M1M2=M1N20102+P2g1M1My

(RN R )
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(eftersom nim,=m1n,, P1g2=p2q1)
Dermed er @ veldefineret.

Seetning - Egenskaber for addition pa Q

For alle [n,m], [p,q], [k,]] €Q, haves det at:
Aq(i): [n,m]®[p,q]=[p.a]®[n,m]
[n,m]@[p.q] =[ng+mp,mq]
=[pm+qgn,qm]
=[p,q]B[n,m]
Aq(ii): ([n,m]@B[p.a)®[k.I]=[n.m]DB([p.q]DIk.!])
(In,m]®[p,a)DIk,I] =[ng+mp,mq]D[k,1]
=[(ng+mp)l+(ma)k,(mq)]
=[ngl+mpl+magk,mql]
=[n(ql)+m(pl+ak),m(ql)]
=[n,m]@&([p,a]DIk1])
Aq(iii): Identitetselementet eksisterer og er givet ved [0,1]
[m,n]&B[0,1] =[m1+n0,n1]

=[m,n]
=[0,1]&®[m,n] (fra Aq(i))
Aq(iv): For ethvert [n,m], eksisterer den @-inverse og er givet ved [-n,m]
[n,m]B[-n,m] =[nm+m(-n),mm]
=[nm—nm,mm]
=[0,mm]
=[0.1]
=[-n,m]@I[n, m] (fra Aqg(i))

Dermed er (Q,8) en kommutativ gruppe.

Seetning . Multiplikation pa @
Der eksisterer en veldefineret binaer operator, ©, pa Q givet ved
[n.m]O[p.q]=[np.mq].

Bevis

Lad [ny,m4]=[n2,m2] 0g [P1,91]=[P2,d2] hvor m1, my, g1, g2 #0. Sa er nym,=m1n, 0g
p102=p20:. Dermed haves at

[n1,M1]O[P1,d1]=[N2,M2]O[p2,d2]

[N1p1,M101]=[N2p2,mM202]

(n1p1)(M2 g2)=(M1d1)(N2 p2)

(N1M2)(P102)=(M1n2)(p2 d1)

(N1mM2)(p102)=(N1M2)(P102)
(Eftersom nym,=m1n, 0g p1p2=p2Q1)

tg0¢Q
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Dermed er ¢ veldefineret

Seetning - Egenskaber for multiplikation pa Q

For alle [n,m], [p,q], [k,]] €Q, haves det at
MQ(i): [n,m]O[p.a]=[p,q]O[n,m]
[n,m]O[p.q] =[np,mq]
=[pn,qm]
=[p,ql®[n,m]
MQ(ii): ([n.m]O[p.a])OLk.I]=[n,m]O([p.q]OLk.I])
(In,m]O[p,a)OLk,I] =[np,mq]O[k,1]
=[(np)k,(ma)]
=[n(pk),m(ql)]
=[n,m]O([p,a]OLk1])
MQ(iii): Identitetselementet eksisterer og er givet ved [1,1].
[n,m]O[1,1] =[n1,m1]
=[n,m]
=[1,1]O[n,m] (Fra MQ(i))
MQ(iv): For ethvert element [n,m], hvor [n,m]#[0,1], eksisterer dets O-
invers-element og er givet ved [m, n].

[n,m]©O[m,n] =[nm,mn]
=[nm(1),nm(1)]
=[1,1] (nm#0 da n, m #0)
=[m,n]O[Nn,m] (fra MQ(i))

MQ(v): [n,m]O([p,al®Lk,I)=([n,m]O[p,al)D(n,m]O[k,I])

[n,m]O([p,alDIk,1]) =[n,m]O[pl+ak,ql]

=[n(pl+qk),m(ql)]
=[npl+ngk,mq]l]

(In,m]O[p,a))D([n,m]Ok,1) =[np,mq]B[nk,ml]
=[npml+mgnk,mgml]
=[m(npl+ngk),mmql]
=[npl+ngk,mql] (da m#0)
=[n,m]O([p,a]®Ik1])

Dermed er det ogsa bevist at (Q/[0,1],®) er en kommutativ gruppe. Da den
distributive lov fortsat geelder, bemaerkes det at (Q,8,) er et legeme.

Orden pa @

| det kommende afsnit vil der blive defineret en orden pa Q, for at vise at Q er et
ordnet legeme.
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Seetning

Delmeengden Pq af @, som defineres ved Pqo={[m,n]€Q| m, n>0 eller m, n <0},
er en veldefineret meaengde.

Bevis

For at vise at Pq er veldefineret, vises det at [m,n] ikke bade kan vaere i
maengden og udenfor meengden. Dermed, lades [m1,n;1]=[my,n,] og antag at
[my,n1]EPq. S& er min,=m,n;. Enten haves

(@) my,n1>0

(1) n2>0

Sé& er myni=mn,>0. Eftersom n;>0, haves det at m,>0, dermed er ogsa
[M2,n2]EPq.

(i) n<0

Sa er myn;=mn,<0. Eftersom n;>0, haves det at m,<0, dermed er ogsa
[M2,n2]€Pq.

(b) miy,n1<0

() nx>0

Sa er man;=m;n,<0. Eftersom n;<0, haves det at m,>0, dermed er ogsa
[mz,nz]EPQ.

(i) n<0

Sa er myn;=mynx>0. Eftersom n;<0, haves det at m,<0, dermed er ogsa
[M2,n;]€Pq.

Dermed er Pq en veldefineret delmaengde af Q.

Saetning

Meaengden Pgq er lukket under @ og © og for ethvert [m, n]eQ, er en og kun
en af fglgende sande: [m,n]=[0,1], [m,n]€PQ, [-m,n]EPQ.

Bevis

Tag [m1,n1], [M2,n2]€Pq. Der undersgges nu 4 udfald:

(I) m4, N1>0, My, N>>0

Sa er mym,, miny, N1My, N1n, >0. Det betyder at min,+nims, n1n>>0 sé er
[m1,n1]B[mM2,N2]€EPq. Samt, mimy, n1n>>0 sa er [My,n1]O[ma,n2]EPQ.

(i) mqg, n1>0, My, n,<0

S& er mimy, niNz, Min,, N1My <0. Det betyder at min,+nimy, n1n,<0 sé er
[m1,n1]@B[m2,n2]EPq. Samt, mim,, n1n,<0 sa er [my, N1 ]JO[M2,N2]EP.

(III) m1,n1<0, M»,n>>0

Dette udfald er sandt som fglge af symmetrien fra udfald (ii).

(iv) m1,n1<0, my,n,<0

Sa er mim,, m1nz, N1My, N1n, >0. Det betyder at min,+nim,, N1N>>0 sa er
[m1,n]B[mM2,N2]EPq. Samt, mimy, nin>0 sa er [m1,n1]O[ma, n2]EPq.
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Dermed er, Pq lukket under @ og ©.

Tag et tilfeeldigt [m,n]€Q.

(i) m=0

Sa er [m,n]=[0,1]

(i) m>0

Hvis n>0 [m,n]ePQ, og hvis n<0 er [-m,n]ePQ.
(iii)) m<0

Hvis n>0 er [-m,n]ePQ og hvis n<0 er [m,n]ePQ.
Dermed er kun en af de tre tilfeelde sande.

Definition

For ethvert x, yeQ, kaldes x for stagrre end y, og noteres x>y hvis
X@D(-y)EPq.

Det noteres xy hvis x>y eller x=y

Dermed er (Q,8,©,>) et ordnet legeme.

Det rationelle talsystem

| dette afsnit vil det bevises at det konstruerede brgksystem faktisk er et rationelt
talsystem, samt at de rationelle talsystemer er isomorfier til hinanden, og derfor
kan der tales om entydighed at det rationelle talsystem. Derfor startes der med
en definition af have et rationelt talsystem er.

Definition

Et ordnet legeme (F,@, ©,>) kaldes for et rationelt talsystem hvis der
eksistere et ordnet dellegeme (Fz,®,0,>) sadan at

(I) (FZ’®y®1>)=(Z= +!'!>)

(ii) For ethvert x€F, eksisterer der et y, zEFz sdan at x=y '@z

Det vil nu vises at Brgk systemet er et rationelt talsystem, dette gagres ved at at
vise at hvert to rationelle talsystemer er isomorfe, og dermed er der i
virkeligheden kun et rationelt talsystem.

Seetning

Det rationelle talsystem eksisterer og er unikt.

Bevis

Det postuleres at(Q,®,,>) er et rationelt talsystem. Betragt delmaengden
Qz={[n,1]eQ|n€eZ}. Tag ethvert [n,1], [Mm,1]€Qz,
[n,1]B(-[m,1]) =[n,1]@[-m, 1]
=[n(1)+(1)(-m),(1)(1)]
=[n-m,1] (€Qg)
[n,1]O[mM,1] =[nm,(1)(1)]
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=[nm,1] (€Qz)
Det bemaerkes at (O-identitetselementet [1,1] er i Qz. Dermed er (Qz,D,0O,>) et
ordnet deldomaene.
(i) Betragt funktionen ¢:Qz—Z givet ved
@([n,1])=n V [n,1]€Qz.
Antag at [n,1]=[m,1]. Sa er n(1)=(1)m, dermed have det at ¢([n,1])=¢([m,1]), og
dermed er ¢ en veldefineret funktion.
Da ¢([n,1])=@([m,1]) = n=m = [n,1]=[m,1]. Dermed er ¢ injektiv.
Ligeledes, for ethvert neZ, tages [n,1]€Qz sa det haves at ¢([n,1])=n. Dermed er
@ surjektiv. Altsa er @ en bijektiv funktion.
Tag ethvert [n,1], [m,1]€Qz, s& haves det at

¢([n,1]B[m,1]) =¢([n+m,1])
=n+m
=¢([n,1])*+o(Im,1])
@([n,11O[m,1]) =¢([nm,1])
=nm
=¢([n,1])e([m,1])
[n,1]>[m,1] = [n,1]@[-m,1]ePq

= [n—m, 1]ePq
Dermed medfgrer n>m, at ¢([n,1])>@([m,1]).
Dermed er ¢ en isomorfi fra (Qz,H,O,>) til (Z,+,-,>).
(i) For ethvert [n,m]eQ, betragt elementerne [m,1], [n,1]€Qz.
((m,1))*OIn.1] =[1,m]OI[n,1]
=[1n,m1]
=[n,m]
Dermed, givet et xeQ, eksisterer der et 'y, zEQZ s&dan at x=y*Oz.
Dermed er (Q,D,©,>) et rationelt talsystem, dermed er eksistensen af det
rationelle talsystem bevist.
Lad nu (Q',&' ©',>') veere endnu et rationelt talsystem. Eftersom
(Qz,D,0,>)=(Z,+,,>)=(Qz',B',©O'",>"), eksisterer der en isomorfi ¢:Qz— Qz'. Her
defineres funktionen y:Q—Q' ved
w(@)=(p(b))-10'p(c) V aeQ, hvor a=b™*®c for nogle b, ceQz.
Lad a1=b1*®ci1=b,*Oc,=a, hvor by, by, ¢1, C€Qz. S8 er
ar=a,
b1 Oci=b,* Oc,
b2Oci=b1OcC;
¢(b20c1)=¢(b1OcC?)
P(b2) O'Pp(c1)=¢(b1) O'¢p(c2)
(@(b1)) " O'P(c1)=(@(b2)) *O'p(c2)

W(a1)=y(az)
Dermed er g en veldefineret og injektiv funktion.

(AN A A A
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Tag ethvert a’eQ’. Sa eksisterer der et b’, c'eQz' sadan at a'=b"*(®'c". Eftersom ¢
er surjektiv, eksisterer der et b, ceQZ sadan at @(b)=b’, ¢(c)=c'. Tag elementet
a=b™Oci Q. Sa er y(a)=(p(b))*O'p(c)=b"*O'c'=a’ og dermed er y surjektiv pa
Q'". Altsa er y en bijektiv funktion.
Tag ethvert a;,a,€Q hvor a;=b;*®cs, a,=b, ¢, for nogle b, by, 1, C,€Qz.
w@0a) =y((bs'Oc))O'Ocy))
=y((b2"Ob ") O(c10¢))
=y((b10Ob2) ' O(c10¢2))
=(@(b:Ob2)) ' O'p(c:Oc2)
=(@(b2) O'p(b2)) *O'(@(cr) O'P(c2))
=((9(b2)) *O'(@(b1)) ™ )O'((c1) O'P(C2))
=((@(b1)) " O'9(c1)) O'((9(b2)) " O'P(c2))
=y(a)O'y(ay)
Y@:Paz) =w((br'Oc)® (b Oc2))
=y((b1 " Ob HO((020¢1)D (b1 OC)))
=y((b20b1) *O((020¢1) B (b1 OC2)))
=(9(b20b1)) " O'P((b20c1) B (b1Oc2))
=(9(b2) O'p(b1)) " O'(@(b2Oc1)D'P(b1OC2))
=((¢(b1)) " O'(@(b2) ") O'((9(b2) O'P(c1)) B (@(b1) O'P(C2)))
=(((9(b1)) " O'(@(b2)) ) O'(@(b2) O'p(c))) B’
(9(b)) *O'(@(b2)) ) O'(9(b1) O'P(C2)))
=((¢(b1)) " O'P(c1))®'((¢(b2)) " O'(c2))
=y(a)®'y(ay)
a;>a, = b1 *Oci>b Oc,.
Nu betragtes to udfald:
a) by,b,>0 eller by,b,<0, dermed er b;Ob,>0
Dette betyder at ¢(b;),¢@(b2)>"'0" eller ¢(b1),p(b2)<'0’, videre betyder dette at
((b1)) ' O'(p(b2))™*>'0". S& haves det at
b 'Oci>b ' Oc;
b2Oc1>biOc:
@(b2Oc1)>"p(b1Oc?)
P(b2) O'p(ca)>"p(b1) O'¢p(c2)
(@(b1)) O'p(c)>"(9(b2)) *O'p(Cc2)
W(a)>"gp(az)
b) (b1>0, b,<0) eller (b,>0, b;<0), dermed er b1(Ob,<0
Dette betyder at (¢(b1)>'0’, @(b2)<'0’) eller (p(b2)>'0", ¢(b1)<'0") videre betyder
dette at (¢(b1)) " O'(¢(b2))*<'0". S& haves det at

LU O

b ' Oci>b*Oc;
= b.Oci<bi1Oco
= P(b2Oc1)<"p(b1OC2)
= @(b2) ©'p(c1)<'p(b1) O'¢p(c2)
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= (@(b1)) " O'P(C1)>"(v(b2))  O'p(c2)

= W(a1)>'y(az)

Dermed haves det at a;>a, = y(a1)>'y(az). Dermed er y en isomorfi fra
(Q,0,0,>) 1l (Q',",0',>') altsa er (Q,,0,>)=(Q",B",©O",>)

Dermed eksisterer det rationelle talsystem og det er unikt.

Som det blev gjort i kapitlet omkring heltalssystemet, vil bragksystemet blive
omtalt som det rationelle talsystem, og notationen for den vil veere (Q,+,-,>). Det
rationelle talsystem indeholder bade det naturlige talsystem og heltalsystemet.

Specielle egenskaber ved Q

| dette afsnit vil en reekke egenskaber for Q blive bevist. Egenskaberne er unikke
for det rationelle talsystem, og netop derfor vil ofte veere egenskaben (ii) for
definitionen som blive afggrende for at bevise saetningerne. Den farste saetning
som vil blive bevist er dog en som gar igen fra de tidligere kapitler, Arkimedes
aksiom for rationelle tal.

Seetning - Arkimedes aksiom for Q

For ethvert x, yeQ, x>0, eksisterer der et zeN sadan at zx>y.

Bevis

Det antages at y>0, da man ellers kan vise saetningen med z=1€N. Eftersom X,
y>0, kan man veelge m,n,p,g€N sadan at x=m/n og y=p/q. S& er mq, npeN og fra
saetningen Arkimedes aksiom for N, haves det at der eksisterer et zeN sadan at
zmag>np = z(m/n)>p/q.

Dermed geelder Arkimedes aksiom for Q.

Seaetning

For ethvert rationelt tal r, eksisterer der et unikt heltal n sadan at nsr<n+1

Bevis

Lad A={n€Z | n<r}.Hvis r=0, sa ses det at 0€A. Hvis r<0, sa er —r>0. Fra
Arkimedes aksiom for Q,haves det at der eksisterer et noeN og dermed ogsa i Z
sadan at np>-r, eller r>-ng 0g sa er —nNyeA. Dermed er A en ikke-tom delmaengde
af Z og eftersom den er begraenset opad af et element fra Z, eksisterer n=MaxA.
Dermed er, n< r< n+1. Fra tidligere beviser vides det at der ikke kan eksisterer et
andet heltal, som ogsa opfylder saetningen. Dermed er heltallet unikt.

Seetning - Teethedsseetning for Q

For ethvert x, yEQ hvor x<y, eksisterer der et zEQ sadan at x<z<y
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Bevis

Seet z=(1/2)(x+y) €Q. Sa haves det at
X<y = X+X<X+Y, X+y<y+y

= 2X<X+Y, X+y<2y

=>X<(12)(x+y), (1/12)(x+y)<y,
Altsa eksisterer x<z<y

|

Ved at anvende Taethedssaetningen for Q igen pa x og z, kan man finde et zZZ som
ligger mellem x og z. Dermed kan man altid finde et gnsket antal rationelle tal
mellem to forskellige rationelle. Den naeste seetning giver at Q ikke er velordnet.

Seetning

Q er ikke velordnet

Bevis

Hvis Q skulle veere velordnet, sa skulle alle ikke-tomme delmaengder af Q have et

minimum. men da enhver delmaengde af Z ogsa er en delmaengde af Q, er det

tidligere blevet bevist at Z ikke var velordnet, dermed kan Q heller ikke veere det.
|

Q’s utilstraekelighed

For de fleste praktiske formal, kan man fint benytte det rationelle talsystem, men i
dette afsnit vises hvorfor dette talsystem ikke altid er nok. Hvis det rationelle
talsystem, skulle veere et ideelt talsystem, bagr man veere i stand til at deekke en
hel nummeret linje kun med rationelle tal. Hvis ikke det kan opnas, ma der altsa
veere mindst et punkt pa linjen, som ikke kan deekkes af et rationelt tal. Farst
vises det at der eksisterer sadanne punkter.

Saetning

Der eksisterer ikke noget rationelt r s&dan at r?=2.

Bevis

Antag at der eksisterer et sddant rationelt tal r. Det vides at r er forskellig fra 0, og
betragter r>0 eller -r>0. Sa eksisterer der et m, n€Z sadan at r=m/n og
g.c.d(m,n)=1. Sd er

(m/n)?=2, altsa vil m?=2n?.

Dette betyder at m? er et lige tal og dermed er m et lige heltal. Dermed kan m
skrives som m=2k for nogle keN, sa haves det at

(2k)?>=2n?, altsa vil 2k*=n?

Dette betyder at n? er et lige tal, og dermed ogs& n. Dermed er 2 en feelles divisor
for m og n, hvilket er i modstrid med preemissen g.c.d(m,n)=1.
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Dette resultat kan udvides til, at der ikke findes et rationelt tal reQ s&dan at r’=p,
hvor p er et primtal. Dette udvides til ligningen m?=pn?, da det tidligere er vist at
ethvert tal kan skabes som en faktorisering af primtal. For at det skal kunne give
det samme skal det indeholde lige mange primtal i faktoriseringen. Da m?
indeholder dobbelt s& mange primtal som m, haves det at m? vil indeholde et lige
antal primtal. Det samme gaelder for n?, som indeholder dobbelt s& mange primtal
som n og dermed ogsa er et lige antal primtal. Dertil leegges p som blot
indeholder et primtal og dermed giver et ulige antal af primtal pa hgjre side af
ligheden, og dermed kan det ikke lade sig gagre. Dermed geelder kan seetningen
udvides til tal som har en primtalsfaktorisering med et ulige antal primtal for
eksempel 8 og 30. Dermed indeholder tallinjen for de rationelle tal altsa flere
huller, som gerne ses undgaet. Dette kunne vaere motivation nok til at ga videre
til at konstruere det reelle talsystem, men inden da vil der blive bevist to
saetninger, som giver videre motivation for at skabe det rationelle talsystem.

Seetning

Q har ikke nogen mindste gvre graense veerdi for enhver begreenset
delmeangde. Derfor er Q ikke fuldsteendigt ordnet.

Bevis

Betragt meengden A={reQ |r>0 og r’<2}. Da 4/3€A er A en ikke-tom maengde. A
har en begraenset opad af 2, eftersom r>2 = r>>422, derfor haves det at reA =
r<2. Antag at u=SupA eksisterer. Da 4/3€A, undersgges kun u 24/3>1, derfor
undersgges tre udfald.
(i) u*=2
Som vist i en tidligere saetning kan dette u ikke eksisterer i Q.
(i) u?<2 (s& er ueA)
For neN,
(U+1/n)’<2 eu+2(u)(1/n)+(1/n)*<2

&2(u)(1/n)+(1/n)><2-u?
Eftersom us2, da 2 er en gvre graense, og (1/n)’<1/n. Det haves at
2(u)(1/n)+(1/n)? <2(2)(1/n)+1/n

=5/n

Eftersom 5 og 2-u®>0, haves det at der eksisterer et noeN s&dan at ng(2-u?)>5,
dermed er 2(u)(1/ng)+(1/no)2< 5/ng<2-u?. Med andre ord vil (u+1/ng)’<2 og
u+1/ng€A.
Dette er i modstrid med at u skulle veere supremum for A. Dermed er u ikke i
denne gruppe.
(iii)) u*>2
For neN kan u-1/n ikke vaere en gvre greense for A, og der eksisterer et reA
sadan at r>u-1/n.
Sa er (u-1/n)’<r’<2 og
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(u=1/n)*  =u?-2(u)(1/n)+(1/n)?
>u?-2(u)(1/n)
Eftersom 2u og u®-2>0 s& eksisterer der et noeN sadan at
no(u2-2)>2u eu?-2>2u(1/no)
eu?-2u(1/ng)>2
Men dette betyder at
2>(u-1/ng)*>u?-2(u)(1/ng)>2, hvilket er en modstrid, og dermed er det ikke mulig
at et SupA kan eksisterer, og dermed er Q ikke fuldsteendigt ordnet.

Det er huller som dette som eksistere over hele den rationelle tallinje som
Dedekind anvender definere ved hjeelp af Dedekinds skeeringer, for at skabe det
reelle talsystem. Mere om dette i naeste kapitel

Seetning

Q er ikke fuldsteendigt Cauchy

Bevis

Betragt folgen (rn), som er defineret ved
r,=3/2
M+1=rp/2+1/ry
Farst laves fglgende observationer:
(i) Lad P={neN|r,>0}. Da 3/2>0 er 1€P. Antag at neP. S& er r,>0, sa er r,/2 og
1/r>0 og ligeledes ry.+1=rn/2+1/r,>0. Dermed er n+1€P nar neP og fra N(v) vides
det at P=N. Dermed er r,>0 V neN.
(i) Lad P={neN| r,>>2}. Da (3/2)?=9/4>2 er 1€P. Antag at neP. S& er r,>~2>0, og
(r? — 2)>>0. Dermed er
0 <(rm?-2)?
=1 —4r2+4
=1 2(rn?—4+41r,%)
Dermed ma det haves at r,>~4+4/r,*>>0. Men s& er
M1 —2 =(rn/2+1/rp)*- 2
=r 2 A+1+1/r,>=2
=1 l4+1/r,=1
=(1/4)(ra*+4lr,* - 4)
>0 (Eftersom r,?+4/r,’>—4, 1/4 > 0)
Altsd er rn+1°>2. Dermed er n+1€P nér neP og fra N(v) vides det at P=N. Dermed
er r,?>>2 v neN.
Samt det haves at,
Ma1°—2 =(1/48)(ra+4Ir>—4)
=(ra+4—419)/(4r,%)
=(rn?=2)%/(4r,°)
<(1/8)(rn*-2)*
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Ved at gentage ovenstaende relation, fas det at
Mes’—2 <(1/8)(ra*-2)°
<(1/8)((1/8)(n.1°~2)*)”
=(1/8)*(r1"-2)"
<(1/8)*((1/8)(rm2"~ 2)%)*
=(1/8)"(rn2"- 2)°

<(1/8)™(r,*=2)™

Hvor m=22', summationen taget fra 0<i<n-1 og m'=2n.
Bemaerk at bade m og m’ €N. Samt at r;>~2=9/4—-2=1/4<1. Dette betyder at
0<(r1?-2)™<1. Dermed haves det at rn.1>—2<1/8™.
Lad nu >0 veere givet. Fra Arkimedes aksiom for Q, folger det at der eksisterer
et k'eN sadan at 1<k’e. Fra Arkimedes aksiom for eksponentialer i N, faglger det at
der eksisterer et keN sadan at k'<8%, sa er 1<e8*. Dermed er

™ =2|  =rpea™=2 (da ry:12>2)
<1/8m
<1/8 (n-1) (da m=n-1)
<t vV n=k+1

Dermed haves det at (rn:12)—2, og (r?)—2. Dermed ma (r,?) veere en Cauchy
folge da den er konvergent.

Eftersom r,>0 og r?>2, ma det haves at r,>1.

Lad nu £>0 vaere givet. Sa eksisterer der et keN sadan at |r’>—rm?|<e V n, m2k,
men

|ri—Tm] <|rn—rm|(rn+rm) (darn+rm>1)
=|rn—rm|[Fn+rm]
:|rn2—rm2|
<€ v n, m 2k

Dermed er (r,) ogsa en Cauchy fglge. Hvis graensevaerdien for (ry), r eksisterer,
sa ma den veere r21, eftersom r,>1 vV neN. Dermed er, (1/r,) ogsa konvergent og
det haves at
r=limroes =lim (ro/2+1/ry)

=(1/2)lim ry+ lim 1/r,

=r/2+1/r
S4& er r/2=1/r hvilket betyder at r>=2. Men det er bevist at dette r ikke kan optraede
i Q og sa kan (r,) ikke vaere konvergent. Dermed er Q ikke fuldstaendig Cauchy.

|

Tilsvarende med Dedekind ovenfor, er dette metoden Cantor anvendte for at
finde hullerne i den rationelle tidslinje, som defineres for at konstruere det reelle
talsystem.

Kilder brugt til udarbejdelsen af dette kapitel [Rana, 1998] og [Bartle, 2011]
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Kapitel 4 - Det reelle talsystem

| dette kapitel gives der en beskrivelse af to metoder at skabe det reelle
talsystem. Den fgrste er udteenkt af Richard Dedekind (1821-1916) og benytter
sig af Dedekinds skaeringer, som der kommer mere om. Dette reelle talsystem er
skabt for at skabe et system med ordens fuldsteendighed. Det andet reelle
talsystem er udteenkt af Georg Cantor (1845-1918), hvor til der benyttes Cauchy
falger til at vise at systemet er fuldsteendigt Cauchy. Nar begge systemer er
blevet konstrueret, vil det vises at det er to mader at konstruere det samme
system.

Dedekinds reelle talsystem

Dedekinds skeeringer

Definition

En delmangde a af Q kaldes for en skeering, hvis den opfylder fglgende
egenskaber:

R(i) o0 og a#Q.

R(ii) For ethvert rea og seQ\a, r<s

R(iii) Maxa eksisterer ikke.

En skaering er altsd en delmaengde som er begraenset opad til af et s, som deler
de rationelle tal op i flere delmaengder. Man betegner maengden af alle skaeringer
som R.

Saetning

Lad aeR. Sa eksisterer der for ethvert rationelt >0, et rea og s¢a sadan at
S-r<e.

Bevis

Lad et rationelt €>0 vaere givet. Fra R(i), haves det at der eksistere et r'ea og et
s'¢a. Fra R(ii), haves det atr’' <s'. Det vides nu fra Arkimedes aksiom for Q, at
der eksisterer et keN sadan at (s'-r')/k<e. Betragt nu maengden
A={neN|r'+(n/k)(s"-r')¢a}. keA s A er en ikke-tom maengde. Eftersom N er
velordnet, ma k'=MinA eksisterer. Hvis k'#1, s haves det at k'-1¢A. Hvis k'=1,
fas det at r'ea, da k’-1=0 hvilket er i modstrid med definition, og dermed ikke kan
lade sig ggre. Dermed kan de antages at k'-1¢A. Definer

r=r'+((k"-1)/k)(s"-r’) €a

s=r'+(k'/k)(s"r') ¢a
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Sa er s-r=(s'-r')/k<e. Dermed haves det at r+e>s, og s¢a, sa haves det fra R(ii) at
r+e¢a

Denne seetning viser at der for ethvert irrationelt punkt, kan findes to rationelle
punkter, et pa hver side af det irrationelle punkt, som fortsat er sa teette pa
hinanden som det gnskes, dermed er hullerne i den rationelle tallinje uendeligt
sma, hvilke bekreefter at der er tale om punkter.

Specielle skeeringer

| dette afsnit, vil der blive introduceret to specielle typer af skaeringer, som
repreesenterer forskellige typer af reelle tal. Der vil senere blive introduceret
endnu en type, men hertil skal multiplikation for reelle tal fgrst vises.

Seetning - Rationelle skeeringer

Hvis reQ, sa er maengden

o, ={X€Q|x<r}

skaeringer. a; kaldes rationelle skaeringer. Videre geelder der at,

(i) a,=as hvis og kun hvis r=s

(ii) a er en rationelt skzering hvis og kun hvis Min(Q\a)=r eksisterer. | dette
tilfeelde a=q,.

Bevis

Forst vises det at a, overholder kravene for at veere en skeering. Eftersom ré¢a, og
r-1ea,, geelder R(i) for a,. For ethvert xea, og y&a,, haves det at x<r<y og dermed
geelder R(ii) for a,. Hvis Maxa, eksisterer, haves der fra Teethedssaetningen for Q,
at der eksisterer et xeQ sadan at Maxa,<x<r. Dette betyder at xea, hvilket er i
modstrid med at der er et maksimum. Dermed er R(iii) ogsa sand for a,. Dermed
er a, en skeering.

(i) Hvis r=s, sa er xea, © X<r=s & Xx€ds. Antag at a,=as. Hvis r<s, sa er reas men
réa,, hvilket er en modstrid. Ved symmetri kan ej heller r>s lade sig ggre, dermed
ma r=s.

(i) Lad a, veere en rationel skaering. Sa haves der for alle yeQ\a,, at y=r.
Eftersom réa,, er reQ\a,, haves det at Min(Q\a,)=r. Antag nu at Min(Q\a)=r
eksisterer. Sa postuleres det at a,=a.

Now,

XEQ; = X<r XEQ = X<r
= X€Q\a = XEQ,
= XEA

Dermed er a=q,.
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Meaengden af rationelle skaeringer repraesenterer de rationelle tal. Derfor notere
maengden af alle rationelle skeeringer som Rg.

Seetning - Negative skaeringer

For ethvert a€R, s& er maengden defineret ved
-a={-s€Q | s¢a, s¥Min(Q\a)}

ogsa en skeering.

Denne er kaldet den negative skaring af a.

Bevis

Eftersom a#Q, sa eksisterer der et s¢a, sa s+1¢a og s+1#min(Q\a). Dermed er -
(stl)e-a og sa er -a#@. Eftersom o#@, eksisterer der et sea. Sa haves det fra
definitionen at, -s¢-a og dermed er -0#Q. Dermed geelder R(i) for -a.

Lad re-a og seQ\(-a) veere sadan at r2s. Sa er -r<-s. Det ma haves at -r¢a fra
definitionen re-a, og det ma haves at en af fglgende er sande:

(1) -s€a

Men dette er i modstrid med R(ii) og derfor umuligt.

(i) -s=Min(Q\a).

Sa er -s<-r, som medfarer at -s=-r, samt s=r hvilket ikke kan lade sig gare da (-
a)N(Q\(-a))=@. Dermed geelder R(ii) for -a.

Antag at Max(-a) eksisterer. Sa er -Max(-a)¢a og -Max(-a)#Min(Q\a). Betragt nu
de to udfald:

() Min(Q\a) eksisterer ikke.

Sa eksisterer der et seQ\a som enten er s<-Max(-a), eller s2-Max(-a) V seQ\a.
Eftersom -Max(-a)eQ\a, haves det at -Max(-a)=Min(Q\a), hvilket er i modstrid
med antagelsen.

Ellers er -se-a og -s>Max(-a), hvilket ogsa er en modstrid.

(i) Min(Q\a) eksisterer.

Fra Teethedssaetningen for Q, haves det at der eksisterer et seQ sadan at
Min(Q\a)<s<-Max(-a). Da Min(Q\a)eQ\a, ma det haves at seQ\a fra R(ii). Sa er -
SE-a 0og -s >Max(-a), dette giver igen en modstrid. Dermed geelder R(iii) for -a.
Dermed er -a en skeering

Lemma

Den negative skaring af a; er a.,.

Bevis

XE-O S-x&a, A -x#Min(Q\ar)
E-X2r A\ -X#r
S-xX>r
SX<L-I
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SXEdA,.

Binzere operatore pa R

| dette afsnit vil addition og multiplikation pa R blive defineret. Dette gares med
henblik pa at vise at under disse to binzere operatore, bibeholdes at R er et
legeme.

Seetning - Addition pa R
Der eksisterer en veldefineret binaer operator @ pa R givet ved
a@Pp={r+s|rea, sep} V a, BER.

Bevis

Farst vises det at @ er lukket. Eftersom a, B#@, have det dbenlyst at a#0.
Samt, for =%, eksisterer der et r'eq, s'ep sadan at r'+'2¢a og s'+2¢p. Sa for alle
rea, sep, haves det ifelge R(ii) at, r+s<(r'+%2)+(s'+V2)=r'+s'+1. Hvis r'+s'+1ea®f
fas det at r'+s'+1<r'+s'+1, hvilket er en modstrid. Dermed er a@®p#Q, og sa
geelder R(i) fortsat.

For ethvert rea, sep, antages det at der eksisterer et xeQ\(a@p) sadan at r+sx.
Sa er r2x-s og fra R(ii), haves det at x-s=r' for nogle r'ea. Dermed er, x=r'+s, sa er
Xeap, hvilket er en modstrid. Dermed geelder R(ii).

For ethvert req, sep, falger det fra R(iii), at der eksisterer et r'eq, s'ef sadan at
r'>r, s'>s, sa er r'+s">r+s og sa kan Max(a@p) ikke eksisterer. Dermed geelder
R(iii).

Dermed er a3 en skaering og sa er @ lukket.

Hvis a=a’' og B=P', sa er a@B={r+s | rea, sep}={r+s | rea’, sef}=a'Pp'.

Dermed er @ en veldefineret binzer operator pa R.

Seetning - Egenskaber ved addition pa R

For a, B, YER, geelder fglgende:
Ar(i) a®p = BDa
adp ={r+s | req, sep}
={s+r | s€B, rea}
=Bda
Ar(ii) (aDB)DY = aD(BDY)
(aBB)DyY ={r+s|rea, seB}Dy
={(r+s)+t | req, sep, tey}
={r+(s+t) | rea, sep, tey}
=aP{s+t | seB, tey}
=ad(BDY)
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Ar(iii) Identitetselementet for @ eksisterer og er givet ved ap.

Hvis r+sea@ay, sa eftersom s<0, haves det at r+s<r sadan at r+sea. Dermed er
aao<a.

Modsat, tag rea. Fra R(iii) haves det at der eksisterer et r'ea sadan at r'>r. Sa er
r-r'<0, idet r-r'eag og eftersom r=r'+(r-r'), haves det at rea@a, og sa er adap=20.
Dette sammenholdt med Ar(i), giver at a@ag=a=a,Pa

Ar(iv) For a€R, eksisterer dets @-inverselement og er givet ved -a.

Antag at Min(Q\a) ikke eksisterer. Hvis x€a, sa er x<0. Saet £=-x. Sa eksisterer
der et yea sadan at y-x¢a, samt at x-ye-a. Dermed er x=y+(x-y) og sa er xead(-
a). Hvis x+yea@(-a), sa er -y¢a og fra R(ii) haves det at, -y>X, sd x+y<0 og
dermed i Qo.

Antag at Min(Q\a)=r eksisterer. Sa er a=qa, og -a=a.,. Dermed er, x+tyead(-a) =
X<r, y<-r = x+y<0 = x+y€ed,. For ethvert xea,, x<0. Dermed er p=r+(x/2)€a; og
g=-r+(x/2)€a., og sa er x=p+gead(-a). Dette sammenholdt med Ar(i), giver at
ad(-a)=ao=(-a)Da.

Dermed er (R,®) er kommutativ gruppe. Far multiplikation kan introduceres,
kreeves det at man introducere maengde af positive elementer Pr.

Definition
Delmangden Pr af R defineres ved
Pr={a€ER | 0<a}

Seetning

For ethvert a€eR, er en og kun en af felgende sande: a€Pg, -0aEPRr , a=a.

Bevis

Det vises fagrst at mindst en af udsagnene er sande. Hvis a¢Pg, sa er 0=a.

Hvis det haves at 0#Min(Q\a), Sa er 0=-0€-a. Ellers er 0=Min(Q\a) og dermed er
a=dp.

Lad nu aePr. Da a>0, kan 0¢a, sa a#ag. Hvis 0€-a, sa skal -0=0¢a, hvilket ikke
kan lade sig gare. Dermed er -a¢Pr. Hvis -a€Pg, sa haves det at a=-(-a)¢Pr 0g -
0#dp, sa a#ag. Endeligt hvis a=ap, sa haves det, eftersom a=ap=-a, at aePr & -
a€ePr hvilket er i modstrid med de tidligere resultater, og derfor ikke kan lade sig
gare.

Dermed er seetningen sand.

Nu kan der gives en definition af multiplikation.

Seetning - Multiplikation pa R

Der eksisterer en veldefineret binaer operator © pa R defineret ved
For a, BEPR,
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aOB={reQ | r<0}u{r=st | s€aq, tep, s>0, t>0} M(a)
| gvrige tilfeelde, lad

aOB=a, hvis a=q, eller B=R¢ M(b)
(a)O(B) hvis a, B&PrU{ao} M(c)
-((a)®OB) hvis agPrU{a}, BEPR M(d)
-(a©(B)) hvis a€Pg, BEPrU{00} M(e)
Bevis

Farst betragtes hvor elementerne er indeholdt i Pr. For ethvert a, BePr, haves
det at 0e{reQ|r<0}ca®P sa aOR#. Fra R(iii), og eftersom 0€aq, B, eksisterer
der et s;€q, t1€B sadan at sy, t;>0. Samt der eksisterer et s,€q, t,€p sadan at
so+1¢a, t+1¢B. Seet s=Max(s1,S), t=Max(t;,t,) og sa er seq, tef , s, t >0 men
s+1¢aqa, t+1¢B. Det pastaes at st+s+t+1¢a(®B. Det er tydeligt at
st+s+t+1¢{reQ|r<0}. Dermed skal der, hvis st+s+t+1€a(®, eksisterer et s'eq,
t'eB, s',t' >0 sadan at s't’ =st+s+t+1. Men R(ii) kreever at s'<s+1, t'<t+1, for at vaere
i a og B, men dette medfgrer at s't'<st+s+t+1, hvilket er en modstrid, og dermed
geelder R(i) under multiplikation.
Tag et tilfeeldigt rea®p og s¢a®P og antag at r=s. Det kan ikke ske at r#s da et
ikke punkt ikke bade veaere indeholdt og udelukket fra samme maengde. At
s¢a®B = s>0, altsa er r>s>0. Lad t=r/s>1 og sa er st=r. Eftersom rea® og
re{reQ|r<0}, eksisterer der et s'eq, t'ef, s', t' >0 sadan at r=s't". Dermed er st =s't’,
altsa er s=(s't')/t, men s'/t<s’, sa s'/tea. Eftersom t'eB og s'/t, t*>0, dermed ma det
haves at sea(®f, hvilket er en modstrid. Dermed geelder R(ii) under
multiplikation.
Tag et tilfeeldigt rea®B. Det antages at r=st for nogen seaq, te, s,t >0, sa haves
det fra R(iii) at der eksisterer et s'ea sadan at s’>s>0, samt et t'ef3 sadan at t'’>t>0
og sa er s't>st=r. Dermed geelder R(iii) under multiplikation. Dermed er a®f
ogsa en skeering for a, BEPr.
Lad nu a=a’, =B’ hvor a, BEPr.
a®B ={reQ | r<0} U {r=st | s€q, tep, s>0, t>0}

={reQ | r<0} U {r=st | sed’, tef’, s>0, t>0}

=a'OP’
Dermed er © veldefineret for elementer begraenset til Pg.
Observer at der for de andre tilfeelde er a(® defineret som a,, en operation af ©
pa elementer i Pr eller ved at tage den negative skaering. Dermed beholder a®B
sine egenskaber som en skaering. Eftersom det er vist at ©® er en funktion pa
PrX Pr 0g de negative er unike, vil © veere en funktion som begraenser sig til
hvert udfald, og da udfaldene er disjunkte og deekker hele R, vil © veere en
funktion pa RXR.
Dermed er © veldefineret pa R.
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Lemma

For ethvert a, BER, haves det at
-(aOB)=(-a)OR=aO(-B)

Bevis

M(a):

-(a®B) =-(aO(-(-B)))
=aO(-B)
-(a®B) =-((-(-a))©OB)
=-(a0)OB

M(b):

-(a®B) =-(lo)
=ao
=(-a)OB

-(a®B) =-(do)
=ao
=aO(-B)

M(c):

-(a®B) =-((-a)O(-B))
=(-a)OB

-(aOB)=-((-0)O(-B))
=a0O(-B)

M(d):

-(a®B) =-(-(((a)©OB))
=(-0)OB
-(a®B) =-(-(((a)©OB))
=(-0)OB
=a0O(-B)

M(e):

-(a®B) =-(-(a®(-B)))
=aO(-B)
-(a©OB) =-(-(a®(-B)))
=aO(-B)

Dermed er -(aOB)=(-0)OB=aO(-B).

Nu have egenskaberne til at indfere endnu en type af skeeringer, nemlig den
reciprokke skeering af en positiv skeering.

Seetning - Den reciprokke skeering

For ethvert aePg, er maengden defineret ved
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a'={reqQ | rs0}u{r=1/s | s¢a, s>0 og s#Min(Q\a)}
en skaering. Denne skaring kaldes den reciprokke skaring af a.

Bevis

Eftersom Oea™, er a'#@. Videre haves det at der eksisterer et s>0 s&dan at sea,
dermed er 1/s>0 og s& er 1/s¢a™. Dermed er a'#Q. Dermed geelder R(i) for a™.
Lad rea™ og tea™. Hvis r<0, fglger det trivielt at r<0<t. Hvis r>0 haves det at
1/r¢a, 1/r>0 og 1/r#Min(Q\a). Eftersom tg¢a™, t>0 s& er 1/t>0. Hvis 1/t=Min(Q\a),
sa er 1/r¢a og 1/r#Min(Q\a), sa haves det at 1/t<1/r, samt at r<t. Hvis
1t#Min(Q\a), s& ma det haves at 1/tea, ellers er tea™. Dermed geelder falger det
fra R(ii), at 1/t<1/r, som giver at r<t. Dermed gaelder R(ii) for a.

Tag et tilfeeldigt rea™. S& eksisterer der et s¢a ifalge R(i). Fra R(ii) haves det at
s+1>s>0. Dermed, hvis r<0, haves det at 1/(s+1)ea™ og r<0<1/(s+1). Nu
betragtes kun r>0. Det ma haves at 1/r¢a, 1/r>0 og 1/r#Min(Q\a). Eftersom
1/r£#Min(Q\a), eksisterer der et s¢a sadan at 1/r>s. Fra teethedssaetningen falger
det at der eksisterer et t sddan at 1/r>t>s. Sa er t¢a, t>0 og t#Min(Q\a). Og 1/t>r
samt 1/tea™. Dermed gaelder R(iii) for a™.

Dermed er a* en skeering.

Som det blev gjort med de negative skeeringer, viser fglgende lemma hvordan
den reciprokke skaering kan beskrives som en rationel skeering.

Lemma

For ethvert a.€Pr, er dens reciprokke skaring ay,.

Bevis

Tag et tilfzeldigt x€(a,)™. Hvis x<0, s& er x<0<1/r og s& er x€ay;. Modsat hvis
1/x>0, 1/x¢a,, 1/x#Min(Q\a,)=r. Sa er 1/x>r, samt x<1/r og Sa er XEdy.

Tag et tilfaeldigt x€ay,. Hvis x<0, sa falger det trivielt at xe(a,)™*. Dermed
betragtes 0<x<1/r. Det haves at 0<r<1/x. Dermed er 1/x>0, 1/x¢a, og
1/x#r=Min(Q\a). Det betyder at x=1/(1/x)€(a,)™*. Dermed er (a;) *=0u.

Seetning - Egenskaber ved multiplikation pa R

For alle a, B, YEPR, haves det at

me(i) a©OB = BOa

a®B ={reQ | r<0} U {r=st | s€aq, tep, s>0, t>0}
={reQ | r<0} U {r=ts | teB, s€eaq, t>0, s>0}
=BOa

mr(ii) (aOB)OY = aO(BOY)

(a®OB)OY={reQ | r<0} U {r=uv | uea®B, vey, u>0, v>0}

aOPOY)={req | r<0} U {r=uv | uea, vefQOy, u>0, v>0}
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Det skal blot vises at
{r=uv | uea O, vey, u, v >0} = {r=uv | uea, veQOy, u>0, v>0}
Tag uve{r=uv | uea®p, vey, u, v >0}. Eftersom u>0, eksisterer der et s', t' >0
sadan at s'eq, t'ef og s't'=u. Bemaerk at t'v>0. Dermed er uv=(s't')v=s'(t'v)e{r=uv |
uea, vefQOy, u>0, v>0}.
Tag uve{r=uv | uea, vepQy, u>0, v>0}. Eftersom v>0, eksisterer der et s’, t' >0
sadan at s'ef, t'ey og s't'=v. Bemeerk at us">0. Dermed er uv=u(s't')=(us’)t'e{r=uv
| uea®B, vey, u, v >0}
Dermed er (aOB)OY=aO(BOY)
mg(iii) Identitetselsmentet eksisterer og er givet ved a;.
Bemeerk forst at da 0<1 er 0O€q;, sa er a;€Pr. Nu er
a®a ={reQ | r<0} U {r=st | s€aq, tea,, s>0, t>0}

={reQ | r<0} U {r=st | s€q, s>0, 1>t>0}
Tag rea®al. Hvis r<0, sa er rea ifglge R(ii), eftersom O€a. Ellers eksisterer der
et seq, 0<t<1 sadan at st=r. Dermed er r=st<s og fra R(ii) haves det at rea. Tag
nu sea. Hvis s<0, haves det at se{reQ | r<0} og dermed er i a®a;. Ellers have
det fra R(iii) at der eksisterer et s'ea sadan at s">s>0. Lad nu t=s/s' sa haves det
at 0<t<1 og sa er s=s'tea(®a;. Dermed haves det, sammenholdt med mg(i) at
a®a;=a=a;Oa.
mr(iv) For ethvert aePg, eksisterer dets ®-inverselement og er givet ved a™.
a@a'={reQ | r<0} U {r=st | seaq, tea™, s>0, t>0}
Tag rea®a™. Hvis r<0, sa er det klart at rea,. Ellers eksisterer der et sea, tea™,
s, t > 0 sadan at r=st. Da t>0, haves det at 1/t¢a, 1/t>0 og 1/t#Min(Q\a). Det vides
fra R(ii) at 1/t>s, sa er 1>st=r og dermed er req;.
Tag et tilfseldigt reas, sadan at r<1. Hvis r<0 betyder dette at rea®a™, derfor
betragtes O<r<1. Eftersom 0€aq, eksisterer der ifglge R(iii) et s;€a, s;>0. Det
haves for e=(s1(1-1))/r>0, sa eksisterer der et s,€a sadan at s,+e¢a. Det antages
at s,+e#Min(Q\a) for ellers kan man ifglge R(iii) finde et s;ea sadan at s3>s, og
dermed er szt+e>s,+¢, sa s3+te#Min(Q\a) og sa tage den som opfylder den
gnskede egenskab. Seet s=Max(s1, Sz, S3). Sa er s+&£>0, s+e¢a og s+e£Min(Q\a).
Dermed er 1/(s+¢)ea™. Dermed er s/(s+€)ea®a™, men
s/(s+¢€) =s/(s+(s1(1-1))/r)

2s/(s+(s(1-r))/r) (Das=s1)

=r
lfelge R(ii) betyder dette at rea®a™. Dermed haves det, sammenholdt med
mg(i), at a@a=a,=a*Oa.
mg(v) aO(BDY) = (aOB)DB(aOY)
aOPBPY)={reQ | r<0} U {r=st | s€q, teBPy, s>0, t>0}
(aOB)D(aQY)={s+t | s€eaOB, tea®y}.
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Tag et tilfaeldigt rea® (B@DY). Hvis r<0, sa er rea®B og da, 0ea®y sa er
r=r+0€(a®B)P(a®y). Dermed betragtes r>0. Sa er r=s(t+k) hvor s€ea, tep, key,
og s, t+k >0. Eftersom t+k>0, haves en af fglgende udfald:
(i) t=0, k>0
Dermed er, st<0, sa stea®p, og s€aq, key samt s, k >0 sa skea®y. Dermed er
r=st+ske(aOB)D(ady).
(ii) >0, k=<0
Dermed er, sk<0, sa skea(®y, og s€a, tef samt s, t >0 sa stea®B. Dermed er
r=st+ske(aOB)D(ady).
(iii) t>0, k>0
Sa er s€aq, teB, s, t >0, ste(a®P). Tilsvarende, s€a, key, s, k >0, skea®y.
Dermed er r=st+ske(a®p)D(a®y).
Dermed er re(a®B)D(aQy).
Tag et tilfaeldigt re(a®OB)D (a®y). Hvis r<0, Sa er det klart at rea®(BDY).
Dermed betragtes r>0. Sa eksisterer der et se(a®B), te(a(®Dy) sadan at r=s+t.
Eftersom s+t>0, haves en af fglgende udfald:
() s>0, t>0
Sa eksisterer der et p, p'ea, q€B, uey, p, p', g, u >0 sadan at s=pq og t=p'u. Hvis
p=p’, Sa er r=p(q+u)ea®O(BPy). Dermed betragtes p'<p, sa p'/p<1. Sa er
r=pq+p'u=p(q+(p/p)u). Men (p'/p)u<u€ey,og sa er (p'/p)ucy. Dermed er
rea®(BPy). Tilsvarende hvis p<p’, betragtes r=p'((p/p')q+u) og sa er
reaO(BDY).
(i) s<0, t>0
Sa eksisterer der et pea, g€y, p, q >0 sadan at t=pq=p(0+q)eaO(BDY). Sa er
r=s+t<t og sa er reaO(BPy).
(ii) s>0, t=0
Sa eksisterer der et pea, geB sadan at s=pg=p(q+0)ea®O(BDY). Sa er r=s+t<s og
sa er reaO(BDY).
Dermed er rea®O(BDY).
Dermed er aO(BDY)=(aOB)D(aOY).

|
Nu da mg(i) til mr(Vv) er vist, kan det vises at seetningen faktisk geelder for hele R.
Med relationen -(a®B)=(-a)OBR=aO(-B), kan man flytte minus symbolerne og
herefter anvende den gnskede mg for herefter igen at flytte minus symbolerne
tilbage.
De andre mulige udfald fra seetningen multiplikation pa R, kan skabes udfra
denne metode og derved ogsa anvende egenskaberne for multiplikation. Det skal
dog bemzerkes at der for agPrU{ao}, er dets inverselement givet ved a™=-(-a)™.
Dermed geelder Mg(i) til Mr(v) for hele R.
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Dermed er det vist at (R,@®,®) er et legeme. Derfor gas der videre med at ordne
dette legeme.

Orden pa R

| dette afsnit vil vores system blive ordnet for at man senere kan undersgge for
ordens fuldsteendighed. Det mangler at vises at Pr, er lukket under addition og
multiplikation, sa det startes der med.

Seetning

Delmangden Pr er lukket under @ og ©.

Bevis

Tag et tilfeeldigt a, B ePr. Eftersom O€a, 3, haves det at 0=0+0€a@p og sa er
aPBePr. Ligeledes er 0e{reQ | r<0}ca®P og sa er a®BePr. Dermed erPr
lukket under @ og ©.

|
Dertil er det tidligere vist at for et aeR er der kun en af fglgende der er sand a=ay,
0€Pg, -0€PRr. Herefter falger den naturlige definition pa orden

Definition
For ethvert a, BER, siges a at veere storre end  og noteres a>f hvis aP(-
B)EPr. Samt noteres a>f hvis a>B eller a=p.

Denne definition gar (R,®,©,>) til et ordnet legeme.

Saetning

o> hvis og kun hvis a>.

Bevis

Antag at a>[3. Sa er a(-B)ePr. Tag et tilfeeldigt rep. Sa kan det ikke haves at -
re-p. Eftersom 0ea@®(-B), eksisterer der et seq, te-f sadan at s+t=0, sa s=-t. Fra
R(ii) haves det at -r>t, sa. r<-t=s og sa falger det at rea. Dermed er a2p. Hvis
o=B, sa haves det at a@®(-B)=aP(-a)=ao(¢Pr), hvilket er en modstrid. Derfor er
a>p.

Antag nu at aof. Det betyder at der eksisterer et rea men r¢. Fra R(iii) falger
det at der eksisterer et r'ea r'>r. Fra R(ii) felger det at r'¢[3. Dermed er r'¢g,
r'#Min(Q\B) og sa er -r'e-B. Det betyder at O=r'+(-r')ea®(-B) sa er a®(-B)€Pr,
altsa er a>.

Dermed er a>f hvis og kun hvis a>p. Trivielt fglger det at a>B hvis og kun hvis
a=2p.
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Dedekinds reelle talsystem

Ethvert reelt talsystem, skal indeholde en kopi af det rationelle talsystem, i dette
afsnit vil det derfor vises at Dedekinds reelle talsystem indeholde det rationelle
talsystem.

Lemma

For rationelle skaeringer ay, ay, geelder der at
(a) axDay=ay.y

(b) axOay=ayy

Bevis

(a) Tag et tilfeeldigt r+seax@Pay. Sa et r<x, S<y S& er r+s<x+y, Sa r+s€ay.y. Tag nu
et zEay.y. SA er z<x+y, sd z-x<y. Fra teethedsseetningen for Q, eksisterer der et z'
s&dan at z-x<z'<y. Sa er z'eqy og lad £€=z"-(z-x)>0. Nu er x-e<x sadan at x-g€a.
Dermed er, z=z'+(x-g)eaxday.
Dermed er o, ay=0ly.
(b) Farst betragtes ay, ay,ePr. Tag reay®ay. Hvis r<0, eftersom x, y>0, s& er
xy>02r og sa er reayy. Derfor betragtes r>0 s at r=st hvor 0<s<x, 0<t<y. Det
betyder at r=st<xy og Sa er reayy.
Tag nu et reayy. Hvis r<0, haves trivielt at rea,®ay. Dermed betragtes 0<r<xy. S&
er 0<(xy-r)/y. Fra taethedssaetningen, haves det at der eksisterer et 0<e;<(xy-r)ly.
Tilsvarende eksistere der et 0<e,<x. Seet nu e=Min(gy, €2).
r/(x-€) <r/(x-((xy-n/y))

sy
Det ses at, 0<x-e<x. Dermed er r=(x-¢)(r/(x-€))eaxOay. Hence, ay(Oay=ayy.
For at se at resultatet geelder for alle rationelle skeaeringer, kan man enten bruge
at -(a®OB)=(-a)OB=aO(-B) eller mere simpelt benytte et tidligere lemma som
siger at -a,=a.;, dermed geaelder seetningen for alle rationelle skaeringer.

Seetning
(Rq,B,©,>) er et dellegeme af (R,D,0,>). Videre er (Rq,D,®,>) en isomorfi
til (@.#+,,>).

Bevis
Tag et tilfeeldigt ay, ayERg,
aD(-0y)  =axD oy

=0x-y (ERQ)
Oy =00y (V ay#do)
= Oy (ERQ)

Det bemaerkes at a;€Rq. Dermed er (Rq,D,,>) et dellegeme af (R,H,O,>).
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Betragt funktionen ¢:Rq—Q givet ved @(a,)=r V a,€Rq. Det er tidligere vist at
a,=ds = r=s. Dermed er ¢ en veldefineret funktion. Det er vist at r=s = a,=q,
dermed er ¢ injektiv.
For ethvert reQ, tages a,ERq sadan at @(a;)=r, dermed er ¢ surjektiv.
Altsa er @ en bijektiv funktion.
Tag et tilfeeldigt a,, asERg.
P(arDas)  =@(r+s)

=r+s

=¢(ar)+¢(as)
¢(a:Oas)  =@(ars)

=rs

=@(an@(as)
a,>0s =0,Pa.sEPr

=0,.sEPR

=0€da;.¢

=0<r-s

=S<r

=¢(a,)>¢(as)
Dermed er (Ro,D,0,>)=(Q,+,",>).

|

Den naeste seetning viser at Dedekind har formaet af udvide de rationelle tal til et
fuldsteendig ordnet legeme.

Seetning

(R,8,®,>) er fuldsteendig ordnet.

Bevis

Tag en ikke-tom delmaengde A af R, som er begraenset opad af et BER, sa det
haves at a<3 VaeA. Definer y={reQ | rea for nogle aeA}.

Forst vises at yeR.

Eftersom A#Q, eksisterer der et ap€A. Fra R(i) vides det at ap#@. Eftersom apCy
og y#@. Det vides nu fra R(i) at B#Q. Det haves at a<p, sa acf YaeA. Dermed
ma det haves at ycp sa y#Q. Dermed geelder R(i) for y.

Lad rey og s¢y. Sa er rea for nogle aeA. Eftersom sgy, sa er s¢a. Fra R(ii)
haves det at r<s. Dermed geelder R(ii) fory.

Antag at Max(y) eksisterer. Sa er Max(y)€ea for nogle a€A. Specifikt betyder det
at, eftersom rea = rey = r<sMax(y), derfor ma Max(y)=Max(a), hvilket er i
modstrid med R(iii). Dermed geelder R(iii) for y.

Dermed er y en skeering, sa yeR.
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Det haves at, acy, sa a<y vV aeA. Dermed er y en gvre greense for A. Samt det

haves at yc3, sa y<p. Eftersom 3 er en vilkarlig @vre greense for A kan man

konkludere at y=SupA.

Dermed har (R,®,,>) en mindste gvre graense, sa den er fuldstaendig ordnet.
|

Definition
Et ordnet legeme (Rp,®,®,>) kaldes Dedekind reelle talsystem, hvis

(i) Der eksisterer et dellegeme (Qp,®,®,>) som er en isomorfi til (Q,+,-,>).
(i) (Rp,H,©,>) er fuldsteendig ordnet.

Denne definition giver os at der eksisterer et Dedekind reelle talsystem, men den
forteeller ikke om hvorvidt dette er unik, som det gnskes for at mene at denne
definition beskrive de reelle tal pa en god og @nsket made. Derfor bruges resten
af dette kapitel pa at vise at, det er tilfeeldet at Dedekind reelle talsystem
repraesentere de reelle tal pa en unik made. Derfor anvendes der fra nu af
notationen (R,+,-,>) for Dedekind reelle talsystem, men de naturlige tal, heltal og
rationelle tal noteres med henholdsvis N, Z og Q.

Egenskaber for Dedekinds reelle talsystem

| dette afsnit bevises nogen egenskaber for Dedekind reelle talsystem, som
munder ud i at vises at denne er en unik repraesentation af de reelle tal. Farst
startes dog med at vises Arkemedes aksiom, som i beviset benytter sig af at
Dedekind reelle talsystem er fuldsteendig ordnet.

Seetning - Arkimedes aksiom

Lad x, y €R, x>0. Sa eksisterer der et neN sadan at nx>y.

Bevis

Lad A={nx| neN}. Antag at udsagnet er falsk, sa er A begraenset opad af y. Fra at
R er fuldsteendig ordnet, vides det at SupA eksisterer. Eftersom x>0 er SupA-
X<SupA og dermed er SupA-x ikke en gvre graense for A. Dermed eksisterer der
et meN sadan at SupA-x<mx, sa SupA<(m+1)x. Men (m+1)xeA og dette er i
modstrid med at SupA er en gvre graense for A. Eftersom antagelsen af at
udsagnet var falsk farer til en modstrid, ma udsagnet veere sandt.

|
Folgende Lemma viser nogen egenskaber som Arkimedes aksiom giver, de vises
her, s& de nemmere kan henvises til nar de bliver brugt i fremtidige beviser.

Lemma

Lad x, y €R. Sa geelder fglgende:
(i) Der eksisterer et neN sadan at n>y
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(ii) Hvis x>0, s& eksisterer der et neN sadan at x>1/n
(iii) Hvis y20, sa eksisterer der et neN sadan at n-1<Sy<n

Bevis

(i) Dette er blot et seerligt tilfeelde af Arkimedes aksiom, hvor x=1>0

(i) Fra Arkimedes aksiom vides, hvor y=1, eksisterer der et neN sadan at nx>1
sa er x>1/n.

(iif) Betragt maengden A={meN | y<m}. Punkt (i) giver at A ikke er den tomme
meengde. Dermed, eftersom N er velordnet, sa eksisterer MinA=n. Sa er n-1¢A.
Betragt nu to udfald:

a) n-1eN

Sa haves det at n-1<sy<n fra definitionen af A.

b) n-1¢N

Sa er n-1=0. Dermed er n-1=0<y<n.

Inden teethedsstningen vises for R, skal det vises at der eksisterer mindst et
irrationelt punkt i R

Lemma

R\Q er ikke-tom.

Bevis

Antag at R\Q er tom. Eftersom QCR, haves det s at Q=R. Dermed er
(Q,+,",>)=(R,+,-,>), hvor (R,+,-,>) er fuldstaendig ordnet, mens (Q,+,-,>) ikke er
fuldsteendig ordnet. Dermed ma R\Q vaere ikke-tom, og elementer i R\Q kaldes
irrationelle punkter

|
Nu kan teethedsseetningen bevises, som giver at bade de rationelle og irrationelle
punkter er teette pa en tallinje.

Seetning - Teethedssaetningen.

Lad x, y €R veere sadan at x<y. Sa eksisterer der et reQ, zeR\Q sadan at x<r,
z<y.

Bevis

Farst vises det at der findes et sddant reQ. Antag at x>0. Eftersom 1/(y-x)>0,
haves der fra Arkimedes aksiom at der eksisterer et neN sadan at n>1/(y-x).
Dermed er ny-nx>1. Eftersom nx>0, faglger det fra Arkimedes aksiom at der
eksisterer et meN sadan at m-1snx<m. Sa er msnx+1<ny, sa nx<m<ny. Dermed
er, x<m/n<y og r=m/neQ. Hvis x=0, s& er y>0 og fra Arkimedes aksiom eksisterer
der et neN sadan at x=0<1/n<y, og sa saettes r=1/n€Q. Hvis x<0 og y>0, sa
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seettes r=0€Q. Sidst, hvis x<y<0,sa er -x>-y=0 og sa er det vist at der eksisterer
et r'eQ sadan at -x>r'>-y, sa x<-r'<y og sa saettes r=-r'eQ.

Eftersom R\Q er ikke-tom, sa eksisterer der et zZ’€R\Q. For ovenstaende resultat
at, eksisterer der et reQ sadan at x+z'<r<y+z', sa x<r-z'<y. Det pastaes at z=r-
2'¢Q.

Antag at dog at r-z’€Q. Sa eksisterer der et r'eQ sadan at r-z'=r', sa er z'=r-r'eqQ,
hvilket er en modstrid.

| naeste kapitel bliver de rationelle tal udvidet til at det er fuldsteendigt Cauchy
legeme. Derfor vises det at Dedekind reelle tal er Cauchy fuldsteendigt, for
senere at ggre det nemmere at vise at de to fremgangsmader faktisk viser sig at
skabe det samme talsystem.

Seetning - Cauchy fuldsteendighed af R

Lad (xn) veere en tilfeeldig falge i R. Sa geelder fglgende:

(i) Hvis (xn) er monotont voksende og begreenset af M, sa er (X;)
konvergent.

(ii) Hvis (x,) er monotont faldende og begraenset af M, sa er (x,) konvergent.
(iii) Hvis (x,) er Cauchy og har en delfglge som konvergerer mod x, sa vil
(Xn)—x.

(iv) Hvis (xn) er begreenset, sa eksisterer der en konvergent delfglge
(Bolzano-Weierstrass)

(v) Hvis (x,) er Cauchy, sa er den ogsa konvergent (Cauchy
fuldsteendighed).

Bevis

(i) Eftersom |x,|<M VneN, er meengden A={x, | neN} begraenset opad af M. Det
falger trivielt at x;€A sa A#d. Dermed, fra ordens fuldsteendighed , fglger det at,
x=SupA eksisterer. Lad €>0 veere givet. Sa eksisterer der et x,€A sadan at
Xk>SupA-¢. Eftersom (x,) er voksende, haves det at x,=xx V¥ n=k. Dermed geelder
der for alle n=k, at SupA-£<x<x,<SupA<SupA+e sa |x,-SupA|<e. Dermed
(Xn)—SupA.
(ii) Eftersom |xn|<M VneN, er maengden A={x, | neEN} begreenset nedad af -M. Det
falger trivielt at, x;€A sa A#d. Sa er -A={-x, | neEN}#d begraenset opad, og
eftersom (-x,) er voksende, haves det at (-x,)—Sup(-A). Men InfA=-Sup(-A).
Eftersom lim(-x,) eksisterer, haves det at
limx, =lim((-1)(-xn))

=-lim(-xy)

=-Sup(-A)

=-(-InfA)

= InfA
Dermed er (x,)—InfA.
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(iii) Lad en delfglge (Xnx))—x. Lad £>0 veere givet. Eftersom (x,) er Cauchy,
eksisterer der et NEN sadan at

|Xn-Xm|<€/2 V¥ n, m=N.

Eftersom (xng))—X, eksisterer der et TEN sddan at

[Xngo-X|<€/2 V k2T.

Seet S=Max(N,T). Dermed er,

Xn-X| =|(Xn=Xn(s))+(Xn(s)-X)|
<|Xn-Xn(s)|+|Xn(s)-X|
<eg/2+¢/2 Vv n=N
=€ VvV n=N

Dermed er (Xp)—X.
(iv) Der eksisterer en delfglge af (x,) som er monoton. Eftersom (x,) er
begraenset, er denne delfglge ogsa begreenset. Dermed falge det fra (i) og (i), at
denne delfglge er konvergent.
(v) Fra (iv) falger det at (x,) har en konvergent delfglge. Eftersom (x,) er Cauchy,
falger det fra (iii), at (xn) ogsa er konvergent.

|
Inden det vises at Dedekind reelle talsystem er unikt, bevises endnu en saetning,
som bliver anvendelig i beviset af unikhed.

Seetning

For ethvert x, y €R, geelder der at:

() {r | reQ, r<x+y} = {s+t | s, teQ, s<Xx, t<y}

(i) {r | reQ, O<r<xy} = {st | s, teQ, 0<s <x, 0<t<y}, x, y>0
(i) Sup{r | reQ, r<x} = Sup{r | reQ, O<r<x}, x>0

Bevis

(i) Hvis s+te{s+t | s, t€Q, S<X, t<y}, S& haves det trivielt at S+tEQ og S+t<x+y.
Dermed er {s+t | S,tEQ, s<x, t<y} € {r | reQ, r<x+y}. Tag nu re{r | reQ, r<x+y}. Sa
er r-x<y. Fra teethedssaetningen, eksisterer der et r'eQ sadan at r-x<r'<y. Sa er r-
r'<x. Bemeerk at r-reQ eftersomr, r'eQ. Dermed er

r=(r-r')+r'e{s+t | s, teQ, s<x, t<y}.

Dermed er {r | reQ, r<x+y} € {s+t | s, teQ, s<Xx, t<y}. Sa falger det at

{r] reQ, r<x+y} = {s+t| s,teQ, s<x, t<y}.

(i) Tag et tilfeldigt ste{st | s, teQ, 0<s<x, 0<t<y}. S& haves det trivielt at steQ og
O<st<xy. Dermed er {st | s, teQ, 0<s< X, O<t<y} C {r | reQ, O<r<xy}.

Tag nu re{r | reQ, 0<r<xy}. Sa er 0<r/x<y. Fra teethedssaetningen falger det at der
eksisterer et r'eQ sadan at 0<r/x<r'<y, sa 0<r/r'<x. Bemeerk at r/ r'eQ eftersomr,
reQ.

Dermed er r=(r/ r')r'e{s+t | s, teQ, 0<s<x, O<t<y}. Sa falger det at

{r| reQ, O<r<xy} C {st | s, teQ, 0<s<x, O<t<y}.

Dermed er {r | reQ, O<r<xy} ={st| s, teQ, 0<s<x, O<t<y}.
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(iii) Bemeerk at begge meaengder er begreenset opad af x, sa derer supremum
eksisterer. Eftersom {r | reQ, 0<r< x} € {r | reQ, r<x}, haves det at

Sup{r | reQ, 0<r<x} < Sup{r | reQ, r<x},

sa Sup{r | reQ, r<x} er en gvre greense for {r |reQ, 0<r<x}.

For ethvert zeR hvor z<Sup{r [reEQ, r<x}, eksisterer der et r'e{r | reQ, r<x} sadan
at z<r'. Hvis r’>0, sa tages r=r'e{r [reQ, 0<r<x}. Ellers fglger der fra
teethedssaetningen at der eksisterer at reQ sadan at 0<r<x og det haves fortsat at
z<r's0<r.

Dermed er Sup{r | reQ, 0<r<x} = Sup{r | reQ, r<x}.

Slutteligt pa dette kapitel kan det bevises at Dedekind reelle talsystem er unik.

Seetning

Dedekind reelle talsystem er unikt.

Bevis

Antag at (R,+,",>) og (R',+',-",>') repraesenterer to Dedekind reelle talsystemer.
Fra transitet af isomorfier, haves det at, (Q,+,",>)=(Q",+',-',>"), lad ¢:Q—Q’
beskrive denne isomorfi. Definer funktionen y:R—R’ ved
W(X)=SupAx V xeR. hvor A,={@(r) | r<x, reQ}
Forst vises at y er veldefineret. For ethvert xeR, falger det fra Arkimedes aksiom
at der eksisterer at neN (Dermed ogsa i Q) sadan at n>x. Dermed er @(r)eA, =
r<x<n = @(r)<'e(n). Dermed er A; begreenset opad af ¢(n), og fra orden
fuldsteendighed af R', haves det at SupA, eksisterer, sa y(x)eR'. For ethvert x,
YER hvor x=y, haves at
W(x) =Sup{e(r) | r<x, reQ}

=Sup{o(r) | r<x=y, reQ} (Da supremum er unikt)

=y(y)
Dermed er y veldefineret.
Antag nu at der eksisterer et x, yER sadan at y(x)=w(y) men at x#y. Uden tab af
generalitet antages det at x<y. Fra teethedssaetningen for R, haves det at der
eksisterer et r;eQ sadan at x<r;<y. Ved at anvende taethedssaetningen, endnu
engang, par; ogy, findes r,eQ sadan at x<r;<r,<y. Fra egenskaberne ved en
isomorfi haves det at
Q(r)EAx = r<x<ri<ry = @(r)<'e(r1)<'e(r,).
Dermed er bade @(r1) og @(r2) er gvre greenser for Ay. Eftersom @(r1)<'@(r,), kan
man ikke have at @(r;)=SupAx og dermed er y(x)<'@(rz). Men da @(r2)€A,, sa er
w(X)<'@(r2)='w(y), hvilket er i modstrid med antagelsen om at w(x)=y(y). Dermed
ma y veere injektiv.
Tag nu et tilfeeldigt x'€R’. Betragt elementet x=Sup{reQ | ¢(r)<'x’}. Det pastas at x
eksisterer sa xeR. Fra Arkimedes aksiom for R’, haves det at der eksisterer et
n'eN’ (dermed ogsa i Q') sadan at n">'x". Da @ er surjektiv, eksisterer der et neQ
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sadan at n'=@(n). S& haves at @(r)<'x’ = @(r)<'x'<'¢(n) = r<n. Dermed er n en
gvre graense for {reQ | ¢(r)<'x} og som fglge af ordens fuldsteendighed af R,
eksisterer x.
Det pastas nu at SupAy=x'. Hvis x' ikke er en gvre graense for A, ma der
eksisterer et @(r)eA« sadan at @(r)>'x". Sa er r¢{reQ | o(r)<'x’}. Eftersom r<x, er r
ikke en gvre graense for {reQ | @(r)<'x} og sa eksisterer der et r;e{reQ | o(r)<'x }
sadan at r<r;. Fra egenskaberne ved en isomorfi falger det at, @(r)<'e(r1), sa
@(r)<'e(r1)<'x' og sa er re{reQ | o(r)<'x’}, hvilket er en modstrid. Dermed er x’' en
gvre greense for Ax. Tag nu et tilfeeldigt y'eR' sadan at y'<'x’. Sa fglger det fra
teethedssaetningen for R’, at der eksisterer et r;'eQ’ sadan at y'<'r;'<'x". Ved at
anvende teethedsseaetningen pa r,' og X/, findes et r,’eQ’ sadan at y'<'r;'<'r,'<'X".
Eftersom ¢ er surjektiv, eksisterer der et ry, r,€Q sadan at @(r1)=r1', o(r2)=r,’, sa
ry, re{reQ | o(r)<'x’} og sa ry, r, <x. Fra egenskaberne af at vaere en isomorfi,
haves at, @(r1)<'Q(r2)=r1<r, og sa haves det at r;<x. Sa er r;'=@(r;)€A« 0g
y'<'r1'<'x'. Dermed er x'=SupAy, sa y(x)=x'.
Dermed er y surjektiv.
Tag et tilfeeldigt x, yeR.
(i) w(x+y)  =Sup{e(r) | r<x+y, reQ}

=Sup{@(stt) | s<x, t<y, s, teQ}

=Sup{e(s)+'a(t) | s<x, t<y, s, t€Q}

=Sup{o(s) | s<x, seQ}+'Sup{e(t) | t<y, teQ}

=@(x)+'Y(y).
(i) Antag at x, y >0. Sa er
w(xy) =Sup{op(r) | r<x-y, reQ}

=Sup{e(r) | O<r<x-y, reQ}

=Sup{p(s-t) | 0<s<x, 0<t<y, s, teQ}

=Sup{e(s)'(t) | 0O<s< X, O<t<Yy, s, teQ}

=Sup{e(s) | 0<s<x, seQ}-'Sup{e(t) | O<t<y, teQ}

=Sup{e(s) | s<x, seQ}'Sup{p(t) | t<y, teQ}

=W(x)"W(y)
For de andre udfald betragtes, findes to resultater. Det pastas at y(0)=0". For
reQ, r<0 = ¢(r)<'e(0). Dermed er @(0) en gvre greense for Ag. Lad z'eR’ veere
sadan at z'<'p(0). Fra taethedssaetningen for R’, haves det at der eksisterer et
r'eQ’' sadan at z'<'r'<'q(0). Fra at ¢ er surjektiv haves at der eksisterer et reQ
sadan at @(r)=r". Fra egenskaberne for en isomorfi haves det at r<0 sa er @(r)eAy
og ¢(r)<'e(0). Dermed er @(0)=SupA,=wy(0). At det er en isomorfi giver at ¢(0)=0’
og sa er w(0)=0".
Det pastas ogsa at y(-x)=-y(x) V xeR. Det haves at
0=y(0)  =w(x+(-x))

=YP(X)*+'Y(-x)
Sa er y(-x)=-y(x).
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(@) En af x, y er nul.
Uden tab af generalitet antages det at x=0. Sa er

P(xy) =y(0-y)
=y(0)
=0’
=0""y(y)
=p(x)" W(y)
(b) x, y <0.
P(xy) =((-x)-(-y))
=Y(-x)"p(-y) (da -x, -y >0)
=(-w(x))"(-w(y))
=Y(X) 'w(y)
(c) x>0, y<O0.
-Y(xy) =Y(-(xy))
=Y(x(-y))
=Y(x)'w(-y) (dax, -y >0)

).
=(x)'(-w(y))

=-(p(x)"w(y))
Sa er y(xy)=w(x)"y(y)
(d) x<0, y>0.
Fra symmetri, grundet kommutativiteten, falger det fra (c) at w(x-y)=w(x)-"w(y).
(iii) Antag at x<y. Sa felger det fra teethedssaetningen for R at der eksisterer et
ri€Q sadan at x<r;<y. Ved at anvende teethedssaetningen for R pa r; og v, findes
r,€Q sadan at x<r;<r,<y. Nu haves der for reQ, r<x = r<ri<r, = @(r)<'e(r1)<'e(r).
Dermed er bade @(r1) og @(r,) gvre graenser for Ay. Det vides at @(r2)ZSupAy,
eftersom @(r1)<'@(r,). Dermed er SupA.<'p(r,). Det haves ogsa at @(r2)€A, sa
@(r2)<'SupAy. Dermed er SUpA'Q(r2)<'SupAy, sa Y(x)<'y(y).
Dermed er g en isomorfi fra (R,+,-,>) til (R',+',-',>') sa (R,+,-,>)=(R’,+',-",>").
Dermed betragtes Dedekind reelle talsystem som unikt.
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Cantors reelle talsystem

Cantors tilgang

Definition

Lad C beskrive maengden af alle Cauchy falger i Q. (rn), (sn)€C siges at veere
a&ekvivalente og noteres (r,)~(sn) hvis givet et rationelt >0, eksisterer der et
keN sadan at |r,-sn|<€ Yn2k.

Cantor mente,at pa den reelle tallinje, bar enhver Cauchy falge konvergere til en
punkt. Han kunne dog ikke anvende reelle Cauchy fglger, sa han benyttede
rationelle Cauchy fglger, C. Det vides at der for alle reelle tal findes en rationel
falge som konvergere mod dette punkt. Da en konvergent fglge er Cauchy, vides
det at Cantors tilgang vil lokalisere alle huller i den rationelle tallinje. Den
ovenstaende definition, siger at hvis to faglger er vilkarligt teet pa hinanden,
forventes de at konvergere mod det samme punkt, om det er rationelt eller et hul.
Folgende seaetning viser at der er tale om en aekvivalensrelation

Seetning

Relationen ~ er en ekvivalensrelation pa C.

Bevis

Tag et tilfeldigt (r,)eC. Givet et £>0, tages 1€N. Sa er

|r—rn|=0<€ V n=1

Dermed er (r,))~(rn). Dermed er ~ refleksiv.

Tag et tilfaeldigt (rn), (sn)EC sadan at (r,)~(sn). Givet et €0, eksisterer der et keN
sadan at |r,—sn|<€ V n2k sd |s,—In|=|rn—Sn|<€ V n2k.

Dermed er (s,)~(rn). Dermed er ~ symmerisk.

Tag et tilfaeldigt (rn), (sn), (t,)EC sadan at (r,)~(sn) 0g (sn)~(t,). Givet et €>0,
eksisterer der et k;, k,EN sadan at

[r—sn|<€/2 V n=k;

|sn—tn|<€/2 V n2ko.

Saet k=Max(k1, ko). Sa er

[ri—Sn|<€/2, |sn—tn|<€/2 ¥ n2k. Men

|Fn—tn] =|(rn—Sn)*(Sn—tn)|
<[rn—Sn|+|Sn—tn|
<g/2+¢€/2 Vv n2k
=€ VvV n2k

Dermed er (r,)~(t,). Dermed er ~ transitiv.
Dermed er ~ en akvivalensrelation pa C
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Herfra vil C/~ blive noteret med R, og et element xeR vil blive kaldt et x-
konvergenspunkt.

Den naeste saetning giver bevis for at hver aekvivalensklasse repraesentere det
samme punkt for konvergens, i hvert fald for rationelle punkter.

Seetning - Rationelle konvergenspunkter

Lad (rn)€C veere sadan at (r,)—reQ. Sa er (r,)~(sn) hvis og kun hvis (s)—r.
[(rn)] kaldes et rationelt konvergenspunkt. | dette tilfselde noteres [(r,)] blot
som [r].

Bevis

Antag at (r))~(sn). Lad £>0 veere givet. Sa eksisterer der et k;€EN sadan at
|r—sn|<€/2 V n2k;.

Eftersom (rn)—r, eksisterer der et k,EN sadan at

[r—r|<€/2 V n2ko.

Saet k=Max(ky, k) og s& haves det at

[rn—sn|<€/2, |r—r|<€/2 ¥V n=k. Dermed haves det at

|Sn—1] =|(Sn—rn)+(ra—1)|
<|sn—rnl|+|rn—r]
<e/2+¢g/2 vV n2k
=€ V n2k.

Dermed (s,)—r.

Antag nu at (s,)—r. Bemeerk at dette betyder at (sp)€C. Givet et €>0 eksisterer
der et k;€N sadan at

|sn—r|<€/2  V n2k;.

Eftersom (r,)—r, eksisterer der et koEN sadan at

[r—r|<e/2  V n2k;

Seet k=Max(ki, ky) og det haves at

[rn—r|<€/2, |sn—r|<€/2 V n2k. Dermed haves det at

|Fn—Sh| =|(r—r)+(r—sn)|
<|ro—r|+|r—Ssq|
<ef2+€/2 vV n2k
=€ Vv n2k.

Dermed er (rn)~(sn).

For ethvert reQ, haves en konstant fglge r,=r ¥ neN som hgrer til
aekvivalensklassen [r]. Denne konstante fglge noteres som (r). Meengden af alle
rationelle konvergenspunkter noteres som R, eftersom denne maengde vil
repraesentere en kopi af det rationelle talsystem i det reelle talsystem.
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Binaere operatore pa R

Nu defineres de binzere operatore pa det nye system, med henblik pa at vise at
det er et legeme.

Seetning - Addition pa R
Der eksisterer en veldefineret binaer operator @ pa R givet ved

[(ra)]DI(sn)]=[(rntsn)] ¥ [(r)], [(Sn)]ER.

Bevis

Bemeerk farst at (r,), (sn)€EC = (rm+sn)€C. Dermed er [(ra+sn)]ER.

Lad [(r)]=[(ra)] 0g [(sn)]=[(sn")]. Sa er (ra)~(r") 0g (sn)~(sn'). Givet er €0,
eksisterer der et k, k,EN sadan at

[ri—rn'|<€/2 V n2k;

|sn—sn’|<€/2 V n2ks.

Saet k=Max(ky, kz), og sé haves det at

[r—rn'|<€/2, |sn—sn'|<€/2 ¥V n2k. Dermed haves det at

|(rn*Sn)—(rn"+sn’)| =|(rn=Tn")*+(Sn—Sn")l
<[ra—rn'|+|Sn—Sn'|
<e/2+¢g/2 vV n2k
=€ V n2k

Sa er (ry+sn)~(r'+sn’).
Dermed er [(r)]D[(sn)]=[(r)]DI[(sn’)]. Dermed er @ veldefineret

Seetning - Egenskaber ved addition pa R

For ethvert [(rn)], [(Sn)], [(tn)]ER, geelder der at:
Ar(i): [(ra)]@I(sn)]=[(sn)]DI(rn)]
[(ra)]DI(sn)] =[(rn+sn)]
=[(sn+n)]
=[(sn)]DI[(rn)]
Ar(ii): ([(r)]1B[(sn)DB[(tn)]=[(r)]DB([(sn)]1DI(tn)])
([(m)]DI[(sn)]D DI(tn)] =[(ra+sn)]D[(tn)]
=[((rn*sn)+tn)]
=[(rn*+(sn+tn))]
=[(rn)]D[(snttn)]
=[(r)]D([(sn)]DI(t)])
Ar(iii): @-identitetselementet er givet ved [0].
[(r)]DBI0]  =[(r)]IDBI(0)]
=[(ra+0)]
=[(rn)]
Dette sammenholdt med Ar(i), giver at [(rn)]D[0]=[(r.)]=[0]D[(rn)]
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Ar(iv): For ethvert [(rn)], eksisterer dets @-inverselement og er givet ved [(-
)]
[(rn)]@[('rn)] :[(rn"'('rn))]
=[(0)]
=[0]
Dette sammenholdt med Ar(i), giver at [(r)]D[(-rm)]=[0]=[(-rn)]D[(rn)]

Dette gar (R,P) til en kommutativ gruppe.

Seetning - Multiplikation pa R

Der eksisterer en veldefineret binaer operator © pa R, som er givet ved

[(ra)]OL(sn)]=[(rnsn)] ¥ [(rn)], [(Sn)]ER.

Bevis

Bemeerk farst at (rn), (Sn)EC = (rnsn)€C. Dermed er [(rnsn)]ER.
Lad [(rn)]=[(ra")] 0g [(sn)]=[(sn)]- Sa er (r)~(r\") og (sn)~(sn'). Bemeerk at eftersom
(rn) 0g (sn') er Cauchy er de begreenset af henholdsvis R og S'. Givet et €>0,
eksisterer der et k;, k,EN sadan at
[ro—rn'|<€/(2S’) V n2k;
|sn—sn'|<€/(2R) V n=k,
Saet k=Max(ky, k»), og s& haves det at
[r—rn'|<€/(2S"), |[sn—sn'|<€/(2R) ¥ n=k. Dermed haves det at
IrnSn—rn'sn’|  =|(rSn—rnSn’)+(rmSn—nm'sn’)|
S|rnSn—rnSn’|F|rmSn'—rm'sn|
=|rnl|Sn—Sn'[*|Sn'[|ra—Tn'l
<R|sp—sn'|+S'|r—10'|
<R(e/(2R))+S'(e/(2S")) Vv n2k
=€ V n2k
Dermed er (rhSn)~(ra'sn’). Dermed er [(r)]O[(sn)]=[(ra)]O[(sn')]. Dermed er ©
veldefineret

Seetning - Egenskaber ved muliplikation pa R

Mr(i) [(ra)]OL(sn)]I=[(sn)]OL(rn)]
[(r)]O[(sn)] =[(rasn)]
=[(Snm)]
=[(sm]O[(m)]
Me(ii) ([(r)]O[(sn))O[(ta)]=[(rn)] O([(sM]OI(tn)])
([(r)]1OI[(sn)) OI(tn)] =[(rsn)]O[(tn)]
=[((rnsn)ta)]
=[(rn(sntn))]
=[(rn)]O[(Sntn)]
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=[(r)]O[(smIOI(ta)])

Mr(iii) Identitetselementet eksisterer og er givet ved [1].
[(MIOM]  =[(rm)]OI(1)]

=[(m1)]

=[(rn)]
Denne sammenholdt med Mg(i), giver at [(r,)|O[1]=[(ra)]F[1]O[(rn)]
Mr(iv) Hvis [(r,)]#[0], sa eksisterer O-inverselementet.
Eftersom [(r,)]J#[0], kan det ikke haves at (r,)—0. Dermed eksisterer der en k-hale
af (rn), som (rn+k-1), sadan at (1/rn«.1) er veldefineret (altsa at rp+.1#0 ¥ n€N) og
Cauchy. Definer fglgen (s,) ved

Sn =0 hvis n<k
=1/r, hvis n=2k

Definer ogsa falgen (t,) ved

th =0 hvis n<k
=1 hvis n=k

Da (t,)—1, haves det at (t,)~(1). Eftersom k-halen af (sp) er falgen (1/rp+k.1) som
er Cauchy, haves det ogsa at (s,) er Cauchy og dermed er [(sh)]ER. Nu haves det
at,
[(r)]O[(sn)] =[(rasn)]
=[(t)]
=[1]
Dette sammenholdt med Mg(i), giver at [(rn)]O[(sn)]=[1]=[(sn)]O[(rn)].
Mr(V) [(r)]O([(sn)]IBI(t)D=([(rn)IOI(sn)ND(r)IOL(tn)])
[(r)]O([(sn)]DI[(t)]) =[(r)]O[(sn*tn)]
=[(rn(sn+tn))]
=[(rnSn +rntn)]
(MO B ((r]OI(t)]) =[(rasn)]DI[(rntn)]
=[(rnSn+rntn)]

=[(r)]O([(sn)]1DI(tn)])

Dette ger at (R,D,0) er et legeme. Derfor gas der videre med at definere en
passende orden pa systemet, sa dette bliver fuldsteendigt.

Orden pa R
For definitionen pa positive elementer, bringes farst hvad en positiv falge er.

Definition
For ethvert (r,)€C, siges (rn) at veere en positiv fglge, hvis der eksisterer et
rationelt r>0 og et KEN sa r,>r V n2k
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Grunden til at definitionen ser saddan ud, skyldes at hvis der var skrevet r,>0 V
n2k, ville felgen konvergere mod nul, dette er forhindret med denne definition,
som altsa kun giver de fglger som konvergere mod et positivt tal. Derfor gnskes
det at Pr defineres som fglger.

Definition

Delmeengden Pr af R er givet ved Pr={[(rn)]ER | (rn) er en positiv falge}

Seetning

Meengden Pr er veldefineret.

Bevis

Lad [(rn)]€Pr. Det skal vises at hvis (sp)~(rn), sa er [(sn)]€Pr. Eftersom (r,) er en
positiv falge, eksisterer der et rationalt r>0 og et k;€N sadan at r,>r ¥ n2k;. Samt
da (sn)~(r,), for e=r/2>0, eksisterer der et k.EN sadan at |r,—Sy|<I/2 ¥ n2k,. Saet
k=Max(ky,k2). Sa der V¥ n2k, haves at

[r—sn|<r/2, r>r
= M—Sn<r/2, M>r
= r-r/2<r—r/2<s, = 0<r/2<s,

Dermed er (sp) ogsa en positiv falge og (s,)EPr. Dermed er Pr en veldefineret
maengde.

Saetning

For ethvert [(rn)]€R, er en og kun af fglgende sandt: [(r,)]=[0], [(rn)]EPR, -
[(rn)]EPR.
Endvidere er Pr lukket under @ og ©.

Bevis

Tag et tilfeeldigt [(rm)]€R.

Farst vises det at mindst et af udsagnene ma veaere sandt. Hvis [(r,)]#[0], sa kan
det ikke haves at (r,)—0. Dermed eksisterer der et rationalt r>0 og et k;€N sadan
at |ry|2r, V n2k;. For €=r/2>0, eksisterer der et k,eN sadan at |r,—Iy|<r/2 V n, m
>k,. Seet k=Max(ky, k2). Sa haves det at

[rn|2r [r—rm|<r/2 V n, m 2 k.

Dermed haves der for alle n 2 k, at

-(r/2)<r,—r<r/2

M—r/2<rn<ry+r/2

Eftersom |r¢|2r, er der to udfald der skal undersgges:

(@) rer

Sa er r/2=r—r/2<r—r/2<r,

Dette betyder at r,>r/2 V n 2 k og sa er (rn) en positiv fglge sa [(r,)]EPR.
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(b) res-r

Sa er r,<rc+r/2<-r+r/2=-(r/2)

Dette betyder at -r,>r/2 V n 2 k og sa er (-r,) en positiv fglge. Dermed er, -[(rn)]=[(-
r)]EPR.

Dermed er mindst et af udfaldene sande.

Hvis [(rn)]EPR, sa eksisterer der et r>0, keN sadan at r,>r ¥ n2k sa er -r,<-r<0 v
n=k og dermed er det umuligt at -[(r,)]=[(-rn)]EPRr. Fra symmetri, haves det at
[(rn)]EPR 0g -[(rn)]EPR aldrig kan veere sande sammen. Huvis [(r,)]=[0], s& er
(rn)—0. Derfor haves det for et givet rationalt r>0, at der eksisterer et keN sadan
at |ry|<r V n2k sa ry<|rp|<r V n2k og dermed er det umuligt at [(r,)]€EPr. Dermed
kan [(r,)]=[0] og [(rn)]EPR aldrig veere sande sammen. Eftersom [(r,)]=[0]<-
[(rn)]=[0], kan det heller ikke ske at [(r,)]=[0] og -[(rn)]EPr er sande sammen.
Dermed haves det at en og kun en af udfaldene er sande.

Tag et tilfaeldigt [(rn)], [(Sn)]EPR. S& eksisterer der er rationalt r, s >0 sadan at der
eksisterer et ki, k2N sa

rm>r>0 Vv n2kq,

Sn>s>0 V n2ko.

Seet k=Max(ki, k) og det haves at r,>r>0, s,>s>0 V n2k sa

r+sp>r+s>0, r,s,>rs>0 Vv n2k

Dermed er, (rn+sy), (rsn) er begge positive falger. Sa er [(r)]B[(sn)]=[(rm+Sn)]EPR.
[(rn)]O[(sn)]=[(rnsn)]€Pr. Dermed er Pr lukket under @ og ©.

Definition
[(rn)] siges at veere stgrre end [(sn)] 0g noteres [(rn)]>[(sn)] hvis [(rn)]D(-
[(sn)])EPr. Det noteres [(rn)]=[(sn)] hvis [(rn)]>[(sn)] eller [(rn)]=[(Sn)].

Dermed er, (R,®,©,>) et ordnet legeme.

Seaetning

[(rn)]>[(sn)] hvis og kun hvis (r,—s,) er en positiv falge.

Bevis

Det haves at

[(r)]>[(sn)] =[(rm)]D(-[(sn))EPr
S[(rn—Sn)]EPR.
©(r—sn) er en positiv fglge
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Cantors reelle talsystem

| dette afsnit vil det vises at vores konstruerede system er et Cantors reelle
talsystem, samt at dette system opfylder de samme egenskaber som Dedekinds
reelle talsystem, og dermed, grundet unikhed af Dedekinds system, er det
samme system.

Seetning

(Ro.®,0,>) er et dellegeme af (R,,0,>). Endvidere er
(Re,D.0,>)=(Q,+,,>).

Bevis
Tag et tilfeeldigt [r], [s]ERq. Sa er
MSCsD) =MD CIS)])
=[(N1DI(-s)]
=[(r=s)]
=[r-s] (ERq)
o)™ =(MIoIED?
=[(N]OI[(1/s)] v [s]#[0]
=[(r/s)]
=[r/s] (ERQ)
Da [1]€Rq, er (Rq,®D,O,>) et dellegeme af (R,H,O,>). Betragt funktionen
@:Ro—Q givet ved @([r])=r V [r]ERg. [r1]=[r2] = lim(r1)=lim(rz) = ri1=r,. Dermed er
¢ veldefineret.
Lad ri=r,. Sa er lim(ry)=lim(r,) og sa er (r{)~(r2), sa [r1]=[ro]. Dermed er @ injektiv.
For ethvert reQ, tages [r]eRq 0g sa haves det at ¢([r])=r. Dermed er ¢ surjektiv.
Altsa er @ bijektiv.
For ethvert [r], [s]€Re,
o([r1DIs]) = (((NIDI(s)])
=@([(r+s)])
=@([r+s])
=r+s
=o([r)+e([s])
o([rIO[s]) =@ (((NIOI(s)])
=@([(r-s)])
=¢([r-s])
=rs
=o([r])-o([s])
[r1>[s] =[(N]>[(s)]
=(r —s) er en positiv fglge
=>r—sp>t ¥V n 2Kk for nogle teQ, t>0, keN
=>r—s>t eftersom r,=r, s,=s V neN
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=Sr>1+S,
=r>s eftersom t>0
Dermed er @ en isomorfi fra Rq til Q og sa er (Rq,D,O,>)=(Q,+,-,>).

Den naeste saetning er en svaekkelse af teethedssaetningen fra forrige kapitel,
men det er tilstraekelig for resten af resultaterne som bevises i dette kapitel.

Seetning - Teethedsseetningen for rationelle tal

Lad [(sn)], [(tn)]ER veere sadan at [(Sn)]<[(tn)]. S& eksisterer der et [r]ERq
sadan at [(sn)]<[r]<[(tn)].

Bevis

Eftersom [(sn)]<[(tm)], er (t.—Sn) en positiv falge, og sa eksisterer der et rationelt
r'’>0 og et k;EN sadan at t.—s,>r' V n2k;. Da (s;), (t,) er Cauchy, eksisterer der et
ks, k3€N sadan at
[ti—tm [<r'/3 ¥V n, m2k;,
|Sn—Sm|<r'/3 V n, m=ks.
Saet k=Max(ky, kz, k3) 0g sa haves det at, v n2k,
|tn—ti|<r'/3
|Sn—sk|<r'/3
th—Sp>r'
Saer
ti—r'/3<t <t +r'/3
Sk—T"/3<sp<sK+r'/3
ti—Sp>r'
Nu haves det sa at
(tet+sk)/2—sn =%2((tk—Sn)+(Sk—Sn))
>1o((te—sk—r"/3)—r'/3)
>Yo(r'=r'13 — r'/3)
=r'/6t,—(tc+sK)/2
=Y2((tn—ti) +(t—sx))
>S1o(-r'/3+(t-r'/3-sk))
>Yo(-r'/3+(-r'/3+r"))
=r'/6
Lad r=(t+sx)/2. Sa er bade (r-s,) og (t,—r) positive fglger, altsa er [r]>[(sn)] 0g
[(tn)]>[r].

Dermed er [(sn)]<[r]<[(t))] for nogle [r]ERg.

Folgende saetning er en raekke af forhold som ger sig geeldende mellem den
gamle struktur og den tilsvarende fglge i det nye system.
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Seetning

Lad rp, r €Q. Sa geelder fglgende:

) 10r1=C0rl]

(i) ([rn]) er Cauchy hvis og kun hvis (r,) er Cauchy.

(@iii) ([rn])—Ir] hvis og kun hvis (r,)—r

(iv) (rn)€[r] hvis og kun hvis ([r.])—Ir]

(v) Lad a€R og (rn)€a. Sa er ([r,]) Cauchy og endvidere ([r,])—a.

Bevis

(i) Fra egenskaberne for en isomorfi haves det at, hvis
[r]>[0] = r>0, sa er |r|=r
[r]<[0] = r<0, sa er |r|=-r
[r]=[0] = r=0, sa er |r|=r
Dermed er,
1l =[1] =[Irl] hvis [r]>[0]
=[r] =[-1] =[Irl] hvis [r]<[0]
Dermed er [[r]|=[|r|]-
(i) Antag at ([rn]) er Cauchy. Givet et rationelt >0, eksisterer der et keN sadan at
Vv n, m 2k, haves det at

|[ra] D (-[rm])|<[e]
= |[rn—rm]|<[€]
= [Ir—rml]<[e]
= [rn—rm|<€

Dermed er (r,) ogsad Cauchy.

Antag nu at (r,) er Cauchy. Givet et reelt £>[0], haves der fra teethedssaetningen
for rationelle tal at der eksisterer et [€]€Rq sadan at [0]<[g]<e. Sa eksisterer der
et keN sadan at vV n, m 2k, sa

[rn—rm|<€
= [Irn—rm|]<[e]
= |[rn—rm][<[€]<e
= |[rn]@('[rm])|<£

Dermed er, [r,] ogsa Cauchy.
(i) Antag at[r,]—[r]. Sa givet et rationelt >0, eksisterer der et keN sadan at v
nzk, haves det at

|[r]D(-[r])[ <[]
= [Ira—r{]<[e]
= [rn—r|<€

Dermed (rp)—r.

Antag at (r,)—r. For et givet reelt €>[0], fra teethedssaetningen for rationelle tal
folger det at der eksistereret [e|ERq sadan at [0]<[e]<e. Sa eksisterer der et keN
sddan at v n2k, haves det at
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[rn—r|<€
= [[r—r]]<[€]=<e
= [l D(-[rD)<e
Dermed er, ([ra])—Ir].
(iv) (m)elr] & (r)—r
e([r])—Ir] (fra(iii))
(v) Eftersom (r,) er Cauchy, falger det fra (ii) at ([r,]) ogsa er Cauchy.
Lad nu et reelt €>[0] veere givet. Fra teethedssaetningen for rationelle tal falger
det at der eksisterer et [e]ERq sadan at [0]<[e]<e. Sa eksisterer der et keN sadan
at v n, m 2k, haves at
|rn—rm|<€/2
= -€/2<r,—rm<e/2
Dermed haves der for et fastsat n sadan at n2k, at
e2<rn—rnte Vm=z=Kk
Sa er (rm—ry+€) en positiv fglge og sa er [(rm+€)]>[r.], s& a®[e]>[rn]. Samt det
haves at
M—rm+€>€/2 V m 2Kk,
sa (r—rm+€) er en positiv falge og sa er [(rn+€)]>[rm], sa [rn]D[e]>0.
Dermed haves det at, V n 2 k, er
[r]D(-a)<[¢] -[e]<[rm]D(-0)
sa |[r]D(-a)|<[e]<e
Dermed ([r,])—a.

Den naeste saetning giver at Cantor’s tilgang ender ud med at (R,,©,>) er et
fuldsteendigt Cauchy ordnet legeme, som det Cantor gnskede at vise.

Saetning
(R,8,®,>) er fuldsteendigt Cauchy.

Bevis

Lad (ay,) veere en tilfeeldig Cauchy falge i R. Nu falger det fra Teethedsseetningen
for rationelle tal at for ethvert neN, eksisterer der en [r,]ERq sadan at a,®(-
[1/n])<[r.]<a.B[1/n], s& |[rn]D(-an)|<[1/n]. Lad et reelt £>[0] veere givet. Eftersom
(an) er Cauchy, eksisterer der et k;€EN sadan at |a,@(-an)|<€/3 V n2k. Fra
Teethedssaetningen for rationelle tal falger det at der eksisterer et [e]€Rq sadan at
[0]<[€]<¢€/3. Fra Arkimedes aksiom for rationelle tal fglger det at der eksisterer et
ko,€eN sadan at 1/k,<g, dermed er 1/n<e V n2k,. Fra egenskaberne ved en isomorfi
falger det at [1/n]<[e]<€/3 V n2k..
Seet k=Max(ky, ko). Sa er
|[rn]@('[rm])| :|([rn]EB('Gn))@(Gn@('am))@(am@('[rm]))|
<|[fn]69(-0n)|€BIGnGB(-Gm)HBIGmEB(-[fm])l
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<[1/n]@|an®('qm)|@[1/m]

<e/3Pe/3De/3 Vv n, m 2k

=€ v n, m=2k
Det betyder at ([rn]) ogsa er en Cauchy fglge. Dermed er (r,) ogsa en Cauchy
folge i Q. Dermed vil a=[(r,)] veere i R. Dermed haves det at ([r,])—a.
Lad nu et reelt €>[0] veere givet. Sa eksisterer der et k;€N sadan at |[r,]B(-
a)|<e/2 ¥ n2k;. Tilsvarende til ovenfor, fglger det fra Teethedssaetningen for
rationelle tal og Arkimedes Aksiom for rationelle tal at der eksisterer et k,eN
sadan at [1/n]<€/2 V n2k.
Seet k=Max(ky, k), dermed haves det at

@ (-0)|  =|(an@[ra])) D ([r]D(-a))l

<|an@®(-[r])|BI[rn] B (-0)]
<[1/n]D|[r]D(-a)l

<e/2Pe/2 Vv n2k
=€ V n=k

Dermed (a,)—a.
Dermed er (R,8,©,>) fuldstaendigt Cauchy.

|
For det nye system geelder Arkimedes Aksiom ogsd, som vises nedenfor. Farst
defineres dog hvad Ry betyder.

Definition

Rw defineres ved at veere Rn={[n]€ERq | NEN}.

Seetning - Arkimedes Aksiom for reelle tal

For ethvert [(rn)], [(sn)]ER hvor [(rn)]> [0], eksisterer der et [n]ERy S&dan at

[N]O[(ra)I>[(sn)].

Bevis

Hvis [(rn)]>[(sn)], s& eftersom [1]€Ry, er der ikke noget at bevise.

Dermed antages det at [(sn)]=[(rn)]>[0]. Fra Taethedssaetningen for rationelle tal,
eksisterer der et [1], [s|ERq sadan at

[(sn)]1D[1]>[s]>[(sn)=[(r)]>[r]>[O].

Grundet isomorfien mellem Rq 0og Q, vides det fra Arkimedes Aksiom for Q at der
eksisterer et [n]JeRy sadan at

[]OIr]>[s].

Séa haves det at

[N]O[(rm)]>[N]O[r]>[s]>[(sn)]

Sa

[N]OL(rm)]>[(sn)]-

Dermed geelder Arkimedes Aksiom.
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Dermed kan der gives en definition for Cantors reelle talsystem.

Definition

Et ordnet legeme (Rc,B,0,>), siges at veere et Cantors reelle talsystem hvis
(i) Der eksisterer et dellegeme (Qc,®,,>) der er en isomorfi til (Q,+,",>).

(i) (Rc,B,0©,>) er fuldsteendigt Cauchy.

(iii) For (Rc,@,0,>) geelder Arkimedes Aksiom.

Det konstruerede talsystem er dermed et Cantors reelle talsystem, og dermed
eksisterer disse. Herfra og fremadrettet vil Cantors reelle talsystem blive noteret
ved (R,+,-,>). De forskellige delmaengder som beskriver de naturlige tal, heltal og
rationelle tal vil blive noteret med henholdsvis N, Z og Q. | forrige kapitel blev det
vist at Dedekinds reelle talsystemer ogsa er fuldsteendigt Cauchy samt at
Arkimedes Aksiom geelder, dermed er Dedekinds reelle talsystem ogsa et
Cantors reelle talsystem. Fglgende saetning viser at det modsatte ogsa er
tilfeeldet.

Saetning

(R,+,-,>) er fuldsteendigt ordnet.

Bevis

Tag en tilfeeldigt ikke-tom delmaengde A af R, som er begraenset opad af et uo.
Lad U={u€eR | u er en gvre graense for A}. Eftersom A#Q, eksisterer der et ageA.
Fra Arkimedes Aksiom eksisterer der et meN sadan at m>-a,, S& apg>-m, derfor er
-megU. Definer to falger (x,), (yn) som:

x1=-m (¢U)

y1=Uo (€EV)

Antag at x,¢U og y,€U. Definer

Xn+1 =Y5(XntYyn) Hvis Y2(Xp+Yyn)gU
=Xp Ellers

Yn+1 =Y5(XntYn) Hvis Y2(xn+yn)EU
=Yn Ellers

Fra definitionerne bemaerkes det at x,¢U, y,€U V neN.
Dermed falger der for alle n, at der eksisterer et a,eA sadan at x,<a,sy,, sa
Xn<Yn.
Lad N=y;—x;>0. Dermed kan det observeres at:
Hvis ¥2(Xn+Yn)EU, SA er Yni1—Xn+1=Y2(Xn+Yn)—Xn="2(Yn—Xn)
Hvis ¥2(Xn+Yn)€U, Sa er Yn+1—Xn+1=Yn—Y2(Xn+Yn)=Y2(Yn—Xn)
Dermed er yn+1—Xn+1=%2(Xn+yn) V NEN.
Dermed er y,—Xx =Y5(Xn-1+Yn-1)
=Y2(Y2(Xn-2+Yn-2))
=N/2™* Vv neN.
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For ethvert neN, er y,=yn+; eller
Yn—=Yn+1 =Yn—Y2(Xn+Yn)
=Y2(Yr—Xn)
=N/2"
>0
Sa Yn+1SYn, 0g sa er (yy) faldende.
For ethvert neN, er x,=xn+1 €eller
Xn+1—Xn :1/2(Xn+yn)_xn
=Y2(Yn—Xn)
=N/2"
>0
Sa Xn+12Xn, 0g Sa er (X,) stigende.
Hvis m, neN hvor m<n, sa haves det at

0<Ym—Yn  <Ym—Xn (Da yn>Xn)
=N/2™1

S& |ym=Yn|<N/2™,
Lad >0 veere givet. Fra Arkimedes Aksiom, eksisterer der et k'eN sadan at
N<K'e.
Fra den eksponentielle version af Arkimedes Aksiom for N, eksisterer der et keN
s&dan at 2*>k’
Dermed haves det for V n2k, at 2"22%>k’, sa €2"2e2>ek'>N, sa N/2"<e.
Dermed
IYm—Ynl <N/2™'  (Fra symmetri kan det antages at n=m)

<€ Vv n, m2k+1
Dermed er det vist at (y,) er Cauchy. Fra Cauchy fuldsteendighed, haves det at
(yn) konvergerer mod et yeR.
Antag at y¢U. Sa eksisterer der et a€eA sadan at a>y. Fra Teethedssaetningen
eksisterer der et zeR sadan at a—y>z>0. Eftersom det haves at y,2a, haves det
ogsa at y—y=a-y>z>0. Men da (yn)—Y, sa haves det at for e=z/2, eksisterer der
et keN sadan at
lyn—y|<z/2 V nzk.
Dermed fas en modstrid da, man far at, y,—ys<|yn—y|<z/2<z<yy-y
Dermed er yeU.
Antag nu at der eksisterer et ueU sadan at u<y. Som far fglger det fra Arkimedes
Aksiom og den eksponentielle version for N, at givet et €>0, eksisterer der et keN
sadan at N/2"<g V n2k, sa

|(yn—%n)-0]  =yn—Xn (da yn—x»>0)
=N/2™*
<g vV n=k+1

Sa (Yn—Xn)—0.
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Hvis der eksisterer et y, sadan at yx<y, sa haves det at y,<yx<y V n2k da (y,) er
faldende. Men (y,)—Y sa for e=y—y,>0, eksisterer der et NEN sadan at |y,—y|<y-
Yk V n=N.
Seet N'=Max(k, N), sa haves det at

lyn—=yl=-(yn—y) 0g [yn—yl<y-y«
= -(YN—Y)<Y-Yi
= YN>Yk,
Hvilket er en modstrid da (y,) er faldende.
Dermed haves det altid at y,—y=0.
Eftersom (y,—xn)—0, eksisterer der, for e=y—u>0, et keN sadan at
Yn—Xn=|Yn—=Xn|<Y—U, S8 Yn-yY<Xn-U V N2K.
Derfor haves det at, 0<y,—y<x—U, S& X,>U. Men dette betyder at x,>u2a Vv a€A,
som gar at xx er en gvre greense, hvilket er en modstrid.
Dermed er, ysu V ueU og sa eksisterer SupA=y.
Dermed haves det at (R,+,,>), eftersom en delmangde har en mindste gvre
greense, er fuldstaendigt ordnet.

Dermed er Cantors reelle talsystem ogséa et Dedekinds reelle talsystem. Da
entydigheden er vist for Dedekinds reelle talsystem er det, det samme talsystem
som er blevet konstrueret pa to forskellige mader. Dermed giver det heller ikke
mening at bevise egenskaber for Cantors reelle talsystem, da disse allerede er
bevist i forrige kapitel.

Kilder brugt til udarbejdelsen af dette kapitel [Rana, 1998], [Bartle, 2011] samt
[Cornean, 2015]
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Kapitel 5 - Kardinaliteten af talsystemer

| dette kapitel findes kardinaliteten af de konstruerede talsystemer.
For at snakke om kardinaliteten af talsystemerne, bringes farst en definition om
kardinalitet

Definition
Et kardinaltal angiver hvor mange elementer som er i en maengde.
Kardinaliteten af maengden X noteres ved Card(X)

Definition

To meengder siges at have samme kardinalitet, hvis der findes en bijektiv
funktion mellem de to maengder. En mangde A siges at have en lavere eller
lige kardinalitet som maengden B hvis der findes en injektiv afbildning fra A
til B.

Farst kigges der pa kardinaliteten af det mindste af de gennemgaede
talsystemer, det naturlige talsystem.

Seetning

Kardinaliteten af de naturlige tal er uendelig.

Bevis

Det er vist i Kapitel 1 (N(vi)) at det naturlige talsystem indeholder uendeligt
mange elementer, dermed er kardinaliteten uendelig.

Definition

En meengde X siges at veere teellelig uendeligt, hvis X~N.

Saetning

Kardinaliteten for N, Z og Q er den samme og dermed teellelig uendeligt.

Bevis

() Kardinaliteten af N er teellelig uendelig

At der findes en bijektiv funktion mellem N og N sa N~N, giver sig selv ved f(n)=n
for alle neN

(i) Kardinaliteten af Z er teellelig uendelig

Ved at opstille meengden Z, ved Z={0,1,-1,2,-2,3,-3,4,-4,5,-5,6,-6,7,-7,8,-8,...}.
Pa samme made kan man opstille
N={1,2,3,5,4,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,...}
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Derved kan det ses at man kan lave en bijektiv funktion f:N—Z, som er givet ved
f(n) =n/2 hvis n er lige

=-(n-1)/2 hvis n er ulige
(i) Kardinaliteten af Q er teellelig uendelig
For at finde en made at opstille Q's elementer pa, er herunder illustreret Q*. For
at fa en reekkefglge pa hvilket element tages farst, benyttes falgende:
Her startes gverst fra venstre, og ga diagonalt fra hgjre mod venstre nedad, nar
man nar den yderste kolonne, fortsaettes i toppen af naeste ubenyttede kolonne.
Elementerne farvet med radt, er allerede brugt, da de er i aekvivalensklasse med
et tidligere element, og springes derfor over.

1/1 2/1 3/1 4/1 5/1 7/1

6/1
1/2 212 3/2 412 5/2 6/2 712
1/3 2/3 3/3 4/3 5/3 6/3 713
1/4 2/4 3/4 4/4 5/4 6/4 714
1/5 2/5 3/5 4/5 5/5 6/5 7/5
1/6 2/6 3/6 4/6 5/6 6/6 716
1/7 217 3/7 417 5/7 6/7 717

Dermed fés det at man kan opstille Q" ved
Q'={1,2,%,3,"4,4,3/2,%,V4,5,Y%,6,5/2,413,%,%,%,...}.

Derved kan hele Q repraesenteres ved
Q={0,1,-1,2,-2,%,-%,3,-3,V5,-15,4,-4,3/2,-3/2,%,-%,...}

Da man kan opstille elementerne i Q pa listeform, og der er uendelig mange
elementer, fglger det at der er en bijektiv funktion mellem N og Q.

Definition
Hvis X har en hgjere kardinalitet end de naturlige tal, sige det at meengden
er overteelleligt uendeligt.

Saetning

Kardinaliteten af de reelle tal R er stagrre end den naturlige tal N. Dermed er
kardinaliteten af R overteelleligt uendeligt.

Bevis

Da det er vist at NCR, haves det at Card(N)<Card(R). Saetningen bevises
dermed ved at vise at Card(N)=Card(R) ikke er sandt.

Antag at Card(N)=Card(R). Dermed er enhver delmaengde af R endelig eller
teellelig. Her defineres delmaengden DcR ved D={reR | 0<r<1}. Da maengden D
ma veere endelige eller teellelig, eksisterer der en bijektiv (som minimum injektiv)
funktion mellem D og N. Dermed kan elementerne i D nummereres, om man kan
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opstille dem som D={a;,az,as,a4,...,an} hvor hvert element a, er et element i D
som er uendeligt antal decimaler. Dermed kan alle elementerne opstilles ved:

az =0,d11 dq2 d13 d1a dis ... dip ...
a =0,d21 d2p dp3 doa dos ... dop ...
as =0,d31 d3p d33 d3sa dss ... dap ...
as =0,d41 dap 043 dag dys ... dan ...
an =0,dn1 dn2 dnz dna dis ... din ..

Hvor dj angive den j'te decimal i det i'te element. Ifglge forudsaetningen er alle
elementer i D angivet som et a,. Hvis det kan vises at der findes et tal b, som
ikke kan veere angivet i overstaende maengde, er antagelsen modbevist. Tallet b
defineres pa fglgende made
b =1 hvis dii¢1

=2 hvis dii:]-
Dermed vil b veere forskellig fra alle elementerne i D angivet ved ay, da k’te
decimal er forskellig fra ax for alle keN. Dog opfylder b at veere et reelt tal samt at
0<b=<1, sa b tilhgrer D. Dermed har R er stgrre end N, og dermed er
kardinaliteten af R overtaelleligt uendeligt.

Kilder brugt til udarbejdelsen af dette kapitel [Bentzen ]
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Afrunding

| denne specialeafhandling er det blevet vist at man ud fra Peanos aksiomer, kan
konstruere et fuldsteendigt ordnet og fuldstaendigt Cauchy talsystem, som viser
sig at veere det reelle talsystem.

Som hovedresultater i projektet er det vist at for ethvert gennemgaet talsystem,
vil en talsystem af denne type, altid vaere en isomorfi til et talsystem af samme
type, dermed kan hvert talsystem anses som unikt.

Det naturlige talsystem er velordnet og fuldsteendigt ordnet, da der for enhver
begraenset ikke tom maengde eksistere et supremum og infimum. Ligeledes er
det vist at heltals systemet er fuldsteendigt ordnet, da det ogsa opfylder at der for
enhver begreenset maengde, eksisterer et supremum og infimum. Videre er det
vist for heltals systemet at det er et ordnet integreret domeaene, samt at alle dens
elementer kan udtrykkes som et produkt af primtal. Det er vist at det rationelle
talsystem er et ordnet legeme, men at det ikke opfylder at veere fuldsteendig
ordnet, ej heller fuldsteendigt Cauchy.

Det er vist at Dedekinds metode, med Dedekinds skaeringer, konstruere et ordnet
legeme, som er det reelle talsystem. Ligeledes konstruere Cantors metode, med
Cauchy falger, et ordnet legeme, som ogsa viser sig at vaere det reelle talsystem.
Som tidligere naevnt er det vist at de derfor ma vaere isomorfier for hinanden, og
dermed kan betragtes som det samme system. Det er vist at det reelle talsystem
er fuldsteendigt ordnet, samt fuldstaendigt Cauchy.

Sidst i projektet er det vist at det naturlige talsystem, heltal systemet og det
rationelle talsystem har samme kardinalitet, nemlig teelleligt uendelig, selvom der
intuitivt er tydeligt flere elementer i Q og Z end i N, da NcQcZ. Kardinaliteten af
det reelle talsystem er hgjere, nemlig overtaelleligt uendelig.
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Appendiks 1 - Definitioner

| dette appendiks vil der blive gennemgaet forskellige definitioner som er antaget
kendskab til i projektet

Meaengde

| dette appendiks vil der ikke blive gennemgaet de 10 aksiomer for maengdeleere.
| stedet vil disse aksiomer vaere antaget som abenlyse sandheder.

Der antages dog kendskab til og eksistens af den tomme maengde, at der kan
dannes en foreningsmaengde, feellesmaengde og komplementeermaengde, samt
at man kan vise at to maengder er ens.

Som startpunkt for dette projekt antages det at der findes en meaengde, som
kaldes de naturlige tal, som opfylder Peanos fem aksiomer. Indenfor aksiomisk
maengde teori kan det bevises at denne mangde eksistere, dette involverer
konstruktionen fra mere elementaerer meengder samt arbejde med de ti
meengdeleerens aksiomer, dette projekt vil dog ikke komme ind pa dette.

Relation

Givet to ikke-tomme maengder A og B, er en relation R, fra A til B en delmeaengde
AxB. Hvis (a,b)eR, skrives dette som aRb. Maengden {ac€A|(a,b)eR for nogen
beB} noteres D(R), kaldes for definitionsmaengden af R, maengden {beBj(a,b)eR
for nogen a€A} noteres R(R), kaldes for veerdimaengden. | det tilfeelde at
relationen er fra A til A, kan det undersgges om R opfylder falgende egenskaber:
() Refleksiv: aRa VvV aeA

(i) Symmetrisk: a;Ra, =ayRa; V aj,a,€eA

(i) Transitiv: a;Ra, og a;Ras = ajRasz V aj, ap, azeA

(iv) Anti-symmetrisk: a;Ra, 0og a;Ra; = ai;=a, V a;,a,€eA

Akvivalensrelation

Hvis R opfylder egenskaberne (i),(ii) og (iii), kaldes R for en aekvivalensrelation
pa A.

Det ses at en aekvivalensrelation pa en ikke-tom maengde egentlig blot er en
opdeling af meengden. Delmaengderne som maengden opdeles i kaldes
a&ekvivalensklasser.

Partiel Ordning

Vi siger, at R er en partiel ordning pa A, hvis R besidder egenskaber (i), (i) og
(iv).En partiel ordning er ligesom en kg-maskiner
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En partiel ordning pa A noteres ved (A, ). Hertil skal det bemeerkes at ved en
partiel ordning, er det muligt for to elementer at dele den samme plads i kaen.
Hvis man gnsker at undga denne situation, kan vi bestemme at R desuden skal
opfylde

(v) Totalitet

V a, beA, enten aRb eller bRa

| dette tilfeelde kaldes R for en total ordning. Grunden til at denne egenskab er
vigtig er at, under den partielle ordning, kunne to elementer som har samme
plads undga at veere relateret, dette ggres umuligt med den totale ordning

Infimum og Supremum

Lad (A, =) veere en partielt ordnet maengde, og lad B vaere en hvilken som helst
ikke-tom delmeaengde af A. Et element xeA kaldes den gvre graense for B hvis x
2y V yeB. Tilsvarende er et element zeA kaldes en nedre graense for B, hvisy 2
z 'V yeB.

| projektet lades U(B) og L(B) betegne maengden af henholdsvis gvre og nedre
greenser af B. Vi siger, at x er et supremum for B, noteres som SupB, hvis xeU
(B) og y 2 x vV yeU(B). Tilsvarende er z kaldes et infimum for B, noteret som InfB,
hvis zeL(B) og z =2y V yeL (B).

| neeste del af appendikset bevises det at InfB og SupB er unikke, safremt de
eksistere.

Et element xeB kaldes et maksimum for B, noteret MaxB, hvis x 2y V yeB.
Tilsvarende er et element zeB kaldes et minimum for B, noteret MinB, hvisy =z
vV yeB.

Det ses at hvis der eksistere et MaxB eller MinB, vil dette ogsa veere henholdsvis
SupB eller InfB. Derfor vil maksimum og minimum for B ogsa veere unikke,
safremt de eksistere.

Velordnet maengde

En partielt ordnet maengde (A, 2) siges at veere velordnet, hvis der for enhver
ikke-tom delmaengde B af A eksisterer et MinB.

Ordnet fuldsteendighed

Lad (A, =) veere en partiel ordnet maengde. Det siges at (A, =) har en mindste
gvre graense veerdi, hvis der for enhver ikke-tom delmaengde B af A, eksisterer
SupB nar B er afgreenset opad. Ligeledes siger vi at (A, 2) har en stgrste nedre
graense veerdi, hvis der for enhver delmaengde eksisterer InfB nar B er afgraenset
nedad.

Hvis (A, =) har bade den mindste gvre greense veerdi og den sterste nedre
graense veerdi, kaldes (A, =) fuldsteendigt ordnet.
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Funktioner

En funktion er en relation, med den begraensning, at ethvert element i sit
definitionsmaengde har en og kun en veerdi i veerdimaengden. Formelt defineres
en funktion fra A til B som:

(i) F er en relation fra A til B

(i) Nar (a,by), (a,by) €F sa er bi=b,

Til funktioner benyttes notationen F(a)=b. En funktion kaldes injektiv, hvis der
ikke kan findes to elementer i D(F) som deler samme veerdi i veerdimaengden,
altsa at (az,b),(az,b)EF hvis og kun hvis a;=a,. F kaldes surjektiv, hvis
veerdimaengden daekker hele B, det vil sige at der til ethvert beB eksistere et
aeD(F), saledes at (a,b)eF. Hvis F bade er injektiv og surjektiv, kaldes F for
bijektiv. Identitetsfunktionen I, fra A til A, er defineret ved (a,a) €l for alle
a€A.Det vil sige at identitetsfunktionen afbilder ethvert element tilbage i sig selv,
dermed har den ogsa samme definitions- og veerdimaengde.

Uendelighed

En ikke-tom maengde, A, siges at veere uendelig, hvis der findes en aegte
delmaengde BcA og en bijektiv funktion F:A—B.

Der findes teellelige eller overteellelige maengder, her er en teellelig maengde
defineret til at have samme kardinalitet som de naturlige tal, mens overteellelige
maengder har kardinalitet hgjere end de naturlige tal.

Binaere operationer

Lad A veere en ikke-tom maengde. En funktion ¢: A x A — A kaldes en binaer
operation pa A. For en binzer operation geelder at D(¢)=A x A og at R(p)<SA, det
bemaerkes ogsa at intet element i A x A kan afbildes til mere end en vaerdi i
veerdimaengden. For binaere operationer findes der fglgende begreber som vil
blive brugt:

(i) @ er associativ hvis

P(P(x,y),2) = @(x,9(y,2)) V X, y, ZE A

(i) @ er kommutativ hvis

P(X,Y)=0(y,x) ¥ X, yE A

(iii) Et element e€A siges at veere et identitetselement for @ hvis

Q(x,e) =x=@(e,x) vV xe A

(iv) Ved antagelse af at et identitetselement, e, eksistere for ¢. Kaldes elementet
x* €A for g-inverse af xeA

P(x.x") = e = p(x™ )

(v) Lad ¢ og y veere to binzere operatorer pa A. Vi siger at @ er hgjre distributiv
over @ hvis

W(P(X,¥),2) = O(W(X,2),W(Y,2)) V X, y, ZEA
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Tilsvarende er g er venstre distributiv over ¢ hvis

W(Z,0(xy)) = ¢(W(z,x),W(z,y)) V X, y, ZEA

For at lette notationen vil der i resten af projektet blive brugt symbolet *, vi skriver
der med @(x,y) = X*y.

Grupper og semigrupper

En semi-gruppe er en ikke-tom maengde, G, med en binger operator *, som
endvidere er associativ. Semi-gruppen betegnes ved (G,*). En semi-gruppe
kaldes for en gruppe hvis den ogsa opfylder:

(i) et identitetselemt, e, findes for (G,*)

(i) For ethvert xeG eksistere x .

Bemeerk at for en gruppe (eller semigruppe) har den binaere operator afggrende
betydning. Den samme maengde, G, vil blive vidt forskellige gruppe afhaengig af
den binaere operator.

En delmaengde G’ for G kaldes en undergruppe (semi-gruppe) af (G,*) hvis (G’,*)
selv er en gruppe (semi-gruppe)

Isomorfi

Isomorfi betegner ligheden mellem to objekter/strukturer. Dog skal vi for at kunne
snakke mere om en isomorfi vide hvilken struktur og dermed dens karakter der er
tale om. Derfor vil isomorfi blive gennemgaet for hver struktur i de falgende afsnit.

Isomorfi for semigrupper

Vi siger at en semi-gruppe (G,*) er en isomorfi til en semi-gruppe (G’,*) hvis der
eksistere en bijektiv funktion ¢:G—G sadan at

P(xy) = (X)"o(y) V X, yeG.

Vi skriver (G,*) = (G',*’) hvis (G,*) er isomorf til (G’,*’).

Denne definition geelder ogsa for grupper, da gruppe ogsa er semi-grupper.

Ringe

Lad R veere en maengde med to binaere operatorer, som betegnes med + og -, pa
R. Vi siger at (R,+,") er en ring hvis:

() (R,+) er en kommutativ gruppe

(i) (R,-) er en semi-gruppe

(iii) - er distributiv over +

Her fglger nogle seerlige ring typer, som blive vigtige i konstruktionen af
talsystemerne:

(A): (R.+,) er en kommutativ ring hvis (R,-) er en kommutativ semi-gruppe
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(B): (R,+,") er en ring med enhed, hvis 3 1€R, 1 # 0 sadan at 1 er
identitetselement for (R,")

(C): Lad (R,+,) veere en ring med enhed. Hvis

ab=0 = a=0 eller b=0 V a, beR

sa siges (R,+,") at veere et integreret domeene

(D): Lad (R,+,") veere et integreret domaene. Hvis der for v acR\{0}, eksisterer a™
kaldes (R,+,") for et legeme.

Isomorfi for ringe

Vi siger at en ring (R,+,-) er en isomorfi til en ring (R’,+’,-") hvis der eksisterer en
bijektiv funktion @:R—R’ saledes at V x, yER,

(i) (x+y) = (x) +' @(y)

(i) (xy) = @(x) " @(y)

Det noteres som (R,+,") = (R, +',-).

Ordnet integreret domaene

Lad (R,+,") veere et integreret domaene. Antag at der eksisterer en delmeengde P
af R, saledes at

(a): vx,y € P,x+y og xy eP

(b): v¥x € R, er en og kun en af fglgende geeldende: x e P, x=0,-x € P

Definer relationen > ved x>y hvis og kun hvis x-ye P. Vi siger sa at (R,+,",>) er et
ordnet integreret domeene. For det ordnet integreret domaene (R,+,,>), defineres
nu relationen = ved VX, YeER, x 2y hvis og kun hvis x>y eller x=y.

Isomorfi for ordnet integreret domaener

Et ordnet integreret domeene (R,+,-,>) er en isomorfi til et ordnet integreret
domaene (R’,+',~’,>’) hvis der eksisterer en bijektiv funktion ¢:R—R' sadan at v x,
YER

(i): @(x+y) = @(x) +' @(y)

(ii) o(xy) = @(x) - @(y)

(iii) x>y = @(x) > ¢(y)

Det noteres (R,+,",>) = (R’,+’,",>’). Denne definition gaelder ogsa for saerlige typer
af ordnet integreret domeener eksempelvis ordnet legeme.

Absolut Veerdi

Lad (F,+,-,>) veere et ordnet legeme. For ethvert xeF, defineres den absolutte
veerdi af x ved:
|X|= x hvis x=0

-X hvis x<0
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Folge

Lad (F, +,-,>) veere et ordnet legeme. Der defineres en folge til at vaere en
funktion f:N—F sadan at f(n)=x,. Elementet x, kaldes n’te element i fglgen. En
falge kan ses som en ordnet maengde af elementer i F, eller som en made at
repreesentere en kg pa

{1 2 3 4 5 n}
{x1 X2 X3 X4 Xs5 Xn}
Man kan danne en delfglge af elementer fra en falge. Formelt siges det at (yn) er
en delfglge af (x,), hvis der for ethvert neN haves

Yn=Xk for nogle keN, og

Yn+1=X; for nogle ieN og i>k.

Eksempelvis er

{XZ! X3! X5, XG}
En delfglge af
{x1, X2, X3, X4, Xs, Xs, .}

Der eksisterer en seerlig type delfglge, kaldet k-halen af falgen (x,) som er
defineret ved y,=xn+k-1V NEN. Det ses at 1-halen af en fglge er falgen selv. En
folge kaldes stigende hvis xn+1 = X, V NEN. Tilsvarende er fglgen faldende hvis
Xn+1=Xn V NEN. Fglgen kaldes monoton hvis den enten er stigende eller faldende
over alle elementerne i fglgen.

Graenseveerdi for konvergente falger

Fglgen (x,) har en greenseveerdi XxeF hvis, givet et £>0, e€F, 3 keN sadan at |x,-
X|<e V¥ n = k. Hvis (x,) har en graenseveerdi x, sa skriv vi limx,=x eller blot (x,)—x.
Det vises i Appendiks 2 at en fglge maksimalt har en greenseveerdi.

Cauchyfglger

En falge (x,) kaldes en Cauchy fglge, hvis givet et €0, e€F, 3 keN sadan at |X,-
Xm|<€ ¥V n, m2k. Definitionen betyder at to vilkarlige elementer fra folgen, efter et
givent element, aldrig vil kunne veere laengere vaek fra hinanden end €. Hvis en
Cauchyfaglge ogsa er konvergent, kaldes det fuldstaendigt Cauchy.

Kilder brugt til udarbejdelsen af dette afsnit [Rana, 1998], [Bartle, 2011] samt
[Cornean, 2015]
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Appendiks 2 - Generelle beviser

| dette Appendiks vil der blive gennemgaet og bevist seetninger som projektet
anvender som kendte resultater.

Seetning

Lad ASB. Sa er B uendelig hvis A er uendelig.

Bevis

Eftersom ACB, kan man skrive B=AUE hvor ANE=g for nogle maengder E.Da A
er uendelig, eksisterer der en injektiv funktion f:A—A, som afbilder hele den aegte
delmaengde A’ af A. Definer funktionen f:B—B ved
f'(x) =f(x) hvis xeA

=X hvis xeE
Det folger nu at ' er injektiv, eftersom f er injektiv, identitetsfunktionen er injektiv
og ANE=d. R(f')=A’UE, som er en zgte delmzengde af B, dermed er B ogsa
uendelig.

Seetning

Lad A og B veere to tilfeeldige maengder. Antag at der eksisterer en bijektiv
funktion f:A—B.Sa er A uendelig hvis og kun hvis B er uendelig.

Bevis

Antag B er uendelig. Sa eksisterer der en bijektiv funktion g:B—B’, hvor B’ er en
aegte delmaengde af B. Specifikt findes der et bogB’. Da f er bijektiv, er f:B—A
og bijektiv. Nu tages den sammensatte funktion flogof:A—A. flogof er injektiv da
alle den usammesatte funktioner er injektiv. Betragt nu elementet ao=f"(bo)€A.
Eftersom f* er injektiv, vil f*(b)#ao V b#bo, samt for alle a€A, gof(a)#b, eftersom g
afbilder hele B’,dermed ogsa f'egoftas. Dermed afbilder fogof hele den aegte
delmaengde A’ af A, altsa er flogof:A—A’ en bijektiv funktion. Altsa er A uendelig.
Den dobbelte implikation fglger fra symmetri, hvor man tager udgangspunkt i den
bijektive f::B—A

Seetning

Lad (A,2) veere en partiel ordnet meengde og T en ikke-tom delmangde af A.
Sa geelder at
(i) Hvis SupT eksisterer, er denne unik
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(i1) Hvis InfT eksisterer, er denne unik
(iii) Hvis MaxT eksisterer er SupT=MaxT
(iv) Hvis MinT eksisterer er INfT=MinT

Bevis

(): Lad x; 0g x» €A veere to supremum for T. Betragt x; Som supremum 0g X»
som en gvre greense, da haves det at x, 2 x;. Tilsvarende x12 Xo, nar rollerne
byttes, dermed x;=x, som fglge af anti-symmetri, og sa er SupT unik nar den
eksisterer.

(if): Lad x1 0g X2 €A veere to infimum for T. Betragt x; som infimum og X, som en
nedre graense, da haves det at x, = x;. Tilsvarende x;= x,, nar rollerne byttes,
dermed x;=x, som falge af anti-symmetri, og sa er InfT unik nar den eksisterer.
(iii): MaxT er en gvre graense for T. Da MaxTeT ma x=MaxT hvis x er en gvre
graense for T. Derfor SupT=MaxT , safremt MaxT eksisterer

(iv): MinT er en nedre graense for T. Da MinTET ma MinT2=x hvis x er en nedre
graense for T. Derfor InfT=MinT , safremt MinT eksisterer

Seetning

Lad (G,*) veere en gruppe. For Vx, y, zeG geelder fglgende
(i) Fortrydelsesloven geelder

(i) Identitetselementet e er unikt

(i) Inverselementet til x er unikt

(iv) Inverselementet til x* er x

(v) Inverselementet til e er e, e™'=e.

(vi) (xy) =y ix?

Bevis
(i) xX*y=x*z =X (x*y)=x"1*(x*z)
= (X X)*y=(x*x)*z
Se*y=e*z
>y=z
Tilsvarende for y*x=z*x=y=z
Altsa geelder fortrydelsesloven.
(il) Lad e og €’ veere to identitetselementer. Det haves at e*e’=e’, fordi e er
identitetselement, samt e*e’=e, da €’ er identitetselement. Altsa er e=e*e’=e’ og
identitetselementet er unikt.
(i) Lad x* og x™ vaere to inverselementer for x. S& haves at
x Mx=e=x"1*x
X—lzx—l,
Altsa er inverselementet for x unikt
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(iv) Det haves at x*x*=e=x"*x. Denne ligning viser at (x*)*=x
(v) Det faglger fra ligningen e*e=e at inverselementet for e er e.
(vi) Det haves at

Oy y ) =((xry)ry Rt (associativitet)
=(x*(yry ))xt (associativitet)
=(x*e)*x*
=x*x
=e

Tilsvarende er, ( y*x™)*(x*y)=e
Derfor, (xty) =y tx?

Seetning

Lad (R,+,") veere et integreret domane. Sa gzelder felgende:
Eftersom (R,+) er en kommutativ gruppe, haves at:

(@) x+y=y+x

(b) (x+y)+z=x+(y+2)

(c) x+0=x

(d) x-x=0

(e) -(-x)=x

(f) -0=0

(9)-(x+y) = -X-y

(hx+y=x+z & y=z

(i) -(x-y)=y-x

() x-y=0 & x=y

Eftersom (R,") er en kommutativ semigruppe, haves det at:
(k) x-y=y-x

() (x-y)z=x:(y-2)

(m) 1-x=x

(n) x-(y+z)=(x"y)+(x-2)

(o) x-y=0 & x=0 eller y=0
(p) -(x'y)=(-x)y

(@) (-x)(-y)=x-y

(r) z-(x-y)=z'x-z'y

(s) (-1)x=-x

Seetning

Lad (X,+,-,>) veere et ordnet integreret domane. Sa gaelder fglgende:
(@) x, y >0 = x+y>0 og x-y>0

(b) Vv x, y € X geelder preecis en af falgende ligheder x>y, x=y eller x<y
(c) x>x kan aldrig veere sandt
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(d) x>y og y>z = x>z
(e) x>y & x+z>y+z
(f) x>0 & -x<0 tilsvarende x<0 & -x>0
(9) Hvis x#0 & x-x>0
(h) -1<0<1
() X,y<0 =>x+y<0, x-y>0
(j) x'y>0 & x og y har samme fortegn
(k) x>y 0g z>u = x+z>y+u
() Hvis z>0 sé& er x+z>x
(m) Hvis x>y
(1) x-z>y-z hvis z>0
(2) x-z<y-z hvis z<0
(n) Hvis z>0 og x-z>y'z = x>y
(o) Hvis z<0 og x-z>y:z = x<y
(p) x>0 & x>0
(q) x>1 & 0<x’<1
(r) For x>0 geelder
1) Hvis x>1=x-x>x
2) Hvis x<1=>x-x<x

Seetning

Ordning 2 pa et ordnet integreret domane (X,+,-,>) giver en total ordning.

Bevis

For ethvert meX, m=m og dermed m=m. Dermed er = refleksiv.

Antag at m2n og n=m. Hvis n#m, skal m>n og n>m. Hvilket modsiger
tredelingsloven for (X,+,-,>). Dermed er = antisymmetrisk.

Antag at I2m og m=n. Hvis I=m eller m=n, sa folger det at I2n. Dermed
observeres I>m og m>n, her vil transitiviteten for (X,+,-,>) gare at I>n. Dermed er
2 transitiv, og = er en partiel ordning.

For ethvert m, n €X, geelder et af felgende udsagn: m>n (dermed m=n), m=n
(dermed m=n) eller m<n (dermed n=m). Dermed er = en total ordning

Seetning

Lad (X,+,-,>) veere et ordnet integreret domane. Hvis (X’, +, -) er et
dellegeme af (X, +, ), sad er (X’, +, -, >) ogsa et ordnet integreret domane
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Bevis

Eftersom (X, +, -, >) er et ordnet integreret domaene, eksistere der en delmaengde
P af X sadan at:

(a) For alle x, y € P sa er x+y, xy €P

(b) vx € X, geelder et og kun et af fglgende udsagn; xeP, x=0 eller -xeP.

Definer P’=PNX'. Sa geelder der for vx, y € P’ at x+y, x'ye X', da X’ er et
integreret domaene. Ifglge (a) geelder ogsa x+y, x-'ye P. Dermed er x+y, x-ye P’.
For ethvert xeX’ haves det at x, 0, -x eX’ eftersom X’ er et integreret domaene.
Fra (b) haves det at kun et udsagn passer xeP, x=0 eller -xeP. Altsa vil der kun
geelde en af fglgende xeP’, x=0 eller -xeP’. Dermed er (X, +, -, >) et ordnet
integreret domaene.

Seetning

Isomorfien = p& maengden af ordnede integreret domaener er en
a&kvivalensrelation.

Bevis

(i) Farst vises det at =~ er refleksiv: Tag et tilfeeldigt integreret domaene (X, +, -, >).
Definer y:X—X ved y=lIx. Det ses at y er bijektiv. For ethvert x, yeX geelder der
nu at:

P(x+y) =Xty
=P(x)+w(y)
Y(xy) =Xy
=P(x) w(y)

x>y = W(x)>w(y)
Altsa er y en isomorfi fra (X, +, -, >) til (X, +, -, >),sa (X, +, -, >) = (X, +, -, >),
dermed er = refleksiv
(i) Nu vises det at =~ er symmetrisk: Lad (X, +, -, >) = (X, +, ~’, >’) og lad @:X—>X'
veere denne isomorfi. Definer y:X'—X ved y=¢™. Da ¢ er bijektiv vil ogsa y vaere
bijektiv. For ethvert x’, y'eX’ 3 x, yeX sadan at @(x)=x', @(y)=y'.
Wx+y) = (e(x+y))

=" (@(X)*+'e(y))

=lx(x+y)

:X+y

= (X)+@™(y')

=Y(X)+w(y’)
y)  =07(e(xy))

=™ (@(x)'P(y))

=lx(x"y)

=Xy

=™ (X) ¢y

U

W(x
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=W(x)w(y)

= Q(x)>'0(y)

=SX>Y

=0 (x)>0™(y)

=>Y((X)>w(y’)

Dermed er g en isomorfi fra (X', +°, -, >) til (X, +, -, >),sa (X, +, -, >) = (X, +, ~,
>) = (X, +, 7, >") = (X, +, -, >). Dermed er =~ symmetrisk.

(i) Sidst vises det at =~ er transitiv: Lad (X, +, -, >) = (X, +, 7, >") og (X, +, -, >)
~ (X7, +7, -7, >7), 0g lad @1: X =X, @2: X'—>X" veere de to isomorfier.

Definer y:X—X" ved g = @,0p,. Da bade @1 og @, er bijektive er y ligeledes
bijektiv. For ethvert tilfeeldigt x, yeX geelder der at:

X>y

P(x+y) = P2(P1(x+Y))
= @2(P1(X)+'e 1(y))
= @2(@1(X))+"P2(Pa(y))
= w(x)*+"w(y)

W(xy) = @2(Pa(x'y))

= Q2(P1(x)'® 1(y))
= @2(P1(x))"P2(P1(Y))

= W(x)"w(y)
x>y =>01(X)>'P 1(y)
=>02(P1(X))>"P2(P1(Y))
=Y (x)>"p(y)
Dermed er y en isomorfi fra (X, +, -, >) til (X7, +”, -”, >”). Sa det nu haves at (X,

+, _, >) ~ (X,, +a’ _a’ >’), (X,, +,’ _” >’) ~ (X”, +u, _H, >H) Og (X, +, _’ >) ~ (X”, +n, _”’

>”). Altsa er = transitiv.

Dermed er =~ en aekvivalensrelation pd maengden af ordnet integreret domaener.
|

Seetning

Lad ¢ veere et givet isomorfi fra (G,*) til (G’,*’), sa gaelder felgende:
(i) (e)=e’
Eftersom @ er surjektiv, haves der for ethvert X €G’, 3 xeG sadan at @(x)=x".
()" x  =(e)"¢(x)
=p(e”x)
=¢(x)
=x'
Tilsvarende x™'¢(e)= x' og dermed er ¢(e)=¢€'
(ii) @(x )= (@(x))™" V x €G
P(XT) *P(x) =Q(x *x)
=¢(e)
=e'
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Tilsvarenden @(x)*'¢(x*)=e' og dermed er ¢(x*)=(¢p(x))™*

Seetning

Lad (X,+,”) vaere en kommutativ ring med identitet. Sa er (X,+,") et integreret
domeene hvis og kun hvis, V X, y, zeX, x # 0, X'y = x-z = y=z.

Bevis

Antag at (X,+,") er et integreret domaene. Sa
Xy=XZ =>Xy-x-z=0

=Xx-(y-z)=0

=x=0 eller y-z=0
Eftersom x#0, ma det veere y-z=0 som medfgrer at y=z
Antag nu at Vv x, y, zeX, x#0, x-y=x-z = y=z. Lad x-y=0. Fra antagelsen har vi at
x#0. Nu kan regnestykket opstilles som x-y=x-0, udfra ovenstadende ma y=0.
Dermed er (X,+,") et integreret domaene.

Seetning

Antag at:

(i) (F,+) er en kommutativ gruppe.
(i) (F\{0},) er en kommutativ gruppe
(iii) x-(y+z)=x'y+x'zV X,y,Z€ F

Sa er (F,+,") et legeme

Bevis

Det tiekkes at (F,-) er en semigruppe, dermed tjekkes der at den er lukket under
multiplikation, samt at den er associativ.

Lukket under multiplikation: Fra (ii) felger denne egenskab, med undtagelse af
nar enten x, y =0, det vil dog altid forarsage x'y=0€F, altsa er F lukket under -.
Associativitet: Denne egenskab fglger ligeledes fra (ii), med undtagelse af nar
enten x, y eller z=0. Dette vil dog altid forarsage (x'y)-z=0=x:(y-z), altsa er (F,")
associativ. Dermed er (F,-) en semigruppe.

At (F,-) er en semigruppe kombineret med (i) og (iii), viser at (F,+,-) er en ring.
Hvis enten x eller y er 0, vil dette medfarer at x:y=0=y-x, sa - er kommutativ og
(F,+,-) er en kommutativ ring.

Eksistensen af elementet 1eF, kommer fra (ii) da 1 er identitetselementet.
Grundet at (F\{0},") er en gruppe, medfgrer lukket under multiplikation at hvis
x'y=0 sa er en af x eller y lig 0. Dermed er (F,+,-) et integreret domaene. At
(F\{0},-) er en kommutativ gruppe medfarer at der for ethvert element xeF\{0}
eksistere et x*, derfor er (F,+,") et legeme.
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Seetning og Bevis

Lad (F,+,.,>) vaere et ordnet legeme. For alle x, y €F gaelder der at:
(i) [x|=0

Hvis x=0, er |x|=x=0. Hvis x<0, er |x|=-x>0=0.

(i1) |x]=0 & x=0

Hvis x=0 sa er |x|=x=0. Hvis |x|=0 sa er enten x=|x|=0 eller -x=|x|=0. Altsa er
udsagnet sandt

(i) [x|=-x|

Hvis x=0 sa er -x=0 sa falger det fra (ii) |x|=0=|-x|. Hvis x>0 sa er -x<0 saledes
fas [x|=x=-(-x)=|-x|, ved symmetri findes det sandt for x<0

(iv) |x|2x2-|x|

Hvis x=0, sa er |x|=x. Fra (i) falger det at 0=-|x|. Altsa ma |x|=x=02=-|x|.
For x<0, sa er [x|=-x & x=-|x| her er |[x|20>x=-|x].

Dermed haves det at |x|=x=-||

(v) Ix|sy & -y=xsy

Lad |x|<y. Sa falger det at 0<|x|<y,hvis x=0 s& er -y<0<x=|x|<y.

Hvis x<0, sa er -x>0, eftersom |-x|=|x|<y, haves det at -y<-x<y.

Lad nu -y<x<y. Hvis x=0, sa er |x|=x<y.

Hvis x<0, s er [x|=-xs-(-y)=y.

Dermed er |X|<y & -y<x<y

(vi) |x+y|<|x|+]y]| - trekantsuligheden

Fra (iv) haves det at -|x|<x<|x| og -|y|<y<|y|, dette medfarer at -
(Ix|*+|yl)sx+y<|x|+|y|. Fra (v) haves det nu at |x+y|<|x|+]y|

(vii) |[x-y[=|x[-|y]

Hvis x=0 og y=0, sa er x'y=0. Her vil |x-y|=x"y=|x|"|y|.

Hvis x<0 og y<0, sa er x-y=0. Her vil [x-y|=x-y=(-x)-(-y)=|X|"|yl-

Hvis x<0 og y=0, sa er x-y<0. Her vil |x-y|=-(x"y)=(-X)"y=|X||y|

Grundet symmetri er det ens for x=0 og y<0

(viii) [|x|-lyll=lx-y]

Fra (vi) haves det at

IX|=|x-y+y|<|x-y|+|y|, dermed geelder det at |x|-|y|<|x-y|
ly|=|y-x+x|<|y-X|+|x|, dermed geelder det at |y|-|x|<|y-X|=|x-Y|

Hvis x2y haves det at ||x|-|y||=|X|-]y|=|x-Y]

Hvis y>x haves det at ||x|-|yl|=-(IX|-ly])=ly|-Ix|=[x-y|

(ix) [x-yls|x|+]y]

[-yI=Ix|+[-y|=[x]|*]yl

(x) Hvis y20 og |x|2y < x2y eller x<-y

Fra (v) vides det at [x|>y©ox>y eller x<-y, samt at [x|=y<x=y eller -x=y.
Altsa |x|2y & x2y eller x<-y
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| de fglgende saetninger om falger vil der tages udgangspunkt i et ordnet legeme
(F,+,.a> -

Seetning

Hvis der eksisterer en greenseveerdi for en fglge er denne unik.

Bevis

Lad x og x’ veere to forskellige greenseveerdier for en givet fglge. Det antages at
x<x’, sa &=(x'-x)/2>0.
Eftersom x,—X, 3 ki€N sadan at [x,—x|<e€ V n2k;.
Eftersom x,—X’, 3 k2N sadan at |x—X'|<€ V¥ n2k.
Nu tages k=max{ki,k.}. Sa geelder der for v n2k at
|Xn—X|<€ 0g |Xx—X’|<€
|x=X| = |X-XntXn=X|
< |X-Xn|+[Xn-X|
<egte
= X-X'
Dette er en modseetning, og dermed ma greensevaerdien veere unik.

Seetning

Hvis (x,)—X, sa vil enhver delfglge af (x,) ogsa konvergere mod x. Ligeledes
(xn) konvergere mod x, hvis og kun hvis dens k-hale konvergere mod x for
nogle k.

Bevis

Lad (yn) veere en givet delfglge af (x,). For et givet €>0, 3 NeN sadan at |x,-x|<e V
n=N.

yn=X; for nogle izn v neN, sa dermed ma |y,-x|<e ¥ n 2 N. Dermed (y,)—x.

Hvis (xn)—X, s& ma enhver k-hale, eftersom det er delfglger, konvergere mod x.
Hvis nogle k-haler (y,) konvergere mod x, vil der givet et £>0, 3 NeN sadan at
lyn-X|<€ ¥V n = N.

|Xn+k-1-X|<€ ¥V n = N.

|Xn-X|<€ ¥V n = N+k-1.

Altsa (Xn)— X

Seetning

Enhver konvergent fglge er begreenset.
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Bevis

Lad (x,)—x. For et givet £>0 3 keN sadan at
|Xn-X|<€ V n = k

|Xn| =|Xn-X+X|
<[Xn-X]+[x|
<e+|x| vnzk
Seet nu M=max{|xi1|, |Xz2|, ..., [Xn-1], €+|X|}. Dermed haves det at |x,|< M V neN, og

alle konvergente falger er dermed begreenset.

Seetning

For to tilfeeldige falger (x,), (yn) geelder falgende:

() Hvis (Xn)—X =(|Xn])—]x]. Samt hvis (|x,|)—0 = (x,)—0.

(ii) Hvis xp=c V neN, sa (xn)—c. Kaldes (x,) en konstant faglge.
(i) Lad xSy, V neN. Hvis (X,)—x og (yn)—y, sax <y

(iv)Hvis (xn)—x og M begraenser (x,), sa er |x|sM

Bevis

(i) Givet et >0, 3 keN sadan at
|Xp-X|<€ V nzk
Det haves fra tidligere beviser at
IXal-IXI =[xn—=X]
<g vV n2k
Dermed er (|xn|)—|x| hvis (xn)—x
Hvis (|xn|)—0, vil der, givet et € > 0, 3 keN sadan at
|Xn|-|O]<€ V¥ n = k.
Dermed haves det at
|Xn-0] =[Xnl
=[xnl-[0]
<t V n2k.
Dermed (Jx,|)—0 = (x,)—0.
(ii) Givet >0, anvend k=1. Sa er
[Xn-C| =lc-c|
=0
<t V n2k
Dermed (x,)—-c.
(ii) Antag at x>y, definer nu £=(x-y)/2>0. Sa eksistere der et k;,k,EN sadan at

|Xn—X| <(x=y)/2 V n2k;.
|yn—yl <(x-y)I2 V¥ n2ka.
Tag nu k=max{ki,kz}. Sa& haves det for v n 2 k at
[Xn-X|<(x-y)/2 |yn-yl<(x-y)/2
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= Y-X<2Xp-2X<X-Y Y-X<2Yn-2y<X-y
= Y+X<2Xn<3X-y 3y-X<2yp<X+y
= 2Yn<X+y<2Xn

= Yn<Xn

Hvilket er i modstrid med betingelsen i seetningen, dermed er x<y.

(iv) Fra (i) haves det at (|xn|)— |Xx|. Hvis falgen y, defineres til at veere y,=M Vv
neN, haves det fra (ii) at den konvergere mod M. Eftersom |x,|<M=y, haves det
fra (iii) at |x|<sM

Seetning

Lad (xn), (yn) veere to konvergente fglger sadan at (xn)—X, (yn)—y. Sa gaelder
folgende:

(i) (Xntyn)—x+y

(i) (Xnyn)—x"y

(iii) Hvis y#0, sa er felgen (x,/y,) defineret for alle n2n;, for nogle n;€N og
(Xnlyn)—xly

Bevis

(i) Givet et £>0. Sa 3 ky, k.€EN sadan at
|Xn—X| < €/2 Vn=k;

lyn—y| < €/2 Vn2ks

Definer k=max{ky, k2} og det haves at
|Xn—Xx|<€/2, |yn—y|<€/2 V nz2=Kk.

Dermed er

|(XntYn)—(x+Y)| =|(Xn=X)+(Yn=Y)|
<|Xn—=X|+|yn—Y|
<g/2+g/2 v nzzk.
=g v nz=k.

Altsa (Xn+yn)—X+y.

(i) Eftersom (xn), (Yn) er konvergente, er de ogsa begge begraenset af et My, My
#0. Givet et £>0, sa 3 ki, ko€EN sadan at

|Xn—X|<€/(2My) V n2kj.

lyn—y|<€/(2My) ¥ n2ko.

Definer k=max{ky, ko}. Sa

|Xn—X|<€/(2My), lyn—y|<€/(2M) vnzzKk.
Altsa er,
Xn'Yn=Xy|  =[XnYn=XYntX'Yn—X"Y|

S|XnYn=X-Yn|+[X-yn—X"y]
=Yl [Xn=X[*[X]lyn—YI
<My [Xn=X|+My:[yn—Y]|
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<My-(e/(2-My))+My: (e/(2-My)) v nk.
=€ VnKk.
Altsa (Xn'Yn)—X'Y.
(iii) Eftersom y#0, €e=|y|>0. Sa 3 n;eN sadan at
lyn=yl<lyl vV nzn;
Hvis y,=0 for nogle n=ny, far man |y|=|0-y|<|y|, hvilket er en modstrid.
Dermed er (Xn/yn) veldefineret V nzn;. (x,) er begraenset af X#0
Givet £>0. Eftersom |y|#0, 3 kq, k€N sadan at

lya=YI<('lyI?)/(4-X) Vv nzk;
[xn—x[<(e[y])/4 Vv nzk;
Ligeledes, 3 kseN sadan at
lyn—=YI<Iyl/2 Vv n2k3
Dermed haves at
lyl =ly=yntynl

<|y-Ynl+ynl

<|yl/2+yn| V nzks
Dermed haves det at |y,|>|y|/2, s&
1yl <2lly| V n2ks
Tag k=max{ki, ko, ks, n1}. S& haves
lyayl<(elyI?)/(4-X), Xn—x|<(e-[y[)/4, 1/lyn|<2/ly| vnzk
Og

IXn/yn=XIY|  =|(Xn"y=X"Yn)/(y"Yn)|
=(1/]y-Ynl) | (Xn'y=X-y)+(X"y=Xyn)|
<(1y-ynl)-(IXn y=Xy[|+[X-y—X"ynl)
=(1(Y1-Tynl) (UYL [X0=X[* Xl yn—=Y1)
S(UNynl)-(Xe=X[+(X/ Y1) [yn—=YI)
<(2/ly])-((e:lyl)/4+(X/lyl)-((e-|y|2)/(4-x))) v nzk
<(2/1y1)-((e:lyl)/4+(e-lyl)/4)
=£
Dermed er (Xp/yn)—X/y.

Seetning

Lad (x,)—s, (zn)—s og lad (y,) veere en fglge sadan at x,Sy,< z, V neN. Sa vil
(yn) veere konvergent, og dens greenseveerdi vil veere s.

Bevis

Givet £>0. Sa 3 keN sadan at

|Xn-S|<t, |zn—s|<€ vV n2k.
Det betyder at
S—E<Xn<S+€,S5—€£<z,<S+€ YV n2k.
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Dermed, V n 2k,
S—EXnSYnSZp<S+E
-£<y—S<¢

Det betyder at
lyn—s|<e

Altsa er (y,)— s.

Seetning

Enhver fglge (xn) har en monoton delfglge.

Bevis

Betragt maengden A={neN| x,=x, ¥ m=n}. Der findes to scenarier:

(i) A er ikke begreenset opad. Dermed er A en ikke-tom meengde og s& 3 a;€ A.
Definer (yn) s&dan at y1=Xaq). Antag yn=xam) for nogle ag,) € A. Eftersom A ikke er
begreenset opad, 3 an+1) € A s&dan at an+1)>a(). Lad Yni1=Xan+1). Dermed er (yn)
en delfglge af (x,) og fra definitionen af A, vil (y,) veere en faldende fglge.

(i) A er begreenset opad af k. S& er ngA n>k. Definer (y,) sadan at y;=Xy.1.
Antag at y,=Xn, for nogle m>k. Eftersom m¢ A, 3 t>m>k sadan at x>xq,. Lad
Yn+1=Xt. Dermed er (yn) en delfglge af (x,), og det vides at (y,) er voksende.
Dermed har enhver fglge, en monoton delfglge

Seetning

Enhver konvergent fglge er ogsa Cauchy

Bevis

Lad (x,)—X. Givet €>0. S& 3 keN sadan at [x,—x|<e/2 V n = k. For ethvert n, m 2
k, haves det at:
|Xn—Xm| =] (Xn=X)+(X—Xm)|
X=X+ [X—Xm|
<e/2+¢€/2
=€
Dermed er (x,) ogsa Cauchy

Seetning

Enhver Cauchyfglge er begraenset

113



Bevis

Lad (x,) veere en Cauchyfglge. For et fastsat €, her veelges £€=1 3 keN sadan at
IXn—Xm|<1 V¥V n, m = k. Dermed haves det for n 2 k, at

|Xn| =|Xn—Xk+X|
=[xl +[Xi]
<1+|xy|
Fastseet M=max{ |x1], |X2|, ..., |Xk-1|, 1+|x«|}. Dermed kan |x,|<M V neN, og

dermed er (x,) begreenset

Seetning

Hvis (xn) er Cauchy, sa er enhver delfglge af (x,) ogsa Cauchy. Ligeledes,
(xn) er Cauchy hvis og kun hvis dens k-hale er Cauchy for nogle k

Bevis

Lad (y,) veere en tilfeeldig delfglge af (x,). Givet et €>0, 3 NEN sadan at |X,—Xm|<¢€
Vv n, m=N. Dermed ma der gaelde at for y,=x; for nogle i=n vV neN, at |y,-ym|<€ V n,
m=N. Derfor vil (y,) konvergere mod x, og som tidligere vist vil den veere Cauchy.
Hvis (x,) er Cauchy, vil enhver k-hale ogsa veere Cauchy, eftersom en k-hale er
en delfalge.

Hvis nogle af (x,)’s k-haler er Cauchy, vil der for et givet € > 0, 3 NEN sadan at:
lyn—Ym|<€ V' n,m 2N

[Xn+k-1—Xm+k-1|<€ ¥ N, m =N

IXn—Xm|<€e VN, m2=N+k-1

Dermed er (x,) ogsa Cauchy

Seetning

Lad (xn) veere en Cauchyfglge sadan at den ikke konvergere mod 0. Sa
eksistere der et M>0 sadan at 3 n1€N sa |[x,|2M V n2n;

Bevis

Antag at der ikke eksistere et M>0 som opfylder at |x,|=2M V n=n;. For ethvert
givet €>0, 3 keN sadan at |X,—xm|<€/2 ¥ n, m 2 k. Specifikt 3 t > k sadan at
|x{|<€/2 (Hvis dette ikke er tilfeeldet vil M=¢/2 opfylde saetningen.) Dermed haves
at
|Xn-0| =|Xn-XetXq|

=[x+

<|Xn—Xi|+€/2

<e/2+e/2 ¥V nzt

=€
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Dermed er (x,) konvergent mod 0, som er modsigelse og dermed ma der
eksisterer et M.

Seetning

Lad (xn) og (yn) veere to Cauchyfglger. Sa geelder falgende:

(i) (Xnt+yn) er Cauchy

(i1) (Xn*yn) er Cauchy

(iii) Hvis (yn) ikke konvergere mod 0, sa er (xn/yn) veldefineret og Cauchy

Bevis

(i) Givet €0 sa 3 ky, ko€N sadan at
|Xn—Xm|<€/2 Vv n=k;
|Yn—Ym|<€/2 vV n2k,
Definer k = max{ky, ko}. Sa er
|Xn—Xm|<€/2, |Yn—Ym|<€/2 V n2k.

Det haves at

|(Xn+Yn)—(Xm+Ym)| =|(Xn—Xm)+(Yn—Ym)|
<[Xn=Xm|[+|Yn—Ym|
<e/2+¢/2 V n2k.
=€ V n2k.

Dermed er (X,+yn) Cauchy

(i) Eftersom (x,) og (yn) er Cauchy, er de begraenset af et X, Y # 0. Givet € > 0,
sa 3 ky, koeN sadan at

|Xn—Xm|<€/(2Y) vn,mz2k;

|lyn—ym|<€/(2X) v n,mzk;

Definer k=max{k, kz}. Sa

|Xn—Xm|<€/(2Y)

[Yn—Ym|<€/(2X) vn mz2Kk
Dermed er
XaYn—=Xm"Yml| =| (X Y—Xm-Yn)+ (Xm"Yr—XmYim)|

<[Xn"Yn—Xm"Yn|*[Xm"Yn—XmYml|

=Y [Xa=Xm|[+|Xm] | Yn=Yml|

<Y [Xn—Xm|+X:[Yn—Yml|

<Y-(e/(2-Y))+X:(e/(2:X)) vn mz2k

=€ vn mz2k
Dermed er (x,'yn) er Cauchy.
(iii) Eftersom (yn)—0 ikke er sandt, 3 M>0 sadan at 3 n;€N sa |y,|2M V n=n;.
Dermed eksisterer fglgen (xn/yn) 0g er veldefineret for ni-halen. Da (x,) og (yn) er
Cauchy er de ogsa begraenset af henholdsvis X, Y. Givet et €>0, 3 kq, koEN
sadan at
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[Xn—Xm|<(M-2-€)/(2:Y) ¥V n,m==Kk;

Yi=Ym|<(M-2-€)/(2:X) VvV n,mz=Kk;

Definer k = max{ki, k2, ni} sa haves det at

[Xn—Xm|<(M-2-€)/(2-Y),

Yi=Ym|<(M-2-€)/(2:X) VvV n,mz=Kk

Sa

X/ Yo=Xm/Ym|=(Xn"Ym—Xm"Yn)/(Yn"Ym)|
=(2/(lynl*lym]))(I(%n"Ym=Ym*Xm)+(Ym Xm—Xm"Yn) )
<(1/(lynl1yml)) (IXn"Ym=Ym Xm|+Ym Xm—Xm"Yn|)
=(2/(lynl"lym!))-(Iym|* [Xa—=Xm|+[Xm|-|ym—Ynl)
=(1/M-2)- (Y- [Xn=Xm|*+X:[ym—Ynl)
<(1/M-2)-(Y-((M-2-€)/(2:Y))+X-((M-2-€)/(2-X))) vn m=2k
=€ vn mz2k

Dermed er (Xn/yn) Cauchy.

Seetning

Lad (F,+,-,>) vaere et ordnet legeme. Lad A vare en ikke-tom delmangde af
F, og u veere gvre graense for A. Sa er falgende aekvivalente:

(i) u=SupA

(ii) For hvert £>0, eEF, 3 XEA sadan at u—g<x.

(iii) For hvert x€F hvor x<u, 3 yeA sadan at x<y.

Bevis

Antag at (i) geelder. Givet et £>0, u—e<u=SupA. Dermed 3 x€A sadan at u—e<Xx,
ellers ville xsu—¢ V xX€A hvilket vil betyde u—¢ er en gvre greense for A, hvilket er i
modstrid med at u=SupA. Dermed passer (ii).

Antag at (ii) geelder. For ethvert xeF hvor der geelder x<u, kan tages e=u—x>0.
Dermed 3 yeA sadan at u—&<y, altsa er x=u—(u—x)<y. Dermed passer (iii).

Antag at (iii) geelder. Antag at der eksisterer en gvre greense u’ for A hvorom der
geelder at u'<u. Sa 3 xeA sadan at u'<x. Dette er i modstrid med at u’ er gvre
greense. Dermed u<u’ for alle gvre greenser u’, dermed er u=SupA, altsa passer
(). Dermed er de tre udsagn aekvivalente.

Seetning

Lad (F,+,-,>) vaere et ordnet legeme. Lad A veere en ikke-tom delmangde af
F, og | veere nedre graense for A. Sa er fglgende akvivalente:

@) I=InfA

(ii) For hvert €>0, e€F, 3 x€A sadan at I+&>x.

(iii) For hvert x€F hvor x>I, 3 yeA sadan at x>y.
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Bevis

Antag at (i) geelder. Givet et €>0, I+e>I=InfA. Dermed 3 X€A sadan at I+e>x, ellers
ville x2l+€ V x€A hvilket vil betyde |+€ er en nedre graense for A, hvilket er i
modstrid med at I=InfA. Dermed passer (ii).

Antag at (ii) geelder. For ethvert xeF hvor der geelder x>I, kan tages €=x-1>0.
Dermed 3 yeA sadan at e+I>y, altsa er x=I+(x-1)>y. Dermed passer (iii).

Antag at (iii) geelder. Antag at der eksisterer en nedre greense I’ for A hvorom der
geelder at I'’>l. Sa 3 x€A sadan at I'’>x. Dette er i modstrid med at I’ er nedre
graense. Dermed I2I’ for alle nedre graenser I, dermed er I=InfA, altsa passer (i).
Dermed er de tre udsagn aekvivalente.

Kilder brugt til udarbejdelsen af dette afsnit [Rana, 1998] og [Bartle, 2011].
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Abstract

This thesis deals with mathematical analysis, in particular the construction of the
real number system. The project will start with Peano’s five axioms, which will be
used to construct the natural number system, where it will be proven that this
system is order complete and well-ordered.

From the natural numbers system | will construct the integer system, which also
will be proven is order complete, further it will proven that the integer system is an
ordered integral domain, and that the elements of the integer system can be
created from a factorization of primes.

From the integer system | will construct the rational numbers system, which is an
ordered field, for this system it will be proven that it is not order complete nor
Cauchy complete. Ultimately the real numbers system will be constructed using
two methods, Dedekind’s method using Dedekind’s cuts, and Cantor’s method
using Cauchy sequences. These two real numbers systems, will be proven to be
the same system, constructed in different ways.

As the last thing in this thesis, it will be proven that the natural number, the
integers and the rationals have the same number of elements or the same
cardinality, while the real numbers have a higher cardinality.
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