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ABSTRACT. In this thesis the background for probability theory is described.
First subsets of R and R™ are investigated and the concept of the Borel o-
algebra is developed, which ensures that the subsets are ”well behaved” under
common set operations. This is then used to define a measure, which is a
mapping from a o-algebra on a given set onto the real positive numbers in-
cluding zero. This leads to the development of measurable functions and the
connection between a measure and the integral is established. During the de-
velopment of the measure theory an alternative version of the Riemann-integral
is encountered, namely the Lebesgue integral, and some of its properties are
investigated.

1. INDLEDNING

I forbindelse med sandsynlighedsregning indgar ofte integraler, hvor Riemanns def-
inition af integralet anvendes[2] pa indledende niveauer. Denne definition har dog
visse begraensninger. Eksempelvis vil man gerne kunne ombytte sum og integral-
tegn pa folgende made.[2]

b o0 0o b
/ an(a:) dz = Z/ fn(x)da
a n=1 n=1va

Imidlertid vil Dirichlet funktionen, som er defineret pa fglgende made,

1 forx =gq
0 for x # q

for ethvert ¢ € Q,0 < ¢ < 1, og funktionen, f, :]0;1] — [0;00[, give forskellige
veerdier om man anvender en undersum eller en oversum pa funktionen, henholdsvis
1 og 0. Derfor introduceres Lebesgue integralet, som er robust over for netop disse
ombytninger af sum og integraltegn. En yderlige fordel ved denne definition er, at
den indeholder grundlaget for sandsynlighedsregning.

Da delmaengderne af R og R™ kan vere "vilde”, introduceres begrebet Borel-o-
algebraen, som har nogle passende egenskaber med hensyn til eksempelvis foren-
ingsmeengdedannelse.

fo(@) =

2. 0-ALGEBRAER OG DERES EGENSKABER
2.1. Om o-algebraer.

Definition 1. Potensmaengder [3]
Lad X vere en mengde. Ved potensmaengden af X forstis mengden D(X) aof alle
delmengder af X, dvs.

D(X):={E|E C X}
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Definition 2. o-algebra [3]
Lad X vere en ikke tom maengde. En delmengde A C D(X) kaldes en o-algebra,
hvis folgende betingelser er opfyldt.

i) X € A,

ii) F€e A= E“ € A,

iii) (Ek)keN e AN = U E, e A (]
k=1
Her betegner E€ komplementermengden til E C X og N := {1,2,---}.

Den stgrste og mindste o-algebra over X er D(X) og {0, X}, henholdsvis.
Det ses at de ovenstdende betingelser i definitionen af o-algebra medferer ne-
denstaende egenskaber.

a) e A

b) FEi,...E, € A= FEFiUE,U..UE, € fL neN

C) Ey,..E,e A= FEiNE;N..NE, €A neN

d) Ei,Ere A= El\Eg eA

e) (Ek)ng c AN = m e A

k=1

Egenskab a) fglger af i) og ii).
Egenskab b) folger af iii) og a) idet man seatter E, = 0 for k > n.
Egenskab c) folger af ii) og b) ved anvendelse af DeMorgans love [4]
Egenskab d) folger af i) og c) idet F;\E; = Ey N EY.
Egenskab d) folger af iii) og b) igen ved anvendelse af DeMorgans love [4].

Man kan saledes kort og lidt upraecist sige, at en o-algebra er lukket overfor endelige
og numerable mangeoperationer.

Saetning 2.1. Fellesmaeengden af o-algebraer
Lad X veere en maengde og lad (Ay)ren vere en samling af o-algebraer pa mengden
X indiceret ved en mengde M. Da wvil

A= ] A

keM

ogsa veere en o-algebra pa X .

Bevis. Man undersgger de ovenstaende tre betingelser i definition 2, af en o-algebra
en ad gangen, og hvis alle tre betingelser er opfyldt er ssetningen bevist.

Da alle Ay er o-algebraer vil X € Ag, V k € M. Derfor vil X € A. Dermed er
betingelse i) i definition 2 bevist.

Lad F € A. Davil E € A, V k € M. Da alle A; er en o-algebraer, geelder der
ogsa for V k € M at, E¢ € Aj. Dette viser EC € A og dermed ii) i definition 2.
Lad (E,),en veere en numerabel samling af elementer i 4. Sa er det ogsa en
numerabel samling af elementer i Ay, V k € M. Da alle A er o-algebraer, vil
U E, € A, V k € M. Dette viser |J E, € A og dermed iii) i definition 2.

veN veN
Dermed er det vist at alle faellesmaengder af o-algebraer pa en maengde X ogsa er

o-algebraer pa maengden X. O

Det er saledes muligt at tage feellesmeengden af vilkarligt mange o-algebraer pa X
og stadigt fa en o-algebra pa X.
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Eksempel 2.1. Eksempler pa o-algebraer|3)

Hvis man tager udgangspunkt i en mengde X={1,2,3}, hvor potensmengden sd
bliver

D(X) ={0,{1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3}, X}, sd er det muligt at lave folgende
eksempler pa o-algebraer over D(X).

Al - {(Z),X}7
Ar = {07 {1}7 {2}7 {3}7 {17 2}7 {17 3}7 {27 3}7X} = D(X)7
As ={0,{1},{2,3}, X }. O

Det ses let at betingelserne i definition 2 er opfyldt for alle tre eksempler. Her
betegnes A;, der kun indeholder () og hele X for den trivielle o-algebra. As er
derimod den stgrste mulige meengde, som indeholder alle delmaengder af X.

Saetning 2.2. Frembragte c-algebraer

Lad F C D(X) vere en vilkarlig ikke tom mengde af delmengder of X. Da er
Ar=n{A | Aer en o —algebra, F C AC D(X)},

den mindste o-algebra A med F C A. Denne kaldes den af F frembragte o-algebra.

Bevis: Antag at A er mindre end Ax, dvs. A C Ar og A O F. Da vil A indga
i feellesmaengden, der definerer Ax, dvs A O Ax. Dette er i modstrid med at

ACA}‘. O

Bemseerkning 2.1. Hvis F; C Fo CD(X) sa vil Ar, C Ag,.
Huis yderligere Fo C Ar, ma Ar, = Ar,, thi Ar, er jo den mindste o-algebra der
indeholder Fa, sa derfor ma Ar, O Agx,, der da giver lighedstegnet. O

Som et eksempel pa en o-algebra frembragt af en delmaengde ses Az i Eksempel
2.1, som er frembragt af meengden {1}.

2.2. Borel o-algebraen.

Definition 3. Metriske rum. [4]
Et metrisk rum er en ikke tom maengde, S, udstyret med en metrik, dvs. en afbild-
ning d : S x S — [0;00[, der opfylder de tre nedenstaende betingelser.
(1) d(z,y)) = d(y,z), ¥V &,y € §
(2) d(z,y) =0 & z=y, Vz,ye S
(3) d(z,y) <d(z,z) +d(z,y), Vz,y,z€ S
O

Her vil blive fokuseret pa R™ med den ssedvanlige metrik d(z,y) = ||z — y||, =,y €

n

R™. Dvs. d(z,y) = 4/ D (x; —y:)%, hvor = (21, , Zpn), ¥y = (Y1, , Yn)-
i=1
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Definition 4. Borel o-algebra.

Lad (X, d) vere et metrisk rum. Borel o-algebraen pa X, betegnet Bix qy, B(X),
eller blot B, er defineret som o-algebraen frembragt af de abne mengder O af X,
Dus B(X,d) = .Ao.

O
Seerligt vil der blive fokuseret pa Borel o-algebraer pa R og mere generelt pa R"™.
Det vides fra analyse[4], at hvis X er et metrisk rum, sa vil en enhver forening af
abne delmenger af X ogsa veere aben.
Borel o-algebraen B = B(R) pa R indeholder trivielt alle de abne intervaller, dvs
alle intervaller af formen ]a, b[ hvor —co < a < b < oo, da de jo specielt er abne
delmaengder.
Ifplge definition 2 ii) indeholder B ogsa alle afsluttede delmaengder af R og dermed
ogsa alle lukkede intervaller dvs. alle intervaller af formen [a,b], —0o < a < b < o0,
af formen | — 00, b], b € R, og af formen [a, o[, a € R.

Da ]a,b] =] — 00,b]\] — 00,a], —00 < a < b < o0 og [a, b[= [a, c0[\[b, 0], —00 < a <
b < oo folger det af d) ovenfor, at B indeholder alle halvabne intervaller, dvs alle
intervaller af formen a, b] =] — 00, b]\] — 00, a], —00 < a < b < oo og alle intervaller

af formen [a, b[= [a, 0o[\[b, 0], —00 < a < b < 0.

Dvs B indeholder alle intervaller I. Intervallerne af formen | — o0, b], b € R betegnes
med .

Vi vil nu godtggre at o-algebraen By, frembragt af intervallerne af formen | — oo, b],
b € R, netop er Borel g-algebraen 5.

Det er klart fra forste halvdel af bemaerkning 2.1 at BI] C B.

Ifplge den anden halvdel af bemeerkning 2.1 er det nok at etablere at enhver aben
delmeengde af R tilhgrer By,.

Det bemserkes derfor fgrst at enhver aben delmaengde af R kan fas som en forening
af abne intervaller med rationale endepunkter. Dette resultat er kendt fra analysen
og beviset herfor overspringes under alle omstaendigheder. Denne forening ma da
veere numerabel. Et abent interval |a, b[ (med rationale endepunkter) kan opnas
ved meengdedifferensen | — 0o, b[\] — 00, a]. Da yderligere ] — oo, b[= U32] — 00, b— 1]
viser ovenstaende at enhver aben delmzngde af R kan fas som endelige eller nu-
merable maengde operationer med intervaller af formen | — 00, b, b € R (endda med
b rational). Dvs enhver dben delmeenge af R tilhgrer By,.

Saledes er BI] = B.

Pa lignende made kan man etablere at o-algebraerne frembragt af alle intervaller,
frembragt af de abne intervaller, frembragt af de lukkede intervaller, frembragt
af de halvabne intervaller, frembragt af intervallerne af formen | — co,b[, b € R,
frembragt af intervallerne af formen [a, 00, a € R, og frembragt af intervallerne af
formen ]a, o[, a € R, alle er identiske med Borel o-algebraen B pa R. Dette geelder
endda nar vi yderligere kraever at endepunkter, der ikke er +o0o, er rationale tal.

Tilsvarende kan man udvide ovenstaende til at geelde ikke bare for R til ogsa for
R™.
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3. MAL.
3.1. Mal. Lad (X, .A) veere madlelige rum, dvs. A er o-algebra pa meengden X.

Definition 5. En afbildning p : A — [0,00] kaldes et mal pa det malelige rum
(X, A) hvis det opfylder folgende to betingelser:

(1) u(0) = 0.

(i) For enhver folge Ey, Es,--- af parvis disjunkte delmengder af X med Ej, € A,
keN, wvil

p(J Br) =D n(EBr).
k=1 k=1
Betingelsen (ii) kaldes o-additivitet.
Huvis yderligere u(X) = 1 kaldes p ogsa for et sandsynlighedsmal pa (X, A).
Nar o-algebraen A er underforstaet siges blot at p er et mal (sandsynlighedsmal)

pa X. O

Simple egenskaber forbundet med mal specielt sandsynlighedsmal:

a) w(F1U...UE,) = u(E1) + ... + p(Eyn), nar Ey, ..., E, € A og meengderne

er parvise disjunkte

b) w(E1) < p(Es), nar By C Ey og By, Es € A

) u(Ex\Er) = u(E2) — p(Er), Er, B2 € Aog By C Ep samt p(Er) < oo.
Disse simple egenskaber naevnt overfor bevises ved hjeelp af definition 5: Seettes
Ey =0 for k > n i (ii) i definition 5 sikres egenskab a). Egenskaben i a) refereres
til som endelig additivitet.
Egenskab b) kan bevises ved at skrive Fy = Ey U (E3\F1). Her vil Ey og (E2\E1)
veere disjunkte. Derfor er u(F2) = u(FE1) + u(E2\E1) > p(Er).
Med udgangspunkt i det ovenstaende kan man trackke pu(Eq) fra pa begge sider for
at fa egenskab c).

I forbindelse med mal defineres begreberne kontinuitet henholdsvis opad og nedad.

Saetning 3.1. Kontinuitet for mal
Kontinuitet opad. Lad i vere et mal pa (X, A). Hvis Eq,...,E,,--- € A opfylder
at B, C...C E, C---, sa gelder der at,

1(En) = (| En) for n— o

n=1
Kontinuitet nedad. Lad p vere et mal pa (X, A). Huvis Ey,..,E,,--- € A
opfylder at E1 2 ... D Ey, D -+, og hvis u(Ey) < 0o for mindst et n, sa gelder der
at,

W(Ew) = n(() En) for n— oo
n=1
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Bevis. Kun kontinuitet opad bevises, da kontinuitet nedad kan bevises helt analogt.
Forst opstilles folgende maengder,

Fy = By, Fy = B\Ey, Fy = E3\Es, ..., Fyy, = E,\Ep_1, -

Alle F maengderne udggr en disjunkt folge af A-meengder, og E,, = |J F;. Endelig
i=1
additivitet giver for n — oo at,

w(EB) =S w(F) » S (B = p(|J Fa) = (| En)
) =1 n=1

O
Endelig kan Booles ulighed opstilles, som ligner (ii) fra definitionen 5, men hvor
man arbejder med vilkarlige delmaengder af o-algebraen og ikke ngdvendigvis parvis
disjunkte delmaengder.

Saetning 3.2. Booles ulighed
Lad p vere et mal pa (X, A). For mengder Ey,...,E,,--- € A gelder der at,

o0

TVESE ot

Bevis. St F} = F; og F), = En\(U::1 E;) for i=1,2,3,...
Dermed ses det at alle F-mangderne udggr en disjunkt fglge af A-maengder, og
U, Ei=U., F;. Da F, C E,, vil u(F,) < u(E,) og

UE —uL:JF —i Siu(E

n=1

Dermed er Booles ulighed vist. ([l

Definition 6. p-nulmeengde
Lad p veere et mal pa (X, A). En delmengde N af X kaldes en p-nulmengde, hvis
der findes en mengde E € A saledes at,

NCFEoguE)=0
O

Bemseerkning 3.1. Hvis N er en p-nulmaengde OG N € A sa er u(N) = 0. 1
dette tilfelde kaldes N en malelig p-nulmeaengde ellel blot en nulmaengde. ([

Der gaelder fplgende satning for p-nulmeengder, at en numerabel forening af nul-
maengder igen er en nulmaengde.

Saetning 3.3. Forening af numerabel mange p-nulmaengder
Hvis (Ny)nen er en folge af p-nulmangder, sa er|J,-; Ny, igen er en p-nulmangde.

Bevis. For et hvert n € N kan vi veelge en meengde F,, € A, saledes at N,, C E,
og sadan at u(E,) = 0. Det fglger sa fra seetning 3.2 at,

U N, C U E, € A, og at u(U E,) < ZH(E
n=1 n=1 n=1 n=1
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4. MALELIGE AFBIDNINGER OF FUNKTIONER.
4.1. Malelige afbildninger. Lad (X,.A) og (Y, B) veere malelige rum.

Definition 7. Definitionen pa malelig afbilding
En afbildning f : X — Y siges at vere mdlelig hvis f~*(B) € A for ethvert B € B.
Dette kan skrives kort som f~1(B) C A. O

Bemseerkning 4.1. Afbildninger bevarer mangdeoperationer.
Givet en afbildning f : X =Y, hvor X og Y blot er mengder. Da geelder falgende:
a) fTH(EC) = fTU(E)C,
b) f_l(UVEM EV) = UVGM f_l(EV)7
o) fTHENE:) = [HE)\f (E),
d) ffl(ﬂHeM E,) = ﬂHeM fUE,L),
for alle delmengder E C Y, E1 CY, E; CY, og alle familier (E,)uem of
delmeangder af Y, indiceret ved en mangde M.
Beuviset for a), b), c), og d) ligger i den almene mengdelere, og vises derfor ikke
her.

Saetning 4.1. Frembragte o-algebraer og malelige afbildninger
Hvis B = B er o-algebraen frembragt of F C D(Y), sdi er f: X =Y en malelig
afbildning hvis og kun hvis f~*(F) € A,YF € F.
Bevis. "kun hvis” er trivielt. Vedrgrende ”hvis”: Mengden M C D(Y) defineret
ved,

M :={FeDY)|f ' (F)c A}
er en o-algebra over Y. Per antagelse er M D F og derfor er M D By = B, hvilket
viser at f er malelig. O

Bemeerkning 4.2. Indikatorfunktionen
Lad (X, A) vere et maleligt rum. For en enhver delmengde A af X er indikator-
funktionen defineret som 14 : X — R,

1a(x) 1 hvisze A
) = .
A 0 hvisz € A

Hvis A € A sa er indikatorfunktionen 1,4 malelig, da
X hvis0,1€B

A hvisleBog0¢ B
A® hvis0€Bogl¢ B’
§ hvis0,1¢ B

Det ses dermed at 1,'(B) € A, for alle B € B(R), som definition 7 kraever. O

1,(B) = B € B(R).
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Bemeerkning 4.3. Den identiske afbildning
Lad (X, A) vere et malbart rum. Den identiske afbildning fra X ind ¢ X betegnet
Idx er givet ved
dx: X — X
T =

Denne afbildning er trivielt mdlelig, idet 1" (A) = A € A for alle A € A.
O
Saetning 4.2. Sammensetning af malelige funktioner

Hvis (Z,C), (Y,B) og (X, A) er mdlelige rum og afbildningerne f : X — Y, og
g:Y — Z er malelige, sa vil go [ : X — Z, ogsa vere malelig.

Bevis. For C € C galder

(9o f)THCO) = FHg7H(O) € A,
da g~ }(C) € B. O

4.2. Malelige funktioner. Nar Y er et metrisk rum, specielt R eller R™ er det
underforstéaet at o-algebraen B er Borel o-algebraen. Nar Y = R := RU {—o00,00}
kaldes o-algebraen B frembragt af F = BU{—oco}U{oc}, hvor B er Borel o-algebraen
pa R, for Borel o-algebraen pa R og denne er ogsa underforstaet nar Y =R .

Lad (X, A) veere et maleligt rum. Nar Y = R kaldes en malelig afbildning f : X —
R ogsa for en madlelig funktion.

Maengden af malelige funktioner defineret pa X betegnes med M(X). Mangden
af ikke negative malelige funktioner defineret pa X betegnes med M (X).
Regneregler for udtryk, der indeholder uendelig, division med 0, er per konvention
givet i R som:

- (d00)
- (d00)
- (00)

+00) =400-a=Foo,—c0o<a<0

=+400-0=0
+oo-a==+00,0<a< o0

2 2 O

X000 =0

a
—=0,aeR
+oo @

51 = cc.a € B\{0}

: P 0 +
Udtryk, der ikke er defineret, er eksempelvis; 0o — 00, —00 + 00, g samt F>=.

Malbare funktioner defineret pa X kan alternativt defineres mere simpelt.

Saetning 4.3. Hvis (X, A) er et malbart rum, sa er f : X — R madlelige, hvis og
kun hvis en af de fire nedenstaende betingelser er opfyldt.
i) {z e X|f(x) <b} e A VbeR
ii) {x € X|f(z) <b} e A,VbeR
iii) {z € X|f(z) >a} € A,Va eR
iv) {zx € X|f(z) >bl e A,VaeR
Bevis. Beviser kun i), da resten kan bevises tilsvarende. "Kun hvis” er trivielt da
] — 00,bl€ B. Da {z € X|f(z) < b} € A kan skrives som f~1(] — oo;b[) folger det

fra definition 4 og seetning 4.1, at f er en malelig funktion. O
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Saetning 4.4. Regneregler for madlelige funktioner
Givet at f,g € M(X), sd gelder folgende regneregler,

i) f+geM(X)

i) ¢- fe M(X),ceR

iii) f-ge M(X)

iv) L e M(X),g#0
underforstaet at udtrykket er defineret.
Bevis. Beviserne bygger pa setning 4.3. Beviser i).

{zeX|f(x)+g(z)<b}= |J {zeX[fx)<q}n{zeXg(z)<r}, bER.

q+r<b
q,r€Q

Hvilket medfgrer at f4+g er malelig.

Beviser ii) Hvis ¢ > 0 sa vil {z € X|c- f(z) < b} = {z € X|f(z) < 2}, hvilket viser
at ¢- f er malelig. Tilvarende kan det vises hvis ¢ < 0 eller ¢ = 0.

For at vise iii) er det ngdvendig forst at vise, at en malelig funktion ganget med sig
selv ogsa er malelig. Antager at b > 0, hvilket medfgrer at {z € X|f(z)? < b} =
{—Vb < f(z) < Vb}. Herefter kan det vises at f - g ligeledes er en malelig funktion,
da f-g=2%[(f+9)?— f* — ¢*. Dermed f - g ogsé maleligt, under anvendelse af i)
og at en malelig funktion oplgftet i anden ogsa er malelig.

Igen for at bevise iv), er det ngdvendigt at vise é, g # 0, er malelig.

) {z € X|} <g(x) <0} hvis b < 0
{x€X|F)<b}: {r € X|— 00 < g(z) <0} hvisb=0

g {r € X|—o00<g(z) <0}U{z e X|} <g(z) <oo} hvisb>0
Da X er malelig, mé% = f-éogséi veere malelig O

Her geelder det at funktionerne skal overholde konventionen nsevnt ovenfor med
udtryk, der indeholder oco.

Saetning 4.5. Funktionsfolger _
Hvis (fn)nen er en folge af malelige funktioner, fn, : X — R, sa wil,
SUPneN fn, Mfpey fr, limsup fp, liminf f,
n—00 n—oo

ogsa veere malelige funktioner pa X.

Bevis. For ethvert b € R geelder der at,

oo

{2 € X[sup,enfu(®) <} = [V {z € X|fulz) < b}
{z € X|inf,enfn(z) < b} = U {z € X|fn(zx) < b}
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Hvilket viser at supremum og infimum af en malelig funktionsfglge ogsa er malelige
funktioner, derudover kan henholdsvis limes supremum og limes infimum ogsa vises
at veere malelige funktioner, ved folgende omskrivninger,

limsup f, = infrensupr<n fr
n—roo

liminf f,, = supneninfr<, fi.
n—00 -

Med anvendelse af seetning 4.3, er det vist at de ovenstaende funktioner er malelige.
O

Definition 8. Punktvis konvergens for funktionsfolger
En folge (fn)nen of funktioner f, : X — R konvergerer punktvist til en funktion
f:X =R, hvis f,(z) = f(x) forn — oo, for alle x € X.

Saetning 4.6. Konvergente funktionsfolger _
Hvis (fn)nen er en folge of malelige funktioner, f, : X — R, og f, — [ punktvis
forn — oo, sa er f: X — R maleligt.
Bevis. Hvis f, — f sa,
f =limsup f, = liminf f,
n—00 n—0o0

Under anvendelse af saetning 4.5, ses det at seetningen er vist. O

5. INTEGRATION.
5.1. Simple malelige funktioner.

Definition 9. Definition af en simpel madlelig funktion

Lad (X, A) vere et maleligt rum. En madlelig funktion s : X — R kaldes simpel,
hvis den kun antager endelig mange verdier. Maengden af simple funktioner de-
fineret pa X betegnes med SM(X). Meangden af ikke-negative simple funktioner
pd X betegnes med SM(X) ;.

Nar mengden X er underforstaet forkortes betegnelserne til SM og SMy, hen-
holdsvis.

De simple funktioner kan alle pa entydig méade skrives som s = > " ; a;14,, hvor
ai,- - ,an € Rer de endelig mange forskelige veerdier af s, og A; := {z € X|s(z) =
a;} € A. Vi bemerker at X = A; U---UA,, derved er en klasseinddeling af X, dvs
Ayq,--- , A, er parvis disjunkte. De ikke-negative simple funktioner alle kan skrives
pa ovennaevnte form med a; > 0,i=1,--- ,n.
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Definition 10. Definition af u-integralet for ikke-negative simple funk-
tioner
Huis s er en ikke-negativ simpel funktion givet pa den ovenevnte entydige form,

Z 1A]7

hvor a1, ...a,, > 0, vil definitionen af p-integralet I,(s) af s vere,

Zal A;) € ]0;00]

O
Vi noterer os fglgende: Hvis en ikke negativ funktion har formen ¢ = 22:1 by -1m,,
hvor by, € [0,00[, B, € A, for h=1,2,--- ,k, X = ByUBsU---UBy og By, -+ , B
er parvis disjunkte, sa er t en ikke-negativ simpel malelig funktion og I,(t) =
22:1 bni(Br). Bemerk at vi ikke kraever at by, ’erne er forskellige og at Bp, # 0,
h =1,---,k. Dette indses ved fgrst at udelade alle led med Bj, = () og derefter
samle led der har falles by,.

Saetning 5.1. Egenskaber for p-integralet for simple funktioner
w-integralet for ikke-negative simple funktioner har folgende egenskaber,

i) 1,(1a) = p(A), A € A

(a-s)=a-I,(s),a € 0;00]

(s+1t) =1.(s)+ 1.(t), s og t begge ikke-negative simple funktioner
(s) < Iu(t), s og t begge ikke-negative simple funktioner og s <t

Bevis. Egenskab i) og ii) folger direkte af definitionen 10. Beviser iii) ved at
opskrive de to simple malelige funktioner s og t.

hvor ai,...an, b1, ..., by, > 0. Tilsvarende da Ay, ..., A; og By, ...By, udger disjunke
delmaengder af X kan indikatorfunktionen skrives som,

m n
la, = Z La;nBys 08 1B, = Z La;nBy.;
k=1 j

Derfor kan man omskrive s og t ved anvendelse af det ovenstaende og ende med
fglgende sum af s og t.

ZZ “1a,nB, + Zzbk 1a;,nB, = ZZ(G;‘ +bk) - 1a;nB,-
: k=1

j=1 k=1 j=1k=1
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Det folger sa at p-integralet for summen s+t kan skrives som,

I,(s+1) ZZCLJ—Fbk (A; N By)

j=1k=1
:ZQJZ/LAJ'QBIC) Z Z A:N B
j=1 k=1 k= Jj=1

1
Iu() ()

Hvilket viser det gnskede. For at vise iv) anvendes ovenstaende under antagelse
af s < t, sa vil t-s igen veere en ikke-negativ simpel malelig funktion og man kan
derfor skrive,

L) = Tu(s + (= 8)) = Lu(s) + Lu(t = 8) = Lu(s)
Hvilket viser egenskab iv). O

Lad M4 (X) betegne meengden af de ikke-negative malelige funktioner pa X. Nar
X er undeforforstaet bruges ogsa betegnelsen M.

Definition 11. p-integralet for ikke-negative mdlelige funktioner
Huis f er en ikke-negativ malelig funktion, da defineres u-integralet af f, betegnet
[ fdp af f ved,

[ £ = sup({1,s)ls € S A5 < 1) € 000

Man bruger ogsa betegnelsen [ f(z)du(x) for p-integralet af f.
Hvis [ fdpu < oo siges f at veere p-integrabel med integral [ fdp.
Hvis [ fdp = oo siges f at veere udvidet p-integrabel med integral co.

Saetning 5.2. For en enhver funktion s € SMy gelder folgende,

/SdM:IH(S)

Bevis. Lad s veere en ikke-negative simpel funktion. Da er I,(s) selv et element i
den maengde, der tages supremum over i definition 11, og derfor ses det at,

Iu(s) < /sdu

Omvendt, hvis t ligeledes er en ikke-negative simpel funktion, saledes at ¢t < s, da
vil I,,(t) < I,(s), og det folger igen fra definition 11 at,

/ sdp < I,(s)
Dermed ses det, at der ma gaelde at venstresiden er lig hgjresiden. O

Lemma 5.1. Lad f € M, (X).
(i) Da findes en voksende folge
51 < 89 << sy < -+ af ikke-negative simple funktion saledes at lim, o0 S, = f.
(ii) For ensddan folge gelder da, at lim,_ [ s,du = [ fdpu.
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Bevis. Kun (i) vises medens (ii) overspringes. Lad f € M4 (X). Da velges for
hvert n € N den malelige ikke negative funktion s, : X — [0, oo[ givet ved

0 for ng(x)<%
1

% for ggf(:v)<%
5 for % < fle) <5
sn(z) = Eoofor k<)< B z e X.

n2"—1 for n22"n—1 < f(:v) <n

n for n<f(z)<oo

Man ser da at s1 <s9 <--- <5, <--- ogats, = f forn — oc. O

5.2. Egenskaber af integralet for ikke-negative malelige funktioner.

Saetning 5.3. Simple egenskaber ved integraler for ikke-negative malelige
funktioner
Fglgende egenskaber gelder for integralet, nar f og g € M.

i) [1adu = u(A), for enhver mengder A € A
i) [e- fdp=c- [fdu, ce[0;00]

i) [(f +g)dp= [fdu+ [gdu

iv) [fdu< [gdu, hvis f<g

iv
Bevis. Beviset for i) folger af definition 10 og seetning 5.2.

Egenskab ii) for ¢ < oo bevises ved at veelge en folge (s,,) sadan, at s, T f for n —
00 0g S, er en ikke-negativ simpel funktion. Dermed gelder der at for ethvert n,
at ¢- sy igen er en ikke-negativ simpel funktion og at ¢- s, T ¢- f for n — co. Der
geelder derfor,

/C'fd/‘:nlif;o[ﬂ(c'sn)ZC'HILH;OIH(S") =c-/fdu.

Nar ¢ = oo kan ii) verificeres direkte.

For at vise iii) veaelges analogt til ovenstaende igen to fglger af funktioner som
tilhgrer de ikke-negative simple malelige funktioner, sadan at s,, T f og t,, 1 g for
n — oo0. Dermed bliver det igen til,

/(f +g)dp = nh_)ngo Lu(sn +tn) = lim (L (sn) + Lu(tn)) = /fdﬂ+ /ng

n—00

Egenskaben iv) vises som egenskab iv) i seetning 5.1. d

Saetning 5.4. Monoton konvergens

Huis (fn) er en folge of funktioner fra My, sdledes at, f1 < fo < ... . Da wil

funktionen, f :=sup,cy fn = lim fy, igen tilhgre M, og der gelder yderligere,
n—oo

/fduz/lim frndp = lim /fndu
n—oo n—oo

Bevis. Da f, er en voksende fglge ses det at sup,,cy fn = lim f,, og den fglge vil
n—oo

igen veere et element i M. Det ses yderligere at, [ f,, du er voksende for n, og der
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geelder at, [f,du < [fdu for alle n. Dermed ses det at,

hm fnd,u—sup/fndlu</fdu

Der gaelder yderligere lighedstegn mellem de sidste to led, men dette vises ikke. [

Saetningerne,bemaerkningerne og eksemplerne i resten af afsnittet er hovedsagligt
baseret pa [1].

Saetning 5.5. Karakterisering af integralet af ikke-negative malelige funk-
tioner

Lad p vere et mal pa (X, A). Integralet mht. til p af de ikke-negative madlelige
funktioner kan karakteriseres som den entydige afbildning I, = I : M4 — [0;00],
der opfylder folgende fire egenskaber.

i) I(1a) = pu(Ad), Ac A

i) I(f1+ f2) = I(f1) + I(f2), f1,f2 € My
iii) ( fl=c-I(f), ce[0;00], f € M4
iv) Tim (I(fn)) = I( lim fy),

for en enhver voksende f(zslge f1 < fo < ... af funktioner fra M. O

Bevis. I dette bevis vises kun at en sadan afbildning er entydig. Beviset for at der
eksisterer en afbildning overspringes Hvis s = > ; a; - 14, er simpel, malelig, og
ikke-negativ, (a; > 0,4 =1,--- ,n) s& ma ifplge ii), iii), og i)

:I(Zai'lAi):ZI(ai'lAi) :Zai'l(lA)
=1 =1 =1

Dette viser at I er entydig pa de malelige, og ikke-negative simple funktioner.
Ifslge lemma 5.1 er enhver funktion f € M, greenseveerdi for en stigende folge,
$1 < 89 < - < s, < -+, af simple, malelige, og ikke-negative funktioner, dvs.
f =lim, o s,. Saledes ma ifglge iv)

I(f) = I( hm Sp) = nlLII;OI(Sn)

der viser at I ma veere entydig pa M. O

Bemerkning 5.1. Sammenhaeng mellem setning 5.5 og integralet
Afbildningen som opfylder setning 5.5 er specifikt givet ved,

— [rdu rem.
O

Det er muligt at anvende summmer pa samme made som graensevaerdierne, som
fglgende bemaerkning viser.

Bemaerkning 5.2. Alternativ til egenskab iv).
Lad f1, fo, -, fn, -+ vere en folge af funktioner fra M. Da wvil

#(Z fn) = Z Lu(fn)
n=1 n=1

Bevis. Folger af egenskab ii) og af at fi, fi + fo, -+, Y1y fi.-+- er en stigende
folge af ikke-negative malelige funktioner med greensefunktion > o~ f;. O
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Bemarkning 5.3. Lad f,g € My med g > f. Da vil [gdp > [ fdu, thi g =
f+(g—f) hvis vi definerer g(z) — f(x) = 0 nar g(z) = f(z). Davilg—f € My og
ifolge saetning 5.5 (it) vil da [ gdu = [(f+(g—f))dp = [ fdp+[(g—f)dp > [ fdu.
(I

Bemeerkning 5.4. Endelig afbildning
Lad f € M. Folgende ulighed er geldende,

[ =00 Lgex|f(z)=oc}-

Huilket viser at [ fdu > [00-1izex|f(a)=oc} = 00~ u({z € X|f(x) = 00}). Siledes
ma p({z € X|f(z) = oo}) =0, dvs {x € X|f(z) = oo} er en nulmengde, hvis
[ fdp < . 0
Bemszerkning 5.5. Da 1, xjo<f(z)} < 00 f vil p({z € X|0 < f(x)}) < oo [ fdp.
Dette viser at [ fdu = 0 medf orer at p({z € X|0 < f(x)}) = 0. Omvendt: Da
[ < 00 lgexjocfa)y er ogsi [ fdu < ocop({x € X|0 < f(x)}). Dette viser at
p({z € X|0 < f(x)}) =0 medforer at [ fdu = 0. Alt i alt har vi at [ fdp =0 hvis
og kun hvis p({zx € X|0 < f(z)}) =0. O

Bemazerkning 5.6. Ifglge bemerkning 5.5 kan bemeerning 5.3 tilfojes: Hvis g > f
o9 [gdp = [ fdp sa md {z € X|g(z) = f(z)} vere en p-nulmaengde. O
Fra seetning 5.5 iv) og bemerkning 5.3 folger Fatous lemma:

Lemma 5.2. Fatous lemma
For en hver folge (f,) of funktioner fra My gelder, der at liminf, o f, € My,
og at,

n—r oo

/hm inf f,, dp < hm 1nf /fn du
Bevis.

/(hnrglo%f frn)dp = /( lim ( 1nf fk)) = hm / 1nf fk du <

lim mf /fkdu = hm mf/fnd,u
n—oo k:n
O
Saetning 5.6. Afbildninger mellem to malelige rum
Lad (X, A) og (Y, B) vere malelige rum, p et mal pa (X, A), og lad H : M (Y) —
My (X) vere en afbildning fra de ikke-negative madlelige funktioner pa Y ind i de
ikke-negative malelige funktioner pa X med folgen tre egenskaber

) H(c f)=c- H(f), c€0;00], f € My(Y)

W) H(f+g)=H(f)+H(g), f,9€My(Y)

i) H(lim f,) = lim H(f)
for enhver voksende folge af funktioner, f1 < fo < ..., af funktioner fra My (Y).
Ved

B) = /H(lB)du =1,(H(1p)),B € B,

defineres et mal pa (Y, B), og,

[ = [ H(p)du s e M)
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Bevis. Som fgr ses det at hvis f < g, f,g € My(Y), vil det medfgre at,
H(f) < H(g) og at man analogt til seetning 5.5 og bemeerkning 5.2 kan erstatte
egenskaben iii) i ovenstaende med, H(Y" " | fn) = > ny H(fy), for en enhver folge
af funktioner fra M (Y'). Hvis By, Bo, ... er er en fglge af parvis disjunke maengder
fra B og By = J;—, Bn, er indikatorfunktionen 1p, = Y-, 1p,. Dette medforer

n=1
fglgende omskrivning,

v(|J Bo) = L(H(15,)) = L(H()_ 15,))

n=1

Z (1s,)) ZIM(H(an)) = Z’/(Bn)

Dermed er det vist at v er et mal pa (X, .A). O

Den sidste pastand folger idet hojresiden [ H(f)du opfylder egenskaberne i seetning
5.5 for integralet mht. v.

Eksempel 5.1, Eksempel 5.2, og Eksempel 5.3 er alle vigtige specialtilfzelde af Saet-
ning 5.6, der alle spiller en fremtraedende rolle i sandsynlighedrefning og statistik.

Eksempel 5.1. Mal med taethed
Lad p vere et mal pa (X, A) og lad fo € M (X). Afbildningen H : M4 (X) —
M (X) givet ved

H: My (X) = Mo(X)
f=to-f
opfylder klart de tre egenskaber i setning 5.6: Forst godtgores i).
H(c-f)=fo-c-f=c-fo-f=c H(f)
Tilsvarende vises i)
H(f+9)=folf+9)=fo- f+ fo-g=H(f)+ H(g).

Endelig vises den sidste egenskab iii). Antag at, f1 < fo C ... < f, < ... € M (X).

H( hm fn)=fo- hm fn= hm fo-fn= hm H(f,).

Sdledes er v(A) == [1afodp et mal pa (X, A) der betegnes v =: fou og

[ tiv= [ saton= [ thod

Skrevet pa integralform bliver det til,

[1@ @) = [ (o) £(z) duta)

Malet v siges at have teethed fo mht. u
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Eksempel 5.2. Transformation af mal
Lad t: (X, A) = (Y, B) vere en malelig afbildning og lad pn vere et mal pa (X,.A).
Afbildningen H : My (Y) = My (X) givet ved

H: M (Y) = Mi(X)
fr fot
opfylder klart de tre egenskaber i setning 5.6: Forst godtgores i).
Hic f)=(c- fot=c- (fot) = c- H(f).

Tilsvarende vises ii)

H(f+g)=(f+g)ot=(fot)+(got)=H(f)+ H(g).
Endelig vises den sidste egenskab iii). Antag at, f1 < fo < ... < fr <...€ M(Y).

H(lim f,) = (lim fu)ot= lim (fyot)= lim H(f).

Saledes er det nye mal v pa (Y, B) givet ved

v(B) = /(IB ot)du = /1t—1(B)d'lL =u(t*(B)), BeB.

Malet v betegnes t(u) og kaldes det ved t transformerede mal af . Integrations-

formlen er givet ved,
[ v = [t = [i o0 du

Eksempel 5.3. Linearkombinationer af mal

Lad E ={1,2,...,n} og A =D(X). Lad malet p pa X vere givet ved punktmasserne
u({i}) = a; > 0,i=1,2,...,n.. Lad v;,i = 1,2,....,n, alle vere et mal pa (Y,B).
Afbildningen,

H: M (Y)—= M{1,2,..n}
f—=G— /fdui).

ses at opfylde betingelserne i setning 5.6: Deltte folger af egenskaberne ved inte-
gralerne mht v;, i =1,2,...,n. Det nye mal pa v paY er givet ved at,

n

I/(B) = /H(lB)dM = ZH(lB)(z)az = Z(/ 1Bdui)ai = Zaiui(B), BeB.
i=1 i=1 i=1

Dette mal v kaldes linearkombinationen af malene vy, v, ..., v, med vaegte ay, s, ..., ayp,

og betegnes Y, c;v;. Integrationsformlerne er da,

[ tav= /fd(éam - éax/fd(ui)), feM(y)

Serligt er [fd(v1 + o) = [fdy + [ fdvs.
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Eksempel 5.4. Te@llemalet
Tellemalet pa en vilkarlig mengde X er defineret pa o-algebraen D(X), ved u(X) =
| X |, hvor | X| er mengdens kardinaltal. Vi viser nu at,

(1) / fau= swp (X fa) =Y f@)

A endelig zeA e X

for enhver ikke-negativ funktion, f : X — [0;00]. Hvilket betyder at integrationen
af en ikke-negative funktion med hensyn til tellemalet er summation. For A
endelig er f > 3 o4 f(®) - 1guy, og derfor er [ fdu > 3 o4 f(x) [L1ipypdp =
Yowea f@u({z}) = >, o4 f(x). Dette viser > i (1). Huvis hgjre side af (1) er oo
er der saledes lighedstegn idet < trivielt gelder. For nu at vise lighedstegnet kan
man antage at

SUP 4 endetig(Dzea f(2)) < 00. Dawvil § = {r € X|0 < f(x)} vere tellelig. Af
ligheden [ = Y .o f(x) - (s folger det, at [ fdu = [> cqf(x) - Lppdp =
ZzGS f(i[]) ’ f 1{m}d/1' = ZzGS f(i[]) = Supgy endelig(ZmeA f(.’II)) u

Eksempel 5.5. Lebesguemadalet

Lebesquemalet, \, pa R er malet pa Borel-algebraen, B, givet ved at M\([a;b]) = b—a
for —oo < a < b < o0, eller med andre ord er Lebesquemalet af et endeligt interval
blot intervallengden. FEt sadant mal er entydigt og eksisterer. Bevises for dette
OVETSPTINGES.

For en kontinuert funktion, f : [a;b] — [0;00[, der er defineret pa et endeligt og
afsluttet interval, vises der nu at,

[t £ir = / 'f(a) e

hvor hgjresiden er det klassiske Riemann integral, som en bestemt som en gran-
seveerdi for en folge af undersummer, eksempelvis,

bf( de— 1 b—ai.
’ z)de = lim — ‘_lcz,n,

hvor ¢; , = inf{f(z)|z € L;n} 09 I; n = la+=2(b—a), a+L(b—a)],i =1,2,...,n,n =
1,2,.... Set fu=>"_, ¢in-11,,. Dawvi

n

I}\(f’ll) = Z Cin * I)\(llim) = Z Cimn * )\(Iz,n) = b-a Z Cin-
i=1 i=1 i=1

Idet folgen fi1, fa, ..., for, ... er voksende, hvilket svarer til at man betragter en finere
og finere inddeling, med grensefunktionen 14 - f er,

2k n
. . b—a . b—a
(g - f) = lim Ii(foe) = lim — > Cigr = i — > i
=1 ]
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Huilket viser det gnskede. Tilsvarende kan man bestemme integralet af kontinuerte
funktioner der er defineret pa ikke-afsluttede intervaller og\eller uendelige inter-
valler. Eksempelvis er,

Do) - /) = lm D(Ljgpayy - f) = lim [ f(x)da,
b
I)\(l[a;oo] . f) = lim I)x(l[a;n] f) = lim f(:E) dI,

n—roo n—oo a

n

I(f) = lim f(z)da.

n—oo [_ .
Endelig kan man ga videre med,

I)\(f) = IA(l]—oo;a] : f + 1[a;a] : f + 1[a;oo[ : f)
= I)\(l]foo;a] : f) + I)\(l[a;a] : f) + I)\(l[a;oo[ : f)
Da

IA(I[a;a] : f) = I)\(l{a} : f(CL)) = f(a) ! /\({a}) =0= I)\(l]—oo;a[ : f) + I)\(l]a;oo : f)a

kan man bestemme integralet af en stykvis kontinuert funktion ved at opdele i in-
tervaller, hvor funktionen er kontinuert.

O

5.3. Integralet af malelige funktioner.

Hvis den malelige funktion f ikke ngdvendigvis er ikke-negativ, dvs f € M(X),
deler man funktionen op i dens positiv del, defineret som, f* = maks(f,0) €
M, (X) og dens negativ del, f~ = maks(—f,0) € M4 (X). Dermed ses det at,
f=ft—f",idet fT(z) — f~(x) altid er defineret idet de to tal f¥(z) og f~(x)
ikke begge kan vaere oo, © € X. Resten af afsnittet er hovedsagligt baseret pa [2].

Definition 12. Integration af generelle funktioner

Givet et maleligt rum (X, A) med et mal p pa dette rum, sa vil integrationen af en
malelig funktion f, der bade kan antage positive og negative verdier, f € M(X),
formelt veere givet ved folgende definition,

[ran=[rran- [ an

Funktionen f siges da at vere p-integrabel hvis bade [f+ du og [f~ dp er endelige
og w-integralet defineres som angivet ovenfor.

I tilfeldet hvor [f+du = [f~du = oo, er det jevnfor konventionen om regning i
R, se side 10, ikke muligt at tildele integralet en verdi, og f er da ikke integrabel.

I det tilfelde at kun et af integralerne [fTdp = oo eller [f~du = oo, siges
integralet at veere udvidet integrabel, og det ses at [ f dp enten antager verdien oo
eller —c.

O
Ovenstaende definition er i overensstemmelse med tidligere definitioner af integralet
af ikke-negative malelige funktioner.
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Saetning 5.7. En funktion f € M er p-integrabel hvis og kun hvis |f| er p-
integrabel og i dette tilfelde gelder at

[ sl < [ 171dn

Bevis. Da |f| = fT+ f~ vil [|fldu= [ fTdu+ [ f~dp. Saledes er [ fTdu < oo
og [ f~dp < oo hvis og kun hvis [ |f|dp < oo. Dette viser hvis og kun hvis delen
af seetningen.

Endvidere er | [ fdu| = | [ ftdp— [ f~dp| < [ frdu+ [ f~du= [|fldp. O
Vi undersgrger nu i hvilken forstand egenskaberne ii), iii) og iv) i seetning 5.3 kan
udvides til ogsa at geelde for udvidelsen af integralet til de ikke ngdvendigvis ikke
negative malelige funktioner.

Vi begynder med egenskaben ii). Hvis ¢ = 0, er beviset trivielt. For tilfzeldet, hvor
c>0er (cf)T =cft og (cf)” =cf~. Derfor er

Je-fdu=[lc- it du— fle- f)~du= [e-fTdu— fe-f~dp=

e [ffdu—c- [f~dp=c-([frdu— [f~du)=c- [fdpu

For tilfeelde, hvor ¢ < 0 behgver vi derfor kun at betragte tilfeeldet ¢ = —1. Her
geelder fglgende, (—f)T = f~, og tilsvarende (—f)~ = fT. Derfor er

J(=f)du= f(=f)F du— f(=f)"dp = [f~dp— [f+dp=

—([frdp— [fdu) =~ [fdp.

For malelige funktioner pa X geelder saledes fglgende version af ii):

Saetning 5.8. Hvis f € M er u-integrabel sa er cf ogsa u-integrabel, ¢ € R, og

/cfdu:c/fdu.

Den tilsvarende version af iii) tager formen:

Seetning 5.9. Huis f,g € M begge er u-integrable sa er f + g ogsa u-integrabel
09

(2) /(f+9)du = /fdu+/gdu.

[Her forudsettes det selvfolgelig at f + g er defineret, dvs at f(x) og g(x) ikke er
oo med modsat fortegn.]

Bevis. Da f og g begge er integrable, dvs [|fldu < oo og [|gldp < oo, se
seetning 5.7. Da |f +g| < |f[ + [g| vil [|f + gldu < [|fldu+ [ |gldp. Derfor vil
J1f 4+ gldp < oc. Igen ifplge seetning 5.7 vil f + g sdledes veere integrabel.

For nemheds skyld antages nu at f og g ikke antager veerdierne +oo. Af ligheden
(f+9)t=(f+9)” = f+g=f"—f"+g"—g foger daligheden (f+g)"+f +g~ =
(f+9)” + fT+ g". Da de tre funktioner pa begge sider alle er méalelige og ikke-
negative vil

/(f+9)+dﬂ+/f_du-i-/g_dﬂZ/(f+g)_du+/f+du+/g+du.

Da alle led er endelige er dette ensbetydende med

Je+oran= [+ du=([rtan= [ 5aw+([gtan- [ o dn)

der jo netop er (2). O
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Saetning 5.10. Lad f,g € M begge vere p-integrable. Hvis f < g sd er

(3) [ san< [ gin.

Lighedstegnet i (3) gelder hvis og kun hvis {x € X|f(z) < g(z)} er en pu-
nulmengde.

Bevis. Funktionen g — f € My, idet vi seetter g(z) — f(z) = 0 nar f(z) =
g(x) = too. Da |g — f| < |g| + |f| er den definerede funktion g — f integrabel og
g=Ff+(g—f) Dag—feMyer [gdu=[fdu+ [(g— f)du> [ fdu. Der er
lighedstegn hvis og kun hvis [(g — f)du = 0. Seetningens sidste pastand fplger nu
af bemaerkning 5.5. O
Der geelder folgende betragtninger for funktioner der tilhgrer M.

Hvis f er integrabel = {z € X|f(z) = oo} er en p-nulmeengde.

Hvilket betyder at integralet, der er defineret i definition 12, at folgende maengder
ogsa er en p-nulmaengder.

gaelder for funktioner, der tilhgrer M.

Her vises fgrst ssetningen om monoton konvergens, der svarer til seetning 5.5, punkt
iv).

Lemma 5.3. Lad f1 > fo > -+ > fn > -+ vere dalende folge af ikke-negative
w-integrable funktioner. Da vil lim, o frn € M4. Da vil lim,_, f, vere u-
integrabel og

(4) / lim f,du = lim /fndu.

n—oo n—oo
Bevis. Som sedvanlig defineres f1 — f,, € M, hvor vi seetter f1(z) — fn(z) =0
nar fi(z) = fo(z) = oo, n = 1,2,---. Davil f1 = f, + (f1 — fn). Derfor er

J fidp = [ fadp+ [(f1 — fo)du. Saledes er [(fi — fn)dp = [ frdp — [ fudp. Da
0gsa limy o0 fro < f1 vil [limy, o0 frdp < oo.

Den definere funktionsfglgen (f; — f,,) er voksende. Der geelder ogsa at

limy, oo (f1—frn) = f1—lim, oo frn. lolge egenskaben for voksende funktionsfglger
er ffldﬂ - flimn—wo Jndp = f(fl —limy, 00 fr)dp = fhmn—mo(fl - fn)dﬂ =
lim,, oo f(fl — fo)dp = limnﬂoo(f frdu — ffndu) = f frdp —1lim, o f fndu, der
jo er ensbetydende med (4). O

Saetning 5.11. Monoton konvergens for funktioner, der tilhgrer M.

Lad f1 < fo < ... < fn < ... € M vere en voksende funktionsfolge af p-integrable
funktioner. Da vil lim,_,~ [, vere u-integrabel hvis og kun hvis lim, .o f frndu <
o0 og i dette tilfelde er

(5) /lim fndp = lim /fndu.
n—oo n—oo
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Bevis. Der gelder, at f, = fiF — f, [, f, € M4, og det ses at (f,[) er
en stigende funktionsfplge, og (f, ) er en dalende funktionsfglge fra M samt at
(limy, 00 fn)T = lim, 00 f;7 0og at (limy, oo fr)” = limy, o0 f,, - Alle funktioner
I.¥ og f, er siledes antaget at veere pu-integrable. Ifglge lemma 5.3 vil limy, o f,,
vaere p-integrabel og ([ limy, oo fr) dp = [limy oo fr dp = limp oo [ frdp <
0.

For den voksende folge (f,7) geelder altid at [lim, o f,Fdp = lim, oo [ fi¥dp
med mulighed for 400 pa begge sider af lighedstegnet.

Antag nu forst at lim, o [ fndp < co. Da lim, e [ frdp =

limy, oo ([ fiEdp — [ frdp) og lim, o0 [ f, dp < oo folger det at ogsa at

limy, o0 [ fFdp < 00. Dvs 00 > limp oo [ fiidp = [limy, o0 fiFdp =

f(limnﬁoo fn)Tdu. Sdledes er lim,, o f, p-integrabel og (5) holder.

Antag herefter at lim,,_, f,, er p-integrabel, dvs co > [(limy, o0 fn)Tdp =

lim, o0 [ f,, dpe. Der viser at lim, oo [ fndp = limy, oo [ fof dp—lim, o0 [ i dp <
0. (]
Den monotone gransesaetning for voksende fglger har selvfglgelig ogsa en tilsvarende
seetning for dalende folger:

Saetning 5.12. Lad f1 > fo > ... > [ > ... € M vere en dalende funktionsfolge
af p-integrable funktioner. Da vil limy,_.o fn vere p-integrabel hvis og kun hvis
lim, o0 [ fndp > —00 og i dette tilfelde er

(6) / lim f,dp = lim /fndu.

n—oo n—oo
Bevis. Anvendes sztning 5.11 pa den voksende funktionsfglge (— f,,) fas resultatet.
O

Saetning 5.13. Majoriseret konvergens for funktioner, der tilhgrer M.
Lad f1, fo, -+, fn, -+ vere en folge af funktioner med grensefunktion lim,_, fy-
Antag at folgen er majoriseret af en p-integrabel funktion h € M4, dvs |fn| < h og
f hdp < 0o. Da er lim, o fr p-integrabel og

(7) [ s fudp = timo [ o

n—oo
Bevis. Da0 < [ |f,|dp < [ hdu < coer alle f,,, n € N, p-integrable. Da yderligere
[ limy, 00 fn] = limy—oo [fn] < h er ogsa lim, o f, p-integrabel. Vi mangler

saledes kun at godtggre (7). Vi skal nu antage at h(z) < oo for alle x € X. (Hvis
ikke kan alle funktioner seettes til 0 pa nulmeengden {z € X|h(x) = oo} uden at
integralerne eéendres.) Da |f,| < her —h < f,, < h. Séledes er h+ f,,, h— f, € M.
Forst anvender vi h + f,,: Ifslge Fatous Lemma, lemma 5.2 anvendt pa fglgen
(h+ fn) far vi

liminf [ (h+ fn)dp > / lim inf (h + f)dp.

Da venstre side er lig med
lim inf(/ hdu + / fndu) = /hdu + lim inf/fnd,u
n—oo n—oo

og hgjre side er lig med

/(h—I— lim fn)d,u:/hd,u—i-/ lim fndu
n— o0 n—00
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fas
(8) / lim f,du < liminf / fndp.
n—oo n—oo
Pa ganske analog made fas ved at anvende Fatous lemma pa folgen (h — f,,) at

liminf [ (h — fn)dp > / liminf(h — f,,)dpu.
n—oo n—oo

Venstre side er lig med

lirginf(/ hdu—/fndu) = /hdu—i—lirginf(—/fndu) = /hdu—limsup(/ fndp)

n o0 n o0 n—oo

og hgjre side er lig med

/(h— lim fn)du:/hdu—/ lim f,du.
n—oo n—oo

Dette giver uligheden

(9) timsup( [ fudw) < [l fodp
n— 00 n—00
Kombineres ulighederne (8) og (9) fas

/ lim fndu§liminf/fnduglimsup(/fndu) g/ lim fpdu,
n—oo n—oo n—oo

n—oo

der giver sedrer de tre < til lihedstegn. Dvs. (7) holder. O
Seetning 5.6 kan udvides fra M til M pa fglgende made:

Seetning 5.14. Lad (X, A) og (Y, B) vere malelige rum, p et mal pa (X, .A), og
lad H : M(Y) = M(X) vere en afbildning fra de madlelige funktioner pa Y ind i
de malelige funktioner pa X med folgen fire egenskaber

1) H(Cf) :CH(f)v cE [0,00], f 6~/\/l+(}/)

i) H(f +g)=H(f)+H(g), f.geMi(Y)

i) H(F*) = H(f)" og H(F-) = H(f)". f € M(Y)

iv) H(nh_)ngo fn) = nlggo H(fn)
for enhver voksende folge of funktioner, f1 < fo < .., af funktioner fra M, (Y).
Ved

v(B) = [ H(la)dy = 1,(H(18)). B < B,

defineres et mal pa (Y, B), og,
(10) [ v = [ H(pyin. s € max)

Bevis. Som i beviset for seetning 5.6 ser man at v et mal og at (10) holder for
f € M4(Y). For f € M(Y) har vi sdledes at [ ftdv = [H(f")dp= [H(f)" du
ogat [ f~dv = [H(f )du = [ H(f) du. Dette viser at f er integrabel mht.
u hvis og kun hvis H(f) er integrabel mht px og at (10) holder i dette tilfzelde.
Ydermere ses det ogsa at f er udvidet integrabel mht v hvis og kun hvis H(f) er
udvidet integrabel mht p og at (10) ogsa holder i dette tilfzelde. O

De to eksempler, eksempel 5.2 og eksempel 5.2, kan saledes udvides fra M til M.
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