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FORORD

Denne rapport er udarbejdet af Emil Solsbaek Ottosen som specialeathandling pa matematiks-
tudiets 10. semester pa Aalborg Universitet. Projektet er udarbejdet i samarbejde med vejleder
Morten Nielsen og har titlen "Gabor repraesentationer af musiksignaler”. Projektet omhandler
Gabor teori i forbindelse med tids-frekvens analyse af musiksignaler.

Projektet henvender sig til alle interesserede, men det forventes, at laeseren har en matema-
tisk forstaelse svarende til 10. semester pa matematikuddannelsen pa Aalborg Universitet med

specialisering i analyse.

Jeg vil gerne takke vejleder Morten Nielsen for det gode samarbejde i forbindelse med pro-
jektet.

Aalborg, den 19/12 2014

Emil Solsbak Ottosen



Laesevejledning

Der vililegbet af rapporten forekomme kildehenvisninger, der henviser til en litteraturliste sidst
i rapporten. Kildehenvisningerne er angivet efter Havard metoden, sddan at der refereres ved
[Efternavn, arstal, evt. sidetal m.m.].

Beviser vil blive afsluttet med B og eksempler med ¢. Referencer til ligninger undervejs i
projektet vil eksempelvis vaere pa formen "ligning (4.3)", der i dette tilfeelde henviser til den
tredje ligning i kapitel fire. Referencer til seetninger, beviser, eksempler osv. foregar pa samme

made.

Alle computerbaserede udregninger er lavet i Matlab R2014b, og de anvendte koder er ved-
lagt som bilag bagerst i rapporten.

For at lette notationen er Bessel folger, baser og frames indekseret med de naturlige tal,

selvom de viste resultater geelder for vilkarlige teellelige indeksmaengder. Der vil veere anvendt
notationen N = {1,2,.. .} for de naturlige tal.

vi
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KAPITEL

INDLEDNING

I tids-frekvens analyse forspger man at analysere signaler i bade tid og frekvens samtidigt. I ste-
det for at analysere et signal i tids- og frekvens-domaenet separat, sa konstruerer man en sakaldt
tids-frekvens repreesentation af signalet. Denne fremgangsmade har vist sig seerlig anvendelig
i forbindelse med musiksignaler, hvor det ofte er nyttigt at vide, hvilke frekvenser der forekom-
mer til givne tidspunkter. Det kunne f.eks. veere i forbindelse med transskribering, hvor man
onsker at nedskrive et musikstykke p& noder. Et nodeark kan til en vis grad forstas som en tids-
frekvens repreesentation, idet forste-aksen repreesenterer tid, og anden-aksen repraesenterer
tonehojde. Denne sammenhaeng mellem musik og matematik er ikke tilfeeldig, eftersom udvik-
lingen af det kartesiske koordinatsystem var inspireret af modeller fra musiknotation [Dorfler,
2004]. Analogien mellem noder og tids-frekvens repraesentationer er imidlertid kun en tilnaer-
melse, idet et nodeark ogsa anvender forskellige tegn til at bestemme egenskaber som f.eks.
tempo og lydstyrke. Desuden svarer én musiktone ikke til én frekvens, men er derimod sam-
mensat af en grundtone, med en grundfrekvens, og overtoner med frekvenser, der er multiplum
af grundfrekvensen.

Hvis s(f) beskriver udsvinget af et musikstykke til tiden ¢, s kan vi antage, at s er konti-
nuert, antager reelle veerdier og har endelig energi, hvilket vil sige, at s € L? (R). Vi kan maske
bestemme noget af musikkens rytmiske menster ved at se pa grafen for s(¢), men vi har ingen
information om toneart eller melodi. Information om frekvenserne er indeholdt i den Fourier
transformerede §(w), og ved at se pd denne funktion kan vi méske udtale os om tonearten af
stykket, men vi har her ingen information om rytmikken og kan dermed stadig ikke udtale os
om stykkets melodi. Dette illustrerer, at vi ma konstruere tids-frekvens repraesentationer, der
béde indeholder information om s(¢) og §(¢) for at kunne visualisere det, som vores hjerne i
sidste ende forstar som musik.

Den ideelle losning er at efterligne nodearket og konstruere en repraesentation, der eksplicit
kan forteelle hvilke frekvenser, der forekommer til et vilkarligt tidspunkt. Forskellige matemati-
ske uligheder umuligger imidlertid denne opgave og medforer i praksis, at der er en greense for,
hvor god "samlet oplesning” itid og frekvens, der kan opnds. Det betyder imidlertid ikke, at det
er umuligt at konstruere nyttige repraesentationer, og det er denne opgave, som tids-frekvens
analyse beskeftiger sig med. Begrebet "nyttig" deekker i denne sammenhang ikke kun over, at
repraesentationerne skal kunne gengive signalets tids-frekvens indhold pa en fornuftig made.
Det deekker ogsd over, at det skal veere muligt at implementere teorien i praksis, og at det er
muligt at rekonstruere signalet ud fra dets tids-frekvens repraesentation. Sidstneevnte kriterie
muligger, at man kan manipulere signalet og bagefter rekonstruere det, som det f.eks. sker ved



komprimering.

En klassisk tilgang til tids-frekvens analyse er at udregne kort-tids Fourier transformationen
Vgs(t,w) af et signal s(¢). Her anvender man en sékaldt vinduefunktion g til en danne et ud-
snit af signalet, og sd anvender man Fouriertransformationen pda dette udsnit. Herefter lader
man vinduefunktionen "glide" hen over tids-aksen og opnar p&d denne méde en beskrivelse af
signalets frekvenser som funktion af tiden. Man kan grafisk gengive denne tids-frekvens reprae-
sentation ved at plotte storrelsen | Vg s(z, w) |2 i tids-frekvens planen.

En mere nuanceret tilgang til problemet kan findes i Gabor analyse, der er baseret pa frame
teori. Her laver man en udvikling af signalet pa formen:

$= Z CmnMmbThaY,

m,nez

hvor M,,;, og T4 er modulations- og translationsoperatorer pa L? (R), og y er en vinduefunk-
tion. Hvis denne udvikling er konstrueret rigtigt, vil konstanterne c,,,, indeholde information
om signalets tids-frekvens indhold til tiden na og frekvensen mb. Hvor man ved anvendelse af
kort-tids Fourier transformationen opdeler tids-frekvens planen i lodrette "skiver", sa inddeler
man her planen i "kasser" ogudregner tids-frekvens indholdet i hver kasse. Dette kan vere en
fordel i forbindelse med at bestemme, hvor det essentielle tids-frekvens indhold af signalet be-
finder sig. En anden fordel ved denne tilgang er, at frame teori giver en god struktur at arbejde
med, hvor der er hurtig implementering og mulighed for rekonstruktion.

Ved musiksignaler er der imidlertid nogle frekvensomréder, der er mere "vigtige" end an-
dre og nogle tidspunkter, der er mere vigtige end andre. Det kunne f.eks. veere, at man gerne
ville have god oplesning i frekvens ved de dybe frekvenser, da det ofte er her, at det harmoni-
ske grundlag bestemmes, og god oplesning i tid ved de lysere frekvenser for at bestemme de
forskellige anslag. For at opnd dette er det nodvendigt at anvende forskellige vinduefunktio-
ner til at konstruere tids-frekvens repraesentationen. Det er dette problem, som denne rapport
ombhandler.

1.1 Problemformulering

Der onskes en beskrivelse af grundlaeggende teorier og teknikker indenfor traditionel tids-
frekvens analyse samt en gennemgang af Gabor tilgangen til problemet. Yderligere @nskes en
beskrivelse af forskellige tilgange til konstruktion af multible Gabor frames og en sammenlig-
ning af de forskellige tids-frekvens repraesentationer.

1.2 Projektopbygning

I dette afsnit vil rapportens opbygning kort blive gennemgéet. Rapporten starter med et ka-
pitel, der omhandler generel teori omkring Hilbertrum, men hvor de inddragede eksempler
fokuserer pa Hilbertrummet L? (R). Dette rum er af central betydning i forbindelse med tids-
frekvens analyse og danner udgangspunktet for den efterfolgende teori. Kapitlet introducerer
forskellige operatorer pa L? (IR), der benyttes i tids-frekvens analyse, og inddrager saetninger,
der benyttes i forbindelse med frame teori. Formalet med kapitlet er at give en gennemgang af
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den matematik, der ligger til grund for teorien bag tids-frekvens analyse.

Efter dette indledende kapitel praesenteres den traditionelle tilgang til tids-frekvens analyse.
Her gennemgés det klassiske usikkerhedsprincip, kort-tids Fourier transformationen og spek-
trogrammet. Kapitlet indeholder forskellige eksempler p& simple computergenererede signaler
og et enkelt mere kompliceret musiksignal. Til det inddragede musiksignal er der vedlagt no-
der, der er udformet i nodeprogrammet Sibelius 6. Alle inddragede musiksignaler i projektet er
indspillet pa akustisk flygel, hvorefter den tilhorende lydfil er blevet importeret i Matlab. Dette
medforer et mere realistisk signal med (lav) baggrundsstej og tempo-variationer i modsatning
til computergenererede signaler.

Der bringes herefter et kapitel omhandlende generel frame teori med fokus pa& Gabor fra-
mes. Der inddrages teori omkring frame operatoren og dual framen, og der forklares sam-
menheaenge mellem frames og ortonormale baser. Denne teori seettes i forbindelse med tids-
frekvens analyse, og der ses som eksempel pd en Gabor repraesentation af et tidligere anvendt
signal. Herefter sammenlignes Gabor repraesentationen af signalet og repraesentationen base-
ret pa kort-tids fourier transformationen. P4 den made gives der lobende i projektet konkrete
eksempler pa fordele og ulemper ved de forskellige tilgange.

Resten af rapporten omhandler forskellige indgangsvinkler til konstruktion af multible Ga-
bor frames. Forst praesenteres en tilgang udviklet af Meir Zibulski og Yehoshua Y. Zeevi, heref-
ter en tilgang udviklet af Monika Dérfler og til sidst en tilgang udviklet af Peter Balazs, Monika
Dorfler, Nicki Holighaus, Florent Jaillet, og Gino Angelo Velasco. Sidstnavnte tilgang vil blive
anvendt i forbindelse med indspillede klaverstykker, og de tilhgrende spektrogrammer vil blive
sammenlignet med spektrogrammer baseret pa kort-tids Fourier transformationen og spektro-
grammer baseret pa Gabor udviklinger.






KAPITEL

HILBERTRUM

En konvergent folge i et normeret rum er altid en Cauchy-folge, og hvis det omvendte ogsa
er tilfeeldet, sa siges rummet at veere et Banachrum (se Bilag[A] Afsnit [A.1] side [99] for en kort
gennemgang af normerede rum). I dette projekt vil der blive set pa en speciel type Banachrum
- de sakaldte Hilbertrum.

Definition 2.1 (Hilbertrum)
Et vektorrum med et tilhorende skalarprodukt, der er et Banachrum mht. den inducerede
norm, kaldes et Hilbertrum. Der anvendes notationen H for et Hilbertrum.

Der henvises til Bilag[A| Afsnit[A.2]side for en beskrivelse af skalarprodukt og induceret
norm. I det folgende eksempel vil der blive set pa Hilbertrummet % (R), der kommer til at have
central betydning gennem hele rapporten.

Eksempel 2.2:
Vektorrummet L? (R) er defineret ved:

Lz(R)::{f:IR—>®| ferméleligogf |f(x)|2dx<oo},

hvor integration foretages mht. Lebesgue maélet, og hvor elementerne er samlet i aekvivalens-
klasser, sddan at f ~ g & f = g naesten overalt. For at vise at der rent faktisk er tale om et
vektorrum, skal det vises, at for « € C og f,g € L>(R), daer af € L>(R) og f + g € L?>(R).
Ifplge |[Berg og Madsen) 2001][Seetning 2.10 side 29] er funktionerne « f og f + g malelige, og
yderligere gaelder der, at

foo |af ()] dx = |a|2foo | (0] dx < o0

og - -

f_: |f0) + g dx < f: (|f0| +|gm)|)* dx
sf_:(ZmaX(|f(x)|’|g(x)|))2dx
=4f:max(|f(x)|2,|g(x)|2)dx
s4f::(|f(x)|2+ |g(x)|2) dx

:4[OO |f(x)|2dx+4foo lg)|” dx < 0.



Der kan pa dette vektorrum defineres et skalarprodukt givet ved

(f’g>=foof(X)@dx, Vf,ge*(R).

Det ses af det folgende, at det forste punkt i definitionen af et skalarprodukt (se Deﬁnition

side er opfyldt
(f,f>=f f(x)mdxzf |fw|*dx=0, VfelI’®),

hvor der geelder lighedstegn, hvis og kun hvis f er nulfunktionen. Punkt (ii) vises ved:

(f,g>=f f(x)@dﬁf g fmdx={(g,f), Vf gecIl*R).

Det tredje og sidste punkt ses ved det folgende

(af+PBg h)= f (af(x) +Bg(x)) h(x)dx
= afoo f(x)mdﬁﬁfoo g h(x)dx
=a(f,h)+p{gh), Vfghel’R), afeC.

Pa vektorrummet L? (R) kan der dermed indferes den inducerede norm givet ved

=t = ([ ol as), vrere.

Dermed siges en folge { fn}n21 c L? (R) at konvergere mod f € L? (R), hvis der til ethvert givet
€ > 0 eksisterer N; € N, sadan at

1

| fu= 1l = (f_ |fn(x)—f(x)|2dx)2 <& ndr n= Ng.

Ifelge [Lieb og Loss, 2000] [side 71] kan det vises, at enhver Cauchy-felge i L2 (R) 0gsa er en
konvergent folge, og dermed at L? (R) er et Hilbertrum. Cauchy-Schwarz’ ulighed (se ligning

(A.1) side[100) giver, at

s(f |f(x)|2dx)2(f |g(x)|2dx)2, Vf,geI*R). O

U fx)gx)dx

2.1 Operatorer pa Hilbertrum

En afbildning mellem to Hilbertrum H; og H, kaldes en operator, og hvis specielt H, = C, sa
kaldes afbildningen et funktional. 1 forbindelse med operatorer er folgende definition central.



Definition 2.3 (Linezre og begransede operatorer)
En operator T : H, — H kaldes linecer, hvis den opfylder

Taf+pg)=aTf+pTg, Vf,geH1, Va,peC,
og begreenset, hvis der eksisterer et reelt tal C = 0, sddan at
1Tfl, sCllfllag,. YFeH
Der bruges folgende notation
B(H1,H2):= {T 2 Hy,— Ho | T er liner og begraenset},

hvor der specielt saettes B(H, H) = B(H).

Der geelder ifelge [Lax, 2010] [side 160], at en lineaer operator er begraenset, hvis og kun hvis
den er kontinuert. Dermed geelder der for T € B(H,H2), at hvis {fu},.,
mod f € H,, s& konvergerer folgen {T f,,} _, = H2 mod Tf € H,. Ved at indfere normen

< H; konvergerer

n=1
1Tl i=inf{C=0 | [Tflly, <Clflp,, VFeHa}, 2.1)

kan det ifolge [Lax,[2010][Theorem 3 side 161] vises, at (B(H1, H2), lI-Il.) er et Banachrum. Ifelge
definitionen af operatornormen gelder der, at

1T fllgy, < NTU | fllyy,, VS EH 2.2)

Der gealder ifolge [Christensen, [2003] [Lemma A.6.1 side 408] folgende satning for linezere og
begraensede operatorer mellem Hilbertrum.

Setning 2.4
Lad H, og H, veere Hilbertrum oglad T € B(H 1, H2). Da eksisterer en unik operator T* €
B(H,,H1), sddan at

(Tf,8)y,=(/rT*8)y,, VfeH1,VgEH,.

Yderligere geelder | Tl = I T* ..

Da vi kan skrive

(T8 f)3, =, T*8)qy, =(T1 82, =(& TS )3, YgEH2VfeH,,

sé folger det, at (T*)* = T. Operatoren T* kaldes den adjungerede operator, og hvis der specielt
geelder, at T* = T, sa kaldes T selvadjungeret.

En operator T € B(H) kaldes uniteer,hvis TT* = T* T = I, hvor I er identitetsoperatoren. En
unitaer operator er altsi invertibel med 7~ = T*. For en unitar operator gelder der, at

(Tf,Tg)=(fT"Tg)=(fg) V[ geH. 2.3)



Specielt har vi, at

ITfl = Th T =\ )= If Fet, 2.4

og dermed er en uniteer operator en isometri.

Eksempel 2.5:
Der ses her pa tre klasser af operatorer pa L? (R):

(i) Translation med a € R er operatoren T, € B(L? (R)) givet ved:

Taf X)) =f(x—a), VxelR. (2.5)

(i) Modulation med b € R er operatoren M, € B (L* (R)) givet ved:

Myf (x) =" P* f(x), VxeR. (2.6)

(ili) Dilationmed c # 0 er operatoren D € B(L? (R)) givet ved:

1

D .f(x)=
AV

f(%) VxeR.

At translationsoperatoren er lineeer folger af, at der for f, g € [%2(R) og a, § € C geelder, at
Ta(af+pg)(x)=af(x—a)+pgx—a)=aT.f(x)+PT.8(x), VYxeR.

Linearitet af modulations- og dilationsoperatoren vises pa samme made. For disse operatorer
geelder folgende lemma.

Lemma 2.6
Operatorerne T,, M}, og D, er uniteere for alle a,b € R og ¢ # 0.

Bevis:
Forst vises at translationsoperatoren er uniteer. For f,g € B (L2 (R)) har vi, at

(Taf,g>=f f(x—a)mdx:f fgx+a)dx={fT-48).

Det vil sige, at T = T_,. Da T, er invertibel med T, = T_,, har vi dermed, at T} = T, !, hvilket

vil sige, at T, er uniteer. For at vise at M}, er uniteer, ser vi at

(Myf,g) = f 2% f () g0 dx = f femibrgdx=(f,M_pg), Vf gel*(R).

8



Dermed har vi, at M; =M_p,=M, 1 hvilket vil sige, at M}, er uniteer. For dilationsoperatoren
ser vi, at

(Def.g) = [ >V gtdx

:f —f(t)g(ct)lcldt

:f £f(t)g(ct)lclolt

o el

- [ Vidrwgicnar

t
—f_ f()m (C_l)dt
=(f,Dc1g), Vf.gel*R).

Dermed har vi, at D} = D1 = D!, hvilket medforer, at D, er uniter. |

Ved at sammenseette translations- og modulationsoperatorerne fas
TaMyf(x) = 7709 f(x - a),

My Taf (x) = 205 f(x - a).

Operatorer pa formen T,M, eller M, T, kaldes tids-frekvens skift og spiller en vigtig rolle in-
denfor tids-frekvens analyse. Vi bemeerker yderligere, at der geelder folgende sammenhaeng:

Tabe(x) — eZm’b(x—a)f(x_ a)
_ e—Znibannibxf(x _ a)
=e 2Mibann T f(x), VYxeRR. @2.7)

Heraf ses det, at T, M}, = M}, T,, hvis og kun hvis ab € Z. Ved at sammensztte dilationsopera-
toren med translations- og modulationsoperatorerne har vi til sidst, at

1 xX—a 1 X a
T.D. = = ———|=D,Ta , 2.8
f= g (5] = g (G- g =peres 20
og
1 2mwib% X omilx 1 X
D.M, =— cfl—1= ct*—f|—|=MyD, . 29
000 = e () = g () = My pes o o

2.1.1 Fourier transformationen

P4 samme made som med L? (R) kan vektorrummet L' (R) defineres ved
o0
L'R):= {f:IR—» (D‘ f er malelig og f |f(x)|dx<oo},
-0

hvor f ~ g © f = g naesten overalt, og der kan indferes en norm pa dette rum givet ved

I£1= [ lreldx



For fe L' (R) er f: R — C defineret ved
f(w) ::f f(x)e_zmxwdx, weR.

Funktionen f kaldes den Fourier transformerede af f, og afbildningen F : f — f kaldes Fourier
transformationen. Det ses, at f er veldefineret, da

|f(a))| = ‘f f(x)e—Znixwdx
< [oo |f(x)e—2nixw

:f |f|dx=|f]|, VoeR.

dx

Yderligere ses det, at F er linear, da der for f,g e L'(R) og a, B € C geelder, at

]:(af'i' ,Bg) (w) = fm (a’f(x) N ﬁg(X)) e—271ixwdx

= (xf f(x)e‘znixwdx+ﬁf g(x)e_znix‘”dx

=aF (f) () +BF(g) ), weR.

Ifplge [Christensen, [2003][side 40] geelder der, at hvis f € L' (R), s& er f kontinuert, og yderli-
gere haves Fouriers inversionsformel.

Szetning 2.7 (Fouriers inversionsformel)
Hvis bade f og f tilherer L (R), s geelder der, at

m .
fx)= [ f(w) e dw, for nesten alle x € R.
—00

Hvis (L' nL?)(R) er udstyret med L? (R)-normen, sd er Fourier transformationen ifolge
[Christensen, 2003][side 40] en isometri fra (L' nL?) (R) ind i L? (R), hvilket vil sige, at nar
fe(L'nI?) ), saer feL? ) oglfll 2w = I fl 12w Yderligere geelder, at hvis f € L? (R), og
{fu} =1 (L' n L?) (R) er en folge af funktioner, der konvergerer mod f iforhold til L?-normen,

s er folgen { fn} konvergent i L2 (R) med en graense, der er uathengig af valget af folgen.

n=1
Ved at definere
f=lim fy

kan man dermed udvide Fourier transformationen til en surjektiv operator F € B(L? (R)). En
surjektiv isometri er uniteer, og dermed haves, at 7! = F*. Da F er en unitar operator, si
gelder der ifolge ligning (2.3) og (2.4) side(8] at

(f.8)=(f.8), Vf.geLl*(R) og
LF1 =171 2.10)

10



Disse ligninger kaldes Plancherel’s ligninger. Der geelder folgende sammenhaenge mellem mo-
dulation og translation i forbindelse med Fourier transformationen:

(Taf)A(w):f fx—a)e 2™y
:f f(x)e—zm(x+a)wdx

. o .
— e—anawf f(x)e—anxwdx
—00

=e MW ) =M_,fw), weR (2.11)

0g

_ foo Fle2rix@=D) gy
=Tpfw), wekR. 2.12)

Ved at anvende ligning (2.12), (2.11) og (2.7) kan vi dermed skrive

(MpTaf) (@) = Tp(Taf) @)
= TyM_qof ()
=e?bap Ty f (). (2.13)

Eksempel 2.8:
Gauss funktionen med parameter a > 0 er givet ved:

@ax):=e s", xeR.

Ifelge [Grochenig, |2000] [Lemma 1.5.1 side 17] er den Fourier transformerede givet ved
Palw)=Vag: @), weR.

Specielt geelder, at

P1@) =¢1(w), welkR. O

2.2 Bessel-folge

I dette afsnit defineres begrebet Bessel-falge, som anvendes i forbindelse med ortonormale ba-
ser og frames. For dette kan gores skal begrebet ubetinget konvergens af en uendelig rcekke imid-
lertid forst defineres.
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Definition 2.9 (Ubetinget konvergens)

Lad {f} =1 S H veere en folge af vektorer og {ci} i) S € veere en folge af skalarer. Da siges
[e.°]

den uendelig raekke Z i fr at veere konvergent med sum f € H, hvis der til ethvert € > 0
k=1

eksisterer et N, € [N, sddan at

n

Y ckfe—f

k=1

<€ nar n= Ng.

Hvis den uendelige reekke konvergerer uanset, hvilken reekkefplge leddene forekommer i,
s siges reekken at konvergere ubetinget.

Det ses, at Definition stemmer overens med definitionen af en konvergent folge, hvis

n
man satter f, = Y crek. I det folgende anvendes der yderligere det komplekse vektorrum
k=1
%2 (IN) givet ved

[e.°]
2 (N) ::{c:{ck}kzl, creC ‘ Zlck|2<oo} (2.14)
k=1
Ifelge [Lax, 2010] [Example 2 side 54] er dette rum et Hilbertrum mbht. til skalarproduktet:
o —_—
(¢, dypey= Y. ckdy, Ve, del*(N).
k=1

Vi kan nu definere en Bessel-falge.

Definition 2.10 (Bessel-folge)
Hvis en folge {fi}r>1 S H opfylder, at der eksisterer 0 < B < oo, sddan at

§|<f,fk>|zss||f||2, VieH, 215
=1

sd kaldes folgen for en Bessel-folge. Ethvert B, der opfylder uligheden, kaldes en Bessel-
greense, og det mindste B, der opfylder den, kaldes den optimale Bessel-greense.

Der geelder ifolge [Christensen, 2003 [Lemma 3.2.1 side 51 og Theorem 3.2.3 side 52] folgen-
de szetning for Bessel-folger:

12



Saetning 2.11
En folge {fi}x=1 < H er en Bessel-folge med Bessel-greense B, hvis og kun hvis operatoren
T: ¢?(N) — H givet ved

o0

Tc:i=)Y ckfr, Veel*(N)
k=1

er en veldefineret operator, der tilhorer B ([2 Ny, H) og T, = V/B. I dette tilfeelde er den
adjungerede operator T* : H — ¢? (N) givet ved

T f={{f fi)}iz1» VfEH.

Hvis reekkefolgen af elementerne i en Bessel-folge {fi}x=1 € H @ndres, sa aendrer det ikke
ved, at folgen stadig opfylder ligning (2:15). Dermed geelder folgende korollar til Seetning[2.11}

Korollar 2.12 -

Hvis { fx}x>1 S H er en Bessel-folge, sd konvergerer den uendelige reekke Z ¢k fr ubetinget
k=1

for alle c € 2 (N).

2.3 Ortonormal basis

En vigtig egenskab ved Hilbertrum findes i forbindelse med baser, hvilket der vil blive set neer-
mere pa i dette afsnit.

Definition 2.13 (Ortonormal basis)
Lad ‘H veere et Hilbertrum. En folge af vektorer {e;}>1 S H kaldes en basis for H, hvis der
til ethvert f € H eksisterer unikke skalar koefficienter {cy};>1, sddan at

o0
f= Z Ck€k-
k=1

Folgen kaldes en ortonormal basis for H, hvis der yderligere geelder, at {e;}>; udger en
ortonormal meengde. Det vil sige, hvis

(ej,ej)=0, fori#j, og lecll =1, Vk=1.

For en folge af vektorer {e;};>1 € H noteres meengden af alle endelige linearkombinationer
med span{e}r>1. Hvis der geelder, at span{ey}r>1 = H, sa siges folgen at veere fuldsteendig. En
basis er ifolge Definition nedvendigvis fuldsteendig. Der geelder folgende vigtige saetning
for ortonormale baser.
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Saetning 2.14
Lad {ey};~; vaere en ortonormal basis for 7{. Da gelder, at

f= i(f:%)ek, VfeH.
k=1

Denne reekke konvergerer ubetinget.

Bevis:
Da {ex}r>1 er en basis, geelder der ifplge Definition |2.13} at der eksisterer unikke konstanter
{ci}r>1, sddan at

f= Z Cic€f» VfE H.
k=1

Eftersom {er};>; er en ortonormal basis, og skalarproduktet er kontinuert, geelder der yderli-
gere for alle j € IN, at

(frej)= <§ ckek,ej> = OZO" cr(ex,ej)=cj, VfeH.
k=1 k=1

Samlet set giver disse to udregninger, at
o0
=Y (frexyex, YfeH.
k=1

Vi mangler nu blot at vise, at raeekken konvergerer ubetinget. Dette gores ved at vise, at {€x} ;>
er en Bessel-folge, da resultatet sé folger af Korollar Dette vises ved det folgende:

o0

i (el = 3 (f e (Frew)
- $ (feens)

8||

;(f er) e f>
=(£.0=f1? vfeH. 2.16)

Heraf ses det, at {ex};~; er en Bessel-fplge med Bessel-greense B = 1, hvilket beviser saetnin-
gen. |

Ligning (2.16) er ofte nyttig og kaldes Parsevals ligning:

§1I<f,ek>|2=||f||2» VfeH. (2.17)

Eksempel 2.15:
I dette eksempel konstrueres en ortonormal basis for L? (R). Vi lader forst b € N og starter med
at vise, at folgen {e}rey, < L? (0, 3) givet ved

e (x) = Vb ikbx -y ¢

1
0,=|, Vkez
b] €
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udgor en ortonormal basis for L? (0, %) For at vise, at {ey} ez udger en ortonormal mengde,
ser vi, at

1 _
<ej,el> :fb VDe?miibx,\/pp2nilbx g 5
0
1
:[b VB2 ibx G e-2milhx g
0
1
— bfb eZm'bx(j—l)dx_
0

Hvis j = [ fas dermed, at

1 1
(ej,el>=bfbeodx=bfb1dx=1,
0 0

oghvis j # [ fas

< > ) e2nibx(j—l)}l]7
€j,€1)=

2mib(j-1) |,

__ b (ezm'bi(j—l) _ ezmbou—l))
2mib(j-1)

_ 1 2ni(j-1) _ 0\ = o
2mi(j—1) (e e) ’

da den komplekse eksponentialfunktion er periodisk med perioden 2ri. Det skal nu vises, at

1
spaniei} ez = L? (0, 1—7). (2.18)

Ifolge [Pedersen, 2000][Theorem 2.8 side 18] geelder der, at maengden af glatte funktioner defi-
neret pé [0, ;] er teeti L? (0, 7). En funktion er glat, hvis den kan differentieres vilkérligt mange
gange. Det vil sige, at givet f € L2 (0, %), sé eksisterer der en folge af glatte funktioner {fi}rez S
I? (0, ll?), sddan at fr — f nar k — oo. Givet € > 0 eksisterer der dermed k' € Z, sddan at

1
— Tl < —E.
sl <
Ethvert element fra span{ey} ez kan skrives som en endelig linearkombination pa formen
Y cpe? R e

Per definition kaldes en funktion pa denne form et trigonometrisk polynomium. Der gelder
ifelge Weierstrass’ approksimations saetning (se [Katnelson, [1976][Corollary side 15]), at de
kontinuerte, og dermed ogsé de glatte, funktioner i L2 (0, %) kan approksimeres vilkérlig godt
med trigonometriske polynomier. Dermed eksisterer en folge af trigonometriske polynomier
{8x}rez S spanieglrez, sddan at gx — fi nar k — co. Dermed eksisterer k" € Z, sddan at

1
| fie = gre < Se
Trekantsuligheden giver nu, at
|f = gerll = 1f = fio + fre — 80

<F - fell+ 1 —gell < hevte=e.
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Dermed har vi vist ligning (2:18), og dermed at {ex} ;7 udger en ortonormal basis for L? (0, lla)
Ifolge Saetning kan ethvert f € L2 (0, ;) dermed skrives p4 formen

=2 crew (2.19)
keZ

hvor
ce=(f.ex) = VB(f,e?"kb") = \/EF Fe 2R gy = Vb f(kb).
0

Den uendelige reekke iligning (2.19) kaldes f’s Fourierrcekke, og konstanterne {cy} .z kaldes
f's Fourier koefficienter. Vi husker, at ligning (2.19) betyder, at

flx) = Z crer(x), fornaesten alle x € R.
keZ

Hvis specielt b = 1 haves, at folgen {e} ;.7 < L? (0,1) givet ved
er(x) =% xe[0,1], VkeZ

er en ortonormal basis for L2 (0,1). Ved at lade X 10,1 betegne indikatorfunktionen pa intervallet
[0,1] har vi dermed, at {ez” ikx X00,1] (x)} ez udger en ortonormal basis for I?(0,1). Ved transla-
tion ses det, at rummet L? (1, n + 1) har en ortonormal basis givet ved:

{eZHik(x— n) len'kx

X[0,1] (x_”)}kez={ Xi0,1] (x—n)}kez, x€[n,n+1]

hvor ligheden felger af, at den komplekse eksponentialfunktion er periodisk med perioden 27i.

Ved at s@tte disse baser sammen ses det, at L2 (IR) har en ortonormal basis {ek, n} k.nez, Sivet ved

2mikx }
e xX—n , xelR.
{ X[O’l]( ) k,neZ

Det ses, at basen {eg, n}, ., bestar af translationer af yo,1;, der er blevet moduleret. Ved at
anvende ligning 2.5) og (2:6) side[8|kan basen dermed skrives som

{en}nen = {7 ron -m}, = {MTig 0} ez ¥R, (2.20)
hvor g = x[0,1)- Baser der kan skrives pa formen kaldes Gabor baser. O

Deninddragede teori fra dette kapitel danner grundlaget for resten af projektet og specielt rum-
met L? (R), Fourier transformationen og de tre klasser af operatorer fra Eksempel er centrale
elementer i tids-frekvens analyse.
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KAPITEL

TIDS-FREKVENS ANALYSE

I dette kapitel forklares den grundleeggende teori bag tids-frekvens analyse, og der ses pa, hvor-
dan teorien fra det foregdende kapitel kan anvendes til at give en matematisk beskrivelse af
frekvenserne i et musikstykke. Kapitlet er baseret pa [Grochenig, 2000].

Hvis vi lader ¢ beskrive tiden og s : R — C vaere en funktion, sddan at s(¢) beskriver ud-
viklingen af et fysisk feenomen til tiden ¢, sa kaldes s for et signal. For et musikstykke kunne
signalet veere en funktion for lufttrykket til tiden ¢. Vi kan antage, at musiksignaler er kontinu-
erte, antager reelle veerdier og har endelig energi. At et signal s(f) har endelig energi betyder,
at

o0
f Is()?dt < oo.
—00
Da kontinuerte funktioner er mélelige, har vi dermed, at s(¢) € 2 (R).

Der vil nu blive givet et eksempel, der illustrerer, hvordan man kan analysere frekvenserne i
et simpelt signal. Til dette formal betragter vi signalet s(¢) € L? (0, 1) givet ved

s(t)=1cos@2m-2t)+3cos(2m-3¢t) +2cos(2m-61), te€[0,1], 3.1

hvor tiden males i sekunder. I signalanalyse kaldes graferne for cos(¢) og sin(¢) under et for
sinusbolger, da grafen for cos(¢) blot er en forskydning af grafen for sin(#). Signalet s(¢) er der-
med sammensat af tre sinusbelger med amplituderne 1,3 og 2, og frekvenserne 2,3 og 6. Da
tiden males i sekunder, sd er frekvenserne antallet af svingninger per sekund, og derfor har de
enheden Hertz (Hz).

Signalet er blevet implementeret i Matlab ved brug af koden fra Bilag[B| Matlab-kode

side I denne kode er den kontinuerte funktion s(¢) blevet approksimeret med en diskret
1

705 | intervallet [0, 1]. Grafen for

funktion, der er defineret i 100 punkter med indbyrdes afstand
signalet ses i Figur[3.1]
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Figur 3.1: Grafen for signalet s(t)

Ifolge Eksernpel side|14|er folgen {ei} ez < L (0,1), givet ved

ex(t) =™k relo,1],

en ortonormal basis for L2 (0,1). Vi kan dermed ifelge Seetning side skrive signalets
Fourier reekke som

s() =) (s,ex) ex(r)

keZ

1 .
=) i s(e 2k qt. ep(p)
keZ

=) 3(kex(n), rel0,1].
keZ

Det ses heraf, at frekvenserne i signalet nodvendigvis ma veere indeholdt i Fourier koefficien-

terne §(k). Erfaringer har da ogsa vist, at den Fourier transformerede er et nyttigt redskab til
at bestemme, hvor kraftigt forskellige frekvenser er repraesenterede i et givet signal. Fourier

transformationen antager som udgangspunkt komplekse veerdier, og det er derfor almindeligt

at betragte |§(k) 12 for at opna positive reelle vaerdier, ndr man skal repraesentere styrken af de
forskellige frekvenser.

Til beregning af § bruges den hurtige Fourier transformation, som er en implementeret al-
goritme i Matlab, der udregner den diskrete Fourier transformation af et signal. Der er en del
matematik involveret i disse udregninger, men det vil der ikke blive set neermere pd her, da det

ligger for langt fra projektets fokus. I Figur[3.2]ses amplituderne af s(¢) som funktion af frekven-
serne (se Bilag[B|Matlab-kode|[B.2|side[111]for Matlab koden).

18



251

na
2l

Amplitude

-
T

05

& L & & & i

&,
o 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Frekvens (Hz)

o
)
3

Figur 3.2: Fourier transformationen cendrer tidsaksen til frekvensaksen

Vi kan direkte af Figur se, at de eneste frekvenser, der er aktivitet indenfor, er frekvenser-
ne 2,3 og 6, og de tilherende amplituder kan aflaeses til hhv. 1,3 og 2, hvilket stemmer overens
med, hvordan vi konstruerede signalet (se ligning (3.1I)). Den eneste grund til, at det blev s&
peent, er imidlertid, at signalet blev konstrueret praecis som en sammensat sinusbelge. I Fi-
gur [3.3] er signalet s(t) blevet tilfojet tilfeeldig stoj trukket fra en standard normalfordeling, og
de tilherende plots er vist.

4-‘ f ﬁ‘ I /|‘ ||- 251
I |
“lf ' |

|

|
W]
[ AT — ”[ i

?

?T OTTT?TLT??TT%’?@TWT@JTWTTT%TTTT? ?T??TT

L L 1 L L L L L L
] 01 02 0.3 0.4 05 0.6 07 08 09 1 o 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Udsving
Amplitude

Tid (sekunder) Frekvens (Hz)
(a) Grafen for signalet (b) Det tilhorende plot af frekvenserne.

Figur 3.3: Plots af signalet s(t) med tilfojet stoj.

Det er her betydeligt svaerere at se, hvilke frekvenser og amplituder signalet oprindeligt var
sammensat af.

Vi har i det ovenstaende set, hvordan det ved hjalp af Fourier transformationen er muligt at
udtale sig om tid og frekvens af et signal hver for sig. I tids-frekvens analyse snsker man imid-
lertid en samtidig beskrivelse af bade tid og frekvens og ideelt set en funktion, der kan beskrive
hvilke frekvenser, der forekommer til et givent tidspunkt. Forskellige matematiske uligheder,
kaldet usikkerhedsprincipper, medforer imidlertid, at dette ikke er muligt. I det naeste afsnit vil
der blive set naermere pa dette problem.
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3.1 Usikkerhed

Folgende satning indeholder det klassiske usikkerhedsprincip, og uligheden kaldes Heisenberg-
Pauli-Weyl uligheden. Et bevis for denne seetning kan findes i [Grochenig, 2000] [Theorem 2.2.1
side 26].

Saetning 3.1
Hvis f e I2(R) og a,b € R, sa geelder der, at

1 1
o) 2 0o o 2 1
([ wmaripwita) ([~ w-prlff do] = .
—00 ) 4
Der geelder lighed, hvis og kun hvis der eksisterer k € N, a,b € R og ¢ > 0, sddan at

F() = kTaMppe(x) = k- 27000 o= C0-al®  p e R

Hvis venstresiden i uligheden ikke antager en endelig veerdi, sa er det fordi et af integralerne
ikke er endelige. For naturligt forekommende signaler kan dette dog ikke forekomme, og det vil
derfor i det folgende veere antaget, at begge integraler antager endelig vaerdi. Yderligere vil det
vaere antaget, at f er forskellig fra nulfunktionen. For f € L? (R) indferes nu

Apx= ||f|| rn1n(foo (x—a)2|f(x)|2dx)2.

Ved at saette n(x) = |f \ har vi, at
1712
00 If(x)l
n(x)dx = |fo)*dx=1.
f—w f—w Tk f

Da ogsé n(x) = 0 for alle x € R, sé er n(x) en tethedsfunktion for tiden x betragtet som stoka-
stisk variabel. Vi har, at A s x er minimeret ved det a, der minimerer funktionen

p(a) zf (x—a@)?|fo)|° dx

:foo (x2+a2—2ax)|f(x)|2dx
:azf |f(x)| dx— Zaf |f(x)| dx+f 2|f(x)| dx
= &2 |f|? -zaf x| ff dx+f 2| f dx.

For at finde toppunktet af denne parabel settes den afledte lig nul:

p'(a) =2a| f|’ —2[ x|fmfPdx=0
0
—Wﬁmﬂf(xﬂzdx:f_oo xn(x)dx.
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(o.0]
Dermed er A rx minimeret ved middelveerdien af x, der er givet ved X = f xn(x)dx. Variansen

—00

af x er givet ved

) x-%) nx)dx = Oo x—32|f(x)|2 )
/—oo( )" n(x)d f_oo( OO) ||f||2 ,
||;||2f—oo(x‘f)2|f(x)|2dx

= (Afx)z .

Dermed er A rx et mdl for signalets varighed centreret omkring x. Ved at indfore
1 o0 sia 2. )2
Arw = —-mi -b do| ,
TO7T] e (f_oo =brlfw)] ‘“)

kan det tilsvarende vises, at A fw eret mal for det essentielle frekvensband centreret omkring
1
2
171

Vi kan nu skrive usikkerhedsprincippet som

w=

[ w\f(w)|2dw.

1
Afx-AwaE. (3.2)

Eksempel 3.2:

I forhold til tids-frekvens analyse, s medferer usikkerhedsprincippet, at ideen om samtidig in-
formation om tid og frekvens er umulig. For at se dette antager vi, at vi ensker at bestemme
det "preecise billede af tid og frekvens" af signalet f til tiden ¢ baseret p& viden om signalet i
intervallet I = [¢ -9, t] for et lille § > 0. Det antages, at f er forskellig fra nulvektoren pa dette
interval.

Til dette tager vi Fourier transformationen af funktionen f-y;—s 7, hvor x,—s,; er indikator-
funktionen pé intervallet [ — 8, t]. Da A Ftis.n X €T €t mal for signalets varighed, har vi dermed,
atAfy, 5, X~ 0, hvilket ifolge ligning (3.2) medfarer, at

1
Afriu-s0% Dfy-en® = g Afri-sq®= A1
0
1
Af-)([k&,z]w > _4.7'[5'

Det vil sige, at for lille  bliver A¢.,, . w stor, og dermed bliver det essentielle frekvensband
stort, og omvendt hvis frekvensbandet skal veere lille, s& medforer dette, at 6 bliver nedt til at
veere stor. Dette problem er centralt i tids-frekvens analyse: Hvis man gnsker bedre preecision i
tid, s& medferer det darligere preecision i frekvens og omvendt. O

3.2 Kort-tids Fourier transformationen

Selvom ideen om en praecis samtidig beskrivelse af tid og frekvens ikke er opnéelig, s& betyder
det ikke, at man ikke kan give brugbare beskrivelser. Ideen i det folgende er, at man anvender
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en funktion til at begraense signalet f til et interval, og s tager man Fourier transformationen
af funktionen pa dette interval.

Definition 3.3 (Kort-tids Fourier transformation)
Antag at g € L? (R). Da er kort-tids Fourier transformationen (KTFT’en) af f € L? (R) med
hensyn til g givet ved

o0

ng(x,w):(f,Mwag>:f fgt—xe 2" ds, x,welR.

Det folger af Cauchy-Schwarz’ ulighed (se ligning side[100), at KTFT en er veldefineret:
Vef 0| = [ Mo Tug)| = | £ [ MuTugll, e R

Funktion g kaldes en vinduefunktion, og i tids-frekvens analyse kaldes R? for tids-frekvens pla-
nen.Vivil antage, at g er en fast funktion, og betragte Vg f som en lineer afbildning, der afbilder
funktioner defineret pa IR til funktioner defineret p& IR?. At afbildningen er linezer folger af, at
der for fi, fo € L% (R) og a, B € C geelder, at

Vg (afi+Bf2) (x,0) :f (afi+Bf) (Dgt—xe 24y
= “foo fl(t)g(t—X)e_zni[wdt+ﬂfoofz(t)me—Znitwdt
=aVgfi(x,0)+pVgfo(x,0), xweR.

Hvis g er en glat funktion med kompakt stotte centreret omkring origo, sé er Vg f(x,-) Fourier
transformationen af et udsnit af f centreret omkring x. Nar x varierer, sa glider vinduet langs
x-aksen. Man kan ogsa anvende en vinduefunktion uden kompakt stette, hvis blot funktionen
aftager tilstraekkeligt hurtigt. Eeks. kan man anvende en Gauss funktion, hvis graf ser ud som
pé Figur[3.4} som vinduefunktion.
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Figur 3.4: Graf for en Gauss funktion
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Ifolge det klassiske usikkerhedsprincip er Gauss funktionen den vinduefunktion, der har den
mindste samlede udstraekning i tids-frekvens planen. I Bilag[A|Afsnit[A.5|side[107]er der samlet
forskellige egenskaber ved KTFT en, og der er givet et bevis for den folgende saetning.

Setning 3.4
Hvis f1, f2, g1, 82 € L* (R), s& geelder at Vg, f; € L* (R?) for j = 1,2, og

<Vg1f1»ngf2>L2(1RZ) =(fi, L2){&1,82)

Der haves folgende korollar til Seetning[3.4]

Korollar 3.5
Hvis f, g € L* (R), sé& geelder at V f € L* (R?), og

Ve rllizgey = 171 ]l

Huvis specielt || g|| = 1 haves, at

1Verllzqmey = 171

og dermed er KTFT en i dette tilfeelde en isometri fra L* (R) til L (R?).

3.2.1 Inversionsformlen

For at kunne formulere inversionsformlen for KTFT’en skal der forst indferes notation for ope-
ratorer, der er givet ved integraler. Til dette antages, at j er en funktion fra R til et Hilbertrum

H, sadan at j(x) € H for alle x € R¥. Der indferes nu notationen f = f ] j(x)dx, hvormed der
R
menes, at

(fih)= fRd (j(x), h)dx,

foralle h € H.Ifolge [Grochenig, 2000] [Side 43] geelder der, at hvis afbildningen I(h) — [ga {j(x), h) dx
er et begraenset funktional defineret pa #, sa definerer / et unikt element f € H.

Hvis F € L2 (le) ogge I’ (R), og vi seetter j(x,w) = F(x,w) - My, Tyg, har vi dermed, at j :
R? — I? (R) og

I(h) =fZ[Z<F(x,w)-Mwag,h>dwdx
:f:fooF(x,w)<Mwag,h>dwdx
:f:fZF(x,w)mdwdx
:f_Z[_:F(x,w)-dedx

=(EVgh), YheL*(R).

23



Cauchy-Schwarz’ ulighed (se ligning side[100) og Korollar[3.5|giver nu, at
\L(h)| = [(E Veh)| < IIFI | Vgh| = IFIIRI | g||, VheL*R).

Heraf ses det, at [ er et begranset funktional defineret pa L% (R), og dermed definerer / en unik
funktion f € I2(R) givet ved

f :f f F(x,w)-M,Tygdwdx. (3.3)
For denne funktion gelder, at I(h) = (f, h) for alle h € L2 (R) og

IFIZ =<0 =1L < 1En £] gl
0
IF=nFi]g]-

Vi kan nu opskrive inversionsformlen for KITFT en.
p

Sztning 3.6 (Inversionsformel for KTFT’en)
Antagat g,y € L* (R) og (g,y) #0. S& geelder for alle f € L2 (R), at

f= ;foo foo Ve f (x,0) M, Tyydwdx.
<Y,g> —o0J -0

Bevis:
Ifolge Korollar[3.5(er Vg f € L* (R?), og vi har derfor, at

~ 1 o0 [e.0]
f= —f f Ve f (X,w) My Tyydwdx.
<Y, g) —00J—00
er en veldefineret funktion, der tilhgrer L? (R) (jvf. de indledende udregninger til denne szt-

ningen). Setning[3.4]giver nu, at

(f,h>=;f f (Vo f (x,0)- My Txy, h) dwdx

(r.8)
gl L
=— Vof (x,w) (M, Txy, h)dwdx
07080 oo 6T 4 )

= Vo f (x,w)(h, M, Tyy)dwdx
(1,8) Jroo oo ¢ < >

= <Y—lg> (Vgf, Vyh)
=y Em
=y (g =, he ).
Ifolge de udregninger, der ledte op til setningen, folger der nu, at f = f. |

Nar man laver tids-frekvens analyse af et signal, bestar processen overordnet af tre dele:
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(i) Analyse: Givet et signal s : R — C, s& udregnes dens KTFT Vs med hensyn til en passen-
de vinduefunktion g, og Vg s betragtes som en sammenhang mellem tid og frekvens.

(ii) Behandling: Her transformeres Vg s(x,w) til en ny funktion F(x,w), der f.eks. er en be-
grensning af Vg s(x, ) til et seerligt interessant omrade. Det er i behandlingsdelen, at
man f.eks. splitter signalet op i forskellige dele eller komprimerer det.

(iii) Syntese: Det behandlede signal rekonstrueres nu via den modificerede inversionsformel

(se ligning (3.3))

f:f f F(x,w) M, Tyydwdx

med hensyn til et passende syntesevindue y. Man kan altid anvende g som syntesevin-
due, men i visse tilfeelde kan det veere en fordel at anvende forskellige vinduer til analyse
og syntese.

3.3 Spektrogram

I dette afsnit defineres begrebet spektrogram, der er centralt i forbindelse med tids-frekvens
analyse, ndr man rent grafisk skal gengive en tids-frekvens repraesentation.

Definition 3.7 (Spektrogram)
Lad g € L? (R) vaere en vinduefunktion. Spektrogrammet af f € L? (R) med hensyn til g er
defineret som

SPEC, f (x,0) = | Vg f (v, )|, x,weR.

I det folgende lemma er der opstillet flere egenskaber ved spektrogrammet.

Lemma 3.8
Lad ge L? (R) vaere en vinduefunktion ogfe [?(R).Da geelder

(i) SPECqf (x,w) =0, foralle x,w € R.
(i) SPECq(TuMyf)(x,w) =SPECg [ (x—u,w—n) foralle x,w, u,n € R.

(iii)f f SPEC, f (x,0) dxdw = || f|* || g||*-
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Bevis:
Det forste punkt folger af definitionen af spektrogrammet. For at vise punkt (ii) ser vi, at

Vg (TubMy f) (x,0) = (TuMy f, My Txg)
:f eZnin(t—u)f(t_ u)me—zmwtdt

—00

S . —_— .
:f 62mntf(t)g(t_ X+ u)e—Zntw(tﬂt)dt

_ e—2niuwfoo FORE=G=w)e 2@ gy
= e_Z”i”“’Vgc}o(x— uw-1n), VxouneckR.
Dermed har vi, at
SPEC, (TuM, f) (x,0) = | Vg (TuMy f) (x, )|
= ’e‘z”i”‘”ng(x— u,w—n)|2

= |ng(x—u,w—17)|2
=SPECgf (x—w,w—-1n), Vxo,unck.

Det tredje og sidste punkt vises ved

f f SPECgf(x,w)dxdw=f [ |ng(x,a))|2dxdw

= vesI*= 171" Nel”,
hvor vi undervejs anvender Korollar[3.5] [ ]

KTFT en vil nu blive anvendt til at konstruere et spektrogram af signalet s(¢) defineret i ligning

side[17] Et sédan spektrogram ses i Figur[3.5] (se Bilag[B|Matlab-kode B.3|side[T12]for Mat-
lab koden).

15

(Hz)

Frekvens

0 ]

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 045 0.5

Tid (sekunder)

Figur 3.5: Spektrogram af signalet s(t)

Farverne pd spektrogrammet indikerer, hvor kraftigt frekvenserne forekommer. Jo radere far-
ven er, desto kraftigere er frekvensen repraesenteret i signalet til det givne tidspunkt.
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Det ses, at farverne er rodest i frekvensomrédet 2 — 8, der indeholder frekvenserne 2, 3 og 6,
som signalet er opbygget af. Frekvenserne 3 og 6 ser ud til at have de rodeste farver, mens fre-
kvensen 2 har en lysere farve, hvilket bl.a. skyldes, at frekvenserne 3 og 6 har amplituderne 3 og
2, mens frekvensen 2 kun har amplituden 1. Dette illustrerer, at spektrogrammet er brugbart,
men ikke giver preecis information. Det ses yderligere se af spektrogrammet, at frekvenserne
ikke varierer med tiden, hvilket stemmer overens med konstruktionen af s(#).

Der vil nu blive set pa et signal s(¢), hvis frekvenser varierer med tiden som illustreret pa

i M

A
Da-‘l ‘ |‘ H

|
06 H |‘ |‘|
D4—‘| ‘| ‘|

02t “ |

ozl |

Udsving

04t |

w

M.I I ‘ .
Dette signal er en chirp, hvor frekvenserne varierer kvadratisk med hensyn til tiden, sddan at

o8 | | || H ‘
|

08+

o

o] 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 07 0.8

Tid (sekunder)

Figur 3.6: Grafen for en chirp

f0=fo+a-t%

hvor f(t) er frekvensen til tiden £, og f er begyndelsesfrekvensen. Der er i dette tilfeelde defi-
neret, at f(0) = 10 og f(0.5) = 40. Spektrogrammet for chirpen er vist i Figur[3.7](den tilhorende
kode findes i Bilag[B|Matlab-kode[B.4]side[112).
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01 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

Tid (sekunder)

Figur 3.7: Spektrogram af chirp
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Det ses her, hvordan frekvenserne stiger med tiden, og det passer udmeerket, at begyndelses-
frekvensen er 10 Hz, og at frekvensen efter 0.5 sekund er 40 Hz. Ved at folge den merkerode
farve kan det lade sig gore nogenlunde at aflaese frekvenserne til forskellige tidspunkter, men
det bliver ikke seerlig preecist.

Ved at @endre pd vinduet er det muligt at opné bedre oplesning i tid eller frekvens. Et kortere
vindue giver bedre oplesning i tid, mens et leengere vindue giver bedre oplesning i frekvens.
Dette er illustreret i Figur[3.8]

01 02 0.3 0.4 05 06 0.7 08 09 02 03 0.4 05 0.6 0.7

Tid (sekunder) Tid (sekunder)
(a) Kort vindue. (b) Langt vindue.

Figur 3.8: Forskel pa anvendelse af kort og langt vindue i spektrogrammet.

Det ses af de to figurer, hvordan en bedre oplgsning i tid bliver pa bekostning af en dérlige
oplesning i frekvens og omvendt. Disse figurer er dermed eksempler p4, hvilke konsekvenser
usikkerhedsprincippet har for tids-frekvens analyse.

3.4 Tids-frekvens analyse af musiksignaler

Nar man skal analysere frekvenser i et musiksignal, bliver situationen hurtigt mere komplice-
ret, end vi har set i de forrige eksempler. For det forste vil der til ethvert tidspunkt veere mange
forskellige frekvenser til stede - ogsa selvom instrumentet kun slér én tone an af gangen.

En ren tone er en tone, der bestar af én bestemt frekvens, og som derfor har form som en
sinusbelge. En ren tone er monoton og kedelig at hore pd, og musikinstrumenter er derfor kon-
struerede til at frembringe sammensatte toner, der hver iszer bestar af en grundtone og en rekke
overtoner. Grundtonen er den rene tone med laveste frekvens, grundfrekvensen, og overtonerne
er de rene toner, hvis frekvenser er heltal multipliceret med grundfrekvensen. Hvis den anslae-
de tone f.eks. er kammertonen, der har en grundfrekvens péa 440 Hz, sa har den forste overtone
en frekvens pa 880 Hz, anden overtone har en frekvens pa 1320 Hz osv. Det er lydstyrken af de
forskellige overtoner, der afgor instrumentets klang.

Indenfor musikkens verden arbejder man med noder, der kan forstds som en slags tids-

frekvens repraesentation. Den horisontale akse repraesenterer tiden, og den vertikale akse re-
praesenterer tonehojder. Et eksempel pa et nodeark er givet i Figur[3.9]
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Figur 3.9: Dette nodeark angiver, hvad fire korstemmer synger i et forlob pa fire tak-
ter. Hver nodelinje svarer til en korstemme.

Hver node har en bestemt tonehojde og varighed, og komponisten har yderligere mulighed
for at bestemme elementer som tekst, lydstyrke, tempo og teknik ved at indskrive forskellige
tekst-symboler i noden. Eeks angiver bogstavet p i Figur[3.9, at der skal synges piano (det vil
sige stille), og tallet 62 i venstre hjorne angiver, at tempoet er 62 BPM (slag i minuttet).

Musikken, der er angivet i noderne pé Figur[3.9} er blevet indspillet ved brug af et akustisk
flygel, hvorefter den opnéede lydfil er blevet importeret i Matlab. Det tilhgrende plot for uds-
vinget af signalet som funktion af tiden er vist i Figur [3.10| (se Bilag[B|Matlab-kode B.5|side[112]
for Matlab koden).

Udsving

04+ . §

10 15

Tid (sekunder)

Figur 3.10: Graf for udsvinget af den indspillede musik

Det ses af dette plot, hvordan udsvingene af signalet stemmer overens med det rytmiske mon-
ster i noderne. Store udsving stemmer overens med toneskift i noderne, og sma udsving stem-
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mer overens med lange nodeverdier. Yderligere ses det, at pausen i midten af plottet svarer til
pausen sidst i takt to. Det er generelt tydeligt at se, hvor hver af de fire takter starter. Nogle af
anslagene medforer storre udsving end andre, hvilket skyldes to ting: For det forste, at der er
forskel p& hvor mange nye toner, der slds an, og for det andet, at pianisten varierer lydstyrken.
I Figur[3.11]er der zoomet ind pa det forste anslag.

%103

[
T

Udsving
—
S

0.4 0.45 0.5 0.565 08

Tid (sekunder)

Figur 3.11: Udsnit af indspilningen, hvor kun det forste anslag ses.

Det er her nemmere at se, at der rent faktisk er tale om udsving og ikke bare "blokke" af lyd.
De sma svingninger, der ses, inden det forste anslag indtreeffer, stammer fra (meget lav) bag-
grundsstej i indspilningslokalet. Et spektrogram af lydsignalet er vist i Figur (se Bilag|B|
Matlab-kode B.6]side[I12]for Matlab koden).

%10%

Frekvens (Hz)

2 4 6 8 10 12 14

Tid (sekunder)

Figur 3.12: Spektrogram af de fire takters klavermusik

Det ses, hvordan spektrogrammet gengiver, at stykket kan inddeles i fire dele, der hver stem-
mer overens med en takt. Yderligere ses det, at den storste frekvensaktivitet forekommer i om-
radet 0-5000 Hz, men at der ogsa er frekvenser pa over 20000 Hz, hvilket skyldes forekomsten
af overtoner. For at se naermere pa frekvenserne ser vi nu kun pa den farste takt, hvilket er vist
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i Figur[3.13]
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Tid (sekunder)

Figur 3.13: Spektrogram af den forste takt af klavermusikken

Det ses her, at frekvenserne omkring 200-700 Hz er steerkest repraesenteret, hvilket passer med,
at stemmerne er fordelt omkring neglehuls c’et, der har en grundfrekvens pa 261 Hz. Man kan
ogsa se, at der skiftes toner 4 gange i takten, og at den sidste tone er leengere end de forste tre.
Det er til gengeeld sveert at se sammenhangen mellem frekvenserne og toneskift. De tre forste
toner udger f.eks. en nedadgéende frase, hvilket er sveert at se af spektrogrammet.

Der er til spektrogrammet i Figur anvendt et langt vindue, hvilket medferer en darlig
oplesningen i tid. I Figur [3.14] er spektrogrammet af den forste takt igen gengivet, men denne
gang er der anvendt et kortere vindue.

'm:&.z*':::r;w'w

s

Frekvens

0.5 1 15 2 25 3 35

Tid

Figur 3.14: Spektrogram af den forste takt med brug af et kortere vindue

Det ses, hvordan der med et kort vindue er opnaet en bedre oplasning i tid pa bekostning af
en darligere oplesning i frekvens. Af dette spektrogram er det f.eks. sverere at se, at de for-
skellige grundfrekvenser ligger i omradet 200-700 Hz. I det naeste kapitel vil der blive beskrevet
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en anden tilgang til konstruktion af spektrogrammer, der kan forbedre oplgsning i bade tid og
frekvens i forhold til den inddragede teori fra dette kapitel.
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KAPITEL

FRAMES I HILBERTRUM

Dette kapitel er baseret pé [Christensen, 2003].

En af de vigtigste egenskaber ved en basis {ex}r>1 < H er, at ethvert element f € H kan
skrives pa formen

o)
f: Z Ck €k,
k=1

hvor koefficienterne ci er unikke. En frame {fi}x>1 < H er en folge, der ligeledes har den egen-
skab, at alle f € H kan skrives pa formen

= cefe 4.1)
k=1

men hvor koefficienterne ikke nedvendigvis er unikke. En frame er dermed ikke nodvendigvis
en basis. Den preacise definition er folgende.

Definition 4.1 (Frame)
En folge { fi} k=1 < H er en frame for H, hvis der eksisterer konstanter 0 < A < B < 0o, sddan
at

A||f||2s];|<f,fk>|sz||f||2, VfeH.

Konstanterne A og B i Definition kaldes frame-greenser og er ikke unikke. Den stgrst
mulige veerdi for A og den mindst mulige veerdi for B kaldes de optimale frame-grcenser. En
frame er ngdvendigvis en Bessel-folge jvf. Definition [2.10]side [12] Af det folgende ses, at hvis
{fitk=1 S H er en frame for H, sa er {fi} x> fuldsteendig. Det vil sige, at

span{fiti=1="H. 4.2)

Da span{fi}=1 er et lukket underrum, geelder der ifolge pkt. (ii) i Seetning[A.5|side[101} at hvis
f ¢ span{filr=1,sder fe (span{fk}kzl)L, hvilket medforer, at

(f,fe)y=0, Vk=1.

Dette medforer ifolge Deﬁnition at A||f||* <0, og dermed at f er nulvektoren, hvilket er i
modstrid med, at f ikke tilharer span{fi}>1. Dermed har vi vist ligning (.2), hvilket vil sige, at
hvis {fx} k=1 er en frame for H, s kan alle f € H skrives pa formen i ligning (4.1).
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Definition 4.2 (Tight frame og exact frame)
En frame kaldes tight, hvis der kan veelges A = B som frame-graenser. Hvis en frame mister
sin egenskab som frame, nar der fjernes et tilfaeldigt element, sa kaldes den en exact frame.

Nar der tales om frame-greenser for en tight frame, s menes der altid den veerdi A, der pa
samme tid bade er en gvre og nedre frame-grense.

Eksempel 4.3:
Lad {ex}r>1 S H veere en ortonormal basis for .

(i) Ifelge Parsevals ligning (se ligning side[14) geelder der, at

§1|<f'ek>|2=||f||2, VieH,

og dermed er {ei}r>; en tight frame med A = 1. Hvis et tilfeeldigt element fjernes fra
{ex} k=1, s udspaender den resterende mangde ikke leengere H og kan dermed ikke vaere
en frame. Dermed er {e;};>1 en exact frame.

(ii) Vibetragter nu folgen
{fitk=1=1e1,e1,€2,€3,...}.

Der ma i dette tilfeelde geelde, at

§1|<frfk>|2:|<f,el>|2+]§|<f,ek)|2=|(f,e1>|2+||f||22||f||2, VfeH.

Samtidig geelder ogsa, at

§1|<f'fk>|2 = \(f,e1)|2+ ||f||2 5]§|<f,ek>|2+ Hf”2 :2||f||2, VieH.

Det er nu vist, at
I = X KF. 0 <2071, vren,

og dermed, at {fi} x> er en frame med frame-greenserne A=10g B = 2. O

4.1 Dual framen

Hvis {fi}x=1 < H er en frame, sa kaldes operatoren T : 2(N) - H givet ved

o0

Tc:= Z i fro Yce 0? IN)
k=1

for syntese operatoren. Da en frame ogsa er en Bessel-folge, si folger det af Seetning [2.11]side
at T € B(¢?(N), H). Den adjungerede operator T* € B (H, ¢? (N)) er ifolge samme satning
givet ved

T f={{f )t kzrr VIEH.

34



Denne operator kaldes analyse operatoren. Ved at sammensaette T og T* fas frame operatoren
S:H — H givet ved

SP=TT" = T({(f )= XA Je) i VS . 3

Da {fi}k=1 er en Bessel-folge og {(f, fi)};; € 0% (IN), sa folger det af Korollar side (13} at
den uendelige raekke i ligning konvergerer ubetinget. Frame operatoren har ifglge [Chri-
stensen,, 2003| [Lemma 5.1.5 side 90] folgende egenskaber (se Bilag [A] Afsnit side for
definitionen af en positiv operator).

Lemma 4.4
Lad {fi}r>1 € H veere en frame med frame operator S og frame-greenser A og B. Da galder,
at

(i) S er begreenset, invertibel, selvadjungeret og positiv.

(i) Folgen {S7!fi} w>1 €r en frame med frame-granser A7 og B™'. Hvis A og B er
optimale frame-granser for {fi}r>1, s& er A~! og B~! optimale frame-granser for
{S7! filk=1. Frame operatoren for {S™! fi};>1 er S71.

Vi bemeerker, at Lemmamedforer, at S! ligeledes er begranset, invertibel, selvadjun-
geret og positiv.

Hvis {fi}x=1 € H er en frame, sa kaldes {S‘1 fk} 1 den kanoniske dual frame eller kort dual
framen. Da frame operatoren for {§1 fiti=1 er S71 s& folger det, at den kanoniske dual frame
til {S7! fi}x=1 er givet ved

_1v-1 _
{(S s lfk}kzl = {857 fihim = {fich g1 -

Dermed er {fi},., 08 {S7" fi} >, hinandens kanoniske dual frames.

Der geelder folgende vigtige seetning for frames, som er baggrunden for, at man kan betragte
dem som en slags "generaliserede baser".

Satning 4.5
Hvis { fi}x=1 € H er en frame med frame operator S, sa geelder der, at

f=k§<f,slfk>fk, VieH.
=1

Denne reekke konvergerer ubetinget for alle f € H.
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Bevis:
Da S~! er selvadjungeret, kan vi ifolge definitionen af frame operatoren (se ligning (4.3)) skrive

f:SS‘lf:§<s L) i
=§<fs Ui fo VfEH. )

Vi har ogsa fra Lemma[4.4} at {S™" fi},., er en frame for 7 med ovre frame graense B~!, hvilket
medforer, at

ZI<fS il <B7YfP, vreH.

Dermed er {{f,S7! fi)};, € ¢*(N) for alle f € H (se ligning side 12| for definitionen af
rummet ¢? (N)). Da {fi}x=1 er en frame, og dermed en Bessel-folge, s& giver Korollar side
nu, at reekken i ligning konvergerer ubetinget. |

Tilsvarende geelder, at
f=8"1sf=57" Z (f> fie) fi
Z(f S o VfEH, (4.5)

og med samme argumenter, som blev anvendt i beviset for Seetning[4.5] ses det, at denne raekke
konvergerer ubetinget.

Seetningmedf@rer, ataltinformation om et givet f € H erindeholdtifolgen {{ f, S~ fi)} e>1"
Tallene { f, S™! f;.) kaldes frame-koefficienter. Af ligning ses det, at tallene ( f, fi) er frame-
koefficienter for den kanoniske dual frame {S7! fi},_ .

For en positiv operator U € B(H) har vi ifelge [Christensen, 2003][Lemma A.6.7 side 410]
folgende resultat for eksistensen af en kvadratrod, dvs. en operator W € B(#), der opfylder, at
W2=U.

Lemma 4.6

Enhver positiv operator U € B () har en unik kvadratrod W € B (), der ogsa er en positiv
operator. Hvis U er selvadjungeret, sa er W selvadjungeret, og hvis U er invertibel, s& er
W invertibel. Yderligere geelder, at U og W kommuterer, og at der eksisterer en folge af

polynomieri U, {p, (D)}, _,, sédan at der for alle f € H gelder, at

n=1’

pn(U) f — WF.

Hvis {fi}x=1 € H er en frame med frame operator S, sa ved vi, at S~! € B(H) er en positiv,
selvadjungeret og invertibel operator. Lemmal4.6|giver nu, at der eksisterer en unik kvadratrod,
Sz € B(H), der ogsa er positiv, selvadjungeret og invertibel, og som opfylder, at S_% S_% =Sl
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Vi kan nu opskrive folgende satning, der giver en sammenhaeng mellem frames og ortonorma-
le baser.

Seetning 4.7
() Hvis {fi}x=1 S H er en tight frame med frame-greenser A= B =1, og || fi| =1 for alle
k=1, séer {fi}x=1 en ortonormal basis.

(i) Hvis {fi}x=1 SH er en frame med frame operator S, s& er {S_% fk}k>1 en tight frame
med frame-grenser A=B = 1. -

Bevis:
(i) Ifelge antagelserne har vi, at

]§|<f,fk>|2=1, Ve, og |fi|=1 Vk=1.

Dermed kan vi for ethvert j = 1 skrive
=Y [ ol =15 )+ X 1 fidl =1+ X (i o)l
k=1 k#j k#j

Det vil sige, at

1 hvisj=k
0 hvisj#k

i fe) {

Da {fy}x>1 er en frame kan vi for alle f € H skrive
[e.°]
f = Z Ckfkr
k=1

og vi mangler nu blot at vise, at koefficienterne cy er unikke for, at {fi}x>1 er en ortonor-
mal basis. Dette ses ved det folgende:

<f’fj>:<§ckfk’fj> i (fio i) = cj.

k=1

(i) Ifolge Lemma@kommuterer S7! og Sz, hvilket medforer, at
STIsTI=525" 5725 =557z

Ved at anvende definitionen af frame operatoren (se ligning (4.3) side , og at S72 er
begrenset og selvadjungeret, kan vi nu skrive

_ES_%f: S_%SS_%]"

=
=5t S (s ) = B (57 ) s s B (ns ) s vren

=1 =1

f=8S

=
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Dermed har vi, at

(ff)= <f, > {1, S‘ifk>8‘ifk>

k=1
= ki:o:l L S_%fk> <f’ S_%fk>

Vi kan dermed skrive
o0 1 2
1< 5 (s )] <l vren
=1

og dermed er {f}x=) en tight frame med frame-greenser A= B =1. |

Folgen {S_% fk}k21 kaldes den kanoniske tight dual frame. Vi bemeerker, at vektorerne S2 fx

ikke nedvendigvis opfylder, at H S2 fx “ =1, og derfor behgves {S_% fk}k>1 ikke udgere en orto-
normal basis. -

Der geelder ifplge [Christensen,|2003][Theorem 6.1.1 side 124] folgende seetning for frames.

Saetning 4.8
Lad {fi}x=1 < H veere en frame for H. Da er folgende udsagn eekvivalente:

(i) {fx}k=1 er en Riesz basis for .
(i) {fx}x=1 er en exact frame.
(iii) {fi}r=108{S™! filr=1 er biortogonale.
o0
(iv) Hvis ) cifix =0 for {ci}r=1 € €% (N), sd er ¢, =0 for alle k > 1.

k=1
(V) {fx}k=1 er en basis for .

For en gennemgang af Riesz baser henvises der til Bilag[A| Afsnit[A.4]side At {fx}i=1 08
{S7! filx=1 er biortogonale betyder, at

(ﬁ,s—lf,->={0’ hvis i # ]

1, hvisi=j

En frame, der ikke er en Riesz basis, kaldes redundant. Hvis {f}r>1 er en redundant frame, sa
folger der af Saetning at der eksisterer {d}};>; € £ (N) \ {0}, sddan at

[e.°]
Y difi =0.
k=1
Da {fi}r=1 er en frame, s& geelder der ifolge Seetning[d.5)for alle f € 7, at

f=k§ (57 fe) fie
=1
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Vi kan dermed skrive

F=S (ST ) fer S difi
k=1 k=1

:Kf, SUfe) + i) fo

k

18

=) erfr.
k

1l
—

Dermed eksisterer der flere forskellige koefficienter {ci} =1 € 22 (N) \ {0}, der opfylder

=2 ckfe (4.6)
k=1

4.2 Gabor frames for 1> (R)
I Eksempel side blev der konstrueret en ortonormal basis for L? (R) givet ved
2mikx

{e X1 (x—”)}kn€Z = {MicTng D} per»

hvor g = [0, Denne basis er et eksempel pé en sakaldt Gabor frame for L? (R).

Definition 4.9 (Gabor frame)
Lad g € L? (R) vaere en fast funktion og a, b > 0. Da kaldes meangden af tids-frekvens skift

{Aﬂnbjhag}meZ

for et Gabor system. Hvis {Mmb Tha g}m 17, €1 en frame for L?(R), s& kaldes den en Gabor
frame.

Frames pa denne form kaldes ogsa Weyl-Heisenberg frames. Konstanterne a og b kaldes tids-
frekvens skift parametre. Gabor Frames kan karakteriseres ved hjeelp af Seetning[4.10} men in-
den vi kan opskrive denne seetning, ma vi foretage nogle indledende udregninger. Forst define-
res vektorrummet ¢2 (Z), der er givet ved

éz(Z)::{c:{ck}kEz, ceC ‘ Zlck|2<oo}
k=1

Dette rum er altsi defineret pa samme made som L? (R), men hvor integration foretages med
hensyn til teellemalet i stedet for Lebesgue malet. Dermed er ¢ (Z) et Hilbertrum med hensyn
til skalarproduktet

(e.d)ypgy =Y ckdr, Yo del® (7).
keZ

Givet g€ [%2(R), sa betragter vi funktionen
m
H(x):= (g (x— na-— ?))m,nEZ , xeR.
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Det vil sige, at for neesten alle x € R, s er H(x) en veldefineret matrix, hvis indgang i den m’te
raekke og n'te kolonne er givet ved

Hyyn(x) = g(x— na-— %)

Vi lader nu H(x)* betegne den konjugerede transponerede af H(x), hvis indgang i den m'te
raekke og n'te kolonne er givet ved

Hm,n(x)* = Hn,m(x)-

For x € R betragter vi nu matrix produktet G(x) = H(x) H(x)*, hvis indgang i den m’te reekke og
k’te kolonne er givet ved

Gm,k(x) = Z Hm,n (x) Hn,k (x)*

nez

= Z Hiyp n (x) Hy, p, (X)

nez

=) g(x—na—%)g(x—na—g).

nez

Ifolge [Christensen, 2003 [side 173] konvergerer den uendelige reekke, der definerer G, i.(x),
for neaesten alle x € R, og der geelder yderligere, at det er nodvendigt, at G(x) € B (fz (Z)) for
nesten alle x € R, for at {My,, Thag} kan veere en Gabor frame. Hvis G(x) € B (¢? (Z)) har
vi for c € 0% (Z), at

m,nez

m k
(G(X)C)m: Z Z g(X—na—Z)g(x—na—E)ck.

keZ neZ

Dermed har vi, at

k
(G, Dpm=2. > > g(x—na—%)g(x—na—z)ckﬁ

keZ neZ meZ
K\ m __

-3 ¥ ¥ glr-na-3g(r-na-F)ad

nez keZ mez

k

=Y (Z g(x—na—g)ck > g(x—na—%)cm)

nez \keZ meZ

2

=) Zg(x—na—g)ck >0, Vcel?(7).

nez |\ ke

Det vil sige, at G(x) er en positiv operator pa ¢ (7), nar G(x) € B(¢?(7Z)). Der gelder ifolge
[Christensen, 2003|[Theorem 8.2.3 side 173] folgende seetning, der karakteriserer alle Gabor
frames for L? (R).

Seetning 4.10

Lad A, B > 0 og Gabor systemet {Mp Tnag} , e -
Gabor frame for I? (R) med frame-granser A og B, hvis og kun hvis der for nasten alle
x € R geelder, at

7 veere givet. Da er {M;pTnag},, pez €N

(bAIc, ) p2z) < (G(x)C, C) g2y < (bBIc,C) g2y, VcCE 0> (7),

hvor I er identitetsoperatoren pa ¢2 (7).
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Vi har yderligere ifelge [Christensen, [2003][Theorem 8.3.1 side 174] folgende seetning, der
spiller en vigtig rolle i forbindelse med tids-frekvens analyse.

Satning 4.11
Lad g € I? (R) og a, b > 0 vaere givet. Da geelder, at

(i) Hvis ab>1,sder {M;,;Trag} », ikke en Gabor frame for L% (R).

m,ne

(i) Hvis {M;;pTnag} 7, er en Gabor frame for L% (R), s& geelder, at

m,ne

ab=1<4 {M;;pTra8},, ,c7 €F €n Riesz basis.

m,ne

Det er altsé en nedvendig betingelse, at ab < 1, for at {M,;,;, Tna g}m nez kan veere en Gabor
frame for L? (R). Det er imidlertid ikke en tilstraekkelig betingelse, og det er derfor muligt, at
ab <1 uden at {My T1ag},, ,c7 €T €n Gabor frame for L? (R).

Eksempel 4.12:
Hvis vinduefunktionen g er givet som Gauss funktionen

g =g (x)=e " =¥, VxeR,

sé geelder der ifolge [Christensen, 2003 [Theorem 8.6.1 side 190], at Gabor systemet {M,,,, Tnag}
er en frame for L? (R), hvis og kun hvis ab < 1. Det vil nu blive vist, at dette resultat medforer,
at {Mymp Tna®c} ,, yey €1 €N frame for L2 (R) for ¢ > 0, hvis og kun hvis ab < 1.

m,nez

At {M,p Tna(pn}m nez €1 en frame for L2 (R) betyder, at der eksisterer frame-granser A og
B, sadan at

AlfIPs X [ MupTnapn) P < B fI, Vfel?@®). @7)
Z

m,ne
Givet ¢ > 0 kan vi skrive

Po(x)=e X

=(3) P
- (%)ED(ﬁ)%wn(x), VxeR. (4.8)

Ifolge Lemmal|2.6|side[8]er dilationsoperatoren uniteer, og vi har dermed, at
D 1| =(D, 1 4.9)
[P =[P
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Vi indferer nu storrelserne

=alz)
P b2
Dermed har vi, at ab < 1 hvis og kun hvis pg < 1. Da en uniteer operator er en isometri, kan vi
dermed for ab < 1 ifelge ligning (4.7) skrive

1

og q:b(%)é.

NI—

2

(£) alr12 -

T

2

, VfeL?*(R). (4.10)

Ifplge ligning og (4.9), samt ligningerne og fra side[9} har vi imidlertid, at

C i 2 c i 2
(;) m,Xm:—:Z <D(;)§erqunp(Pn> =(;) m,géz <fD 5Mqunp(Pn>
C\i 2
:(_ ) <f Mme 1Tn,,<p7,>
7 m,nez
C\i 2
=(_ Z <f MmanaD >
n m,nez
1 2
= Z <f Mmana 4 >
m,nez
= Z |<vamana(Pc>| .
m,nez

Ovenstdende indsat i ligning (4.10) giver nu, at

(E) Al = % 1M Tuap = (S) BIAP el ®,

m,nez

Altsa kan tallene (£ )4 Aog (£ ) B bruges som frame-graenser for {M,,; Tna@c} Dermed

m,nez’
har vi vist, at { M, Tna‘»"c}m,nez er en frame for L? (R) for ¢ > 0, hvis og kun hvis ab < 1. O
4.2.1 Dual framen til en Gabor frame

I dette afsnit ses der pa, hvordan dual framen til en Gabor frame kan bestemmes. Vi starter med
folgende lemma.

Lemma 4.13
Lad {M;,p Trag} m.nez vVeere en Gabor frame for L? (R) med frame operator S. Da gelder, at

SMuyvTna=MuypTnaS, Vm,ne Z.
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Bevis:
For f € I? (R) har vi ifelge definitionen af S (se ligning side, at

(Mmp Tna)_1 SMypTnaf = (Mpp Tna)_l Z <Mmb Thaf, Mip Tjag> Mpp Tjag
¥

= Z <Mmanaf» Mip Tjag> (Mmana)_l Mkajag
k,j

=Y (MmbTnaf MkpTja8) T-naM-pmpMipTjag
k,j

= Z <Mmanuf» Mip Tjag> T-naMpc-m Tja8-
k,j

Ifolge ligning (27) side[9geelder der, at
T—naMb(k—m) — e*Zﬂlb(kfm)(fna)Mb(k_m) T pa= eZmb(kfm)naMb(k_m) T-na.
Dermed har vi, at

(Mnp Tna)_l SMmb Tnaf = Z <Mmb Tnaf» My Tjag> e2nib(k—m)naMb(k_m) T-na Tjag
k,j

= Z <Mmb Thaf, Mip Tjag> eZnib(k—m)naMb(k_m) Ta(j-n 8-
k,j

(4.11)

Vi kan skrive skalarproduktet som
S —_—_—
(Mo T, Mis Tjag) = [ M Toaf (Mo Trag o
—o0
(o8 . . J—
:f emebxf(x_na)e—kabxg(x_ja)dx
oo S
:f f(x—na)e 2mbk-mx e "o dx
—o0

(o8] . —
:f fx)e2mibk=mixtna) o ("0 ha)d x
—0o0

. o .
— e—27rlb(k—m)7mf f(x)ezmb(k—m)xg(x_ a(j—n)dx
—00

i 0o
— e—2mb(k—m)naf f(x)Mb(k—m) Ta(]—n)g(x) dx
—00
= e—27rib(k—m)na<f, Mb(k—m) Ta(j—n)g>- (4.12)
Ved at anvende ligning (4.11) og (4.12) kan vi nu skrive

(Mmb Tna)71 SMmb Tnaf = Z <f» Mb(k—m) Ta(j—n)g> Mb(k—m) Ta(j—n)g = Sf
k,j

efter at have a&ndret indeksene. Dette beviser lemmaet. [ |

Vi kan nu vise folgende seetning.

Seetning 4.14
Lad {Mmb T,mg} monez, VETE en Gabor frame for L? (R) med frame operator S. Da er den
kanoniske dual frame givet ved {M,,;5 T,,sS™' g}

givet ved {Mmb TMS‘% g}

m.nez» 08 den kanoniske tight dual frame er

m,nez
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Bevis:
Lemmal4.13|medforer, at

SMynb Tna = My TnaS © Mup TnaS™" = S~ Mp Tna- (4.13)
Da dual framen for {M,,,, 1148}, .7, €t defineret til

{S_leb Tnﬂg}m,nez = {Mmb TnaS_lg}m,HEZ

har vi dermed vist den forste del af saetningen. For at vise den anden del af seetningen ser vi
forst, at Lemma side|36|giver, at S~ er greensen af en folge af polynomier i S™!. Da transla-
tion og modulation er linezre og kontinuerte operatorer, medferer dette, at ogsa S~ kommu-
terer med M,,,;, Ty4. Dermed har vi, at den kanoniske tight dual frame er givet ved

{S‘%Mmb T,mg}mynez - {Mmb TnuS‘%g}

Dette beviser szetningen. |

m,nez

Ved at seette y = S~ g har vi ifolge Saetning athvis {M,,, Tnﬂg}m,nez er en Gabor frame for
L*(R), sd er {M,,Tnag} mnez 08 1MmbTnaY},, pey hinandens kanoniske dual frame. Derfor
siges v og g at veere hinandens dual vinduer. 1 det nzesten afsnit vil vi se pa, hvordan teorien
om Gabor frames kan anvendes i forbindelse med tids-frekvens analyse.

4.2.2 Gabor frames i forbindelse med tids-frekvens analyse

Der vil i dette afsnit blive set pa, hvilke fordele det giver at arbejde med Gabor frames i forbin-
delse med tids-frekvens analyse. Der antages til dette, at {M,,; T1a8} m,nez, Udgor en frame for
L% (R) for g€ L% (R) og a, b > 0. Der benyttes folgende notationen

{gmr”}m,nEZ = {Mmanag}m,neZ'
Ifolge Seetning sidekan vi for ethvert f € L? (R) skrive

f= Z <f, S_lgm,n>gm,nr (4.14)
m,nez
hvor S er frame operatoren tilhorende {gn,n} , ;- For en operator U € B(L* (R)) kan vi der-
med skrive
Uf= Z <f,S_1gm,n>Ugm,n» vaLZ R).
m,nez

Det vil sige, at det er nok at vide, hvordan operatoren indvirker pé frame-elementerne for at
vide, hvordan den virker pa et vilkarligt f € L% (R). Hvis f.eks. U er Fourier transformationen
har vi, at

f: Z <f,8_1gm,n>§m,n, Vf€L2(1R).

m,nez

For f € L? (R) kan dens KTFT ligeledes bestemmes ved
ng(x)w) = <f)Mwag>

< Z <f»s_lgm,n>gm,n»Mwag>

m,nez

Z (f, S_lgm.n> (&mn My Trg)

m,nez

Y (.S gmn) Vegmun (x,0), VYx,weRR.

m,nez
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Frames giver altsé en god struktur at arbejde med. Denne struktur medferer ogsa beregnings-
maessige fordele, ndr et signal skal rekonstrueres fra dens KTFT. I dette tilfeelde har vi nemlig et
syntesevindue y, der medforer en diskret formel til rekonstruktion af signalet.

Satning 4.15
Lad {M,pTnag} m.nez Vere en frame for L2 (R) med frame operator S. Da opfylder dual
vinduety =S"!g, at

=Y Vgf(namb)MypTray, VfeIl*R).

m,nez

Denne reekke konvergerer ubetinget.

Bevis:
Da {gm,n},, ney, €T €n frame, kan vi ifolge ligning (4.5) sideskrive

f= Z (f:gm,n>5_1gm,n, VfELZ(]R),

m,nez

hvor reekken konvergerer ubetinget. Ifelge definitionen af KTFT’en (se Definition [3.3]side
har vi dermed, at

f: Z <frgm,n>8_lgm,n

m,nez

= Z <ermanag>S_1Mmanag

m,nez

= Y Vef(na,mb)S ' MupTnhag VfeL*R).
m,nez

Ifplge ligning geelder der, at ™' M,,,, Tra = Mynp TnaS™!, hvilket medforer, at

f= Y Vgf(na,mb)My,Tn.S'g

m,nez
= Y Vef(na,mb)MypTnay, VfeL*R).

m,nez

Dette beviser seetningen. ]

Vi kan ifelge Seetning skrive

f= Z CmnMmpThay, Vfe I? (R), (4.15)
m,nez
hvor ¢, = Vg f (na, mb). Dette kaldes en Gabor udvikling eller en Gabor repreesentation af f
og tallene ¢, , kaldes f’s Gabor koefficienter.

Vi antager nu, at y har sin essentielle tids-frekvens stotte i en maengde E < R? i tids-frekvens
planen. Dermed tilhorer den essentielle tids-frekvens stotte af M,,;, Tp4Y, ifolge Seetning[3.8]si-
de mengden E + (na, mb). Vi kan altsa forsta et signals Gabor udvikling som en veegtet
sum af bidrag fra tids-frekvens planen, hvor Gabor koefficienterne ¢, , forteller, hvor meget
tids-frekvens indhold vinduefunktionen bidrager med til tiden na og frekvensen mb. Hvis om-
radderne E + (na, mb) ikke har for meget overlap, sa er Gabor koefficienterne dermed et maél for,
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hvor meget tids-frekvens indhold signalet har i de forskellige omrader. Man kalder af denne
grund de forskellige tids-frekvens skift M,,, T,y for signalets byggesten. Ved at variere veerdi-
erne af tids-frekvens skift parametrene a og b kan man enten opnd bedre oplgsning i tid eller
frekvens (forudsat systemet forbliver en frame). Et mindre a giver bedre oplesning i tid, og et
mindre b giver bedre oplgsning i frekvens. Der gaelder imidlertid, at jo mindre produktet ab
bliver, desto mere redundans indeholder systemet. Der vil blive set naermere pa dette problem
senere i kapitlet.

Eksempel 4.16:
Vi antager nu, at y er Gauss funktionen ¢; givet ved

1.2 a2
p1(x)=e 1" =™, xeR.

For at danne et billede af, hvordan stetten af ¢, er fordelt i tids-frekvens planen betragter vi for
i, j € Z funktionen

Gij (x,0) = M;Tjp1(x) - (M; Tjp1) (@), x,w€R.

Det ses, at denne funktion indeholder information om, hvor M;T;¢; har sin stotte i béade tid
og frekvens. Ifolge Eksempel[2.8|side[11] har vi, at

Piw) = (@) =e ™. (4.16)
Dette giver, at

Go,0 (x,0) = ¢1(x) - P1 (W)

2 2
—TTX ,—TW
=e e

(2,2
—e ") v weR.

Et tids-frekvens skift af vinduefunktionen kunne f.eks. veere givet ved

2mi2x —m(x—3)?

My Tsp1(x) =€ e
— e4nix—7t(x—3)2, xeR.
Den Fourier transformerede er ifolge ligning (2.13) side[11]givet ved

(M2Tsp1) (@) = "2 M_s To 1 ()
— pl2mi 2mi(=3)w ,-n(w-2)*

o 2
— elZm—6mw—n(w—2) . wEe R.
For at se, hvordan stotten af dette tids-frekvens skift er fordelt i tids-frekvens planen betragter
vi funktionen

amix-m(x-3)*  12mi-6min-n(w-2)°

Gsp(x,w)=e e

127i+4mix—n(x—3)?—6min—n(w—2)°
)

=e x,weR.

I Figur[4.1|ses konturplots af Go,o og G3,» (se Bilag[B|Matlab-kode[B.7]side[113|for Matlab koden).
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Figur 4.1: Tids-frekvens skift af en vinduefunktion.

Det ses her, hvordan stetten af vinduefunktionen flytter sig fra at veere centreret omkring
(0,0) til at veere centreret omkring (3, 2). O

4.2.2.1 Gabor frames i forhold til Gabor baser

Man kan nu sperge sig selv, hvilke fordele frames har i forhold til ortonormale baser. Ifolge
Eksempel sidehar L* (R) en ortonormal basis {ex,n} . 7, givet ved

{2y (x - n)}k oy S AMETRE O}y ey XER,

hvor g = y0,1;- Ifolge Eksempel [4.3] side [34] er en ortonormal basis automatisk en tight exact
frame med frame-greenser A= B = 1, ogvi kan se, at {ex,} ¢, 1 dette tilfeelde yderligere er en
Gabor frame. Da {e, }, ,c;; €r en ortonormal basis kan vi ifplge Seetning side(14|skrive

=Y (frekn)ern VYfeL*R),

k,neZ

der er en mere simpel udvidelse, end den vi har for frames. Ulempen ved at anvende en orto-
normal basis er indeholdt i den folgende setning, der medforer, at vinduefunktionen g ikke
kan veere godt lokaliseret i bade tid og sted, hvis {Myup Tna8},, ne7, € €n ortonormal basis for
L% (R) [Christensen, |[2003][Theorem 4.1.1 side 82].

Seztning 4.17 (Balian-Low’s satning)
Lad g € L? (R). Hvis {M,;; Trag} m.nez, €1 en Riesz basis for L2 (R), sa geelder, at

Uoo x2|g(x)|2dx) (foo w?|g)]’ do| = oo

Hvis {Mmb Tnag}m a7 €T en Riesz basis, sd medferer Balian-Low’s s@tning, at der ikke kan
eksistere C € R, sddan at

g0 = 0g |§w)|= Vx,weR.

1+ x? 1+w?’
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Hvis et sddan C eksisterede ville der nemlig geelder, at

U gl dx)(f o |g@)* dw) ( ~ 2(1+sz) )(_Z‘”z(lfwz Zdw)
ALl e

=Crx <00,

Nltl

hvilket er i modstrid med Balian-Low’s saetning. Dermed er g darligt lokaliseret i enten tid eller
frekvens.

Vi har fra pkt. (ii) i Saetning side at {MypTnag} er en Riesz basis, hvis og kun hvis
ab = 1. Det vil sige, at hvis {M,,; T,8} er en Riesz basis, s& er {M,,, Tnay} 0gsé en Riesz ba-
sis, og dermed er dual vinduet ogsa darligt lokaliseret i tid eller frekvens ifglge Balian-Low’s
seetning. Det vil sige, at f’s byggesten M,,;, T,y har masser af overlap, og dermed kan vi ikke
anvende Gabor koefficienterne til at beskrive f’s udbredelse i tids-frekvens planen.

Eksempel 4.18:
Vi betragter igen den ortonormale basis {ej,,} k.nez for L2 (R). Vinduefunktionen g = /0,1
medferer god lokalisering i tid, men samtidig en dérlig lokalisering i frekvens, da

0o ) 2
f W |)Z[0,1](w)| dw = oco.
—0o0

Udregningerne, der viser dette, kan findes i Bilag[A|Afsnit[A.6]side[109} Et eksempel pa en funk-
tion, der er godt lokaliseret i bade tid og frekvens er Gauss funktionen, der ifolge det klassiske
usikkerhedsprincip (se Seetning[3.1|side[20) har den mindst mulige udstraekning i tids-frekvens
planen. I Figur er der plottet graferne for yo 1) og Gauss funktionen ¢, (x) = e, samt de-
res Fourier transformationer. Det ses her, at det kun er Gauss funktionen, der opfylder, at bade
funktionen og dens Fourier transformerede aftager hurtigt. Det er derfor, at Gauss funktionen
er egnet som vinduefunktion i modseetning til indikatorfunktionen yo,1;. O

For en given vinduefunktion g € L? (R) inddeles de mulige Gabor systemer {M,,, T8}
tre tilfeelde:

m,nez 1

(i) Undersampling: ab > 1.
(ii) Kritisk sampling: ab = 1.

(iii) Oversampling: ab < 1.

I tilfeeldet med undersampling ved vi ifolge Seetning[4.11|side[41} at det ikke er muligt, at
{MinbTrag} y per, Udgor en frame, og i tilfeeldet med kritisk sampling ved vi, at det ikke er mu-
ligt for syntesevinduet y at veere godt lokaliseret i bade tid og frekvens. Oversampling er dermed
m,nez, Xan udgore en frame for L2 (R) samtidig med, at y er
godt lokaliseret i bade tid og frekvens. I dette tilfeelde kan {M,,, T8} m,nez, 1kke veere en Riesz
basis ifolge Seetning[4.11]side

en nodvendighed for, at {M,,; Tnag}
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Figur 4.2: Sammenligning af indikatorfunktion og Gauss funktion.

Ved oversampling geelder der dermed, at hvis { M, Trag} m.ney, €1 en frame, sd ma den ned-
vendigvis veere redundant, og dermed er Gabor koefficienterne c,,,, i Gabor udviklingen:

f= Z CmnMmbThay, VfELz(lR)

m,nez

ikke unikke (jvf. udregningerne, der ledte op til ligning (4.6) side [39). Vi m4 altsa acceptere,
at Gabor repraesentationen af signalet indeholder en maengde overflodig information for, at vi
kan lave en fornuftig tids-frekvens repraesentation.

Eksempel 4.19:
I dette eksempel anvendes igen chirpen s(t) fra Afsnit|3.3|side[25| Ved at lade y veere en Gauss
funktion, kan vi skrive chirpens Gabor udvikling som

§= Z CmnMmbThay,

m,nez

hvor ab < 1. I Figur[4.3]er et spektrogram baseret pa kort-tids fourier transformationen og et
spektrogram baseret pa den kvadrerede modulus af Gabor koefficienterne, |c;, , 12, vist.
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Figur 4.3: Spektrogrammer baseret pd KTFT en og Gabor koefficienter

Matlab-koden til udregning af spektrogrammet i Figur [4.3] (b) kan findes i Bilag[B| Matlab-
kode[B.8|side[113] For at forsta akserne pa figuren er det imidlertid nedvendigt at kende lidt til
den anvendte kode. Gabor koefficienterne er udregnet i et rektangel i tids-frekvens planen, der
er underdelt i N- M mindre rektangler, hvor N er inddelingen pa tidsaksen og M er inddelingen
pé frekvensaksen. Det vil sige, at et storre N giver bedre oplesning i tid, og et storre M giver
bedre oplesning i frekvens. Her skal N og M skal opfylde, at

N-M
Nl1=—— (4.17)
Q
hvor N1 er leengden af signalet og Q er graden af oversampling. Af ligning ses det, at
veerdien af Q bestemmer, hvor mange gange flere Gabor koefficienter, der udregnes, end der er
samples i signalet.

I Figur [4.3] (b) er N = 20, M = 100 og Q = 4, hvilket er grunden til, at forsteaksen gar fra 0
til 20. Frekvenserne er normaliserede, hvilket medforer, at enhederne pa andenaksen ogsa er
aendret i forhold til Figur[4.3](a). Signalets leengde er i dette tilfeelde 500, og der udregnes derfor
500 - Q = 2000 Gabor koefficienter.

Det ses, hvordan spektrogrammet i Figur (b) er bedre til at afgreense omradet i tids-
frekvens planen, hvor der er aktivitet i signalet, end spektrogrammet i Figur (@). Dette skyl-
des, at der anvendes rektangulaere vinduer, hvilket bade laver en afgreensning i tid og frekvens.
I modsetning hertil anvendes der kun en afgraensning i tid i Figur[4.3|(a), og derved afgraenses
frekvensomrédet ikke p4 samme made.

I Figur[4.4]er Gabor koefficienterne udregnet ud fra andre rektangler og grader af oversam-
pling.
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Figur 4.4: Spektrogrammer baseret pd forskellige Gabor reprcesentationer

Vi bemeerker, at ligning er opfyldt i begge tilfeelde, da

50-50 _ 100-50
10

500 =

Det ses af Figur[4.4] (a), at frekvensbandet er blevet mindre i forhold til Figur[4.3] (b) og oples-
ningen i tid er blevet bedre. Til gengeeld er oplesningen i frekvens blevet darligere, og specielt i

starten er det sveert at se, at frekvenserne overhovedet stiger.

I Figur (b) er dette endnu mere ekstremt. Vi har her faet et endnu tyndere frekvensband
og en bedre oplesning i tid, men tilgengeeld er oplesningen i frekvens meget darlig og speci-

elt i de overlap, der er mellem hvert "trappetrin”, er det sveert at se, hvilke frekvenser signalet

indeholder.

Resten af denne rapport vil veere dedikeret til at arbejde med multible Gabor frames, der an-

vender flere forskellige vinduefunktioner til at konstruere en Gabor frame for L2 (R).
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KAPITEL

Z.AK TRANSFORMATIONEN

Dette kapitel er baseret pa Christensen| [2003] og [Zibulski og Zeevi, 1997].

I dette afsnit vil der blive set p& Zak transformationen, der er et nyttigt redskab i forbindelse
med multible Gabor frames, der vil blive defineret senere i kapitlet.

Definition 5.1 (Zak transformationen)
For en fast parameter a > 0 definerer vi Zak transformationen Z%f af f € L% (R) ved

(Z7f) (x,w) = az Y flalx+ k) e 2"k x welR.
keZ

Det ses, at Zak transformationen er en lineser afbildning. Vi indferer nu mangden Q =
[0, 1[x [0, 1[. Ifolge Eksempel[2.15 sidehar L2([0,1]) en ortonormal basis givet ved {e*"F*}
og der folger nu af [Reed og Simon, (1980] [Proposition 2 side 50], at

ez’

e

{ezmklx 21mikow (5.1)

}kl,kZEZ

er en ortonormal basis for 1.2 (Q). Vi har felgende lemma for Zak transformationen.

Setning 5.2
Givet a > 0, s er Zak transformationen Z¢ en unitaer operator fra L? (R) til L2 (Q).

Bevis:
Vi betragter forst tilfzeldet, hvor a = 1, og lader f € L? (R) vare givet. For at vise, at Z! f er en
veldefineret funktion i L? (Q) betragter vi funktionerne

Gr(x,w) = fx+ ke "k keZ, (x,w)eQ.
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Disse funktioner tilhgrer L? (Q) eftersom der for alle k € Z geelder, at

1,1 11 o2
ff IGk(x,w)Izdwdx=ff ’f(x+k)e‘2”“”k‘ dwdx
0 Jo 0 Jo
_ 1’ —2nikw’2 1 2
= e dw |f(x+k)| dx
0 0
1 1
:f 1dwf |fe+ k) dx
0 0
* 2 2
sf IfPdx = | £ <oo.

Vi har, at

1 pl ,

Y NG = Y fx+ ke 2miwk * dwdx
L*(Q)

keZ kezJ0 JO

1

=Y | |fx+K)| dx
kezJ0

Zf_oo|f(X)|2dX= 17117 (5.2)

For k # j har vi yderligere, at

Gi,Gi) 2oy = Fx+k)e 2k f(x+ jle=2mi0i dwdx
i@ = ),

1 S| , ,
= f Fx+k)fx+)) ( f ez’”‘”(k”dw) dx. (5.3)
0 0
Eftersom
1 _2nok-j) 11
f e2miok=Dgy - | Z¢ T | _ )
0 —Zﬂi(k—j) 0

s& medforer ligning (5.3), at

Dermed er Gy og G; ortogonale for k # j, og Seetning|A.6side[102] giver nu, at

2

> Gk

keZ

12(Q) keZ

Ved at anvende ligning (5.4) og kan vi nu skrive

2

2 Gr

keZ

= Y Gkl = 1717

2
”Zlf”LZ(Q) =
I2(Q) keZ

Dermed er Z! f en veldefineret isometri fra L2 (R) til L? (Q). Ifolge Eksempel side |14| har
L? (R) en ortonormal basis {en, n}mm€Z givet ved

{Mm T"X[Orll}m,nEZ = {eznimxX[O,I] (x_ I’l) , XE€ R.

}m,nEZ
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For (x,w) € Q har vi, at

keZ

— eZJUmx Z Yo.1 (x— (n— k))62mk(m—w)
keZ

— g2mimx Z X[0.1] (x_j)62m(n—])(m—w)
JEZ

— emex Z Xi0.1] (x_j)eZJU(nm—nw—]m+]w)
JEZ

— emex Z Xi0.1] (x_j)eZM(—nw+]w)
JEZ

— emexe—Zmnw Z X[O,l](x_j)ezmjw-

JEZ
Da x € [0, 1], sa er det eneste led i summen, der er forskellig fra nul, nér j = 0. Dermed har vi, at
(Z My Tuxi01)) (x, @) = 271721100 () € Q. (5.5)

Det vil altsa sige, at Z! afbilder den ortonormale basis {M, T,.x (0,11}

2mimx —2ninw}

mnez for L*(R) til den
ortonormale basis {e mineZ for 2 (Q) (vf. ligning (5.1)). Da Z L er en lineeer og
begraenset operator fra L% (R) til L? (Q), kan vi derfor for et vilkarligt g € I? (Q) skrive

e

2nimx ,—2minw
gx,w) = E Cm,n€ e
m,nez

> cmn (Z' M Trxi0,1) (%, 0)

m,nez

z! Z CmanMmTnXo1 | (X, w), (x,w) € Q.

m,nez

Det vil sige, at Z! er surjektiv pa L? (Q), og dermed har vi vist, at Z! er en uniter operator fra
L? (R) til L? (Q).

For et generelt a > 0 kan vi skrive

(Zaf) (x,w) = (X% Z fla(x+k) g 2mivk
keZ
1 x+k .
= f(—_) e—2mwk
k;Z Vie 1" La™
LY Dy f ety 2k
keZ

=(Z'Dg1 f) (x,w), xweR, (5.6)

hvor D,-1 er dilationsoperatoren fra Eksempel[2.5|side[8] Denne operator er unitaer ifolge Lem-
mal2.6/side[8] Dermed er Z* f sammensat er to uniteere operatorer ifolge ligning (5.6), og derfor
er den selv en uniteer operator. [ ]
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Zak transformationen har folgende egenskaber:

(Zaf) x+1,w) = (x% Z flax+1+k) g 2miwk

keZ
= a% Z f(a(x+j)) e—27n'a)(j—1)
JEZ
_ 2w 5 Z f(a(x+j))e—2niwj
JEZ
_ p2miw (Z°f)(x,0), xweR, (5.7)
og
(Z9f) w+D =az ¥ flalx+k)e 2@k
keZ
= a% Z flax+k) o 2miwk
keZ
= (Z%f) (x,0), xwER. (5.8)

Tilsvarende geelder der, at

(Z%f) (x-1,0) = e 2" (2°f) (x,0), x,0ER, (5.9)
(Z%f)(x,0-1)=(Z°f) (x,0), x,weR.

Dermed er Z% f (x, w) defineret naesten overalt i R?, men fuldstaendig bestemt ved dens veerdier
pa Q. I forhold til translation og modulation opfylder Zak transformationen, at

(Z9Taf) (x,0) = a: Y flatx+k) —a)e ?miok

keZ
1 a .
=az Y fla|[x-=)+k]|e 2"k
> rlaffx=2)+#)
- (2%f) (x—g,w), xweR, (5.10)
og
keZ
_ ezmbaxa% Z f(a(x+k)) e—2m’(w—ba)k
keZ
=e2”ib“x(Z“f)(x,w—ba), x,weR. (5.11)
Eksempel 5.3:

X

Zak transformation af Gauss funktionen ¢, = e~ “er givet ved

1 .
Z%r (,w)=a? Y. ¢ (alx+k)e 2ok
keZ
—q? ) o~ (@O+k)? j-2mivk
keZ
1 2 2_ oo
—a: Z P (x+k) 2mwk, x,weR. <>
keZ.
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5.1 Den stykvise Zak transformation

Der vil i dette afsnit blive defineret den stykvise Zak transformation (SZT), og vist forskellige
egenskaber ved denne operator.

Definition 5.4 (Stykvise Zak transformation)
Givet a >0 o0g p € N, da er den SZT af leengde p, F(x,w), defineret ved

F(x,0) = [Folx,0), Fi (X, 0),..., F, 1 (x,0)]", xoweR

hvor
Fj(x,w):Z“f(x,w+é), 0<sj=sp-1, je7,

foralle f € L% (R).

Da Zak transformationen er lineeer, sé folger det af definitionen, at den SZT oé er lineeer.
x 14

Ved at indfore meengden O = [0, 1 0, % [, geelder der ifolge Eksempel|2.15|side|14} at

2mik; x 2mikyw
{e vpe }kl,kgez (5.12)

udger en ortonormal basis for L2 (0). I det folgende anvendes rummet L2 (O; CP), der er defi-
neret ved

LZ(O;(DP) :={F:O—>(Dp

1 pip-l
Ferméleligog[ fp Z |Fj(x,a))|2dwdx<oo}.
0 JO j=0
Det ses, at hvis F € L? (0; CP), sa geelder der for alle k, hvor0< k< p—1, at
1 % 1 %p—l )
ff IFk(x,w)lzdwdef |Fj(x,w)|” dwdx < co.
0 Jo 0 Jo oo

Det vil sige, at Fj € L% (0) foralle k, hvor0 < k < p — 1. Ifelge |Zibulski og Zeevi, (1997| [side 192]
er L2 (0; CP) et Hilbertrum med hensyn til det indre produkt

1 pip-1
(EG) 2 0,cp) =f f’” Y Fi(x,w)Gj(x,w)dwdx, VYEGeL*(0;CP).
0 JO j=0

Vi kan nu opskrive folgende seetning for den SZT.

S@tning 5.5
Givet a > 0, sd er den SZT en uniteer operator fra L? (R) til L? (O; CP).
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Bevis:

Givet f € L? (R) har vi ifolge Seetning side at Z%f € L2 (Q). Dermed kan vi skrive

1 pt 1 1
ff”|pj(x,w)|2dwdx:f f”
0 JO 0 JO

1,1
sf f |29 f (x, ) |° dwdx < oo.
0 Jo

2
dwdx

Z“f(x,w+%)

Det vil sige, at F; € L2(0) foralle 0 < j < p—1, j € Z. Tornellis seetning (se [Berg og Madsen,
2001] [Seetning 6.11 side 130]) giver nu, at

1 p2p-l ) p=l 1 o )
f Y |Fj(x,w)|" dwdx = Zf f |Fj(x,w)|” dwdx < co.
0 JO j=0 j=0J0 JO

Dermed har vi, at F € L2 (O; CP). Af det folgende ses det, at den SZT er en isometri fra L% (R) til
L? (0;CP):

1 plip-1
1FI2 00 :fo fo” Y |F;(x,0)| dodx
j=0

p-1 r1 %
-2l
1,1 ,
=f f |Z% f(x,0)|" dwdx
0 Jo
= ”Zaf”iZ(Q) = ”f”z’ fel*[R).

2
dwdx

Z"‘f(x,w+£)

Vi mangler nu at vise, at den SZT er en surjektiv afbildning fra L% (R) til L2 (0;CP). Givet G €
L2 (0;CP) kan vi skrive

Go(x, w)

G (x,w)
G(x,w) = .

, (x,w)€O,
Gp—l (xr (U)

hvor G; € L2 (0) for alle j, hvor 0 < j < p — 1. Vi danner nu funktionen G : Q — C givet ved

Go(x,w_%), hvis w € 0,%[
Glx,w) = .Gl(x’w_%)’ hvisw € %,%[
s 5). huiswe 521

DaGje L2 (0) for alle j, sd har vi, at

1 pl ) p=l el o )
|G(x,a))| dwdx = Z |G~(x,w)| dwdx < oo.
0o Jo i=0J0 Jo /

Det vil sige, at G € L2 (Q). Ifolge Seetning[5.2]side[53|eksisterer der dermed g € L? (R), sadan at

Z%(x,0) = G(x,0), (x,w)€Q.
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Vi kan dermed skrive

Go (x, ) Glx,w+ ) zg(xw+3
G1(x,0) Gx,w+ %) Z“g(x,w+ 1
Glx,w) = . = ) = _ Pl (x,w) €O.
~ ) -1 : _
Gp-1(x,w) G(x,w+p7) Lng(x,w_,_PTf)

Det vil sige, at G ligger i billedmangden af den SZT. Dermed er det vist, at den SZT er en surjek-
tiv afbildning fra L% (R) til L? (O; CP). Dette beviser seetningen. [ |

Ifolge Seetning[5.2)side[53|og Seetning[5.5|geelder der, at
<f»g>L2(R) = <Zaf’ Zag>L2(Q) =(EG) 20,0 - (5.13)

I eksplicit form giver dette, at

o] 1 pl
[ f(x)g(x)dx:f f Z%f (x,0) Z%g (x,w)dwdx
—00 0 Jo

1 pip-1
:fo O” Y Fjx,0)G;(x,0)dodx. (5.14)
Jj=0

5.2 Multible Gabor frames i forbindelse med den SZT

I dette afsnit vil der blive set pd muligheden for at anvende R forskellige vinduefunktioner til
at konstruere en frame for L? (R). Ideen bag dette er, at det kan vare en fordel at anvende
forskellige vinduefunktioner til forskellige omrader i tids-frekvens planen for at give en bedre
beskrivelse af et givet signal. I forbindelse med musik kan det f.eks. give mening at anvende en
vinduefunktion med god oplesning i frekvens til at beskrive omraderne i tids-frekvens planen
med lave frekvenser, da det harmoniske grundlag ofte bestemmes ved bastonerne. Ved de hoje
frekvenser kan man sé anvende en vinduefunktion med god oplesning i tid for at fa informa-
tion om anslagene.

For r € R ={0,1,...,R -1} anvendes notationen g, ,, for tids-frekvens skift af vinduefunk-
tionen g,. Det vil sige

2mimb,x

Ern () =Myp, Tna, & (x) = e gr(x—na;), mmne%, Vxel,

hvor a;, b, > 0 er tids-frekvens skift parametrene, der herer til vinduefunktionen g;.

Definition 5.6 (Multibel Gabor frame)

Antag at a,, b, >00g g" € I2(R) for r € R ={0,1,...,R—1}, hvor R € N. Hvis Gabor sy-
stemet {g,rmn}r cRm.nez Udgor en frame for L2 (R), s& kaldes systemet en multibel Gabor
frame.

For at analysere et Gabor system {g},, ,,} betragter vi operatoren

reR;m,nez

R-1
SF=Y 3 {f&nun)&mmw VYIeL*R). (5.15)

r=0 m,nez
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Hvis { g,’n, n}r cR:m.nez €L €N frame for L? (R), sd er S frame operatoren (se ligning (4.3) side
for definitionen af frame operatoren). Vi vil imidlertid ogsé benaevne S som frame operatoren,
selvom {g,, 1} ... ney ikke udgor en frame.

I det folgende vil det veere antaget, at alle vinduefunktionerne har samme translations- og
modulationsparametre a og b, der opfylder, at ab € Q). Under disse antagelser viser det sig
nemlig, at den SZT kan anvendes til at analysere Gabor systemer. Yderligere vil det veere anta-
get, at Zak transformationen har parameteren « = %, hvis ikke andet er defineret. Vi har folgen-
de vigtige resultat for sammenhaengen mellem den SZT og frame operatoren.

Saetning 5.7
Lad {grrn,n}reR-m wey, Vere et Gabor system, hvor ab = g, p,q € N, oglad S; veere operato-

ren, der afbilder den SZT af f € L? (R) til den SZT af Sf. Da er S, givet ved
(8zF) (x,0) =S (x,) F (x,0), (x,w)€O0, (5.16)

hvor S (x,w) er en p x p matrix, hvis (j, k)’ te indgang er givet ved

R-1g-1

p i p k
V4 (x—l-—,w+—)Z (x—l-—,w+—
Z Z 8r q p 8r q P

1
— , J,k=0,...,p—1,
P r=0 1=o

Sjk(x,w) =

og hvor F € L? (0; CP) er den SZT af f.

Bevis:
Ifelge ligning (5.10), (5.11) og (5.8) sidehar vi, at

(Zgza,n) (x,w) = (ZMmb Tnagr) (x,w)
na
= (ZMmbgr) (x_ X,CU)
_ 2mimbax _ﬂ _
=e (Zgr) (x ot mb(x)
= "M% (7 g.) (x— nab,w—m)

— eZnimx(Zgr) (x_n.g,w_m)

="M (Zg,) (x—n-g,w), xweQ. (5.17)

Forn=n'g+1,hvor0<1< qg—1ogl,n €7 harvidermed ifolge ligning og ligning
side[56} at

(ngrﬂ:n’wl) (x,0) = " (Zg;) (x— (n'g+1)- gw)
= eZHimx (Zgr) (x_ I’l,p— I g’w)

= e—2niwn’p62nimx (Zgr) (x - l' g,w) ) xyw € Q' (5'18)
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Vi kan dermed skrive

(S.F); (x,0) = (ZS) (x,w + é)

R-1 J
= ZZ Z <f’gfrn,n>girﬂyn)(x’w+;

r=0 m,neZ

ZZ > Z<fgmn’q+l>gm”"7”)(xw+;9)

r=0 m,n'eZ 1=0

=3 2 g <f’g'r7%n’q+l>(zg;%""7+l) (x’m%)

:
R- .
)3 Z<f gmnq+z>e‘2”’”””ez”‘m"(2gr)(x—l~B,w+i). (5.19)
r=0 m,n'€Z 1=0 q p

Ifolge ligning side[59| og ligning kan vi skrive

<f’grrn,n’q+l> Zﬁ f(x)g,rn’n/q+l(x)dx

1 lp—l k
:fo O kZOFk(x w)(ngnq+l)(x,a)+E

dwdx

Lrs k! . . k
:f "y Fi(x,w) e-2mion'pe2rimx (7 g,) (x—l-B,w+—)dwdx. (5.20)
0 Jo o q P

Ligning (5.19) og (5.20) giver nu, at

(SZF)j(x,w) Z Z Ze—2mwnp mex(Zgr)( -1 E w+])

r=0 m,n'e€Z =0 p

ien! ! 5 ! k
f [ Z Fk x w —27nwnp62mmx (Zgr) (x'—l'g»w'+—)dw’dx'
0 p

o .
e 2niown peanmx

p m,n'e€Z

i
L k : :
X fﬂ Y Fr(x,0')(Zg)) (X’ —l-s,w’+ ;) -em2mio'n'p g2nimx' gy’ d x'
0

— lR_lq_l _ 1. B —2mion'p 2nimx
= Y (Zgr)|x-1 o+l Y. Vpe e
P r=01=0 6] m,n'e€Z
1 plp-
><f [p Z ke (x, w)(Zgr)(x 1. By k) ype2miv'n'p g2nimx' g’ dx’,
0 k=0 q p

{\/ﬁe_z” fwn'p g2mimx } ifolge ligning (5.12) side [57|er en ortonormal basis for L2 (0),
m,n'€Z
har vi ifelge Seetning[2.14]side[14|neesten overalt, at

1 R=1g-1

(SzF)j(x,w) = Z Y (Zgr) (x 12 wil
r=0 /=0 p

Z Fp (x, w)(Zgr)(x—l-E,aHE)
k=0 q p

-1

Rl p J p k
= Fr (x,w) — Zr(—l—a)+ )Zr(x—l'—,aht—)
- Lo L3t o fze) (s Boe ]
p-1

=Y Fr(xw)Sj(x,0)

k=0

= (S0 F(x,0);.

61



Dermed har vi vist ligning (5.16). |

Seetning medferer, at vi kan udtale os om egenskaber ved {g{n’n}r cR-m.ney Ved at se pa
S (x,w). Vi har ifplge ligning (5.15), at der for f € L? (R) geelder, at

S Y (g = Y X &) )

r=0 m,nez r=0 m,nez

SN Y () e )

r=0 m,nez
R-1
= < > X (f g,’n,n>g£1,n,f>
r=0 m,nez
=(Sf.f)- (5.21)
Ifolge ligning og har vi yderligere, at
(Sf,f)=(S:F, F) Lz(o o)

f Z (S (x, @) F (x,0)) ; Fj (x, w)dwd x
0 j=0

ff ZF](xw) (S (@) F (x,w); dwdx
0

j=0
=/ f;F(x,w)S(x,w)F(x,w) dwdx. (5.22)
0 Jo
Ligning og giver nu, at
R-1 ) 1 %p—l
YooY Kfghnl :f f Y F(x,w)S (x,0) F (x,0) dwdx. (5.23)
r=0 m,nez 0 JO j=0

Vi har folgende lemma for S (x, ).

Lemma 5.8
Matricen S (x,w) er selvadjungeret og positivt semidefinit for (x,w) € O.

Bevis:
At S (x,w) er selvadjungeret ses af

1 p k p i

Sk,i (x,0) = zg ( —l-—,u+—)Zg (x—l-—,u+—)
! o g pl q"p
1 p o p k

=— zZg (x—l-—,u+—)Zg (x—l-—,u+—)

pi ol;) ' a p) ap

=5k (xw), ((xw)eO.
For at se, at S (x, w) er positivt semidefinit betragter vi Rq x p matricen G (x, w) givet ved

G (x,w)
Gx,w)= : ,

GR1(x,w)
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hvor G” (x,w) er en g x p matrix, hvis indgange er givet ved

k
G (x0) = Zg, (x—l-s,u+—), 1=0,....,g—1, k=0,...,p—1.

p

Dermed har vi, at %G (x,w)T G (x,w) er en p x p matrix, hvor indgangene er givet ved

1l ——= Rq-
—G(x,w)TG(x,w)) Z ,l(x ) G (x,0)
p ok
q —

Gl,j (x,w)Gyp (%, 0)

:lu

= g
|

.

sz (x, w)GZk (x,w)

p ]) ( p k)
-l-—u+=|Z -l-—u+-
gr( R It

I

—_— O
Q 9~
[l

—_—

I
= B
|

O sl I m|~
i
(=)
F

(X,w)j,k, j,k=0,...,p—1.

Dermed har vi, at
1 T
;G x,w)' G(x,w) =S8 (x,w). (5.24)
Det vil sige, at der for alle F € CP geelder, at
R _ 1 S —
FTS(x,w)F=FT|=G(x,0)TG(x,w)|F=0, (x,w)€O.
p

Dermed er S (x, w) positivt semidefinit. ]

For et givent Gabor system { g;m} indferer vi nu samplingstceetheden d givet ved

reR;m,neZ
_ R
~ab’
Vikan inddele {g}, .}, 0. n ner 1 tre tilfeelde:

(i) Undersamling: d < 1.
(ii) Kritisk samling: d = 1.
(iii) Oversampling: d > 1.

Dette er en udvidelse af de betegnelser, vi brugte i tilfeeldet R = 1.

5.2.1 Undersampling og kritisk sampling

I det folgende vil der blive vist, at der ogsa for multible Gabor systemer geelder, at systemet ikke
udgoer en frame, hvis der er anvendt undersampling. Til dette skal bruges folgende lemma.
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Lemma 5.9

Antag at g, € L?>(R), for 0 < r < R—1, og at S (x,w), hvor (x,w) € O, er givet som i Sat-
ning[5.7} Da gaelder, at hvis det (S (x, )) = 0 for en mélbar mengde i O med mél storre end
nul, sa eksisterer en funktion F € L2 (O, CP), hvor F # 0, sddan at

Sx,w)F(x,w)=0

neaesten overalt pa O.

Et bevis for dette lemma kan findes i [Zibulski og Zeevi, 1997][Lemma 1 side 196]. Ved un-
dersamling har vi, at

R p
—<loR<abe R<=Rg<p.
ab q

Ifelge ligning kan vi skrive

S (x,0) = %G(x,w)TG(x, w), (5.25)

hvor G (x,w) er en Rq x p matrix. Eftersom Rq < p, sd medferer ligning (5.25), at rang (S (x, w)) <
p, og dermed at det (S (x, w)) = 0 neesten overalt pa O. Lemma giver nu, at der eksisterer
FeI%(0,CP), hvor F #0, sddan at

Sx,w)F(x,w)=0

naesten overalt p& O. Ligning (5.23) giver nu, at

R-1 1 pip-l
oy |(f,g,rn,n>|2=f0 fop Y F(x,w)S (x,0) F (x,0) dwdx =0,
j=0

r=0 m,nez

hvor F er den SZT af f € L? (R). Dermed er dette ikke muligt for {g,’n nt at have en

reR;m,nez

nedre frame-graense, og derfor kan { g,’nn} ikke vaere en frame for L? (R).

reR;m,nez

Itilfeeldet med kritisk sampling geelder der ifelge [Zibulski og Zeevi, 1997] [Side 203] folgende
udvidelse af Balian-Low’s saetning.

Seetning 5.10
Lad g, € I?> (R) for0<r < R—1, a> 0 samt d = 1. Da geelder, at hvis {gmnt
en frame for L2 (R), s& medforer dette, at

(foo x2|gr(x)|2dx) (foo w2|gr(w)|2dw =00

for mindstetr, hvorO<r<R-1.

udger

reR;m,neZ

Ligesom det var tilfeeldet med R = 1, s er oversampling altsa en nedvendig betingelse, nar
vi anvender multible Gabor frames, for at de forskellige vinduefunktioner g, kan have god op-
losning i bade tid og frekvens samtidig med, at systemet { gm, "}rER;m,n <y, udgor en frame for
L2 (R). Igen bemaerker vi, at oversampling ikke er en tilstraekkelig betingelse for at opna dette.
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5.2.2 Oversampling

Der vil i dette afsnit blive set pa, hvilke egenskaber {gJ, .} har i tilfeeldet med over-

reR;m,neZ
sampling. Forst vises den folgende saetning, der udtaler sig fuldsteendigheden af {g;,, ,,}

i sammenhang med determinanten af S(x, w).

reR;m,nez

Saetning 5.11
Antag at g, € I?(R), for0<r<R-1, og at S (x,w), hvor (x,w) € O, er givet som i Saet-

ning Da geelder, at Gabor systemet {g;, ,,} hvor ab = g, p,q € N, er fuld-

reR;m,neZz’

steendigt, hvis og kun hvis det (S (x,w)) # 0 naesten overalt pa O.

Bevis:

(i) Vi antager forst, at {g,’nn} er fuldsteendig og skal vise, at dette medforer, at

reR;m,nez

det (S (x,w)) # 0 naesten overalt pd O. Viviser dette ved modstrid og antager, at det (S (x, ))

0 for en malbar meengde med mél storre end nul. Ifolge Lemmal5.9medforer dette, at der
eksisterer F € L2 (0,CP), F # 0, sidan at

Sx,wF(x,w)=0

naesten overalt pé O. Ifelge ligning (5.23) medforer dette, at

R-1 )
Y 2 [femml =0

r=0 m,nez

hvor f € I? (R) er funktionen, der har F som sin STZ. Dette medforer, at

<f’ grrnn> =0
for alle r € R og m, n € Z. Dermed har vi, at
—_— L
f € (Span{g;rn,n}r(—:R;m,neZ) . (5.26)

Da F # 0, sd harvi, at f # 0, og dermed medforer ligning (5.26), at systemet {g;, .}
ikke er fuldsteendigt. Dette er i modstrid med vores antagelse, og derfor ma der geelde, at
det(S (x,w)) # 0 naesten overalt pa O.

(ii) Vi antager nu, at det (S (x, w)) # 0 naesten overalt pad O og skal vise, at dette medforer,
at systemet {g,’nyn}r cr:mney €I fuldsteendigt. Vi anvender igen modstrid og antager, at
{g,’nyn}r — ikke er fuldsteendigt. Dermed eksisterer der f € I2(R), f #0, sddan at

___ L
f € (Span{g,rn,n}r(—:R;m,neZ) .

Med de samme argumenter som i den forste del af beviset medferer dette, at
S(x,w)F(x,0)=0

naesten overalt pa O, hvilket er i modstrid med antagelsen, da F # 0. Dermed ma der
geelde, at {g), n} . ney €1 fuldsteendigt.
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Seetning medforer, at hvis { g,rn' n} udger en frame for I?(R), s er S(x,w) er in-

vertibel naesten overalt pd O.

reR;m,nez

Vi husker, at A € C er en egenveerdi for S (x, w), hvis der eksisterer en egenvektor F € CP \ {0},
sddan at

S(x,w)F=AF.
Da S(x,w) er en kompleks matrix, s& har den p egenverdier, som vi noterer med
Aj(Sxw), 1=<j=p.

Ifolge [Axler,|2004] [Theorem 7.27 side 145] geelder der, at en matrix er positivt semidefinit, hvis
og kun hvis alle dens egenverdier er ikke-negative. Vi har dermed ifolge Lemmal5.8|side[62} at

Aj(Sx,w)=z0, 1<j=p.
Ved at definere

Amax (S) := esssup ( max A; (S(x,a)))),
(x,we0 \1=j=p

= inf{ae [0,00]

jmax A (S(x,w)) < a for naesten alle (x,w) € O}
<j<p

0g

Amin (8) = &S,f)}?(g(féljl?p Aj (S(x,a)))) ,

=sup { b e [0,00] ‘ 1r<nji<np A (S(x,w)) = b for naesten alle (x,w) € O},

sd geelder der ifolge [Zibulski og Zeevi, [1997] [Side 199] folgende sztning, der relaterer sig til
egenvardierne af S (x, w).

Seetning 5.12
Antag at g, € L?>(R), for 0 < r < R—1, og at S (x,), hvor (x,w) € O, er givet som i Sat-

ning Da geelder, at Gabor systemet {g,, ,} ... yez hVOT ab = g, p,q €N, er en frame
for L* (R), hvis og kun hvis

0 < Amin (S) < Amax (S) < co.

Der vil i det folgende afsnit blive set pd, hvordan dual framen til en multibel Gabor frame
kan udregnes i tilfeeldet, hvor ab € Q.

5.2.3 Dual framen

I tilfeeldet hvor R = 1 har vi ifelge Seetning side at hvis {gm,n} m.nez €T en frame for

L% (R), s4 er dual vinduet givet ved y = S~ g, hvor S er frame operatoren for {gmvn}m,neZ'
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Dette viser sig ogsd at veere tilfeeldet for en multible Gabor frame { g,rnn} hvor fra-

me operatoren er givet som i ligning (5.15) side[59 ved

reR;m,ne?’

R-1
Sf=Y Y {f1&nun)8&mn Y[EL*[R).

r=0 m,nez

Dette er indeholdt i folgende seetning.

Seetning 5.13
Antag at {g';w}reR;nmGZ er en frame for L?(R), hvor ab = g, p,qg € N, og lad

{Ymn} rermney, Detegne dual framen til {g}, ,} Da gelder, at {y}, .}

reR;m,nez" reR;m,nez

er givet ved
Yrrn,n = MmanaYr, 0<r<R-1, m,neZz,

hvory” = $7'g;, og S er frame operatoren for {g, ,} < ez

Bevis:
Vi skal forst vise, at

SMypTnag' = My TnaSg’, Y0O<r<R-1, (5.27)

hvor S er frame operatoren for {g7,, .} Vi veelger, at vise dette i domanet for den SZT.

Ifolge ligning side[60|har vi, at

reR;m,nez’

Gy p (X, 0) = 275G, (x— n Z,w), (x,w) € O, (5.28)

hvor anyn er den SZT af g,rnyn, og G, er den SZT af g,. Ifolge definitionen af S (x,w) (se Saet-
ning[5.7]side[60) har vi yderligere for j,k=0,...,p—1, at

p 1! p p p p k&
S',k(x__"”):— Zgr|x—l-———w+=|Zg |x—1-———,0+—
/ q P;);) ' a qa p)7° a a4 p

1 ( p o p k
=— Z x—(l+1)—,w+—)Z (x—(l+1)—,w+—
p i 18 @ )7 @ p

1 R-1

q .
p J p k
= zg (x—l—,w+—)Zg (x—l—,w+—
pr;oz; ' g p)°" qa p

1 ! ' k
— zZg; x—l-B,w+i Zgr(x—l~2,w+—)
p =1 q p q p

zg (x pw+k)
r ) p .

J
+Zg (x—p,w+—
' p
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Ved nu at anvende ligning (5.9) side[56]kan vi skrive

P L5 (% p o Pk
! q p;) ; ' a  p)7 " p

+ efzm'wngr (x’w + i) e—Zniprgr (x,w + E))
p p

=lRil(qX_:lZg,(x—l-B,w+l)Zgr(x—l~E,w+k)
b r=0\i=1 q p q p
+Zg,(x,a)+—.)Zgr(x p,w+—))
=Sk (xw).
Det vil sige, at S (x - s,w) =S (x,w), og dermed, at
S(x,w)zS(x—ns,w), (x,0) € O, (5.29)

Ifolge ligning og har vi, at

=

S (x,0) G, (x,0) = S (x,0) "G, (x— n- E,w)

= imx s (x— n- B,w) G, (x— n- E,w)
q q
= e?"'"XS (x — nab,w) G, (x — nab,w), (x,w)€ O.
Da a = 7 kan vi dermed skrive
S (x,0) G, (x,0) = *"'"M*S (x— y,w) G, (x— M,w), (x,w) € O. (5.30)
’ a a
Ligning og fra side[56|giver, at
na
(ZTnaf) (x,0) = Zf(x— ;,w),
(ZMppf) (x,0) = "™ Z f (x,0) .

Det vil sige, at hojresiden i ligning (5.30) preecis er translation og modulation i Zak-domaenet.
Da den SZT er en uniteer operator, har vi dermed vist ligning (5.27).

Da {g[n’n}r cR:m.nez DET antagelse er en frame, sd er S invertibel naesten overalt pa O, og
ligning (5.27) medferer dermed, at

SMpTrnag = MppTnaS8 < My TrnaS g =S My Thag” . (5.31)

Vi kan dermed skrive dual framen til {g;, ,,} m

reR;m,nez 50

{S_leb Tﬂﬂgr}re’R;m,neZ
= {Mmb Tnas_lgr}re’R;m,m—:Z

{Mmb T’lﬂyr } reR;m,nez"

{S_lg'rn,n}reR;m,neZ

hvor y" = S71g,. Dermed er dual framen givet ved {Y;n,n}r cR:m.ney DVilket beviser sztnin-

gen. |
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Hyvis {g,’n n}r cRem.nez €L €N frame for L2 (R), s& kan vi ifolge ligning sideskrive
R-1
f=2 X A &mn)S ' &hn Y EL’M),
r=0 m,nez

hvor reekken konvergerer ubetinget. Ligning (5.31) medferer dermed, at

R-1

Il
g

f > fr8mn) S &min

m,nez

j=v] R
|
—_— O

Z <f» Mup Tnagr> S_leb Tha&r
m,nez

T
|
—_ O

Y. Vg f(na,mb) MypTnaS ' gr
m,nez

Il
=B
| Il
—_— O

Y Vg f(na,mb)y},, Yfel*[R),
r=0 m,neZ
hvor reekken konvergerer ubetinget. Dette er f’s Gabor udvikling i tilfeeldet med en multibel
Gabor frame, hvor ab = g, p, q € IN. Hvis ikke de forskellige omrader, udgjort af stotten af de
forskellige tids-frekvens skift af y”, har for meget overlap, kan Gabor koefficienterne cy, ,, =
Vg, f (na, mb) bruges til at beskrive, hvor meget tids-frekvens indhold f har i omréderne. Pree-
cis som det var tilfeeldet med R = 1.

5.2.4 Forskellige translations- og modulationsparametre

Der vil i dette afsnit blive set pa situationen, hvor de forskellige vinduefunktioner g, har for-
skellige translations og modulationsparametre a, og b, tilknyttet. Det vil sige, at

2mimb,x

Ernn(X) = Mpyp, Tna, &r (X) = e g (x—na,), mneZ, VxelR,

Det vil veere antaget, at a, og b, er rationelle tal for alle 0 < r < R — 1. I dette tilfeelde er sam-
plingsteetheden givet ved

R-1 1
d:= ,
rZ:O arby

og vi kan pd samme made som tidligere inddele {g,’n,n}r cr-m.ney | de tre forskellige tilfeelde:

undersampling d < 1, kritisk sampling d = 1 og oversampling d > 1. For at analysere det nye
system med de metoder, der er blevet introduceret i dette kapitel, er ideen, at vi ndrer det nye
system til et eekvivalent system, hvor a, = a og b, = b for alle r.

Uden at miste generalitet lader vi

a, = &, hvor ged(p;, gr) = 1.

qr

Vi indferer nu storrelserne

Q = ng(CIO,QI»---,CIR—l),
P =ged(po, p1,-..r PR-1)-
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Yderligere seetter vi
1 fﬁl
a=—11pr-
QP r=0 '

Dermed har vi, at

a 1 1 R-lp
ar ar QP "
_ar 1 R‘lp
pr QPn:O "
qr 1 1—[
= —— Pn, r:O,...,R—l.
Q PneR,n;ﬁr

Dermed er air et heltal for alle 0 < r < R—1. Ifelge [Zibulski og Zeevi, (1997] [Side 211] er a faktisk
det mindste tal, der opfylder dette.

Tilsvarende indferer vi b baseret pé veerdierne af b,. I det nye system erstatter vi nu hver
a b
vinduefunktion g, med R%- R? nye vinduefunktioner, hvor R? = — og Rf =508 hvor de nye
ar r
vinduefunktioner er givet ved

2mikb,x

& 10 = M, Tia, gr (0) = € g(x—ja;), 0<j<R%-1, 0<sk<Rl-1.

Dermed er det nye system givet ved

My Tral" } .
{ mb nag],k reR; m,neZ; 0<j<R%-1; 0<k<Rl-1

Vi har fra ligning (2.7) fra side[9} at vi kan skrive
{Mmb Tnag]r')k} = {Mmb ThaMgp, Tja,gr}

_ {e_gninakbrMmkabr TnuTja,gr}

— {e—Zmnakb

"Myt kb, Tna+ja,gr}

— {e—zmnakbr Mmbr Tnar gr} ,

a b
hvor viisidstelighed anvender,at0< j< —-1log0<k=< o 1foralle0 < r < R—1.Dermed er
ar r )
det nye system identisk med det gamle udover den komplekse faktor e~27i"@kbr De to systemer

er imidlertid eekvivalente i den forstand, at de har samme frame operator, hvilket ses af det
folgende:

Z <f» M Tnug]r"k> Mmp Tnag]r'yk =

& ! 2minakb 2minakb
—2mina -2mina

Z Z <f,e "Mpmp+kb, Tna+jargr>e "Mpp+kb, Tna+ja, 8 =
r=0m,neZ j=0 k=0

a b
R-1 ;_ITT_I

<f, Mmb+kb, Tna+ja,gr>Mmb+kb, Tna+ja,gr =

r=0m,neZ j=0 k=0
R-1

-
Il
[}
g
S
m
N
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Det forste udtryk er frame operatoren for det nye system og det sidste udtryk er frame opera-
toren for det gamle system. Dermed er det ene system en frame, hvis og kun hvis det andet
system er en frame ifplge Seetning side[66]

Da de to systemer har samme frame operator, sd er dual framen for det nye system givet ved
{Mmb T,mf/; k}, hvor vi ifelge ligning (5.31) har, at

77;',k = S_la‘;’;,k
=S "M, Tja, &r
= M, Tja, S~ &

Dermed kan dual framen skrives som

{Mmanu?';,k} = {MmanuMkb, Tja, S_lgr}
— {e—Zﬂinakb, Mmbr Tna, S_lgr} .

Det vil sige, at dual framen er den samme som til det gamle system pa nzer den komplekse fak-
tor.

Eksempel 5.14:
Et eksempel pé, hvornar det nye system er identisk med det gamle er, nar b, = b for alle r. Vi
4
betragter her tilfeeldet, hvor R =2, b, =1 foraller og ap =4, a; = 3 Vi har dermed, at
1 1

CSyarby 401 B

ror -1

3
+2=1.
4

[SSII-N
e

Der er altsa tale om kritisk sampling. Yderligere har vi, at

27nmx

gmn 8o (x— n4),

4
gmn 27tlmxg1 (x—l’lg).

Vi ensker nu at konstruere et nyt system, der er identisk med det gamle system, og hvor a = a,
for alle r. Vi har, at

Det vil sige, at

Q=gcd(1,3) =1,
P=gcd(4,4) =4

Vi udregner nu
1:[ —lua=
oA T
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a
Dermed erstatter vi go med Rj = — = 1 ny vinduefunktion, og g; med Ry
a

efunktioner, sddan at
8o(x) = go(x),
s1(x)=g1(0),

_ _ 4
SHX) =g (x— g)

5 () = 8

hvor g, (x) er vinduefunktionerne til det nye system. Dermed har vi, at

~0 2mimx

gm,n:e go(x_n4))
=1 _ 2mimx

gm,n =e

_ 2mimx

i 4
8mn=E¢€ &1 x—é—n4,

_ 2mimx

-3 8
8mn=2¢ &1 x—g—n4.

g (x—n4),

a .
= — =3 nye vindu-
a

I det nye system erstatter g, &2 og g3 den gamle vinduefunktion g;. De to systemer er identiske,

da de begge repraesenterer den samme folge.

O

I det naeste kapitel vil der blive set pa andre tilgange til at konstruere multible Gabor frames,
der ikke antager, at translations- og modulationsparametrene er rationelle tal.
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KAPITEL

MULTIBLE GABOR FRAMES FOR L? (R)

Dette kapitel er baseret pa [Dorfler, 2002] og [Balazs et al., b].

Der vil her blive set pa to forskellige tilgange til at konstruere multible Gabor frames. Forst
vil det blive vist, hvordan man kan konstruere reducerede multible Gabor frames, og senere i
kapitlet vil der blive set pa ikke-stationcere Gabor systemer.

I det folgende vil det ikke laengere veere antaget, at a, og b, er rationelle tal, men til gengeeld

vil det veere antaget, at {g,’n at udger en frame for L? (R) for alle r € R. Det vil sige, at der

m,nez
for alle r € 'R eksisterer frame-graenser A, og B;, sidan at

Al f)P = ZZ|<f,g,’n,n>|2 <B.||f|*, Vfe’®).

m,ne

Dette medforer, at

R-1 R-1 R-1
YANP=Y X Kfgmml’ =Y BefI°, Vfe@).
r=0 r=0 m,neZ r=0
R-1
Dermed er {g}, Vl}re Rm.nez €N Multibel Gabor frame for L? (R) med frame-granser A= Y A,
T r=0

R-1
ogB= Z B;.
r=0

Problemet med denne multible Gabor frame er, at den indeholder meget redundans, da
den bestér af R fuldsteendige frames. Der vil i Afsnit[6.2]blive set p4, hvordan man kan reducere
denne multible frame, sa den indeholder mindre redundans, men stadig bevarer sin egenskab
som frame. Det naeste afsnit indeholder definitioner, som vi far brug for i forbindelse med dette
arbejde.

6.1 Tilladelig overdeekning og BTIE

I arbejdet med at vise hvordan reducerede multible Gabor frames kan konstrueres, far vi brug
for folgende definitioner.
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Definition 6.1 (Tilladelig overdeekning)
Lad Z vere en hojst tellelig indeksmaengde. En maengde Q = (Q,),7 af intervaller i R
kaldes en tilladelig overdeekning af IR, hvis

o Jar=R.
rel

(i) Der eksisterer ng € N, sddan at |r*| < ng for alle r € Z, hvor
r= {s‘ seZ, Qs()Q; 760}.

Dette kaldes den tilladelig betingelse.

Ifolge Definition [6.1] er det muligt for de forskellige Q, at have overlap, men den tilladelige
betingelse medfarer, at der hojst er ng overlap for hvert r € Z. Hvis Z er en endelig maengde, sa
vil den tilladelige betingelse altid veere opfyldt, da vi blot kan veelge ny = |Z].

Definition 6.2 (Begraenset tilladelig inddeling af enhed)

Givet en tilladelig overdeekning Q = {Q,},.7 af R, sd kaldes en mengde af funktioner
{w} o7 for en begreenset tilladelig inddeling af enhed (BTIE) underordnet Q, hvis der geel-
der, at

(i 0<svy,(x)<1forallexeR.
(i) v,(x)=0foralle xe R\Q,.

(iii) Z Yr(x)=1foralle xeR.
reZ

Vi definerer yderligere supp ( f), stotten af en funktion f € L? (Q), som aflukningen af maeng-
den, hvor f # 0. Dermed har vi, at supp (y,) < Q, forallereZ.

Eksempel 6.3:
I dette eksempel vil der blive konstrueret en tilladelig overdeekning Q = (Q,) ;7 af R og en BTIE
{w+},c7 underordnet Q. Til dette indfores funktionen ¢(x) givet ved

—3x2+12)

G(x) = X221 (%) - ( 32

Denne funktion opfylder, at
¢x)=0, VxeR, (6.1)
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0g

0 0 —3x%+12
[ [t (252

1 2

=— | -3x*+12dx
32 J-o

- é [-x*+12x]°,

- % (-2 +12-2) - (-(-2)% +12- (-2)))

= 3i2 ((—8+24)—(8-24))

= 3i2 (16— (-16)) = 1. ©2

Vi skal yderligere bruge intervallerne

QO :] _OO,_I],
Ql = [_1v]~]y
Qp = [1,00L.

Visetter nu Z = {0, 1,2} og definerer ¥/, som foldningen mellem yg o0g ¢:

Yr(x):= f_Z)(Qr(y)(p(x—y)dy, VxeR, rel. (6.3)
Dermed har vi ifelge ligning (6.2), at
vr(x) = f_:)cg Np(x—y)dy
< [ g-nay
=f_oo d(y)dy=1, VxeR.

Af ligning folger det, at 0 < v, (x) for alle x € R, og dermed er punkt (i) i Deﬁnition
opfyldt. Vi har yderligere, at der geelder

wr(x)zf )m,(y)<l>(x—y)dy=fQ dlx-y)dy.

Eftersom supp (¢p) = [-2,2], s& har vi, at ved at indfere den tilladelige overdaekning Q = (Q;) ¢z
givet ved

Q,=Q,+[-2,2], reZ,

sé er punkt (ii) i Definition[6.2opfyldt. Punkt (iii) folger af, at

2 2 )
Yvr0=3 | xa 0ox-ydy
r=0 r=0J-00
2
=Y | ox-ydy
r=0 r
(o0}
:f $(x-y)dy=1, VxeR.
—00
Der er dermed blevet vist, at {U/ ,} ez €ren BTIE af R underordnet Q. O
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6.2 Eksistens af reducerede multible Gabor frames

Vilader nu {g}, ,} .. veere en multibel Gabor frame for L* (R) bestaende af R forskellige
Gabor frames {g},, }, .7

sedeitid, og vi kan derfor antage, at g har kompakt statte for alle r € R. Dermed kan vi antage,

I praktiske anvendelser vil vinduefunktionerne altid veere begraen-

at supp (gr) € Q,, hvor Q, er et interval tilhorende en tilladelig overdeekning Q = {Q,} . Vi
antager yderligere, at {,} _ er en BTIE underordnet Q.

Da bade supp (g) og supp () tilherer meengden Q,, sa geelder der, at antallet af 1 € Z, der
opfylder, at

supp ¥/, [ |Supp &, # 9 (6.4)

er endeligt for alle r € R og m € Z. For at se dette antager vi, uden at miste generalitet, at Q, er
givet ved [—x;, x;]. Dermed har de forskellige tids-frekvens skift

2nimb,x

grrn,n(x) =e gr(x—nay)

stotte i intervallet [na, — x, na, + x;]. Det vil sige, at nar n bliver tilstraekkelig stor eller lille, sa
vil g;m ikke leengere have stotte til feelles med [-x;, x;]. Da n kun kan antage heltal, sa kan der
neodvendigvis kun vere et endeligt antal n, der opfylder ligning (6.4).

For r € 'R noteres antallet af n, der opfylder ligning (6.4), med r,. For hvert r € 'R kan vi
dermed konstruere en indeksmaengde R" € Z x Z pa formen Z x [ny, ..., n;, ], sddan at

supp ¥, [ |supp &, # @

for alle (m,n) e R" og

supp ¥, |supp gy,., = @

for alle (m, n) ¢ R". Den folgende saetning giver nu, at vi for hvert r € ‘R kan undlade de tids-
frekvens skift, hvor (m, n) ¢ R" og stadig have, at det resterende system udger en frame.

Seatning 6.4
Hvis {g,ﬁm}m ez € Gabor frames for L?(R) for r € R = {0,1,...,R—1}, og {wr}, g eren
BTIE af R med den egenskab, at der kan veelges R" < 7 x Z, sddan at

supp ¥, [ \supp &, , =%, Y(mme¢R', (6.5)

sa geelder, at {g,rn’n}r eRimnerr €T en frame for L% (R).

Bevis:

. 2 A .
For at vise at {g;, .} cRimnerr €I en frame for L7 (IR), skal vi vise, at der eksisterer frame-
grenser A og B, sddan at

R-1
AP <Y, X Krenal <BlIfI, vrel®).

r=0 m,neR"
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For alle r € R geelder der per antagelse, at {g}, ,}

NI m,neZ
sige, at der eksisterer frame-grenser A, og B, sddan at

A £l <

er en Gabor frame for L? (R), hvilket vil

m,nez

Vi har dermed, at

> K gman* =B 117

VieL*(R). (6.6)

o o VAANTEED b o VA

r=0 mne

<Y B vrerm.
r=0

R-1

r=0

reRimneR" For at be-
stemme den nedre frame-graense ser vi, at ligning (6.5) medforer, at der for alle r € R geelder,
at

Dermed kan vi veelge B = Z B, som en gvre frame-grense for {g}, ,}
)y |<vwrf»gfn,n>|2‘ > Vet gmn>| Ve’ (R).
m,nez m,nerR’"

6.7)
Ved anvendelse af Tornellis s@tning og pkt. (i) og (iii) i definitionen af en BTIE (se Defini-
tion[6.2), kan vi yderligere skrive

1= [ Ircof as

oo R-1

Y v |f]’ dx

—00 r=0

-1 poo
=X | v |fodx
r=0+<J—-00
o 2
VG| dx

R-1 ,
AN
r=
Ved at sette A=

(6.8)
mlg l{Ar} har vi nu ifelge ligning (6.8), (6.6) og (6.7), at
0<r<R-

T EWIN
WAVl

=Y T s ghall

m,nez
R_

Y e g

m,neR’”

=} w
|
— O

IA

> gl

r=0 m,neR’"

hvor den sidste ulighed folger af pkt. (i) i definitionen af en BTIE. Vi kan dermed vaelge A som
nedre frame-grense.

|
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Ifolge de udregninger, der ledte op til seetningen, kan der i alle praktiske tilfeelde veelges R" <
7, x 7., sédan at ligning er opfyldt. Denne betingelse er som naevnt ikke en nedvendighed
for at vise, at det multible Gabor system udger en frame, men betingelsen sikre, at vi kan redu-
cere maengden af redundans i det nye system uden tab af information.

Eksempel 6.5:
Lad R ={0,1,2} oglad vinduefunktionerne {g,}, < veere givet ved folgende Gauss funktioner:

nx2

LW =@ (x)=e ™,
gl(x) — (p%(x) — e—Snxz’

g =p3x)=e5

Dermed har vi ifplge Eksempel 2.8]side[T]} at

W

O =@ =T,

— 1 1 _z,0
1 = — = L 3w
g (w) \/g p3(w) \/; e s,
8%() = V3¢ () = V3e 3,
For at se, hvordan statten af disse vinduefunktioner er fordelt i tids-frekvens planen betragter

vifor i, j € Z og r € R funktionen

Gl (x,w)=M;Tjgr(x)- (M;Tjgr) ), x,weR.

I Figur(6.1{ses en mulig fordeling af G . (x, w) i tids-frekvens planen.
i,

Figur 6.1: Funktionen G; i i tids-frekvens planen

Her er omraderne for illustrationens skyldt skilt ad, men i praksis vil der vaere overlap. Jo mere
overlap, der er mellem de forskellige omréader, desto mere redundans vil den multible Gabor
frame indeholde. ¢

Setning[6.4 giver, at det er muligt at konstruere reducerede multible Gabor frames ud fra en
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maengde originale Gabor frames. Der er imidlertid flere ulemper ved denne tilgang. For det for-
ste indeholder den multible frame som navnt meget redundans, og for det andet kan der veere
komplikationer i arbejdet med den nye frame. Ifolge [Dorfler, 2002] [Afsnit 3.4.2 side 33] er det
f.eks. kompliceret at udregne dual framen for den multible frame, hvilket er uhensigtsmaessigt
i forbindelse med rekonstruktion af signalet ud fra dets Gabor koefficienter jvf. Seetning[4.15]si-
del45| I det neeste afsnit vil der blive set pa en fremgangsmade til at konstruere multible Gabor
frames, som imgdekommer disse problemer.

6.3 Ikke-stationzere Gabor systemer

I dette afsnit vil det veere antaget, at vi har en maengde af vinduefunktioner {g,} ., der opfyl-
der, at g, € L? (R), og at g, har kompakt stette for alle n € Z. For modulation af de forskellige
vinduefunktioner anvendes notationen

2nimb,x

gm(X) =Myp, 8n(X) =€ gn(x), m,neZ,

hvor b, > 0 er en modulationsparameter, der horer til vinduefunktionen gj,. Vikalder {g/. } nmeZ

for et ikke-stationeert Gabor system. Hvis { g,’},l} y €ren frame for L2 (R), s& er frameopera-

toren, S, ifolge ligning sidegivet ved
Sf=Y (femen YfeL*R).

n,mez

n,me

Vivil imidlertid ogsd bengvne S som frameoperatoren, selvom {g/} 7 ikke udger en frame.

n,me
Der geelder folgende seetning.

Saetning 6.6
Lad {gﬁl}nmEZ veere et ikke-stationeert Gabor system, der opfylder at supp (g») < [cn, dnl
ogd,—cp< bin for alle n € Z. Da er frameoperatoren S givet ved

f(x), YfeIL?*(R).

1
Sf(x) =(Z 7 lgntf*

nez “n

Bevis:
Eftersom supp (gn) S [¢n, dnl, s& har vi, at

<5f»f>=< )y <f,g§1>g,'$pf>

n,mez

> {fgm){gmf)

n,me7z

S {foam){frgm

n,mez

> [ foaml

n,me7z

)3

n,me7z

)3

n,mez

2

f fx) gn(x)dx

2
, VfeL®*(R). (6.9)

dy, .
f f(x)gn(x)e—ZTIlmandx
Cn
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1
Visetter nu I, = [cp, cp + oo [ for alle n € Z, oglader y, betegne indikatorfunktionen pé I,,. Vi
n

har dermed, at supp (g,) < [cn, dnl< I, for alle n € Z. Vi kan nu lave folgende omskrivning

[ 1 1
f0gn(x)=x1, (x)Zf(x—l—)gn (x—l—). (6.10)
IeZ by by

Dette folger af, at hvis x ¢ I,;, s& er begge sider lig nul, og hvis x € I,;, s& er [ = 0 det eneste

1 1
positive led i summen. Vi har, at Z f (x— lb_) gn (x— lb—) er en bin-periodisk funktion, og
leZ n n

dermed medforer ligning (6.10), at f(x)g,(x) kan udvides til en bin—periodisk funktion. Det vil

sige, at f-g, € L? (I_n) for alle n € 7Z. For n, m € 7 indforer vi nu funktionen

Wnlz(x):\/b_ne—Znimbnx,

Vi kan nu forseette ligning og skrive

d 2

n 1
Sf,f)= FX)gn(x)——
< > n,géZ Cn \/ bn

— 1
(x)gn(x)
n,;EZ ffnf &n vV l’)n

1 —
f-&n—F— Wn’3>
n,;EZ < \/b_n 12 (Tn)

Yy <f-5\/%_n,w_,2>p([)

nez mez. .

W, (x)dx

2

Wt (x)dx

2

2
, VfeL*(R).

Ifolge Eksempel [2.15|side |14| udger {W_,’,ll} . {\/ bnez’”mb"x} 4, €0 ortonormal basis for
me me

12 (I_n) Da f-g,€L? (I_n) kan vi dermed anvende Parsevals ligning (se ligning side ,
hvilket giver, at

2
1

J/bn
=Y 7@l

nez ¥n

=Y TS T

nez ~n

Y S FErgn )

nez “n

1
<Z b_|gn|2f»f>» Vfe*R). 6.11)
nez “n

f-8n

(SH.f)=Y

nez

Dermed har vi, at

nez ~n

<(5—Zbi|gn|2)f,f>=o, VfeI?R). (6.12)
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Det folger nu af LemmalA.7|side[103] at

1
S- % 5-lenl*=0

nez “n

hvilket beviser setningen.

Vi har folgende vigtige korollar til Seetning[6.6}

Korollar 6.7
en frame for L? (R) med frame-granser A, B > 0, hvis og kun hvis

1
A<Y —|g.|*<B, VxeR.
nez by
I dette tilfeelde er den kanoniske dual frame givet ved
8n (x) eZm’mbnx

Em(x) =
Zlezb% |gz(X)|2

’

og den kanoniske tight dual frame ved

8n (x) eZm‘mbnx

\/Zzezb% \gl(x)|2

§m(x) =

Under de givne antagelse i Saetning sd danner det ikke-stationaere system {g”,} nmeZ

(6.13)

Bevis:
Ifolge ligning og har vi, at

(Sf.f)= ZZI<f,g£2>|2=<Z binlgnizf,f>, Vfel? ).

n,me nez

Vi har yderligere, at

<Z LIgnlzf,f> - [ Y i|g,rn(x)|2f(x)mdx

nez. ~n —Onpez ¥n

o0 1
= ¥ —|e@|fw|*dx, VfeI’®).

—0 pe7Z ¥Yn

Heraf ses det, at ligning er opfyldt, hvis og kun hvis

nez

1
M= (L ple 2Bl
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Dermed geelder der ifplge ligning for alle f € L? (R), at

1
A< ) b—|gn|sz

nez ~n

0
AP g lanf 1) <nlol?

nez

AlrlP=s X Kreml <BlfI"

n,mez

Dette beviser den forste del afkorollaret. For at bestemme den kanoniske dual frame {S™* g,’fi}n el

ser vi forst, at

1
slf= . sf, YfeL*@).
ZnEZ b, |gn|

Vibemeerker, at naevneren ikke kan veere nul ifolge antagelsen. Ved at seette {g,,}, .z = {S7" &m} o ez
har vi dermed, at den kanoniske dual frame {g,,},, ., er givet ved

~n _ grlzz (x) _ gn(x) 2wimb,x

gm (x) - 1 2 = 1 2 .

Yien 3 |&10)°  Tiezn |g1(0)]
Vi mangler nu at bestemme den kanoniske tight dual frame { g,’;l}n mez = {S_% g,’,@} - Vi
’ n,me
ser forst, at
_1 1 2
STif=———"—"f, VfeL (R).
1 2
\/ ZneZ D, |gn|
Dermed har vi, at
n n .
g =——En 8 gminir
\/ZlaZb—,|gl(x)| \/Zzezyl|gl(X)|

Dette beviser korollaret. ]

Det folger af den forste del af beviset, at hvis {g,"n}wnEZ udger en frame, si er de optimale
frame-graenser, Agpt 0g Bopt, givet ved

Aopt = essinf

1
L ol
nez ~n

= sup{Ae [0,00]

Z bi |gn(x)|2 > A fornaestenalle x € ]R},

nez “n

1
Bopt = esssup ( > o |gn(x)|2)
nez ~n

= inf{B € [0,00]

> bi |gn(X)|2 <B fornastenalle x € R}

nez “n

Folgende korollar giver resultaterne fra Seetning[6.6/og Korollar[6.7|for den tilsvarende situation
i frekvensdomeenet.
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Korollar 6.8

Antagat h,, € L% (R) opfylder, at supp (ﬁ;,) < [em, dml, oglad a,, vere en translationspara-
meter tilhorende h,,, der opfylder, at d;;, — ¢, < i for alle m € Z. Da er frameoperatoren
S for systemet

hy (x) = hyp (x— nay,), mnez

givet ved
-1 L~ 2
Sfa=|F Y —|hm‘ «fl), Yfel?@).
mez Am
Systemet {h,’f}mn€Z udgor en frame for L? (R) med frame-grenser A, B > 0, hvis og kun
hvis
1 |~ |2
A<y —|mp@| =B, voeR.
me7, m

Den kanoniske dual frame er givet ved

—~

hm

1
Yiez o

i

og den kanoniske tight dual frame ved

h™(x) = Tpa,, F ! __Im |,

1 —~2
Yiez 5 h1|

Bevis:
Vi ser forst, at vi ifolge ligning (2.11) fra sidekan skrive
1 (©) = (Tna, him) (@) = €279 (@)

Da Fouriertransformationen er lineger og uniteer, kan vi dermed skrive

s =(57)=( (i)

m,nez

= X (R f)= Y (Fm)(FRT)
m,nez m,ne7z

A =\ |2 I
= 2 <f,hr’?>‘ =) f fwh(w)dw
m,neZz m,neZ 1J—oo

o0 . 2
m,nez 1Y —o0

dm — . 2
g f f@hp@e™" " dw| , Vfel®R). (6.15)
m,neZ1JCm
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Resten af beviset for frame operatoren foregdr med samme argumenter som beviset for Saet-
ning Vi indforer intervallet I,,, = [cm, Cm + al [, og viser at f . ﬁ; el? (m), hvorefter vi ind-
forer funktionen

Wrgn (W) = mebtinamw‘

Dermed er {W_,’l”}
vi, at

<Sf,f>=< —!hm\ff>
meZz, m

o P

e ortonormal basis for L2 (E) Ved at anvende Parsevals ligning finder
ne

:<]—“—1( —(hm| ) > Viel(R), 6.16)
meZ 9m
hvor * er foldningen mellem de to funktioner. Det vil sige, at
<Sf—]-"‘1( —|hm| ) >=0, VfeI?(R).
mez, Am

Lemmal[A.7]side[103|giver nu, at

Sf—F‘l( —|hm’) =0, Vfel’(R).

me7 Am

Dette beviser udsagnet med frame operatoren. Ifglge ligning (6.15) og (6.16) kan vi skrive

x> <ﬁﬁ,’?>|2=<

m,nez
Dermed har vi for alle f € L% (R), at

—|hm’ ff> VieI2(R).

me7 @m

A< Y |hm( <B

meZ

8
M= L 2|l 7)<l
b
.

m,nez

A

f

A

fl

2

Al (7. <8

AlflPF=s X KamhlE=Bls]".

m,nez

Dette beviser udsagnet med frame-graenserne. For at bestemme den kanoniske dual frame
{my o ={ST'h}, ., serviforst, at

=% —|m[ . vrerm.

me7z, @m
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Vi indforer nu operatoren S € L? (R) givet ved
A A 1 1~ 12 4 N
$f=Y —‘hm’ 7, vie*®),
me7 @m
og har dermed, at

§7 = ——

-, Vfel*(R).

1 |
Zmeza hm|

Vi bemaeerker, at neevneren i denne brok ikke kan veaere nul. Vi kan dermed skrive
Sf=F18Ff, Vfel’*R),

hvilket medforer, at

Sr=F S Ff, vfel’M),
Det vil sige, at

— 1

STr=(8)" Fr=

2 2
——af, Vfel®),
Yme7 5,

ﬁ;‘
Ved at tage den inverse Fourier transformation pé begge side fas

1

stf=F"1 «f, VfeL*R).

—~ 12
hm‘

ZmEZ #
Ved at anvende ligning (2.11) side[I1]kan vi dermed skrive den kanoniske dual frame som

—~

7m -1 1 m -1 hr’ln
h)'(x)=F — (x)*h)'(x) =F — | ()
Yiezg hz' Yiez 3 (M
M_na, i R
=F | — |0 = Tog, F ! T— | .
Yiezg hz) Yiezg hl|

Vi mangler nu blot at bestemme udtrykket for den kanoniske tight dual frame. Med samme
argumenter som ovenfor ses det, at

1 N
STif= 7o vfel’®),
2
ZmeZ # m)
hvilket medforer, at
1
Sif=F"! «f, YVfeI*(R).
2
ZmeZ a hm‘
Det vil sige den kanoniske tight dual frame {h?ﬁ} 4= {S‘E hZ?} e givet ved
m,ne m,ne
L m -1 1 m -1 fl;?
hy'(x)=F - (%) * hy' (x) = Tpa,, F — (2,
Yiezg hl‘ Yiezg hl‘
hvilket beviser korollaret. |
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Hvis {h)''} m.nez Udgor en frame, sa er de optimale frame-greenser, Aqp 08 Bopt, givet ved

Aopt = essinf( Z i |fl,\n(w)|2)

me7, @m

1 |~ 2
:sup{Ae[O,oo] Z —|hm(w)| = A forn&stenallewe]R},
a

meZ, “m

me7 @m

1 |~ 12
Bopt:esssup( Z —‘hm(w)) )

= inf{B € [0,00]

Z L )E,\n(w)lz <B forneestenalle w e IR}.

me7, @m

6.3.1 Ikke-stationzere Gabor systemer i forbindelse med musiksignaler

Ved anvendelse af ikke-stationeere Gabor systemer inddeles enten tids- eller frekvensaksen i
forskellige kompakte intervaller, der hver har en vinduefunktion tilknyttet. De forskellige in-
tervaller har et vist overlap for, at systemet ikke mister information, men for meget overlap er
uonsket og medferer unedvendig redundans. Vi kan antage, at vinduefunktionerne vil veere
lokaliseret og centreret omkring et punkt i intervallet (som det f.eks. er tilfeeldet med Gauss
funktionen).

Hvis vi f.eks. har inddelt tidsaksen, sa opnar vi altsé et gitter i tids-frekvens planen, der varie-
rer uregelmaeessigt i tid, men regelmaeessigt i frekvens for hvert fast tidspunkt. Dette er illustreret
i Figur[6.2} hvor hver prik svarer til centrum af stgtten af en moduleret vinduefunktion.

L ] L ]
. . [ ]
L ] [ ] L ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
)
[ ] ™
@
§ L ] L ] [ ] L ]
@
— [ ] [ ]
L .
[ ] [ ] [ ]
. L ] [ ]
. . L ]
. 3 " . 3
Tid

Figur 6.2: Stotten af modulerede vinduefunktioner ved inddeling af tidsaksen.

Som vi har set, s& udger et ikke-stationaert Gabor system {g7,} under de rette antagel-

n,mez’
ser, en frame for L2 (R) med en simpel eksplicit formel for dual framen. Dermed kan vi ifalge

ligning (@.5) side[35]skrive

f=Y (frgmém VYfeL*@R). 6.17)

m,nez
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Det vil sige, at vi har en formel til at rekonstruere et givet signal s ud fra dets koefficienter
(s,gM%). Vi vil benytte terminologien ikke-stationcer Gabor udvikling om udviklingen givet i
ligning (6.17), og ikke-stationcere Gabor koefficienter om koefficienterne i udviklingen.

Ikke-stationaere Gabor systemer er serlig anvendelige i forbindelse med musiksignaler, da
sddanne signaler ofte kan opdeles pa en meningsfuld méde i tid eller frekvens. For at illustrere
dette antager vi, at vi ensker at analysere et stykke klavermusik, og at vi i den forbindelse skal
konstruere en fornuftig tids-frekvens reprasentation af signalet. Der er flere egenskaber ved
klaveret, der gor, at vi kan foretage visse antagelser omkring tids-frekvens repraesentationen.
For det forste er klaveret opdelt i oktaver, der hver indeholder 12 forskellige halvtoner. Det vil
sige, at det er en mulighed at inddele frekvensaksen efter disse halvtoner, sddan at vi anvender
vinduefunktioner med god preecision i frekvens omkring de frekvenser, som er grundfrekvenser
for halvtoner, og vinduefunktioner med god oplesning i tid omkring de resterende frekvenser.
For det andet ved vi, at hver tone har et anslag direkte efterfulgt af forskellige overtoner i fre-
kvensspektret. Det vil sige, at det er en mulighed at inddele tidsaksen sddan, at en vinduefunk-
tion med god preecision i tid anvendes netop ved hvert anslag, og vinduefunktioner med god
oplesning i frekvens anvendes mellem anslagene. At inddele tidsaksen pa denne méde kraever
en algoritme, der kan udregne, hvornar anslagene forekommer. Ifalge [Dixon, 2006] eksisterer
der algoritmer, der med hgj nejagtighed kan udregne dette.
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KAPITEL

EKSEMPLER

I dette kapitel vil den inddragede teori blive anvendt til at konstruere forskellige spektrogram-
mer af musiksignaler. Der vil til alle de inddragede spektrogrammer veere anvendt sdkaldte
Hann vinduer som vinduefunktioner. I Matlab defineres Hann-vinduet w(n) ved

w(n) =0.5(1—cos(2n%)), neN, 0<n<N,

hvor L = N +1 er leengden af vinduet. I Figur[7.1]ses graferne for et Hann-vindue og et Gauss-
vindue afleengde 50 og de tilhorende Fourier transformationer (se Bilag[B|Matlab-kode[B.9|side
for Matlab-koden). Det ses af graferne, hvordan de to vinduefunktioner minder meget om
hinanden.

. . . . . . . . 25 . : : T T T T T T
Vs N |
y R Gauss | Gauss
0.9+ N\ 1 I

Y/ N\ ——Hann I ——Hann
o8l // AN 4 20} ‘”
/ \ i
L / \
07 / NS
/ N
// Y
0.6} / \\ 15|
// ARY
// I\
//
05+ // \\ 4
/ A\
0.4 . 10k
/4 N\ |

= ' L ' L ' L ' L - L L L L
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

(a) Graf for Gauss- og Hann-vindue (b) Graf for Fourier transformationerne

Figur 7.1: Sammenligning af Gauss og Hann vindue

De inddragede musiksignaler vil veere korte klaverstykker, der er indspillet pa et akustisk flygel,
hvorefter det tilhgrende signal blevet importeret i Matlab. Det forste klaverstykke er gengivet i

noderne i Figur[7.2]

J=170
o)
i prm———t [ p—— . I
[ fan W |- 1 | [ | | | | | | | I | I

1 1
ANSYA I T o o o g i
[} 4 o 4 T e 4

Figur 7.2: Noder for de forste to takter af Lille Peter edderkop

89



Der er her tale om de to forste takter af "Lille Peter edderkop" i tonearten C-dur. Stykket inde-
holder kun tre forskellige toner, og der spilles med én tone af gangen startende pa neglehuls-c.
Der spilles i alt 13 toner, og de tilhorende grundfrekvenser er angivet i nedenstidende tabel (se
for en oversigt over tonefrekvenser).

Tonenr. | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
Tone c C c d e e e d d d e C c
Gfrek. 261 | 261 | 261 | 293 | 329 | 329 | 329 | 293 | 293 | 293 | 329 | 261 | 261

I Figur[7.3]ses et spektrogram af klaverstykket baseret p kort-tids fourier transformationen.

5000
4500
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(5]
&n
2
=]

3000
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1500

1000

Tid (sekunder)

Figur 7.3: Spektrogram af de to forste takter af Lille Peter edderkop

Det ses, at spektrogrammet groft gengiver de 13 anslag, selvom nogle af anslagene fremstar
mere tydeligt end andre. Det 4. og det 11. anslag fremstar mindst tydeligt, hvilket skyldes, at
de tilhorende toner ikke gentages. Af frekvenserne kan vi f.eks. se, at grundfrekvensen til den
forste tone ligger i omradet 200-600 Hz, men mere preaecist kan vi ikke komme det. Béde tids-
og frekvensoplesningen lader altsa meget tilbage at onske.

Der er nu blevet konstrueret to spektrogrammer, hvor det ene er baseret pa en Gabor ud-
vikling af signalet, og det andet er baseret pa en ikke-stationaer Gabor udvikling af signalet. Ved
den ikke-stationare udvikling er der anvendt forskellige vinduefunktioner i lobet af tidsaksen,
sddan at vinduefunktioner med god preecision i tid er anvendt ved hvert anslag, og vinduefunk-
tioner med god preecision i frekvens er anvendt mellem anslagene. En algoritme har udregnet,
hvornér anslagene finder sted. Der henvises til | for den anvendte Matlab-kode
til at konstruere sddanne spektrogrammer. De to spektrogrammer ses pa Figur[7.4]
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Figur 7.4: Spektrogram (a) er baseret pd en Gabor udvikling, og spektrogram (b) er
baseret pa en ikke-stationcer Gabor udvikling.

Det ses, hvordan begge spektrogrammer er betydeligt forbedret i bade tid og frekvens i for-
hold til spektrogrammet i Figur[7.3] De 13 anslag er tydeligt gengivet, og man kan se, hvordan
hver tone bestdr af en grundfrekvens og frekvenser, der er multiplum af grundfrekvensen. De
hejere frekvenser skyldes som naevnt i afsnit Afsnit[3.4]side 28| forekomsten af overtoner. I for-
hold til de to spektrogrammer i Figur[7.4]ses det, hvordan spektrogram (b) har en bedre oples-
ning i tid ved anslagene og en bedre oplosning i frekvens mellem anslagene end spektrogram-
met (a). I selve anslagene har spektrogram (a) en bedre oplesning i frekvens end spektrogram
(b), men pa grund af tonernes varighed giver denne forbedrede oplesning ikke nogen yderli-
gere information. Vi betragter nu det samme stykke musik med en tilfojet bastone som vist i

Figur[7.5

J=70
0
oh—T—T ., —————
g o 4 4 T e 4
| | |
)R o = o

Figur 7.5: Noder for de forste to takter af Lille Peter edderkop med en tilfojet bas

De to bastoner har grundfrekvenser p& henholdsvis 130 og 97 Hz. Spektrogrammet baseret pa
KTFT’en kommer i dette tilfeelde til at se ud som pé Figur[7.6|
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Figur 7.6: Spektrogram af de to forste takter af Lille Peter edderkop

Vi kan se, hvordan de tilfgjede bastoner gor det sveert at adskille de forskellige anslag og de
forskellige frekvensomrader. Med lidt besveer kan man se, at der er 13 anslag, og at grundfre-
kvenserne befinder sig i omradet 0-700 Hz. P4 samme méde som i Figur [7.4] er der nu blevet
konstrueret yderligere to spektrogrammer af klaverstykket, som ses i Figur[7.7]

(a) (b)

2
Tid (sekunder)

Tid (sekunder)

Figur 7.7: Spektrogram (a) er baseret pd en Gabor udvikling, og spektrogram (b) er
baseret pa en ikke-stationcer Gabor udvikling.

Igen kan vi se betydelige forbedringer i forhold til spektrogrammet i Figur[7.6, hvad angér bade
tid og frekvens. I forhold til de to spektrogrammer i Figur [7.7] fremstér fordelene ved spektro-
gram (b) endnu mere tydeligt, efter der er blevet tilfojet en bastone til musikken. Praecision i tid
er betydeligt forbedret i forhold til spektrogram (a), og preecisionen i frekvens er, pa neer i selve
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anslagene, ligeledes forbedret.

Det sidste spektrogram, vi vil se p4, er en tids-frekvens repraesentation af et mere kompli-
ceret stykke klavermusik. Der er her tale om et stykke improviseret blues-musik i hejt tempo
med mange forskellige toner, og hvor tonematerialet straekker sig over mere end fire oktaver.
Kompleksiteten af stykket medforer, at et preecist nodebillede ikke er muligt, og at et forseg pa
et sddan blot ville forvirre mere, end det ville gavne. Spektrogrammer baseret pa en Gabor ud-
vikling og en ikke-stationaer Gabor udvikling ses i Figur[7.8|
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Figur 7.8: Spektrogram (a) er baseret pd en Gabor udvikling, og spektrogram (b) er
baseret pa en ikke-stationcer Gabor udvikling.

Der er i dette stykke musik rigtig mange anslag, og den anvendte algoritme udregner i dette til-
feelde kun de mest fremtraedende af disse. I dette tilfeelde udregnede algoritmen 43 anslag, hvor
det nojagtige antal er et godt stykke over 100. Alligevel ses det, hvordan spektrogram (b) stadig
formar at give en tids-frekvens repraesentation med storre precision i bade tid og frekvens end
spektrogram (a).
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KAPITEL

KONKLUSION

Der er i lobet af rapporten blevet set pd, hvordan man pa forskellige vis kan repraesentere et
signal i tids-frekvens planen. Forst blev det vist, hvordan kort-tids Fourier transformationen
kan benyttes til at konstruere et spektrogram, og hvordan et signal kan rekonstrueres ud fra
dets kort-tids Fourier transformation. Ved at variere vinduefunktionens laengde s vi, hvordan
det er muligt at opnd bedre oplesning i tid p& bekostning af dérligere oplesning i frekvens og
omvendt. Ulempen ved at konstruere spektrogrammer pa denne made er imidlertid, at meto-
den er darlig til at afgreense signalets essentielle tids-frekvens indhold, og derfor kan det veere
sveert at afleese informationer af spektrogrammet. Eeks. har vi set, at selvom der kun spilles én
tone pé et flygel, sd er det sveert at aflaese grundfrekvensen af denne tone. Tilstedeverelsen af
overtonerne er altsd i sig selv nok til, at spektrogrammet baseret pa kort-tids Fourier transfor-
mationen ikke kan gengive grundfrekvensen tydeligt.

En forbedring blev foretaget med introduktionen af Gabor frames. Det blev vist, hvordan
disse frames giver en god struktur at arbejde med, sddan at ethvert signal kan skrives som en
Gabor udvikling med tilhgrende Gabor koefficienter. Yderligere blev der givet et udtryk for du-
alframen, sadan at rekonstruktion er mulig ud fra Gabor koefficienterne. Nodvendigheden af
redundante frames blev retfaerdiggjort ved Balian-Low’s saetning, der medfarer, at hvis det an-
vendte Gabor systemet er en ortonormal basis, sa kan den tilhgrende vinduefunktion ikke veere
godt lokaliseret i bade tid og frekvens. Dermed bliver vi nedt til at acceptere en vis redundans
for at opna spektrogrammer med en fornuftig oplesning i bade tid og frekvens, nar vi anven-
der Gabor frames. Som eksempel sa vi pa spektrogrammer af en chirp, og det var her tydeligt,
hvordan spektrogrammet, baseret pa Gabor repraesentationen, var bedre til at indfange det es-
sentielle tids-frekvens indhold i forhold til spektrogrammet baseret pa kort-tids Fourier trans-
formationen.

Som udgangspunkt indeholder Gabor frames kun én vinduefunktion, hvilket er en ulempe
i forbindelse med at analysere musiksignaler. For at lase dette problem er der blevet gennem-
géet tre forskellige tilgange til at konstruere multible Gabor frames, der hver iseer har deres
fordele og ulemper. Tilgangen baseret p& Zak transformationen antager rationelle parametre,
men kan under denne antagelse give kriterier for, hvornér et multibelt Gabor system er en fra-
me og i bekraeftende fald ogsé give et udtryk for dualframen. De to andre tilgange antager ikke
rationelle parametre, men har i stedet andre begraensninger. Ved konstruktion af reducerede
multible Gabor frames er der ikke noget eksplicit udtryk for dualframen, og ved anvendelse af
ikke-stationeere Gabor systemer kan vi kun inddele enten tids- eller frekvens-aksen i forskellige
intervaller med tilknyttede vinduefunktioner.
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I forhold til at analysere klaverstykker er ikke-stationzere Gabor systemer imidlertid seerlig
anvendelige, da ideen om at inddele enten tids- eller frekvens-aksen stemmer godt overens
med de forventninger, vi har til signalet. Det blev vist, at hvis man inddeler tidsaksen, sddan
at vinduefunktioner med god oplesning i tid anvendes ved hvert anslag, og vinduefunktioner
med god oplesning i frekvens anvendes mellem anslagene, s forbedres den samlede oples-
ning betragteligt.

De inddragede signaler har i dette projekt veeret af sarlig simpel karakter for at tydeliggore
pointerne i de forskellige kapitler. Det er klart, at man i praksis ikke er interesseret i at anvende
et computerprogram til at transskribere Lille Peter edderkop, da stykket er af sa simpel karakter,
at det let kan aflyttes. At opna en god tids-frekvens repraesentation er imidlertid ogsa vigtigt for
at kunne transskribere mere komplicerede musikstykker, hvor der f.eks. anvendes et helt band.
I dette tilfeelde vil man veere nedt til forst at sortere de forskellige instrumenter fra hinanden,
hvilket kreever, at man kan analysere musikkens udbredelse i tids-frekvens planen.

Det sidste klaverstykke, som blev inddraget i rapporten, kunne godt stamme fra en prak-
tisk situation, hvor man gnsker at transskribere musikken pa noder. Her kunne en anvendelse
af den inddragede teori som navnt vere at anvende computeren til at give et bud pa trans-
skriptionen. I denne sammenhang er det imidlertid vigtigt at gere sig klart, at preecis notering
af kompliceret improviseret musik ikke er mulig, hvad end man bruger computeren eller gret.
Noder er trods alt kun en tilnzeermelse af det, vi forstdr som musik, og de vil aldrig kunne gengi-
ve preaecis det, som musikeren improviserer sig frem til. Hvis man imidlertid blot kan bestemme
det harmoniske grundlag for musikken, sa er man kommet et langt stykke af vejen. En realistisk
malsetning kunne dermed veere at lade computeren give et bud pa tonearten og de anvendte
akkorder. I praksis vil dette ogsa veere en stor hjeelp for musikeren og i mange sammenhange
veere preecis det, som han eller hun er pa jagt efter. Der findes allerede programmer til net-
op dette formdl, men feelles for dem alle er, at de lader meget tilbage at enske med hensyn til
preecision. Forbedrede tids-frekvens repraesentationer er derfor en nodvendighed, hvis det skal
veere muligt at lave programmer, der pa fornuftig vis kan hjelpe musikere med at transskribere
musik.

Transskribering er blot én anvendelse, som tids-frekvens analyse har indenfor musik. An-
dre anvendelser kunne veere komprimering af musik, adskillelse af instrumenter fra hinanden,
stojreduktion eller kategorisering af musikstykker efter genrer. Dette er alle anvendelsesmu-
ligheder, som teorien fra dette projekt kan anvendes i forbindelse med. Som det blev naevnt i
indledningen, s& ensker man ikke kun, at en tids-frekvens repreesentation skal kunne gengi-
ve signalet tydeligt i tids-frekvens planen. Det er ogsa vigtigt, at det er muligt at implementere
teorien, og at der kan konstrueres effektive algoritmer til udregning af koefficienter og til re-
konstruktion af signalet. Effektiviteten af de inddragede tids-frekvens repraesentationer kunne
dermed ligeledes veere et emne at videre arbejde med.
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BILAG

EKSTRAMATERIALE

Der vil i dette bilag veere samlet forskellige seetning og udregninger, der er blevet udeladt fra
rapporten for at forbedre leesevenligheden.

A.1 Normerede rum
En norm || - | pa et vektorrum V er en funktion |- || : V — R, der opfylder
@ |fl=z0, VfeV, og |f|=0< f=0,

i |Af|=1Al|f|, VYfeV, AeC,

i) [|f+gl=|rl+lel, vigev.

Et vektorrum med en tilherende norm kaldes et normeret rum. En folge { fn}n21 c V siges at
konvergere mod f € V, hvis der til ethvert € > 0 eksisterer et N, € N, sddan at

| fn—f|l <€ nar n=N,.

En folge {f,} 1>1 S V kaldes en Cauchy-folge, hvis der til ethvert € > 0 eksisterer et N € N, sddan
at

| fi - fi]| <& nar k, 1= N,.

Seetning A.1

En konvergent folge {f,} _, =V er en Cauchy-folge.

n=1

Bevis:
Antag at folgen {f,}
et Ng € N, sadan at

.>1 S V konvergerer mod punktet f. Da geelder, at givet € > 0, sa eksisterer

| fu=fll <5 nar n=N.
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Dermed fas

I fe=fill = fe—fF+f- 1

< | fe= I+ 15 -1l

=l fe=fl+1-11] 1= £

= fe= £l + 5= 11

<§+g=€nér k,lzN%. |

A.2 Skalarprodukt og ortogonalkomplement

I dette afsnit vil begreberne skalarprodukt og ortogonalkomplement blive introduceret, og der
inddrages forskellige seetninger, som benyttes undervejs i rapporten.

Definition A.2 (Skalarprodukt)
Lad V veere et komplekst vektorrum. Et skalarprodukt er en funktion (-,-) : V x V — C, der
opfylder

) (f,f)20, YfeV, og (f.f)=0ef=0,
i) (f.g)=(gf) Vf.geV,

(iii) (af+pBg hy=a(f,h)+p{(g h), Vf,gheV, apfeC.

Af punkt (ii) og (iii) folger det, at

(frag+pBhy={ag+phf)=alg f)+pB(h[)
=a-(g,f)+B-(hfy=a(f.g)+B{f,h), Vf.gheV, afeC.

Ifolge [Lax, |2010] [side 52] medfarer et skalarprodukt en induceret norm givet ved

Ifl:=\/{f. ) VfeV,

og denne norm opfylder Cauchy-Schwarz’ ulighed:

KA =<|fllllgll, vfgeV. (A.1)

Det fremgér af den folgende seetning, at skalarproduktet er kontinuert.

Satning A.3

Lad V veere et komplekst vektorrum med et tilknyttet skalarprodukt -,-) : V x V — C. Da
geelder, at hvis {f,.},_; .
folge, der konvergerer mod g € V, sé& konvergerer folgen {( fu, g1)} -, mod (f, g).

< V er en folge, der konvergerer mod f € V og {g,},., SV eren
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Bevis:
Vi ser forst, at der for alle n = 1 geelder, at

|(frr&n) =, &) = [{fur &n) = (fn, &) = (f 2 &n) +{f &) +{f &n) — (£, &) + {fn &) — ([ &)
=|(fu8n—8)—(f.8n—8)+{f &n) = ([, &) +{fn &)~ (f 8)]
=[(fa=fr8n—8)+{f 8n—8)+{fu—18)|
<|(fu—f 8=+ |(f gn—&)|+|(fu—f 8)I-

Ved at anvende Cauchy-Schwarz’ ulighed (se ligning (A.1)) fas nu, at

[(forgn) = (Fr8)| < f=Fl | gn =8l + || | gn =&l + [ fu = FI 1]

Det folger heraf, atnar {f,,} ., — f 08 {gn},=; — & sé geelder, at {( f, g1)},-; — ([, &)- [ |

Vilader nu H vere et Hilbertrum. To vektorer f, g € H siges at vaere ortogonale, hvis ( f, g) = 0.
I forbindelse med ortogonale vektorer har vi folgende definition.

Definition A.4 (Ortogonalkomplement)
Lad H vere et Hilbertrum, oglad Y < ‘H veere et underrum. Ortogonalkomplementet til Y
er da givet ved

YL:{ge’H| (f.g)=0, ¥fev}.

Hvis et element £ tilhorer bade Y og Y+, sd ma der nedvendigvis geelde, at i = 0. Der gaelder
ifelge [Lax,|2010][Theorem 3 side 55] folgende seetning for ortogonalkomplementet.

Seetning A.5
Lad ‘H vere et Hilbertrum, oglad Y < H veere et lukket underrum. Da geelder, at

(i) Y+ eretlukket underrum.
(ii) For alle h € H eksisterer en entydig vektor f € Y og en entydig vektor g € Y+, sddan
ath=f+g.
(i) (v4)*t=v.

A.2.1 Pythagoras’ setning
Lad H veere et Hilbertrum. For ortogonale vektorer f, g € H geelder Pythagoras’ scetning:
|f+8l*=(f+gf+8)
=([,1)+({f8)+ (8 [)+(88)

= £1*+ (s 8) +(f.8) + s
=717+ lgl”.
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Hvis fi, f2,..., fu er parvist ortogonale vektorer, sadan at ( f;, fj) = 0 for i # j, har vi ifolge defi-
nitionen af skalarproduktet (pkt. (iii) i Seetning[A.2), at

(£0ts)
ﬁim,f]

=3 (i) =X Al a2

Vi kan nu opskrive Pythagoras’ setning for uendelige summer.

Saetning A.6
Lad H veere et Hilbertrum, og lad {fi} =1 S H vaere en folge af parvist ortogonale vektorer,
o0 (oo}
sddan at (f;, fj) = 0 for i # j. Da geelder, at Z fx konvergerer, hvis og kun hvis Z || fx “2
k=1

k=1
konvergerer, og i sa fald geelder der, at

S AL

o 2
Y fill =
=1

Denne reekke konvergerer ubetinget.

Bevis:
Vi betragter folgerne {A;},>1 € H 0g {Bu},>1 € R givet ved

n
Ap= 2: fr
k=1
& 2
Bp=) | fil
k=1

Dermed har vi ifelge ligning for m> n, at

m n
lAm—Anl® =Y f; Z

i=1

Z ||fk||2

k=n+1

=By —Bp =By — Byl. (A.3)

1
2

Da bade H og R er fuldsteendige rum, sa falger der heraf, at {A,},.-1 konvergerer, hvis og kun
hvis {By},>1 konvergerer. For alle n = 1 har vi ifolge ligning (A.2), at

| Anll? = By, (A.4)
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og da normen er kontinuert, har vi dermed, at

(o] 2 [e.°]
> fel =2 A7 (A.5)
k=1 k=1
hvis {A;},,=1 08 {Bn},=1 konvergerer. Da ligning og gaelder uanset, hvilken raekke-
folge leddene i {A;},,>1 0g {Bn},>1 forekommer i, sa konvergerer raekken i ubetinget, hvis

{An}p=1 08 {Bn} =1 konvergerer. m

A.3 Positiv operator

En operator U € B(H) kaldes positiv, hvis
(Uf,f)=0, Vfe™H.

I det folgende vil det blive vist, at en positiv operator ngdvendigvis er selvadjungeret.

Lemma A.7
Lad H veere et Hilbertrum. Hvis T € B () opfylder, at

(Tf,f)=0, VfeH,

sd geelder der, at T = 0.

Bevis:
For f, g € H har vi ifelge antagelsen, at
0=(T(f+8),f+8)=(Tf [)+(Tf.8)+(T8 [)+(Tgg)
=(Tf.8)+(Tg f),
og
0=(T(f+ig), f+ig)=(Tf f)+(Tf ig)+(T(ig). f)+(T(ig).ig)
=i(Tf,8)-i(Tgf)
= i(<Tf’g>_<Tg’f>)'
Disse to udregninger medforer, at (T f, g) = 0 for alle f, g € H, og dermed at T =0. |

Satning A.8
En positiv operator U € B(H) er selvadjungeret.

Bevis:
Vi har, at

(U-U )£ 1)=UL ) =T f.f)
=(Uf,f)={f,Uf)
=(Uf.f)~(UFf.f)
=(Uf.[)=(Uf.f)=0, VfeH.
Det folger nu af LemmalA.7}, at U — U* = 0, hvilket vil sige, at U er selvadjungeret. |
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A.4 Riesz baser

Der vil i dette afsnit blive defineret sékaldte Riesz baser og vist forskellige egenskaber for sadan-
ne baser. Forst bringes folgende satning for ortonormale baser [Christensen, 2003 [Theorem
3.4.7 side 59].

Saetning A.9
Lad ‘H veere et Hilbertrum og {ex};=; veere en ortonormal basis for 7. Da galder, at de
ortonormale baser for H er meengden {Ue} >, hvor U € B(H) er en uniteer operator.

Ideen med en Riesz basis er, at man lemper pé kravet til operatoren i Seetning[A.9}

Definition A.10 (Riesz basis)
En Riesz basis for et Hilbertrum # er en meengde {Uey} 1, hvor {ex}r=1 er en ortonormal
basis og U € B(H) er en bijektiv operator.

Da U er bijektiv, sa har den en invers U~ 1 der ogsa er bijektiv, og ifolge [Christensen, 2003| [The-
orem A.5.2 side 407] geelder der, at hvis U € B(H), sa er U~leBH).

Der geelder ifolge [Reed og Simon, 1980][Theorem V1.3 side 186] ogséa, at hvis U € B(H) er
bijektiv, sa er U* € B(H) ogsa bijektiv og (U*) ™' = (U™!)".

Samlet set giver dette, at hvis U € B(H) er bijektiv, s er U~! € B(H) bijektiv, og dermed er
(U ‘1)* € B(H) ogsa bijektiv. Dette far vi brug for til at vise folgende setning, hvoraf det bl.a.
fremgar, at en Riesz basis rent faktisk er en basis.

Saetning A.11
Lad {fi} >, veere en Riesz basis for et Hilbertrum 7{. Da eksisterer en unik folge {gi},., =
H, sédan at

f:§1<f'gk>fk, VieH.

Denne rakke konvergerer ubetinget. Der gaelder yderligere, at {gr},.; 0gsd er en Riesz
basis og

(fi,gj)=0 fori#j, og (fog)=1, Vk=1.

Bevis:

Da {fi} >, er en Riesz basis, kan vi ifolge Definition [A.10|skrive {fi},., = {Uer}gs1, hvor U €
B(H) er bijektiv og {ex} =, er en ortonormal basis for 7{. Der geelder dermed ifolge Seetning[2.14]
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side(14} at vi kan skrive U™! f ved brug af basisvektorerne pa folgende made

Ulf= f (U™ frex)ex
k=1

f <f, (w” €k> ek

ke
—

o0

Z <f’gk>ek’ er H.
1

k
hvor g = (U™} * er. Da U € B(#) har vi dermed, at

f=UUf= Uk§1<f,gk>ek

<f’ gk> Uek

=)
k=1
= kZ (f.8k) frir VfeH. (A.6)
=1

Da U € B(H) er bijektiv, sa er (U™!)" € B() ogsa bijektiv, og dermed er {gi},., en Riesz basis
ifolge Definition For at vise at reekken i ligning konvergerer ubetinget, skal vi vise,
at {fi},;, er en Besselfolge, da resultatet s folger af Korollar side (13| Dette ses ved det

felgende, hvor vi undervejs anvender Parsevals ligning (se ligning side[14) ogligning
fra side[Zt

S F ol = X ven)
k=1 k=1

=}§1|<U*f,ek>|2

=|lu*s)?

<(lu*), 1£1)*

=S 171°

=1UI2|f|?, VfeH. (A7)

Heraf ses det, at { fk} =1 €ren Besselfolge med Besselgrense || U ||>2k ifplge Definition side
Den sidste del af seetningen vises ved det folgende, samt det faktum, at {ey} ;- er en ortonormal
basis:

(fugi)=(Uen(U™) ej)
= <U_1Ue,~,ej>
=<ei,ej>. |

Folgen {gi},., kaldes dual Riesz basentil { fi} .. 1beviset for Seetsé’l vi, atnar {fi},., =
pé {

{Uer}r=1, s er {gx}t o, = {(U™)" ek}, Ved at anvende Seetning 8k} = finder vi der-
med, at dual Riesz basen til {gi},., er

o)) el =A@V el

={(U")" ex} iz
={Uer}tr=1

= {fk}kzl‘
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Altsé er {fi} .-, 08 {8k} >, hinandens dual Riesz baser og Saetning giver dermed, at

f=k§ <f,gk>fk=k§ (Ffidgn  VfeH.
=1 =1

I resten af dette afsnit vil der blive set pd sammenhange mellem Riesz baser og frames.

Saetning A.12
Hvis {fi} >, = {Uek}g=) er en Riesz basis for H, sa eksisterer der konstanter 0 < A< B < oo,
sddan at

A||fllzs];l|<f,fk>|2sB||f||2, VfeH.

Den storst mulige veerdi for konstanten A er

U2,

W, og den mindst mulige veerdi for B er

Bevis:
Vi har fra ligning (A.7), at

S 1l =101 = (0 LU = Wi P, vr e,

og vi ved ifelge definitionen af operatornormen (se ligning side[7), at der ikke eksisterer
noget tal mindre end |U ||>2k, der opfylder denne ulighed. Dette beviser, at den mindst mulige
veerdifor Ber | U IIE . Den sidste del af beviset set ved folgende, hvor Parsevals ligning (se ligning

side[14) og ligning side[7]anvendes:
1A= |y o |
<) v
S (RN

_ U—l 2 & U* 2
1 £ )

=3 2 1r, Ue)|?
=|u 3 > (. fOlP, Ve
=1

Igen ved vi ifelge definitionen af operatornormen, at |[U™* ”i er det mindst tal, der opfylder
denne ulighed, og dermed at den storst mulige vaerdi for A er ——;. ]

o=

Det er klart, at konstanterne A og B i Seetning[A.12]ikke er unikke. Tal, der opfylder uligheden,

kaldes henholdsvis nedre og evre Riesz-grcenser, og A = W ogB=|U IIi kaldes de optimale

Riesz-greenser.
En vigtig sammenhang mellem Riesz baser og frames er indeholdt i folgende seetning.
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Satning A.13
En Riesz basis {fi}r>1 < H er en frame for H og Riesz-grenserne stemmer overens med
frame-graenserne. Dual Riesz basen er {gi} =1 = {S7! fil k=1

Bevis:
Den forste del af seetningen folger direkte af Seetning|A.12| For at vise den anden del af satnin-
gen anvender vi Seetning[4.5|side[35]til at skrive

F=Y A0S ) feo  ¥fEH.
k=1
Entydighedsdelen af Seetning[A.11|side[104 giver nu, at dual Riesz basen er givet ved {gi}(>1 =
st {fictk=1- u
A.5 Kort-tids Fourier transformationen

Der vil i dette afsnit veere samlet forskellige egenskaber ved KTFT en, som benyttes i rapporten
til at bevise inversionsformlen for KTFT en.

LemmaA.14
For f,ge L% (R) er Vg f kontinuert, og

Ve f (x,w) = e~ 2m%0 ng (w,—x), x,welRR.

Bevis:
Ifolge definitionen af KTFT en (se Definition|3.3|side|22) har vi, at

Vef(x,0) =(f,M,Txg), x,welR.

Kontinuiteten af Vg f folger nu af, at skalarproduktet er kontinuert og translation og modula-
tion er begreensede, og dermed kontinuerte, operatorer. Ifplge Plancherel’s ligninger (se ligning

side[10) geelder der, at

Ve f (x,0) =(f, MyTxg) = <f, (Mwag)A>, x,weR.
Ifplge ligning og fra side[11]haves yderligere, at

(F,(MoTeg)) = (f, T (Tx8) ) = (f, TuM-xg), xw@ER.
Ligning side[9|giver nu, at

(f ToM-xg) = (], ™ M_.Tug)

— e—Zm'xa) <f" M,x ng>

= e MY, f(w,-x), x,weR.
Vi har nu vist, at
Vef (x,0) = g 2mixw ng (w,—x), x,wel,

hvilket beviser s@tningen. |
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For f, g € L? (R) lader vinu f ® g betegne tensor produktet givet ved
feg,n=rfxgw, xteR.

Yderligere lader vi 7, betegne den asymmetriske koordinattransformation
ToF(x,t)=F(t,t—x), x,teR,

og F, veere den delvise Fourier transformation givet ved
oo .
FoF(x,w) = [ F(x, e " dr, x,weR.

—o0

Med denne notation gaelder folgende lemma.

LemmaA.15
Hvis f, g € L? (R), s& geelder, at

Vof =FoTa(f®38).

Bevis:
Lemmaet bevises direkte:

ng(x,w)zf f(Hgt—x)e 2™ qy
:f fogtt—x)e gy

=f Ta(f2g)(x, 0 e 2t gy

=FTa(fog) (x,0), x,weR.

I den folgende seaetning indgar rummet L2 (]RZ). Helt generelt geelder der ifolge [Berg og Mad-

sen, [2001] [Afsnit 7.14 side 159], at vektorrummet
12 (Rd) = {f:Rd — (D| f er malelig og f ) |f(x)|2 dx<oo}
R
er et Hilbertrum mht. skalarproduktet:

(f,g>=j];{df(x)ﬁdx, Vf,gELz(]Rd).

Det er her anvendt notationen:

ff(x)dx:f f [t xg)dxy...dxg.
R4 -0 )

Vi kan nu bevise den folgende setning.
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Satning A.16
Hvis f1, f>, 81,82 € L* (R), sa geelder at Vg, fj € L* (R?) for j = 1,2, og

<Vg1f1’ Vg2f2>L2(R2) = <f1»f2><gl,g2>

Bevis:

Da béade F, og T, er unitare operatorer pa L? (R), s& geelder ifolge LemmalA.15} at

<Vg1f1’ Vg2f2>L2(IRZ) = <f27:l (fl ®§)rf27-ll (f2 ®§)>L2(R2)
=(/1881, 2082) 122

:f_ f_ fieg (x5 288 (xw)dodx
:[ f [08 () fo(x) g2 (w)dwdx

= f A fo(x)do f gl g (W) dw

= f A fo(x)dx f g1 (W) dw

:<f1’f2><g1’g2>' u

A.6 Eksempel pa Balian-Low’s saetning

Det vises her, at vinduefunktionen g = y(o,1), herende til den ortonormale basis {ek 1} . ,c7, for
L% (R) givet ved

{QZHikxX[O,l] (x— n)}k]nez = {Mk Tng(x)}k,nez , xelR,

er darligt lokaliseret i tid. Vi udregner forst den Fourier transformerede:

> . 1 .
10,1 () = f X011 (x)e " 2mx gy = f o 2mixw g
—o0 b

—omi 1 —o7i —oi

e 2Mixw e me_l l1-—¢ 2Tiw

= - = - , VYwelR.
0 —27Tiw 2miw

—27miw
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Herefter ser vi, at

fo's) ) 2 oo )
f w |72[0,1](w)| dw =f w
—00 —00

1— e*Zﬂiw 2

2miw

_omiw!2
00 2|1—€ 27nw|
= W ————dw
—o00 [2miw]

B foo W2 11— (cos (—2mw) + i sin (—27w))|?
Jeo @n|w])?

dw

1 o0
=— |1 —cos(w) -H'sin(w)l2 dw
4mc J 0o
1 [ 2 2
=— (1-cos(w))” +sin(w)“dw
414 J 0o
L[> 2 2
=— 1+ cos(w)“ —2cos(w) + sin(w)“dw
414 J -0
1 o0
= _4n2 2 —2cos(w)dw
N
= —2 lim [Zw—ZSin(w)] )
4714 N—oco -N

477,'2 N—oo

- — lim (2N—251n(N)—(2(—N)—251n(—N)))
(

- —2 lim 4N—25in(N)+2sin(—N))
454 N—oo
1
= — lim (4N—2sin(N)—2sin(N))
4714 N—oo
= izl\lllm (N—sin(N))
T
1 .
= 7z Jim (N -27) =
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BILAG

MATLAB KODE

I dette bilag vil de anvendte Matlab koder fra projektet veere samlet. Den anvendte version af
Matlab er Matlab R2014b.

Matlab-kode B.1 (Definition og plot af simpelt signal)
fl1=2;f2=3;f3=6;

Fs =100;

Ts =1/Fs;

t=0:Ts:1-Ts;

s = 1*cos(2*pi*f1*t)+3*cos(2*pi*f2*t)+2*cos (2*pi*f3*t);
plot(t,s)

xlabel('Tid (sekunder)’,fontsize’,20);
ylabel('Udsving’, fontsize’,20);

Matlab-kode B.2 (Fourier transformation af simpelt signal og plot)
function [X,frekvens] = positiveFFT(s,Fs)

N=length(s);

k=0:N-1;

T=N/Fs;

frekvens=k/T;

X=(2*fft(s))/N;

cutOff=ceil(N/2);
X=X(1:cutOff);
frekvens=frekvens(1:cutOff);
end

[X,frekvens]=positiveFFT(s,Fs);
stem(frekvens,abs(X))
xlabel("Frekvens (Hz)’, ' fontsize’,20);
ylabel('Udsving’, fontsize’,20);
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Matlab-kode B.3 (Spektrogram af simpelt signal)
g = gausswin(100);
F=0:0.01:15;

spectrogram(s,g,0,EFs, yaxis’)
xlabel('Tid (sekunder)’, fontsize’,20);
ylabel('Frekvens (Hz)’,fontsize’,20);
colormap(jet’);

Matlab-kode B.4 (Spektrogram af Chirp)
Fs=500;

Ts=1/Fs;

t=0:Ts:1-Ts;

s = chirp(t,10,0.5,40,'q’);

g = gausswin(100);
spectrogram(s,g,90,100,500, yaxis’)
xlabel('Tid (sekunder)’, fontsize’,20);
ylabel('Frekvens (Hz)’, fontsize’,20);
colormap(’jet’);

Matlab-kode B.5 (Implementering af de fire takters klavermusik)
[kor,Fs,nbits]=wavread(filnavn.wav’);

N=length(kor);

Ts=1/Fs;

t=0:Ts:N*Ts-Ts;

plot(t,kor);

xlabel('Tid (sekunder)’, fontsize’,20);
ylabel("Udsving’, fontsize’,20);

axis tight

Matlab-kode B.6 (Spektrogram af de fire takters klavermusik)
g = gausswin(512);

set(gcf, renderer’, 'zbuffer’);

spectrogram(kor(:,1),g,256,512,Fs, yaxis’)

xlabel('Tid (sekunder)’, fontsize’,20);

ylabel('Frekvens (Hz)’,fontsize’,20);
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Matlab-kode B.7 (Konturplot af vinduefunktion)

Syms xy;

G00=abs(exp(-pi*(x2+y?)));
G23=abs(exp(12*pi*li+4*pi*1i*x-pi*(x-3)%-6*pi*1i*y-pi*(y-2)?));
G=G00+G23;

ezcontour(GO00,[-3,6],500)

title(’ ’);xlabel(’ ’);ylabel(’ ’);colormap(’jet’);

Matlab-kode B.8 (Gabor reprasentation af chirp)

% Der er i denne kode anvendt funktioner fra tids-frekvens Toolbox'en [Auger et al|]
Fs=500;

t=0:1/Fs:1-(1/Fs);

s = chirp(t,10,0.5,40,'q);

Nl=length(s);

N=20;
Q=4;

h=window(@gausswin,odd(N));
trace=0;

[tfr,dgr,gam]=tfrgabor(hilbert(s’),N,Q,h,trace);

tfrqview(tfr,hilbert(s’),1:N,'typel’)

xlabel'N’, fontsize’,16);

ylabel('Normaliserede frekvenser’, fontsize’, 16);
axis('xy’);

title(”);

colormap(’jet’);

Matlab-kode B.9 (Gauss og Hann vindue)
x = linspace(0,50,50);

g = gausswin(50);

h =hann(50);

plot(x,g,x,h);

gf = fftshift(fft(g));
hf = fftshift(fft(h));
plot(x,abs(gf),x,abs(hf))
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BILAG

ABSTRACT

This thesis deals with time-frequency analysis, in particular Gabor representations of music
signals. I will give a description of the Hilbertspace L? (IR) and introduce several operators de-
fined on this space. Elementary results on Hilbertspaces are included in order to prepare the
reader for the introduction of frame theory.

In describing the foundation of time-frequency analysis the following topics are treated: the
uncertainty principle, the short-time Fourier transform and the spectrogram. Several examples
are included to illustrate how the short-time Fourier transform works.

The main part of the thesis is based on frame theory and in particular the theory of Gabor
frames. I will explain how the dual frame is obtained from a Gabor frame, and discuss how
Gabor theory is related to time-frequency analysis. An example is included to illustrate the dif-
ference between the approach based on the short-time Fourier transform and the approach
based on a Gabor representation.

Finally I discuss three different approaches to construct multiple Gabor frames. Such fra-
mes are especially interesting when analysing music signals and can improve both time and
frequency resolution in comparison with traditional Gabor methods. To illustrate this, diffe-
rent piano pieces are used as signals and comparisons are made between the multi-window
approach and the single-window approach.
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