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Resumé

The following report is a concise presentation of the main identities and
properties of the Laplace and Fourier transforms. The main goal of this
report is to show how to use Laplace transforms and Fourier transforms to
solve differential equations.

Fourier transform is a natural extension of Fourier series when the period
of the represented function approaches infinity. It is therefore fundamental
that Fourier series are briefly examined first.

The strong use of Laplace and Fourier transforms, in especially the en-
gineering sciences, has triggered a report focus on the properties that are
primarily needed for solving differential and integral equations. As such, a
general method for solving ordinary as well as partial homogeneous and in-
homogeneous differential equations is presented using these transforms.

The premise of the Laplace and Fourier transforms is their ability to
reduce a differential equation into an algebraic equation. Such an equation is
more readily solved, and subsequently inversely transformed into the solution
to the original differential equation.

The methods allowed by the Laplace and Fourier transforms in solving
differential equations are instrumental in solving physical problems. When
solving linear ordinary differential equations regarding the analysis of electro-
nic circuits and mechanical waves and vibrations the Laplace transform is a
particular useful tool.

The target audience is upper secondary science teachers who may seek
to implement these topics into their teaching practice. As such it has been
necessary to encompass more comprehensive computations of theory and
examples as may otherwise be expected in such a text. This is not least
provided through the appendix material.

Where it has been deemed appropriate, the same solution methods have
been presented for both the Laplace and the Fourier transforms. These are
cross referenced in the text.

Many solutions involve more areas of mathematics than what can be
represented by the Laplace and Fourier transforms alone. The foundation of
residue theory e.g. is applied but circumvented to allow a more strict focus
on the prevailing subject of transforms.



Forord

Denne rapport er blevet til som en del af EVU masteruddannelsen pa Aalborg
Universitet.

Malgruppen er gymnasieleerere som taenker at anvende Laplace- eller
Fouriertransformationer i matematik- eller fysikundervisningen. For at opna
undervisningskompetence i matematik i gymnasiet er det tilstrackkeligt, at
laese matematik som sidefag og derfor er det ikke en selvfglge, at alle mate-
matikleerere er bekendte med bade Laplace- og Fouriertransformation - eller
maske bare ikke har det present i hukommelsen, men det forventes dog, at
malgruppen er bekendt med de vigtigste resultater fra introducerende kurser
inden for emnerne analyse og komplekse funktioner.

Formalet med denne rapport er at give et indblik i Laplace- og Fourier-
transformation. Der er i rapporten lagt veegt pa, at fa introduceret nogle af
de vigtigste egenskaber ved henholdsvis Laplace- og Fouriertransformation
og illustrere disse ved udvalgte eksempler.

Det er desuden denne rapports forméal at vise, hvorledes Laplace- og
Fouriertransformation kan anvendes til at lgse simple partielle differential-
ligninger. Det er bevidst valgt, at der ikke er lagt specielt fokus pa enkelte
delemner indefor de to transformationstyper, men i stedet er det valgt at
give en bredere praesentation af hele emnet.

Rapporten er opbygget saledes, at forst bliver Laplacetransformationen
praesenteret samt nogle af dens egenskaber. I afsnittet er der desuden nogle
eksempler pa lgsningen af simple differentialligninger ved brug af Laplace-
transformation.

Derneest praesenteres Fourierrsekker seerskilt, da disse danner grundlag
for Fouriertransformationen. Herefter folger selve udledningen af Fourier-
transformationen, hvor egenskaber og simple beregninger under anvendelse
af Fouriertransformation praesenteres.

Rapporten afsluttes med et afsnit omkring anvendelser af Laplace- og
Fouriertransformation, hvor mere anvendelsesorienterede eksempler gennem-
regnes.

Vi vil gerne sige tak til vores vejleder Bo Rosbjerg for henvisning til
mange relevante kilder.

Aalborg d. 6-9-2014

Karin Lentfer Kristiansen & Thomas Hecksher
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Kapitel 1

Laplacetransformationen

Laplace- og Fouriertransformationer er eksempler pa integraltransformatio-
ner af typen

b
F(s) :/ K(s,t)f(t)dt (1.1)

som transformerer f(t) til F'(s), hvor K (s,t) kaldes integral-kernen. Af andre
transformationer finder man Mellin-, 3-, Z-, Stieltjes-, Laguerre- og Hankel-
transformationen mv.

1.1 Grundleggende egenskaber

Laplacetransformationen er opkaldt efter Pierre-Simon Laplace (1749-1827)
[5] og er en afbildning som transformerer en reel eller kompleks funktion f(¢)
til en kompleks funktion F(s). f(t) kaldes objektfunktionen og F'(s) kaldes
billedfunktionen.

Eksistensen af F'(s) seetter nogle krav til f(¢), s vi definerer her tilstraek-
kelige betingelser for en klasse af funktioner.

Definition 1 (&-klassen af funktioner og konvergensabscisse). Lad f veere
en funktion f : [0;00[— C. f tilhgrer funktionsklassen £ nar der eksisterer
et o sd

b
lim / F(B)]e 7t dt < oo

a—04,b—00

og her defineres o ved

b
o(f):= inf{aER[ lim / \f(t)]e_"tdt<oo}

a—04,b—00

Det er klart at integralet vil vaere konvergent for alle s € C hvor Re(s) > o,
s& o kaldes derfor konvergensabscissen.



Alle stykkevis kontinuerte og eksponentielt begreensede funktioner vil
derfor veere indeholdt i £-klassen.

Definition 2 (Laplacetransformation). Lad f € £ oglad s € C hvor Re(s) >
o(f), sa vil den Laplacetransformerede af f(t) eksistere og veere givet ved

b
F(s)=L{f(t)}(s):= lim / ft)e stat (1.2)

a—0+,b—00

Her anvendes ofte notationen L£{f(t)}, (Lf)(s) eller blot Lf i stedet for
LA{f(t)}(s) og [o° f(t)e st dt i stedet for limg o4 psoo fabf(t)tf“”5 dt, nar
misforstaelser er udelukket. Afheenger f af flere variable kan man anvende

et indeks til at understrege hvilken variabel transformationen er med hensyn
til, fx F(s,z) = L. {f(t,z)}.

Nogle steder anvendes den bilaterale Laplacetransformation B hvor der
integreres fra minus uendelig til plus uendelig. Den unilaterale kan da defi-
neres ud fra den bilaterale £{f(t)} = B{f(t)H(t)} hvor H(t) er Heaviside
stepfunktionen hvor H(t) = 0 for t < 0 og H(t) = 1 for ¢ > 0. Og om-
vendt kan den bilaterale defineres ud fra unilaterale B{f(¢t)} = L{f(¢)} (s)+
LA{f(—t)} (—s) Og Mellintransformationen kan defineres ud fra den bilate-
rale Laplacetransformation ved M {f(t)} = B{f(e™")}. Relationen mellem
Fouriertransformationen og Laplacetransformationen behandles i detaljer i
afsnit [3.21

Laplacetransformation er generelt ikke entydig, men under visse forud-
seetninger for f er den entydig. Detaljer og bevis for dette er uden for raek-
kevidden af dette projekt.

Det er lige ud af landevejen at bestemme den Laplacetransformerede af
en reel funktion - indszet i definitionen og integrér. Det gar let for simple
funktioner - i fgrste omgang eksponentialfunktioner og potensfunktioner.

Saetning 1. £ {e“t} = ﬁ hvor s > a.

Bewis. Ud fra definitionen i ligning ([1.2))
oo oo
L{e} = / e dt = / e~ Tt g
0 0

som er uegentlig integrabel nar s > a

= # <lim e (5=t _ iy e(sa)t)
—(s —a) \t—x t—0+

1 1
T R i




For potensfunktioner bliver den Laplacetransformerede seerlig simpel nar
eksponenten er heltallig (> 0).

Seetning 2. £{t*} = "0t wyor k € Rk > —1 og L{t"} = 2 hvor
n € Ny

Bevis. Ud fra definitionen i ligning (1.2)) og omskrivning har vi

1 o0
£{tk}:/ the=st dt = sk/ (st)ke st dt
0 0

som bestemmes ved skift af variabel til z = st = dt = %d% der ikke

&ndrer graenserne
1 [ 1 1 > _
= — 2Fe ™ Zdx = s} 2Fe ™ dx
S 0 S S 0

hvilket ud fra definitionen pa gammafunktionen bliver

1
Gkt

I'(k+1) hvor k> —1

der viser den forste del af seetningen. Nar k € Ny er I'(k + 1) = k! som viser
den anden del af ssetningen. O

Ud fra swtning @ vil £{1} = £ {t°} =1, L{t} = £{t'} = & osv.

I det fglgende afsnit vil vi udlede nogle vigtige egenskaber for Laplace-
transformationen og anvende disse egenskaber til at bestemme de Laplace-
transformerede for bl.a. trigonometriske funktioner. En af de vigtigste egen-
skaber for Laplacetransformationen er lineariteten.

Saetning 3 (Linearitet). Lad F(s) og G(s) veere de Laplacetransformerede
af hhv. f(t) og g(t), og lad a,b € C. Sa vil

LA{af(t)+bg(t)} = aF(s) + bG(s)

Beuvis. Lineariteten folger af definitionen i ligning (1.2) og lineariteten for
bestemte integraler

C{af(t) +bo(t)} = / " (af(t) + ba(t)) e dt

—a/ f(t) Stdt+b/ g(t)e st at
0

= aF(s) + bG(s)



Derfor vil transformationen af en sum veere summen af transformationer
og alle praefaktorer bibeholdes. En anden vigtig egenskab er translationse-
genskaben.

Seetning 4 (Translation). Lad F'(s) veere Laplacetransformationen for f(¢)
og a € R, sa vil

L{e™f(t)} =F(s—a)

for Re(s) > a. Tilsvarende vil

L{f(t—a)} =e F(s)

for t > a. Her kan man i stedet for denne betingelse tvinge funktionen til at
veere nul for 0 < ¢ < a ved benytte Heaviside funktionen H (t) sa

LAH({ —a)f(t—a)} = e *F(s)
Bewvis. Ud fra definitionen i ligning har vi
Li{eft)} = /OOO e f(t)e st dt
_ /0 T e gt = F(s — a)

for Re(s) > Re(a). P4 tilsvarende vis vil
L{f(t—a)}= / f(t—a)etdt = / Fluw)e™s@t) gy
0 0

nar u =t — a og e~ *° faktoriseres

=e /000 flw)e ™ du=e *F(s)

for t > a. O

Translationsegenskaben virker derfor begge veje, og den kan bl.a. anven-
des til at bestemme Laplacetransformationen for trigonometriske funktioner.

Saetning 5. £ {sin(at)} =
hvor Re(s) > |Im(a)|.

2z hvor Re(s) > [Im(a)| og L {cos(at)} =
i

Bevis. Ved Eulers formel og lineariteten har vi

L {sin(at)} = 2% (L {e )} — £ {emiat})



Ved translationsegenskaben med Re(s) > Re(ia) og Re(s) > Re(—ia), dvs.
Re(s) > |[Im(a)| far vi

1 1 1 1 (s+ia—(s—ia)\  a
2 \s—ia sH+ia) 2 52 + a? 2+ a2

Og for cosinus med tilsvarende argumenter

L{cos(at)} = = (E {e} + £ {e7""})

2
Ogsa her skal Re(s) > [Im(a)| s&
1 1 N 1 1 (s+ida+(s—ia)\ s
"o \s—ia  s+ia) 2 52 + a? Cs2 4 a2

Pé praecis samme made kan det vises at £ {sinh(at)} = %5 og L {cosh(at)} =
= nar Re(s) > |Re(a)l.

Den vigtigste egenskab for Laplacetransformation (i konteksten af dette
projekt) beskriver hvordan den afledede Laplacetransformeres.

O

Saetning 6 (Differentiering). Lad F(s) veere Laplacetransformationen for
f(t) og lad f veere kontinuert for ¢ > 0

L{f'(t)} = sF(s) = f(0)
Bevis. Ud fra definitionen i ligning (1.2 har vi

c{f' @) lim /f )5t dt

a—>0+ b—oo

som omskrives ved delvis integration

= <[ ft)e1’ — /a ’ F(t)(—s)e " dt>

= lim <f(b)e_5b — fla)e ™ +s /ab ft)e dt)

a—04,b—00

hvor graenseveerdien af en sum er lig summen af greenseveerdierne

b
= lim f(0)e ' +s  lim /f(t Yestdt — lim f(a)

a—0+,b—00 J, a—0+

hvor det fgrste led bliver nul i greensen og det andet led er definitionen pa
Laplacetransformationen af f(¢) (med faktoren s)

= sF(s) = lim f(a) = sF(s) = £(0)

idet f er kontinuert. O



Resultatet kan generaliseres til n’te afledede.

Seetning 7 (Differentiering n gange). Lad F(s) veere den Laplacetransfor-
merede af f(t) og lad f € C™ hvor n € Ny, sa vil

c{rmw} =s"r(s) - 20

Bevis. Induktion efter k. Basistrinnet & = 1 er vist i seetning [6] Det antages
at geelde for kK =n — 1 og vi viser at det geelder for k = n.

c{rmw}=c{g (fo0w) )

b
d
— : (n—1) —st
a—>0141-I,Ibl—>oo/a dt (f (t)> e T dt

som omskrives ved delvis integration

—  lim <[f("1)(t)eStK— /ab f<"1>(t)(—s)estdt>

a—04,b—00

b
= lim f" VB +s lim / FOV@We st dt — lim f D (a)ee

b—o0 a—0+,b—00 a—0+

hvor det fgrste led bliver nul i greensen og det andet led er definitionen pa
Laplacetransformationen af f("~1(t) (med faktoren s)

n—1

=5 s"’lF(s) — Z ijlf((nfl)*j)(o) _ f(nfl)(o)

J=1

ifglge induktionsantagelsen. Leddene samles i summen.

e} =s"Fes) - Z ()
j=1

O]

Her kan den nysgerrige leeser springe til afsnit for at se eksempler pa
hvordan seetning [6] og [7] anvendes til at lgse differentialligninger.

Til sammenligning vil versionen af satning [6] og [7] for den bilaterale La-
placetransformation B ikke have begyndelsesleddene med sa B { ) (t)} =
s"F(s). Ligesom translationsegenskaben virker begge veje, gor egenskaben
for differentiation det ogsa.



Saetning 8. Lad F(s) vaere den Laplacetransformerede af f(t) og lad F(s)
veere differentiabel n € N gange, sé vil

L{"f(1)} = (~1)"F(s)

Beuvis. Ifplge Leibniz’ integralregel vil

(—1)"F™)(s) " / f(#)e™stdt = (—1)" / £(t) (;Ze—st) dt
/ F(t) (=7 dt = £{" F(1)}

hvilket viser ssetningen. O

Hyvis tiden skaleres fra ¢ til at hvor a € R vil s skaleres med den reciprokke
storrelse %

Seetning 9 (Tidsskalering). Lad F'(s) veere den Laplacetransformerede af
f(t) oglad a € R, sa vil

cifany = F ()

Bevis. Ud fra defintionen og skift af variabel u = at — %du = dt far man

LA{flat)} = /OOO flat)e™" dt = /Ooo flu)e™a" id“ - éF (Z)

da graenserne er de samme for u. O

Saetning 10. Lad F(s) og G(s) veere de Laplacetransformerede af hhv. f(t)
og g(t), og lad f * g veere foldningen af f og g, sa vil

LA{fxg}=F(s)G(s)

Bevis. Ud fra definitionen pa foldning og Laplacetransformation fas

LA{f*g}= £{/ft—u )du}:/OOOG_St(/Otf(t—u)g(u)du)dt

Integrationsraekkefplgen af ¢ og u skiftes

_ /Ooog(u) /:O et f(t — ) dt du

Greenserne kan udvides nar Heaviside funktionen tilfgjes

_ /OOO o(u) /OOO e H(t— u) f(t — ) dt du

e SUF(s)




ifplge translationsegenskaben, og F'(s) er uaheengig af u sa

£Frgh=F() [ e gl du= P)G()

Det bemeerkes at foldning af funktioner er kommutativ. O

Denne egenskab benyttes bl.a. i sandsynlighedsregning hvor man netop
udnytter at foldning af teethedsfunktioner svarer til produktet af de tilsva-
rende momentfrembringende funktioner.

Saetning 11 (Integrering). Lad F(s) veere den Laplacetransformerede af

F(8), i vil
c {/Otf(u)du} _ éF(s)

Beuvis. fo u)du svarer til f foldet med enhedsfunktionen 1, si dette er et
simpelt spec1alt11faelde af seetning [10]

E{/Otf(wdu} — (U ) = LY L) = L)

1.2 Invers Laplacetransformation

Seetning 12 (Invers Laplacetransformation). Lad F(s) veere Laplacetrans-

formationen af f(t) og lad singulariteterne for F'(s) ligger til venstre for

a € R sa vil den inverse Laplacetransformation eksistere og veere givet ved
1 a+ik

ft)=LH{F(s)} (t) = — lim / F(s)e ds (1.3)

271 k—oo a

—ik

Her anvendes ofte notationen £~! { F(s)} eller blot L1 F istedet for L~! {F(s)} (1),
nar misforstaelser er udelukket.

Bevis. Vi definerer funktionen g : R — C ved g(t) = e~ f(¢)H(t) hvor a €
R. Da f € 5 er g en "pan" funktion som opfylder Fouriers integralsetning
(seetning [3. og kan derfor skrives som

g(t) = / / ) du de
:% </_Ooe—M()du)d

10



og ud fra definitionen af ¢ far man

e_atf(t)H(t) — i > eiwt /OO e—iwu e—auf(u)H(u) du | dw
—— ——

2m —00 —00
g(u)
at 0 o0 )
FOH(t) = % et ( / e~ QU £() F (1) du> dw
T J— 0

Nedre graense rykkes op til nul idet Heavisidefunktionen sgrger for at der
intet bidrag er for v < 0. Hvis man lader s = a + iw = ds = idw vil

at a+1i00 00
FOH() = el (/ e ™" f(u)H (u) d“) o
2mi a—100 0
F(s)
1 a+1i00 : 1 a+ik ;
t) = — SF =— 1 F(s)e?
f( ) 211 a—ico € ( )dS 211 k’i)nolo —ik (S)e ds
nar f kun er defineret ¢ > 0. O
[ —a + 1k
I, -+
| a
|
€ Iy
I~la —ik

Figur 1.1: Integration langs Bromwich kurven I' = I'; + I's kan bruges til at
beregne den inverse Laplacetransformation, sa leenge man veelger a sa tilpas
stor at alle singulariteter ligger inden for I nar k£ — oc.

Hvis F(s) ikke har nogen forgreninger, kan f(t¢) omskrives til et Bromwich
kurveintegral (It = Ir, + Ir, se figur .

ft) = khm Ir, = kh—>n;o o <% F(s)et ds — /F2 F(s)e™ ds>
1
= lim — % F(s)e* ds (1.4)
r

k—oo 271

11



idet integration langs I's giver nul i graensen hvor £ — oo, som vi viser her.

1
Ir, = — [ F(s)e"d
2= omi Iy (s)e™ ds
omskrives s til ke vil ds = ike?df sa
3 37
1

— | " F(ke?)eke  ikedn — = / © Fke®)eke e dg
2

2m T
2

Integralet vurderes opad begraenset ved

3T 3T
|Ir,| < - ’ ‘F(kew)ek6 "teif| o = - ’ ‘F(kew) ket || dp
™ ™ )=
2
ko[7 iy |k cos(0)t
<o | |Flke )(e osO) g
™

fordi ‘eze‘ < 1. Og hvis man forlanger af F'(s) at ’F (ke'?) ’ <M or med M.l €
R,l > 1 langs I's vil

T

kcos@ _ kcos@t
[y < 5 1/ O gp = %kl -2 O qg
3

fordi cos(f) er symmetrisk omkring § = 7 og 1 — 2779 > cos(f) i intervallet
5 <0<m sa

M T (120 Mekt T okto
|]F2| §27Tk;l12/ﬂ- 6( 7") de:wk;ll/f (& = df
2 2

Lad u = 29 — du = 24p

Mekt 2kt Mekt /1 1
|IF2| S eﬂ-/ €_u du = © 7€_kt — 76_2kt
wki=1 2kt [, otkl \ kt 2kt
M

]‘7kt 2
:2‘1‘/‘2]{1"’1<1_26 )ﬁonark%o@

Den inverse Laplacetransformation kan derfor beregnes ud fra Bromwich
kurveintegral i hgmngn s& leenge |F'(s)| < ]I:l[ med M,l e R,l > 1.

Hvis F(s) har forgreninger bliver man ngdt til at leegge kurven uden om
forgreningssnittet.

Som vi vil se i afsnit [I.3] er det svaereste trin i metoden til at lgse diffe-
rentialligninger som regel at bestemme den inverse Laplacetransformation.

Hvis man ikke star med en funktion F'(s) som bare kan slas op i tabellerne

12



(se tabel , men F(s) er en brgk af polynomier kan brgken dekompone-

res til en sum af brgker ;‘\F,((‘Z)) hvor teelleren T'(s) har en grad som er mindst

én lavere end naevneren N(s). P4 den méade kan det komplekse integral i
ligning lettere lpses med residueregning. Hvis F'(s) ikke er en brgk som
kan dekomperes, kan det veere at den kan rackkeudvikles til en sum af brgker
]:\F,((i)) som ovenfor. Undervejs kan translationsegenskaberne og saetning|10]om
foldning ogsé ggre inverteringen lettere - og her er det som altid et spgrgsmal
om traening at kunne se de smarte genveje.

Eksempel 1.2.1. Den inverse Laplacetransformation for F(s) = W
hvor b € C bestemmes ved residueregning.

F(t) = L7H{F(s)} = lim ;mﬁme“ ds

k—o00

som har poler af 2. orden i s = £ib. I' skal derfor indeslutte 4ib, sa a veelges
til at veere storre end Re(b). Ifplge Cauchys residueseetning bliver det

_ . . 1 st . L st
J(t) = 2mi <5€§%2mF(5)6 + Res ot (8)e )
= R_e% F(s)e™ + Resb F(s)e® (1.5)

S=—1

som regnes ud hver for sig. For s = ib

st st N\2 . st
Res F(s)e® = lim d se” — lim € (L+st)(s+ zb). 2(s +ib)se
s=ib s—ib ds \ (s 4+ ib)? s—ib (s+ib)*
st(s 2t isth — .
— lim © (ib+s —.l-’LS b—s) _ i.elbt
s—ib (s +ib)3 4ib
og for s = —ib bliver det tilsvarende
d sest t
s F st _ li el e 1)
Bes, Fls)e™ = lim, 22 <(s - ib)2> 4ib°

Samlet bliver det ved indseettelse i ligning [T.5]

= it bt = " ) % Gt
F0 = ¢ — ¢ % 2% 25"

1.3 Lgsning af differentialligninger

Med Laplacetransformationen bliver det muligt at bestemme eksakte lgsnin-
ger til endog meget komplicerede differentialligninger - bade homogene og
inhomogene, ordingre og partielle. I fgrste omgang gives opskriften pa ordi-
naere differentialligninger. Metoden er forholdsvis simpel men kan blive mere
kompliceret alt efter hvilken differentialligning, som skal Igses.

13



1. Laplacetransformér differentialligningen ved hjeelp af seetning [7}
2. Lgs ligningen med hensyn til den transformerede funktion, F'(s).

3. Foretag invers Laplacetransformation. Hvis F'(s) er en rational funk-
tion (hvilket ofte er tilfseldet) skal brgken dekomponeres.

Tricket er at differentialligningen transformeres til det algebraiske problem i
trin 2 som ofte er langt mere simpelt. Prisen er trin 3 hvor der skal foretages
invers Laplacetransformation, men det kan ofte klares med tabelopslag og
omskrivninger ud fra nogle af de centrale egenskaber (fx translationsegen-
skaberne, ssetning . Det er veerd at bemaerke at begyndelsesbetingelserne
bygges ind i den transformerede funktion allerede nar ssetning [7] benyttes.

Det er altid rart at starte med et eksempel, hvor man med sikkerhed
kender resultatet pa forhand.

Eksempel 1.3.1. Den simple differentialligning f/(¢) = a med begyndelses-
betingelsen f(0) = b har som bekendt lgsningen f(t) = at+b. Lad os benytte
metoden ovenfor til at na frem til resultatet. I trin 1 benyttes seetning [7}

L{f'®)} = L{a}
sF(s)—b= %

I trin 2 lgses ligningen for F'(s)

I trin 3 foretages invers Laplacetransformation ved

LTHF(s)} =L {;2 + i} =alL™ {312} +oLt {2}

pga. lineariteten og vi genkender 8% som Laplacetransformationen af et line-
ert led og % som Laplacetransformationen af 1 (specialtilfeelde af seetning

2).
f(t)=at+b
Her er et andet eksempel, hvor man ogsa kender resultatet péa forhand.

Eksempel 1.3.2. Den simple differentialligning f’(¢) = af(¢t) med begyn-
delsesbetingelsen f(0) = b har som bekendt lgsningen f(t) = be®. Igen
benytter vi seetning [7]1 trin 1.

L{f' 0} =L{af(t)} =al{f(t)}
sF(s) —b=aF(s)

14



I trin 2 lpses ligningen for F'(s)

b

Ss—a

F(s) =
I trin 3 foretages invers Laplacetransformation ved

P} =L {sfa} =be {sia} e {2}

pga. lineariteten og translationsegenskaben. Og som forrige eksempel er %
Laplacetransformationen af 1, sa

f(t) = be™
Og et simpelt eksempel pé en ordinsger 2. ordens homogen differentiallig-
ning.
Eksempel 1.3.3. Vi lgser differentialligningen f”(t) + 5f'(t) + 4f(t) =
med begyndelsesbetingelserne f(0) = a og f/(0) = b.
LLf"() +af'(t)+bf(t)} = L’{O}
LLF"@)+5L{f'(t)} +4L{f(t)} =
(s2F(s) —as — b) + 5(sF(s) — a) + 4F(s) =

I trin 2 lgses ligningen for F'(s) og brgken dekomponeres

as—|—5a+b_ as+5a-+b _14a+b la+b

F(s) = = — _ -
(5) $2+5s+4  (s+4)(s+1) 3s+1 3s+4

I trin 3 foretages invers Laplacetransformation ved

14a+0 1a+b}

EI{F(S)}:£1{3 st1 3st4

-wne (o) -eeve (o)

pga. lineariteten og vha. translationsegenskaben far vi

S

f(t) = %(4(1 +b)etL? {i} - %(a +b)e o {1}
flt) = % ((4a +be ™t — (a+ b)e—4t)

Indtil videre er der ikke vundet meget - der er forst en rigtig gevinst ved
lidt sveerere differentialligninger.
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Eksempel 1.3.4. Den inhomogene ordinzre 3. ordens differentialligning
f"(t) + a®f'(t) = g(t) med begyndelsesbetingelsen f(0) = b, f/(0) = c og
1"(0) = d 1gses. Differentialligningen Laplacetransformeres og ligningen lgses

for F(s).

G(s) = s°F(s) — s°b — sc — d + a* (sF(s) — b)
G(s)+ s*b+sc+d+a’b

F(S) = 5(52 +a2)
11 s 1 o1 1
_G(S)552+a2 s2+a2+652+a2+(d+ab)g82+a2

Det forste led er et produkt af tre funktioner £ {g(¢)} £ {1} £ {1 sin(at)} som
bliver til en dobbelfoldning (se saetning ved invers Laplacetransformation

a

ft) = /Ot {1 /Ov sin(auw) du} g(t —v) dv + bcos(at)

d+a’b [!
4= sin(at) + Ta / sin(au) du
a a 0

I kapitel 4 beskrives anvendelser af Laplacetransformationen i fysikkon-
tekst til at lgse partielle differentialligninger.
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Kapitel 2

Fourierrsekker

Det var Joseph Fourier (1768-1830), en fransk fysiker, som i 1807 postulerede,
at enhver funktion f(x) defineret pa et endeligt interval kunne beskrives ved
en trigonometrisk raekke af formen

Z (Ay, cos (nkx) + By, sin (nkz))

n=0

Da Fouriertransformaitonen er en naturlig udvidelse af Fourierrackker,
har vi valgt at beskrive Fourierrackker forst.

2.1 Fourierraekker

Som skrevet ovenfor, er den grundlaeggende ide omkring Fourierraekker er, at
enhver periodisk funktion kan beskrives som en uendelig raekke af sinus og
cosinus funktioner, hvor den funktion der gnskes beskrevet, vil veere entydig.
En periodisk funktion er en funktion, hvor grafen for funktionen vil gentage
sig efter en periode. Definitionen for en periodisk funktion er som fglgende

Definition 3 (Periodisk funktion). En funktion f : R — R kaldes periodisk
med perioden p > 0 (eller p-periodisk) hvis

f(z+p)=f(z)
for alle x € R

Definition 4 (Periodisk udvidelse). En funktion g : [a,a + p] — R defineret
pa et afsluttet interval af leengde p > 0 og som opfylder, at g (a) = g (a + p)
kan den entydige periodiske udvidelse g : R — R defineres ved

g (x4 mnp) = g(x)

for alle z € [a,a+ p| og alle n € Z

17



fet

X Xo+p X

Figur 2.1: En periodisk funktion f(z) med perioden p.

Standardméden for opskrivning af Fourierraekken for en periodisk funk-
tion i intervallet —m < < 7 er som fglgende:

f(z) = % + Z (an, cos(nx) + by, sin(nx))

n=1
hvor ag, ay, b, kaldes Fourierkoefficienterne og beregnes som

ag = L f(x)dx

s

K K
ap = — f(x)cos(nz)dxr og b, = 1 f(z) sin(nz) dx
™ J_x T J—x

For at enhver funktion kan udtrykkes ved sinus og cosinus er det ngdven-
digt, at henholdsvis sinus og cosinus er en basis i det rum, hvortil funktionen
hgrer. Normalvis geelder det, at der skal lige s& mange basisvektorer til som
dimensionen pa rummet, men eftersom sinus og cosinus er funktioner, sa er
der brug for en uendelig folge af basisfunktioner for at beskrive rummet.

Dette vises ved fglgende seetning.

Saetning 13. Fglgen af funktionerne

1
—,sin(z), cos(x), sin (2x) , cos (2z) , ....

V2

danner en ortonormal fglge i rummet af alle stykkevis kontinuerte funktioner
i intervallet [—m, w] hvor det indre produkt (f, g) er defineret ved
1 /™
(fgr=—[ fgdo (2.1)

—Tr

hvor g svarer til den kompleks konjugerede.

18



Bewvis. For kontinuerte komplekse funktioner er det indre produkt defineret

ved
T

(fr9)= [ fgdx

—T

Under forudsaetning af, at funktionerne f og g er stykkevis kontinuerte, sa er
produktet af funktionerne fg ogsa stykkevis kontinuert og derfor integrabel.
Nu skal det sa godtggres, at folgen

1. .
7 sin(z), cos(x), sin (2x) , cos (2z) , ...

er ortonormal. Dette vises ved hjelp af (2.1]), hvor

(b2

1 s
(sin(nx), sin(nz)) = / sin(nz) sin(nx) dx
™ —T
1,
== sin”(nz) dx
™ —Tr
= 1/7T 1 — cos (2nx) dx
o)
= S [x SILASRE) (2n:v)] =1 for alle n
2 2n o
1 s
(cos(nx), cos(nz)) = / cos(nzx) cos(nx) dx
™ —T
_ ! /Tr cos®(nz) dz
o

1+ cos (2nx) de =1 for alle n

I
|-
\

1 1 /™ 1
<ﬂ,cos(n33)> = 7r/7r Ecos(mc) dz
1 s
— cos(n
TV 2
! [1 sin( )] 0 for all
= —— |—sin(nz = r alle n
™2 [n -
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1
SlIl nr — sm nx .CU
< V2 > /7r

sm(nx) dx

W\[ -7

1 1 T
——cos(nx =0 for alle n
T2 { ( )} -

(cos(mz),sin(nx)) = 1/ cos(mx) sin(nx) dx
™ —T
Anvender, at cos Asin B = 3 (sin (A — B) +sin (4 + B))
2i (sin ((m +n)x) +sin((m —n)x)) dx
s
_ 17 cos((m+n)x) cos((m—n)z)]”
2T m-+n m—n o
=0 for m #n

Hvis m = n, s& er sin ((m — n) z) = sin (0) = 0, mens leddet sin ((m + n) x)
forbliver uforandret i forhold til den viste integration ovenfor og derved bliver
resultatet ogsa her 0.

(cos(mz), cos(nx)) = i/_ﬂ cos(mx) cos(nx) dx

Anvender, at cos Acos B = 5 (cos (A + B) + cos (A — B))

1
2
™

(cos ((m +n)x) + cos ((m—n)x)) dr

™

- “\HS’\H

form #n

(sin(mx), sin(nx)) = 1 /7r sin(max) sin(nx) dz

™ -

Anvender, at sin Asin B = 3 (cos (A — B) — cos (A + B))

= % i (cos ((m —n)x) — cos ((m +n) x)) do
1 [sin((m—n)z) sin(m+n)z)]"
_27T|: m-—n m-+n _W_O
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hvor beregningen svarer til den forrige for (cos(mzx), cos(nz)).
Der henvises i gvrigt til Bilag [B] for alle mellemregninger. O

De ovenstaende beregninger har vist, at det indre produkt mellem to
forskellige funktioner er 0, og da er funktionerne ortogonale basisfunktioner.
Da det yderligere er vist, at det indre produkt af samme funktion er 1 er det
klart, at funktionerne i fglgen

\2, sin(z), cos(x), sin (2x) , cos (2z) , ...
tillige danner en ortonormal basis for rummet af stykkevise kontinuerte funk-
tioner i intervallet [—m, 7).

Enhver funktion tilhgrende vektorrummet kan nu udtrykkes som en linear
kombination af elementerne i basis fglgen.

Det vil sige, at

ao

&

+ Z ap, cos(nz) + by, sin(nx)) (2.2)
n=1

1intervallet —m <z <

2.1.1 Bestemmelse af Fourierkoeflficienter

Under antagelse af, at rackken for f(z) er ligeligt konvergent E| kan koeflicien-
terne til ag, an, b, bestemmes. Der tages udgangspunkt ([2.2), hvor udtrykket
omskrives til

qf dx—/ﬂdx—i—/i(i

an cos(nz) + by, sin(nx)) dx

™

—% ﬂdw—k;( /Cosna?)dx-i-b /ﬂsin(nx)dw)

(2.3)

Da der i de foregiende beregninger allerede er vist, at | fﬂ cos(nx)dr =0
og f sin(nz) dr = 0 kan udtrykket reduceres til

Y([7] 5.231) Lad E vare en ikke tom delmezengde af R og lad fx veere en fglge af reelle
funktioner defineret pa E. ii. Ledvis integration. Antag E = [a,b] og enhver fj er inte-
grabel pé [a,b]. Hvis 377, fr konvergerer ligeligt pa [a,b] s& er f integrabel pa [a,b] og

105 @) de =352, [ fu(e) do
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s

{ } _ ao m™) ap(—m)
ao _

Det vil sige

" fla)da

ap =

Var )

Ser igen pa ([2.3) og multiplicerer pa begge sider af lighedstegnet med
cos(mux) for et vilkarligt m € N. Herved fas

s

:\L} B
+ Z (an/ cos(nz) cos(mz) dz + by, /

—Tr

' f(z) cos(mz) dx cos(mx) dx

™

sin(nz) cos(mz) dm)

Igen fra de forrige beregnlnger ses, at alle led péa hgjre side af ligheds-
tegnet giver 0 pa neer leddet med a, ["_cos(nx) cos(ma) dz nar m = n. Da
giver udtrykket

T

" f(z) cos(mz) dx = am/ cos(mx) cos(mzx) dz

B B x  sin(2mz)]”"
= am _Wf( x) cos?(mz) de = anm, [2+ o }_W
T -7
- fm (2_2> - amT
og vi far
1
Ay = — f(x) cos(mzx) dz

7r

Tilsvarende beregning, hvor udtrykket i (2.3]) multipliceres med sin(maz)
for et tilfeeldigt m € N ses det, at alle led péa hojre side af lighedstegnet er
0 pa neer leddet med by, [™_sin(nx) sin(ma) de nar m = n. Udtrykket bliver
da

3 f(z)sin(mx) dx = bm/_ sin(maz) sin(mz) dzx



Det vil sige

s
by, = — f(x)sin(mx) dx
m -

Da alle ovenstaende beregninger af Fourierrsekkens koefficienter er fo-
retaget ud fra den ortonormale basis, mens der i standard skriveméaden for
Fourierraekker kun anvendes ortogonalitet (folgens forste element er 1 fremfor
L) kan Fourierrackken nu defineres som

V2

f(z) = % + Z (an, cos(nx) + by sin(nz)) (2.4)

n=1

iintervallet —m <z <7
hvor ag samt Fourierkoefficienterne a, og b, er beskrevet ved

ap = % _W (@) da (2.5)
an = % i f(z) cos(nz) dx (2.6)
og by, = % i f(z)sin(nx) dx (2.7)

Integrationsomradet [—m, 7| kan erstattes af et vilkarligt interval af leen-
ge 2m. Det almindelige tilfzelde gennemgas, da dets anvendelse finder sted i
forbindelse med Fouriertransformationen, mens der i dette kapitel overvejen-
de blive anvendt perioden 2w, da det tilstrackkeligt vil illustrere de gnskede
egenskaber.

2.2 Komplekse Fourierraekker

En Fourierreekke pa kompleks form kan skrives som

flo)= > cue™ (2.8)
Med udgangspunkt i den generelle form for en Fourierraekke (2.4))
ag s .
f(x) = B + Z (an, cos(nz) + by, sin(nzx))

n=1
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kan cosinus leddet og sinus leddet omskrives ved hjalp af Eulers formler til

mx _"_ e—znx

o inx —inT
ap e et — e
= — b
f(x) 9 + ngl (an 5 + On, % )

o0
— @ a’l inT ai —inx bj nT bi —inx
—2+Z<2€ —1—26 —|—22,€ T )
n=1
:@+§: ai+bi e 4 afnfb—n eine
2 2 21 2 27
n=1
(o] . .
_ag an —bn \ i ap +ibn\ i
_2+z<<2>e g (Ot
n=1
Ved at lade
agp a, — ib _ an + b
00:E,cn:%,c_n:cn:%,nzlﬂ,&...

kan udtrykket for Fourierrsekken skrives som

00 [e's] 00
f(l‘) =co+ § :Cnemac + E :Cine—m:v — § :Cnemx
n=1 n=1 —00

Beregningen af de komplekse Fourierkoefficienter foretages pa samme vis
som ved de reelle koefficienter, nemlig under antagelse af ligelig konvergens
og derved ledvis integration.

Da ¢, = % og a, samt b, fra tidligere er bestemt ved
1 [T 1 (7
anp = — f(z)cos(nz)dx og b, =— f(z) sin(nz) dx,
L T J-m

fas ¢, = % (/: f(x)cos(nz)dx —1i 7; f(z) sin(nx) dw)
1 ™

=5 » () (cos(nx) — isin(nz)) dx

Fra Euler haves e = cos(y) +isin(y) < e~% = cos(y) — isin(y) Det vil
sige,
1 (7 ,
Cn = — (x)e " dx
2 J_,

Det er denne komplekse form af Fourierrackkerne som anvendes til Fouri-
ertransformation. Dette er nseermere omtalt i kapitel
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2.3 Intervaller af vilkarlig leengde

Ses der pa intervaller med vilkérlig leengde 21, hvor —I < x < [, vil funktionen
i Fourierraekkeudviklingen f& udseendet

+ Z (an cos ( ) + b, sin <n7lr:c)> (2.9)

som er periodisk med perioden 2I.[4]

Hvis [ = 7 ses, at det er det igen er det oprindelige udtryk. Nar det
periodiske interval eendres fra [—m, 7| til [, ] sendres Fourierkoefficienterne
naturligt ogsa.

Under antagelse af, at reekken er ligelig konvergent i intervallet [—, []
kan Fourierkoeffiecienterne ag, a,, b, beregnes ud fra folgende omskrivning

af (29)

[ s = [ G are S ([ aweos () s [ s (457) )

Ved at gennemfgre samme beregninger som ved bestemmelse af Fourier-
koefficienterne for funktioner periodisk pa intervallet [—m, 7] i afsnit (2.1.1))

fas
l l ao 1 l
/ f(x)dx:/ ?dx:aol hvor agzl/ f(x)dx
-1 —1 —1

For bestemmelse af koefficienterne til cosinusleddene multipliceres igen-
nem med cos (m” ) for et vilkarligt m € N og der fas

/ f(z cos )dw-am/ f(zx) cos (m;rm) dxr = aml

Det vil sige

= ;/_llf(x)cos (@) dx

Tilsvarende for bestemmelse af koefficienterne til sinusleddene multipli-
ceres igennem med sin (m”) for et tilfeeldigt m € N og der fas

/f sm dx_b /f sin? )da:_bl

Det vil sige




2.4 Konvergens af Fourierraekker

For at en funktion f(x) kan Fourierrsekke udvikles er der nogle krav til
funktionen. Hvis disse tilstrackkelige betingelser er opfyldt, s& konvergerer
Fourierrsekken til f(z) til funktionen ved alle punkter, hvor funktionen er
kontinuert.

Saetning 14 (Dirichlet). [2] Hvis f er defineret for alle i perioden 2 pa
det lukkede interval [, 1], og hvis

e f(z) er absolut integrabel i intervallet.

e f(z) har et endeligt antal maksimum veerdier og minimum veerdier i
intervallet.

e f(x) har et endeligt antal diskontinuiteter i intervallet.

sa konvergerer Fourierraekkeudviklingen af f til f(x) for alle z, hvor f(x) er
kontinuert. I punkter, hvor der er diskontinuitet svarer f(z) til gennemsnittet
af henholdsvis graenseveerdi fra hgjre og greenseveerdi fra venstre, dvs

PRNFILSLY (28 .10)

og mod denne funktionsvaerdi konvergerer Fourierrackkeudviklingen i diskon-

tinuerte punkter.

feo 1

. ¢

Figur 2.2: En funktion f(z) som er periodisk i intervallet [—[, {] med endeligt
antal maksimum veerdier og minimum veerdier samt endeligt antal diskonti-
nuiteter.

I forbindelse med projektets afgraensning fores der ikke bevis for (2.10)).
De efterfglgende sezetninger med bevis vil dog vise, at Fourierrsekkeudviklin-
gen af f konvergerer til f(x), hvor f(z) er kontinuert.
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Seetning 15 (Bessel’s ulighed). Antag f er stykkevis kontinuert og inte-
grabel i intervallet [—7, 7]. Lad a, og b, veere Fourierkoefficienter for f. Da
geelder

™

2 o0
EENCEE @ (211)

—T

Bewvis. Med udgangspunkt i en afsnitssum for Fourierraekken, givet ved

N
Sn(x) = % + Z (an cos(nx) + a, sin(nx))

n=1

ses pa middel kvadratafvigelsen pa intervallet [—m, 7] for tilnsermelsen af
Sn(z) pa f som

-/ " f(@) - Sn(@) de

™ —Tr
Udregnes dette udtryk fas

v -ss@P o= [ f@F a-2 [ pesw@ e+ [ isw@) ds

T ) T ) us -

(2.12)

Ud fra definitionen péa Fourierkoefficienterne ([2.5)), (2.6)) og (2.7) kan leddet

f(z)Sn(x) dx skrives som

1 i aq . |CL0‘2 . 1 4 ap

- _Wf(:c) 5 dx = 5 = _WSN(x) 5 dx
1 (7 1 (7
- f(x)ay cos (kx) dx = |ag|* = = Sn(x)ag cos (kz) dx
™ J_x ™ J—n
L[ . s 1 [T _
— f(z)bgsin (kx) dx = |bg|* = — SN (x)bg sin (kx) dz
L T™J—n

Det bemeerkes for de ovenstaende tre beregninger, at der er udeladt led som
grundet ortogonalitet forsvinder.

Ved summation over de tre ovenstaende beregninger for k = 1,2,...., N fas
1 (7 2 U 1" )
L p@sy@ de =0+ S (a4 82) = / (S (2))? da
i - 2 pt ™)
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Indsaettes dette resultat i (2.12)) fas

0<+ [ 1@ = Sn(@) da
— [ t@r -2 [ f@sv@ o+ [ sy da
L[ vk (S )
=
som giver (23+ZN; (ai + b3) ) < i/; [f(x)]? da

Lader nu N — oo og resultatet
Sy @) <t [ e (213)
2 n=1 " " T .

viser, at summen pa venstre side af ulighedstegnet konvergerer, da den er
begraenset af f. O

Saetning 16 (Riemann-Lebesgue Lemma). Hvis f er begreenset og integra-
bel pa intervallet [—m, 7| s& gaelder

lim a, = lim b, =0
n—oo n—oo

Beuvis. Folger direkte af Bessel’s ulighed da rsekken

n—oo n—o0

o0
Z (a% + bi) er konvergent, er lim a, = lim b, =0
n=1

2.5 Lige og ulige funktioner

En vigtig egenskab ved lige og ulige funktioner er beskrevet ved fglgende
seetning.

Seetning 17. (Egenskaber ved lige og ulige funktioner) Hvis f er en lige

funktion, s& er
! I
/ f(x)dx :2/ f(z)dx
— 0

Hvis f er en ulige funktion, s& er

[ roin-
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En veesentlig egenskab ved lige funktioner er, at Fourierrsekkeudviklingen
udelukkende indeholder cosinus-led (som jo er lige funktioner). Omvendt vil
Fourierraekkeudviklingen for en ulige funktion udelukkende indeholde sinus-
led (som jo er ulige funktioner).

Eksempel 2.5.1. Vis at en lige funktion ikke kan indeholde sinus-led i
Fourierreekkeudviklingen. Det vises ud fra[2.7] hvor hele sinus-leddet gar ud,
hvis b, =0,n=0,1,2,...

1 (7 .
by, = =] f(x)sin(nx) dx
_1 ' f(z)sin(nz) dx + 1 /7r f(z)sin(nz) dx
L p—— ™ Jo
1 [ 10
= f(x)sin(nz) dx — ~ | f(z)sin(nz)dxr =0

fordi integranden f(z)sin(nz) er en ulige funktion da den er produktet af en
lige funktion f(z) og en ulige funktion sin(x).

2.6 Halv-interval udvidelse

En af forudseetningerne for, at en funktion f(x) kan udvikles til en Fourier-
reekke er, at den er periodisk. S& hvis funktionen ikke er periodisk kan der
ikke opstilles en Fourierraekke som konvergerer mod f(x) for alle veerdier af .
Ved halv-interval udvidelsen ser man kun pa funktionen i det halve interval
fx. [0, 7]. Herefter foretages udvidelsen af funktionen til at veere periodisk pa
hele intervallet [—m, 7]. Det halve interval kan selvfplgelig ogsa veelges som
(=, 0].13]

Hvis f(z) er en lige funktion vil Fourierrseekkeudviklingen for funktionen re-
duceres til

flz) = % + Z ap, cos(nw)
n=1

da leddet med by, sin(nz) forsvinder.
Yderligere i henhold til seetning [17] beregnes Fourierkoefficienterne som

2 [T 2 [T
an_”/o f(z)dx og an_ﬂ/o f(z) cos(nz) dx

Omvendt hvis f(z) er en ulige funktion vil Fourierraekkeudviklingen for funk-
tionen blive

f(z) = Z by, sin(nx)
n=1
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da bade konstantleddet ag og a, cos(nx) forsvinder.

Derfor kan Fourierkoefficienterne for halv-interval udvidelsen for en ulige
funktion beregnes som

by, = 727/; f(x)sin(nz) dz,

Eksempel 2.6.1. For funktionen f(x) = z , defineret pa intervallet [0, ]
beregnes

a) den lige halv-interval udvikling svarende til f(x) = |z|.

b) den ulige halv-interval udvikling.

a) For den lige reekkeudvikling gaelder, at

flz)=2z, O<z<m og flz)=—2, —m<z<0

Beregningen af Fourierkoefficienterne giver

A 2 [T 211 4
aoz/ f(x)dx:/ azd:c:[xQ] =7
T Jo T Jo T2 |

= 2 " _ 2 " _ 2 cos(nz) xsin(ngj)]
an 7r/O f(x) cos(nzx) dx 7T/o z cos(nz) dx 77[ +
2

™

2 [ (Cos (nr) , msin (mr)) - <cos (n0) , Osin (O)ﬁ 2 < (;0:(7213;) i

—4
Da cos(nz) = (—1)" fas, at a, = 0 for lige n og a, = — for ulige n
™m

Dette giver samlet Fourierrsekken

f(z) = g - % ( cos(z) + %cos (3x) + %cos (5x) + >
feo
-2T —T m 2m X

Figur 2.3: Fourierraekkeudviklingen for f(x) = |z|.
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b) For den ulige rackkeudvikling geelder, at
flz)=2z, O0<z<m og —f(—x)=2z, —-1T<zx<0

Beregningen af Fourierkoefficienterne for denne rackkeudvikling giver

- 72T/07r F(2) sin(nz) di = 2 /Oﬂmsin(nl‘) de = 2 [ Sin(gbx) B xCOS(TLZC>]Z

7r ™ n n
_2[(sin(nm) mcos(nm)) (sin(n0) n 0 cos (n0)
o n? n n? n
_ —2mcos (nm) _ _—2005 (n)
™ n
-2
Da cos (nm) = (—1)" fas b, = - (=)™

Dette giver samlet Fourierraekken

o

f@)=) -

n=1

(=1)" sin(ng) = 2 (sin(:c) - %sin (22) + ésin (32) — %sin (4a) + .. >

feo !

O —1fr m T X

Figur 2.4: Fourierraekkeudviklingen for f(z) = x.

Det ses af ovenstaende eksempel, at Fourierkoefficienten for den lige funk-
tion aftager som %, hvor Fourierkoefficienten for den ulige funktion aftager
som % Det betyder, at hastigheden hvormed Fourierraekken konvergerer er
hurtigere for den lige funktion end for den ulige funktion. Dette skyldes
diskontinutetspunkterne i den ulige funktion, hvor veerdien for funktionen
erstattes af gennemsnittet af greensevaerdien fra venstre og graenseveerdien

fra hgjre, jvnf. seetning .
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2.7 Differentiation og integration af Fourierraekker

Saetning 18 (Integration). En Fourierrsekkeudvikling af en periodisk funk-
tion f(z) som opfylder Dirichlet’s betingelser kan integreres ledvist og den
integrerede reekke konvergerer til integralet af funktionen f(z). Det betyder,
at hvis f(z) opfylder Dirichlet’s betingelser i intervallet —m < x < 7 og har
Fourierraekkeudviklingen

o
20—1-231 ay, cos (nx) + by, sin (nx))
n=

sa geelder for —m <1 <z <,

/ f(z)dx = /a:1 —apdz + Z /m (an cos(nz) + b, sin(nx)) dz

n=1

%ao (x —z1) + Z { (cos(nzy1) — cos(nzx)) + %L (sin(nz) — sin(nzy))

Grundet leddet %aox pa hgjre side er udtrykket ikke en Fourierrackkeud-
vikling, men resultatet kan omskrives saledes at det bliver en Fourierrackke-
udvikling af funktionen

= /I f(z)dx — %CL(]CL' (2.14)

Det bemeerkes, at Fourierkoefficienterne i den nye Fourierrackke er %" og
e hvilket betyder, at den integrerede rackke konvergerer hurtigere end den
oprindelige serie for f(z).

Seetning 19 (Differentiation). Hvis f(x) er en periodisk funktion der op-
fylder Dirichlet’s krav, sd kan funktionens afledede f'(x), findes ved ledvis
differentiation af Fourierraekken for f(z), hvis og kun hvis funktionen f(z)
er kontinuert overalt i intervallet og funktionens afledede f’(x) har en Fouri-
erreekkeudvikling, dvs ogsa opfylder Dirichlet’s krav.

S&, hvis f(x) er kontinuert overalt og har Fourierraekkeudviklingen

oo
?O + Z:l ay, cos (nx) + by sin (nx))
n=

s geelder, forudsat f’(z) opfylder betingelserne, at f’(x)’s Fourierraekkeud-
vikling er

Z (nby, cos (nz) — nay, sin (nx)) (2.15)

n=1
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Det bemeerkes, at Fourierkoefficienterne i den afledede udvikling er nb,, og
Nnay, $& 1 modsaetning til den integrerede raekke vil den differentierede raekke
konvergere langsommere end den oprindelige rackke udvikling for f(x).

De sidste seetninger i dette kapitel har stor betydning i forbindelse med
anvendelse af Fourierraekkeudvikling til signalbehandling. De er derfor med-
taget i dette projekt som et praktisk aspekt til emnet.

Seetning 20 (Multiplikationssaetning). Hvis f(x) og g(z) er to periodiske
funktioner med samme periode 2I, s gaelder

o0

l
;l/_lf(x)g(x)dq:: 3 cod, (2.16)

n=—oo

hvor ¢, og d, er koefficienterne i den komplekse Fourierrsekkeudvikling af

f(z) og g(x).
Bevis. Lad f(z) og g(x) have komplekse Fourierrackker givet ved

7= n:ioo ene™ 5 med e = 2% /_ ll Fla)e ™ da
og
= inTx 1 l P
9 :n;ood"e bomed dn=gy /_ ()~ da
Sa er

1! I inmz
2l/_lf(:lc)g(ac)dw:2l/_l ( Z Cpe 1 )g(m)dw

n=—oo

der ved ledvis integration bliver
o

- S e [21l / L () dm]

n=-—oo -l

Inde i den kantede parentes star nu udtrykket for d_, = d,,. Det vil sige, at

l
5 | @)= 3 cd,

n=—oo
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Tilsvarende beregning kan foretages for Fourierrsekkeudviklingen for f(z)
og g(z) med reelle koefficienter til resultatet

1 I —
/f 7)dz = Ja0(p)a0i) + 5 D, (n(r)tnie) + bn(nbniy))
n=1

Beviset herfor udelades.

Seetning 21 (Parseval’s saetning for Fourierrackker). Saetningen beskriver
relationen mellem Fourierkoefficienterne og funktionen de beskriver.
Hvis f(z) er en periodisk funktion med perioden 27, s er

I =
o [ U@Pdr= Y fep (2.17)
hvor ¢, er koefficienterne i den komplekse Fourier rackke udvikling af f(x).

Bevis. Resultatet folger af multiplikationssaetningen, hvor g(z) = f(z) o
l=m.

O

Tilsvarende kan Parseval’s saetning skrives for Fourierrackken for f(z)
med reelle koeflicienter som
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Kapitel 3

Fouriertransformationer

I forrige kapitel blev Fourierrsekker gennemgaet og det blev vist, hvordan
enhver periodisk funktion kan beskrives ved hjeelp af sinus og cosinus.

I dette kapitel vil selve Fouriertransformationerne blive gennemgaet. Der
er flere méader at gribe dette emne an pa. Fourierrsekkerne blev defineret ud
fra teorien omkring linesere funktionsrum, hvor den specifikke funktion var
periodisk og stykkevis kontinuert i et lukket interval.

Samme metode med linesere funktionsrum kan anvendes ved beregning
af Fouriertransformationen, hvor perioden udvides til at veere uendelig. Det
er dog ikke denne metode, der vil blive anvendt i naerveerende projekt da
en anden metode, nemlig definitionen af Fouriertransformationen ud fra in-
tegraltransformation er mere relevant. Denne relevans opstar i forhold til
projektets formal, som bade indeholder Laplace- og Fouriertransformationer.
Ved valget af den sidste metode er der saledes mere sammenhaeng mellem de
to typer transformationer.

Integraltransformationer er, som navnet antyder, en transformation der
ud fra givne funktioner, danner nye funktioner, som er afhsengige af andre
variable end den oprindelige funktion var og som fremstar som integraler der
skal evalueres.

Det skal lige noteres, at i det forrige kapitel blev variablen bensevnt x. I
dette kapitel vil variablen blive bengevnt ¢ da Fouriertransformationerne ofte
repraesenterer tidsafthsenge funktioner.

Fouriertransformationer som ogsa er opkaldt efter Joseph Fourier trans-
formerer en funktion f(¢) i fx. tidsdomeenet (s) til en funktion F'(w) i fre-
kvensfomaenet (s71).

Definition 5 (Fouriertransformation). Lad f veere en funktion defineret for
alle t € R med veerdier i C. Den fouriertransformerede F' : R — C er da
defineret ved

Fw) = Flf0) = [ T pe et (3.1)
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og den inverse Fouriertransformation

£(t) = FIF(W)] 1/mﬂmwww (3.2)

:% .

3.1 Fra Fourierraekker til Fouriertransformation

Med udgangspunkt i Fourierrackken for en funktion som er periodisk med
perioden 2! geelder folgende udtryk jeevnfor

ft) =3+ nil [an cos ("lmf) + by sin (”lﬂ” (3.3)

™

Lader nu w, = %%, hvilket reducerer udtrykket til

f1(t) = % + Z [an, cos (wnt) + by, sin (wpt)]

n=1

idet Fourierkoefficienterne under substitution med R som "dummy variabel"
bliver fglgende

!
ag = }/lfl(R) dR
!
ap, = }/l fi(R)cos (wp,R) dR
!
m:;ﬁﬁWMMWMM%
indseettes 1 udtrykket for fi(¢) ovenfor.
1 l
70 =5; [ #i(R) dr (3.4
1 > l l
+f Z {cos (wnt)/ fi (R) cos (w,R) dR + sin (wnt)/ fi (R)sin (w,R) dR
n=1 =1 -l

Da w er en diskret variabel kan Aw beregnes som

(n+1)m o w

Aw = wpy1 —wp = ] =

Det vil sige

1_ Aw
I 7
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som indsaettes i (3.4) ovenfor og der fas

Aw [
:W/lfl(R)dR

+% g:l [COS (wnt) / ll f1 (R) cos (wn R) dR + sin (wnt) / ll Ji (R)sin (w,R) dR]

Udtrykket omskrives, hvor Aw flyttes ind i summen

/fz

+— Z [COS wnt) Aw / f1(R) cos (wp,R) dR + sin (wnt) Aw / f1(R)sin (w,R) dR}

Ifglge seetningen omkring Riemann summer E| fas, at nar I — oo sa gar
Aw — 0 og

;ﬁ /O samt  fi(t) — f(t)

Leddet for ag forsvinder da Aw — 0 og udtrykket bliver derfor
flt) = / [cos(wt)/ f(R)cos(wR)dR + sin(wt)/ f(R)sin(wR) dR] dw
0 —0 oo

-1 /0 - [ /_ Z F(R)(cos (wR) cos(wt) + sin(wR) sin(w)) dR] dus
(35)

hvor leddene nu er samlet under et feelles integraltegn og f(R) faktoriseres.

Ved anvendelse af den trigonometriske identitet
cos (A) cos (B) +sin (A) sin (B) = cos (A — B) hvor A = wR og B = wt fas

f(t):jr/ooo [/_Zf(R)COS(wR—wt) dR] dw

og da cos (—A) = cos (A), kan der uden videre byttes rundt pa de variable,
sa der fas

' (7] s. 141) Lad a,b € R med a < b og antag f : [a,b] — R. Sa er f Riemann integrabel
hvis og kun hvis

b
= H UZf ) Ax; eksisterer ogisa fald er I(f) = / f(z) dx
pll— a
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£(t) = jr/ooo U_Zf(R) cos (wt — wR) dR] dos (3.6)

Her skal det lige noteres, at hvis f(¢) er en lige funktion, s& reduceres

til
£(t) = % /0 h [ /O " (R) cos (wt) cos (wR) dR} o (3.7)

da leddet med sinus integrerer til 0. Dette integral kaldes Fourier Cosinus
Integral

Tilsvarende, hvis f(¢) er en ulige funktion, sa reduceres udtrykket til

(1) = % /O b [ /0 " (R) sin (wt) sin (wR) dR} o (3.8)

hvor leddet med cosinus integrerer til 0. Dette integral kaldes passende Fouri-
er Sinus Integral

Da cos(w) som naevnt er en lige funktion, geelder jeevnfor seetning at

/OOO cos(w) dw = ;/OO cos(w) dw

—00

og udtrykket for f(¢) i . ) kan omskrives til

(1) = 1/ [/ £ (R)cos (wt — wR) dR] dos (3.9)

2T

Da sin(w) tillige er en ulige funktion, gaelder ogséa i henhold til seetning
at

/ sin(w) dw = 0

og sinus har sédledes ingen indflydelse pa integralet og derfor kan leddet

"isin (wt —wR)" tilfojes (3.9)), s& udtrykket bliver

f(t) / U [ (R) (cos (wt — wR) + isin (wt — wR)) dR] dw

og efter en yderligere omskrivning i henhold til Euler’s formler, hvor cos (wt — wR)+
isin (wt — wR) = e F) fag

f@) / [/ f(R) e(t=F) dR} dw (3.10)
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som kaldes det komplekse Fourier integral.

Opdeles udtryk i en positiv og en negativ eksponent, fas

ft) = % /_ Z [ /_ Z f(R) eiwte—indR] dw

hvor €™ flyttes udenfor det indre integraltegn, da e™? ikke er en funktion

af R. Det giver

£(t) = % / Z [ / Z F(R) e R dR] £ de

Erstatter nu "dummy-variablen" R med t igen og far udtrykket

1 00 00 ) )
== / / F()e ™t dt e dw (3.11)

Flw)

som betegnes Fourier Integralet hvor det indre integrale er Fouriertrans-
formationen betegnet med F(w) og det ydre integrale er den inverse Fouri-
ertransformation. Placeringen af faktoren % kan veelges frit og dette giver
tre Fourier transformationspar.

/ f(e ™“tdt og f(t)= 217r /00 F(w)e™t dw

—iwt zwt
F(w) = ez / f(t) dt og f(t) \/ﬂ / dw
wz%/(wwmﬁ<ng—/<mwwm

Fourier Cosinus Integralet (3.7 og Fourier Sinus Integralet (3.8) giver ogsa
anledning til transformation og de er defineret ved fglgende:

2 o0
/0 F.(w) cos (wt) dw

_ / T F(t)sin (wt) dt oz f(t) = > / ~ Fo(w) sin (wt) dw
0 ™ Jo

En raekke betingelser som er tilstrackkelige for eksistensen af Fourier In-
tegralet er tilsvarende Dirichlet’s betingelser for Fourierrsekker hvor
I — oo.

= /OOO f(t)cos(wt) dt og f(t) =

Seetning 22. (Dirichlet’s betingelser for Fourier Integralet) Hvis funktionen
f(t) er saledes, at
a. den er absolut integrabel, det vil sige

| i<

—00
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altsd er integralet endeligt.
b. den har hgjst et endeligt antal maksimum og minimum samt et endeligt
antal diskontinuiteter i ethvert endeligt interval

s& vil integralet i udtrykket i konvergere mod f(t) i alle punkter, hvor
f(t) er kontinuert og til gennemsnittet af de to ensidede greenseveerdier af
f(t) hvor f(t) er diskontinuert.

Her skal det noteres, at betingelse a. i ssetningen antyder, at arealet under
grafen skal veere endeligt. Dette er muligt, hvis f(¢) aftager hurtigt over tid.
Betingelsen giver nogle begreensninger for f(¢) eftersom funktioner af formen
ft) =k, f(t)=e%, f(t) =e % f(t) = sin(wt) osv, defineret pa intervallet
—00 < t < oo ikke opfylder kravene. Dirichlet’s betingelser kan opfyldes for
f(t) = e ved at tilfgje Heaviside funktionen s& f(t) = H(t)e %, a > 0.
Dette illustreres ved fglgende eksempel.

Eksempel 3.1.1. Fouriertransformationen bestemmes for den ensidede eks-
ponentialfunktion f(t) = H(t)e™*, a > 0, hvor H(t) er Heaviside funktio-
nen.

fit)

Figur 3.1: Den "ensidede" eksponentialfunktion f(t) = H(t)e %, a > 0

Grafen for f(t) viser, at f(t) — 0 nar t — oo og derfor er arealet under
grafen begreenset. Nu eksisterer Fouriertransformationen og kan beregnes
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SO1m

Flw) = / T et dt = / T H(D)eateit gy

. e}
_ / % it gy _ | _ e
0 a4+ ww
1
s& F(w) = Py i overensstemmende med bilag

Et andet eksempel som illusterer Fouriertransformation.

Eksempel 3.1.2. Find Fouriertransformationen for funktionen

cos(3t) for —m<t<m
f@ = —% hvis t = +7

0 ellers

Det ses at funktionen f(t) = cos(3t) er en lige funktion og derfor er det
faktisk nok at anvende Fourier Cosinus Integralet til at beregne funktionens
Fouriertransformation. Da

F.(w) = /000 f(t) cos (wt) dt

bliver udtrykket

Fow) = / " cos (31) cos (wt) di = B <Sin §3—ww)t sin ;,T:H)]:

_[1 (6sin (3t) cos (wt) — 2 cos (3t) sin (wt) \ 1"
2 9 — w2 o
12wsin (wm) + 2wsin (wr)  2wsin (wm)

2 9 — w? 9 —w?

Der henvises til Bilag [B] for udferlig beregning

3.2 Egenskaber ved Fouriertransformationer

Her praesenteres nogle egenskaber for Fouriertransformationen og udvalgte
egenskaber bevises.

Lad f og g veere differentiable funktioner givet pa den reelle akse med f(t) =
0 for store |t|-veerdier.

Saetning 23 (Linearitet). Fouriertransformationen og den inverse Fourier-
transformation er lineser. Det vil sige, for enhver konstant ¢, haves

FLU®) + 9] (w) = FLFO] (W) + Flg@®)] (@)
Flef®)] (w) = eF ()] ()
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Beuwis.

Beviset er tilsvarende for F [cf(t)] = ¢F [f(t)] samt for den inverse Fouri-
ertransformation.

Seetning 24. Fouriertransformationen af et produkt af F' med t" er givet
ved
dn
n )
FI ()] () = " {F(w))

Bewis. For Fouriertransformationen af et produkt af f og " haves

Fusalw = [ e

Under anvendelse af omskrivningen

tnf(t)efiwt dwn {f 7zwt}

fas

dw™

Fie o)) = 0" g { [ e a= o e

—iwt

Der henvises til bilag [B| for omskrivningen af " f(t)e

Saetning 25. Den inverse Fouriertransformation af et produkt af f med w™
er givet ved

FWF@)] (8) = (i) (1)

Seetning 26 (Differentiering n gange). Fouriertransformationen af den n’te
afledede er givet ved

dt"

FrO®)] @) = )" Fw)
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Bewis. For Fouriertransformationen for den n’te afledede haves

F[r0)] @ = / Z 0 (1)t gt

Ved anvendelse af delvis integration, hvor

o0 o0
/ udv:uv|oooo—/ vdu
—0o0 —00

hvor dv = £ (t) og derved v = (=1 (t) samt u = e~** og
du = (—iw) e~ dt fas folgende

[ e = et iw) ™ = [T i e tar

Forste led pa hgjre side i udtrykket forsvinder da f(¢t) = 0 for store
|t|-veerdier. Tilbage star

/OO f(n) (t)e—iwt _ (zw) /OO f(n—l) (t)e—iwt dt

Ved fortsasettelse af denne beregningsprocedure yderligere n — 1 gange fés

[ s =) [0 i e

Saetning 27. Den inverse Fouriertransformationen af den n’te afledede er
givet ved

O

[ )] 6 - i 1)

Saetning 28 (Translation i tidsdomeenet). Fouriertransformationen for en
vilkarlig translation i tidsdomaenet er givet ved

FIf =D (w) =e™F(w)

Bewvis. Vilkarlig translation i tidsdomeenet

= / h f(t)e “tat

Ff(t—1)] / flt—De ™ dt
substituerer v =t -1, dv =dt ogt = v +1sa
Flft—-1] / f)e @) gy = g7l / h f () e ™ dv = e ™ F(w)
O
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Saetning 29 (Translation i frekvensdomaenet). Den inverse Fouriertransfor-
mation for en vilkarlig translation i frekvensdomsaenet er givet ved

Fletyw)] @) = Fw-1

Saetning 30 (Skalering). Fouriertransformationen for en skaleret funktion
er givet ved

FIF o0l @) =5 (3)

Saetning 31. Hvis f(¢) = 0 for t < 0 s& er Fouriertransformationen af f(t)
givet ved

Ffl(w) = L[f] (iw)
hvor L [f] er Laplacetransformationen af f, se ligning|1.2

Beuvis. Ved omskrivning af den funktion som skal Fouriertransformeres til
formen e~ f(t), vil Fouriertransformationen fa fglgende udtryk

Fle®f(0)] @) = / " ematf(p)eiet gy

—0o0

Med en yderligere omskrivning af udtrykket til
S .
Fo(w) = / f(t)e™ (@)t gt
0

sd vil Fy(w) eksistere, safremt f(t) er af eksponentiel orden. Nedre graense i
integralet er sendret til 0 set i lyset af, at ¢ som oftest repraesenterer tiden.
Ved at definere F,(w) = 0 for ¢ < 0 kan den inverse Fouriertransformation
skrives som

f(t) 1 /OO Fa(w)e(a-i-iw)t dw

:% .

Det komplekse tal a + iw svarer til s i Laplacetransformationen. Da a er
konstant, kan a + iw = s skrives som

ds = 1dw

For w = —occ er s = a —i0c0 og for w = 0o er s = a+i0o. I det der nu skrives
at Fy(w) = f(s) fas

a+100
f(t) = 1/ f(s) et ds

270 Jo—ioo

hvilket svarer til udtrykket for den inverse Laplacetransformation. O
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En mere direkte sammenhaeng mellem Laplacetransformation og Fouri-
ertransformation kan beskrives ved fglgende.
Laplacetransformationen givet ved

el - [ " pwetat
hvor s =k + iw

el [ " pe et gy
som kan omskrives til

L[f] = /000 [f(t)e ] et qt

Det ses, at indholdet i integraltegnet nu ligner den almindelige Fouriertrans-
formation, hvor

| e et = F [roe ]
0
og hvor f(t) =0 for t < 0. Endeligt fas

L[f]=F [f(t)e™]
Dette kan illustreres ved folgende.

Eksempel 3.2.1. Lad f(t) = t",n = 1,2,... for t > 0. Lad f(¢) = 0 for
t <O.

F [f(t)e_at] =F [t"e_at]

Ved opslag i[A-2] ses, at

n!
Flthe ] = ———
[ ] (iw + )"t
og for s = a + iw fas
|
Cat n!
F [t"e “] = o

Ved opslag i [A.1] ses, at resultatet svarer til £ [t"] Der henvises til bilag
for udferlig beregning.
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Ligesom der er en sammenhaeng mellem Fourierkoefficienterne og den
funktion de beskriver, s& er der ogsa en sammenhaeng mellem transformatio-
nerne. Denne sammenhsaeng er beskrevet ved Parsevals seetning for Fourier-
transformationer.

Seetning 32. (Parseval’s seetning for Fouriertransformationer) Fglgende sam-
menheeng er givet

[ ora= o [ re)Ra (3.12)

—o 2

Bevis. Hvis f(t) har en Fouriertransformation, si er den givet ved (3.2)), som

indsaettes 1[3.12 til
/ 7t @)

la et Pt

AEndrer reekkefplgen pa udtrykket i henhold til Fubini’s seetning [7]

> [/ f(t) W’fdt]dw_/ w)|? dw

Fra den oprindelige definition pa Fouriertransformationen (3.1f) ses at
:/ f(He¥tdt da et =t
—0o0

Det vil sige
1 [ 1 [

Py F(w)F(w)dw = o |F(w)|? dw

—00
som er identisk med

1
1 |( ]2dw—/ )2 duw

2T
O

Som det er tilfeeldet med Laplacetransformationer, sé kan residueregning
ogsé anvendes i forbindelse med Fouriertransformationer til at lgse ikke helt
trivielle integraler. Dette illustreres ved folgende eksempel.

Eksempel 3.2.2.
V2z?

Beregn Fouriertransformationen for  f(z) = ——— (3.13)

VT (14 22)°
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Opskriver fgrst Fouriertransformationen for funktionen i henhold til defini-

tion [3.1] og far

= w%_iw —Q o05672005(#:15 —isin (wx)) dx
F(w)_/_ooﬁ(uﬁ)?e d$_ﬁ/_oo(1+x2)2( (we) (wz)) d

Da funktionen (3.13]) i sig selv er en lige funktion, reduceres udtrykket til

/ 22 cos (
~Va (1+ :1:2
og det er séledes nok kun at beregne Fouriertransformationen for w > 0.

Opstiller kurveintegralet for funktionen i henhold til Cauchy’s Residue saet-
ning, som giver

9 2 jiwz

Fw) / 22 cos ( d:U — iRe </ Lz dz) (3.14)
R 1+ x2 e rg (1+22)

hvor g er halvcirklen med R stor nok til at indeholde polerne for udtykket

i (3.14). Evalueringen af kurveintegralet langs den lukkede sti I'r ved hjeelp
af residue ssetningen, hvor R vokser ubegraenset giver

lim f(z) de = lim U_if(a:) dx + mf(z) dz] :2m’ZRes [, 2]

R—o0 Tr R—o0
(3.15)

Da  lim / f(z)dz=0
R—o0 YR

reduceres (3.15) til udtrykket for Cauchy principal value (hovedveerdi) for

uegentlige integraler som

R

p.v. /_Oo f(z) do = RIE)T;O _Rf (x) dx = 2mi ZRES [f, 2] (3.16)

2 zwz

(1+22)?
orden for zy = =44, men da kun polen zg = i er placeret i gvre halvplan er

det kun denne pol der ligger indenfor den lukkede sti og kurveintegralet med
pol kan saledes illustreres i fglgende figur.

Beregning af polerne giver, at funktionen F'(z) = har en pol af 2.
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Figur 3.2: Kurveintegral og pol i den gvre halvplan

Beregning af residum for en pol af 2. orden E] giver

2 lwz d 2 lwz d 2 lwz
Res {“21} i L2 T gy 4T
(14 22) z—i dz 1+ 2) =i dz (2 +1)

Differentiation udfgres og graenseveerdi indsaettes

(€722 + iwz?e™?) (z + i) =2 (2 + 1) 226

- Gt S R

Kan nu, ved anvendelse af Cauchy’s residue seetning beregne kurveintegralet,
som

e (w—1)

& T
p.v./ f(z)de =2mi———F = —e¢ ¥ (1 —w)

oo 4 2
og slutteligt finde Fouriertransformationen for funktionen ved indsaettelse i
(3.14)) som

F(w) = {;ge—w (1-w)=

2([] seetning 31.1) Hvis f (2) har en pol af m’te orden i zg er

Res [f, 20] = limsz gy ot [(2 = 20)™ £ (2)]

e (1 — w)

S
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Det ovenstaende resultat er kun gaeldende for w > 0. I det tilfeelde, hvor
w < 0 fas ved tilsvarende beregning

p.v. /_OO f(z) dx = ge_‘” (w—=1)

Det vil sige, at for alle veerdier af w er Fouriertransformationen givet ved

Flw) = ‘ge—'w' (1 L))

3.3 Foldning af Fouriertransformationer

For Fouriertransformationer er der to foldningsresultater, nemlig et i tidsdo-
meenet og et i frekvensdomaenet, svarende til den almindelige transformation
og den inverse transformation.

Saetning 33. (Foldning i tidsdomeenet) [3]

For funktionerne f(t) og g(t) som er defineret pa intervallet |—oo, co[, hvor f
og g begge er stykkevis kontinuerte og den ene funktion er absolut integrabel
og den anden funktion er begrazenset, er foldningen f * g = h defineret ved

mt) = [ Flu)gt—u) du=(0) < (0 (3.17)
Bevis. Antag Fouriertransformationerne for de to funktioner er givet ved
Flw) = / Fe ™ dt og G(w) = / g(t)e ™t dt

[e.9]

Flh(t) = H(w) = /

—00

:/_Zf(u) [/_Ze—iwtg(tu) dt] du

Med variabelskift z — ¢t — u, dz = dt og u — wu bliver

H(w) = /_ Z I () [ /_ Z g (2) =+ dz} du

oo

_ /_ Z £ () e~ du /_ )
sa H(w) = F(w)G(w)

h(t)e @t dt = /_C: et [/_O; fu)g(t—u) du] dt

Det vil altsa sige, F [f(t) * g(t)] = F(w)G(w) viser at en foldning i tidsdo-
meenet transformeres til et produkt i frekvensdomeenet. ]
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Ved at tage den inverse Fourier transformation pa begge sider af

Ff(t) xg(t)] = F(w)G(w) fas

(f*g)(t) = / F(w)G(w)e™ dw (3.18)
Tilsvarende foldning kan laves i frekvensdomeenet.
Hvis
1 [ :
FIA(W) = F) med f(t)= o / Fw)e di
™ —0o0
og

Flgt)] = Gw) med g(t)= % /_OO G(w)et dt

sa er den inverse transformation af foldningen
o

F)+Gw) = [ FWGw-y) dy

—0o0

hvor

F L F(w)* Gw)] ! / " et [ / h F(y)G(w—y) dy] dw

27 J —0o0

L [T r) [/OO G (w—y) dw} dy

27T — 00 —00

Andring af variable z = w — y, dz = dw og w — w giver

FUP@ @] =5 [ PO | [ o6 ] ay
_ % _Z F(y) e dy /_ Z G (2) e d2

= %% f(t)2mg(t) = 2n f(t)g(t)

Det vil sige, at  F[f(t)g(t)] = %F(w)G(w)

og at multiplikation i tidsdomeenet svarer til foldning i frekvensdomaenet med

en faktor QL
T

Det skal slutteligt naevnes at foldningen er kommutativ ligesom ved Lapla-
cetransformationen.
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3.4 Den historiske udvikling af integraltransforma-
tioner

Integraltransformationer, som bade Laplace- og Fouriertransformationer hg-
rer til, har fundet anvendelse i naesten 200 ar. Oprindeligt var det Leonhard
Euler (1707-1783) som i 1744 var begyndt at studere integraler og Jean-
Baptiste le Rond d’Alembert (1717-1783) som i 1747 brugte superposition af
sinus funktioner til at beskrive svingningerne i en violinstreng, der initierede
arbejdet med integraltransformationer. P.S. Laplace (1749-1827), som var
student hos d’Alembert fortsatte arbejdet med integraler og anvendte dem i
forbindelse med lgsning af ligninger.

11785 forsggte Laplace sig med at bruge integralet som en transformation
i stedet for at bruge integralet som lgsning. Det er i den forbindelse, at starten
pa integraltransformation kan ledes tilbage til Laplace, som et led i hans
arbejde med sandsynlighedsteori. I Laplace’s bog "La Theorie Analytique
des Probabilities" som blev udgivet i 1812 indeholder nogle af de fgrste og
mest elementeere resultater ved anvendelse af Laplacetransformation, som
jo i dag er en af de mest anvendte integraltransformationer, ikke mindst
takket veere den britiske ingenigr Oliver Heaviside (1850-1925), som anvendte
Laplacetransformation til at lgse ordinsere differentialligninger i elektriske
kredslgb.

Joseph Fourier (1768-1830) kom med sin athandling "La Theorie Ana-
lytique de la Chaleur" i 1822, som var en afhandling omkring varmeled-
ning. Denne afhandling praesentereder opdagelsen omkring Fourierraekker og
Fourier Integraler og indeholdt eksempler pa anvendelse. Det var i denne
afhandling han postulerede, at enhver funktion pa et endeligt interval kan
udtrykkes som en trigonometrisk raekke.

Forst meget senere, da Henri Lebesgue (1875-1941) i 1903 udgav sin af-
handling ”Sur les séries trigonometriques”, hvor han praesenterede, at den n’te
Fourierkoefficient gar mod 0 for reckkeudviklingen af en begraenset funktion,
blev Fourieranalysen generelt accepteret.
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Kapitel 4

Anvendelser

Der findes utallige anvendelser af Laplace og Fouriertransformationer. Iseer
inden for de naturvidenskabelige fag, som i forvejen er storforbrugere af dif-
ferentialligninger, er der mange anvendelser. Her demonstrerer vi fysikanven-
delser inden for elektriske kredslgb og mekaniske bglger.

Ud over, at Fouriertransformationer er brugt i forbindelse med signalbe-
handling, hvor transformationen mellem to domeener er relevant, kan Fouri-
ertransformationer ogsa anvendes i forbindelse med lgsning af partielle dif-
ferentialligninger pa samme made som Laplacetransformationer.

Det er ikke projektets intention at ga dybere ind i emnet omkring lgsning af
partielle differentialligninger, men ngjes med et par eksempler til at illustrere
anvendelsen af Fouriertransformation i forbindelse med lgsningen.

4.1 Elektriske kredslgb

W
L

@]

1(t)
u(t)

Figur 4.1: Et elektrisk kredlgb med en speendingskilde U(t) og to kompo-
nenter (en spole L og en kapacitor C') som giver anledning til stromstyrken
I(t).

Eksempel 4.1.1 (LC kredslgb). Kapacitoren har kapacitansen C' := £ som

angiver forholdet mellem den meengde ladning ¢ pa kapacitorpladerne og
spaendingsforskellen U mellem pladerne. Spolen har induktansen L := %
som angiver forholdet mellem spaendingsforskellen over spolen og sendringen
af stromstyrken I = § = % gennem spolen. Ifglge Kirchhoffs anden lov er
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summen spaendingsforskellene i kredslgbet nul, s summen af spaendingskil-
den U(t) og speendingsfaldene over komponenterne er nul.

U(t) - Li(t) ~ ma(t) =0 (4.1)

Hvis U(t) er konstant Uy svarende til at kredslgbet er koblet til et batteri,
vil differentialligningen for ¢(t) altsa veere

G(t) + 7=a(t) — — = 4(t) + aq(t) + b =10

nar a := % og b := —%. Laplacetransformation bliver derfor med begyn-
delsesbetingelserne ¢(0) = 0 og ¢(0) =0

L£{G(t) + aq(t) + b} = L{0}

LLG(®)} +alfq(t)} +bL{1} =0
b

s?Q(s) + aQ(s) + = 0

som lgses for Q(s) og broken dekomponeres

b 1
Q) =—Sra - st iva)e_iva)

_ b1 o1 11
 al\s 2s+iva 2s—iya
som ved invers Laplacetransformation bliver
b/1 1 1 1 1
—1 _pr—1) (- = I
LR =L { a<s 2s+iva 23—2'\/6)}
b/ 1] 1., 1 1., 1
t)=—— S — -
at) a(ﬁ {8} 2£ {s—i—i\/&} 2£ {s—i a})
U IV L e JIL L v 1
q(t) = a(ﬁ {s} 5¢ L . 5 L .

pga. lineariteten og translationsegenskaben. £ {1} = % s

b 1

q(t) = - (1 = ie_i‘/at - ;ei\/at> = —g (1 — cos(vat))

)

og hvis man er interesseret i strgmstyrken

0-40- e (1o ())} - o)

Man ser at amplituden for den oscillerende strgmstyrke er proportional med
Up og at 2w/ LC spiller en rolle som karakteristisk svingningstid for det
elektriske kredslgb.
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4.2 Mekaniske bglger - halvuendelig snor

Eksempel 4.2.1 (Transversalbglger pa snor). Transversalbglger (vinkelret
pa udbredelsesretningen) sendes afsted pa en snor fastgjort i den ene en-
de. Stgrrelsen af udsvinget u af bglgen afhsenger af stedet pé& snoren z og
tidspunktet ¢ og opfylder bglgeligningen

0? 1 92

x,t) = x,t) x,t>0

PRkl Z o

hvor w(z,0) = 0, dvs. snoren er i ro til start og w(0,¢) = f(¢), dvs. profilen
af belgen er f(t) som sendes afsted fra den side, hvor snoren er bundet op.
Bglgeligningen Laplacetransformeres med hensyn til tiden ¢

9? 1 0 1 0?
. . 62 62 82
pga. lineariteten. £, {Wu(x,t)} = saLli{u(z,t)} = 55U(x,s) da trans-
formation er med hensyn til ¢ s&

9? 1 9?
WU(I’,S) = ;Ct{aﬂu(.f,t)}

v?

1 0

= (SzU(l‘, s) — sau(x, 0) — u(x, O))

ifplge saetning |7l Snoren er i ro til start: u(z,0) =0 = %u(m, 0) =0sa

0? 52
@U(%S) = EU(%S)

Den harmoniske ligning har lgsningen
s2 s2 s
U(zx,s) = ae\/vjzx + bef\/v;x =be v"*

idet @ ma vaere nul. Man ma forlange at udsvinget u(z, t) ikke divergerer for
x — 00. b bestemmes ud fra randbetingelsen u(0,t) = f(t) = U(0,s) =
F(s) =be +" =bsa

U(zx,s) = F(s)e v*
Ved invers Laplacetransformation og translationsegenskaben bliver
L7U(, )} = £ {F(s)e™3}
alw,t) = (= 2)H (1=2) =5 (e-F)
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nar t > 7. v > 0 svarer derfor til bglgens udbredelsesfart ud ad snoren. Det
bemzerkes at enhver funktion af formen f(t—£) altsa opfylder bglgeligningen
hvor f(t) er “bglgeprofilen”. Fx. vil en harmonisk svingning kunne sendes
afsted med f(t) = Asin(wt) = wu(z,t) = Asin(w (t—2)) hvor A er
amplituden og w er den cykliske frekvens.

4.3 Mekaniske bglger - uendelig snor

Eksempel 4.3.1. Lgs bolgeligningen u (x, t) for bglger pa en snor med leeng-
den x, hvor —oco < z < oo for ¢ > 0. Udbredelsesfarten for bglgen er i dette
eksempel sat til 1.

1wy = gy

2. u(z,0)=g(x), —o0<z<o0

3. =0, —oco<xr<o0

4. u(z,y) = 0,uy (z,t) >0 for |z]— o0

Fra egenskaberne for Fouriertransformationer anvendes sasetning [26] omkring
differentiation.
De partielt afledte af w (x,t) med hensyn til  bliver saledes
Fug (x,t)] = iwF [u(z,t)] = iwlU (w, t)
F [tgs (2,1)] = = F [u(z,1)] = —w?U (w, 1)

De partielt afledte af u (z,¢) med hensyn til ¢ folger af Leibniz’ integralregel
og bliver

0 0
F ug (z,t)] = &]:[ux (x,t)] = &U (w,t)
2 82
Flug (z,t)] = @]—"[uw (x,t)] = @U (w, 1)
Transformerer uy (z,t) = Ugzy (x,t) til F[uy] = F [ugs] efter ovenstaende,
lader 4 = F [u] og far
?u .
o2~ YT

som kan omskrives til

0" + Wi =0

Da ovenstaende ligning udelukkende indeholder afledte med hensyn til ¢ er
dette en almindelig 2. ordens differentialligning. Ved at se pa karakterligning
findes, at

Nitw=0s)N=-wael=tiw

95



Det vil sige, at nar karakterligningen har to kompleks konjugerede rgdder
uden realdel er den generelle lgsning til

U (w,t) = A(w) cos (wt) + B (w) sin (wt) (4.2)
Beregner konstanterne A (w) og B (w) ud fra begyndelsesbetingelserne.

Da u(z,0) =g (z) & 4 (w,0) = g (w) og indsat i far vi
@ (w,0) = g (w) = A (w) cos (w0) + B (w) sin (w0)
Da cos (w0) =1 og sin (w0) =0 fas § (w) = A (w)

For u; (z,0) < 1t (w,0) =0

Finder forst 4; (w,t) ud fra som bliver

Uy (w,t) = —wA (w) sin (wt) + wB (w) cos (wt)

Sa for 4 (w,0) = 0 bliver 4 (w,t) = —wA (w) sin (w0) + wB (w) cos (w0)
Igen da cos (w0) =1 og sin (w0) =0 fas 4 (w,t =0) = B (w) < 0= B (w)
Det samlede udtryk bliver saledes

U (w,t) = g (w) cos (wt)
(w

Transformerer nu 4 (w,t) = ¢ (w) cos (wt) for at finde u (z, ).
u(z,t) = F i (w,t)] = F g (w)cos (wt)]
Ved anvendelse af Eulers formler for omskrivning af
ciwt 4 o—iwt
2

(@, t) = F i (w,t)] = F! [9 (w) < o Mﬂ

— % (]:—1 [g (w) zwt] +F [ —zwt )

Fra saetning 28 omkring translation, hvor 7! [F (w) e*”‘*’] = f(z—1) fas
1
Slg@+t)+g(x—1)]

u(z,t) = 5

som er lgsningen péa differentialligningen

cos (wt) =

fas

4.4 Varmeledning - uendelig lang stang

Find temperaturen u (x,t) af en isoleret stang med leengden x, hvor —oo <
x < oo fort > 0.

1. u,5:c2um
2. u(z,0)=f(r), —oco<z<oo
3. u(x,y) = 0,uy (x,t) =0 for |z] = o0
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Det er varmeledningsligningen som her skal lgses.

Igen er det seetning [26] for Fouriertransformationerne som anvendes til at
finde de partielt afledte. De partielt afledte af u (z,¢) med hensyn til = bliver
saledes

Flug (x,1)] = iwF [u(z,t)] = iwl (w,t)
F [tz (x,1)] = —w?F [u(z,1)] = —c2w?U (w,t)

De partielt afledte af u (x, t) med hensyn til ¢ folger af Leibniz’s integralregel
og bliver

g}"[um (x,t)] = QU (w,t)

Flue(e0] =5, ot

Transformerer u; (z,t) = ugy (z,t) til F [ug] = F [ug,] efter ovenstéende og
lader @ = F [u] til at fa

i

a—z = 2w
Da ovenstaende ligning udelukkende indeholder afledte med hensyn til ¢ er
dette en almindelig 1. ordens differentialligning. Ved separation af variable
fas

di 1
— = & —du = AWt &
dt U
L. 2 2 L.
—dt= | —cwdt < Zdi=—cW? | dt &
i 1
logli| = —Pw?t o ellogdl = e o = e Y = e

Det vil sige, at den generelle lgsning er

202¢

i (w,t) = C (w)e ™ (4.3)

Beregner konstanten C' (w) ud fra begyndelsesbetingelsen.

Da u(z,0) = f (z) & a(w,9)2: f(of) og indsat i (4.3) fas
i(w,0) = f(w)=CWw)e e f(w)=Cw)

Det vil sige

2

i (w,t) = f (w)e <

Transformerer nu @ (w, t) = f (w) e~ %"t for at finde u (z,t)

.%' t :/ f e ¢ 202t zwxdw
oo
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Det ses nu, at udtrykket for u (x,t) ligner (3.18)), hvor

G () = () = 5o ™™

T or
Da definitionen af foldningen (3.17]) med sendrede variable er
(Fe9)@= [ fw)gla-p) dp (1.4
—00

skal den iverse Fourier transformation af § (w) bestemmes.

Ud fra tabelopslag i Bilag|A.2| ses, at F [e_‘”ﬂ = L e,

2 2p _ —w? 1_ 4.2 _ 1 g
Da c*wt = = & =4t & a—402tfas
—a? 1 — 202t 1 w2t 202t
FlewZt| = ———e “9W' = e YTt = V2c2te Y
21 1
4c?t 2c2t
~ _ .22 _ 2,02 N
Da §(w) = se “¥ & e v = 21§ (w)

Det vil sige, F 64:2275:| = 2mV2c2t (w). og den inverse Fourier transformere-
de g (z) fra g (w) bliver
1 —a?
g(x) = me‘“%

Substituerer x — = — p og indseetter det i formlen for foldningen (4.4) og
opnar

1 o _(@=p)?
w@h) = ()@= [ 1o

Sa& temperaturen fordeles som en Gaussfunktion, der bliver spredt ud som
tiden gar.
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Afrunding

Vi har udledt og praessenteret grundleggende egenskaber for Laplace- og
Fouriertransformationen med fokus p& anvendelsen inden for lgsningen af
bade homogene og inhomogene, ordinzre og partielle differentialligninger.
Her transformeres differentialligningen til en algebraisk ligning, som ofte
lettere kan lgses. For at fa lgsningen til den oprindelige differentialligning
foretages invers transformation. Ved anvendelser af denne metode inden for
modelleringen af fysiske systemer, dikterer randbetingelserne i det undersgg-
te system hvilken transformation, man skal bruge. I tilfzeldet med bglgen
pa snoren er randbetingelsen at snoren er fastgjort i den ene ende, sa her
anvendes Laplacetransformationen. I tilfaeldet med den uendelig lange snor,
gjorde randbetingelsen at det var ngdvendigt med Fouriertransformationen.
Men det kan ikke altid lade sig ggre at holde sig til én dimension i anven-
delser inden for fx fysik - en bglge eller varme kan udbrede sig i 2 eller 3
dimensioner. For funktioner af flere variable f(x) kan transformationerne

generaliseres til
E{f(x)}—/o /0 /0 F(x)e k% g

or FUe= [ [ o [ et

hvor x = (x1,x9,...,2,) og k = (k1,ka, ..., k).

Anvendelse i undervisning

I forhold til anvendelse af emnet i gymnasieundervisningen, kunne flere mu-
ligheder teenkes. Det er oplagt at saette en dygtig elev til at skrive et kom-
bineret fysik-matematik studieretningsprojekt (SRP). Her kunne fysikdelen
veere inden for elektriske kredslgb og SRP’en kunne fx tilrettelaegges som
fglgende:

e Betragt LC-kredslgbet med vekselspsendingskilde. Opstil vha. Kirs-
choffs love differentialligningen for ladningen som funktion af tiden.

e Lgs differentialligningen vha. Laplacetransformationen

e Foretag forsgget med en spole og en capacitor hvor strgmstyrken méles
som funktion af tiden

e Diskutér de fysiske antagelser i denne model péa baggrund af forskellen
mellem model og eksperiment

En anden mulighed er at inddrage emnet som supplerende stof i klasseun-
dervisningen pa et matematik A hold. Kernestoffet er ifglge bekendtggrelsen

99



Lineaere differentialligninger af 1. orden og logistiske differenti-
alligninger, kvalitativ analyse af givne differentialligninger samt
opstilling af simple differentialligninger. [0]

Her kunne man i umiddelbar forlengelse af kernestoffet (uden at indfgre
komplekse tal og kun ved tabelopslag) anvende metoden til at lgse simple

differentialligninger som anvist i eksempel og eksempel
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Bilag A

Udvalgte Laplace- og
Fouriertransformationer

I tabellerne nedenfor praesenteres samlet funktioner samt deres Laplace- og
Fouriertransformerede. Linearkombinationer af de praesenterede funktioner
héandteres let da transformationerne er linezere.

Funktion Laplacetransformation Betingelser
1 I
t %
t" i ne€zZmn>0
th Allas) keR k> —1
sin(at) Tyar Re(s) > |[Im(a)]
cos(at) T Re(s) > [Im(a)|
sinh(at) g Re(s) > |Re(a)]
cosh(at) = Re(s) > |Re(a)]
e f(t) F(s—a) Re(s) > a
f(t—a) e " F(s)
() SF(s) - f(0)
F@) | s E(s) = X5 s (0 n € No
t"f(t) (—1)"F™)(s) n € Ny
f(at) 1 (%) acR
fxg F(s)G(s)
fgf(u)du %F(s)

Tabel A.1: Nogle udvalgte Laplacetransformationer
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Funktion | Fourier transformation Betingelser
1 2sin(cw) —c<t<e
e Z.U:iia t>0,Rea<0
t”e“t W t>0,n:1,2,..., Rea<0
di_“t2 \/%e% a >0
s f(t) (zwd):F(w)
t"f(t) "o F(w)
f=1 e W F(w)
el f(t) F(w—1)
) 5E($)

Tabel A.2: Nogle udvalgte Fourier transformationer

62



Bilag B
Detaljerede beregninger

Kapitel
Uddybende beregninger vedrgrende ortogonalitet af basisfunktionerne i saet-

ning

1 ™
= / 1 — cos (2nx) dz
2 J_,
1 i T
_ 1 [ _sin (2nz)
2T 2n 77T
= o (1= 0) ~ (-7~ 0))
27 i
= n =1 for alle n
27
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da cos (—

1 ™
(cos (nx) , cos (nx)) = / cos (nx) cos (nx) dx

L —

=— cos” (nx) dx
™ —T
1 /71 1

=~ [ 4 Zcos(2
Tr/ﬂ2+2cos( nx) dx

= T cos (2na) d

) cos (2nz) dx
1

=—((m4+0)— (=7 +0))
2m

_ 2

o

[— cos (nm) — (—

nmf

7) = cos (m) fas

nﬂ'\f
nﬂ'\f

[— cos (n
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cos (—nm))]

[ cos (nm) — (— cos (n))

m) + cos (nm)] =0

for alle n

for alle n

for alle n



(cos(max),sin(nx)) = 71r/7r cos(mz) sin(nx) dx

—Tr

1
Anvender, at cos Asin B = 3 (sin(A — B) +sin(A + B))

- % _7; (sin((m + n)z) + sin((m — n)x)) dx
_ 1 [_COS((W +n)x) B cos((m — n)x)]’r
2m m+n m—n B
_ 2i K_cos((m +n)m) B cos((m — n)*y‘r))
& m+n m—n
_ <_COS<(7:1‘:_T;L) —-m) cos((n;—_q;) - ﬂ)]

da cos(—m) = cos(7) fas

1 [( cos((m+n)m) cos((m—n)m)
( )

"o

m-4+n m-—n
cos((m+n)m) cos((m—mn)m)
+<_ m-4+n * m-—n )]
:i():() for m #n
27

Hvis m = n, s& er sin ((m — n) z) = sin (0) = 0, mens leddet sin ((m + n) x)
forbliver uforandret i forhold til den viste integration ovenfor og derved bliver
resultatet ogsa her 0.

(cos (mx) , cos (nx)) = 1 /7r cos (mz) cos (nx) dz

™ —T

1
Anvender, at cos Acos B = 5 (cos(A + B) + cos(A — B))

= % _7; (cos((m + n)x) + cos((m — n)x)) dx

_ % [sin(;:l:nn) x) N sin(gzl_—nn) :1:)}“7r

_ L[(salm+mn) sin(in =)

B zzu[g(v:% {:;;L—nw) L sin ((75__7;) — W);}

- %0 =0 for m #n
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(sin (mz) ,sin (nx)) = 1 /7r sin (mz) sin (nx) dz

™ —T

Anvender, at sin Asin B = 3 (cos (A — B) — cos (A + B))

= % T (cos ((m —n)x) —cos((m+mn)x)) dr
“a [Sin((m —n)e) _sin((m+n)z))”
2 m—-n m+n B

hvor beregningen svarer til den forrige for (cos (mz),cos (nz)).

Kapitel Bevis seetning 24]

Omskrivningen af
tnf (t) 6fiwt
Ser pa f (t) e~

adn (f (t) e—iwt)

dw™

dn (e—iwt)

dw™

D =f(t)

fas ved substitution, hvor u = iwt, (% =it

dn (f (t) e—iwt)

dw™

d(e ™) du

Gentages differentiationen fas

dlet)du __, f)e it = =22 f (t) e ™ = 2f (t) e ™"

—itf (¢) du dw

Gentages differentiationen yderligere n — 2 gange fas

dn (f (t) efiwt)

T — intnf (t) e—iwt

=0

=fO) == =—f)etit=—f() e Wit = —itf (t) et

Det ses, at fortegnet pa den afledte funktion skifter, da for n = 1 er i"t" = it,
n=2eri"" = —1t?, n = 3 er i"t" = —it3 og for n = 4 er i"t" = 1t*. Dette
fortegnsskifte kompenseres der for ved at multiplicere udtrykket med ™.

Eksempel(3.1.2)) Den detaljerede beregning for Fouriertransformationen af

Felw) = / " cos (3¢) cos (wt) dt = B <Sin:(a3__ww)t + Sin?()?fww)t)[w

—Tr
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Under anvendelse af den trigonometriske identitet
sin (x £ y) = sin (x) cos (y) £ cos (x) sin (y) fas

[1 ( sin (3¢) cos (wt) — cos (3t) sin (wt) n sin (3t) cos (wt) + cos (3t) sin (wt) \ 1"
12 3—w 3+w o

Opstilling pa faelles brgkstreg

[1 [ (34 w)(sin(3t) cos(wt) — cos(3t) sin(wt)) + (3 — w)(sin(3t) cos(wt) + cos(3t) sin(wt)) \ 1"
|2 B-w)(3+w) o
Reduktion

{1 (6 sin (3t) cos (wt) — 2 cos (3t) sin (wt) > ] N

2 9 — w?

Indseetning af graeenser

1 (6 sin (3) cos (wm) — 2cos (3m) sin (wm)  6sin (—3m) cos (—wm) — 2 cos (—37) sin (—OJ?T))

2 9 — w? 9 — w?

Da sin(—A) = —sin(A) fas
1 (() —2(=1)sin(wr) 0—2(—1)(—sin (ww)))

2

9 — w? 9 — w2

_ 1 2wsin (wr) + 2wsin (wr)  2wsin (wr)

2 9 — w2 9 — w?

Eksempel (3.2.1))

For f(t) = t"™ kan Fouriertransformationen skrives som

o0 .
F(w) = / the et gt
—00
Under anvendelse af seetning [24, hvor f(t) = e~ fas
o0 oo
F(w) = / e~ MWt gt = / e~ (@)t gy
—0o0 —0o0

Graenserne gendres da f(t) =0 for ¢ < 0.

F(w) =/ e~ (o)t gy — [— 1. e(“”“)t] =0- (— 1. > = 1.
0 a+w 0 a+w a + 1w

Det vil nu sige, at

R 0)) = () = e =

dw™ \ a + iw
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