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ABSTRACT

Point processes on the real line have many useful applications, both when describing events in time, and
the distributions of points along a line in space. In this report a class of point processes named Markov
Arrival Processes are defined, described and used for baysian inference upon tree sets of data.

The data upon witch the inference is made, come from the FleetFet project at the University of Mannheim.
This data contains the placement of cars on a freeway, and it is the aim of the report to introduce models
that can be used to describe these as point processes on the real line.

The first to chapters give a basic presentation of the baysian approach to inference and point processes
on the real line. The third chapter describes the Markov Arrival processes and some of its properties.
Thereafter several summary statistics are defined and some results fore these are obtained. The sixth
chapter describe the data and the Metropolis-Hastings algorithm. The last two chapters describe two
direct models used to describe the data as point processes, the poisson process and the Markov modulated
renewal process. The distributions of the parameters of these models are calculated, and the abilites of
the models to describe the data is assessed.

The appendixes contain various results for markov chains used in the report, as well as several functions
in R.
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FORORD

Denne rapport er skrevet som speciale pa 10. semester ved Aalborg Universitet.

Rapporten omhandler markov-arrival-processer som er en klasse af punktprocesser pa den reelle akse.
Rapporten forudsaetter kendskab til grundlaeggende sandsynlighedsregning og baysiansk statistik.

Léeeseren ggres opmaerksom pa, at der bruges to slags henvisninger. Nar nummeret er i parentes, som
f.eks. (1.2) henvises der til en ligning eller ulighed med dette nummer, mens ’satning 1.2’ henviser til
en hel saetning med dette nummer. Sidstnaevnte henvisning findes ligeledes til lemma, eksempel, figur,
algoritme og korollar.

Kilder anfgres i starten af afsnit og kapitler, mens henvisninger til specifikke saetninger og beviser anfgres
i en parentes efter saetnings-, lemma-, eksempel- eller korollarnummer. Notationen [X] henviser til den
X’te kilde i kildelisten bagerst.

Decimaltal skrives med punktum. For eksempel vil en fjerdedel noteres som 0.25 og ikke 0, 25.

Jeg vil gerne give en tak for talmodighed og stotte til min vejleder, instituttets sekretaerer og min familie.

Aalborg den 3/5 2010

Torkild Enge
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KAPITEL 1

INDLEDNING

Der findes mange typer af feenomener der kan beskrives ved hjelp af punktprocesser. I rummet kan for
eksempel placeringen af byer, planter, kraeftknuder og epicentre for jordskaelv modelleres ved hjxlp af
punktprocesser. Punktprocesser pa linjen finder blandt andet anvendelse til modellering af tidspunkter
for begivenheder som jorskalv eller telefonopkald. Ogsa placeringen af objekter pa en linje kan naturligt
nok modelleres ved hjelp af punktprocesser pa linjen. Derfor er det i mange tilfaelde nyttigt at kunne
lave inferens for punktprocesser.

Denne rapport beskriver metoder til inferens for markov-arrival-processer, som er en klasse af punktpro-
cesser pa den reelle akse. Markov-arrival-processer er en meget fleksibel klasse af punktprocesser, idet
de kan udggre bade tiltraeekkende og reguleere punktprocesser. Poissonprocessen er et specialtilfelde af
markov-arrival-processer, ligesom nogen former for coxprocesse og renewalprocesser.

Rapporten anvender baysiansk inferens, eftersom det ikke altid er muligt at opstille likelihood for en
markov-arrival-proces i en form der lader sig maksimere analytisk.

De data som rapporten inferer over beskriver placeringen af biler pa en vej, og er lavet i forbindelse med
projektet Fleetnet pa universitetet i Mannheim. Fleetnet arbejder med tradlgse netvaerk imellem biler,
og disse data er genereret med det formal for gje, at beskrive hvordan et sddant netvaerk opfgrer sig
imellem biler i bevaegende.

I denne rapport betraktes data dog som et gjebliksbillede. Det vil sige at rapporten sgger at beskrive
hvordan bilerne kan forventes at vaere fordelt pa vejen i et givet tidspunkt.

Som det forste gives en beskrivelse af baysiansk statistik. I tredie kapitel beskrives grundlaeggende e-
genskaber for punktprocesser pa den reelle akse, og nogle simple familier af punktprocesser beskrives.
Herefter defineres markov-arrival-processer og nogle egenskaber for disse beskrives. Femte kapitel beskriv-
er en reekke summary statistics for punktprocesser pa den reelle akse. Disse er ligesom data beregnet pa at
beskrive hvordan et tradlgst netveerk imellem biler vil opfgre sig. Herefter beskrives metropolis-hastings
algoritmen samt de data, som i de to efterfglgende kapiteler bliver forsggt modelleret med henholdsvis
en poissonproces og en markovmoduleret renewalproces.

Bagerst i rapporten findes appendiks omhandlende markovkaeder og en rakke funktioner i programmer-
ingssproget R.
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K 5 Kagitel 2. Baxesiansk statistik

BAYESIANSK STATISTIK

2.1 LIKELIHOOD, PRIOR OG POSTERIOR

Dette afsnit er baseret pa [6, side 31-41].

Et ofte forekommende problem ved behandling af data er, at der haves en mangde af observationer,
x = (x1,2,...,%,), ud fra hvilke, det gnskes at sige noget om en ukendt parameter, 6. I Bayesiansk
statistik opfattes bade « og 6 som stokastiske variable til forskel fra klassisk statistik, hvor kun x betragtes
som en stokastisk variabel, og 6 betragtes som en fast parameter. Det antages, at den simultane fordeling,
P(x,0), er ukendt, og at den betingede fordeling P(x|0) er kendt. Den sidstnavnte fordeling kaldes en
observationsmodel.

Likelihoodfunktionen defineres ud fra observationsmodellen pa samme méade som i klassisk statistik.

Definition 2.1 (Likelihoodfunktion)
Ved likelihoodfunktionen af 0 givet x, l(0|x), forstas p(x|@) betragtet som funktion af .

Det bgr noteres, at likelihoodfunktionen ikke er en sandsynlighedstaethed, da den ikke ngdvendigvis
integrerer op til én.

Nar der ggres brug af Bayesiansk statistik, er man interesseret i veerdierne af k ukendte stgrrelser, disse
noteres som
0= (917927' o 50]6)'

For der udfgres et eksperiment, som har til formal at bestemme vaerdien af 6, kan der vaere en viden om
vaerdien af 8. Denne viden kan udtrykkes som en taethed kaldet priorteetheden.

Definition 2.2 (Prior)
Ved en priortaethed, p(0), forstas den marginale sandsynlighedstzaethed for 6.

I nogle tilfaelde er det nyttigt at ggre brug af en funktion som ikke integrerer til noget endeligt. I tilfzelde
hvor man ikke har nogen viden om fordelingen af 8, kan prioren for eksempel antages at p(6) 1 for
alle vaerdier af 8, som er tilladelige i observationsmodellen. Nar en uegentlig prior benyttes ber det altid
undersgges om posteriorfunktionen er egentlig.

Bayes’ satning er givet ved

Satning 2.3 Bayes’ satning |[6, side 7]
Antag, at p(0) > 0 og p(x) > 0, da gelder

p(0,x) = p(x)p(6|x) = p(0)p(x|6).

Ved hjalp af Bayes’ seetning kan et udtryk for sandsynlighedstaetheden for den ubekendte 0 givet datasaet-
tet « saledes bestemmes som

p(Olz) = jjggp<w|e>

o< p(0)i(6lz), (2.1)

hvor p(z)~! blot er en proportionalitetsfaktor.

Definition 2.4 (Posterior)
Ved en posteriortzethed, p(8|x), forstas en sandsynlighedstaethed, der er proportional med produktet af
priortaetheden og likelihoodfunktionen.
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Kapitel 2. Bayesiansk statistik

Posteriortaetheden skal ses som et udtryk for vores viden om vaerdien af 0, efter der er taget hgjde
for veerdien af observationerne. Det er posteriorfordelingen, der i Bayesiansk statistik anvendes til at
inferere ud fra. Hvis der senere udfgres ydderligere eksperimenter for at bestemme veerdien af ® kan
posteriortaetheden for det forige forsgg benyttes som priorteethed ved det naeste forsgg.

Ud fra Definition 2.4 ses det, at posteriorteetheden forbliver usendret, hvis likelihoodfunktionen multi-
pliceres med en faktor, der er uafthengig af 6.

2.2 KONJUGERET PRIOR

Dette afsnit er baseret pa [6, side 56-60] og beskriver en bestemt type prior kaldet en konjugeret prior.

Definition 2.5 (Konjugeret prior)
Hvis 1(0|x) er likelihoodfunktionen, da siges en klasse af priortaetheder, 11, at danne en konjugeret
familie, hvis posteriortatheden,

p(8lx) o< p(0)l(0]x),

ogsé ligger i klassen 11 for alle x, nar priorteetheden ligger i II.

En konjogeret prior kan med fordel benyttes i tilfaelde hvor beregningerne, nar posteriortaetheden skal
bestemmes, er mindre komplicerede, end hvis der ikke valges en konjugeret prior. Som regel vil den
priortaethed, som man bedst mener afspejler den forhandsviden man har, ikke vaere en konjugeret prior.
I stedet kan man sa vaelge en konjugeret priortaethed, som ligner den ikke-konjugerede prior mest muligt.
I mange tilfeelde vil posteriorteetheden, bestemt med den konjugerede prior, ikke afvige ret meget fra
posteriortaetheden bestemt med den ikke-konjugerede prior, men beregningerne vil veere vaesentligt lettere.

2.3 CENTRAL POSTERIOR INTERVAL

Det er ofte gnskeligt at kunne angive et interval, hvor 6 ligger med en vis sadnsynlighed — for eksempel
95%— derfor indfgres folgende definition:

Definition 2.6 (Centralt posterior interval)
Givet en posteriorfordeling p(6|x) for en éndimensional parameter 6 og et tal k € )0, 1], kaldes intervallet
la,b] et k-centralt posterior interval (CPI) for 0, hvis

a o0 1 _
/ p(0]X)d0 = / (0] X)d0 = Tk
—00 b
[Eksempel 2.7 Et 95%-CPI for 6| X ~ N(0,1) fas ved
a [e.¢] 1 —0.
/ (6] X)do :/ p(0]X)d0 = %
—00 b

Dette giver a = —1.96 og b = 1.96. Intervallet ses afbildet pa Figur 2.1.

En fordel ved CPI er, at dette er invariant under transformation af den stokastiske variabel.

Saetning 2.8
Lad ]a,b| vaere et k-CPI for p(f|x), og lad ¢ = f(0), hvor f : R — R er en differentiabel, invertibel
funktion med f(—o0) = —o0 og f(o0) = 00, sa er |f(a), f(b)] et k-CPI for .

Bevis:
For transformationen af en kontinuert éndimensional stokastisk variabel geelder, at
_ d ,_
nl) =50 | ).
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Kapitel 2. Bayesiansk statistik
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De i dette kapittel presenterede begreber benyttes i kapittelerne 7 og 8 til inferans.
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K 3 Kagitel 3. Punktgrocesser Eé den Reelle Akse

PUNKTPROCESSER PA DEN REELLE AKSE

I dette kapitel defineres punktprocesser pa den reelle akse og en rakke relaterede begreber. Herefter
defineres og beskrives tre klasser af punktprocesser. Kapitlet er skrevet pa baggrund af [7], med untagelse
af definition 3.13 som kommer fra |2, kappitel V].

3.1 GRUNDLAGGENDE BEGREBER

For at definere punktprocesser er det fgrst ngdvendigt at definere punktmegnstre pa den reelle akse.

Definition 3.1 (Lokalt endeligt punktmgnster)

En punktmaengde x C R siges at vaere et punktmgnster pa R, hvis x er en tellelig delmaengde af R.
Hvis det for alle a,b C R gzelder at x N [a,b] indeholder et endeligt antal punkter, kaldes z for lokalt
endelig.

I resten af rapporten vil X betegne en lokalt endelig punktproces pa R, som defineret i fglgende definition

Definition 3.2 (Lokalt endelig punktproces)
En stokastisk variabel, hvis udfaldsrum er en mangde af lokalt endelige punktmgndtre pa R kaldes en
lokalt endelig punktproces pa R

Med mindre andet er anfgrt vil alle punktprocesser i resten af rapporten antages at veere lokalt endelige.
En af de ting punktprocesser pa R ofte bruges til, er at beskrive tidspunkter hvor bestemte hendelser
finder sted. Et eksempel herpa kan vaere de tidspunkter, hvor der ankommer kunder til en forretning.
Punkterne i en punktproces pa R kaldes derfor ogsa for ankomster. Tiderne imellem to ankomster kaldes
ventetider.

Denne rapport omhandler fortrinsvis stationaere punktprocesser, som beskrevet i fglgende definition.

Definition 3.3 (Tidsstationaritet)
En punktproces X pa R er tidsstationaer, hvis dens fordeling er invariant under translation, dvs. fordel-
ingen af X + s = {£ + s|¢ € X} er den samme som fordelingen for X for ethvert s € R.

For en tidsstationger punktproces kan tiden saettes til 0 pa et hvilket som helst tidspunkt uden at fordel-
ingen for X eendres.

I visse tilfzelde vil en punktproces betragtes betinget med at den indeholder et punkt til tiden ¢y. I sa
fald kan den ikke veere tidsstationeer, idet den betingede taethed for X = x er 0 hvis ikke ¢ty € z. I dette
tilfeelde kan begrebet begivenhedsstationaer i stedet benyttes.

Definition 3.4 (Begivenhedsstationaritet)
En punktproces X pa R er begivenhedsstationzer, hvis det for alle ty € R, geelder at fordelingen af
X +s={{+ s/ € X} betinget med ty € X + s er den samme som fordelingen for X betinget med
to € X for alle s hvorom galder at s +tg € X.

For en tidsstationzer punktproces kan tiden saettes til ¢y i et hvilket som helst punkt i X uden at fordel-
ingen for X @endres.

Idet punktprocessen X er en delmaengde af den reelle akse har punkterne i X en naturlig rackkefglge.
Saledes vil X7 betegne min(¢ € X|¢p > 0) og X; vil betegne min(y € X|¢p > X;_1) for i =2,3,....

Et vigtigt begreb i beskrivelsen af punktprocesser er deres intensitet.
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Kapitel 3. Punktprocesser pd den Reelle Akse

Definition 3.5 (Intensitetsmal og intensitetsfunktion)
Lad X vere en punktproces pa R. Intensitetsmalet . pa R er da givet ved

u(B) =EN(B), BCR.
Hyvis intensitetsmalet p kan skrives som

u(B) = /B p(€)dé, BCR

med p > 0 for hele S, kaldes p for intensitetsfunktionen for X.

Intensitetsmalet beskriver hvor mange ankomster der kan forventes til forskellige tidspunkter. I det
tidligere nevnte eksempel med forretningen kan man for eksempel forestille sig at intensiteten vil veere
hgjere om eftermidagen nar folk har fri, end om formidagen hvor de fledste er pa arbejde. For en tidssta-
tionzer punktproces er p(a) = p for alle a € R.

Ud over at vaere beskrevet ved sin intensitet kan en punktproces ogsa beskrives ved sit andenordens
faktorielle momentmal og sin andenordens produkttathed.

Definition 3.6 (Andenordens faktorielt momentmal og andenordens produkttaethed)
Lad X veere en punktproces pa R. Det andenordens faktorielle momentmal a?) pa R? er da givet ved

#
a?(C)=E| Y 1[¢&n)eC]|, CCR.

§meX

Hvis det andenordens faktorielle momentméal o(?) kan skrives som

a®(0) = / / 1[(€.n) € Clp® (&, mydedy, C CRY x RY,

med p® >0, da kaldes p'® for den andenordens produkttacthed.

For en tidsstationzer punktproces er p((a,a + ¢) = p@ (b,b + ¢) = p?*(c) for alle a,b,c € R.

Ud fra definition 3.5 og definition 3.6 kan parkorrelaitionsfunktionen defineres som fglger:

Definition 3.7 (Parkorrelationsfunktion)
Hvis bade p og p? eksisterer, er parkorrelationsfunktionen defineret ved

 22Em o ) o) £ 0
9(&m) —{ 6" for pl€)pin) =0,

Hvis parkorrelationsfunktionen for punkterne a,b € R er stgrre end 1 vil taetheden for at X indeholder
punktet b, veere stgrre betinget med a € X end den ubetingede taethed.

For en tidsstationaer punktproces galder
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Kapitel 3. Punktprocesser p4 den Reelle Akse

3.2 POISSONPROCES

Poissonprocessen er en simpel punktproces, som kan anvendes til at beskrive begivenheder der er uaf-
heengige af hinanden.
For at definere poissonprocessen defineres fgrst den binomiale punktproces.

Definition 3.8 (Binomial punktproces)

Lad f veere en tathedsfunktion pa en mangde B C R, og lad n € N. En punktproces X bestaende
af n uathezengige og ensfordelte punkter fordelt med taxethed f kaldes en binomial punktproces med n
punkter i B med taethed f.

Dette noteres X ~ Binomial(B,n, f)

Ses der pa en delmaengde af B, fas der af denne definition, at antallet af punkter i delmaengden er
binomialfordelt.
Poissonprocessen kan nu defineres.

Definition 3.9 (poissonproces)
En punktproces X pa R kaldes en poissonproces med intensitetsfunktion p(t), hvis fplgende egenskaber
er opfyldt:

(i) For enhver meengde B C R med u(B) < oo er antallet af punkter i B Poissonfordelt med mid-
delvaerdi p(B).

(ii) For ethvert n € N og B C S med 0 < u(B) < oo galder, at betinget med N(B) = n er

X N B ~ Binomial(B,n, f), hvor f(§) = %

En poissonproces med p(t) = k, hvor k er en konstant, kaldes homogen.

I en homogen poissonproces pa R er alle ventetiderne ifglge [7, Proposition 3.5] uathaengige og ekspo-
nentialfordelte med middelvaerdi p~!. Eftersom antallet af punkter i en maengde C er poissonfordelt med
middelvaerdi u(C), gaelder der for en poissonproces at

£
a®() = E Z 1[(&,n) € C]

e/t(C)

[ e

hvor m = n — 2. Saledes er p? (¢£,7) = p(&)p(n) for en poissonproces. Derfor er parkorelationsfunktionen

g(&m) = 20 ED =1 for p(€)p(n) # 0.

3.3 REGULARE 0G TILTREKKENDE PUNKTPROCESSER

Nogen punktprocesser vil have en tendens til at punkterne ligger i klynger, hvor der ligger mange punkter
taet pa hinanden, med stgrre afstand mellem klyngerne. I andre punktprocesser vil der vaere tendens til
at der er en jevn afstand imellem punkterne. Eksempelvis kunne man forestille sig at den fgr omtalte
forretning er en resturation, hvor folk ofte kommer i grupper for at spise sammen, eller at det er en
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Kapitel 3. Punktprocesser pd den Reelle Akse

barber, hvor den naste kunde fgrst kan komme til nar den forige kunde er barberet faerdig.
For at kunne beskrive sddanne tendenser mere precist indfgres K og L-funktionerne.

Definition 3.10 (K og L-funktionerne)
For en tidsstationaer punktproces pa R defineres K og L-funktionerne for r > 0 ved

K- | Cgd, () = (K(r)/2),

-T

For at se hvad K og L-funktionerne betyder seettes (3.1) ind i K(r) = [ g(t)d

A S (R PV A ()
K(r)_/_r P /_r o) 7

Eftersom p(¢) kan betrgates som tatheden for at X bade indeholder et punkt i en lille omegn af &, og

p?) (€, 7) kan betrkates som taetheden for at X bade indeholder et punkt i en lille omegn af £ og i en

lille omegn af 7, kan % betraktes som den betingede taethed for at X indeholder et punkt i en lille
omegn af 7, givet at X indeholder et punkt i en lille omegn af £. Derfor opnas

E(r)=p 'EN(X N[ —r&+r])E € X) (3.2)

Det vil sige at K (r) angiver middelvaerdien af antallet af nabopunkter indenfor afstanden r.

Hvis L(r) > r siges punktprocessen at vaere tiltrackkende i afstanden r. For L(r) < r siges punktprocessen
at veere frastgdende i afstanden r. For sma veerdier af r geelder for poissonprocessen er L(r) = r. Pois-
sonprocessen er saledes hverken frastgdende eller tiltrackkende. Ved sméa vaerdier af r er en punktproces
mere reguleer end poissonprocessen hvis L(r) < r og har stgrre tendens til klyngedanelser hvis L(r) > r.

3.4 COXPROCESSER

Coxprocessen er en generalisering af poissonprocessen og benyttes til at definere markov-arrival-processen
i kapitel 4.

Definition 3.11 (Coxproces)

Lad S CR, oglad Z = {Z(§)|¢ € S}, hvor Z(§) er en positiv stokastisk variabel for alle £ € S, siledes
at funktionen § — Z(£) med sandsynlighed en er lokalt integrabel. Hvis X|Z er en poissonproces pa S
med intensitetsfunktion Z, kaldes X for en coxproces drevet af Z.

En coxproces er tidsstationer hvis fordelingen af Z(a) er den samme som fordelingen af Z(a + b) for alle
a,beR.

Seetning 3.12 (Intensitetsfunktionen for en coxproces) |7, Side 60]
Lad X C S og &,m € S. Hvis X er en coxproces drevet af Z, sa er intensitetsfunktionen givet ved

og andenordens produkttaetheden er givet ved

p? (&) =E[Z(£)Z(n)).

Bevis:
Lad X vaere en coxproces pa R og A, B C R. Dermed fas det ved benyttelse af definition 7?7, at inten-
sitetsmalet er

w(B) = E[N(B 1 X)] = EE[N(BN X)|Z] = E [ /B zwg} - /B E[Z(€)]d,

og dermed er p(§) = E[Z(€)].

Side 10
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Ved at anvende andenordens momentmalet fra definition 3.5 ses det, at

£

aP(AxB)=E| Y 1[€Ane B

[§meX

[ #

=E|E| > 1¢cAneB|Z (3.3)
EmeX

[ ]
- s

3.5 RENEWAL PUNKTPROCESSER

Renewal punktprocesser er en gruppe af punktprocesser, der blandt andet kan beskrive hendelser som
sker efter en proces der gentager sig efter nar hendelsen er indtruffet. Hvis den tid en frisgr bruger pa at
frisere en kunde er ensfordelt for alle kunder, og frisgren begynder at frisere en ny kunde straks efter at
hun er feerdig med den forrige, vil de tidspunkter hvor kunderne forlader frisgrstolen udggre en renewal
punktproces.

Definition 3.13 (Renewalpunktproces)
Lad X vare en punktproces pa R. Hvis alle ventetider i X er uafhangige og ensfordelte, kaldes X en
Renewal punktproces pa R.

Eftersom ventetiderne i en homogen poissonproces er uafhangie og ensfordelte, udggr denne en renewal-
process.

Side 11






Kapitel 4. Markov-Arriavel-Proceser

MARKOV-ARRIAVEL-PROCESER

Dette kapitel er baseret pa [5, side 4] og [2, side 302-304]. I dette kapitel defineres og beskrives Markov-
araival-processer (herefter kaldet MAP) der gives eksempler pd MAP, og angives en algoritme for simu-
lation af MAP.

4.1 EGENSKABER FOR MAP

Markov-arrival-processer kan defineres pa fglgende made.

Definition 4.1 (MAP)

Lad J;, t € R vaere en markovkaede i kontinuert tid pd udfaldsrummet {1,...,m}. Lad sd X, veare
Coxprocessen dannet ved en poissonpunktproces med intensitet 3; i de punkter hvor J; er i tilstand 1,
og lad X, veere punktprocessen der med sandsynlighed p;; har et punkt i de punkter hvor J, skifter fra
tilstand i til tilstand j. Da kaldes punktprocessen X = X, |J X, for en Markov Arrival Process.

I resten af rapporten forkortes Markov Arrival Process til MAP

Markovprocessen J; er beskrevet ved matricen A. Lad A = C + D, hvor indgangene i C og D er givet
ved hhv

Bi  i=7] { Aii i=]
d;i = A i = PR 4.1
/ { Aijpij T FJ 08 i Xij(L—=pij) i #] (4.1)

Bemerk at )\;; ikke angiver en af indgangene i matricen A. I stedet beskriver A;; raten for punkter og
skift i J. Lad J veere i tilstand ¢ til tiden ¢y, og lad ¢; betegne den mindste veerdi af ¢t > ¢, hvor J skifter
tilstand, eller hvor X indeholder et punkt. Da er t; — ty eksponentialfordelt med rateparameter —\;;.
Det ses at en MAP er entydigt bestemt ud fra matricerne C' og D samt «, som er fordelingen for J til
tiden ¢ = 0. Da det i denne sammenhaeng er stationaere og ergodiske punktprocesser som betragtes, ma
den stationere fordeling ag = 7 beyttes, for hvilken det geelder at wA = 0.

Saetning 4.2  [5, Side 4]
Intensiteten for en tidsstationar MAP er givet ved p = wD1T

Bevis:
Intensiteten for en ankomst til tiden ¢, betinget med at J; = i er Z;n:1 dij. Dermed bliver intensiteten
P:Z:llﬂizgnzldij :7TD]_T O

Betragt nu den omvendte proces X = {z e R| —z € X}.

Seetning 4.3 |5, Side 4] ~ ~
Den omvendte proces X = {x € R| — 2 € X} er en MAP, beskrevet ved matricerne C' og D med
indgangene ¢;; = %cﬁ og dij = %dﬁ. Den stationzre fordeling o er den samme for X og X.

Bevis:

Betragt J, defineret ved J; = J_;. Markovegenskaben for J gor at ogsa J er en makov proces. Saledes
udger X betinget med J en superposition af en posionpunktproces med intensitet §; i de punkter hvor
J er i tilstand i og punktprocessen der med sandsynlighed p;; har et punkt i de punkter hvor J skifter
fra tilstand j til tilstand i. Det er derfor klart at X er en MAP.

Betragt nu matricen A, der beskriver J. Eftersom de tider J og J tilbringer i tilstand ¢ har samme
fordelinger, er \;; = /N\” For J galder endvidre at nar processen skifter til tilstand j har den forrige
tilstand veeret ¢ med sandsynlighed p;; = p(J = ©)p;i/p(J = j). Da J antages at veere i sin stationaere
fordeling er p(J = i) = o; og p(J = j) = «;. Eftersom \;; = —\;;pi; er

- _ i
Aij = =Niibij = —Nii—

Qg
=Xji—,
aj a
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hvilket betyder at
Jij _ { ~ Bi vt=]

XijDij 1FJ
_ { Bi =7
Ajiaj[aipji i ]
o
Tilsvarende fés
Cij = {~ S\ii~ Z:]
Aij(1=pij) i#]
_ Aii i=]
B { Ajip(7)/p(@) (1 —pij) i # ]

O

I forbindelse med inferens for MAP er det nyttigt at have et udtryk for taetheden, der kan benyttes som
likelihood. Dette gives i fglgende sxtning.

Smtning 4.4 [2, Proposition 1.5]
For en MAP med parametre («, C, D) er taetheden for de forste n ventetidertider Ty, ..., T, givet ved

P(Ty=t1,...T, =t,) = ae®*De“2D .. D17

Bevis:
Betragt den heendelse at den fgrste ventetid er ¢;, den anden ventetid er to, Jo =4, Jp,— = J, Joy, =k,
Jz,— =1 0g Jy, = m. Taetheden for denne hendelse er givet ved

aieieCtle;rdjkekechel—rdlm,

hvor e; er enhedsvektoren med 1 i den ¢’te indgang og 0 i de resterende indgange. Ved at summere over
i, j, k, I og m opnaes resultatet for n = 2. Ved tilsvarende udregninger kan resultatet opnas for n > 2. [J

4.2 MARKOV ARRIVAL PALM PROCES

Ved palmfordelingen, Y, forstas fordelingen af X betinget med at X indeholder et punkt til tiden t,.
Hvis palmprocessen er begivenhedsstationaer, kan ¢y sattes til 0 uden tab af generalitet. Derfor vil
palmfordelingen veere betinget med at der ligger et punkt til tiden ¢ = 0.

Saetning 4.5 |2, Proposition 1.4]
Markov Arrival palm processen er begivenhedsstationzer, hvis o = ag = —2-2

il hvor 7 er den stationsere

fordeling for J.

Bevis:

Lad Z,, veere veerdien af J; umiddelbart efter den n’te ankomst. Seetningen kan bevises ved at vise at
ap er den stationeere fordeling for markovkaeden Z. Taetheden for at J; = j og at der ingen ankomster
er i tidsrummet (0,¢) under betingelse af Jy =i er eiecmle;r, hvilket betyder at sandsynligheden for at
Znt1 =] givet Z, =1 er givet ved '

m o0
Pij = Z/ eieCte;dkjdt.
k=070

Dette betyder at overgangsmatricen for Y bliver

o
P= / e“tDdt = —C~'D.
0
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Figur 4.1 Pg grafen ses en MAP genereret som specifiseret i eksempel 4.6. Cirklerne viser punkterne i
processen, mens de vandrette linjestykker angiver hvilken tilstand J er 1 til pageldende tidspunkt.

Lad nu 7 betegne den stationzere fordeling for J. Daer wA = w(C'+ D) = 0 hvilket medfgrer 7D = —wC.

Herfra fas o D

-7 g

—— (-C'D)=—— =a
aD1" ( ) aD1" o

hvilket viser at aig er den stationzre fordeling for Z. O

agP =

Palm fordelingen for de fgrste n mellemankomsttider fas ved

fo(tl, A ,tn) = aOeCtlD e 601‘/".D1—r (42)

D
aD1"

hvor ag =

4.3 EKSEMPLER PA MAP

Der gives nu to eksempler pa MAP’er.

[Eksempel 4.6 Et simpelt eksempel pa en MAP er on/of poissonprocessen beskrevet ved

5 0 -6 1
D= [ 0 0]og C—[ 1 1 }og a = (0.5,0.5)
Denne MAP udggr en tiltreekkende punktproces eftersom punkterne alle vil ligge i de omrader hvor den
underliggende markovproces J er i tilstand 1, og der imellem disse omrader vil ligge omrader hvor J er
i tilstand 2 og der derfor ingen punkter er. En realisation af denne proces kan ses i figur 4.1.

[Eksempel 4.7 Et andet simpelt eksempel pa en MAP er renevalprocessen beskrevet ved

010 -1 0 0 111
D=]00 0]logC=| 0 -1 1 oga=(§,§,g)
0 0 0 1 0 -1
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Figur 4.2 Pd grafen ses en MAP genereret som specifiseret i eksempel 4.6. Cirklerne viser punkterne i
processen, mens de vandrette linjestykker angiver hvilken tilstand J er 1 til pageldende tidspunkt.

Punkterne i denne MAP ligger de steder hvor underliggende markovproces J skifter fra tilstand 1 til
tilstand 2. Saledes vil afstanden imellem to nabopunkter udggre summen af tre eksponentialfordelte
variable med middelvaerdi 1. Derfor vil den vaere gammafordelt med formparameter 3 og skalaparameter
1. Denne MAP udggr en regulzer punktoroces. En realisation af denne proces kan ses i figur 4.2.

4.4 SIMULATION AF MAP

Givet m x m matricerne C og D, opfyldende 4.1 og begyndelsesfordelingen o kan fglgende algoritme
benyttes til at simulere en MAP.

Algoritme 4.8 Start med at generere starttilstanden, jo, fra fordelingen o, og sat tg = 0. For n =
0,1,2,... foretages nu folgende:

o Generer At,, fra en eksponentialfordeling med rateparameter —\;, ;. . Lad t,1 = t, + At,.

Bin

T Ninin

e Generer j, + 1 fra sandsynlighedsfordelingen hvor vaerdien j, har sandsynligheden P(j,) =
og de pvrige mulige vaerdier i € {1,...,m} \ j, har sandsynlighederne P(i) = _i\\%

e Hvis j, = jny1 tilfgjes processen et punkt beliggende i t, 1. Hvis j, # jn11 tilfgjes punktet med
sandsynligheden pj,. ..,

I afsnit B.1 findes algoritmen som en funktion i R.
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KAPITEL 5

SUMMARY STATICSTICS

I dette kapitel indfgres en rakke summary statistics for palmprocessen Y. Disse funktioner vil i kapitel
7 og kapitel 8 blive brugt til modelkontrol. Kapitlet er baseret pa [5, side 4-8].

I resten af kapitlet benyttes fglgende definition af at to punkter i X star i forbindelse med hinanden.

Definition 5.1 (Enkelt og multi-hopsforbindelse)

For ethvaert positivt reelt tal R siges to punkter x; og xo i R at stid i enkelthopsforbindelse, hvis
|z1 — x2| < R. Dette noteres ved x1 ~ 3.

Hvis der findes punkter x1,zs,...,x, € X sadan at ©1 ~ x9 ~ ... ~ x, Siges x1 og T, at vare
flerhopforbundne, og det noteres xi~x,,.

Hvis x; og x; star i flerhopforbindelse og forbindelse kan ggres med n hop, men ikke med faerre hop,
noteres dette med x;~y,x;.

5.1 FORBINDELSESTAL

Forbindelsestallene viser hvor mange punkter et givet punkt star i forbindelse med. Det hgjresidede
enkelthops forbindelsestal, kaldes hgjresidet eftersom det kun medregner punkter til hgjre for det punkt
for hvilket det udregnes.

Definition 5.2 (Hgjresidet enkelthop forbindelsestal)
Enkelthops forbindelsestallet Y., er defineret ved antallet af punkter der kan nas ved et enkelt hop fra
Zo-

sen(zg, X) = N({z; € X \ {xo}x; ~ z0})

Det hgjresidede enkelthop forbildelsestal Y., er defineret ved antallet af punkter til hgjre for xo der
kan nas ved et enkelt hop fra xg.

seny (xo, X) = N({z; € X|z; ~ zo,2; > x0})

I resten af rapporten bruges notationen Yy, = scn(zo,Y) og Yien, = scng(zo,Y) idet vi betrakter
palmprocessen betinget zy = 0. Saledes bliver Y., antallet af punkter i intevallet (0, R). Det bgr ogsa
bemaerkes at ifplge(3.2) er K(r) = pE(Yien) for R = r.

Pa tilsvarende vis defineres flerhops forbindelsestallet

Definition 5.3 (Hgjresidet flerhop forbindelsestal)
flerhop forbildelsestal Yy, .., er defineret ved antallet af punkter der kan nas ved et eller flere hop.

men(zo, X) = N({z; € X|zi~ao})

Det hgjresidede flerhop forbildelsestal Y, er defineret ved antallet af punkter til hgjre for xo der kan
nas ved et eller flere hop.

meny (o, X) = N({z; € X|zi~xo, 2 > o))

Det venstresidede flerhop forbildelsestal Yy,.,_ er defineret ved antallet af punkter til venstre for xq der
kan nas ved et eller flere hop.

mcn,(mO,X) = ]\7({33z S Xla?i":-‘l‘o,l’i < xo})

Notationen Yien, Ymen, 08 Ymen. benyttes pa tilsvarende vis som for enkelthopforbindelsestallet. Fgl-
gende sztning beskriver fordelingen for Yi,cn, 0g Ymen_ -
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Saetning 5.4  [5, Proposition 1]

Hvis X er en stationzer, ergodisk og ikke-tom MAP, med representation (C, D), sa er Yy,cn, + 1 fordelt
med en phasetypefordeling med representation (o, A), hvor A = C~*(e“® — I D.

Tilsvarende er Y,,.,_ + 1 fordelt med en phasetypefordeling med reprecentation (ao,;l), hvor A =

C~1eCB —I)D.

Bevis:

Betragt markovprocesen Z, hvor Z, = Jx, for X,~Xy, og Z, = 0 for X,,»Xy. Hvis X,, ikke star i
forbindelse med X, kan heller ingen efterfglgende punkter sta i forbindelse med Xj. Tilstanden O er
derfor en absorberende tilstand. Det bemarkes at absorbtionstiden for Z er lig med Yicn, + 1.
Overgangsmatricen for Z kan skrives som

T T
Lo W]

Hvor T er en m x m matrix hvor den ij’te indgang angiver sandsynligheden for at ga fra j til 4, medens T°
er en vektor hvor den i’te indgang er sandsynligheden for at ga fra i til 0. Fordelingen for absorbtionstiden
for Z er dermed phasetypefordeling med reprecentation (cg,T).

Betinget med at Jx, =% er taetheden for at Jx =jog Xnt1 = X, +t givet ved eieCtDejT saledes
bliver

n+1
R R
T = / e,»eCtDedet = [eiC’*leCtDejT]O = eiC’*l(eCR — I)DejT.
0

Hvilket betyder at T' = A, hvilket beviser at Y,c,, + 1 er fordelt med en phasetypefordeling med repre-
centation (a, A). Fordelingen for Ve, + 1 kan vises pa tilsvarene made. O

Pa tilsvarende vis kan fglgende seetning udledes

Saetning 5.5  [5, Proposition 2|

Hvis X er en stationar, ergodisk og ikke-tom MAP, med repesentation (C, D), sd er Yy, + 2 fordelt
med en phasetypefordeling med reprecentation ((cvo 1€1),0, ..., mem,0),B), hvor B er en m2 x m?
blokdiagonal matrix, hvor den j’te blok er givet ved

o A (I—A)lTej

Bevis:

Pa samme made som i beviset for 5.4 kan det vises at Y,.,, betinget med Jy = j er phasetypefordelt
med reprecentation (ej, A), hvor A = C~1(e“® — I)D, og at Y, betinget med Jy = j en phasetype-
fordeling med reprecentation (e;, A), hvor A = C~1(e“® — I)D.

Fordelingen for Y,c,+2 = Yien, +1+4Ymen +1 betinget med Jy = j bliver sa foldningen af fordelingerne
for Yinen, +1 0g Yiuen_ + 1, eftersom disse er uaftheengige betinget med Jy = j. Foldningen af to phase-
typefordelinger med representationerne (a1, 7)) og (a2, T2) er ifplge |8, side 381] er en phasetypefordeling

med representation
T, T«
((al;aoa2)a |: 01 11—12 2 :|> )

hvor ag = 1 — 117, og TY = (I — T)1. Saledes bliver fordelingen for Y;,., + 2 betinget med Jy = j en
phasetypefordeling med reprecentation ((e;,0), B;)

Den ubetingede fordeling for Y., + 2 er en mixturfordeling af fordelingerne for Y,,., + 2 betinget
med Jy = j for j = 1,...,m, hvor hver af disse fordelinger er givet veegten «;. Heraf fglger seetningen
umiddelbart, eftersom en mixturfordeling af phasetypefordelinger med representationerne (a1,71) og
(a2, T) og veegtene p og p — 1 netop er en phasetypefordeling med representation

((paly(l—p)az)a [ %1 T02 D

I kapitel 7 og kapitel 8 benyttes Y0, . til modelkontrol.
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5.2 FORBINDELSESAFSTAND

I denne sektion defineres forbindelsafstanden og laplacetransformationen af denne udledes. Forbindelsesaf-
standen defineres ved den afstand et signal kan rejse ved hjelp af hop imellem punkterne i z.

Definition 5.6 (Forbindelsesafstand)
Forbindelsesafstanden og dens hgjre- og venstre-sidede versioner defineres ved

cdy(x,X) =sup(z; + Ryz; € X, zj~0) — o

cd_(z,X) =z —inf(x; — R;z; € X, z;~x)
cd(z, X) =cdy(x, X) + cd_(z, X)

Ud fra denne definition bliver Yoq = cd(zo,Y0), Yea, = cdi(xo,Ys) og Yea. = cd_(x0,Y)). Inden
laplacetransformationen for denne udledes, precenteres og bevises et lemma der er ngdvendigt for beviset
af de efterfglgende seetninger.

Lemma 5.7 [5, Lemma 1]
Antag at funktionen f kan faktoriseres pa folgende méde

fltr,.otn) =[] filts)
i=1
og at laplacetransformationen af den aflede af

t t—t1—...—th—1
Fl(t):/ / f(tr,. . tp)dt, ... dt
0 0

eksisterer. Da gealder der at

0o d n 00
S (H)dt = / o f(t)dt.
[ tgnoa =11 [ e

Bevis:

t t—t1—...—tp—1 M
F(t) = /0/0 [ £:t)dts ... dts

1

/t fi(t1)Fa(t — tq)dt
0
= (fix F2)().

hvor Iy er defineret ved

) t—t1—imtp_o T
Fz(t):/ / [ £:t)dt, ... dt..
0 0 i=2
Da F; er pa samme form som F; kan samme fremgangsmade benyttes rekursivt, saledes at
F1<t) = (fl * fQ * ... fn,1 * Fn)(t>,
hvor .
Fo(t) = / Fult)dtn.

0

Idet <&(f * g)(t) = (f * £9) (t), kan nu ved brug af infinitesimalregningens hovedsatning opnas at

d

aFl(t) =(fr*...% fn)(t)
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Ved at tage laplacetransformationen af %Fl(t) opnas lemmaet. 0

Ved brug af dette lemma kan fglgende saetning bevises.

Seetning 5.8 [5, Proposition 3]
Hvis X er en stationeer, ergodisk og ikke-tom MAP, med repesentation (C, D), sa har Y.q, 0g Yeq_
laplace-Stieltjens-transformationerne henholdsvis

Lea, (s) = —e*Rg(s,a0,C, D)

og o
ﬁcd_ (3) = 7675Rg(s» @, Ca D)
hvor
g(s,a,C, D) = a(I — (C — sI) "1 C=sDE _ [\ D)1~ 1e“Rp1T
Bevis:

Betragt fordelingsfunktionen for Y4, — R

Zg i<R@i=1,...,n—1)

ch+( ) = Z
> 2 t—t1—...—tp_g n—1 0o
- Z/ / Hlt <R/ Folte, ... tp)dtn ... dt
n=1 0
t—t1—...—tp_o n—1
- T Z/ / H 1(t; < R)e““D ... e Ddt,_; ...dt;C 1e“FD1T

Ved at tage Laplace-Stieltes-transformationen af Ycq, — R opnas

Cho) = [ emmart, o
[e’e) n—1 jo%s)
= —Qp Z (H /0 l(ti S R)e(c_SI)tiDdti> C_1€CR1T
n=1 \i=1

= —g(s,a0,C, D).
For Y,q, bliver Laplace-Stieltes-transformationen sa
Leap(s) = E[em]
SRR |:e—s(ch+—R)}
= —e*fy(s,a0,C, D).

Ved at fglge samme fremgangsmade kan resultatet for Y.4_ vises. O

Seetning 5.9 [5, Proposition 4]
Hvis X er en stationar, ergodisk og ikke-tom MAP, med repesentation (C, D), si har Y.q laplace-
Stieltjens-transformationen

Zao,]e 2Ry (s,e;,C,D)g(s,e;,C, D)

hvor
g(s,0,C, D) = a(I — (C — sI) (e CDE _ 1) D)LC~1e“RD1T
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Bevis:
Lad Eid+ og L, vere Laplace-Stieltjens-transformationen af henholdsvis Yoq . 0g Y.q_ betinget med
Jo = 7. Ved samme fremgangsmade som i beviset for setning 5.8 fas

‘CidJr = _eing(Sve]ﬁOa D)
0og . S
£, =—e*fg(s,e;,C, D).

Eftersom Y.q, og Ycq_ er uafhangige betinget med Jy = j bliver Laplace-Stieltjens-transformationen af
Y.q betinget med Jy = j

Liy(s) = Ele> ] = j]
= B[y = ]
= ‘Ccd+£

= € SzRg(Saejvc7D)g(57ej7é7D)'

For L.q fas sa

Lea(s) = Z a0, L74(8)

= ZO‘O,J‘Q $2Rg(s,e;,C,D)g (s,ej,é,D)
O

Nar Laplace-Stieltestransformationen af Ycq, er interessant skyldes det at den udggr den momentfrem-
bringende funktion for Y.q, . Laplace- Stieltestransformationen af den stokastiske variabel Z med tatheds-
funktion p(Z = z) = f(2) er givet ved Lz(s) = [;° e **df(z), hvilket per definition er middelveerdien
af e’sz Eftersom e™%* = 1+ == + (osz) SQZ)2 ... bliver L(s ) =1+ E(Isz) + E((fzsz)g) + .... Saledes

er 4 —L7(0) = E((—2)"), hvilket betyder at satning 5.8 og setning 5.9 kan bruges til at beregne mo-
menterne for Yeq, og Yeq.

Det betyder at

d

0
. — _SRi D _ —sR D
ds£6d+ (s) e 8Sg(s,a0,C, ) — Re™*"g(s, ap, C, D)

s=0

E(Y;?dJr ) =
s=0

I kapitel 7 og kapitel 8 benyttes Y.q4, til modelkontrol.

5.3 FORBINDELSESHOP

Forbindelseshoptallet defineres pa fglgende made

Definition 5.10 (Forbindelseshoptal)
Ved forbindelseshoptallet forstas det mindste antal hop ngdvendigt for at na alle punkter, som kan nas
igennem flerhopforbindelser.

ch(zg, X) = sup (inf(n € N;zo~pz;);2; € X)

Det hgjresidede Forbindelseshoptal er det mindste antal hop ngdvendigt for at na alle punkter til hgjre
for xg, som kan nas igennem flerhopforbindelser.

chy (zo, X) = sup (inf(n € N;zo~pz;);x; € X, 25 > xo)

Igen benyttes notationen Y, og Yen, .
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S1 Sz S3

Figur 5.1 En ilustration af s1, S2 0g S3

Der vil i denne rapport ikke blive givet nogen gennerelle resultater for forbindelseshoptallet. I stedet vil
fplgende sztning beskrive middelveerdien for forbindelseshoptallet, for poissonprocessen.

Saetning 5.11 |5, Proposition 5]
Hvis X er en stationer poissonproces med intensitet A > 0 da er

ElYen, ] =E[Yon ] =1(0) -1

hvor funktionen h(t) er lgsningen til integralligningen

R—t
h(t) =1 +/ Ae ™ h(s)ds. (5.1)
0
Bevis:
Lad z;, i = 1,2,... vaere defineret ved det fjerneste punkt i X, som kan nas ved i hop. Det vil sige
x; = sup{z € X|x~;xo}, og lad g = 0. Definer envidere s;, i = 1,2,... som s; = ;1 — x; + R, samt

s0 = 0. Se figur 5.1.

Betragt fordelingen af s;11 givet s; og x;. Da X ikke indeholder punkter intervallet (x;,x; + s;], lever
fordelingen pa maengden [0, R — s;) | J{ R}, hvor s; = R svarer til at ingen nye punkter nas i det i’te hop.
For t > R bliver P(s;y1 < t|s;,x;) =1, for t € [R—s;, R) fas P(s;41 < t]ss,x;) = P(si01 < R—1t4]s4,24),
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og for t € [0, R — s;] fas

P(siz1 <tlsi, ;) = ZP(Si—H <HN((x; + i,z + R]) = k) P(N((2i + si, i + R])) = k)
k=0
Me—A(R—Si)

= 2PNt Rt R # 0N (s 901 + R) = K) =y

> R—t—s\"Y AMR=s)* _\ns
_ Z(l—( - ))(( =) e

k=1
o0 k
U AMBR—si) 1\~ ABR—s;) (AR —t—si)) —A(R—s1)
= (e De Z (k! e
k=1
o0 k
1 A(B—si) AMR—t—s)" “A(R—s;)
= 1l-—e (Z B E— 1]e
k=0

= 1—¢t

Dette vil sige at der er tale om en trunkeret eksponentialfordeling i intervallet (0, R — s;] mikset med en
diskret sandsynlighed for s;11 = R.

Eftersom fordelingen af s; kun athanger af s;_1, kan vi betragte x;, ¢ = 0,1,... som en markovkade.
Eftersom forbindelseshoptallet ikke medregner det hop, som ikke nar nogen nye punkter, vil denne
markovkaede have en absorbsionstid som nettop svarer til forbindelseshoptallet med 1 lagt til. Derfor
ma (5.1) veere opfyldt ifplge s@tning 5.12. O

I beviset for seetning 5.11 benyttes fplgende resultat, som er skrevet pa baggrund af [9]

Saetning 5.12
Antag at Y er en stationzer markovkaede med udfaldsrum ), da geelder for A C Q) at

0 for teA

ka(t) = E[KalYo = 1] = { 14 [ ka(s)du(s) for teQ\A (5.2)
Hvor K4 = inf {z € {0,1,...}ys € A} og p+ er sandsynlighedsmalet for Y, givet Y,,_1 =t
Bevis:
Forst vises at k4 opfylder (5.2). At ka(t) =0 for t € A er trivielt.
For t ¢ A galder ifglge markovegenskaben og stationriteten at
E[KA|YO = t,Yl = S} =1+ E[KA|Y0 = S]
Envidere geelder at
E[KaYo=1] = /IE[KA|YO — 1Y = sldua(s)
Q
- / (1 + E[KalYo = 1) dyue(s)
Q
= [ kals) (o)
Q
O

Seetning 5.11 giver et udtryk for middelveerdien for Yy, , men den indeholder en integralligning som ikke
kan lgses analytisk. I stedet kan lgsningen approksimeres ved hjalp af saetning 5.13.

Lad H betege meengden af mélelige funktioner H : [0, R] — [0, 00) og definer ¢ ved

R—t
p(H)=1 —|—/ e *h(s)ds.
0
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Bemeaerk at for H € ‘H geelder at ¢(H) € H. Envidere udstyres H med supremumnormen

[[H||oo = sup [H(t)]
te[0,R]

Swtning 5.13 [5, Proposition 6]
Lad hy € H og definer funktionerne hy, ho, ... ved h; = p(h;—1). Da gaelder

lim h; =h (5.3)

og 4

1A = hilloo < (1= e )" ||h — hol|o (5-4)
Bevis:
Lad H; og H» tilhgre H. Da geelder

R—t R
lp(H) = o(H2)lloo = |l e *(Hi(s) — Ha(s))ds||oo
R—t

v

/ e || Hy — Hy||oods
0

1 H1 — Halloo(1 — ™).

Eftesom ¢(h) = h fas for ||h — h;|| at

1A= hille > (1= e*F)[[h— hiz1lloo

> (1= e M)A = holls,

Hvilket viser (5.3).
P4 tilsvaende vis fas .
hiz1 = hilleo = (1 — e M)7||hg — h1|oc. (5.5)

envidere ses det ved brug af trekantsuligheden at

[lh = hollee = lim [[A; = hollo
1—1
< Zlir&Z Pj+1 = Pjllo
§=0
1—1
< lim [|hy = holleo Y (1 — e MY’
11— 00 j:O
= Mhy = hol|oo- (5.6)
Ved at satte (5.6) ind i (5.5) fas (5.4). O

I kapitel 7 og kapitel 8 benyttes Y, til modelkontrol.
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KAPITEL 6

DATABEHANDLING

I dette kapitel beskrives de data som i de naste kapitler bliver brugt til at inferere over. Herefter beskrives
Metropolis-Hastings algoritmen. Denne algoritme er brugt til at approksimere posteriorfordelingerne for
parametrene i modellerne, i de tilfzelde hvor likelihooden for modellen ikke er pa en form som er let
overskuelig og til at beregne maksimum eller konfidensintervaller for.

6.1 PRESENTATION AF DATA

De data som er brugt til inferancen i denne rapport kommer fra institut for informatik ved universitetet
i Mannheim, og er genereret i forbindelse med projektet Fleetnet. Dette projekt omhandler brugen af
mobile netveerksssystemer ved hjalp af tradlgse forbindelser imellem biler. For mere information se [3],
[4] og [1]. Hele datasaettet inkluderer 40 filer med data, som beskriver bilers bevaegelse pa et stykke tysk
motorvej. Ud af disse er valgt 3 saet af data. Disse set kaldes her i rapporten for datasaet A, B og C.
Datasaet A bestéar af linje nr. 50 fra filen combined-108 _nodes-120 _tsteps-2_2_ npkm-2_lpd-0. Datasaet
B bestar af linje nr. 50 fra filen combined-459 nodes-120 tsteps-6 11 npkm-2_Ilpd-0.tzt. Dataset C
bestar, ligesom datasaet B, af linje nr. 50 fra filen combined-459 mnodes-120_tsteps-6_11 _npkm-2_ Ipd-
0.txt, dog indeholder dette st kun punkter som representer biler, der kgrer imod hgjre, det vil sige biler
hvis position til tidspunkt 51 ligger til hgjre for deres possition til tidspunkt 50. At disse tre er udvalgt
skyldes at de er rimeligt forskellige med hensyn til intensitet og autokorrelation af ventetiderne. Pa figur
6.2 ses autokorrelation og spredning af ventetiderne samenlignet med histogrammer for poissonprocesser
med tilsvarende intensitet. Filerne indeholder data som for hver bil repraesenterer position pa vejen, den
fart hvormed de kgrer og deres akseleration. I hvert sat er alle vaerdier sorteret fra som ikke representer
positionen af en bil pa vejen, siledes at hvert datasaet udger et punktmgnster pa den reelle akse. Hvert
datasaet repraesenterer et gjebliksbillede af hvordan bilerne er placeret pa vejen. Man kan forestille sig at
lignende data kan fas ved at tage et luftfoto af en lige vejstreekning, og notere positionerne for bilerne pa
vejen.

Det ses at datasaet A minder om poissonprocessen, mens datasaet B og iseer datasaet C har stgrre autoco-
realition end forventet for possionprocessen. Alle tre datasset har varians af mellemankomstiderne, som
minder om poissonprocessen. I kapitel 7 findes flere sammenligninger mellem data og poisonprocessen.

6.1.1 Modelkontrol og Summary Statistics

Idet data er genereret med henblik pa at undersgge egenskaberne for tradlgse forbindelser imellem biler, er
det naturligt at benytte summary statistics der beskriver disse forbindelser. Derfor benyttes de summary
statistics som er defineret i forrige kapitel. Hvis hver bil er udstyret med en radiosender der har en
raekkevide R, vil Y., angive antallet af biler, som ligger indenfor senderens rackkevide og Yo, angiver
det samlede antal biler som star i kontakt med ty. Ligeledes vil Y.q angive hvor lang en straekning
forbindelsen straekker sig over og Y, vil vise hvor mange gange en besked skal sendes fra en bil til en
anden for at na til den fjernest beliggende bil indenfor netvaerket.

6.2 METROPOLIS-HASTINGS-ALGORITMEN

Dette afsnit er baseret pa [10, side 10-13], og beskriver Metropolis-Hastings-algoritmen. I afsnit A.1 findes
en rakke definitioner og resultater som benyttes i beviset for at algoritmen virkelig konvergerer imod
den gnskede fordeling.

Metropolis-Hastings-algoritmen er en Markovkaede-Montecarlo-metode til at kunne approksimere en
sandsynlighedstethed, 7, som er kendt op til proportionalitet. Lad Z veere en markovkaede i diskret
tid, for hvilken sandsynligheden for at ga fra punktet z til punktet z* # z er givet ved

p(z,2%) = q(2,2%)a(z, 2") = q(z,2") min{1, H(z, 2")},
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Figur 6.2 Pd graferne ses histogrammer af autokorrelation og varians for 500 poisonprocesser, med inten-
sitet svarende til 1 over gennemsnittet af ventetiderne for hvert af dataseettene. De stiplede linjer
viser autokorrelation og spredning for datasettene.

hvor ¢(z,z*) angiver sandsynlighedstaetheden for at z* bliver foreslaet og a(z, z*) = min{l, H(z,2*)} er

sandsynligheden for at forslaget bliver accepteret. Hastings-forholdet H(z, z*) er defineret ved

H(z, z*) = m(z")a(z",2) ’*Z).
(@)a(z 2

Som det ses forekommer 7 bade over og under brgkstregen, hvilket er grunden til at det er tilstraekkeligt
at kende 7 op til proportionalitet.
Saledes er Metropolis-Hastings algoritmen som fglger

Algoritme 6.1 Lad begyndelsestilstanden Zy = z vaere saledes, at w(z) > 0. Forn =0,1,... givet Z,
udfgres folgende trin,

e generer U, 41 ~U(0,1)
e generer Z | ~y+— q(Xp,y)
o St

[zt hvisUpys < H(Zn, Z5 )
Znt1 = { Zn ellers

At algoritmen kan bruges til simulation af 7 vises af folgende seetning

Saetning 6.2
Hvis der for alle z, z* med 7(z) > 0 og n(z*) > 0 gaelder at q(z,2z*) > 0, vil der for markovkaeden Z,
dannet ved brug af Metropolis-Hastings algoritmen gelle at

P(Z, € A) — n(A)forn — oo,

forudsat at Zy = zy med 7(zy) > 0.
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Bevis:

Ifplge saetning A.11 vil setningen geelde hvis Z har 7 som stationaer tethed, er m-ireducibel, aperiodisk
og Harris-rekurrent.

Antag at H(z,2*) < 1. Da geelder at H(z,2*) > 1, saledes at a(z*,z) = 1. Dette betyder at for
H(z,z*) <1 geelder

7(2)a(z, z¥) 7w(2)q(z, 2" )H (z,z*)

W(Z)Q(Zv )

Il
3

Ja(z", 2)
Z")a(z", 2).

P4 tilsvarende vis geelder det samme for H(z, z*) > 1. Derfor opfylder markovkaden Z detailed balance
condition, hvilket medfgrer at den er reversibel, med stationzr taethed 7. Yddermere medfgrer ¢(z, z*) > 0
at p(z, z*) > 0 for alle z, z* med 7(z) > 0 og w(z*) > 0, hvilket viser at Z er m-ireducibel, samtidig folger
Harris-rekurrens ogsa af disse betingelser ifplge [10, Theorem 4]. Endelig er Z aperiodisk eftersom den
har positiv sandsynlighed for at Z,, = Z,,11. O

= T

I

(
(
(
(

= T

I afsnit B.2 findes en Metropolis-Hastings-algoritme som funktion i R.
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KAPITEL 7

POISSONPROCESSEN

I dette kapitel benyttes poissonprocessen som model for data. For hvert st af data bliver posterior-
fordelingen for poissonprocessens intensitet beregnet ved brug af en konjugeret prior. Derefter kontrolleres
det hvor godt modellen beskriver data.

7.1 POSSIONPROCES

Den simpleste form for MAP er possionprocesen. Det er derfor naturligt at starte med at samenligne data
med denne proces. Possionprocessen kan udtrykkes som en MAP, hvori der indgar en enketlt parameter
8> 0.

D=[p]ogC=[-p]oga=().
Poissobprocessen kan taenkes at repraesentere en situation hvor alle biler pa vejen kgrer uathaengigt af
hinanden.

7.2 ESTIMATION AF PARAMETRENE.

For poissonprocessen reduceres szetning 4.4 til
et DD CtnD1T = greTPlin b
eftersom mellemankomsttiderne er fordelt med uathaengige, ensfordelte eksponentialfordelinger.

Som prior veelges en gammafordeling idet den udger en konjugeret prior for eksponentialfordelingen.
Under antagelse af at bilisterne kgrer med et minimum af ansvarlighed ma det forventes at § < 1 idet
[ = 1 svarer til en middelafstand pa en meter imellem bilerne. Ligeledes kan det nzppe heller forventes
at de tyske motorveje ligger sa gde hen at der er under en bil per kilometer, hviket svarer til 5 > 0.001.
Ved at lade formparameteren vaere a = 0.2307 og skalaparameteren b = 1.639 fas en middelvaerdi for 3
pa 0.1408 og en median pa 0.0201. Dette svarer til en middelafstand pa henholdsvis 7.10 og 48.3 meter
imellem bilerne, hvilket virker plausibelt. Samtidig ligger 95% af sandsynlighedsmassen imellem 0.001 og
1.00.

Posteriorfordelingen for /3 bliver sa
n ba
n _ﬁZizl ti _~
p(B) o B @)
b* n
= atn—1,—(b+X7, t:)8
F(a)ﬂ ‘ 1

hvilket betyder at posteriorfordelingen bliver Gamma(a+n, b+ ., t;). Posteriorfordelingen for datasaet
A bliver Gamma(91.23,11654.04), hvilket giver en middelveerdi for 5 pa 0.00782, og et 95%-CPI pa
[0.007262,0.00951].

For datasat B bliver posteriorfordelingen Gamma(393.23,12061.44), hvilket giver en middelveerdi for
pa 0.0326, og et 95%-CPI pa [0.0315,0.0359).

Endeligt bliver posteriorfordelingen for datasset C Gamma(246.23, 11985.84), hvilket giver en middelvaerdi
for 8 pa 0.0205, og et 95%-CPI pa [0.0181,0.0231].

ﬂa—le—bﬂ

7.3 MODELKONTROL

I dette afsnit kontroleres hvor godt poissonprocessen beskriver data ved at sammenligne de malte veerdier
af summary statistics med punktmgnstre trukket fra den posteriorprediktive fordeling. Ved den poste-
riorprediktive fordeling forstas fordelingen af punktmgnstre genereret ved forst at trackke 3 fra pos-
teriorfordelingen, for derefter at trakke et punktmgnster fra poissonprocessen med intensitet «. Ved
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Figur 7.1 De fuldt optrukne linjer viser YSM+ for de tre dataset. De stiplede linjer angiver et 95%-
konfidensinterval.

estimeringen af de forskeellige summary statistics for forskellige punktmgnstre er de sidste tyve punkter
i hvert punktmgnster ikke medtaget. Det sker for at undgé at medregne veerdier af Y,,.,, + 1 som er
begranset, af det ydderste punkt i datasaettet af naturlige arsager ikke har forbindelse til nogen efter-
folgende punkter. I de tilfaelde hvor en teoretisk veerdi er beregnet, E(Ymen, ), E(Yea, ) 0g E(Yen, ), er
middelvaerdien for § benyttet.

7.3.1 Forbindelsestal

Pa figur 7.1 ses grafer for Y., . for de tre dataseet. Det ses at der er god overensstemmelse imellem Yien N
for datasaet A og de genererede punktmgnstre. For R < 50 har dataset A feerre par af punkter indenfor
en afstand af R end det typisk kan forventes for poissonprocessen, men veerdien af Y., ligger stadig
indenfor 95%-konfidensintervallet.

Punkterne i datasaet har B vesentligt faerre naboer indenfor en afstand af R < 30 end det kan forventes
for poissonprocessen. Det samme kan siges om datasaet C, hvor tendensen er mere udtalt.

Ved brug af szetning 5.4 ses det at fordelingen Yi,c,, + 1 er en phasetypefordeling med representation
(1,1 — e7P%). Det betyder at fordelingsfunktionen for ¥y,c,, + 1 bliver

F(k)=1—0oA*1T =1 — (1 — e PR)x,

Herudfra er middelveerdierne for Y., beregnet, og disse er plottet som funktion af R figur 7.2, sammen
med grafer for gennemsnittet af Y,,,cn,, + 1. Derudover er der for hvert dataszet genereret 500 poisson-
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Figur 7.2 plots for Ymcn+ for de tre dataseet. De stiplede linier viser de i datasettene milte verdier
for Yimen, . De prikkede viser middelverdien for Yinen, , beregnet ved hjelp af setning 5.4. De
fuldt optrukne linjer angiver et 95%-konfidensinterval approksimeret ved hjelp af 500 datascet
gennereret fra den posteriorpredektive fordeling.

proceser med § = E(8). Ved hjelp af disse er 95%-konfidensintervaller approksimeret og tegnet ind i
grafen.

Pa figur 7.2 ses grafer der sammenligner de i dataszet A opserverede veerdier for Yy,c, Ly med E(Yen, ).
Det ses at der er god overensstemmelse imellem data og model for bade R > 60 men veerdierne ligger
under hvad modellen forudsiger for R < 60.

Tilsvarende grafer ses ogsa for dataszet B . Det ses tydeligt at poissonprocesen ikke er en god beskrivelse af
datasatet for R > 40, idet der er vesentligt flere stgrre vaerdier end for poissonprocesen. Der er saledes for
store veerdier af R samlet set flere punkter der star i forbindelse med et givet xo, end for poissonprocessen,
uden at der et tilsvarende stgrre antal som star i enkelthopforbindelse. Dette kan forklares ved at der
forekommer faerre mellemankomsttider over 40 end for poisonprocessen. En alternativ forklaring kan veere
at de laengere mellemankomsttider ligger samlet sa der er omrader hvor der lokalt forekommer faerre lange
mellemankomsttider. Samtidig ligger veerdien af Y,,cp, . under konfidensintervallet, hvilket tyder pa at der
i datasaettet er feerre mellemankomsttider under 30 end det kan forventes ud fra modellen.

For dataseet C geelder de samme opservationer som for datasat B. Bare i hgjere grad.

7.3.2 Forbindelsafstand

Fra saetning 5.8 kendes den momentfrembringende funktion. Ved hjalp fra den kan middelveerdien for
Y.q, beregnes. I afsnit B.3 ses en funktion der beregner denne middelvaerdi.
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Figur 7.3 Plots for chJr for de tre dataset. De stiplede linier viser de i datasettene mdlte verdier for Kd+.
De prikkede viser middelverdien for Yea, , beregnet ved hjelp af setning 5.4. De fuldt optrukne
linjer angiver et 95%-konfidensinterval approksimeret ved hjelp af 500 dataset gennereret fra den
posteriorpredektive fordeling.

Ligesom for Yiyen, , er den beregnede middelveerdi og det malte gennemsnit for Y.q, plottet pa figur 7.3
sammen med et estimationen af et 95%-konfidensinterval lavet ud fra 500 punktmgnstre trukket fra den
posteriorprediktive model.

Det ses for dataszet A at der med henhold til Y.q . ingen modstrid er imellem modellen og data. For
dataszt B ses pa figur 7.3 at for R = 10 til R = 15 ligger Y, under hvad man kan forvente for
poissonprocessen, medens den ligger over for R = 30 60 R = 60. Dette tyder igen pa at datasattet er
mere regulaert end poissonprocessen, og derfor har faerre meget korte og meget lange ventetider.

For dataset C ses at for vardier af R omkring R = 15 ligger Y, under hvad man kan forvente for
poissonprocessen, medens den ligger over for R > 30 i endu mere udtalt grad end for datasaet B. Dette
tyder som sagt pa at datasaettet er mere reguleert end poissonprocessen, og derfor har faerre meget korte
og meget lange ventetider.

7.3.3 Forbindelseshoptal

Fra szetning 5.11 kendes middelveerdien for Yy, , og fra seetning 5.13 kendes metoden til at approksimere
den. I afsnit B.3 findes funktioner i R til at approksimere middelveerdien for Y, . I kapittel B ses en
funktion i R til at approksimere E(Y, ).

I 7.4 ses grafer for Y o, ,+ 08 E(Yep, ). Derudover er der ligesom tidligere for hvert af datasattene genereret
500 poissonprocesser, som er brugt til estimation af et 95%-konfidensinterval.
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Figur 7.4 Grafer for Ych+ for de tre datascet. De stiplede linier viser de i datasettene mdlte verdier for
Yen, . De prikkede viser middelverdien for Yen, , beregnet ved hjelp af setning 5.4. De fuldt op-
trukne linjer angiver et 95%-konfidensinterval approksimeret ved hjelp af 500 dataset gennereret
fra den posteriorpredektive fordeling.

Det ses for datasaet A, at der med henhc_)ld til Yo, . er overensstemmelse imellem modellen og data for
R < 60. For mindre veerdier af R ligger Y, under konfidensintervallet. Igen kan dette forklares ved at
der er feerre korte mellemankomsttider.

For datasaet B ses pa figur 7.4 at for R = 20 ligger Yo, . under hvad man kan forvente for poissonpro-
cessen. Dette tyder ligesom for datasset A pa at der er faerre punkter der ligger taet p& hinanden end
for poissonprocessen. For vaerdier af R imellem 30 og R = 50 kan man i datasaettet foretage vesentligt
flere hop imellem punkterne, for man stgder pa en ventetid der er stgrre end R, end man ville kunne
ved possionprocessen. Dette kan skyldes at der er ferre lange mellemankomsttider, eller at de kortere
mellemankomsttider ligger samlet, sidan at man i en samling af kortere mellemankomsttider kan foretage
et stgrre antal hop inden man kommer til et omrade med laengere mellemankomsttider.

For dataszt C ses ligesom for datasaet B, at der er feerre mellemankomsttider under 25 end for poisson-
processen. For R > 30 kan man dog foretage vesentligt flere hop end forudsagt af modellen. Igen kan
dette tyde pa at der findes feerre lange mellemankomsttider for datasatet end for poissonprocessen.

Overordnet set kan det siges at datasat A med en vis rimelighed kan modeleres ved en poissonprocess,
selvom der er feerre mellemankomsttider under 30 end man kan forvente for poissonprocessen. Bade
datasat B og datasaet C kan darligt beskrives af poissonprocessen, da der er vesentlig modstrid imellem
model og data, for bade stgrre og mindre vaerdier af R. Det kan forventes at datasattene bedre kan
beskrives af en model der er mere reguleer. En sddan model prasenteres i det folgende kapittel.
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K 8 KaRiteI 8. Markovmoduleret Renewalgroces

MARKOVMODULERET RENEWALPROCES

I dette kapitel beskrives en model for data. Herefter benyttes Metropolis-Hastings algoritmen til at
approksimere posteriorfordelinger for parametrene, hvorefter modellens egnethed til at beskrive data
kontrolleres.

8.1 MARKOVMODULERET RENEWALPROCES

Ofte vil man pa leengere vejstraekninger se at der nogle steder er relativt fa biler, der kegrer uathaengigt af
hinanden, og andre steder vil bilerne kgre tet eller endda i kg. Ud fra denne simple opfattelse af hvordan
bilerne fordeler sig pa vejen, kan man opstille fglgende MAP som model for data:

0 M(1—q) Mg -A1 0 0 Ao Ao A
D=10 0 0 |logC=| M -\ 0 0g o= (2,2,19’)
0 e 3 0 0 —B-X porp

hvor p = 2A3+)\1q. De omrader hvor bilerne kgrer taet repraesenteres af tilstand 1 og 2, medens de omrader
hvor de kgrer med stgrre afstand repraesenteres af tilstand 3. P4 den made kommer afstandene imellem
bilerne til at vaere mere regulaere for de biler som kgrer taet pa hinanden, medens bilerne pa de mindre
trafikerede strackninger kegrer uafhaengigt af hinanden. Da mellemankomstiderne er eksponintialfordelte
i de omrader hvor J = 3 og afstanden imellem bilerne er gammafordelt nar J er i tilstand 1 og 2, kalles
denne model for en Markovmodelleret renewalproces.

Eftersom det gnskes at tilstand 3 repraesentere strackninger med stgrre afstand imellem bilerne bgr mid-
delveerdien for den tid markovprocessen J tilbringer i tilstand 3 veere stgrre end middelveerdien for
afstanden imellem bilerne pa de teettere trafikerede strackninger. Ligeledes bor ogsa den gennemsnitlige
afstand imellem bilerne vaere stgrre pa de mindre trafikerede straekninger. Derfor tilfgjes fglgende be-

greensninger pa de variable

3 1 3 1
— < —o0g — < —=o0 € (0,1
N S8, Spe e (0,1)

8.2 ESTIMATION AF PARAMETRENE.

Det er ingen let sag at beregne maximum likelihood estimatet for parametrene i denne model, da
udtrykket for liklyhooden indeholder pruduktet af en lang reekke matricer. I stedet benyttes derfor
en baysiansk fremgansmade, hvor posteriorfordelingen af parametrene approksimeres ved hjalp af en
Metropolis hastings algoritme. En beskrivelse af algoritmen findes i seetning 6.2. Som prior for parame-
trene er brugt en uegentlig prior der for alle parametre er proportional med 1.

Parameter | 1. Kvartil | Median | Middelveerdi | 3. Kvartil 95%-CPI
A1 0.0201 0.0249 0.0263 0.0302 [0.0155,0.0451]
Ao 0.0017 0.0027 0.0028 0.0037 [0.0004, 0.0057]
I6) 0.0026 0.0039 0.0039 0.0051 [0.0007,0.0074]
q 0.5308 0.6994 0.6785 0.8456 [0.26577 0.9818]

Tabel 8.1 Beskrivelse af fordelingerne for parametrene i modellen for dataset A.

I figur 8.1, figur 8.2 og figur 8.3 ses trace og autokorrelation for parametrene for datasattene, og i tabel
8.1,8.2 og 8.3 ses en opsumering af posteriorfordelingerne.

Det ser ud til at modellen giver en egentlig posteriorfordeling, selvom en uegentlig prior er benyttet.
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Figur 8.1 Trace, autokorrelation og histogram for parametrene for dataset A

Parameter | 1. Kvartil | Median | Middelveerdi | 3. Kvartil 95%-CPI
A1 0.06368 0.07001 0.07428 0.08262 [0.05630880, 0.09068483]
Ao 0.007047 | 0.013700 0.012430 0.017660 [0.0012660497 0.018989510]
Jé] 0.01545 0.01867 0.01920 0.02296 [0.01008957 0.0254438]
q 0.5447 0.7664 0.6975 0.8983 [0.0100895, 0.0254438]

Tabel 8.2 Beskrivelse af fordelingerne for parametrene ¢ modellen for dataset B.

Parameter | 1. Kvartil | Median | Middelveerdi | 3. Kvartil 95%-CPI
A1 0.0533 0.0558 0.0560 0.0587 [0.0486, 0.0649]
Ao 0.0014 0.0020 0.0023 0.0028 [0.0006, 0.0054]
J6] 0.0091 0.0105 0.0105 0.0119 [0.0067, 0.0145]
q 0.0444 0.0654 0.0748 0.0926 [0.0200, 0.1904]

Tabel 8.3 Beskrivelse af fordelingerne for parametrene @ modellen for dataset C.
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Figur 8.2 Trace og autokorrelation for parametrene for dataset B

8.3 MODELKONTROL

I dette afsnit kontrolleres hvor godt denne model beskriver data ved at sammenligne de malte veerdier
af summaristatistic med de forvendete ved brug af den posteriorpredektive fordeling for modellen. Ved
den posteriorprediktive fordeling, forstas fordelingen af punktmgnstre dannet ved fgrst at traekke et
st af parametre (A1, A2, 3, q) fra posteriorfordelingen, og derefter trackke et punktmgnster fra en MAP
beskrevet af (8.1), ved brug af disse parametre. Ligessom i forige kapitel unlades de sidste punkter i hvert
punktmgnster ved approktimation af summary statistics, og middelveerdierne for Yeq, og Yscn, beregnes
ved brug af middelveerdierne for parametrene.

8.3.1 Forbindelstal

Pa figur 8.4 ses grafer der viser viser Y., . for de tre dataszet, sammenlignet med estimater for et 95%-
konfidensinterval. Disse er lavet ud fra 500 punktmgnstre trukket fra den posteriorprediktive fordeling.
Det ses at Yien . for dataszet C er en smule mindre end modellen forudsiger for R. Ved stgrre veerdier
er der overensstemmelse immelem model og data. Ligeledes er der ingen modstrid imellem modellen og
dataszettene A og B.

P4 ses at der igen ingen modstrid er imellem modellen og datasaet A. For dataszet B og C er Y,en L ved
veerdier af R omkring 20 en smule lavere en det ud fra modellen bgr forventes. For R omkring 40 star
punkterne i kontakt med flere andre punkter end modellen beskriver, for disse to datasst. Dette kan
ligesom naevnt i forrige kapittel skyldes at datasaettene er mere raegulere end modellen forudsiger.
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Figur 8.3 Trace og autokorrelation for parametrene for dataset BC

8.3.2 Forbindelsafstand

Figur 8.6, viser middelveerdier for Y¢q,, sammenlignet med gennemsnit for Y ca . for dataszttene og
konfidensintervaller, lavet pa samme made som tidligere beskrevet.

Graferne for Y .q, minder om dem i for Y yen, . Igen ligger det malte gennemsnit for datasaet B og dataseet
C udenfor konfidensintervallet i et lille omrade omkring R = 20. Der er betydelig stgrre overensstemmelse
imellem model og data, for disse dataseet end ved brug af poissonprocessen. For datasaet A er der igen
ingen synlig modstrid imellem data og model.

8.3.3 Forbindelseshoptal

Figur 8.7 viser Y, . for dataszttene sammenlignet med et 95%-konfidensinterval, som er fremstil-
let pad samme made som tidligere beskrevet. For datasset A ses at Y . holder sig indenfor 95%-
konfidensintervalet. For dataszt B og C ligger Y, . Over det forventede for R omkring de 40. Dette
er langt mere tydeligt for dataset B end for dataset C. Ligelsedes ligger Yo, for datasat C ogsa u-
denfor 95%-konfidensintervalet ved R = 20. Modellen kan derfor med stgrre rimelighed siges at beskrive
datasaet B end dataseet C. For alle tre dataseet geelder det at denne model passer bedre til data med
hensyn til Y, , end poissonprocessen.

8.4 FORSLAG TIL NY MODEL

Selvom den i dette kapittel beskrevne model passer vesentligt bedre pa data end poissonprocessen, er
der stadig modstrid imellem modellen og datasattene B og C. Denne modstrid skyldes tilsyneladende
at dataseettene indeholder faerre mellemankomsttider omkring 20 og flere omkring 40 end modellen
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Figur 8.4 De stiplede linjer viser Yscn+ for de tre dataset. De fuldt optrukne linjer angiver et 95%-
konfidensinterval.
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Figur 8.5 plots for Ymcn+ for de tre dataset. De stiplede linier viser de i datasettene mdlte verdier
for Ymcn+. De prikkede viser middelverdien E(Ymcn+), beregnet ved hjelp of setning 5.4. De
fuldt optrukne linjer angiver et 95%-konfidensinterval approksimeret ved hjelp af 500 datascet
gennereret fra den posteriorpredektive fordeling.
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Figur 8.6 Plots for )7Cd+ for de tre dataset. De stiplede linier viser de ¢ datasettene mdalte verdier for l_/cd+.
De prikkede viser middelverdien for Yea, , beregnet ved hjelp af seining 5.4. De fuldt optrukne
linjer angiver et 95%-konfidensinterval approksimeret ved hjelp af 500 dataset gennereret fra den
posteriorpredektive fordeling.
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Figur 8.7 Grafer for K‘M for de tre datascet. De stiplede linier viser de i datasettene mdlte verdier for

Yen, . De fuldt optrukne linjer angiver et 95%-konfidensinterval approksimeret ved hjelp af 500
datascet gennereret fra den posteriorpredektive fordeling.
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forudsiger. Det er derfor taenkeligt at en mere raeguleer model kan beskrive disse datasaet bedre. Et
forslag til en sddan model er

0 0 M(1—q) Mg ~A 0 0 0
0o 0 0 A =0 0 _ (A2 Az de Aig
D=14 9 0 0o Y= 0 A -\ 0 0g°“<p’pp’p (8:1)
00 A 3 0 0 0 —B-X

hvor p = 3A2 + A1q. Denne model minder meget om den der allerede er beskrevet i dette kapittel, men i
omraderne med taet trafik vil afstandene imellem bilerne variere mindre. Dette vil muligvis fgre til faerre
helt korte mellemankomsttider, og flere omkring 40.
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KONKLUTION

I Igbet af rapporten er det blevet beskrevet hvordan stokastiske punktmgnstre pa den reelle akse kan
beskrives ved hjzlp af punktprocesser, herunder markov-arrival-processer. Der er givet eksempler pa
markov-arrival-processer, der er bade regulaere og tiltraekkende.

Tre punktmgnstre fra projektet Fleetnet er forsggt beskrevet ved hjelp af to forskellige modeller, en
poissonproces og en mere kompleks model kaldet en markovmoduleret renewalproces. Parametrene for
disse modeller er tilpasset data ved hjzlp af baysiansk statistik, og deres egnethed er kontrolleret ved
hjalp af en raekke summary statistics, som beskriver antallet af punkter der kan nas ved hjalp af spring
pa en afstand R.

Dataseet A kan med en vis rimelighed beskrives af bade poissonprocessen, men beskrives vesentligt bedre
af den markovmodulerede renewalproces. Datasaet B og datasat C kan bedst beskrives af den markov-
modulerede renewalproces, men begge disse datasat har vesentligt flere mellemankomsttider omkring 40
end modellen forudsiger. Det er formodentligt muligt at opstille modeller som beskriver data bedre end
de to som er anvendt i denne rapport. et forslag til en sidan model kunne vaere en ny markovmoduleret
renewalproces beskrevet ved (8.1).
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MARKOVKADER

I dette kapitel defineres markovkaeder i diskret og kontinuert tid. En raekke af egenskaber for markovkaeder
defineres, og nogle resultater for markovkaeder presenteres. Kapitlet er skrevet pa baggrund af [10, side
4-8]

Definition A.1 (Markovkade)
En Markovkaede er en stokastisk proces (Xo, X1, ...) med tilstandsrum 2, for hvilken det geelder, at
P(Xn+1 €A|X0:(E0,X1 ::cl,...,Xn:xn) = P(Xn+1 EA‘XnZQCn)
= P(x,,A)

forallen € Z4, alle A C Q2 og alle x1,za, ..., x, € . Sandsynlighedsfunktionen P kaldes overgangsker-
nen. Fordelingen for X, kaldes begyndelsesfordelingen.

Overgangskernen kan i nogle tilfeelde beskrives ved hjelp af teethedsfunktionen p(z,y) for et givet z,
hvorom det for alle A C Q gelder, at

Plan, A) = /A p(,y)dy.

Saledes er p(x,y) sandsynlighedstaetheden for X, under betingelsen, at X,, = x. Bemark at det er
muligt at beregne fordelingen for X, for et vilkarligt n > 0, hvis overgangskernen og begyndelsesfordelin-
gen er kendt.

Hvis Q = {s1, s2,..., Sm} kan overgangskaernen repraesenteres ved en overgangsmatricen
P(s1,51) P(s1,82) -+ P(s1,5m) pin Piz o Pim

P P(s2,51) P(s2,82) -+ P(s2,5m) D21 P22 0 Pam
P(Srru 51) P(Smy 82) .. P(Sna sm) Pm1  Pm2 .. Pmm

Per definition galder at Zj =1"p;;=1forallei=1,...,m.

A.1 KONVERGENS FOR MARKOVKZEDER

De Markovkaeder, der er interessante i forbindelse med dette projekt, har en rakke egenskaber, som her
vil blive beskrevet.

Definition A.2 (Stationzer fordeling og taethed)
En fordeling 11 kaldes en stationaer fordeling med stationeer taethed 7 for Markovkaeden med tilstand-
srum ) og overgangskerne P, hvis der for alle A C Q gaelder at

/Q (@) P(x, A)x = / r(2)x = TI(A).

A

En steerkere egenskab for Markovkaeder er reversibilitet.

Definition A.3 (Reversibilitet)
En Markovkaede kaldes reversibel, hvis der findes en fordeling 11, for hvilken det galder, at (Xo, X1)
og (X1, Xo) har samme fordeling, nir Xy ~ II.

For reversible Markovkader galder fglgende satning.
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Saetning A .4
En reversibel Markovkasede har en stationser teethed.

Bevis:

Lad X veere en reversibel Markovkaede, og lad 7 vaere teetheden, for hvilken X opfylder Definition A.3.
Antag nu, at 7 ikke er en stationzer taethed. Da vil Xy og X ikke vaere ensfordelte, nar Xy ~ 7, hvilket
betyder, at (Xo, X1) og (X1, Xo) heller ikke kan have samme fordeling, hvorved modstrid opstar. O
Til gengeaeld er en Markovkaede med en stationger taethed ikke ngdvendigvis reversibel.

Definition A.5 (detailed balance condition)
Hyvis der for en Markovkaede galder, at der findes en fordeling 11, siledes at

m(z)p(z,y) = 7(y)p(y, z)

for alle z,y € €, siges Markovkaeden at opfylde detailed balance condition (DBC).

DBC er en steerkere egenskab end reversibilitet, som det fremgar af fglgende seetning.

Saetning A.6
En Markovkaede, der opfylder DBC, er reversibel og har en stationzr fordeling.

Bevis:
Lad X veere en Markovkaede, som opfylder DBC, og lad Xy ~ 7. Betragt nu fordelingen for (X, X;),
som er givet ved

p(Xo=2,X1=y) = p(Xo=2)p(X1=ylXo=2)

Il
3

I

N
—~
<

hvorved reversibiliteten er opfyldt. Ifglge seetning A.4 har X derfor en stationer taethed. O

En anden og meget vigtig egenskab for Markovkaeder er irreducibilitet.

Definition A.7 (irreducibilitet)
Lad 11 veere en stationaer fordeling for en Markovkaede. Markovkaeden siges da at vaere Il-irreducibel,
hvis der for alle A C Q med II(A) > 0 og alle x € ) findes et n € Z,, siledes at P™(x, A) > 0.

Irreducibilitet medferer ligeledes, at II er en entydig stationaer fordeling.

En Markovkaede er IT-irreducibel, hvis det er muligt at na fra et vilkarligt punkt 2 med 7 (x) > 0 til enhver
mengde A med II(A) > 0 i lgbet af endelig tid. En Markovkaede kan endvidere veere Harris-rekurrent.

Definition A.8 (Harris-rekurrens)
En markovkaede med stationzr fordeling 11 kaldes Harris-rekurrent, hvis der for alle A C ), med
II(A) > 0 og alle x € Q) geelder, at

P(X,, € A for uendeligt mange n|Xo = x) = 1.

En vigtig egenskab ved irreducible Markovkaeder er Store tals staerke lov for Markovkaeder, som beskrevet
i folgende sztning.
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Seetning A.9 [10, Theorem 1]
Lad (Xg, X1, ...) vaere en H-irreducibel Markovkaede, hvor 7 er en tilhgrende stationger taethed, og lad
h : Q +— R veere en funktion, siledes at middelvaerdien 6 = [, h(x)m(x)x har en endelig vardi. Lad

o~

endvidere det empiriske gennemsnit, 6,,, vare givet ved

m—+n

~ 1

i=m

hvor m,n € Z,. Da vil der findes en maengde C C Q, hvorom det geelder II(C) = 1, og at
PO, — 0| X =2)=1 forn— o

for alle x € C. Hvis Markovkaeden er Harris-rekurrent, kan C valges siledes, at C' = ().

For bevis se [11, kapitel 17]

Nu defineres periodisitet og aperiodicitet for markovkaeder.

Definition A.10 (Periodiositet og aperiodiositet)
En T-irreducibel Markovkaede siges at vaere periodisk, hvis der for n > 1 findes n+1 disjunkte maengder
Uo, U, ...,U,, sdledes at Q = Uy U Uy U...UU, for hvilke, det gelder, at II(Uy) = 0 og

xelUy = Plx,Us) =1,
xelUy = Px,U3) =1,

x€Up—1 = PxU,) =1,
xelU, = PlU)=1

Ellers kaldes Markovkaeden aperiodisk.

Seetning A.11 [10, Theorem 1]
Lad 11 veere en stationar fordeling for en Il-irreducibel, aperiodisk Markovkaede, da findes en maengde
C C 9, saledes at II(C) = 1, og der for alle x € C og alle A C Q geelder, at

P(X, € Al Xg=2) = II(A) forn — .

Hvis Markovkaeden er Harris-rekurrent, kan C' valges saledes, at C' = ().

For bevis se [11, kapitel 17]

A.2 DISKRETE PHASETYPEFORDELINGER

I dette afsnit presenteres phasetype fordelinges, som benyttes i afsnit 5.1 og et par egenskaber for dem
udledes. Afsnittet bygger pa [8, Appendix 2]

Forst defineres absorberende tilstande for en markovkaede.
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Definition A.12 (Absorberende tilstand)
Hvis en markovkede X1, Xs, ... med udfaldsrum 2 har en tilstand sy € §2, hvorom geelder at

P(Xn+1 = So‘P(Xn) = 80) =1

kaldes en sy en absorberende tilstand.

Definition A.13 (Phasetypefordeling)

Betrakt en markovksede X, X1,... med udfaldsrummet Q = {s1, s2,...,Sm, Sm+1} 08 begyndelses-
fordeling (e, o), hvor o angiver sandsynligheden for Xo = s,,4+1, og indgangene i o betegner sandsyn-
ligederne for at X er i hver af de andre tilstande til tiden 0.

Lad tilstanden m + 1 er absorberende, og lim, o P(X,, = $m+1|Xo = s) =1 for alle s € Q). For denne
markovksede kan overgangsimatricen skrives som

P10 D1,
] ) hvor 0og TO: (p1m+1a~"7pmm+1)~

Pmi1 co+ DPmm

T T°"
0o 1

P =

Fordelingen for min(i|X; = sy;,+1) kalles da en diskret phasetypefordeling med representation (o, T).

Saetning A.14
Fordelingsfunktionen for en diskret phasetypefordeling med representation (o, T') er

F(n)zl—aT”lT, for n=1,2,....

Bevis:

Betrakt markovkaden X hvis absorbtionstid er fordelt med en diskret phasetypefordeling med represen-
tation (a, T). Sandsynligheden for X,, = s; er (o, a9)P"e;, hvilket for i = 1,...,m er lig med aT"e;,
saledes er sandsynligheden for at X,, # s,,41 givet ved a7™1". Da denne sandsynlighed netop er sand-
synligheden for at X endnu ikke er den absorberende tilstand er seetningen bevist. O

Seetning A.15 [8, side 381]

Lad Fi(-) og F»(-) vaere uathaengige phasetypefordelte stokastiske variable med representationer (o1, 1)
og (a2, Ts). Mixrurfordelingen pFi(-) + (p — 1)Fa(-) med p € [0,1] er da en phasetypefordeling med
representationen

((pah(l —plev), { T01 })2 ]) (A.1)

Bevis:
Lad Z! og Z? betegne markovkeaeder hvis absorbtionstid er fordelt med henholdsvis Fy(-) og F»(-). Lad
envidere Oy = {s,s3,...,s5 1} 0g Q1 = {s1,s3,...,s2,,} betegne udfaldsrumne for Z* og Z?.

Betrakt markovkeeden Z dannet ved med Z; = Z] hvor P(j = 1) = p og P(j = 1) = 1 — p. Hvis g(Z)
betegner det mindste i for hvilket Z; € {s},,,,s2_,}. Fordelingen for g(Z) er danetop pFy(-)+(p—1)Fa(-).
Lad envidere markovkseden Z* med udfaldsrummet udfaldsummet Q; = {si,...,s. ,s2,... 52, 5%} veere
givet ved Z} = Z; for Z; ¢ {s} . ,,s2.,} og Z} = Z; for Z; € {s} . |,s2,,}. Absorbtionstiden for Z* er
saledes lig med ¢g(Z). Per konstruktion har Z* begyndelsesfordelingen (pa, (1 — p)a) og overgangsma-
tricen

oo T
0o T, TY'
o 0 1
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derfor har absorbtionstiden for Z* en fasetypefordeling med representation (A.1), og dermed er satnin-
gen bevist. g

Seetning A.16 [8, side 381]
Lad Fi(-) og F»(+) vaere uathangige phasetypefordelte stokastiske variable med representationer (o1, T)
og (e, T). Foldningen Fi(-) * F5(-) er da en phasetypefordeling med representationen

(pwsttnea [§ "7 )

Bevis:
Lad X og Y betegne markovkeaeder hvis absorbtionstid er fordelt med henholdsvis Fj(-) og Fx(-). Lad
envidere O = {sx1, Sx2,...,Sxm+1} 08 1 = {s{,53,...,52,,} betegne udfaldsrumne for X og Z2.

Betrakt markovkaeden Z defineret ved

zZl i<k
2=z, i

hvor k det mindste i for hvilket X; =x,,+1. Da vil s2 41 veere en absorberende tilstand for Z og absorbtion-
stiden for Z vil vaere summen af absorbstiderne for X og Y, og saledes vil fordelingen for absorbtionstiden
for Z veere Fy(-) x Fu(-). O

A.3 ENDELIGE MARKOVKZEDER I KONTINUERT TID

I dette afsnit defineres markovkseder i kontinuert tid.

Definition A.17 (Endelig Markovksede i kontinuert tid)

Lad X; med t € R veere en familie af stokastiske variable med en endeligt udfaldsrum {1,...,m}
og lad der eksistere \1,..., A\, > 0 og sandsynlighedsfordelinger (p;1,...,Pii—1,Pii+1,---,Pi1) med
i €{1,...,m} hvorom gelder:

e Foralleic {1,...,m} med \; # 0 vil min(s > 0|X,1 s # i) givet X; =i veere eksponentialfordelt
med middelveerdi )\;1.

o Foralleie {1,...,m} med \; #0 og alle s > 0 geelder at X; =i = X;1s =1
o For allei € {1,...,m} med er P(X;ys = j)|X: =4) = p;; med s =min(s > 0| X4, # 0).

Da kaldes X = {X;} en markovkade i kontinuert tid.

Den tid Markovkaden forbliver i hver tilstand er saledes eksponentialfordelt, og nar kaeden skifter tilstand
afhaenger kun af den tilstand kaeden var i umiddelbart inden den skiftede tilstand. Derfor gaelder markov

D( Xty | Xts, Xty ) = p(X4,| Xy,) foralle ¢ < t2 < t3. (A.2)
Ofte beskrives keeden ved hjelp af matricen @, hvis indgange er givet ved

N iy
B= Npyy i

og ved dens begyndelsesfordeling c.
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A B Aggendiks B. Prosrammer i R

PROGRAMMER I R

Dette bilag indeholder programmer i R til

B.1 SIMULATION AF MAP

Denne funktion gennererer en MAP. Derudover gaeemmes den bagvedliggende markovkaede J.

MAP <- function(alpha, C,D,tmax){
#alpha, C og D er parametrene for MAP’en. tmax angiver hvor langt MAP’en kgrer.
C2<-C
C2[row(C2)==col(C2)] <- 0
A<-C2+D
j<-sample(l:length(alpha), 1, replace=TRUE, prob = alpha)
#Den tilstand markovprocessen J er i.
t<-0 #Det tidspunkt som vi er ndet til.
T<-0 #Vektor med de tidspunkter hvor markovprocessen J skifter tilstand.
J<-j #Vektor med de tilstande markovprocessen J skifter til.
X<-0 #Vektor indeholdende punkterne i punktprocessen X.
while (t<tmax) {
dt<-rexp(l,sum(A[j,])) #Tiden inden der sker en hendelse.
case<-sample(l:length(A[j,]),1,prob=A[j,]) #Afggr hvilken hendelse der sker.

t<- (t+dt)
if (case==j){ #Der tilfgjes et punkt uden skift i J.
X<-c(X,t)}

else{ #Skift i J med eller uden punkt.
p<-sample(1:2,1,prob=c(C[j,case] ,D[j,casel))
#Bestemmer om der skal tilfgges et punkt eller ej.
j<-case
J<-c(J,3)
T<-c(T,t)
if (p==2) X<-c(X,t)
}
}
X<-X[-1]
if (X[length(X)]>tmax) {X<-X[1:(length(X)-1)1}
list (tmax=tmax,punkter=X, J=array(c(J,T) ,dim=c(length(T),2)))
}

B.2 METROPOLIS-HASTINGS

Denne funktion er delt i tre, hvoraf den fgrste vurderer likelihooden ved brug af saetning 4.4

MAPlikelihood<-function(alpha,C,D,X,skala){
n<-dim(D) [1]
D<-Matrix (D)
C<-Matrix(C)
Qut<-Matrix(array(alpha,dim=c(1,n)))
for (i in 1:length(X)){
Out<-0ut%*’, expm(C*X[i])%*/,D*skala
}
Vi<-Matrix(array(1,dim=c(n,1)))
Out<-0ut%%*%V1
Out[1,1]
}
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Den anden funktion tjekker at parametrene ligger indenfor det tillatte omrade

parmtjek<-function(parm){

out<-0

if ((3/parm[1]<1/parm[2])&(3/parm[1]<1/parm[3])& (parm[1]>0)
& (parm[4]1>0) & (parm[4]<1) & (parm[4]>0) ) {out<-1}

out

}

Den tredie funktion udggr selve MH algoritmen:

MAPMH3d<-function(X,n,parm,skala,spr=c(0.002,0.001,0.001,0.1)){#parm=(11,13,b3,p23)
X<-sort (X)

X<-X-c(0,X[-1length(X)1)

X<-X[-1]

parmf<-parm

0UT<-array(-1,dim=c(5,n))

plot(c(1,n),c(1,1))

C<-array(c(-parm[1],parm[1],0,
0,-parm[1],0,

0,0,-parm[2] -parm[3])
,dim=c(3,3))

D<-array(c(0,0,0,
parm[1]*(1-parm[4]),0,parm[2],
parm[1]*parm[4],0,parm[3])
,dim=c(3,3))

alpha<-c(parm[2],parm[2] ,parm[1]*parm[3])/(parm[2] *2+parm[1] *parm[3])
alphaO<-alpha¥*%D
alphaO<-alpha0O/sum(alpha0)

PI<-MAPlikelyhood(alpha0,C,D,X,skala)*prior (parmf)
for (i in 1:n){

C<-array(c(-parm[1],parm[1],0,
0,-parm[1],0,
0,0,-parm[2] -parm[3])
,dim=c(3,3))

D<-array(c(0,0,0,
parm[1]*(1-parm[4]),0,parm[2],
parm[1]*parm[4],0,parm[3])
,dim=c(3,3))

alpha<-c(parm[2] ,parm[2] ,parm[1]*parm[3])/(parm[2] *2+parm[1] *parm[3])
alphaO<-alpha¥*%D
alphaO<-alpha0/sum(alpha0)

if (PI>10~300){
points(i,1.2)

skala<-skalax0.5
PI<-MAPlikelyhood(alpha0,C,D,X,skala)
}
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parmf [1]<-rnorm(1,parm[1],spr[1])
parmf [2]<-rnorm(1,parm[2],spr[2])
parmf [3]<-rnorm(1,parm[3],spr[3])
parmf [4]<-rnorm(1l,parm[4],spr[4])

Cf<-array(c(-parmf[1] ,parmf[1],0,
0,-parmf [1],0,
0,0, -parmf [2] -parmf [3])
,dim=c(3,3))

Df<-array(c(0,0,0,
parmf [1]*(1-parmf [4]) ,0,parmf [2],
parmf [1] *parmf [4],0,parmf [3])
,dim=c(3,3))

alphaf<-c(parmf [2] ,parmf [2] ,parmf [1]*parmf [3]) /(parmf [2] *2+parmf [1] *parmf [3])
alphaOf<-alphaf*J,D
alphaOf<-alphaOf/sum(alphaOf)

PIf<-MAPlikelyhood(alphaOf,Cf,Df,X,skala)*prior (parmf)
U<-runif(1,0,1)

H1<-PIf
H2<-PI

QUT[5,1i]1<-PI

if (!(is.na(H1))&!(is.na(H2))&! (H1==04H2==0)){
H<-H1/H2
if (!(is.na(H))&(U<=H)){
points(i,0.8)
parm<-parmf
PI<-PIf
alpha0O<-alphaOf}
OUT[1:4,i]<-c(parm)
}
else{points(i,1.1,col=2,pch="%")}

if (floor(i/10)==1/10 ){
points(i,1)

}

}

QUT

B.3 MIDDELVARDI FOR Yq,

Denne funktion beregner den momentgenererende funktion for Yq, .
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MGF<-function(s,alpha0,C,D,R){

D<-Matrix (D)

C<-Matrix(C)
alpha<-Matrix(array(alpha0,dim=c(1,dim(D) [1])))
I<-Matrix(diag(dim(D) [1]))

A<-C-s*I

B<-I-solve(A)%*% (expm(A*R)-I)%*%D
Vi<-Matrix(array(1l,dim=c(dim(D) [1],1)))
g<-alphaj*%solve(B)%*%solve (C) Y *%expm(C*R) %*%D%*%V1
out<-g*exp(-s*R)

out[1,1]
}

Denne funktion beregner ved hjzlp af den forrige funktion middelveerdien af Yeq, .

YcdPlusTeori<-function(alphaO,C,D,R){
s<-0
A<-function(t){MGF(t,alpha0,C,D,R)}
numericDeriv(quote(A(s)), "s")

}

B.4 MIDDELVERDI FOR Yq,

Denne funktion approksimerer middelveerdien for Yq, .
YchPlusTeori<-function(lambda,R){

funk<-function(s,Y){# Denne delfunktion tilnzrmer en difrantiabel funktion ud
# en vektor med dens vardier i forskellige punkter.
n<-length(Y)
i<-s*x(n-1)/R+1
if (s==R){0ut<-Y[n]}
elsed{
1<-Y[floor(i)]
h<-Y[floor(i)+1]
OQut<-1+(i-floor(i))*(h-1)
}
Out
}

hO<-function(t){

1}

H<-function(t,X){

1+integrate(Vectorize(function(s){lambda*exp (-lambda*s)*funk(s,X)}),0,R-t)$value
}

torsk<-Vectorize (h0) (0:1000%R/1000)

repeatq{

laks<-Vectorize(function(t){H(t,torsk)}) (0:1000%R/1000)
torsk<-Vectorize(function(t){H(t,laks)}) (0:1000%R/1000)
if (max(c(laks-torsk,torsk-laks))<0.0000001){break}

}

torsk[1]-1
}
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