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Synopsis:

I dette projekt vil vi betragte netveerks-
kodningsproblemer. Vi tager udgangs-
punkt i lineser multicast netveerkskodning
og introducerer grundlaeggende teori, be-
tragter hvornar et sadant netveerkskod-
ningsproblem er Igseligt og sandsynlighe-
den for at finde en lgsning ved tilfeeldigt
valg af indkodningskoefficienterne. Der-
efter vil vi undersgge hvordan man kan
beskytter sig imod fejl pa beskeder el-
ler at beskeder forsvinder helt. Dette vil
vi gore med Kotter-Kschischang koder,
som har den egenskab, at de kan ret-
te fejl introduceret i netveerket og de-
kode selv hvis enkelte beskedpakker for-
svinder i netveerket. Vi vil herefter ar-
bejde med linesere koder i generelle net-
vaerk og vise en metode, der ved hjeelp
af Grobnerbaser undersgger om der ek-
sisterer en lineser lgsning til netveerks-
kodningsproblemet. Vi vil slutteligt un-
dersgge tilfeelde hvor lineser netveerkskod-
ning ikke er tilstraekkeligt, og preve at
finde lgsningsstrategier for sadanne net-
veerk. Fgrst vil vi forsgge at sesette nog-
le begreensninger og krav for de enkel-
te indkodningspunkter, derefter vil vi un-
dersgge muligheden for tilfaeldigt at veelge
funktioner, som lgser netveerkskodnings-
problemet, i forskellige funktionsklasser.







Abstract

Network coding is a field in rapid development. This thesis focuses in on diffe-
rent, but related, topics within this field.

First and foremost we seek to explain the basic theory about networks and
network coding. We focus our attention on linear network coding for multicast
and tackle this by using random network coding. This means that we ran-
domly decide what to do in each step of the network and then figure out if
these decisions together solves the problem. The probability of choosing the
combinations correctly in every step of the network is close to one for a field
large enough. We present an algorithm for choosing the combinations random-
ly. The algorithm will change the chosen strategy in a vertice if it happens to
be chosen such that the network can’t be solved. Furthermore we create ma-
trices according to the topology of the network. From these matrices we create
transfermatrices from which we derive a transferpolynomial, which can tell us
if a network coding problem is solvable.

After this we move on to subspace codes. We are still looking at linear network
coding for multicast, but now we introduce the possibility of errors and erasures
happening in the network. It is possible to create such codes, and they are
rather resistant towards errors in the sense that an error cannot propagate
through the network and spread in this way and no matter how many errors
happen on one vector it only counts as one. Still it seems that because an
error can lead to an erasure it diminishes the usability of the codes for some
networks. It might be possible to remedy this somehow, but as for now the
codes only work optimally in certain networks.

We then turn our attention to linear network coding in general and expands
the basic theory to fit the case when multicast is not assumed. We can create
the same matrices as before even though we are not able to create just one
transferpolynomial to see if the network coding problem is solvable. We are
however able to set up a system of equations which must be fullfilled if the



network coding problem is to be solvable. This further leads us to show a
way to decide whether or not a network coding problem is solvable using the
Grobner basis of the network.

Lastly we turn our attention to general network coding. We try to solve the
network by choosing randomly what functions to use in the encoding vertices.
The probability of choosing correctly appears to be small using every imagi-
nable function, which is why we attempt to diminish the number of possible
functions to choose between. We try to do this in two different ways. First
of all we try to limit the type of functions that we can choose between and
secondly we try to limit the functions by analyzing the network and deciding
on certain properties that are needed in the different vertices.
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Forord

Dette speciale er skrevet indenfor retningen Diskret Matematik ved Institut for
Matematiske Fag, Aalborg Universitet. Specialet omhandler emnet netveerks-
kodning og er delvist en overbygning pa det projekt, som forfatterne skrev
pa 9.semester og som ogsa behandlede emnet netvaerkskodning. Projektet kan
findes i universitetets projektbibliotek [5]. Kapitel 1 er en meget redigeret ud-
gave af et kapitel fra det tidligere projekt, mens kapitlerne 5 og 6 bestar af en
gennemrettet udgave af noget tekst fra det tidligere projekt.

Malet med specialet er at belyse forskellige emner indenfor netvaerkskodning.
Specialet spaender bredt fra tilfseldig netveerkskodning i linesere multicast net-
vaerkskodningsproblemer over fejl- og sletningskorrigerende koder i det linezere
multicast netvaerkskodningsproblem videre til at finde ud af om linesere net-
vaerkskodningsproblemer kan lgses over til generelle netveerkskodningsproble-
mer og muligheden for at behandle disse.

Specialet forudsaetter et grundlaeggende kendskab til grafteori samt lineser og
abstrakt algebra.

Som en del af at skrive dette speciale har vi samarbejdet med “Network Coding
Focus Group” (NCFG), som er en fokusgruppe ved Aalborg Universitet. Vi
leverede det teoretiske grundlag for Kotter-Kschischang koder, som er en form
for fejl- og sletningskorrigerende koder. NCFG ville forsgge at udnytte de fejl-
og sletningskorrigerende egenskaber ved koderne til at optimere i forbindelse
med distributed storage.

Lasevejledning

Specialet er inddelt i kapitler, svarende til forskellige omrader indenfor net-
veerkskodning.
I kapitel 1 introducerer vi grundlaeggende koncepter indenfor netvaerkskodning,
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vi introducerer netvaerkskodningsproblemet med lineser netvaerkskodning og
multicast netvaerkskodningsproblemer som vores primeere fokus.

Kapitel 2 introducerer emner indenfor abstrakt algebra, der skal benyttes som
teoretisk grundlag for de fglgende kapitler.

I kapitel 3 betragter vi Kotter-Kschischang koder, som er linesere underrums-
koder for multicast netvaerkskodningsproblemer. Vi fortsaetter altsa som sadan
emnet netvaerkskodning, hvor vi slap det ved de linesere multicast netvaerks-
kodningsproblemer i kapitel 1.

I kapitel 4 derimod bevaeger vi os veek fra multicast netveerkskodningsproble-
mer, selvom vi stadig fastholder, at det skal veere linesere netveerkskoder. Vi
betragter i dette kapitel mader hvorpa vi kan udvide noget af teorien fra kapitel
1 til ogsa at geelde for generelle netvaerk, og forsgger ved hjelp af teorien fra
kapitel 2 at opstille teori for hvornar et netveerkskodningsproblem kan lgses.
Kapitel 5 tager os endelig til det helt generelle netveerkskodningsproblem. Vi
forsgger her at imitere noget af det tidligere teori og forsgger at veelge en kode
tilfeeldigt ud fra de mulige. Vi forsgger herefter pa to forskellige mader, at
indskreenke maengden af mulige koder vi vaelger imellem.

iv



Indhold

1 Introduktion 1
1.1 Netveerkskodningsproblemer . . . . . . . . . ... ... ..... 4
1.2 Lineser netvaerkskodning for multicast netvaerkskodningsproble-
1001 9
1.3 Algoritme til lgsning af multicast netvaerkskodningsproblemer . 15
2 Grobnerbaser 21
2.1 Monomier og polynomier . . . . ... ... ... ... ... .. 21
2.2 Idealer og Grobnerbaser . . . . . .. ... ... L. 25
2.3 Kongruens og kvotient . . . . . . .. ... L. 35
2.4 Varietet . . . . . .. 40
3 Kotter-Kschischang koder 45
3.1 Operatorkanalen . . . . ... ... ... ... ... 45
3.2 Koder . . . .. . 48
3.3 Lineariserede polynomier. . . . . . . ... ... ... 49
3.4 Konstruktion af koder . . . . .. ..o 54
3.5 Dekodning . . . . . ... Lo 61
4 Lineser netvaerkskodning i generelle netvaerkskodningsproble-
mer 85
5 Generel netvaerkskodning 97
5.1 Bruteforce . . .. .. ... 98
5.2 Tilfeeldig netveerkskodning . . . . . . . . ... Lo 100
5.3 Begraensning af antallet af mulige lgsninger . . . . . . .. ... 101

5.4 Eksempel pa begreensning . . . . ... ... 113



6 Eksperimenter
6.1 Alle funktioner . .. .. ...
6.2 Ligefordelte funktioner . . . .
6.3 Reversible funktioner . . . . .
6.4 Linezre funktioner . . . . . .
6.5 Sammenligning . . ... ...

7 Konklusion
Appendix

A Latinske kvadrater
A.1 Latinske kuber og hyperkuber

Litteratur

117
117
118
119
120
121

123

125

125
133

138



Kapitel 1

Introduktion

Dette kapitel er baseret pa en artikel af Geil og Thomsen [7] og pa en artikel
af Kotter og Médard [13].

I dette kapitel gnsker vi at introducere nogle grundbegreber indenfor netvaerks-
kodning. Lad os begynde med at betragte et grundleeggende eksempel. P4 fi-
gur 1.1 ses den orienterede graf G = (V, E), hvor kanterne er nummereret
1,...,|E| = 9. Afsenderen s gnsker at sende en mangde {a,b} af beskeder,
hvor a og b er tegn fra alfabetet Fo, til modtagerne r; og rs.

Vi betragter forst modtager r; og finder to kantdisjunkte veje fra s til rq

{(175)7(2747678)}' (1.1)

Mengden, der indeholder veje fra afsender til modtager, kaldes et flow og i
dette tilfzelde har det stgrrelse to. Et flow kan bruges til at fa information
fra afsender til modtager. I eksemplet sender s meddelelse a pa kant 1 og
meddelelse b pa kant 2. Meddelelse a folger sa vejen (1,5) til r1 og meddelelse
b folger vejen (2,4,6,8).

For r9 er flowet

{(1,3,6,9),(2,7)}. (1.2)

Dette er illustreret pa figur 1.2. Nu har vi altsd to partielle lgsninger til det
fulde netvaerkskodningsproblem, at fa meddelelse a og b fra s frem til bade ry
og ro samtidig. Hvis vi prgver at kombinere de to lgsninger ser vi, at kant 6
ifplge flow (1.1) skal sende meddelelse b og ifplge (1.2) meddelelse a.

De to partielle lgsninger kan altsa ikke umiddelbart seettes sammen og da de to
flows vi betragtede er de eneste mulige kan vi konkludere, at det fulde kommu-
nikationsproblem ikke kan lgses i tiden 1 ved blot at videresende meddelelser



Figur 1.1: Sommerfuglenetverket.

1 T2

Figur 1.2: De to partielle lgsninger.



Figur 1.3: Losning fundet ved brug af netverkskodning.

gennem netvaerket. Det er naturligvis muligt blot at sende fgrst som den ene
partielle lgsning og lade de kanter den ikke benytter vaere ubrugt og derefter
sende som den anden partielle lgsning. Pa denne made far vi alt det gnskede
data igennem, men vi skal bruge to tidsenheder pa det. Dette er et eksempel
pa det, der kaldes routing, altsa blot at videresende, og i praksis er dette som
oftest darligere end at anvende netvaerkskodning.

Det viser sig nemlig, at med netveerkskodning kan problemet lgses i tiden 1.
Situationen er illustreret pa figur 1.3. Som for lader vi s sende meddelelse a
pa kant 1 og meddelelse b pa kant 2. Punkt v; videresender blot a til kant
3 og kant 5. P4 samme made videresender ve meddelelse b til kant 4 og kant
7. Punktet v3 modtager a fra kant 3 og b fra kant 4, denne videresender nu
summen a + b pa kant 6. Punkt vy videresender dette til kant 8 og kant 9.

Modtager r1 far altsa meddelelse a pa kant 5 og meddelelse a + b pa kant 8,
ud fra dette kan r; finde b ved at addere det, der modtages pa kant 5 og kant
8. Vi siger, at 71 kan dekode meddelelsesmaengden {a,b}. Det samme gor sig
geeldende for ro.

Hvis et punkt, har mere end ét input kaldes det et indkodningspunkt, da det
er i disse punkter, der potentielt skal ske noget andet end blot videresendelse.
Dette er altsa et eksempel pa netveerkskodning. Ordet kodning refererer til



indkodningsfunktioner, som givet input pa et punkt bestemmer hvad det skal
videresende og til dekodningsfunktioner i modtagerpunkter.

1.1 Netvaerkskodningsproblemer

Vi har nu introduceret netvaerkskodning uformelt, lad os introducere det mere
formelt.

Lad G = (V,E) veere en orienteret graf, med punktmeengde V og kant-
maengde E. Vi tillader flere kanter mellem de samme punkter, og har derfor
E CV xV xZ4, hvor det sidste heltal enumererer kanten, saledes at hvis der
er to punkter med mere end en kant imellem sig, kan vi kende forskel pa dem.
Lad § = {s1,...,85} CV og R = {r1,...,rr} C V vaere givet. Punkterne
i § kaldes afsendere og punkterne i R kaldes modtagere. For et netveerk har
vi en maengde af beskeder M = {Mj,..., My}, som hver isser kan tage alle
vaerdier i A, hvor A er et endeligt alfabet. Lad for alle afsendere s gelde at
X(s) = {X{S), . ,Xl(j(l)} C M er en maengde af u(s) beskeder, som genere-
res i s. Vi kalder denne funktion for beskedfunktionen. Vi gnsker at tillade
kommunikation mellem afsendere og modtagere, altsa gnsker vi ved hjeelp af
netveerket at replikere en delmeengde af beskederne X (s) i et andet punkt r. Vi
betragter altid kommunikation i et forsinkelsesfrit netveerk, hvilket betyder, at
vi altid kun har beskeder fra en afsendelse af gangen, og vi kan vaere sikre pa, at
der ikke kan komme til at lgbe forskellig information pa den samme kant fordi
noget af informationen var forsinket. Lad for enhver modtager kravfunktionen
D(r) = {DY)7 . 7Dz(/?r)} C M vere en meengde af v(r) beskeder, som kraeves
i dette punkt og som altsa er de beskeder vi sgger at reproducere i punktet.
Kanter angives med parenteser, sa kant [ fra u til v noteres e = (u,v,l) € E og
alle kanter antages at veere orienterede. Lad ud(v) veere de kanter, der gar ud
af et punkt v og lad for en kant e = (u, v,1) geelde, at ud(e) = ud(v). Pa samme
made er ind(u) de kanter, der gar ind i et punkt u og for en kant e = (u,v,1)
er ind(e) = ind(u).

Vi antager generelt for netveerk, at de er fri for kredse, hvilket betyder, at vi
kan ordne kanterne pa en sadan made, at nar der eksisterer en orienteret vej,
hvor vi besgger kant e for kant es, sa er e; < eo, hvilket kaldes en ancestral
ordning.

Vi definerer en forbindelse ¢ mellem en afsender og en modtager, som en triple
(5,7, X(5,7)) € S X R X Py(s), hvor Py (s er potensmaengden af X'(s). I en for-
bindelse ¢ = (s, 7, X(s,7)) har vi, at s = afsender(c) € S og r = modtager(c) €
R. Af notationsmeessige arsager antager vi, at afsender(c) # modtager(c).



Funktion X (s,r) beskriver hvilke beskeder vi gnsker at sende fra s til r. Vi har
derfor ogsa D(r) = {X(s,r) | s € S}.

Et punkt u kan sende information pa en kant e = (u,v,1) - det som sendes pa
kanten kaldes Y (e). Ud over, at kende et evt. X'(u) kan et punkt u observere
Y (¢) for alle € € ind(u). Generelt vil variablen Y (e), som sendes pa en kant
e € ud(u) veere en funktion af bade X (u) og Y (¢'), hvor €’ € ind(u).

For alle kanter e i netvaerket har vi altsa en variabel Y (e), som tager veerdier
i A. Relationen mellem variable i netveaerket er, at hvis vi besgger kanterne i
ancestral orden, sa har vi for hver kant j = (u, v,[) en funktion f; saledes, at

Y(j)=f; <(Y(z) | i € ind(j)), (X,gu) | X,gu) genereres i u)) .

Hvis argumentet i f; er tomt vil Y'(j) altid tage veerdien 0. Funktionen f;
kaldes indkodningsfunktionen.
Hvis r er modtageren pa nogle forbindelser er samlingen af k(r) beskeder

Z(r) = {Z(T), . .,Z(T) } de beskeder som eksisterer i r. For alle modtagere
1 K(r)

r har vi altsa k(r) variable ZY), ey Z,iz), som tager veerdier i A. Disse va-

riabler er funktioner af de variabler, som genereres i r, og de beskeder, som

(r)

kommer ind i r. For j = 1,...,k(r) har vi en funktion djr saledes, at

2\ =d" (Y (i) | i € ind(r)), (Xx | Xy genereres i r)).

Et netveerk G = (V, E) med en meengde af afsendere S, en maengde af mod-
tagere R, en maengde af beskeder M, en mangde af forbindelser C, besked-
funktion X og kravfunktion D kaldes et netvaerkskodningsproblem. Vi vil an-
give et netveerkskodningsproblem som et par (G, C), hvilket implicit giver alle
ovenstaende maengder og funktioner. Det siges at vaere lgseligt, hvis der eksi-
sterer et ikke-trivielt alfabet A og en maengde af valg af indkodningsfunktioner

fj og dekodningsfunktioner dm

. saledes, at

20 ={z{"..... 20} 2D(r)

holder for alle r € R. Pa tilsvarende vis siger vi, at en forbindelse ¢ =
(s,r, X(s,7)) er succesfuld hvis en kopi af X(s,r) er en delmengde af Z(r).
Alle forbindelser skal veere succesfulde for at netveerkskodningsproblemet er
lgseligt.

Hvis D(r) = M for alle r € R (altsa alle modtagere vil have alle beskeder), sa
kalder vi netveerkskodningsproblemet for et multicast netvaerkskodningspro-
blem.



Hvis alfabetet er et endeligt legeme [, og hvis alle indkodningsfunktioner f;
savel som alle dekodningsfunktioner dg-T) er linezere over F,, sa kalder vi det
linezer netvaerkskodning, hvilket er en delmaengde af generel netvaerkskodning.
Pa tilsvarende vis snakker vi om et linesert netvaerkskodningsproblem.

Lad os nu definere variablen Y (e) i et acyklisk netvaerk, der er linesert i Fy.

Definition 1.1:

Lad G = (V, E) veere et acyklisk kommunikationsnetverk. Vi siger, at G er
et Fy-lineert netverk, hvis for alle kanter j = (u,v,l) € E vi har, at Y (j)
opfylder, at

Z flj Z az,g s

i€ind(y) X~1;%($(u)
1

hvor f;; € Fq og a;j € Fy.

Det geelder ydermere for linezer netvaerkskodning, at

z7= 3 v+ Y wlx, (1.3)

i€ind(r) X‘Teezf(r)
T

hvor bg J), bg J) € IF,. Hvis vi antager, at S og R er disjunkte far vi, at

og dermed udgar i (1.3).

I et netveerk er et flow mellem s og r er en maengde af ¢ kantdisjunkte ve-
je fra s til r. Vi betragter et flow som en samling af kanter, sa givet et flow F’
mener vi med j € F, at j er en kant, der optraeder i F. Dette kan naturligt
udvides til flow mellem meaengder af punkter, idet vi igen definerer det som en
maengde af kantdisjukte veje mellem maengderne af punkter.

Vi vil nu forsgge at relatere lgseligheden af et netvaerkskodningsproblem til
stgrrelsen af flows mellem afsendere og modtagere. Vi indfgrer derfor min-cut
maks-flow saetningen.



Seetning 1.2 (Min-cut max-flow):
I ethvert netverk, er det maksimale flow mellem to punkter lig med det mini-
male cut mellem samme to punkter.

Bevis findes i [3].

Det kan forklares med fglgende. Et cut mellem s og r i en graf G, er en kant-
mangde C, som hvis den fjernes vil opdele grafen G i to delgrafer G1,Gs C G,
saledes, at s € G; og 1 € Go.

Det betyder altsa, at det maksimale antal kantdisjunkte veje, som kan eksistere
mellem s og r ngdvendigvis ma veere lig med det mindste antal kanter, som
skal fjernes for at skille s og r fuldsteendigt, altsa det minimale cut.

Seetning 1.3:
Det er ikke muligt at lave et multicast af storrelse h, hvis der eksisterer en
modtager v € R saledes, at det maksimale flow mellem s og v har storrelse
mindre end h.

Bevis:

Betragt et multicast fra afsender s til modtagergruppen R af h beskeder. Antag,
at det maksimale flow er mindre end h fra s til en modtager r. Dette betyder
ifglge min-cut maks-flow seetningen 1.2, at det minimale cut mellem s og r
ogsa er mindre end h. Lad os kalde veerdien af det minimale cut for k. Vi kan
altsa forestille os netvaerket som veerende to dele forbundet af k kanter, hvor
vi i den ene del di har s og den anden del dy har r.

Vi kan se at s kan sende ¢" kombinationer af tegn, hvor ¢ er alfabetstgrrelsen,
og vi kan se at det kun er muligt at sende ¢* kombinationer af tegn fra d; til ds,
og da ¢" > ¢* ma det geelde, at nogle af de kombinationer der bliver sendt fra
s afbilleder til den samme kombination, der sendes mellem d; og do og derfor
er det ikke muligt for modtageren r at dekode til den rigtige kombination.

Det viser sig ydermere, at i tilfzelde med multicast af A beskeder er eksistensen
af et flow af stgrrelse h for alle modtagere faktisk tilstraekkeligt for, at der eksi-
sterer en lgsning og ydermere kan vi ngjes med lineser netveerkskodning. Dette
vil vi diskutere i det fglgende afsnit og bevise i kapitel 4. I ethvert netvaerk
geelder ydermere, at hvis der kun er én modtager og der eksisterer et stort nok
flow for denne modtager er routing faktisk nok til at lgse netveerkskodnings-
problemet. Dette skyldes, at vi definerer, at vejene i et flow er kantdisjunkte.



Derfor er der altsa nok separate veje mellem alle afsendere og vores modtager
til at sende hver enkelt besked direkte. Der er altsa ikke grund til at sendre pa
disse undervejs, og de kan blot sendes videre hele vejen gennem netveaerket.
Lad os betragte folgende seetning om relationen mellem stgrrelsen af et flow
mellem to punkter og successen af en forbindelse mellem samme to punkter.

Seetning 1.4:

Betragt en forbindelse ¢ = (s,r,X(s,r)). Huvis ikke det gelder, at |X(s,r)| er
mindre end eller lig med det maksimale flow mellem s og r kan c ikke vere
succesfuld.

Bevis:

En forbindelse ¢ = (s,r, X(s,7)) er succesfuld, hvis X'(s,r) er en delmaengde
af Z(r).

Nar vi betragter en enkelt forbindelse svarer dette til, at betragte et mul-
ticast netvaerkskodningsproblem, hvor der er en afsender, en modtager og
h = |X(s,r)| beskeder. Forbindelsen er derfor succesfuld, nar netveerket er
lgseligt.

Vi ved fra seetning 1.3 at et multicast netvaerkskodningsproblem kan lgses kun
hvis der eksisterer et flow af storrelse h = |X'(s,7)|. Det betyder altsa, at hvis
|X(s,7)| er storre end det maksimale flow mellem s og r kan netveerkskod-
ningsproblemet ikke lgses og forbindelsen ikke veere succesfuld.

Vi vil nu udvide fra en forbindelse til et helt netvaerkskodningsproblem.

Saetning 1.5:

Betragt et netvaerkskodningsproblem (G,C). Hvis ikke det for enhver forbindelse
c = (s,r,X(s,1)) € C gelder, at |X(s,r)| er mindre end eller lig med det
maksimale flow mellem s og r, sa kan netverkskodningsproblemet ikke veere
lgseligt.

Bevis:

Et netveerk er lgseligt kun hvis alle dets forbindelser er succesfulde, og for,
at enhver af disse forbindelser ¢ = (s,r, X (s,7)) er succesfulde skal de ifglge
seetning 1.4 opfylde at |X(s,7)| er mindre end eller lig med det maksimale flow
mellem s og r.



1.2 Lineser netveerkskodning for multicast net-
vaerkskodningsproblemer

Lad os nu dykke dybere ind i begrebet linezer netvaerkskodning og introducere
dette formelt. Vi koncentrerer os om et multicast netveerkskodningsproblem

med h beskeder.
Lad A veere en h x |E|-matrix saledes, at

A ) g hvis j € ud(s), nar X; € X(s)
I 0  ellers.

Lad F vare en |E| x |E|-matrix saledes, at

Foo— fi,j hvis j € ud(z)
Y10 ellers.

For 7 € R lad B(") vare en |E| x h-matrix saledes, at

(r) _ bl(rj) hvis ¢ € ind(r)
I 0  ellers.

Seetning 1.6:

For ethvert ikke-negativt heltal n er den (i,7) te indgang i F™ givet ved

Z fi=j0,j1fj1,j2 ce fjn—l,jn=j'
(1=340>31++-dn=17)
er en vej i G
Bevis:
Dette kan vises ved induktion pa tallet n.
For n = 1 har vi for F!, at den (4, j)’te indgang er givet ved

Z f~j—{ fij hvis j € ud(i)
Y10

ellers.
(4,7)

erenvejig@g

Antag, at for n = k har vi for F*, at den (i, j)’te indgang er givet ved

> fi=joii Fige - - - Fig—v,dk=5-

(i=30+J1s+2J=3)
erenveji@g



For n =k + 1 har vi nu, at
Fk:+1 — FkFl
Hvis vi kalder indgangene i F* for «; j og indgangene i F1! for Bi,; har vi

1]
k+1 _ pkpl
PR =FPF = > ai8,
I=1

|E|

= Z Z fz':jo,j1 fj17j2 e fjk—ly]'k:l Z fl,j

=1 (1=30,J1 -0 =1) (1,9)
erenvejig erenvejig
For hver veerdi af [ vil vi enten have, at begge de inderste summer har en veerdi
(og der altsa findes en vej) eller, at den ene og/eller den anden sum er 0. Derfor
far vi, at

k+1 _ R . . . .
F = § : fl:]Ov]lf]17]2 : "fjkfl,]k:lf]k:l:J:JkJrl
(i=30:31++ i =bIg+1=7)

erenvejig

Dette viser ssetningen generelt, og den (i, j)’te indgang i F™ er altsa som gnsket.

Matricen F™ indeholder altsa information om alle veje af leengde n. Da vi har
antaget, at den orienterede graf er acyklisk og endelig har vi derfor, at FN
er lig med 0 matricen for et stort nok N € N, derfor indeholder matricen
(I +F +--- 4+ FN~1) information om alle mulige veje i netveerket. Hvis vi
ganger A pa dette, sa vi far matricen A + F + --- + FN71), si vil denne
indeholde information om hvor alle beskeder kan bevacge sig hen i alle antal
skridt.

Vi konkluderer, at hvis vi giver veerdier til alle a; ; og f; ; sa har vi, at
(Y(1),...Y(E) = (X1,...,Xp)AI + F 4 ---+ FN71)
(r)

er opfyldt. Hvis vi giver veerdier til alle bi? ; sa giver dekodningsfunktionen hos

modtager r, at

(Y(1),...Y(|E])B™ = (X1,...,Xp)AI + F + --- + FN=1)B(")
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eller
(Y(1),...Y(|E]))B™ = (X1,..., Xp)M™),
hvor

M = AT+ F +--- 4+ FN=1HB"
= A(I — F)~'B)

kaldes transfermatricen for r. Vi bruger det faktum, at (I — F)(I + F +--- +
FN=1) = I, hvilket ses af fglgende saetning.

Seetning 1.7:
For matricen F, som beskrevet overfor gelder, at (I—F)(I+F+4---+FN=1) =T

Bevis:
Hvis vi ganger de to parenteser ud far vi fglgende teleskopsum,

I-F)I+F+--+FVY=I-F)+(F-F)4+(F?—-F3+4...+(FN!
=1-FN
=1,

idet FN = 0.

Lad os nu betragte et eksempel for at forsta hvordan transfermatricerne rela-
terer sig til netvaerkets topologi.

Eksempel 1.8:
Betragt netveerket i figur 1.4. Vi gnsker fglgende forbindelser C =

{1, AXTD), (51,72 AXED), (2,0, AX D), (32,2 (XS D)),
Lad os nu lave de tilhgrende matricer A, F, B(") og B(r2),

Matricen A er en 2 x 11-matrix
Ao | a1 a2 0 0O 000 O0OO0OO0OTO 0
o 0 0 azs3 a4 0O 00O 0O O0O0TUO ’

11

_FN)



Figur 1.4: Der genereres en besked X{Sl) i 51 og en besked X2(S2) 1 S3.

matricen F er en 11 x 11-matrix
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Vi kan nu regne transfermatricerne M) og M(2)

A7) — M1(T11) Mfle)
- M("’l) M(Tl)
2,1 2,2

Ml(Tf) =a1,1f1,303,1 + (a1 frafarfrs + ar2fo5f57f78) bsa
+ (a1 1 frafazfrofor0 + ar2f25f57f7.9f9,10) bio,1

Ml(fl) =a1,1f13032 + (a1 frafarfrs +a12fo5f57f7.8) b2
+ (a11 frafazfrofoi0 + ai2fa5f5,7f7.9f9.10) bio,2

M2(T11) =as 4 fa,7f7.9f0,10010,1 + a2.4fa7f78b8.1 + az3b31

MQ(TQI) =as 4fa,7f7.9f9,10010,2 + a2.4fa,7f78b82 + az.3b3 2

) — M1(,T12) M1(T22)
- M(”2) M(T2)
2,1 2,2

Ml(,rf) =a12f2,6b6,1 + (a1,1f1,afa7f79 011 + a12f25f57f7,9f9,11) b11,1

1(T22) =a1,2f2,6b6,2 + b11,2a1,1 f1,4f4,7f79f0,11 + b11201 22557 f7.9f0,11

S

2(T12) =az.4fa,7f79f011011,1

2(r22) =az.4f4,7f7,9f011011,2

= =

Vi kan nu se, at alle leddene i indgangene i M (")-matricerne bestér af et enkelt a
nogle f’er og et enkelt b. Hvis vi for eksempel ser pa MQ(TQ2 ) kan vi se at det svarer
til den eneste vej der er fra s til 1. Da M (") _matricerne er besked x besked
matricer har vi, at indgangene i matricerne repraesentere vejen startende med
en besked og sluttende med en besked. Det vil altsa sige, at MZ(;) repraesenterer
vejen fra stedet hvor besked ¢ genereres og til r, som gnsker besked j. Det er
derfor kun i diagonalen, at vi starter og slutter med samme besked.

Med denne nye viden om transfermatricerne kan vi nu betragte hvordan veer-
ditildelingen skal kunne laves for variablerne for at netveerket er lgseligt.
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Da vi har, at dekodningsfunktionen hos modtager r giver, at
(Y (1),... Y(E)BD = (X1,..., Xp) M,

mé det geelde, at vi gnsker at have M) = T.

Hyvis vi sleekker lidt pa kravene for succesfuld ind- og dekodning kan vi i stedet
for at kraeve, at M) = T for alle r € R blot kraeve, at M) har fuld rang for
alle r € R. Vi kraever altsa, at

I det(ar™)) 0 (1.4)

reR

og kalder dette produkt for transferpolynomiet.
Givet koefficienter a; ;, f;;j og bl(-j;) saledes, at (1.4) er opfyldt er det klart, at

man kan sendre veerdien af b(rj) saledes, at M) = ... = MR = [ er opfyldt.

i

Det er vist i [8], at det(M (")) enten er lig med det(E™) eller — det(E), hvor

A 0
() —
E _[I—F B(”)}

kaldes Edmond-matricen for r. Fordelen ved Edmond-matricen frem for trans-
fermatricen er, at vi ikke behgver at finde et tal N sa FN = 0. For at bestemme
hvorvidt [, . det(M (")) £ 0 er det nok at afggre hvorvidt [Ler det(E™) #
0.

Det er ikke overraskende, at determinanten i transfermatricen har en topologisk
mening. Denne forklares lettest med et eksempel.

Eksempel 1.9:

Givet et multicast netvaerkskodningsproblem starter vi med at udvide grafen
G = (E,V) som folger (se figur 1.5).

Forst tilfgjer vi h nye punkter xi,...,xn til V. Sa tilfajer vi til E for hvert
1=1,...,h en kant fra y; til det punkt hvor X; genereres. For hver modtager
r € R tilfgjer vi h nye punkter r(t), ... r(). Og endelig tilfgjer vi en kant fra r
til ethvert punkt (9, i = 1,..., h. Vi betragter nu et flow mellem {x1,---sxn}
til {r(M, ..., 7"} som er en meengde af kantdisjunkte veje. En vej i dette flow
svarer pa en naturlig made til et produkt af et a; ;, nogle f; j’er og et b; ;.

L

Hvis vi bruger sztning 1.6 og den efterfplgende diskussion ser vi, at den (i, j)’te
indgang i M) indeholder information om alle veje fra y; til 7(9). Det kan ses,

14



Figur 1.5: Udvidelsen af netverket i figur 1.4.

at der er en en-til-en korrespondance mellem flows mellem {x1,...,xn} 0g
{r(l), .. ,r(h)} i den udvidede graf, og det monomielle udtryk, der opstar i
det(M (). Ethvert monomielt udtryk optreeder med koefficienten 1 eller —1.
Hvis vi betragter produktet [ [, det(M (")) er koefficienterne ikke laengere blot
1’ere og —1’ere men medlemmer af ), hvor p er karakteristikken for legemet
F, (altsa Fpm) som betragtes. Faktisk kan termerne ga ud med hinanden alt
efter karakteristikken af legemet. Bemaerk dog, at det altid kun kan geelde, at
det(M)) £ 0 for alle r € R hvis og kun hvis Il er det(M ) # 0. Hvilket
giver os fglgende satning.

Saetning 1.10:
Transferpolynomiet er ikke-nul hvis og kun hvis der eksisterer et flow af
storrelse h fra S til alle modtagerne r € R.

1.3 Algoritme til Igsning af multicast netvaerkskod-
ningsproblemer

Dette afsnit er baseret pa en artikel af Geil og Thomsen [7].

Givet et multicast netvaerkskodningsproblem, som kan lgses, gnsker vi at have
en algoritme, som nemt og hurtigt kan finde en Igsning til problemet. Vi ved, at
Ford-Fulkerson algoritmen effektivt kan finde flows i et netveerk [1]. Vi kalder
en mangde af flows for et flowsystem og det viser sig, at givet flowsystem af
stgrrelse h, sa findes der en algoritme, som kan finde en lgsning over F, for
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ethvert ¢ > |R|. Denne algoritme, som blev lavet af Jaggi et al. [10], bruger
globale kodningsvektorer, som er givet ved fglgende definition.

Definition 1.11 (Globale kodningsvektorer):

Antag, at koefficienter a;;, fij er valgt for et netverkskodningsproblem.
For enhver kant j definerer vi den tilsvarende globale kodningsvektor til at
vere cg(j) = (c1,...,c) hvis Y (j) = acr X1 + -+ - + e Xa.

Det er klart, at hvis det for enhver modtager r, geelder, at de globale kodnings-
vektorer af ind(r) udspeender hele IE‘Z”, sa ma indkodningskoefficienterne vaere
del af en lgsning til netveerkskodningsproblemet. Det eneste vi mangler, for at
have en fuldsteendig lgsning til problemet er at veelge bl(-j"j)’erne, hvilket vi kan
gore ved hjeelp af ligningerne fra (1.3) pa side 6.

Algoritmen fungerer ved forst at modificere netvaerkskodningsproblemet en
smule. Forst tilfgjes et punkt s’ til netvaerket. Derefter bliver der for hvert
s; € S tilfgjet v(s;) kanter fra s’ til s;. Her er v(s;) antallet af beskeder, som
genereres i s;. Alt i alt tilfgjes altsa h kanter. Derefter antages det, at alle
beskeder genereres i s'. Beskriv ved F = (F, ..., FiRr|) et flowsystem, her er F;
flowet fra s’ til modtager 7;. Algoritmen virker pa det modificerede netveerks-
kodningsproblem og initialiserer pa fglgende made:

e Hvis (¢,7) ikke er en del af nogen vej i flowsystemet seetter vi f; ; =0

e Indkodningsfunktioner i punktet s’ veelges pa en sadan made, at de glo-
bale kodningsvektorer til de h tilfgjede kanter er

(1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1) (1.5)

Denne information bliver ikke gemt, idet det ikke er relevant for det
oprindelige problem.

Bemeaerk, at de h kanter er et cut i flowet til hver modtager. Vi initialiserer
C1 = -+ = Cgy til at veere den ordnede maengde af de h tilfpjede kanter og
B, ..., Bg| til at veere den tilsvarende ordnede meengde af globale kodnings-
vektorer (som svarer til (1.5)).

Hoveddelen af algoritmen er et loop hvori de ordnede meengder C1, ..., Cg,
bliver opdateret og hvor kodningskoefficienterne, som er relateret til opdate-
ringen veelges saledes, at for [ = 1,...,|R| geelder folgende loop invariant:
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e (Cjeretcutilky

e Den ordnede maengde B af globale kodningsvektorer svarende til Cj ud-
spaender hele Iﬁ‘g.

Opdateringerne ggres saledes, at det til sidst (efter endeligt mange skridt)
geelder, at C; = ind(r))NEFy, for I = 1,...,|R|. Dette betyder, at ved den anden
loop invariant har enhver modtager nok information til at udregne passende
bl(-fj)’er ved hjelp af simpel linezer algebra.

Opdateringen udfgres som fglger:

Vi besgger kanterne j € F i raekkefplgen givet ved ancestral ordning. Idet vi
kigger pa en kant j interessere vi os for modtagere r; saledes, at j € F;. Vi
tilfgjer j til C; og fjerner fra C; dens forgenger i Fj. Det betyder, at vi fjerner
den unikke kant ¢ € C; N ind(j) for hvilken (i,7) er en del af en vej i Fj.

Lad Iy, ...,l; veere vaerdier af [ for hvilke C; bliver opdateret og lad i1,..., ik
(muligvis er i3 = 7; for nogle s # t) vaere de kanter, som fjernes fra Cj,, ..., Cj, .
Opgaven er nu, at vaelge koeflicienter f;, ;,..., fi, j pa en sadan made, at alle

mengder af globale kodningsvektorer By, ..., B;, for Cj,,..., (), udspeender
hele IFZ. Hvis kodningskoefficienterne vaclges tilfeeldigt i et stort nok legeme er
sandsynligheden for succes positiv, hvilket garanteres af fglgende lemma.

Lemma 1.12:
Givet en basis {by,...,by} for FZ 0g C € IFZ er der preecis ét valg af a € F,
saledes, at

&+ aby, € Spang, {b1, ... by-1}. (1.6)

Bevis:
Skriv @som en linearkombination &= c1by +- - - + chl;h. Det eneste a for hvilken
(1.6) holder er a = —cp,.

For ethvert i; kan vi nu benytte lemma 1.12 med basis B;, (som den er for
opdateringen), med b, = ¢4(it) og med

¢ = > frice(D).
le{il,...,ik}\{it}
Lad ¥ = [{i1,....ix}| = |ind(j) N F].

Vi har nu, at ¢* er alle mulige kombinationer af valg pa alle kanter i ind (9),
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altsa kombinationer af valg af f; ;. Hvis vi veelger funktioner til &'—1 af kanterne
vil der ifslge lemmaet veere ét valg pa den sidste kant, som ikke virker, for
hver enkelt modtager. Det betyder, at der er k - ¢"' ! kombinationer, der ikke
virker. Dog har vi i disse kombinationer medtaget nullgsningen (alle funktioner
er nulfunktionen, f;; = 0 for alle I) k gange, da denne ikke er en lgsning for
nogen af modtagerne. Denne lgsning skal kun medtages en gang, og derfor er
der reelt hgjst k - ¢* ! — (k — 1) kombinationer, som ikke virker.

Vi kan nu opstille sandsynligheden for at veelge en rigtig lgsning saledes,

kT -1k k-1

" q "
Denne er positivt for ¢ > k og da vi har k& < |R| har vi vist, at sandsynlig-
heden for at veelge rigtigt i et skridt af algoritmen er positiv for ¢ > |R|. Det
betyder, at sandsynligheden for, at algoritmen veelger rigtigt i alle skridt ogsa
er positiv. For et stort nok ¢ vil sandsynligheden endda ga mod 1.
For et lgseligt netveerkskodningsproblem er F, altsa nok, hvis ¢ > |R|.
Dette vil altsa samtidig sige, at hvis vi for et multicast netvaerkskodningspro-
blem velger linezere funktioner i alle indkodningspunkter fuldsteendig tilfeel-
digt, sa er sandsynligheden for, at dette gar godt ogsa positiv. Dette svarer til,
at veelge tilfaeldigt i alle indkodningspunkter i flowet og i alle andre punkter, s&
det er altsa lidt udvidet i forhold til hvad algoritmen ggr. Det skal bemzerkes,
at de punkter, som tilhgrer flowet muligvis har ekstra kanter ind ifht flowet
og altsd dermed muligvis noget ekstra stgj. Vi kan dog stadig bruge samme
argumentation i denne situation og stadig bruge lemma 1.12 idet vi nu blot
har en stgrre basis. Der er altsa stadig et valg, som ikke fungerer, i hvert af
de vigtige indkodningspunkter, det vil sige punkter, som er i flowet. Derfor er
sandsynligheden for at lave en lgsning ved tilfaeldigt at veelge funktioner til alle
indkodningspunkter positiv, idet det svarer til valgene i algoritmen.

Vi har saledes introduceret netveerkskodning og netveerkskodningsproblemer
generelt og linezer netvaerkskodning og multicast netveerkskodningsproblemer
i seerdeleshed. Lad os nu for en stund forlade emnet netveerkskodning og i
stedet benytte lejligheden til at dykke ind i abstrakt algebra.
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Algoritme 1: Algoritme til randomiseret generering af indkodningsfunk-
tioner, som beskrevet af Jaggi et. al

Input: Et lgseligt multicast (acyklisk) netvaerkskodningsproblem med
G = (V, E). Et legeme F; med ¢ > |R|. En ancestral ordning af
E.

Output: Indkodningskoefficienter a; ;, f; ;.

Initialisering

Lad V' :=V U{s'} og E' := EU{eq,...,ex} hvor de nye kanter er som

beskrevet i teksten

Find et flowsystem F = {F1,..., Fig} i G := (V', E') af storrelse h fra

s’ til modtagerne

for je Fogi=1,...,hdo

‘ if j € ud(e;) og (e;,j) ¢ F then a;; =0

end
for (i,j) € E x E, hvor i € ind(j) og (i,j) ¢ F do f; ;=0
fori=1,...,|R| do

Cr:=(e1,...,en)
By :=((1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1))

end

Opdatering

for j € F efter den nedarvede orden do
Lad (r,,...,7,) veere de modtagere, der bruger j i F
Lad (i1,...,ix) veere de tilsvarende forgaengere til j i F

forv=1,...,k do
|G = (@M H U )
end
Velg indkodningskoefficienter (notation med hensyn til det
udvidede netveerk) (fi, j,. .., fi,;) tilfeeldigt indtil B;, udspeender
IFZ forallev=1,...,k
forv=1,...,k do
if i, er lig med ey, for et k € {1,...,h} then
omdgb f;, ; til ay ;
end
end

end
return alle a; j, f; ; til hvilke der er blevet tildelt verdier
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Kapitel 2

Grobnerbaser

Vi vil i det fglgende introducere en lang rackke saetninger og definitioner, som
har at ggre med Grobnerbasisteori. Denne teori vil vi senere anvende i arbejdet
med udvalgelse af funktioner til netveerkskodningen. Afsnittet er skrevet ud
fra en bog af Cox et al. [2].

2.1 Monomier og polynomier

Lad os starte med at definere monomier og polynomier.

Definition 2.1 (Monomium):

Et monomium i variablerne x1,xs,...,x, er et produkt pa formen
202G g0
hvor a1, ae, . .., ay er ikke-negative heltal. Den totale grad af monomiet er

summen 1 + o + ...+ oy

Vi kan simplificere notation af monomier ved at lade a = (a1, a2, . . ., o) veere
en n-tuple af ikke-negative tal og definere, at

O Q1,02 0N
% = 2"y ",

I praksis vil vi, nar vi arbejder med tre eller feerre variabler, kalde disse for z,
y og z i stedet for x1, 2 og x3. Vi kan nu definere et polynomium.
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Definition 2.2 (Polynomium):
Et polynomium i x1,xo,...,x, med koefficienter i k, hvor k er et endeligt
legeme, er en endelig sum pa formen

som summerer over en endelig maengde af n-tupler o = (a1, o, ..., o).
Mengden of alle polynomier i x1,xs,...,x, med koefficienter i k skrives
som klxy,za,. .., 2]

Fglgende egenskaber ggr sig geeldende for polynomier.

Definition 2.3:
Lad f = Z a,x® vere et polynomium i k[z1, ..., x,).

[e%

o Vi kalder a, koefficienten til monomiet x®.
e Huis aq # 0, sa kalder vi agx® en term i f.

e Den totale grad af f, noteret deg(f), er den maksimale || hvor a,
er ikke-nul. Hvis f er nulpolynomiet sa er deg(f) = —1.

Polynomier adderes ved for alle termer, der har samme monomium, at ad-
dere koefficienten. Multiplikation af polynomier foregar ved, at multiplicere
hver term i det ene polynomium med alle termer i det andet polynomium. Et
polynomium f siges, at dividere et andet polynomium g, hvis ¢ = fh, hvor
h € k[z1,...,xy,]. Division af polynomier er dog mere kompliceret, hvorfor vi
fgrst ma forsta hvordan polynomier skal ordnes, og dermed hvordan monomi-
er relaterer til hinanden, for at kunne udfgrer division. Vi indfgrer derfor en
ordning saledes, at det er klart hvilket monomium, der er stgrst.

Definition 2.4 (Monomial ordning):
En monomial ordning > pa kl[x1,x2,...,x,] er en relation pa 7%, eller
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@kvivalent en ordning pa mengden af monomier x*, o € ZL, som opfylder
folgende:

e > er en total ordning pa ZY, hvilket betyder, at for alle elementer
a, B € L3, gelder, at enten er a> 3, > « eller a = 5.

e Hvisa > ogy €7, si era+vy> B+~

e > er velordnet pa Z%. Detle betyder at alle ikke-tomme delmaengder
af Z% har et mindste element med hensyn til ordningen.

Der findes mange forskellige ordninger. Vi vil her koncentrere os om tre af de
mest anvendte.

Definition 2.5 (Leksikografisk ordning):

Lad o = (a1, a2, ...,an) og 8= (B1,B2,...,0n) € L. Vi siger at a > ey
B hvis verdien lengst til venstre i o — 5 € Z™ som ikke er nul er positiv.
Vi skriver ® > oy P hvis o >y 0

Lad os betragte polynomiet f = 8z2yz2 + 2232 — 5z2y? og forsgge at sortere
monomierne efter leksikografisk ordning med z > y > 2. De tre monomier i
polynomiet kan skrives pa folgende made z(21:2)| £(3:0.1) og 2:(2.20) hyilket bety-
der, at monomierne i polynomiet skal ordnes saledes f = 223z — 52y +8x2y22.

Definition 2.6 (Gradueret leksikografisk ordning):
Lad o, 5 € ZY). Vi siger, at & > gyieq B hvis

ol =3"a; > 181 =3"8 eller |a| =8| og a >0
i=1 i=1

Lad os igen betragte polynomiet f = 8x2yz? 4 2232 — 52%y? og forspge at
sortere monomierne efter gradueret leksikografisk ordning med x > y > z.
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For de tre monomier i polynomiet geelder, at [(2,1,2)] = 5, |(3,0,1)] = 4 og
1(2,2,0)| = 4, hvilket betyder, at monomierne i polynomiet skal ordnes saledes
[ = 82%yz? + 2232 — 5a?y>.

Definition 2.7 (Gradueret omvendt leksikografisk ordning):
Lad o, B € L% Vi siger, al & > greyiex B hvis

la| = Zai > || = Zﬁi eller |a| =8| og
i=1 i=1

veerdien lengst til hojre i o — 5 € Z" som ikke er nul er negativ.

Lad os for sidste gang forsgge, at ordne polynomiet f = 8x2yz? + 223z — 52292,
denne gang efter gradueret omvendt leksikografisk ordning med x > y > z. Af
de foregaende to eksempler ses hurtigt, at monomierne i polynomiet skal ord-
nes saledes f = 8x2yz? — 5x2y? + 2232,

Definition 2.8:
Lad f = Z anx® vere et ikke-nul polynomium i k[zq,z2, ..., xy,] og lad >

(6
veere en monomial ordning.
o Multigraden af f er
multideg(f) = max~(a € Z5 | an # 0)

e Den ledende koefficient af [ er
LC(f) = Apultideg(f) € k

e Det ledende monomium af f er

LM(f) _ l,multideg(f)

e Den ledende term aof f er

LT(f) = LC(f) - LM(f)
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Hvis vi lader f = 8x2y2? + 2232 — 52%y? og > veere leksikografisk ordning har
vi, at

multideg(f) = (3,0, 1)
LC(f) =2
LM(f) = 2°
LT(f) = 22°

Vi er nu klar til at dividere to polynomier

Seetning 2.9 (Divisionsalgoritmen i flere variable):

Velg en monomial ordning > pda Z%, og lad F = (f1, fay. -, fs) veere en
ordnet s-tuple af polynomier i k[z1, z2,...,xy,]. Sa kan alle f € kl[z1,z2,. .., xy]
skrives som

f=afi+asfa+ - +asfs+r,

hvor a;,r € k[z1,22,...,2,], 0g vi enten har, at r = 0 eller, at r er en linear
kombination af monomier med koefficienter i k, hvor ingen af disse monomier
kan divideres med nogle af LT(f1), LT(f2),..., LT(fs). Vi kalder r resten af f
ved division med F. Ydermere har vi, at hvis a; f; # 0 sa geelder

multideg(f) > multideg(a; f;)

Beviset kan findes i [2].
Algoritme 2 viser hvordan division af to polynomier foregar.

2.2 Idealer og Grobnerbaser

Lad os nu beveaege os videre frem mod definitionen af en Grobnerbasis, og starte
med et par indledende definitioner.

Definition 2.10 (Ideal):
En delmengde I C k[z1,x2,...,zy,] er et ideal hvis det opfylder

e el

o Huis fgel saer f+gel
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Algoritme 2: Divisionsalgoritme i k[z1, z2,. ..

Input: fi,...,fs, f

Output: aq,...,a,,7r

a1 :=0;...5a5:=0;7:=0

p=1f

while p # 0 do

1:=1

divisionLavet := false

while i < s og divisionLavet = false do

if LT(f;) deler LT(p) then
a; := a;+LT(p)/LT(f;)
p:=p— (LT(p)/LT(f:)) fi
divisionLavet := true

else
t:=1+4+1

end

end

f divisionLavet = false then

r:=r+LT(p)

p:=p—LT(p)

end

[ary

end
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e Huis f €1 og h € k[x1,29,...,2,) sa er hf €1

Mengden, som genereres af en raekke polynomier, er givet ved folgende defini-
tion.

Definition 2.11:
Lad fi1, fa, ..., fs vere polynomier i k[xy, ..., x,]. Vi lader da

(fi,---0 fs) = {Zhifi | hi,... hs € /€[$1,---,9ﬁn]}
i1

Det er vigtigt at bemaerke, at (f1,..., fs) er et ideal.

Lemma 2.12:
Huis fi1, fa,..., fs € klx1,...,xp], sda er (f1,..., fs) et ideal i k[x1,...,x,]. Vi
siger, at (f1,..., fs) er idealet, der genereres af f1,..., fs.

Bevis:
Vi skal bevise, at (f1,..., fs) opfylder de tre krav for et ideal.

For det forste er 0 € (f1,..., fs), idet 0 = ZO - fi

i=1
S S

Antag nu, at g = Zpi - fiogj= Zqi - fi oglad h € k[x1,...,zy,]. S udger

i=1 i=1
ligningerne

S
g+3i=> (pi+a)fs
i=1

og

S

hg =Y (hpi)fi

i=1
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resten af beviset.

Lad os udvide vores viden om idealer til ogsa at omfatte monomial idealer og
deres egenskaber.

Definition 2.13 (Monomial ideal):
Etideal I C k[x1,...,x,] er et monomial ideal hvis der er en delmaengde
A CZY saledes, at I bestar af alle polynomier, som er endelige summer

pd formen Z hax® hvor hy, € kl[z1, ..., x,]. Hvis dette er tilfeldet skrives

acA
det som I = (x| a € A).

Vi ser at notationen i definition 2.11 og 2.13 ligner hinanden. Forskellen pa disse
definitioner er, at i 2.13 er det et krav, at det er monomier fremfor polynomier
og det er tilladt, at der er uendelig mange af dem.

Lemma 2.14:
Lad I = (2 | a € A) vare et monomial ideal. Sa er et monomium x® i I hvis
og kun hvis ® kan deles af et x® hvor a € A.

Bevis:
Hvis der findes et a € A saledes, at 2 deler 2° betyder det, at der findes et
h € k[x1,...,z,] saledes at 7 = ha® og dermed er z” € I.

S
Hvis 2° € I sé er 2° = Zhixo‘i, hvor h; € k[x1,...x,] og a; € A. Vi kan nu

=1
se at der for hvert led pa hgjresiden findes et %, som deler leddet, og derfor

ma det ogsa geelde for venstresiden.

Vi har fglgende definition omkring de ledende elementer i idealer.

Definition 2.15:
Lad I C k[z1,...,xy,) vere et ideal (forskelligt fra {0})
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o LT(I) er mengden af ledende termer af elementer i I.

LT(I) = {cx® | der eksisterer f € I med LT(f) = cx®}

o (LT(I)) er idealet genereret af elementer fra LT(I).

Der er nogle vigtige ting at fremhaeve med hensyn til (LT(I)). For eksempel
hvis I = (f1,..., fs) sa geelder det, at (LT(f1),...,LT(fs)) og (LT(I)) ikke
ngdvendigvis er det samme ideal. Fglgende saetning giver os vigtige egenskaber
for (LT(I)), beviset findes i [2].

Seetning 2.16:
Lad I C k[z1,...,x,] vere et ideal.

1. (LT(I)) er et monomial ideal.
2. Der findes g1,...,9: € I saledes at (LT(I)) = (LT(g1),...,LT(g¢)).

Vi har folgende saetning som siger at alle idealer kan genereres af en endelig
mangde polynomier.

Seetning 2.17 (Hilberts basisssetning):
Ethvert ideal I C klxy,...,z,] har en endelig genererende mangde, saledes at
I= <gl7'-'7gt> h/UOT’gl,...,gt el.

Bevis:
Hvis I = {0}, kan vi seette den genererende mengde til at veere {0} som er
endelig. Hvis I indeholder et ikke-nul polynomium ved vi fra szetning 2.16, at
der findes g1,...,9: € I saledes at (LT(I)) = (LT(g1),...,LT(g¢)), vi vil nu
vise at (g1,...,9t) = 1.
Det er tydeligt at (g1,...,9:) C I da alle g; € I.
Vi tager nu et hvilket som helst polynomium f € I. Ved at anvende divisions-
algoritmen, som er algoritme 2 til at dividere f med (g1, ..., g;) far vi et udtryk
pa formen

f=aig1+ - +ag+r

hvor r ikke kan deles af LT (g1),...,LT(g;). Vi ser nu at

r=f—agi— - — ag
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Sa hvis r # 0 ma LT(r) € (LT(I)) = (LT(g1),.-.,LT(g)) og fra lemma 2.14 at
LT(r) ma veere delelig med et LT(g;). Dette er i modstrid med at r er resten
ved division og derfor ma r = 0. Vi har dermed

f=aig1+ - +ag+0€ (g91,...9)

hvilket viser at I C (g1, ...g:) hvilket beviser ssetningen.

L]
Vi kan nu vise fglgende seetning.
Seetning 2.18:
Lad
LCLCI3C -

veere en voksende kade af idealer i klx1,...,xy,). Sa eksisterer der et N > 1
saledes, at

In=IN+1=INy2="""
Bevis:
Givet den voksende kaede af idealer I;1 C Iy C I3 C - -+, betragt nu maengden

I =U;2, I;. Vivil starte med at vise, at I er et ideal. Vi ser forst, at 0 € I da
0 € I, for alle i, efterfolgende ser vi, at hvis f,g € I ma det geelde, at f € I; og
g € I;. Hvis ¢ = j har vi g + f € I; og dermed ogsa i I. Hvis i # j, kan vi da
I; og I; er fra den voksende keede, uden tab af generalitet antage at i < j sa
f,9 € I; og dermed er g + f € I; og dermed ogsa i I. Vi kan ligeledes vise, at
hvis f € T og r € k[z1,...,2,) sd er f-r € I. Som for ma det geelde, at f € I
hvilket medfgrer, at f-r € I; C I. Vi har hermed vist, at I er et ideal.

Vi ved fra seetning 2.17, at idealet I har en endelig genererende maengde sa
I ={(f1,...,fs). Der ma galde, at ethvert af de genererende elementer ligger i
et I, sa f; € I, for nogle j;,7 = 1,...,s. Visatter nu NV til at veere det stgrste
Ji- Sa har vi pa grund af den voksende kaede at f; € Iy for alle 4. Vi har derfor

I:<f17f3>gINgIN+1ggI

Vi kan altsa se at den voksende kaede stabiliserer ved idealet Iy og alle de
efterfglgende idealer i kaeden er ens.

Vi er nu klar til at definere en Grobnerbasis.
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Definition 2.19 (Grébnerbasis):
Vealg en monomial ordning. En endelig delmengde G = {g1,...,9:} af et
ideal I kaldes en Grobnerbasis hvis

<LT(91)7 SR LT(gt)> - <LT(I)>

Vi ved fra seetning 2.16, at der findes en Grobnerbasis for alle idealer.
Vi vil nu vise nogle egenskaber ved Grobnerbaser, og at ordningen ved division
med en Grobnerbasis er ligegyldig.

Saetning 2.20:

Lad G = {g1,...,9t} vere en Grébnerbasis for et ideal I C kl[z1,...,2y] o0g
[ € k[zy,...,zy]. Sa eksisterer der et unikt r € kl[z1,...,z,] med folgende
egenskaber

i) Ingen af termerne i r kan deles af LT(g1), ..., LT(g:)
ii) Der eksisterer et g € I sadan at f=g+r.

Seerligt gelder der at r er resten nar f divideres med G ved anvendelse af
divisionsalgoritmen, uanset hvordan elementerne i G er ordnet.

Bevis:

Divisionsalgoritmen giver f = ajg1 + --- + atg¢ + r hvor r opfylder i), og vi
kan opfylde i) ved at ssette ¢ = a1g1 + -+ - + arg¢ € I. Vi har nu vist at et r
eksisterer og mangler nu at vise at det er unikt.

For at vise at r er unik, antager vi at f = g+r = ¢ + ', hvor r og 7’/
opfylder i) og ii). S& ma der gaelde r — 1’ = ¢’ — g € I og hvis r # 7/ har
vi LT(r — ") € (LT(I)) = (LT(g1),...,LT(g)). Fra lemma 2.14 fglger det at
LT(r — ') kan deles af et LT(g;). Dette kan ikke lade sig gore da der ikke er
en term i r eller ' som kan deles af et LT(g;), derfor ma r — ' = 0 og dermed
er r unik.

Resten fglger af at r er unik.

Korollar 2.21:
Lad G = {g1,...,9:} vere en Grébnerbasis for idealet I C klx1,...,xy,] og lad
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f € klx1,...,xn], sa er f €1 hvis og kun hvis resten ved division af f med G
er nul.

Bevis:

Hvis resten er nul er f pa formen f = ajg1 + -+ + awgs og da a;9; € I folger
der at f € I.

Hvis der omvendt geelder at f € I sa opfylder f = f+0 de to punkter i setning
2.20. Hvilket betyder at 0 er den unikke rest af f ved division med G.

Lad os indfgre folgende om division med meaengder.

Deﬁnitionﬁ%.ZZ:
Vi skriver f som resten ved division af f med den ordnede s-tuple F' =

(f17f2a"'7f8)'

Hvis F er en Grobnerbasis for (fi, fa, ..., fs) ved vi fra seetning 2.20 at F kan
opfattes som en meengde uden en bestemt ordning.
Vi vil nu undersgge nogle egenskaber ved ?F

Seetning 2.23:
Lad T C k[zy,...,z,] vere et ideal, G en Grébnerbasis for I og f,g €

klxi,...,z,] og c € k. Sa erf—i—gG:TG—i-gG ogc-fG:c-fG.

Bevis:
Vi ved fra 2.20, at der findes unikke r; og 7o saledes, at

thl-i-Tl
g=ho+ry

dermed er
f+g=(h1+ha)+ (r1+712) = hs+73,

hvor hg € I og r3 ¢ (LT(I)). Derfor far vi fplgende nar vi deler med Grébner-
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basen
iG _

f=n
9% =

—
f+g =rs=ri+re

T2

Vi ser nu at ?G +g% = f—l—gG.
P& samme made har vi

C‘f:C'h1+C~T‘1,

hvor ¢-hy € I og ¢-r ¢ (LT(I)). Derfor far vi folgende nar vi deler med
Grébnerbasen
G

= ’[”1

—G
C'f =c'nm

|

Vi har saledes at

Vi er interesserede i at kunne finde en Grobnerbasis for et ideal, men for vi
kan det skal vi forst have fglgende definition.

Definition 2.24:
Lad f,g € klz1,...,z,] vere ikke-nul polynomier.

o Huis multideg(f) = o og multideg(g) = 5, sa lad v = (Y1,..-,7n),
hvor ~; = max(«y, 5;) for alle i. Vi siger, at 7 er det mindste felles
multiplum af LM(f) og LM(g). Dette skrives som

a’ = Lem(LM(f), LM(g))

e S-polynomiet af f og g er defineret som folgende

S(f,9) =

x7

LT(f)

:L"Y

LT(g)

f_

g.




Lad os nu se pa sammenhaengen mellem en Grobnerbasis og S-polynomiet.
Fglgende saetning er bevist i [2].

Saetning 2.25:

Lad I vere et polynomial ideal. Sa er en basis G = {g1,...,g:} for I en
Grdobnerbasis hvis og kun hvis der for alle par © # j gelder at resten efter
dwision af S(gi,9;) med G er nul.

Vi vil i det fplgende bruge denne notation. Hvis G = {g1, ..., ¢:} sa vil (G) og
(LT(G)) noterer folgende idealer

(G)={91,-- -, 9¢)
(LT(G)) = (LT(g1), - .-, LT(g1))

Lad os nu betragte hvordan vi kan konstruere en Grébnerbasis.

Seetning 2.26:

Lad I = (f1,...,fs) # 0 vere et polynomial ideal, sa kan en Grobnerbasis
konstrueres i et endeligt antal skridt ved brug af Buchbergers algoritme, som
er algoritme 3

Algoritme 3: Buchbergers algoritme
Input: F' = (f1,..., fs)
Output: En Grébnerbasis G = (¢g1,...,¢9¢) for I
G=F
repeat
G =G
for Alle par {p,q},p # q i G' do
S =Swa)°
if S # 0 then
‘ G=GU{S}
end
end
until G = G’

Bevis:
Vi vil starte med at vise, at G € I holder i alle skridt af algoritmen. Dette
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ggr sig geldende fra starten, og for hver gang vi udvider G gor vi det med

S = S(p, q)G for p,q € G. Sa hvis G C I ma p, q og derfor S(p,q) ogsa veere
i I, og siden vi dividere med G’ C I far vi at GU {S} C I. Da G stadig
indeholder den givne basis F' for I, ser vi at G er en basis for I. Algoritmen

stopper nar G = G’, hvilket betyder at S = S(p, q)G, =0 for alle p,q € G. Vi
ved nu fra seetning 2.25 at G er en Grobnerbasis for idealet (G) = I.

Vi mangler nu blot at vise, at vi kan veere sikre pa, at algoritmen stopper.
Vi er ngdt til at undersgge hvad der sker hver gang algoritmen kgrer gennem
loopet. Da vi til enhver tid har G’ C G, sa ma

(LT(G")) C (LT(G)). (2.1)

Hvis G’ # G pastar vi, at (LT(G")) er strengt mindre end (LT(G)). For at
vise, at denne pastand er korrekt antag ,at en ikke-nul rest af S-polynomiet er
blevet lagt til G. Da r er resten ved division med G’ ved vi at LT(r) ¢ (LT(G’)).
Samtidig har vi at LT(r) € (LT(G)) hvilket beviser vores pastand.

Da vi hver gang vi kerer gennem loopet saetter G’ = G far vi fra ligning 2.1,
at (LT(G")) danner en voksende kaede af idealer i k[z1, ..., z,]. Vi har saledes
fra seetning 2.18, at efter et endeligt antal iterationer vil keeden stabiliserer
saledes, at vi er sikre pa, at (LT(G’')) = (LT(G)) vil ske. Hvilket betyder at
der ikke laengere er en rest 7 som kan bliver tilfgjet som medfgrer at G = G,
vi er nu sikre pa at algoritmen stopper efter et endeligt antal iterationer.

2.3 Kongruens og kvotient

Vi vil nu definere kongruens mellem to polynomier.

Definition 2.27:
Lad I C k[zy,...,x,] vere et ideal og f,g € klx1,...,z,] sa siger vi, at f
og g er kongruente modulo I hvis f — g € I. Vi noterer dette

f=g (modI)

Vi vil nu se pa et eksempel med to kongruente polynomier.
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Eksempel 2.28:
Hvis I = (2% + 92 + 2,22 + 2y) C klz,y] sder f = 2%y +ay* —9® —y? — 2 og
g = —2%y® + 23y + xy kongruente modulo I da
f-g=2"y+ay' -y’ — o w2y’ — Py -y
2yt ayt — P = — ot 2® — B 4 2%t — Py — oy
= @+ 2%y + 2%y tay) - @y +y +ay+ 2’y 4 o)
=@ +y") @ +ay) -+ )@ +y* +a) el

1Y
Vi vil i fglgende saetning vise en vigtig egenskab for kongruensrelationen.
Saetning 2.29:
Lad I C k[z1,...,x,] vere et ideal, sa er kongruens modulo I en @kvivalens-
relation.
Bevis:

For at vise, at kongruens modulo I er en ackvivalensrelation, skal vi vise, at den
er refleksiv, symmetrisk og transitiv. Vi starter med at vise, at den er refleksiv,
altsa f = f (mod I).

Da f — f = 0 € I er kongruens modulo I refleksiv. For at vise symmetri
antager vi at f = g (mod I) hvilket betyder at f — g € I og dermed g — f =
(—=1)(f—g) € I. Vi mangler nu kun at vise, at kongruens modulo [ er transitiv,
antag derfor at f = g (mod I) og g = h(mod I) sa har viat f —g,g—h el
og da I er lukket under addition ma der gelde at f —h=f—g4+g—h el
og dermed er f = h (mod I).

En sekvivalensrelation pa en maengde S, deler S op i disjunkte delmaengder som
kaldes sekvivalensklasser. For ethvert f € k[z1,...,z,] har vi, at den klasse f
tilhgrer er maengden

[fl={9 € klx1,...,z,] | g= f (mod I)}

Vi kan nu definere kvotienten.
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Definition 2.30:
Kvotienten af k[x1, ..., x,] modulo I skrevet som k[xy,...,x,]/I, er meng-
den af @kvivalensklasser af kongruens modulo I

klzy,...,xp)/I ={[f]| f € k[z1,..., 2]}

Antag vi har k = R,n = 1 og I = (2? — 2). Vi gnsker nu at beskrive alle
xkvivalensklasser af kongruens modulo I. Vi ved fra divisionsalgoritmen at
alle f € R[z] kan skrives som f = ¢ (z? — 2) 4+ 7 hvor r = azx + b for a,b € R.
Da f—7r =q- (2> —2) € I har vi at f = r (mod I). Dermed gzlder det,
at alle elementer i R[z| tilhgrer en akvivalensklasse pa formen [ax + b] og
R[z]/I = {[az + V] | a,b € R}.

Idet k[z1,...,x,] er en ring, kan vi, givet to klasser [f],[g] € k[z1,...,xn]/1,

forsgge at definere addition og multiplikation for klasser ved hjelp af de til-
svarende operationer pa elementer i k[z1,. .., zy]

1+ 9] = [f + 4] (2.2)

[f1-lgl=1f -4l 2.3

Vi skal nu tjekke om disse formler giver mening. Vi er derfor ngdt til at vise,
at hvis vi veelger andre f' € [f] og ¢’ € [g] sa er klassen [f’ + ¢’] den samme
som [f + g|. Ligeledes skal vi tjekke at [f'-¢'] = [f - g].

Saetning 2.31:

Operationerne defineret i ligningerne (2.2) og (2.3) giver samme klasse i
klx1,...,z,]/I pa hojresiden lige meget hvilket ' € [f] og ' € [g] vi bruger.
Vi siger, at operationerne i (2.2) og (2.3) er veldefinerede.

Bevis:
Hvis f' € [flog ¢ € lg],saer f'=f+aogg =g+ 0bhvor a,b € I. Dette
giver

flrgd=0U+a)+(g+b)=(+g) +(@+b)

Da a+b € I fplger det, at f'+¢ = f+ g (mod I) hvilket betyder at [f'+¢'] =
[f + g]. Pa samme made har vi

fod=(+a)-(g+b) = fg+ fb+ag+ ab.
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Da a,b € I har vi at ag + fb+ ab € I af dette folger at f'- ¢’ = f - g (mod I)
hvilket betyder at [f'-¢'] = [f - g

Folgende seetning viser sig, at kvotienten er en kommutativ ring. Beviset findes
i[2].

Saetning 2.32:
Lad I C Eklxy,...,x,) vere et ideal. Kvotienten k[x1,...,x,]/I er en kom-

mutativ ring med addition og multiplikation defineret som i ligningerne (2.2)
0g (2.3).

Lad os derfor definere folgende omkring kommutative ringe.

Definition 2.33:
Lad R, S vere kommutative ringe.

1. En afbildning ¢ : R — S er en ringisomorfi hvis

(a) ¢ bevarer addition: ¢(r + ') = ¢(r) + ¢(r') for alle r,r' € R
(b) & bevarer multiplikation: ¢(r-r") = ¢(r) - ¢(r') for alle ;1" € R
(c) ¢ er bijektiv (injektiv og surjektiv)

2. To ringe er isomorfe hvis der eksisterer en isomorfi ¢ : R — S. Vi
skriver R = S for at beskrive, at R er isomorf med S.

3. En afbildning ¢ : R — S er en ringhomomorfi hvis ¢ har egenskab
la og 1b, men ikke nodvendigvis 1c, og ¢ yderligere afbilleder den
multiplikative invers 1 € R til1 € S.

Vi har folgende for idealet af ledende termer.

Saetning 2.34:

Fastset en monomial ordning pa klx1,...,x,) og lad I C klz1,...,x,] vere et
ideal. Lad (LT(I)) vere idealet genereret af de ledende termer i I. Sa gelder
det, at
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i) ethvert f € klx1,...,xy,] er kongruent modulo I til et unikt polynomium
r som er en linearkombination af monomier i komplimentet til (LT(I)).

ii) elementerne fra {x® | x* ¢ (LT(I))} er “lineert uafhengige modulo I1”.
Det vil sige, at hvis det gelder, at

anxo‘ =0 (mod I),
(e
hvor x® ligger i komplementet af (LT(I)), sa er cq = 0 for alle c.

Bevis:
Ad i) Lad G veere en Grobnerbasis for I og f € klzi,...,x,]). Ved at bruge

divisionsalgoritmen far vi resten r = ?G som opfylder f = ¢ + r hvor ¢ € I.
Dette medforer at f—r = ¢ € I sa f = r (mod I). Divisionsalgoritmen forteeller
os at r er en linearkombination af monomier % ¢ (LT(I)). At r er unik kommer
fra ssetning 2.20.

Ad ii) Lad H(z) =, cox®. Antag, at H(z) = 0(mod I), vi ved at H'(z) =
Yo 02% = 0(mod I), vi har nu saledes to polynomier begge er aekvivalente
med 0 modulo I hvilket er i modstrid med i) og dermed ma H(z) = H'(x) og
alle ¢, =01 H(z).

"
Fglgende gaelder om et ideal.

Seetning 2.35:

Lad I C k[xy,...,x,] vere et ideal, sa er kl[ry,...,x,]/I isomorf med S =
span(z® | x* ¢ (LT(I))) som et vektorrum over Fy.

Bevis:

Vi ved fra seetning 2.34, at afbildningen ¢ : k[xy,...,z,]/I — S er bijektiv
mellem klasserne i k[z1,...,x,]/] og elementerne i S.

Vi mangler nu at vise at ¢ bevarer addition og multiplikation. Betragt addition
defineret som i la fra definition 2.33. Hvis [f], [g] er elementer i k[x1,...,x,]/T

sa kan vi ved at bruge ssetning 2.34 “standardisere” den polynomiale reprae-
sentant ved at regne resten ved division med en Grébnerbasis G for I. Vi ved
fra 2.23 at f + gG = ?G + g% saledes, at hvis

?G = Z Caxa og EG = Z daxa7
«a @
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hvor der summeres over de « hvor z® ¢ (LT(I)). Sa er
-—G
FHg =) (catda)a®
(0%

Vi kan nu se, at med standard repraesentanterne er sumoperationen i
klxi,...,z,] den samme som vektorsummen i k-vektorrummet S = span(z? |

z® & (LT(I))).

Vi ved fra satning 2.23 at hvisc € k sa er ¢ - fG =c- 7G, af dette fglger
c-fG :Zc'caxo‘
6

dette viser at multiplikation med c1i k[z1, ..., x,]/I er som skalarmultiplikation
i .S. Vi har nu vist at afbildningen ¢ er en vektorrumsisomorfi.

L]
2.4 Varietet
Vi vil nu definere varietet.
Definition 2.36 (Varietet):
Lad k veere et legeme og lad fi,..., fs vere polynomier i k[z1,...,x,]. Sa
setter vi
V(fi,-., fs) ={(a1,...,an) € K" | fi(ar,...,an) =0 for alle 1 <i < s}.
Vi kalder V(fi,..., fs) for varieteten af f1,..., fs.
Varieteten af fi,..., fs er saledes meengden af feelles nulpunkter for polynomi-
erne fi,..., fs. Vi vil nu kigge pa alle de polynomier der evaluere til nul over

en varietet.

Definition 2.37:
Lad V C k™ vere en varietet, sa er mengden

I(V)={f €klx1,...,xs) | f(a1,...an) =0 for alle (a1,...,a,) € V}
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Vi gnsker nu at vise, at I(V) er et ideal.

Setning 2.38:
Hvis V. C k™ er en varietet, sa er I(V) C klxi,...,zy,] et ideal. Vi vil kalde
I(V) for idealet af V.

Bevis:

For at vise, at I(V) er et ideal skal vi vise, at 0 € I(V), f+ g € I(V) og at
hf € I(V), for alle f,g € I(V) og h € k[x1,...,zy).

Vi ser, at 0 € I(V) da nulpolynomiet evaluerer til nul over hele k[xy, ..., z,]
og dermed ogsa over I(V'). Vi antager nu at f,g € I(V) og h € k[z1,...,zy].
Lad (aq,...,a,) veere et tilfeeldigt punkt i V', sa har vi at

flar,...;an) +glar,...,ap) =0+0=0
h(ay,...,an)f(a1,...,an) =h(a,...,a,)-0=0

og dermed er I(V) et ideal.

Vi indfgrer folgende seetning omkring sammenhaengen mellem varieteten af et
ideal og idealets storrelse, beviset findes i [2].

Seetning 2.39 (Hilberts svage Nullstellensatz):
Lad k vere et algebraisk aflukket legeme og lad I C k[, ..., x,] vere et ideal
sa er V(I) =0 hvis og kun hvis I = k[z1,...,x,).

Vi definerer fodaftrykket.

Definition 2.40 (Fodaftryk):

Lad > veere en monomial ordning og I C k[x1,...,xy,] et ideal. Fodaftryk-
ket af I med hensyn til > er mengden af monomier, der ikke kan findes
som ledende monomier af nogle polynomier i idealet. Fodaftrykket noteres

A~ (D).

Vi har altsa, at
As(I) ={=" | 2® ¢ (LT(I))}
Vi vil nu se pa et eksempel pa et fodaftryk.
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Eksempel 2.41:
Hvis vi har et ideal I € k[x,y] med Grobnerbasen (2,42, 22y) og >1ex som den
monomielle ordning. Sa er fodaftrykket

A>1ex(I) = {17 xz, '127 .’,12'3, xyY,Y, y27 $y2}
o
Vi vil skrive k for den algebraiske aflukning af legemet k. Hvilket betyder, at

k[x] C k[z] og alle rgdder til polynomier i k[x] ligger i k. Vi vil nu definere
Lagrangeinterpolation.

Definition 2.42 (Lagrangeinterpolation):
Vi gnsker at finde et polynomium F som opfylder, at F(«;, ;) = i for
1=1,...,1. Folgende polynomium opfylder dette.

l
- N Hasyéai (IL’ - aS) Hﬁt;ﬁﬂl (y - 575) .
Faw =2, (Ha#ai(ai = a0) Tloss,(Gi — B ”@) |

Det er ligetil at udvide dette til flere variabler.

Vi vil nu se pa et eksempel med Lagrangeinterpolation.

Eksempel 2.43:
Vi gnsker at finde et polynomium F' der opfylder

F(1,2)=5 F(2,4)=6 F(1,3)=2

Vi far nu
- . (D3
Fev =00 9e -2 ""e-nu_2u_3 "
L= -4 ,
(1-2)(3-2)(3—14)
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Vi ser nu, at hvis vi for eksempel regner F(1,2) sa far vi, at

(1-2)(2-3)(2—4) . (1-1)(2-2)(2-3)

FLY) = 5G4 @-Da-2)[4-3) °
1-2)2-2)(2-4)
D
=1-5+0-64+0-2
=5,

hvilket er det gnskede resultat.

o
Med dette kan vi vise, at varieteten er steerkt relateret til fodaftrykket.
Saetning 2.44:

Hvis I C k[x1,...,x,] er et ideal hvor A~ (I) er endelig, sa har varieteten

VZ(I) (altsa mengden af felles nulpunkter i k" af polynomierne i 1) storrelse
hajest |As (I)].

Bevis:

Lad {Py,...,Pn} C Vi(I) og betragt afbildningen ¢ : kz1,...,z,]/] — E"
givet ved ¢(F) = (F(Py),...,F(Py)).

Vi ser at funktionen ¢ er surjektiv da det altid er muligt, ved hjeelp
af Lagrangeinterpolation, at finde et polynomium F', der evaluerer til en
vilkarlig m-tuple (71,...,7m) uanset hvilke Pj’er der er valgt. Vi ma have,
at dim(k[zy,...,z,]/1) > dim(k") = m, da F er surjektiv.

Vi kan uden tab af generalitet antage at F' C Spanz(A~([)). Vi har ifglge
seetning 2.35, at dim(k[z1,...,z,]/I) = dim(Span(As(I))), og sterrelsen af
A~ (I) ma derfor vaere storre end m. Da vi kan veelge {Pi,..., P, } = Vi(1)
maéa det geelde, at varieteten ikke kan veere storre end fodaftrykket.

Korollar 2.45:

Lad f(z1,...,2n) € k[z1,...,2,] vere et ikke-nulpolynomium og fastset en
monomial ordning >. Her er k et legeme som indeholder F,. Antag, at det
ledende monomium af f er xy' - xin hvor 0 <iy,...,i, < q. Sd er antallet af
ikke-nulpunkter for f(x1,...,xn) i ' mindst (¢ —i1) -+ (q — in)-
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Bevis:
Vi starter med at se, at

As((@d =21, 2 — xp, f(21,. .0, 20)))
C{zft -z |0<s; <qgfort=1,...no0gi > s formindst et t =1,...,n}
(2.4)

Vi ved saledes fra seetning 2.44 at der ma findes fzerre nulpunkter end stgrrelsen
af meengden i ligningen (2.4). Der ma derfor findes mindst lige sa mange ikke-
nulpunkter som i mangden

{at - air |0<sg<qfort=1,...n0gi < s forallet=1,...,n}

Hvilket har en stgrrelse pa (¢ —i1)--- (¢ — in), hvilket beviser saetningen.
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Kapitel 3

Kotter-Kschischang koder

Vi bevaeger os nu fra algebraen over til netveerkskodning med Kotter-
Kschischang koder, som er underrumskoder, og udvider linesere multicast net-
vaerkskodningsproblemer til nu ogsa at indeholde det tilfeelde, hvor der kan ske
fejl og sletninger i netveerket. Der kan altsa forsvinde data eller data kan bli-
ve forvansket. Dette kapitel er baseret pa en artikel af Kotter og Kschischang
[12]. Kotter-Kschischang koder er en form for koder, som pa sin vis minder en
del om Reed-Solomon koder. Det er fejl- og sletningskorrigerende koder, som
virker pa operatorkanaler.

3.1 Operatorkanalen

Vi introducerer operatorkanalen for et enkelt unicast, altsa en afsender til en
modtager. Det er ligetil at generalisere til multicast, hvor der er en afsender
og flere modtagere.

Vi genkalder hvordan tilfeeldig lineser netvaerkskodning fungerer. Kommunika-
tion mellem afsender og modtager foregar i en reekke “runder”, under hvilke
afsenderen indskyder et antal pakker af fast leengde ind i netveerket. Hver af
disse pakker kan anskues som raekkevektorer af laengde N over et endeligt le-
geme F,. Disse pakker propagerer gennem netveerket og passerer muligvis en
raekke mellemliggende punkter pa vejen mellem afsender og modtager. Hver
gang et mellemliggende punkt har muligheden for at sende en pakke laver den
en tilfeeldig Fy-lineser kombination af de pakker den har til radighed og sen-
der dette. Dette betyder samtidig, at det samme mellemliggende punkt kan
sende forskellige tilfzeldige kombinationer pa forskellige kanter. Til slut samler
modtageren alle de tilfzeldige pakker, som nar frem til den og prgver at udlede
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mangden af pakker, som oprindeligt blev sendt ind i netveerket. Der er ingen
antagelse om, at netveerket skal veere acyklisk.

Mangden af succesfulde pakketransmissioner (repraesenteret ved de kanter de
bevaegede sig over) i en runde inducerer en orienteret multigraf med den sam-
me punktmaengde som netveerket, i hvilken kanterne reprassenterer succesful-
de pakketransmissioner. Raten af informationstransmission (pakker per runde)
mellem afsenderen og modtageren er gvrebegraenset af minimumscuttet mellem
disse punkter, altsa af det mindste antal kanter, som skal fjernes for at bryde
forbindelsen mellem disse punkter. Det er kendt, at tilfeeldig lineser netvaerks-
kodning i F,; kan opna en transmissionsrate, som tilsvarer minimumscuttet,
med en sandsynlighed, der gar mod en nar ¢ gar mod uendelig [7], som vi ogsa
sa i afsnit 1.3.

Lad {p1,p2,...,pM}, Pi € Fév, veere maengden af indskudte vektorer. I det
tilfeelde, hvor der ikke sker fejl, far modtageren pakker y;,j = 1,2,..., L, hvor
hvert enkelt y; er givet ved y; = Zf\i 1 hjip; med ukendte, tilfeeldigt valgte
koefficienter h; ; € IF,.

Vi bemaerker, at L ikke er fastsat fra starten, og normalt vil modtageren sam-
le s& mange pakker som muligt. Dog kan egenskaber i netvaerket, som f.eks.
minimumscuttet mellem afsender og modtager, have indflydelse pa fordelingen
af h; j’erne og pa et tidspunkt vil det ikke leengere vaere gavnligt at indsamle
flere pakker med redundant information.

Hvis vi veelger at betragte indskydelsen af T' fejlagtige pakker, bliver denne
model udvidet til at inkludere fejlpakker e;,t = 1,...,T saledes, at

M T
Yj = Z hjipi + Z gjt€t;
=1 t=1

hvor ogsa g;; € F, er ukendte tilfeeldige koefficienter. Bemaerk, at da disse
fejlpakker kan indskydes hvor som helst i netveerket, kan de give omfattende
fejlpropagering. Specielt hvis g;1 # 0 for alle j, har selv en enkelt fejlpakke e;
potentialet til at korrumpere hver eneste modtaget pakke.

Pa matrixform kan transmissionsmodellen skrives som

y = Hp + Ge, (3.1)

hvor H og G er hhv. en tilfeeldig L x M- og en L X T-matrix, p er den M x N-
matrix, hvis reekker er transmissionsvektorerne, y er den L X N-matrix, hvis
raekker er de modtagne vektorer og e er den T x N-matrix, hvis rackker er
fejlvektorerne.
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Netvaerkets topologi vil ganske givet have indflydelse pa strukturen af matri-
cerne H og G. For eksempel kan H have ikke-fuld rang hvis minimumscuttet
mellem afsender og modtager ikke er stort nok til at understgtte transmissio-
nen af M uathaengige pakker i lgbet af en runde. Selvom muligheden for at
udnyttet netveaerkets struktur eksisterer, vil vi i dette kapitel ikke tage hensyn
til den finere struktur af matricen H. Vi vil kunne fjerne en sadan finere struk-
tur ved randomisering af kilde, f.eks. hvis afsenderen i stedet for at indskyde
pakker p; i netveerket indskgd tilfzeldige linesere kombinationer af p;’erne.

Da H er tilfeeldig kan vi spgrge os selv, hvilke egenskaber ved de indskudte
vektorer vi bibeholder, nar vi benytter kanalen beskrevet ved (3.1), selv hvis
der ikke er noget stgj (¢ = 0). Da H er tilfeeldig er det eneste, der er fast
i produktet Hp raeekkerummet af p. For sa vidt gselder modtageren er alle
mulige maengder, som genererer dette rum, sekvivalente. Dette fgrer til, at vi
kan betragte informationstransmissionen, ikke i forhold til valget af p, men
i forhold til valget af det vektorrum, der udspeendes af rackkerne i p. Denne
observation er grundstenen i den kanalmodel og de transmissionsstrategier,
som vi vil betragte i dette kapitel. Hvis man betragter vektorrummet, der
vaelges af afsenderen, sa er den eneste gdeleeggende effekt en multiplikation
med H kan have, at Hp har lavere rang end p, f.eks. pga. utilstraekkeligt
minimumscut eller pakkesletninger, hvilket resulterer i, at Hp genererer et
underrum af raekkerummet af p.

Lad W veere et fast N-dimensionelt rum over F,. Alle transmitterede og mod-
tagne pakker er vektorer i W, men vi vil beskrive transmissionsmodellen ud fra
underrum af W, som udspaendes af disse pakker. Lad P(W) vaere maengden
af alle underrum af W. Dimensionen af et element V' € P(W) noteres med
dim(V'). Summen af to underrum U og V af Wer U+ V ={u+v|ue U,v e
V'}. Ekvivalent er U + V' det mindste underrum af W, som indeholder bade U
og V. Hvis UNV = {0}, sa er summen U+V en direkte sum, noteret U V. Det
er klart, at dim(U & V') = dim(U) + dim(V). For vilkarlige underrum U og V/
har viV = (UNV)&V’ for et underrum V', som er isomorft til kvotientrummet
V/(UNV). Idette tilfeelde er U+ V =U+ (UNV)aV)=Uas V'

Lad P(W, k) veere maengden af alle underrum af W af dimension k.

Vi er nu klar til at definerer operatorkanalen.

Definition 3.1:
En operatorkanal C', som er tilknyttet det omsluttende rum W er en ka-
nal med input- og outputalfabet P(W). Vi kan finde kanaloutput U ud fra
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kanalinput V' saledes, at
U=wdFE,

hvor w € P(V, k), nar k = dim(UNV) og E € P(W) er et fejlrum. Nar
operatorkanalen omdanner V il U siger vi, at den begar p = dim(V') — k
sletninger og t = dim(FE) fejl.

Vi modellerer fejlrummet E saledes, at det intet har tilfselles med inputrummet
V og valget af F er saledes ikke uatheengigt af V. Havde vi valgt at modellere
outputrummet som U = w + E, for et arbitreert fejlrum FE, sa ville vi, idet
E=(EnV)®E for et rum E', have,at U =w+ (ENV)®E = w' @ E’, hvor
W' e P(W,K'), k' > k. Det vil altsa sige, at den del af fejlrummet F, som var
feelles med inputrummet V' kun vil veere gavnlig, og muligvis nedsaette antallet
af sletninger hos modtageren.

Lad os opsummere. En operatorkanal tager altsa et vektorrum ind og sender
et andet vektorrum ud, muligvis med sletninger (fjernelse af vektorer fra det
oprindelige rum) og/eller fejl (tilfgjelse af nye vektorer til det transmitterede
vektorrum).

Lad os nu fortseette til Kotter-Kschischang koder.

3.2 Koder

Lad W vere et N-dimensionelt vektorrum over F,. En kode for en operator-
kanal med det omsluttende rum W er en ikke-tom delmaengde af P(W), altsa
en ikke-tom meengde af underrum af W.
Sterrelsen af en kode K noteres |K| og minimumsafstanden af K er givet ved

D(K) = i d(X,Y)}.

(K) oy 7éy{ (X,Y)}

Hvor d(X,Y) = dim(X) + dim(Y) — 2dim(X NY"). Den maksimale dimension
af kodeordene i K er givet ved

(K) = %2%{dim(X)}'

Hvis dimensionen af alle kodeord i K er den samme séa siges IC at veaere en kode
af konstant dimension.
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Parallelt til den klassiske triple [n, k,d] for en lineser fejlkorrigerende kode af
leengde n, dimension k£ og med minimums-Hammingdistance d, kan en kode K
for en operatorkanal med et N-dimensionalt omsluttende rum over IF, siges at
veere af typen [N, [(K),log, |K[, D(K)]. Her er N leengden af kodeordene, [(K)
er dimensionen af det rum, som vi skal sende, log, |K| er stgrrelsen af koden
og D(K) er minimumsafstanden. Det er altsa [(K), som er nyt i forhold til
klassiske koder.

Inden vi kan introducere selve ind- og dekodningsmetoden skal vi forst kende
noget teori.

3.3 Lineariserede polynomier

Lad F, veere det endeligt legeme med ¢ elementer og lad F = Fym veere et
udvidelseslegeme. Et polynomium L(z) kaldes et lineariseret polynomium over
F hvis det er pa formen

d
L(x) = Z a;z?
i=0
hvor a; € F,i = 0,...,d. Nar ¢ er fast skriver vi 2l i stedet for 27", Det

lineariserede polynomium er sa

d
L(z) = Zaiac[i].
=0

Hvis Li(x) og La(z) er lineariserede polynomier over FF, sa er enhver F-linezer
kombination ay Lq(x)+asLa(x), a1, agy € F ogsa et lineariseret polynomie. Det
ordinaere produkt Lj(z)La(x) er ikke ngdvendigvis et lineariseret polynomium.
For kompositionen Li(Ly(x)), som skrives Li(x) ® Lo(x) geelder fglgende.

Saetning 3.2:

Givet lineariserede polynomier Li(x) og La(x) sa er Li(z) ® Lo(z) ogsa et
lineariseret polynomium.
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Bevis:
Hvis Li(z) = 350 a;zl! og Ly(z) = 22i>0 bzl sa gaelder det, at

Ly(2) ® La(z) = Ly (La(x)) = Y _ ai(La(x))!

>0
(4]

= Z (473 Z bjl‘m

>0 7>0
=Y bl

>0 5720
=Y el

k>0

hvor i
C — Z azbg]_z
=0

Vi har saledes vist at L1(z) ® La(z) er et lineariseret polynomium.

Som det ses af folgende eksempel er komposition ikke kommutativ.

Eksempel 3.3:
Hvis ¢ = 2 og de lineariserede polynomier L;(z) = 2! og Lo(z) = 2212 sa er

1]
Li(x) ® La(z) = (me) = 4z

(2]
Ly(z) @ Ly(x) =2 <$[1}> = 2z
o
Dette forer logisk til, at der ma eksistere to forskellig mader at dividere pa,
nemlig fra hgjre eller venstre. Saledes geelder for to lineariserede polynomier

a(z) og b(z), at der eksisterer unikke lineariserede polynomier qr (), qr(x),
ri.(x) og rr(x), saledes, at

a(r) = qr(z) @ b(x) +ri(z) = b(x) @ qr(z) + rr(z),
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hvor r;, = 0 eller deg(rp(z)) < deg(b(z)) og pa samme made rr = 0 eller
deg(rr(x)) < deg(b(x)). Vi kan let bestemme polynomierne gr(x) og rr(z)
ved hjelp af algoritme 4, som er en adaption af den almindelige algoritme for
polynomiel division.

Algoritme 4: RDIV(a(x),b(x))
Input: et par af lineariserede polynomier a(x) og b(x) over Fym, hvor
b(x) £ 0
Output: et par ¢g(x),r(z) af lineariserede polynomier over Fym
q(x)=0,7r(x) =0
e = deg(b(x)), d = deg(a(x))
while d > ¢ do
aqg = LC(a(x)), be = LC(b(x))
t(z) = (ag/be)m—elgld—el
a(2) = qlz) + t(z)
a(z) —b(z) @ t(z)

Algoritme 4 returnerer to polynomier ¢(z) og r(x), som opfylder, at a(z) =
b(x) ®q(x)+r(x), hvor enten r(z) = 0 eller deg(r(z)) < deg(b(x)). Proceduren
til venstredivision er den samme, men inde i while-loopet opdaterer vi i stedet
saledes, at t(r) = <ad/ (b.[gd_e]>> 2l og a(z) = a(z) — t(z) @ b(z). Dette
resulterer i to polynomier ¢(z) og r(z), som opfylder, at a(z) = ¢(z) ® b(x) +
r(z).

D(er) geelder desuden fglgende egenskab for lineariserede polynomier, hvilket
giver dem deres navn.

Seetning 3.4:

Lad L(z) vere et lineariseret polynomium over F = Fym og lad K vere et
vilkarligt udvidelseslegeme over F. Vi kan anse K for verende et vektorrum
over Fq. Afbildningen, der tager f € K over i L(8) € K er lineer i forhold til
Fy, hvilket vil sige, at for alle B1, B2 € K og alle A1, A2 € Fy har vi, at

L(MB1+ A2f2) = M L(B1) + A2 L(B2). (3.2)
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Bevis:
Vi omregner i ligningen.

L(AB1+ Xofo) = Z ci(Mp1+ )\Qﬁz)qi

>0

= Z; Z <]> (AMB1) (AafBa)?

i | )

= 22: Z ﬁulﬁl) (o)

o %) .
Nér d; ; = =1~ ses som veerende et element i F er d; ; = 0, da d; ; er et
J 3N q*=7)! J ) j

multiplum af ¢’ bortset fra situationen hvor j = ¢ eller j = 0. I disse to tilfzelde
har vi d; ;i = d;p = 1. Séledes far vi

LM+ Xofo) = Zcz Z :

i'j)wm) (Aaf2)

{2
>0 Jj= 0]((]

=> ¢ <()\1/81)qi + ()\252)qi>

i>0

= Z ci(M\p1)? s Z ci(Maf2)?
120 >0

=> By + > cidafBy
i>0 i>0

hvor vi bruger, at for A € Fy geelder, at A~1 = 0 og altsa A\Y = \. Det giver,

at AT = (\)4 T =\ = (A)7 7 = ... = \. Videre er
LA\ B1+ Xofo) = Z cia Bl + Z cidafBd
>0 >0
=M\ Z Czﬂiﬂ + A2 Z Czﬂgl
>0 i>0

= )\1L(51) + )\2L(62)7

hvilket viser seetningen.
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Folgende lemma viser, at alle linearkombinationer af nulpunkter ogsa er nul-
punkter.

Lemma 3.5:
Hvis h(z) er et lineariseret polynomium og h(a1) = h(ag) = -+ = h(a4) =0

sa er h (Zﬁll ciozi) =0

Bevis:
Givet et lineariseret polynomium h(x) hvor h(ay) = h(ag) = -+ = h(a4) = 0
sa er

|A] |A]
h Z co; | = Z h (Ciai)
=1 i=1
|A]
= Z cih ()
=1
|A]
= Z CiO
=1
=0

Omskrivningerne fglger af seetning 3.4.

Fglgende lemma viser, at hvis to lineariserede polynomier af grad mindre end
¢%~ ! er har samme veerdi i d linesert uafheengige punkter, sa er de to polynomier

kongruente.

Lemma 3.6:

Lad d veere et positivt heltal og lad f(x) og g(x) veere to lineariserede polynomier
over F = Fym af grad mindre end q¢. Hvis o, ...,aq er lineert uafhaengige
elementer i K, hvor K er et vilkarligt udvidelseslegeme af F, saledes, at f(o;) =
g(a;) fori=1,...,d, sa er f(x) = g(x).

Bevis:
Observer, at h(z) = f(x) — g(x) har a1, ..., aq som nulpunkter og derfor ogsa
pr. lemma 3.5 alle ¢¢ linear kombinationer af disse som nulpunkter. Altsa har
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h(z) mindst ¢? forskellige nulpunkter. Men da graden af h(z) er mindre end
q?, er dette kun muligt hvis h(z) = 0, hvorfor f(z) = g(z).

Lemma 3.7:
Givet to lineariserede polynomier f(x) og g(x) sa er h(x) = f(x) — g(z) ogsa
et lineariseret polynomium.

Bevis:
Givet to lineariserede polynomier f(z) = Zf:o a;izl og g(z) = Zé‘:o bzl kan
vi uden tab af generalitet antage at £ > [. Vi har da, at

3.4 Konstruktion af koder

Lad os nu betragte konstruktionen af en kode. Lad F, vaere et endeligt legeme
og F = Fym veere et (endeligt) udvidelseslegeme over F,. Vi betragter ' som
veerende et vektorrum af dimension m over F,. Lad A = {a1,...aq} C F
vaere er meengde af linesert uafthaengige elementer i dette vektorrum. Disse
elementer udspaender et [-dimensionalt vektorrum (A) C F over F,. Det er
klart, at [ < m. Vi tager som vores omsluttende rum den direkte sum W =
(A) 8 F = {(a,p) | @« € (A), 5 € F}, som er et vektorrum af dimension [ + m
over F,. Lad u = (ug,u1,...,ur_1) € F* betegne en blok af beskedsymboler,
der bestar af k symboler over F eller, ligedan, mk symboler over F,. Lad F¥[z]
betegne maengden af lineariserede polynomier over F af grad hgjst ¢*~!. Lad
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f(z) € F¥[z], som er defineret ved

veere det lineariserede polynomium med koefficienter, der svarer til u. Lad, som
det sidste, 5; = f(«y). Ethvert af parrene (o, 5;),i = 1,...,1 kan anses som
vaerende vektorer i W. Bemeerk her, at bade a’erne og B’erne har leengde m,
saledes, at leengden af den samlede vektor bliver 2m, det er dog kun ngdvendigt,
at benytte en vektor af leengde [ +m, som vi sa, for rummet W. Dette betyder,
at vi kan gendre vores o/’er til vektorer af laengde [ inden vi sender dem. Da (A)
er et [-dimensionelt rum er det stadig muligt at veelge [ linesert uathaengige o’er.
Idet {a1,...,q;} er en linesert uatheengig meengde, sa er {(aq1, 51), ..., (a;, 51)}
det ogsa. Denne maengde udspaender altsa et I-dimensionelt underrum V af W.
Vi kalder den afbildning, der tager besked polynomiet f(z) € F*[z] over i det
linezere rum V' € P(W,|A|) for ev4. Vi har altsa eva : FF[z] — P(W,|A]),
hvilket betyder, at ev4(f(z)) = Spang{(aa, f(a1)),. .., (au, f(aq))}.

Lemma 3.8:
Huis |A| > k, sd er afbildningen ev 4 : F¥[x] — P(W,|A|) injektiv.

Bevis:
Antag |A| > k og eva(f(z)) = eva(g(z)) for to funktioner f(z),g(z) € F¥[z].
Lad h(x) = f(x) — g(x). Vi har

eva(f(x)) = Spang{(a1, f(a1)),..., (aa), flaa))}

0og
eVA(g<m)) = SpanF{(ala g(Oq)), ) (a|A\7g(a\A|))}v

hvorom det gaelder, at alle («;, f(a;)) er linezert uafheengige og alle («y, g(ay))
er linesert uathengige. Da ev4(f) = eva(g), sa ma det geelde, at («y, f(a;)) =
(i, g(e)) for alle i@ = 0,...,]A|. Det betyder altsa, at h(a;) = 0 for alle
i=0,...,]A]

Vi ved fra lemma 3.7, at h(z) er et lineariseret polynomium og fra lemma 3.5
ved vi, at h(x) = 0 for alle z € (A). Det vil altsa sige, at h(z) har mindst
¢4 > ¢* nulpunkter. Da h(z) har grad hejst g1 er dette kun muligt hvis
h(z) = 0. Dette betyder, at f(z) = g(x) og dermed er ev,4 injektiv.
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Vi vil fra nu af antage, at [ = |A| > k. Vi har da fra lemma 3.8, at afbildningen
af F*[x] er en kode K C P(W,1) med ¢™* kodeord.

Vi gnsker nu at bestemme minimumsafstanden af K og indfgrer derfor folgende
lemma.

Lemma 3.9:

Huis {(a1, 51), .-, (o, Br)} € W er en samling af r lineert uafhengige ele-
menter, der opfylder, at 5; = f(oy) for et lineariseret polynomium f over F,
sa er {aq,...,a.} en lineert uafhengig mengde.

Bevis:

Vi har givet, at {(a1,51),...,(ar, Br)} € W er en samling af r linesert uaf-
haengige elementer, der opfylder, at §; = f(«a;) for et lineariseret polynomium
f over F.

Antag nu, at {a1,...,,} er en linesert atheengig maengde. Vi ved da, at det
for nogle v1,...,7 € Fq, som ikke alle er 0, geelder, at Y ;_; viey; = 0.

Vi vil da i W have, at

Z’Y@ 0517181 = <Z’Y@a2azr)‘zﬁz>

= (0, ;%f(ai)>
(15

= (0, f(0))
- (07 O)
fordi f er et lineariseret polynomium.
Da («;, B;)-parrene er linezert uafhengige kan dette kun lade sig gore, hvis

Y,y = 0, hvilket er i modstrid med antagelsen om, at {aq,...,.} en
linesert aftheengig meengde, hvorfor den mé veere linesert uafhaengig.

Lad os nu definere koden K fuldsteendigt.
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Saetning 3.10:
Lad K vere afbildningen af F*[z] under eva, med | = |A| > k. Sd er K en
kode af typen [l +m,l,mk,2(l — k + 1)].

Bevis:

Det ses let, at leengden er [4+m, dimensionen af det sendte rum er [ og stgrrelsen
af koden er ifglge lemma 3.8 mk. Det eneste vi mangler er altsa at vise mini-
mumsafstanden.

Lad f(x) og g(x) veere to forskellige elementer i F¥[z] og lad U = ev4(f(x))
og V = eva(g(x)). Visiger, at U NV har dimension r. Det betyder, at det
er muligt at finde r linesert uafheengige elementer (o, 81), ..., (al., Bl.) saledes,
at f(o)) = g(a)) = ] for i = 1,...,r. Af lemma 3.9 ses, at (o,...,q) er
linezert uafhsengige og de udspaender dermed et r-dimensionelt rum B, hvori
det geelder, at f(b) — g(b) = 0 for alle b € B. Hvis r > k sa ville f(z) og g(z)
veere to lineariserede polynomier af grad mindre end ¢*, som var ens i mindst
k linesert uathengige punkter og vi har da fra lemma 3.6 at f(z) = g(x). Da
dette ikke er tilfeeldet méa vi have, at r < k — 1. Altsa har vi

d(U, V) =dim(U) 4+ dim(V) — 2dim(U NV)
=l+1-2r
=2l —2r
>20—-2(k—-1)
=2(l-k+1).

Der kan gaelde lighed hvis g(x) er nulpolynomiet og f(z) er et polynomie af
grad ¢"*~'. De kan da have k — 1 nulpunkter til fzelles uden at f(z) = g(x).
Vi har nu vist, at K er en kode af typen [l + m,l, mk,2(l — k + 1)].

Lad os nu betragte et par eksempler pa hvordan man indkoder med Kotter-
Kschischang koder.

Eksempel 3.11:

Vi veaelger det endelige legeme Fo og lader F = Fos veere det endelige udvi-
delseslegeme af Fo. Vi repraesenterer Fos = Fi5 ved Fa[s]/(s* + s + 1), hvilket
betyder, at 2=00g 1 +s+s* =0 s*=1+s.

Legemet F kan anskues som et vektorrum af dimension 4 over Fb, hvilket
betyder, at vi kan repraesentere F pa to mader - enten som en meengde af
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polynomier eller som en maengde af vektorer, som det passer til vores formal.

F={ap+a1s+ ass® + asgs® | a; € Fo}

= {(ao, a1,a2,a3) | a; € Fa}
Vi veelger

A ={a1,az,a3, 04}
={1+5%s2+53 51454545}
={(1,0,1,0),(0,0,1,1),(0,1,0,0),(1,1,1,1)}
som vores maengde af linesert uafhengige elementer fra F. Maengden A ud-

speender et 4-dimensionelt vektorrum (A) C F over Fy.
Som vores omsluttende rum W tager vi den direkte sum

=(4) @
Z{(a )!a€< ), 8 € F}.

Vi veelger nu vores besked u, som er 3 elementer over F.

u = ('LL(),Ul,’LLQ)
= (3, s+ 52 +5314+52+5%)
= ((0001), (0111), (1011)).

Vi bruger funktionen

2 .
7
= E ui:c2

=

(0001)3; + (0111)2® 4 (1011)2*

= (D) + (s+ 52+ s32? + (1 + 52+ s3)a?
Vi kan nu beregne 8; = f(a;) for i = 1,...,4, men lad os forst lave tabel 3.1
over reduktioner af hgjere grader af s. Husk, 2 = 0 og 14+s+s* =0 < s* = 1+s.
Husk ogsd, at i Fy har viaz?—2 = 0, sd hvisz # 0 har viad 1 -1 =0 & 2971 =
1. Det betyder i vores tilfaelde i Fig at s = 1 som det ses i tabeloversattelse.
Dette betyder altsa, at vi kan omskrive

f(@) = (8 + (s + 82+ 8% + (1 + 52 + %)t = (s%)x + (s'H)a? + (')t

58



st=1+s

=542
O =524 s°
sT=1+s+s
f=1+4s2
=5+
0= 145452
s =542 +s3

e R
B_14244
U_ 143

15 _ 1

Tabel 3.1: Omskrivningstabel

Nu er vi klar til at beregne §’erne.
B = flen) = f(L+ %) = f(s7)
= 538 4 511 (%)% + s13(s8)4

11 +811816 —|—813S32

Lyt s+sl332

Lpst2 4 sts
Z(S+S2+83)+(1+5+82+53)+1
=0=(0,0,0,0)

Ba = flag) = f(s* +5°) = f(s°)
— 8386+811(86)2 —1—813(86)4
— 0BT
:(s+s) +(1+s)+1+s+s)
=52=(0,0,1,0)
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Bs = f(as) = f(s)
:838+$1182+51354
=st s 462
=(1+s)+(1+s*+s") +5°
=s+s5°=(0,1,0,1)

Ba= flas) = f(1+s+s°+5°) = f(s'?)
— 83812 +SH(812)2 4 813(812)4
=5+ +s
=1+ (s+5)+s
=1+ s*=(1,0,1,0)

Meengden

{(al)/Bl)v DRI (054754)} -
{(1,0,1,0:0,0,0,0), (0,0,1,1:0,0,1,0), (0,1,0,0;0,1,0,1), (1,1,1,1; 1,0, 1,0)}

er linesert uafhaengig og udspeender et 4-dimensionelt underrum V' af W. Un-
derrummet V' er vores indkodning.

Lad os gentage det foregdende eksempel, men denne gang veelge et mindre
underrum.

Eksempel 3.12:

Vi veelger igen det endelige legeme Fy og lader F = Fy: veere et endeligt
udvidelseslegeme af Fo. Vi repraesenterer stadig Fys = Fig ved Fa[s]/(s*+541),
hvilket igen betyder, at 2=00g 1 +s+s* =0« st =1 +s.

Denne gang veelger vi

A= {1, 0,3}
={1+4s% 5% +5% s}
={(1,0,1,0),(0,0,1,1),(0,1,0,0) }

som vores mengde af linesert uafheengige elementer af F. Maengden A ud-
spender nu et 3-dimensionelt vektorrum (A) C F over Fo i stedet for et 4-
dimensionelt vektorrum. Vi benytter de samme o’er, bortset fra, vi kun bruger
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de fgrste tre.
Vi konstruerer vores omsluttende rum W pa samme made som fgr, og veelger
den samme besked u som fgr. Vi bruger stadig funktionen

f(z) = (s")z + (s')a? + (s7%)a.

Da vi har valgt de samme «’er, beskeder og funktion er vores S’er de samme
som fgr.

B1=0=1(0,0,0,0)
By = s*=(0,0,1,0)
B3 =s+s>=(0,1,0,1)

Meengden

{(a1, B1), (a2, B2), (a3, B3) } =
{(1,0,1,0;0,0,0,0), (0,0,1,1;0,0,1,0), (0,1,0,0;0,1,0,1)}

er linezert uatheengig og udspeender et 3-dimensionelt underrum V' af W, hvilket
er vores indkodning. Vi kan dog i dette tilfeelde reducere laengden af vektorerne
i denne maengde. Da W = (A) @ F og (A) er et 3-dimensionelt vektorrum kan
vi udspeende dette rum med tre vektorer af leengde 3+4. Vi vaelger vektorerne

{(1,0,0;0,0,0,0),(0,1,0;0,0,1,0),(0,0,1;0,1,0,1)}

1 stedet.

3.5 Dekodning

Lad os nu betragte hvordan vi kan dekode det sendte.

Hvis der er sendt et [-dimensionelt rum V' € K, som er et underrum af W,
ind i operatorkanalen og der kommer et (I — p + t)-dimensionelt underrum U
af W ud, sa har vi, at p = dim(V) — dim(U N V) er antallet af sletninger og
t =dim(U) — dim(U NV) er antallet af fejl. Vi forstar her en sletning, som en
manglende dimension af det oprindelige I-dimensionelle rum V. Det betyder,
at selvom U ogsa er et [-dimensionelt rum, sa kan der stadig godt veere slet-
ninger, hvis det ikke er det samme rum. Fejl forstar her som antallet af linesert
uafheengige vektorer, der ikke ligger i V.
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For dette underrum ma der geelde, at dim(U N'V) = (I — p) og ligeledes ma
der geelde d(U,V) = dim(U) 4+ dim(V) —2dim(U NV) = p+t. Vi forventer at
veere i stand til at dekode hvis p+t < D(K)/2 =1 — k+ 1. Da der er indkodet
k beskeder skal U mindst veere et k-dimensionelt rum. Vi vil i det fglgende
beskrive hvordan man kan dekode en besked. Vi beskriver fgrst det teoretiske
grundlag for dekodningen og derefter hvordan det ggres i praksis.

Lad » = | — p + t veere dimensionen af det modtagne rum U og lad
(x1,91), (z2,92), - - -, (%, yr) veere en basis for U, vi gnsker nu at kunne finde et
bivariat lineariseret polynomium Q(z,y) pa formen Q(x,y) = Qz(x) + Qy(v)
hvor Q(z;,y;) = 0 for alle i = 1,...,r, og vi har, at Q,(x) er et lineariseret
polynomium over Fym af grad hgjest ¢" ! og Q(y) er lineariseret polynomium
af grad hgjest ¢"*. Da Q(x,%) er et bivariat lineariseret polynomium vil det
evaluerer til 0 i hele U og ikke kun pa den valgte basis.

Lighederne Q(z;,y;) = 0 medfgrer, at vi har et system af r ligheder med
27 — k + 1 ubekendte som har en ikke-triviel Igsning nar

r=l—-p+t<2r—k+1 (3.3)

Da f(z) (fra indkodningen) er et lineariseret polynomium over Fym er
Q(z, f(x)) det ogsa. Polynomiet Q(x, f(x)) er givet ved

Q, f(2)) = Qu() + Qy(f (7)) = Qu(2) + Qy(z) @ f() (3.4)

Da graden af f(x) er hgjest ¢*~! medfgrer det, at Q(z, y) har grad hgjest g7~ .
Lad {(a1,b1), (a2,b2),...,(aj—p,bi—p)} veere en basis for U N V. Da disse vek-
torer alle ligger i U har vi at Q(a;,b;) =0 for i = 1,...,1 — p. Da vektorerne
ligeledes ligger i V' geelder det, at b; = f(a;) for i = 1,...,1 — p og dermed

Q(ai, b)) = Q(a;, f(a;))) =0 fori=1,...,0—p

dermed er Q(z, f(x)) et lineariseret polynomium med ai,...,a;—, som nul-
punkter. Fra lemma 3.9 ved vi at disse nulpunkter er linezert uafhsengige, der-
med er Q(z, f(x)) et lineariseret polynomie af grad hgjest ¢"~! som evaluerer
til nul pa et rum af dimension [ — p. Hvis der geelder, at

l—p>T
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sa har Q(z, f(x)) flere nulpunkter end dets grad hvilket kun kan lade sig ggre
hvis Q(z, f(x)) = 0. Er dette tilfeeldet ma der geelde, at

Qz, f(z)) =
Qu () + Qy(z) ® f(x) =
Qy(x) @ f(x) = —Qm( )

Det vil nu veere muligt at finde frem til f(x) ved at bruge algoritme 4 med

(—Qz(x), Qy(x)) som input.

/‘\/‘\

Polynomiet Q(x,y) kan findes ud fra de r basisvektorer for U. Polynomiet
findes ved interpolation og vi vil beskrive en algoritme til effektivt at finde
dette.

Forst skal vi dog vide hvad den (1, k — 1)-veegtede grad af et lineariseret poly-
nomium er, denne er defineret pa folgende made:

degy 1 (f(2,y)) = max{d.(f),k — 1+ dy(f)}

hvor f(z) = f.(x) + f,(y) og graden af f,(z) og f,(y) er henholdsvis ¢%(/) og
¢™(). Lad os betragte et eksempel pa veaegtet grad.

Eksempel 3.13:
Lad =2, k=3 og f(z,y) = 22 4 22 +y22 sa er

degy o(f(z,y)) = max{3,3 — 1 + 2} = max{3,4} = 4.

I de tilfelde hvor der for eksempel ikke er en y del af polynomiet bliver y
graden —oo som det ses her.
Lad g(z,y) = 22° + 22" s er

degy 5(g(, y)) = max{3, —oc} = 3.

Algoritme 5 giver os et Q(z,y) som opfylder kriterierne ovenfor.
Vi vil nu bevise, at det Q(x,y) som algoritmen returnerer, opfylder de krav vi
har sat til det, nemlig, at det evaluerer til nul pa en basis for U NV og, at det

har grad lavere end [ — p

Vi definer en ordning < pa bivariate lineariserede polynomier som fglgende.
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Algoritme 5: Interpoler(U)

Input: En basis (z;,y;) € W,i=1,...,r for U
Output: Et lineariseret polynomium Q(z,y) = Qu(z) + Qy(v)
folw,y) =z filz,y) =y
fori=1tor do
Ao = folziyi) A= fi(wi,vi)
if Ag =0 then
| fizy) = fi(zy) — AL iz, y)
else if A; =0 then

‘ fO(fE, y) = fg(m7y) - Ag_lfo(:lj,y)
else
if degy j,_1(fo) < degy _1(f1) then
filz,y) = Avfolz,y) — Aofi(z,y)
fO(:L‘a y) = fg(l‘» y) - AgilfO(‘% y)
else
fo(z,y) = Arfo(z,y) — Aofi(z,y)
filz,y) = fl(z,y) - AT fi(a,y)
end
end

end

if deg; ,_1(f1) < degy ;_1(fo) then

‘ return fi(x,y)
else

‘ return fy(z,y)
end
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Definition 3.14:
Vi siger, at f(x,y) < g(x,y) hvis

degy p—1(f(z,y)) < degy ,_1(9(x,y))

eller hvis
degy p—1(f(z,y)) = degy 1 (9(x,y))
og
dy(f) +k—1 <degy ;1 (f(z,9)) (3.5)
0g
dy(g) + k — 1 =degy _1(g(z,y))- (3.6)

Det betyder, at ved ens grad i de to polynomier, hvor f(z,y) < g(z,y), far f
sin grad fra x og ¢ sin grad fra y.

Hvis det for to elementer f(x,y) og g(x,y) geelder, at vi ikke kan ordne dem
efter ordningen siger vi, at f(z,y) og g(x,y) ikke er sammenlignelige. Det vil
altsa sige, at to polynomier ikke er sammenlignelige, hvis de har samme grad,
og far deres grad fra den samme variabel.

Det ses at < ikke er en total ordning, da hverken 2@ + 29 < 27 + 27 eller
2@ + 29 < 29 + 29°. Det er dog en total ordning pa monomier og det er
derfor muligt at definere det ledende monomium LM (f) til at veere det storste
monomium i f med hensyn til <.

Lemma 3.15:

Betragt to bivariate lineariserede polynomier f(x,y) og g(z,y), som ikke er
sammenlignelige. Der kan laves en linear kombination h(z,y) = f(x,y) +
vg(x,y) saledes, at det for et passende v gelder, at h(x,y) < f(z,y) og

h(z,y) < g(x,y)

Bevis:
Antag, at vi har to bivariate lineariserede polynomier f(x,y) og g(z,y) som
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ikke er sammenlignelige over <. Da f og g ikke er sammenlignelige ma de have
samme vaegtede grad. Endvidere ma det geelde, at LM< (f) = LM<(g), for
hvis vi gnsker, at kunne sammenligne polynomierne f og ¢ med samme vagtet
grad, siger ligningerne (3.5) og (3.6) at den variabel, der giver den hgjeste vaegt
skal veere forskellig, og hvis den er det kan vi sammenligne disse. Heraf altsa,
at to polynomier, der ikke er sammenlignelige skal have samme grad og det
skal veere den samme variabel, der ligger til grund for graden, hvilket betyder,
at de ledende monomier ma veere ens.

Vi kan veelge v = —igj((g saledes at nar vi regner h(z,y) = f(x,y) +v9(x,y)
gar LT (f) ud med LT<(g) saledes, at der nu geelder, at LM< (h) < LM< (f) =
LM<(g) og dermed er h(z,y) < f(z,y) og h(z,y) < g(z,y).

Lad os nu definere z- og y-minimalitet af polynomier.

Definition 3.16:

Lad A vere en mengde af r lineert uafhengige punkter (x;,y;) € W. Vi
siger, at et ikke-nul polynomium f(x,y) er x-minimalt med hensyn til A
hvis f(z,y) er et minimalt polynomium under < saledes, at LM<(f) =

2% og f(x,y) =0 for alle punkterne i A.

Pa samme méade kan et y-minimalt polynomium defineres.
Vi vil nu vise, at polynomierne, som genereres i algoritme 5 er minimale.

Seetning 3.17:
Polynomierne fo(x,y) og fi(x,y), der genereres i algoritme 5 er hhv. z- og
y-minimalt med hensyn til den givne mengde af r lineert uafhengige punkter

(xia yz) ew

Bevis:

Vi starter med at bemzerke, at det altid er muligt at sammenligne z-minimale
og y-minimale polynomier under <. Vi vil bevise ssetningen ved brug af induk-
tion.

Vi starter med basisskridtet, hvor vi skal vise, at fo(z,y) = x og fi(z,y) =y
er hhv. z-minimalt og y-minimalt med hensyn til den tomme maengde. Dette
er klart, da det ikke er muligt at finde et polynomium h(z,y) < fo(z,y) hvor
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dg (h)

LM< (h) = a1 . Det samme ggr sig gaeldende for f1(z,y). Og alle polynomi-
er evaluerer til nul over den tomme mangde.

I induktionsskridtet antager vi nu, at der for de fgrste j skridt gaclder, at
fo(z,y) og fi(z,y) er hhv. z-minimalt og y-minimalt med hensyn til (z;,y;),
hvori=1,...,j.

Vi vil nu ferst vise, at de polynomier, der genereres i naeste skridt (5 + 1), vil
evaluere til 0. Vi skal saledes vise, at fglgende polynomier evaluerer til nul for
alle (z;,y;) hvori=1,...,(j +1)

f{(m,y) = Alf()(.f,y) - A()f1<$,y)
folwy) = fl(@,y) — AT fol@,y)
0 (z,y) = Arfolz,y) — Aofi(z,y)

U(2,y) = fi(z,y) — AT fi(,y).

Det ses, at alle 4 evaluerer til nul for alle (x;,y;) hvor ¢ = 1,...,j. Vi mangler
nu kun at vise, at det ogsa geelder for (z;41,y;+1). Vi har fslgende - husk, at
i hvert skridt er A; = fi(@j41,Yj+1)-
i, yi01) = Avfo(zirn, yiv1) — Dofi(zjet, yje)
= fi(zj+1,Y5+1) fo(mir1, yj+1) — fo(zjrn, yjr) (@)1, yj1)
=0.

Pa samme made kan f{j(zj4+1,y;+1) regnes. Vi har ydermere, at

fo(min,yien) = fo (i1, yi41) — AT folzjis, yjsn)
= (@i, yi1) = f8 @0, v00) folin, vian)
= fo(@jr1, yir1) = [ (x40, yi41)
=0,
og pa samme made kan f'(xj11,yj41) regnes. Vi har nu vist, at i skridt

j + 1 vil de konstruerede polynomier evaluere til nul for alle (x;,y;) hvor
i=1,...,(j+1).

Vi skal nu vise, at de polynomier, der konstrueres i skridt j + 1 ogsa er hhv.
z- og y-minimalt. Dette ggres ved at undersgge de forskellige tilfaelde, der er
i algoritmen. Vi starter med at undersgge tilfaeldet hvor Ay # 0, Ay # 0 og
fi(z,y) < fo(x,y). Vi har da, at

f(l)(xay) = A1f0($7y) - A0f1(:c,y).
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I dette tilfelde har vi, at LM<(f)) = LMx(fo) og dermed folger z-
minimaliteten af fj(x,y) af, at fo(z,y) er z-minimalt.
Vi har ligeledes, at

fila,y) = fl(z,y) — AT fi(z,y).

Vi skal vise, at fi(x,y) er y-minimalt med hensyn til punkterne (z;,y;) hvor
i=1,...,(j +1). Dette gores ved modstrid og vi antager derfor, at f](z,y)
ikke er y-minimalt. Dette medfgrer, at der findes et y-minimalt polynomium

(x,y) med hensyn til punkterne (x;,y;) hvor i = 1,...,(j+1). Dette polyno-
mium f{'(z,y) har samme ledende monomium som fi(z,y), da der ma geelde,
at f1(z,y) < fi(z,y) sa altsa dy(f7) < dy(f]) = dy(f1) + 1. Da fi(z,y) er
y-minimalt kan f{(x,y) ikke kan have mindre grad end fi(z,y) og derfor har
de samme ledende monomium. Samtidig geelder det, at f{(z,y) # fi(x,y),
hvilket kommer af, at f{'(zj41,yj+1) = 0, mens fi(zj4+1,yj+1) # 0. Vi ved nu
fra lemma 3.15, at det er muligt at finde et h(z,y) som er en lineser kombi-
nation af fi(z,y) og f{(z,y), saledes, at h(xz,y) < fi(z,y) og vi ved derfor
ogsa, at h < fo(x,y). Det geelder ydermere for h, at det evaluere til 0 for alle
(4,9;) hvor i = 1,...,j hvilket er i modstrid med y-minimaliteten af fi(x,y)
eller z-minimaliteten af fo(x,y). Derfor ma antagelsen om at fi(z,y) ikke er y-
minimalt veere forkert. Et tilsvarende bevis kunne fores for fo(z,y) < f1(z,v).

Vi undersgger nu det tilfaelde hvor Ag = 0 og A1 # 0. I dette tilfeelde er
fo(x,y) uendret og er derfor stadig x-minimalt. Vi skal derfor blot undersgge
om

f{(m,y) = f{](w,y) - A({ilfl(xay)

er y-minimalt med hensyn til punkterne (z;,v;) hvor i = 1,...,(j+1). Hvis vi
antager, at f](z,y) ikke er y-minimalt, er det igen muligt at finde et f{'(z,y)
hvor f'(z,y) # fi(x,y), og hvor f'(x,y) og fi(z,y) har samme ledende mo-
nomium. Disse er igen ikke ens da f{(zj41,yj4+1) = 0 og fi(zj41,yj4+1) # O.
Det er nu muligt at lave en passende lineser kombination h(x,y) af fi'(x,y) og
fi(z,y) hvor der gaelder at h(z,y) < fi(x,y). Hvis LM< (h(x,y)) er pa formen
yqdy(h) eller h(z,y) < fo(z,y) vil det veere i modstrid med y-minimaliteten af
fi(z,y) eller z-minimaliteten af fo(x,y).

Antag derfor, at dette ikke er tilfseldet og dermed, at LM~ (h) er pa formen

g™ og h(z,y) A fo(x,y). Det ses sa, at h(zj11,yj41) # 0 da

h(xjq1,yj41) = f1(@j41, yj41) + Y 1 (@1, Yj41) = 0+ v f1(Tj41, yj41),
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hvor fi(zj11,yj41) # 0 og da fo(zjt1,yj+1) = 0 kan h(z,y) derfor ikke vaere
et multiplum under ® af fo(z,y).

Da h er pa formen gt ™ og fo(x,y) < h(z,y) kan vi finde et ¢ saledes, at
LM_ (h(z,y)) = LM< (27 ® fo(x,y)). Vi kan nu finde et polynomium A" (z,y)
som er en lineser kombination af h(z,y) og 7 ® fo(z,y), og hvorom der geelder
at h'(z,y) < h(xz,y). Hvis der for dette h”(z,y) geelder, at enten LM (h")

er pa formen y?™"" eller ' (z,y) < fo(z,y) vil det veere i modstrid med
y-minimaliteten af fi(x,y) eller z-minimaliteten af fy(x,y). Hvis dette ikke
er tilfeeldet laver vi pa samme made et nyt h®)(z,9) < h"(x,y) dette kan vi

forseette med til vi finder et polynomium h(x,y) som enten har LM< (h(z,y)) =

yqdy(h) eller h(x,y) < fo(z,y), som enten er i modstrid med y-minimaliteten af
fi(z,y) eller z-minimaliteten af fy(x,y).

Tilfeeldet hvor Ag # 0 og A1 = 0 kan vises pa samme made, og i tilfeeldet hvor
Ag =0 og A1 = 0 er der ikke noget at vise.

Vi har saledes vist, at polynomierne fo(z,y) og fi(x,y) lavet i algoritme 5
opfylder kravet om at veere bivariate lineariserede polynomier som evaluere
til nul for alle (z;,y;) hvor « = 1,...,7. De polynomier vi veelger mellem at
returnere er hhv. z- og y-minimalt og vi returnerer det af dem, som har lavest
grad. Vi har dermed opfyldt kravene til Q(z,y) polynomiet.

Hvis der er sendt et I-dimensionelt rum V' € K og der er modtaget et (I —p+1)-
dimensionelt underrum U af W foregar dekodningen pa folgende made.

e Kgr algoritme 5 pa en basis for U for at finde et bivariat lineariseret
polynomium Q(z,y) = Q(z) + Qy(y) af minimal (1, %k — 1)-veegtet grad
som evaluerer til nul over hele rummet U. Hvis et sadant polynomium
ikke har bade en Q(x) og en Q,(y) del, returner “Fejl”.

e Kor algoritme 4 med (—Q(z), @y (z)) som input for at finde et linearise-
ret polynomium f(z) som har den egenskab, at —Q.(z) = Qy(z) ® f(z).
Hvis et sddan polynomium ikke kan findes returner da “Fejl”.

e Returner polynomiet f(z) som informationspolynomiet, der korrespon-
derer til kodeordet V € K, hvis d(U, V) <l —k+ 1.

Tidskompleksiteten af denne procedure er domineret af algoritme 5 som har
en kompleksitet pa O((I +m)?) i Fym [12].
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Lad os nu bevaege os videre og se et eksempel pa dekodning.

Eksempel 3.18:

Lad os prgve at dekode de koder, som vi genererede i eksempel 3.11. Vi benyt-
ter den samme oversaettelse mellem potenser af variablen s som i tabel 3.1.
Indkodningen genererede disse vektorer.

a | 10100000
b | 00110010
c | 01000101
d | 11111010

I henhold til teorien skulle vi veere i stand til at rette op til en enkelt fejl
eller sletning. Lad os antage, at outputtet fra netveerket er de folgende vek-
torer, som er linesert uafheengige kombinationer af indkodningsvektorerne og
som udspaender vektorrummet U. I transmissionen er der blevet introduceret
en enkelt bitfejl, som er markeret.

a+b | 10010010
c 01000101
a+d | 01011010
b+d | 11001001
a-+c | 11100101

Vi har sdledes modtaget er rum af dimension 5, hvor de 4 af dimensionerne er
de samme som i det sendte rum, der er derfor ingen sletninger og p = 0. Til
gengald er der en fejlvektor og derfor er ¢t = 1.

Vi opdeler vektorerne i fglgende vektorpar.

1 | 1001 =1+ s || y1 | 0010 =52
zo | 0100 =5 Yo | 0101 =s+4+53 =357
x3 | 0101 = s+ s3 9 | y3 | 1010 =1+s> =58
84
S

g [ 1100 =1+s ys | 1001 =143 =
x5 | 1110 =1+ s+ s> 01 ys | 0101 =545 =5

Vi er nu klar til at begynde at interpolere for at finde det lineariserede bivariate
polynomium Q(z,y) = Q.(z) + Qy(y) af minimal (1, k — 1)-veegtet grad.
Vi starter med at saette polynomierne fy og fi til fglgende veerdier.

fO (SC, y) =T

hilzy)=y
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Vi interpolerer med vektorparrene et efter et. Forst (x1,y1)

Ao = fo(z1,y1)

_ g4

Ay = fi(z1,y1)

252

Da hverken Ag eller Aj er nul, beregner vi den (1, k — 1)-vaegtede grad af hvert
af polynomierne, som er givet ved formlen

degy p—1(f(z,y)) = max{d,(f),k — 1+ dy(f)}.

Sa
degi k—1(fo) = degi k-1 (1’20>
=max{0,3— 14 (—o0)}
=0
og

deg1 k—1(f1) = degi k1 (yQO)
= max{(—00),3 — 140}
= 2.
Vi fortsaetter i det tilfeelde, hvor degi x—1(fo) < degi x—1(f1).

fO(xvy) = fOQ(xa y) + A0f0($ay)
=22 + sty

filz,y) = A1 fo(z,y) + Ao fi(z,y)
= 5%z +s'ty
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Vi interpolerer for det naeste vektorpar (z2,y2).

Ao = fo(w2,y2)
=52 +s's
=s2+1

A1 = fi(ze,y2)

= s%s + slg?

_ B8
BRE!
Da hverken Ag eller A; er nul beregner vi igen den (1, k — 1)-veegtede grad af
hvert af polynomierne.
Sa
degi k—1(fo) =1
0og
degi p—1(f1) = 2.
Vi fortsaetter i det tilfeelde hvor degy k—1(fo) < degi k—1(f1)-

fo(z,y) = (22 + s12)? + s8(2? + s*2)
=2t + B2 + B+ 5T
=2t + 3%+ 5"

fi(z,y) = sB3(2® 4 s'z) 4+ s5(s2x + s'1y)
— 51322 4 5125 4 5100 1 5Ty
= sB2? + Bz + s7y

Vi interpolerer for det naeste vektorpar (x3,ys).
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Ao = fo(zs,y3)
— () 4 (%)% + 57
=s0+s0+5
=35

Ay = fi(x3,y3)
= s13(s7)? + 557 + 57
=s+s'2+1

286

Da hverken Ag eller A; er nul beregner vi igen den (1, k — 1)-veegtede grad af
begge polynomier.
Sa
degi k—1(fo) =2
og
deg k—1(f1) = 2.
Vi fortseetter i tilfeeldet hvor degy x—1(fo) < degi k—1(f1)-

fo(z,y) = (' + 322 + s72)? + s(z + 32 + s7x)
=8 + $Oat 4 12 + szt + sia? + Sz
=% 4 sthat 4 %22 + s8¢

filz,y) = 8@t + s32% + s7x) + s(s132? + 3z + 57y)
= s%2* + %2 + B 4+ Mt + st + 58y

= 2% + st2? + sta + ssy

Vi interpolerer for det naeste vektorpar (x4,ys).
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Ao = folza,y4)
— (54)8 + 811(84)4 4 89(54)2 + 8854
=5+ 5% + 57 4 52
=0

A1 = fi(za, ya)
— 86(84)4 +S4(S4)2 —|—811$4 +88814
=s" +s2+1+5
_

Da Ag er nul opdaterer vi kun fi.

fo(z,y) = 2® + stat + s%2% + 8z

filz,y) = (36$4+54x2 +311x+58y)2 +811(56$4+54x2 +sllx+58y)
= 5228 + Bat 4+ sTa? + 3y2 + %2t + 2% + 5Tz + s4y
=528 4ot 4 %22 + 57w+ sy? + sty

Vi interpolerer for det naeste vektorpar (x5, ys).

Ao = fo(zs,y5)
_ (510)8 + 511(510)4 + 59(310)2 + 8510
=+ +sl44 463
= 57
Ay = 812(810)8 + (510)4 + 89(810)2 4+ 57510 4 5(59)2 1 ogtg?
=52+ sV p st 4?4t 418
=0

Da A er nul opdaterer vi kun fy.

folz,y) = (28 + sMat + %% + %2)% + 57 (2® + s'la? + %22 + %)
=210 4 sTa® 4 3t fsa? 5T + et Fsa? 4a
=% 4z

Filz,y) = s122% + 2t + %2 + sTa + sy? + sy
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Vi har nu interpoleret med alle vores vektorpar og beregner nu den endelige
(1, k — 1)-veegtede grad af de to polynomier.
Sa
degy k—1(fo) =4
0g
degy r—1(f1) = 3.
Da degi —1(f1) < degi k—1(fo) skal vi returnere fi(x,y), sa

Qz,y) = sP2a8 + 2t + %22 + sTx + sy® + sy

Vi gnsker nu at finde det lineariserede polynomium f(z) i ligningen

Qy(z) ® f(z) + Qz(z) = 0.

Dette kan ggres ved at beregne RDiv(—Qg(z),Qy(x)), hvilket i dette tilfeelde
er RDiv(s'228 4+ 24 + s922 + 57z, 522 + s'a).
Vi initialiserer algoritmen med de to polynomier, kvotienten og resten.

a(z) = s + 2t + %22 + 5z

b(z) = sz? + sz

q(x) =0 r(z) =0;
Vi beregner graden af polynomierne.

e =deg(b(z)) =1 d=deg(a(z))=3.

Da graden af a(x) er stgrre end graden af b(z) (d > e) udfgrer vi divisionen.

ag = LC(a(x)) = s'2 b, = LC(b(z)) = s
t(x) = (812>8$4 = 134

S

Vi opdaterer a polynomiet og kvotienten

q(z) = q(2) + t(z) = 5"

a(x) = a(z) — b(z) @ t(z)
= (s2% + 2t + 5% + sTx) + (s(s"P2h)? + st (sP2t))
12,8 A 902y (T 128 (204

=824 + 22 + s
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Vi beregner graden af det nye a(z).
d=2.

Da vi stadigvaek har d > e udfgrer vi divisionen igen.

ag =5 b.=s
8
22

() = <38

S

_gl12

Vi opdaterer a(z) og kvotienten

q(x) = Pt 4 s'ta?

a(z) = (8zh + %22 + s7x) + (s(sMa?)? + s1(s'12?))
= 821 + 5922 + s + Bt 4 22

= sz + s’z

Vi beregner graden af a(x).
d=1.
Da stadig d > e udfgrer vi divisionen.

ag =5 be=-s

t(z) = (‘i)g x = 5322

Vi opdaterer a polynomiet og kvotienten

q(z) = 52" + sMa? 4 s%2?

a(z) = (s"2% + s7z) + (s(s32?)? + s*(s%2?))
=s"2? +sTx 4+ sTxt 4 5T
=0

Vi beregner graden af a(x).
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Da graden af a(x) nu er strengt mindre end graden af b(x) kan vi ikke dividere.
Vi seetter r(z) = a(x) og returnerer kvotienten og resten.

(q(x),r(x)) = (513334 + sMa? + 5322 0)
Proceduren returnerer polynomiet
szt 4+ sMa? + s322 = (1,0,1, 1)z + (0,1,1,1)z2 + (0,0,0, 1)z,

hvilket afslutter dekodningen. Koefficienterne er beskedvektorerne og vi kan se,
at koefficienterne (0,0,0,1),(0,1,1,1),(1,0,1,1) er de samme, som vi valgte da
vi lavede indkodningen. Vi har derfor dekodet beskeden korrekt og samtidig
rettet en fejl.

Der er tre mulige steder vi kan indse, at dekodningen er forkert. Det fgrste sted
er efter interpolationen. Hvis vi far et polynomium ud, hvor y ikke indgar i
nogen led, kan vi ikke dekode. Det andet sted er efter divisionen. Hvis der er en
rest er dekodningen forkert. Til sidst kan vi se, at hvis antallet af koefficienter
i vores endelige polynomium ikke svarer til det antal beskeder vi forventer, sa
er dekodningen forkert.

Lad os betragte et eksempel, hvor vi ser at hvis en vektor er fejlbehaeftet er
det lige meget hvor mange bit der er fejl i - det teeller stadig kun som en fejl.

Eksempel 3.19:

Lad os endnu en gang forsgge at dekode koderne genereret i eksempel 3.11.
Husk, at vi kan rette en fejl eller sletning.

Indkodningen genererer disse vektorer.

a | 10100000
b | 00110010
c | 01000101
d | 11111010

Lad os antage, at vi modtager fglgende vektorer. Der er i transmissionen sket
tre bitfejl i den tredje vektor, hvilket vi markerer.
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a+b | 10010010
¢ 01000101
a+d | 01011010
b+d | 10001101
a-+c | 11100101

Interpolationen giver polynomiet s'22® + s82% + s722 + sy?, hvilket dividerer
til beskederne (1,0,1,1),(0,1,1,1),(0,0,0,1). Denne dekodning er korrekt.
Vi ser altsa, at ligegyldigt hvor mange bitfejl, der er sket i den samme vektor
teeller det kun som en fejl.

wa

Eksemplet viser altsa, at flere bitfejl i samme vektor kun teeller som en fejl.
Dette er logisk, hvis vi taenker pa, at en bitfejl i en vektor svarer til at miste
den oprindelige vektor og fa en ny med fejl. Det betyder altsa, at hvis der sker
en bitfejl i en vektor, som allerede er fejlbehaeftet svarer dette til at miste en
fejlvektor og fa en ny fejlvektor, dette ggr altsa ingen forskel.

Lad os nu betragte et andet eksempel, der vil vise os hvilke implikationer en
enkelt bitfejl kan have pa vores mulighed for at dekode.

Eksempel 3.20:

Lad os igen prgve at dekode koden, som vi genererede i eksempel 3.11. Husk
at vi i folge teorien kan rette en fejl eller sletning.

Indkodningen genererer disse vektorer.

a | 10100000
b | 00110010
¢ | 01000101
d | 11111010

Lad os antage, at vi har faet fglgende vektorer ud af netveerket - disse er li-
neaxre kombinationer af vektorerne fra indkodningen. Der er ikke introduceret
hverken fejl eller sletninger.

a+b | 10010010
c 01000101
a+d | 01011010
a+c | 11100101

Interpolationen returnerer polynomiet s8z*+s*z2+ stz +s8y, hvilket divideres
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til beskederne (1,0,1,1),(0,1,1,1),(0,0,0,1). Denne dekodning er tydeligvis
korrekt.

Lad os nu antage, at vi modtager fglgende tre vektorer, hvilket er de samme
som fgr, men den tredje er forsvundet. Dette er en sletning.

a+b | 10010010
¢ 01000101

a+c | 11100101

Interpolationen returnerer polynomiet s'0z% 4 s%22 4+ + 52y, hvilket dividerer
til beskeden (1,0,1,1),(0,1,1,1),(0,0,0,1). Dette er tydeligvis korrekt deko-
det.

Lad os nu antage, at vi modtager fglgende fire vektorer. Det er de samme som
de fgrste fire vi betragtede, men der er sket en fejl i den tredje.

a+b | 10010010
¢ 01000101
a+d | 01011011
a+c | 11100101

Interpolationen returnerer polynomiet 28 +s'924 +s22 45024y, hvilket divide-
rer til beskederne (1,0,0,0),(1,1,1,0),(0,1,0,0),(1,1,1,0). Denne dekodning
er helt tydeligt forkert - vi forventer kun tre beskedvektorer.

Selvom vi kun introducerede en enkelt fejl kan vi altsa stadig ikke dekode. Det-
te sker fordi denne fejl repraesenterer bade en fejl, men ogsa en sletning. Nar
der sker en fejl svarer det til, at vi mister en rigtig vektor og far en ny forkert
vektor. Det er ikke altid sadan, at det at miste en vektor medfgrer en sletning,
idet vi kan have andre vektorer, som udspsender den samme dimension, som
den vektor vi har mistet. I dette tilfeelde er der dog ikke andre vektorer, som
udspaender samme dimension, hvorfor det at miste denne vektor medfgrer en
sletning. Vi har altsa bade en fejl og en sletning og kan ikke dekode. Dog ser
vi af det foregaende, at hvis bare vi kunne fa slettet den tredje vektor ville vi
kun have en sletning, og derfor veere i stand til at dekode. Det kan derfor vaere
muligt, at veelge delmaengder af k = 3 vektorer, prove at dekode disse og se
om vi pa den made kunne lgse dekodningsproblemet.
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En enkelt bitfejl kan altsa have stor indflydelse pa muligheden for at dekode.
Det er dog meget vigtigt at bemaerke, at selvom en bitfejl sker tidligt i netvaer-
ket og derfor kan sprede sig til andre vektorer, sa giver dette ikke flere fejl i
tilfeeldet hvor vi bruger Kétter-Kschischang koder. Dette skyldes, at efter der
er sket en fejl udspaender vi et nyt (forkert) underrum. Det betyder, at hvis vi
laver linearkombinationer af vektorerne vil vi fortsat udspsende dette vektor-
rum, og altsa ikke introducere flere fejl. Dermed er der altsa ingen mulighed for
fejlpropagering i netveerket, hvilket er meget vigtigt i netveerk, hvor vektorerne
kombineres meget.

Som vi sa i eksempel 3.20 kan en enkelt bitfejl medfgre, at der sker bade en
sletning og en fejl. For at undga, at dette er tilfeeldet kan man lave en ek-
stra indkodning inden vektorerne sendes ud pa de forskellige kanter. Vi starter
derfor med inden vi sender, at indkode vektorerne med en lineser kode. Modta-
geren skal nu blot starte med at dekode de enkelte vektorer, der modtages. Da
det er en lineser kode, der benyttes, kan man dekode selvom de modtagende
vektorer er linearkombinationer af de sendte vektorer. Hvis der nu sker fejl
undervejs i netvaerket vil de linesere koder kunne rette de enkelte bitfejl, der
er sket, og underrumskoderne vil sa veere i stand til at tage sig af de sletninger
der muligvis er sket. Hvis en vektor ikke fejlkorrigeres korrekt i henhold til den
linezere kode, altsa hvis der er sket for mange fejl, kan vi stadig risikere at den
genererer fejl i Kotter-Kschischang koden. Hvis man derfor ikke kan dekode
Kotter-Kschischang koden vil det veere gavnligt, at betragte de vektorer, som
blev fejlkorrigeret i henhold til den linesere kode som sletninger, evt. en eller
flere af gangen, og se bort fra den/dem nar underrumskoden skal dekodes. Geil,
Foshammer og Neve-Graesbgll har skrevet om dette i en artikel [6].

Lad os betragte et eksempel.

Eksempel 3.21:

Vi betragter igen koderne, som blev genereret i eksempel 3.11 og vi kan derfor
rette en fejl eller sletning.

Indkodningen med Ko6tter-Kschischang koder genererer disse vektorer.

a | 10100000
b | 00110010
¢ | 01000101
d | 11111010

Lad os nu indkode disse vektorer med Hammingkoder. For en gennemgang af
Hammingkoder se Justesen og Hgholdts bog om emnet [11].
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Da vores beskeder er pa 8 tegn valger vi en (12,8)-kode. Vi konstruerer vores
matricer saledes, at vi kan rette en fejl. Lad os lave matricen D, sa

0110
0 011
01 01
01 1 1
b= 10 01
1 0 1 1
11 01
L1 1 1 1]
Vi har da generatormatricen
(10 000 OO O0OO0OT1T1 017
010000O0O0O0OO0OT11
001 00O0O0O0O0OT1O01
0001 0O0O0O0O0ODT1T1TI1
G={D)= 000010O0O0T1TO0O01
0 000O0OT1TO0O0T1TQO0T1T1
0000O0OO0O1O0OT1TT1O0?1
L0 0 00O0O0O0T1TT11 11|
og paritetstjekmatricen er
000011111000
101100110100
_ T _
H=(D".1I)= 110101010010
011111110001

Vi kan nu indkode vores vektorer saledes, at

a | (10100000)G = 101000000011
b | (00110010)G = 001100101111
¢ | (01000101)G = 010001010111

d | (11111010)G = 111110100011

Vi antager nu, at vi har lavet de samme linearkombinationer, som i eksempel
3.20, og at vi har faet den samme fejl. Vi har altsa fglgende vektorer ud af
netvaerket.
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a+b | 100100101100
¢ 010001010111
a+d | 010110110000
a+c | 111001010100

Vi skal nu foretage syndromdekodning pa disse vektorer for at rette eventuelle
fejl. Der eksisterer 21278 = 16 sideklasser og vores syndromer er 12 — 8 = 4
bit lange. Sideklasselederen er det ord med mindst vaegt, som kan give det
opstillede syndrom, nar sideklasselederen seettes ind som r i Hr”.

Vi har fglgende sammenhaeng mellem syndromer og sideklasseledere.

syndrom = HrT | Sideklasseleder (fejlfunktion)
(0000)” (000000000000)
(0110)T (100000000000)
(0011)7 (010000000000)
(0101)T (001000000000)
(0111)” (000100000000)
(1001)T (000010000000)
(1011)” (000001000000)
(1101)7 (000000100000)
(1111)” (000000010000)
(1000)T (000000001000)
(0100)T (000000000100)
(0010)T (000000000010)
(0001)T (000000000001)
(1010)” (010010000000)
(1100)T (010000010000)
(1110)7 (100000001000)

Alle sideklasselederne med et 1-tal er entydige, svarende til den ene fejl vi kan
rette. For hver modtagne vektor skal det galde, at hvis vi finder dens syndrom,
s& skal det veere (0000)7 ellers er der sket fejl i denne vektor. Hvis der er sket
fejl finder vi sideklasselederen for det syndrom vi far og treekker denne fra
vektoren for at fa den rettede vektor.
Lad os nu fejlkorrigere vores vektorer.
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a+b | H(100100101100)" = (0000)”
c H(010001010111)" = (0000)”
a+d | H(010110110000)" = (1111)"
a+c | H(111001010100)T = (0000)*

Vi kan se, at den tredje vektor er fejlbehaeftet, som forventet. Vi korrigerer
derfor i henhold til syndromet, sa

010110110000 — 000000010000 = 010110100000,

hvilket giver H(010110100000)” = (0000)”. Vi har nu korrigeret fejlen, og som
det ses er vi nu tilbage ved vektorer uden fejl, hvilket betyder, at vi kan dekode
med Kotter-Kschischang, som i eksempel 3.20.

Vi forlader her Kotter-Kschischang koderne. Som vi har set er disse meget
robuste overfor at beskeder forsvinder i netvaerket, men de er til gengeeld for-
holdsvis sarbare overfor bitfejl i enkelte beskeder. Bitfejl kan ikke sprede sig
til andre beskeder og pa den méade gore mere skade, men de kan til gengseld
medfgre sletninger, hvilket ggr det sveert at dekode.
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Kapitel 4

Lineazer netvaerkskodning i
generelle
netvaerkskodningsproblemer

Vi vil nu bevaege os fra multicast netvaerkskodningsproblemer videre til gene-
relle netvaerkskodningsproblemer, men fgrst vil vi benytte de veerktgjer, som
vi fik i kapitel 2, til at lave to seetninger, der endeligt knytter lgseligheden af
et multicast netveerkskodningsproblem til veerdien af transferpolynomiet.

Seetning 4.1:

Et multicast netverkskodningsproblem er lgseligt hvis og kun hvis det tilhgrende
transferpolynomium er ikke-nul. Hvis multicast netverkskodningsproblemet er
loseligt er det garanteret at lineere koder er tilstreekkelige for alle legemer Iy,
hvor q > |R|.

Bevis:

For at et multicast netveerksproblem kan veere lgseligt ma der eksistere et
flow af storrelse h til alle modtagere ifglge seetning 1.3 side 7. Vi har da “kun
hvis”-delen fra seetning 1.10 side 15. For at vise “hvis”-delen antager vi, tran-
ferpolynomiet er ikke-nul. Ifglge saetning 1.10 eksisterer der sa flows af stgrrelse
h til alle modtagere. Da der er ikke er nogle variable, der kan forekomme med
en grad hgjere end |R|, ved vi fra korollar 2.45 side 43, at der eksisterer en
ikke-nul lgsning hvis stgrrelsen af legemet er storre end |R|.
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Seetning 4.1 kan uden videre sammensaettes med seetning 1.10 og give folgende
seetning.

Seetning 4.2:
Et multicast netverkskodningsproblem er lgseligt hvis og kun hvis der eksisterer
et flow af storrelse h til alle modtagerne.

Lad os nu endeligt forlade multicast netvaerkskodningsproblemer og bevaege os
videre til generelle netvaerkskodningsproblemer. Vi vil forsgge, at na frem til
en saetning, som tilsvarer seetning 4.1 for generel netvaerkskodning.
Vi betragter nu et generelt netvaerkskodningsproblem, med netvaerk G og en til-
faeldig maengde forbindelser C. Vi fokuserer pa linezer netvaerkskodning, hvilket
betyder, at vi kan lave preaecise udtalelser omkring et antal netvaerkskodnings-
problemer.
For, at maengden af forbindelser (og dermed netveerket) kan veere lgseligt skal
vi sikre fglgende to ting, for det forste skal der veere stort nok flow til alle for-
bindelser og for det andet ma der ikke veere forstyrrende interferens fra andre
forbindelser.
Vi gnsker i hgj grad at benytte den samme teori, som vi gjorde i afsnit 1.2.
Den store forskel er bare, at i modsaetning til multicast netvaerkskodning
Da vi ikke gnsker, at modtage alle beskeder i alle modtagere gnsker vi at re-
definere B(")-matricen saledes, at vi ikke behgver regne pa de dele af transfer-
matricen, som derfor ikke interesserer os. Vi definerer nu saledes, at for r € R
lad B(") vaere en |E| x h-matrix saledes, at

B _ { bl(-;) hvis i € ind(r) og X; € D(r)

i 0  ellers.

Dette sikrer, at vi kun far de dele af transfermatricen, som er relevante. Det
eneste nye i definitionen er kravet om X; € D(r). Dette skyldes, at der nu
ikke leengere er tale om et multicast netveerkskodningsproblem. Den samme
definition kunne veere brugt ved multicast netvaerkskodningsproblemer, idet
det nye krav i den situation ikke ville have gjort nogen forskel.
Lad os betragte et eksempel, der kan illustrere brugen af transfermatricen til
at afggre om et netveerkskodningsproblem er lgseligt.

Eksempel 4.3:
Lad et netveerk G veere givet som pa figur 4.1.
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Figur 4.1: Netverk G

Vi forestiller  os, at vi vil have  fglgende  forbindelser
€ = {(vr, 01, {X{", XEVY), (03,0, { X1, X5}

Vi konstruerer nu matricerne A og F' pa samme made, som vi ville have gjort
hvis vi havde skullet lgse et multicast netveerkskodningsproblem og matricerne
B for alle r € R, efter vores nye definition. A er i dette tilfselde en 4 x 9-
matrix, sa

aip ai2 ais 0 0 0 0 0O

A . asy a272 a273 0 0 0 0 0O
0 0 0 as4 ass 00 0O

0 0 0 a474 a4.5 0 0 0O
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F er en 9 x 9-matrix, sa

700000 0 0 fig fio]
00000 O for 0O O
00000 fzgge 0 0 O
00000 fag O 0 0
F=[00000 0 0 fss fs0
00000 O for O 0
00000 0 0 frg fro
00000 O 0O 0 O
L 00000 O 0 0 o0 |
B(4) og B(6) er 9 x 4-matricer, sa

0 0 0 07 00 0 0

bo1 b22 0 O 00 O 0

0 0 00 00 0 0

0 0 00 00 0 0

B =1 0 0 00 B =100 0 0

be1 bea 0 0 00 0 0

0 0 00 00 0 0

0 0 00 0 0 bgs bsa

L 0 0 0 0] [ 0 0 bos Do

Vi er nu klar til at beregne de to transfermatricer M) = A(I — F)~1B®1)
og M) = A(I — F)~'B(6) som er 4 x 4-matricer.

ai2ba1 +ai3f36b61 ai2b22 +aisfzebsz 0 0
) ag b1 + az3f3ebe1  az2bao + azzfiebe2 0 0
a3,4f1,606,1 a3,4f1,6b6,2 0 0
a4.4f1,6b6.1 a4.4f1,6b6,2 0 0

0 0 MY MY

oo | 00 %) a

0 0 Mm% M|
0 0 MY MY

)
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hvor indgangene i M (¥6) er givet ved

Ml(vgf =(a1,1fi8 +aiaforfrg +ai13fseferfrs)bss+
ai,1fi0 +ai2forfro +aisfseferfr9)bos

a1,1f1,8 + a12f2.7fr.8 + a1,3f3.6f6,7f78) bgat
ar1fr9 +ai2ferfro+aisfseferfro)boa
)
)
)

(
(
(
= (a2,1f1,8 +az2fo7fr8 + a23f36f67f78)bs 3+
(a2 f1,9 + a2 forfro +assfseferf7.9) 03
(a2 f1,8 + az2fo7fr8 + az3fs6fe7f7.8)bsat
(

(

(

(

(

(%‘
(%‘

az1f1,0 + asaforfro + azsfsefe,rfr9)boa
azafaeforfr8 + a3sfs8)bs3+ (azafaeferfr0+ assfs9)0bo3

(
My

bg 4

(Ue
(v6
(UG

)
azafaecforfrs +assfsg)bsa+ (a3 afaeferfro+ aszsfso)
agafaeforfr8 + assfss)bs3+ (asafaeferfro+ assfs9)bo3

) ( )

asafaeforfre + aasfs8)bga+ (asafaeferfr9+ assfs9)by.a.

Transfermatricerne er h x h-matricer, hvor h er antallet af beskeder og det
geelder, at indgang Mi(;) bestar af alle mulige veje fra afsenderen af X; til
modtageren r, som gnsker X;. Det betyder, at det ikke for alle indgange er
den samme besked, der afsendes og gnskes modtaget, hvilket betyder, at det
ikke er hele transfermatricen, det umiddelbart er relevant at fortolke algebraisk
pa.

Som tidligere gnsker vi, at determinanten af den matrix, som svarer til de
beskeder, der gnskes modtaget, skal veere ikke-nul. Dette betgd i multicast,
at vi gnskede at tage determinanten af hele transfermatricen, men nu betyder
det, at vi skal udtage en delmatrix af transfermatricen og betragte dennes
determinant.

Da vi har ordnet beskederne ens i A og B(") matricerne betyder dette, at de
ogsa er ordnet ens i bade raekker og sgjler af transfermatricen. Vi gnsker derfor
at udtage en delmatrix, som defineres af de beskeder, som modtageren gnsker,
hvilket er det samme for rackker og sgjler. Da vi har valgt vores B(") matrix
smart betyder dette samtidig, at denne delmatrix defineres af hvilke sgjler i
transfermatricen, som har ikke-nul indgange og de tilsvarende rakker.

Det betyder, at for modtager v, udtager vi matricen
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Ml(vf) M1(,1}24) _ [ ai2ba1 +a13f36b6,1  a12b22 + a13f36b6 2
MQ(”f) MQ(U;) az2ba1 +az3f3ebs1  az2b22 + az3f36ebe2

og for modtager vg udtager vi matricen

My My
My My

Vi gnsker nu, at determinanten af disse to matricer skal veere ikke-nul, for at
sikre, at de gnskede beskeder kommer frem. Dette betyder, at der er et stort
nok flow mellem afsender og modtager, hvilket vi ifglge seetning 1.5 side 8 ved
kraeves for at netvaerket kan lgses. Samtidig gnsker vi, at alle andre indgange
i de to transfermatricer skal vaere 0, for at fjerne stgj.

Vi far nu fglgende ligningssystem

MY - My — Mgt M # 0

Mgy MY - My Mg £ 0
My =0, My =0, MY =0, My =0
MY =0, MY =0, M%) =0, M"Y =0

Hvis der findes en lgsning til dette ligningssystem er netveerket lgseligt. Ellers
er netveerket ikke lgseligt.
I dette tilfaclde er netveerket ikke lgseligt. Vi kan opfylde ligningerne M?Ej]f) =0,
Mév;) =0, Mﬁ)f) =0 og M&‘l) = 0 pa tre forskellige mader. Enten er fi6 =0
eller azy4 = 0 og asq = 0 eller bg1 = 0 og bgo = 0. I alle tre tilfeelde far
vi, at Mé?’f) . Mivf) - Zﬁf) : Méfﬂf) = 0, hvilket betyder netveerket ikke kan
lgses. Bemaerk her, at dette ikke skyldes en mangel i lineser netvaerkskodning,
netveerkskodningsproblemet kan reelt ikke lgses med nogen kodningsstrategi
ifolge Kotter og Médard [13].

»e

Vi ser altsa, at vi ud fra transfermatricerne kan sige om et netvaerkskodnings-
problem er lgseligt eller ej. Dette kan samles til fglgende seetning.
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Saetning 4.4:

Lad et acyklisk lineert netvaerkskodningsproblem (G,C) vere givet og lad for
alle r € R geelde, at M) er transfermatricen for modtager r. Netverket har
en lineer losning hvis og kun hvis der eksisterer en verditildeling til alle a; ;,
fij og b;j saledes, at

1. Huis vi har D(r) = {X;,,..., X, } skal matricen

M(T) M(T) M(’")

11,81 i1yda 11,0 (r)
(r)

(r) _ Miz,h

My’ = '

A

L 7;1/(1”) i1 .

veere en ikke-singuler v(r) x v(r)-matriz.

2. MZ(;) = 0 for alle par af beskeder (X;, X;), hvor X; ¢ D(r) eller X; ¢
D(r).

Bevis:

Antag, at netveerket har en veerditildeling, som opfylder de to betingelser.
Betingelse 2 sikrer, at der ikke er nogen interferens ved modtageren. Desuden
kan enhver modtager ud fra matricen i betingelse 1 finde de gnskede beskeder,
hvilket folger af seetning 4.1. Dette viser den ene vej.

Antag nu, at en af betingelserne ikke er opfyldt.

Hvis betingelse 1 ikke er opfyldt er der ikke nok flow til en given modtager og
vi kan da ifglge saetning 1.5 ikke lgse netvaerkskodningsproblemet.

Hvis betingelse 2 ikke er opfyldt er maengden af beskeder Z(r) i en modtager r
en blanding af beskeder og interferens, idet vi har nogle ugnskede beskeder pa
en eller flere kanter i ind(r). Dette betyder, at modtager r ikke har mulighed
for at skelne mellem de gnskede beskeder og interferens, og derfor ikke kan
reproducere D(r) og dermed er netveerket ikke lgseligt.

Vi har altsa nu preecise betingelser for hvornar et netveerk er lgseligt. Det er
dog en langtrukken opgave at tjekke betingelserne, for det kreever at der skal
findes frem til en veerditildeling, som opfylder betingelserne. Vi betragter en
algebraisk tilgang til dette og lader i det fglgende alle variablerne veere samlet

i¢&={a1,...,ai fi,..., f5,b1,..., b }. Lad g1(), g2(§), - - ., gr (§) veere alle de
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indgange i alle M ("), som skal veere nul for at opfylde betingelse 2 i saetning

4.4. Vi betragter nu idealet, som genereres af ¢g1(§), g2(§), - - -, g (§) og noterer
dette ideal som I(g1,92,---,9K)-

Seetning 4.5: B
Idealet 1(g1, g2, .-, gK) er et egentligt ideal for F2[€] hvis og kun hvis vi kan
finde en verditildeling for &, som opfylder betingelse 2 i setning 4.4.

Bevis:

Vi starter med at vise “kun hvis”-delen og antager at vi ikke kan lave en veer-
ditildeling, der opfylder betingelse 2 i ssetning 4.4. Det betyder at varieteten af
idealet er tom, og ifslge Hilberts Nullstellensatz 2.39 side 41 er idealet dermed
uegentligt.

Lad os nu vise “hvis”-delen og antager, at vi har en veerditildeling, der opfylder
betingelse 2 i seetning 4.4. Vi har dermed et nulpunkt og altsd en varietet af
idealet, som er ikke tom. Ifslge Hilberts Nullstellensatz 2.39 er idealet egent-
ligt.

For at opfylde betingelse 1 lader vi hy(€), ha(€),. .., hr(€) veere determinan-
terne af Mg ) matricerne. Disse skal veere forskellige fra 0. Vi introducerer
en variabel & og betragter funktionen 1 — &, H{;l hi(€). Vi kalder idealet
I(g1(€),92(&), ..., gx(£),1-& Hf’zl h;(€)) for idealet for det linezere netveerks-
kodningsproblem og noterer det Ideal((G,C)). Den algebraiske varietet, som

er associeret med Ideal((G,C)) noteres Var((G,C)) og er givet ved

Var((G,C)) = {(x1,z2,...,25) € F" | g(z1,22,...,25) =0
for alle g € Ideal((G,C))}.

Vi relaterer nu lgseligheden af et linesert netveerkskodningsproblem til variete-
tens stgrrelse.

Saetning 4.6:

Lad et lineert netverkskodningsproblem (G,C) vere givet.
Netverkskodningsproblemet er loseligt hvis og kun hvis Var((G,C)) er ikke-
tom og dermed, at idealet Ideal((G,C)) er et egentligt ideal af F[&o,&], altsd

Ideal((G,C)) C Fa[&,&].
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Bevis:

Antag forst at idealet Ideal((G,C)) er et egentligt ideal af Fa[¢o,£]. Hil-
berts Nullstellensatz 2.39 giver sa, at varieteten af I er ikke nul. Altsa
V(Ideal((G,C))) # 0, hvilket betyder, at Var((G,C)) # (), da polynomierne i
idealet har feelles nulpunkter. Det betyder, at vi kan finde en veerditildeling til
€ og & saledes, at betingelse 2 i seetning 4.4 er opfyldt Ydermere vil vi for alle
lgsninger i varieteten Var((G,C)) have, at {n # 0 og l_[Z Lhi(€) # 0, da vi ellers
ville have 1 som generator i idealet, og derfor ville Ideal((G,C)) = Fa[&o, €],
hvilket er i modstrid med antagelsen. Vi har dermed, at betingelse 1 i seetning
4.4 er opfyldt og ethvert element i V (Ideal((G,C))) er en lgsning til det linesere
netveerkskodningsproblem.

Omvendt antag nu, at Ideal((G,C)) = Fa[¢o, £, altsa idealet er uegentligt. Det-
te betyder ifslge seetning 4.5, at ingen veerditildeling opfylder betingelse 2 i
seetning 4.4.

Dette viser ssetningen. Vi ser desuden, at hvis vi for en Igsning til netveerkskod-
ningsproblemet valger en passende veaerdi for £y, sa vil varieteten Var((G,C))
altid veere ikke-tom.

Ved brug af ssetning 4.6 har vi reduceret spgrgsmalet om et netvaerkskodnings-
problems lgselighed til at spgrgsmal om at bestemme hvorvidt dets varietet er
tom eller ej. Vi kan besvare dette spgrgsmal ved at benytte Buchbergers algo-
ritme 3 til at finde en Grobnerbasis for idealet Ideal((G,C)). Det er velkendt, at
Grobnerbasen for et ideal indeholder 1 hvis og kun hvis den tilsvarende varietet
er tom.

Lad os nu omsatte teorien til et eksempel.

Eksempel 4.7:
Betragt igen netvaerkskodningsproblemet fra eksempel 4.3. Vi har altsa netvaer-
ket i figur 4.1 og forbindelserne C = {(v1,va, { X7, X3'}), (v2,v6, { X712, X352 }) }.
Fra eksempel 4.3 har vi ligningssystemet
M(v4) M2(v24) M(j}14) . Ml(,v24) £0
M?Evo) M(vs) Mij};) 'M?E,Uf) £0
My =0, My =0, MY =0, M%) =0
M =0, MY =0, MY =0, M} =o0.
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Dette betyder, at vi har

L
Ideal((G,C)) = 1(g1(€), 92(E), -, gxc (€), 1 = [ [ ha(€))
i=1

= (M, M) M, ) Ml M ) Y
= (Y vy — Y - M)
() My -l Mgy

Lad os nu kgre Buchbergers algoritme, som er algoritme 3, pa polynomier-
ne i idealet. Pointen med Buchbergers algoritme er at udvide den basis, der
udspaendes af polynomierne til en Grobnerbasis. Det betyder, at vi finder S-
polynomierne af alle par af polynomier modulo meengden af polynomier, og
tilfgjer de fremkomne polynomier (med undtagelse af nulpolynomiet) til vores
basis. Vi viser her et par enkelte eksempler pa udregningerne. Bemaerk, at G’
er den nuvzerende basis.

— — 4 al

5(91(5),92(5))G = S(asafiebe1,asafiebe2)

a3 4f1,6b6,1b6,2

Yall
G

a3 4 f1,6b6,1b6 2

== = " sagafaebe1 — - as,afa,6b62
a3, f4,6b6,1 44606, a3.4f1,6b6,2 4.6,
sa her skal der ikke tilfgjes noget til vores basis.
— L —_ Gl
S(g2(9), 1= M) =1,
i=1

sa vi tilfgjer 1 til vores Grobnerbasis.

Da vi nu ser, at 1 tilhgrer vores Grobnerbasis ved vi, at varieteten for idealet
af netvaerkskodningsproblemet er tom, hvilket ifglge satning 4.6 betyder, at
netvaerkskodningsproblemet ikke er Igseligt, hvilket vi ogsa sa i eksempel 4.3.

L

Der er stadig mange abne spgrgsmal inden for lineser netveerkskodning. Det
kunne veere interessant at undersgge hvordan successandsynlighederne er for,
at et netvaerkskodningsproblemet bliver lgst, hvis man valger funktionerne
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tilfeeldigt og om sandsynligheden vil vokse hvis alfabetstgrrelsen vokser, pa
samme made som det gor sig geeldende for lineser multicast netveerkskodnings-
problemer. Ligeledes kunne det vaere interessant at undersgge om der er en
topologisk fortolkning pa mellemregningerne nar man finder Grobnerbasen,
eller om Grobnerbasen for et lgselige netveerkskodningsproblem forteeller no-
get om antallet af lgsninger eller har en anden topologisk fortolkning. Disse
spogrgsmal er dog uden for dette speciales fokus, og vi forlader derfor her det
linezere netveerkskodningsproblem og vender os mod det generelle tilfeelde.
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Kapitel 5

Generel netvaerkskodning

Vi gnsker at undersgge om generel netveaerkskodning har nogle fordele, som
lineger netvaerkskodning ikke har.

Vi vil nu fokusere pa det generelle netvaerkskodningsproblem, altsa netvaerks-
kodningsproblemer, hvor hver enkelt modtager ikke ngdvendigvis gnsker at
modtage alle beskederne, men kun en delmaengde af disse. Vi vil primeert be-
tragte netvaerkskodningsproblemer, hvor modtagerne kun gnsker at modtage
en enkelt besked hver.

Dougherty et al. [4] praesenterer et eksempel pa et netvaerkskodningsproblem,
som ikke kan lgses med lineser netvaerkskodning. Det er dog muligt at lgse
netveerkskodningsproblemet ved hjeelp af generel netveerkskodning.

Vivil i det fglgende betragte dette eksempel bade i sin helhed og i mindre dele.

Seetning 5.1:
Netverkskodningsproblemet illustreret pa figur 5.1 har ingen lineer lgsning.

Bevis:

Vi ved fra ssetning 4.6, at der findes en lineser lgsning hvis og kun hvis varie-
teten er ikke-tom. Det er muligt at opsaette matricerne 4, F' og B for alle
r € R og vi kan nu pa samme made som i eksempel 4.3 lave matricerne M (r),
P& samme made som i eksempel 4.7 finder vi en Grébnerbasis for idealet for
netvaerkskodningsproblemet. Vi finder, at vores Grobnerbasis indeholder 1 og
varieteten er derfor tom. Dermed findes der ikke en linezer lgsning til netvaerks-
kodningsproblemet illustreret pa figur 5.1.
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Figur 5.1: Et netverkskodningsproblem, som ikke kan lpses med lineer net-
veerkskodning, men som er lgseligt.

5.1 Brute force

Det fgrste vi forsggte var at afprgve alle kombinationer af funktioner i de
enkelte indkodningspunkter og se hvilke af disse, der gav det gnskede resul-
tat. I forste omgang arbejdede vi med alfabetstorrelse 2, altsa bingert. Dette
medfgrer, at hvis vi f.eks. kigger pa punkt 13, som far 2 beskeder ind, er der
16 mulige funktioner, som det ses i tabel 5.1.

mput\M¥" [0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
(0,0) 01010101010 1 0 1 0 1
(0,1) 00110011001 1 0 0 1 1
(1,0) 00001111000 0 1 1 1 1
(1,1) 00000O0O0OOO®O11 1 1 1 1 1 1

Tabel 5.1: De mulige funktioner for et indkodningspunkt med to input og
alfabetstgrrelse 2.

Tabel 5.1 skal laeses pa fglgende made. Hvis man skal bruge funktion 10 og far 0
som input pa den forste indgang og 1 pa den anden, altsa (0,1), sa sender man
1 videre, og modtager man (1,0) sender man 0 videre. Bemaerk, at sgjlen un-
der funktionsnummeret svarer til nummeret skrevet i bingert. Man kan saledes
ved at skrive funktionsnummeret bingert finde ud af hvad denne funktion ggr.
Dette betyder, at vi ikke behgver at have denne tabel skrevet ud, men blot kan
kigge pa funktionsnummeret skrevet bingert.
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Normalt vil vi ikke betragte vores funktioner som tabeller, men derimod be-
tragte dem som matricer af storrelse |A| x |A|, hvis A er vores alfabet og der

er to input. F.eks. vil matricen for funktion 10 se ud som fglger
0 1

o]0 1

1|0 1}
hvor raekkerne symboliserer en fast veerdi af fgrste input og sgjlerne en fast-
holdt veerdi af andet input.

Vi vil i det fglgende eksempel, forklare hvordan vi ser om en funktionstildeling
er en lgsning.

Eksempel 5.2:

I figur 5.1 betragtes det venstre delnetveerk, som bestar af punkter-
ne {1,2,3,4,5,6,13,14,17,18,21,22,29,30, 37,38,39}. For at konstruere en
lgsning til dette netveerkskodningsproblem i Fs er der tilfzeldigt valgt funktio-
ner til alle indkodningspunkter. Vi gnsker nu, at tjekke om de valgte funktioner
lgser netveerkskodningsproblemet.

Nar netveerket initialiseres skal alle kombinationer af beskeder sendes gennem
netveerket, sa modtagerne kan lave dekodningsfunktioner. Da netveerkskodning
Vi begynder med at tjekke for punkt 37, som er en modtager, der gnsker at
modtage beskeden c. Da punkt 4 kun har én kant ind, er dette ikke et ind-
kodningspunkt, hvorfor funktionen pa kanten es 37 blot er f(z) = z, altsa en
videresendelse af inputtet, som er beskeden a. Punkt 29 er heller ikke et ind-
kodningspunkt, sa pa kant egg 37 far vi ogsa blot videresendt inputtet, som
kommer fra punkt 21. Punkt 21 er et indkodningspunkt, og vi antager, at den
valgte funktion giver output (1,0,1,0,0,0,1,1) pa kanten eg 29.

Vi har altsa fglgende i punktet 37.

Input: (z1,...,28) = a = (0,1,0,1,0,1,0,1) og (y1,...,y3) =
(1,0,1,0,0,0,1,1).

Onsket output: (v1,...,v8) =c¢=(0,0,0,0,1,1,1,1).

Det betyder, at (z1,y1) = (0,1) skal dekode til 0 og (x7,y7) = (0,1) skal de-
kode til 1. Vi har altsa, at to forskellige (x,y) par, nemlig 1 og 7, skal dekode
til forskellige v veerdier. Dette kalder vi en falsk dublet, og vi kan derfor ikke
konstruere en dekodningsfunktion i punkt 37, som kan dekode c entydigt ud
fra disse input, da vi ikke ved om (z,y) = (0, 1) skal dekodes til 0 eller 1. Den
valgte kombination af funktioner er derfor ikke en lgsning.
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Vi vil nu definere en falsk dublet formelt.

Definition 5.3 (Falsk dublet):
For ordnede maengder ($§1)’ N

%1)), e (xgs), V.. ,x,(f)), (V1,...,0p) gel-

der det, at hvis der eksisterer veerdier i # j saledes, at J/‘Ek) = :Ug»k) for alle
k, og v; # vj, kaldes dette for en falsk dublet.

I eksempel 5.2 siger vi, at en falsk dublet medferer, at c¢ ikke kan dekodes
entydigt. Dette skyldes, at vi ikke kan lave en funktion saledes, at de samme
input kan give to forskellige outputs. Hvis vi derimod ikke har nogen falske
dubletter betyder det, at vi entydigt kan sige hvilket output vi skal fa af alle
forekommende input. Dette giver os fglgende ssetning.

Seetning 5.4:
Betragt en mulig lgsning til et netverksproblem, hvor en modtager r far de

ordnede inputmangder (xgl), e x%l)), e (xgs), .. ,ng)) og gnsker, at kunne
udlede de ordnede maengder (vgl), .. ,v,gl)), e (vgt), . ,v%t)). Hvis der ikke er

nogle falske dubletter, nar de gnskede maengder bruges som outputmaengde en
ad gangen, sa er den mulige lgsningen en lgsning til netverkskodning

5.2 Tilfaeldig netvaerkskodning

Nar enten alfabetstgrrelsen eller netveerket vokser, bliver antallet af kombi-
nationer af funktioner sa stort, at det ikke er muligt at afprgve alle mulige
kombinationer. Hvis vi f.eks. har alfabetstgrrelse 4 og kun kigger pa den del af
netveerket til venstre som i eksempel 5.2, har vi (4,3 - 109)4 = 3,4 -10% kom-
binationer, da vi har 4 punkter med to input som hver skal veelge én funktion
ud af 416 = 4.3 .10, hvilket er s mange, at det ikke pa nogen made kan lade
sig ggre teste alle disse kombinationer.

Vi er dog interesserede i at undersgge, om andelen af kombinationer, der lgser
netveerkskodningsproblemet, er stort nok til, at det vil give mening at veelge
funktionerne tilfeeldigt. Vi ved, at hvis vi betragter et multicast netveerks-
kodningsproblem, er det for lineser netvaerkskodning tilstrackkeligt at lave sine
funktioner over Fy, hvor ¢ > |R| for at sikre, at sandsynligheden for at veelge en
rigtig kombination er positiv og for g stort nok er sandsynligheden for at veelge
en rigtig kombination af funktioner gaende mod 1. Derfor giver det mening at
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teste om dette ogsa kan virke for generel netvaerkskodning og generelle net-
vaerkskodningsproblemer. Det giver mening at undersgge, om vi ved tilfaeldigt
valg kan finde en lgsning.

Eksempel 5.5 (Tilfseldig netveerkskodning i Fy):

Vi ved fra Dougherty et al. [4], at det kan lade sig gore at lgse det venstre del-
netveerk af figur 5.1 i [Fy, lgsningen fra artiklen er, at alle 4 indkodningspunkter
bruger funktionen

0 1 2 3
o[ 0 1 2 3
111 0 3 2
22 3 0 1
313 2 10

Vi valgte at forsgge ved tilfeeldigt valg af funktioner at finde en Igsning til
netvaerkskodningsproblemet i F4. Vi kgrte 10.000.000 forsgg uden at finde en
lpsning og det viste sig ydermere, at vi ikke engang fandt en lgsning, der lgste
problemet for den forste modtager.

Da vi ved, at der findes mindst en lgsning til netvaerkskodningsproblemet i Fy,
virker det som om tilgangen med tilfaeldigt valgte koder ikke er effektivt.

5.3 Begraensning af antallet af mulige lgsninger

Som vi sa i eksempel 5.5 tyder det pa, at det ikke er muligt at veelge ind-
kodningsfunktionerne tilfeeldigt mellem alle mulige funktioner. Dette skyldes
formodentligt, at sandsynligheden for at ramme en kombination af indkod-
ningsfunktioner, der lgser problemet, er forsvindende lille. Vi vil derfor nu
forspge at begraense maengden af funktioner, der veelges imellem, ved at skaere
en rakke funktioner fra. Pa den made vil vi sgge, at gge sandsynligheden for
tilfzeldigt at veelge en kombination af indkodningsfunktioner, som lgser net-
vaerkskodningsproblemet.

Alle funktioner har tre muligheder for at handtere input - enten glemmer de
dem helt, delvist eller husker dem helt. Som vi senere skal se kan der veere
tidspunkter, hvor det er ngdvendigt, at glemme et input fuldsteendigt, men
ellers virker det logisk, at huske pa hele inputtet i stedet for kun at huske dele
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af det.
Vi giver folgende definition af en funktion, der husker dele af sine input.

Definition 5.6 (Afhaengighed):
En funktion f(X1,...,Xy,Y) siges at afhenge af Y hvis der eksisterer
veerdier 1, ..., T, Y1, Y2, hvor y1 # yo saledes, at

f(xla--‘amkvyl) #f(xlv"'amk7y2)

Det betyder altsa, at hvis funktionen er afhengig af et givet input, sa husker
den i hvert fald lidt om inputtet. Samtidig vil det sige, at hvis en funktion er
uafheengig af et input vil funktionen glemme alt om dette input. Det betyder
altsa, at vi kan konstruere en funktion g, saledes, at f(X,Y, 7Z) = g(X, Z), hvis
f ikke afhaenger af Y.

Vi kan nu definere en linezr funktion som en funktion pa formen
f(X1,...,Xpn) = a0+ a1 X1 + -+ + ap, X, som er athengig af alle sine va-
riabler, dvs. at aq til a, ikke ma veere nul.

Vi giver folgende definition af en funktion, som husker alt om nogle af sine
input.

Definition 5.7 (Reversibel):
Betragt en funktion f(X1,...,Xy). Visiger, at f(X1,...,Xk) er reversibel
1 variablen X;, hvis der eksisterer en funktion h, saledes, at

h(X17 cee )XiflaXiJrl) oo 7Xk‘)f(Xla v 7in)) = XZ

En funktion kan vere reversibel i flere variabler. Funktionen f(X1,..., Xg)
er reversibel i variablene {X;,,..., X;,} hvis der findes funktioner

hi( X1, X1, X1, -, X, f( X, X)) = X

hS(le o 7Xi5717Xi5+15 “e. 7Xkaf(X17‘ . an‘)) — X’is

Vi vil i det folgende omtale en funktion, der er reversibel i alle sine variabler,
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som en reversibel funktion. Hvis ikke funktionen er reversibel i alle variabler
vil dette blive specificeret. En funktion, der er reversibel husker altsa alt om
de variabler den er reversibel i. Det vil sige, at en funktion er afhsengig af
de variabler den er reversibel i. Det betyder samtidig, at hvis f(X,Y,Z) er
reversibel i Z, sa findes der en funktion h, sa h(X,Y, f(X,Y,Z)) = Z. Da
dette gaelder for alle veerdier af X,Y og Z kan vi finde en anden funktion A/,
hvor vi har valgt veerdien z saledes, at h'(Y, f(z,Y,Z)) = Z. Dette kan ggres
generelt for k variable.

Eksempel 5.8:

Vi vil nu kigge pa en reversibel funktion f(X,Y’). Da der skal findes en funktion
h der opfylder at h(X, f(X,Y)) =Y ma der gelde at hvis Y zendre veerdi ma
veerdien for f(X,Y') ogsa sendre sig. Dette skyldes, at hvis f(X, 1) = f(X, y2),
sa er y1 = WX, f(X,y1)) = h(X, f(X,y2)) = y2 altsa er y; = y2. Vi skal
saledes lave en funktion hvor funktionsveerdien sendre sig hvis den ene variabel
andres, dette svarer til at lave en ¢ X g-matrix, hvor hvert element fra alfabetet
forekommer praecist en gang i hver raekke og sgjle.

Hvis vi har alfabetet storrelse 4, kunne en reversibel funktion f(X,Y") se saledes
ud

O QU R
IS SENSHRS )
QUL L 0
Q0 X

En sadan matrice kaldes for et latinsk kvadrat. For mere information om disse
matricer og hvordan disse genereres se appendix A.

L

Det er sveert, at sige meget generelt om reversible funktioner. Lad os derfor
indfore folgende.

Definition 5.9 (Ligefordelt):
En funktion f(X4,...,Xg) hvor X; € F,, er ligefordelt, hvis vi for et alfabet
A=A{a,...,a,} har, at

[Ar| = - = [An],
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hvor A; = {(z1,...,2k) | f(z1,...,2k) = a;}

Det betyder altsa, at alle symboler, som kan veere resultatet af en ligefordelt
funktion er det lige mange gange. Det er lettere at arbejde med funktioner,
som er ligefordelte, men vi kan dog ikke veere sikre pa hvor meget de husker
om deres input. Det viser sig dog, at der er folgende sammenhaeng mellem
reversible og ligefordelte funktioner.

Seetning 5.10:
Maengden aof reversible funktioner er en agte delmaengde af maengden af lige-
fordelte funktioner.

Bevis:
Betragt en funktion f(Xi,...,Xs) i F,, og antag, at denne er reversibel. Hvis
vi veelger veerdier 1, ..., x_1 sa kan X} antage n forskellige veerdier. Da f er

reversibel ma den antage en ny veerdi for alle n veerdier af Xj. Hvis vi sendrer
pa veerdien af et X;, 7 € {1,...,k—1} kan X}, igen antage n forskellige veerdier,
og f ma antage ligesa mange. Vi kan altsa se, at f antager alle veerdier lige
mange gange og at den derfor er ligefordelt. Dette viser reversible funktioner
C ligefordelte funktioner.

For at vise, at reversible funktioner ikke er lig med ligefordelte funktioner
konstruerer vi nu en ligefordelt funktion, som ikke er reversibel. Vi betragter
en funktion f(X,Y) =Y +2XY + 2X?Y, som er en ligefordelt funktion i Fs,
dette kan ses i folgende matrix, som indeholder lige mange af hvert symbol.

0 1 2
o0 1 2
110 21
2 [0 1 2

Vi kan se, at for alle inputs, hvor vi vaelger veerdien y = 0 vil f(X,0) give 0.
Dermed kan vi ikke aflaese X i disse tilfeelde og vi kan altsa ikke konstruere en
funktion h, sa h(0, f(X,0)) = X. Funktionen f(X,Y) er altsa ikke reversibel,
og vi far reversible funktioner C ligefordelte funktioner.

Vi kan altsa se, at ved at sksere maengden af funktioner, vi veelger vores
lgsninger imellem, ned til de ligefordelte funktioner far vi stadig alle funk-
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tioner, der husker alt om deres input.
Vi gnsker nu, at retfeerdigggre, at denne begraensning af funktioner vi veelger
imellem er rimelig og har derfor fglgende formodninger.

Formodning 5.11:

Hvis der til et netverkskodningsproblem findes en lgsning, som bestar af en
eller flere funktioner, som er ikke-reversible findes der mindst en lgsning, der
kun bestar af reversible funktioner.

Formodning 5.12:

For et lgseligt netverkskodningsproblem er sandsynligheden for at velge en
losning tilfeldigt mellem alle mulige kombinationer af funktioner mindre end
sandsynligheden for at velge en lgsning tilfeldigt mellem alle kombinationer
af reversible funktioner. Det betyder, at en forholdsvis storre procentdel af de
reversible funktioner kan lgse netverket.

Som en yderligere understgttelse af rimeligheden i denne begraensning paviser
vi, at de linesere funktioner er indeholdt i de reversible.

Seetning 5.13:
En lineer funktion pa formen f(Xi,...,X,) = ao + Y1y aiX;, hvor a; # 0
o9 X; € Fy for alle i > 1, er reversibel.

Bevis:
Vi ser, at hvis vi veelger veerdier x1,...,25—1, Zk+1,-. ., Tn, sa vil veerdien af f
@ndre sig for alle valg af Xj, Dette viser altsa, at funktionen er reversibel.

Det er ikke i alle tilfzelde at linezere funktioner er en sgte delmaengde af rever-
sible funktioner, som vi kan se af fglgende seetning.

Seetning 5.14:
Maengden af reversible funktioner af to variabler er lig med maengden af de
lineere funktioner af to variabler i Fs.

Bevis:

Da vi ved, at de linezere funktioner er indeholdt i de reversible, er det nok, at
vise, at der ikke er flere reversible funktioner end der er linesre, for at vise
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at alle reversible funktioner i F3 er linescre. Fgrst regner vi antallet af linesere
funktioner. Disse er pa formen f(X,Y) = a + bX + ¢Y hvor vi kan valge
a, b og c tilfeeldigt i alfabetet, dog skal lineszere funktioner athzenge af alle sine
variable, og derfor kan b og c ikke tage veerdien 0, dette medfgrer at a kan tage
3 forskellige veerdier og b og ¢ kan hver tage 2 forskellige veerdier hvilket giver
et samlet antal af linesere funktioner pa 3-2-2 = 12.

Vi vil nu finde antallet af reversible funktioner i F3. Vi kan afbilde en funktion
med to variabler i F3 som en 3 x 3-matrix hvor der for alle rackker og sgjler
skal geelde, at alle elementerne fra alfabetet skal forekomme praecis én gang.

0 1 2
0 | vo,0 vo,1 0,2
1 V1,0 V1,1 V1.2
2 V2,0 V21 V22

Nar vi fylder denne matrice starter vi med at veelge v, som kan tage 3
forskellige veerdier. Derefter vaelger vi vg; som kan tage 2 forskellige veerdier,
da den ikke ma vaere det samme som v . Dette giver kun ét valg til vg 2. Nar
vi nu skal veaelge vy o ved vi den ikke ma vaere det samme som vg o sa den kan
nu tage samme vaerdi som v 1 eller vg 2.

Hvis v19 = vo,1 skal v1,1 = vg2 da vi ellers ville have, at v12 = vg2 hvilket
medfgrer at den sidste sgjle nu har to ens elementer hvilket ikke ma forekomme.
Hvis v1,0 = vo2 skal v11 = vg ellers ville vi igen fa to ens elementer i samme
sgjle. Det betyder altsa, at nar v er valgt, er der kun et valg for v1,; og nar
fgrste disse elementer er givet er der kun 1 valg tilbage pa de resterende pladser
i matricen. Dette giver os, at det samlede antal af reversible funktioner i F3
er 3-2-2 =12, som er det samme som antallet af linezere funktioner. Da de
linezere funktioner er en delmangde af de reversible og der er lige mange af
dem har vi altsa, at alle reversible funktioner er lineszre i F3.

Mengden af reversible funktioner indeholder dog mere end blot de linezre i
andre legemer, hvilket vi viser med fglgende eksempel.

Eksempel 5.15:
Vi gnsker at vise, at vi kan finde en reversibel funktion i F4, som ikke er linezer.
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Hvis vi betragter input og output for denne matrix

0 1 « o?

0 a®> a 1 0

1 0 &> a 1
a a 1 0 o |

a? 1 0 o «

ses det, at den er reversibel, idet alle symboler optreeder én gang i hver raekke
og sgjle. Funktionen som laver denne matrice kan dog ikke veere lineser pa
formen f(X,Y) =a+bX + Y da der ma gelde

f(0,0)=a+b-0+c-0=0a?
2

a =«
og
f(1,0)=a’+b-14+¢c-0=0
>4+b=0
b=a?
og

fO)=a?+a?-0+c-1=a
?+ec=a
c=a+ (a+1)

c=1
hvilket medfgrer at det folgende skal geelde

f,)=a?+a* 14+1-1=a?
o +a+1=a?
1=0a?

Men da dette ikke er tilfzeldet kan den funktion der generer matricen ikke vaere
linezer.
Vi kan altsa se, at der findes reversible funktioner, som ikke er linezre.
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Vi gnsker nu, at fremfgre en reekke ssetninger, som kan hjzelpe os med yderligere
at begraense meengden af mulige funktioner til lgsning af et netveerk.

De fgrste to szetninger handler om hvordan vi kan omskrive givet forskellige
inputs.

Seetning 5.16:
For en funktion f(X,Y,Z), som er reversibel i Y og Z, kan vi finde funktioner
g og h saledes, at

WX, [(X,Y, Z)) = g(Y, 2),
hvor g er reversibel 1Y og Z.

Bevis:

Betragt funktionen f(X,Y, Z), som er reversibel i Y og Z.

Da f er reversibel i Y, ma det for y; # y; geelde, at f(xg,vi, z1) # f(zk, y5, 21)
for alle k,1. Specielt, ma det geelde, at f(x1,y, 21) # f(x1,y;, ) for alle I

Vi veelger nu ¢(Y,Z) = f(x1,Y,Z), der, som det ses af ovenstaende over-
vejelser, er reversibel i Y. Samtidig kan vi veelge h, sa h(X, f(X,Y,Z)) =
hl(f(x'l?Y? Z)) = g(Y, Z)'

Tilbage er nu at vise, at g ogsa er reversibel i Z.

Da f er reversibel i Z har vi en funktion A/(X,Y, f(X,Y,Z)) = Z. Det be-
tyder, at vi kan finde en funktion h"(Y, f(x1,Y, Z)) = Z, hvilket betyder, at
'Y, f(x1,Y,Z)) =1 (Y,9(Y,Z)) = Z, sa g er reversibel i Z.

Saetning 5.17:
For reversible funktioner f(X,Y) og g(Y,Z) kan vi finde funktioner h og k
saledes, at

hMf(X,Y),9(Y, Z)) = k(X, Z),
hvor k er reversibel ©+ X og Z.

Bevis:

Betragt funktioner f(X,Y") og g(Y, Z), som er reversible alle deres variabler.
Da f er reversibel i X har vi, at for x; # x; vil f(z;,yx) # f(x;,yx) for alle k.
Specielt vil f(x;,y1) # f(x;,y1). Vi veelger en funktion k1 (X) = f(X,y1), der,
som det ses af ovenstaende overvejelser, er reversibel i X.

Pa samme made har vi, da g(Y,Z) er reversibel i Z, at for z; # z; vil
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9(Yk, z) # 9(yk,z;) for alle k og specielt for k = 1. Vi veelger nu en funk-
tion ko(Z) = g(y1, Z), som er reversibel i Z.

Vi veelger funktionen k(ki(X),k2(Z)) saledes, at den er reversibel i ki og
ko, hvilket vil sige, at den ogsa er reversibel i X og Z, da vi ved, at
l%(kl(xl),kQ(z)) 75 ]%(k‘l(xg),kQ(Z)) for k‘l(.%‘l) 7& /ﬁ(l‘g), hvilket kun kan ske,
hvis x1 # x2 og ligedan for ko og Z.

Vi kan nu konstruere k(X, Z) = k(ki(X), k2(Z)), som er reversibel i X og Z.
Betragt nu funktionen h(f(X,Y),g(X,Y)). For h findes der k x k = k? mulige
kombinationer af inputs, hvor & = |A|, nar A er det alfabet vi arbejder over.
De tre variabler X,Y og Z har k® mulige kombinationer, men hvis vi ser bort
fra Y far vi k? mulige kombinationer af X og Z.

Da de to funktioner er reversible i Y har vi f(zg,v:) # f(zk,y;) og
9(yi,z1) # g(yj,z) for alle k,1,i,7, hvor i # j. Vi konstruerer h’ saledes,
at W (f(X,vi),9(i, 2)) = W (f(X,y5),9(yj, Z)), for i # j hvilket betyder, at h’/
kan afbilde en funktion af X og Z, da Y ikke betyder noget i sig selv. Vi kan
derfor sxette b’ = k.

Vi har mu A(F(X,Y),g(Y, 2)) = R(F(X 1), g1, 2)) = H(ki(X), ko(2)) =

k(k1(X), k2(2)) = k(X, Z).

De naeste saetninger er begraensende satninger.

Seetning 5.18:
For en funktion f(X,Y,Z), har vi, at hvis der eksisterer en funktion h, sa
MX, f(X,Y,Z2)) = Z, sa kan f(X,Y,Z) ikke afhenge af Y.

Bevis:

Vi gnsker, at bevise dette ved modstrid, og antager, at f afhsenger af Y.

Vi har derfor, at der eksisterer veerdier x1,y1,y2, 21, S& Y1 # Y2, hvorom det
geelder, af f(r1,y1,21) # f(21,92, 21). Samtidig er

h(l’l, f(xlaylazl)) =z = h(l’l, f(x17y27zl))

Vi kan uden tab af generalitet antage, at f(x1,y1,21) =0 og f(z1,y2,21) =1
og har derfor h(z1,0) = h(z1,1) = 2.

For alle veerdier z; # z; har vi, at h(xy, f(z1,y1, %)) # h(x1, f(z1, 91, 25)),
hvilket kraever, at f(z1,y1,2i) # f(x1,91,%;), altsa ma f vaere reversibel i Z.
Funktionen f(x1,y1,2;) kan antage k forskellige veerdier, hvor k = |A|, hvis A
er vores alfabet. Vi ved, at hvis f(x1,y1,2;) =0, sa er h(z1,0) = 21 og dermed
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ma vi have, at ¢ = 1. Pa samme made, hvis f(z1,y1,2;) = 1,sa er h(x1,1) = z;
og derfor er ¢ = 1.
Vi mangler nu at tildele veerdier til k — 1 f(x1,y1, 2;)’er, men vi har kun &k — 2
vaerdier tilbage at tildele dem. Dette giver modstriden og f(X,Y, Z) kan derfor
ikke athesenge af Y.

Saetning 5.19:
For en funktion f(X,Y) gelder, at hvis der findes en funktion h saledes, at

hf(X,Y), Z) = X,
sa kan f(X,Y) ikke afhenge af Y.

Bevis:

Betragt funktioner f(X,Y) og h(f(X,Y),Z) = X.

Vi har h(f(z1,y1),Z) = x1 for alle veerdier af Z. Det vil altsa sige, at lige
meget hvordan vi eendrer pa Z vil veerdien af h(f(x1,y1), Z) ikke eendre sig.
Vi kan altsa konkludere, at h(f(X,Y),Z) ma veere uafheengig af Z, hvilket
betyder, at vi har, at h1(f(X,Y)) = X.

Vi viser nu ved modstrid, at f(X,Y’) ikke kan athsenge af Y og antager derfor,
at f(X,Y) er atheengig af Y.

Der eksisterer derfor veerdier z1, y1 og y2, y1 # y2 saledes, at f(x1,y1) #
f(x1,y2). Vi kan uden tab af generalitet antage, at f(z1,y1) = 0 0og f(x1,y2) =
1. Vi har nu hi(f(z1,11)) = hi(f(x1,y2)) = 21, altsa h(0) = h(1) = z1.

Vi ved, at f(X,Y) kan antage k forskellige veerdier, hvor k = |A|, hvis A er
alfabetet, og samtidig kan X antage k forskellige veerdier. Det vil sige, at idet
h(f(zi,y1)) = z; ma f(x;,y1) antage forskellige veerdier for alle i, f(X,Y) er
altsa reversibel i X. Men hvis f(z;,y1) = 0, sa er h(0) = x1, sa& vi ma have
i = 1. Pa samme made hvis f(z;,y1) = 1, sa er h(1) = z1, sa vi ma have i = 1.
Det betyder, at for de resterende k — 1 veerdier af z;, har vi kun k — 2 veerdier
at tildele f(z;,y1), hvilket er i modstrid med at f(x;,y1) skal antage forskellige
veerdier for alle x;.

Vi ser derfor, at f(X,Y") ikke kan veere afhaengig af Y.

Seetning 5.20:
For funktioner f(X,Y) og g(Y, Z), hvor g er reversibel i Z, gelder, at hvis der

110



findes en funktion h, sa
h(f(X,Y),9(Y,Z)) = X,

ma f(X,Y) vere uafhengig af Y.

Bevis:

Betragt funktioner f(X,Y), g(Y,Z) og h(f(X,Y),g9(Y,Z)) = X, hvor g er
reversibel i Z.

Da g(Y, Z) er reversibel i Z har vi, at g(yx, i) # 9(yk, 2;) for alle k, i, j, hvor
i # j. Vi har h(f(z1,v1),9(y1,Z)) = x; for alle veerdier af Z. Det vil altsa
sige, at lige meget hvordan vi sendrer pa Z og dermed pa veerdien af g(y;, Z)
vil veerdien af h(f(z1,41), 9(y1, Z)) ikke sendre sig. Vi kan altsa konkludere, at
h(f(X,Y),g(Y,Z)) ma vaere uatheengig af g(Y, Z), hvilket betyder, at vi har,
at hi(f(X,Y)) = X.

Nu kan beviset afsluttes pa samme made, som beviset for setning 5.19.

Saetning 5.21:
For funktioner f(X,Y) og g(X,Y,Z), hvor g er reversibel i Z, gelder, at hvis
der eksisterer en funktion h saledes, at

h(f(X> Y)vg(Xv}/vZ)) =X,

sa kan f(X,Y) ikke vere afhengig of Y.

Bevis:
Beviset fgres som beviset for szetning 5.20.

Setning 5.22:
For funktioner f(X,Y) og g(X,Y), hvor f er reversibel i X og g er reversibel
1 X o9 Y gelder det, at hvis der findes en funktion h saledes, at

hMf(X.Y),9(X,Y)) = X,
sa er f(X,Y) uafhengig af Y.

Bevis:
Betragt funktioner f(X,Y), g(X,Y), hvor f er reversibel i X og g er reversi-
bel i X og Y, og h(f(X,Y),9(X,Y)) = X. Beviset fores ved modstrid, og vi
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antager derfor, at f(X,Y) er athengig af Y.

Da f er afhsengig af Y eksisterer der veerdier x1,y1,y2, y1 # y2 saledes, at
f(z1,y1) # f(z1,y2). Vi kan uden tab af generalitet antage, at f(z1,y1) = 0
og f(xz1,y2) = 1. Da g er reversibel i Y har vi, at g(zx,y;) # g(ak,y;) for
alle k,i,j, i # j. Det betyder specielt, at g(x1,y1) # g(z1,y2) og vi kan uden
tab af generelitet antage, at g(z1,y1) = 0 og g(x1,y2) = 1. Det betyder, at
h(f(x1,91),9(z1,91)) = h(0,0) = 21 og h(f(x1,v2),9(71,92)) = h(1,1) = 1.
Funktionen f(X,y;) kan maksimalt antage k forskellige veerdier nar X vari-
eres, hvor k = |A|, hvis A er alfabetet. Det samme gaelder for g(X,y1). Det
betyder, at der er k par (f(X,y1),9(X,91)), da bade f og g eendres, nar X
andres.

Idet h(f(X,y1),9(X,y1)) = X skal alle disse par veere forskellige, for de forskel-
lige veerdier af X. Men idet h(0,0) = h(1,1) = 1 har vi kun k — 2 forskellige
par til de sidste k — 1 veerdier af X, hvilket giver modstriden. Dermed kan
f(X,Y) altsa ikke veere atheengig af Y.

Vi ser altsa, at vi kan begraense maengden af brugbare funktioner ved at kigge
pa hvad vi skal kunne udlede efterfglgende.
Som et sidste redskab indfgres folgende ssetning.

Saetning 5.23:

Betragt en funktion h, der tager funktioner som input, og som er reversibel i
alle sine input. Hvis alle disse funktioner er reversible i alle deres variable, sa
geelder det for alle variabler, der kun optreder i en af funktionerne, at h er
reversibel 1 disse variabel.

Bevis:

Betragt h(f(X,Y),g(Y,Z),...), hvor alle input i h er funktioner af en eller
flere variable, som er reversible i alle deres variable, og h er reversibel i alle
sine inputs. Antag, at f er den eneste funktion, hvori X indgar. Det ses nu, at
hvis vi holder alle andre variabler fast, og kun varierer pa X, sd ma alle andre
inputs end f i h veere konstant og f ma pga. sin reversibilitet sgendre vaerdi for
hvert X, nar Y holdes fast. Da h er reversibel i f betyder dette, at h sndrer
vaerdi hver gang f sendre veerdi, og de andre inputs er konstante. Det betyder,
at nar vi holder alle andre variabler fast, og seendrer pa X, sa vil f og dermed h
andre veerdi. Dette er definitionen pa reversibilitet, og h er dermed reversibel
iX. [
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5.4 Eksempel pa begrasensning

Vi har nu introduceret en rackke sstninger, som pa to forskellige mader kan
hjeelpe os til at begreense maengden af funktioner, som vi skal vaelge imellem.
Pa denne made kan vi forsgge at gge sandsynligheden for at lave et rigtigt valg,
sa kombinationen af funktioner lgser netvaerkskodningsproblemet.
Seetningerne 5.10, 5.13 og 5.14 samt formodningerne 5.11 og 5.12 er seetninger
der omhandler maengden af mulige funktioner som de alle kanter skal veelge
imellem. Med disse satninger kan vi argumentere for at det, at skeere maengden
af mulige funktioner ned til de ligefordelte eller reversible giver logisk mening,
idet de linesere koder er indeholdt i denne maengde. Samtidig kan vi, hvis
formodningerne holder, sige, at hvis der er lgsninger vil vi stadig have lgsninger
i denne maengde, og at den procentvise andel af lgsninger stiger ved at skeere
ned til denne maengde.

Seetningerne 5.16 til 5.22 derimod er mere specifikke og opstiller krav til de
enkelte kanters valg af funktioner, og begraenser dermed maengden af mulige
funktioner, som den enkelte kant kan vaelge imellem. Disse satninger kraever
dog langt hen af vejen, at alle mulige funktioner i netveerket er reversible.
Saetning 5.23 siger noget om at bibeholde denne reversibilitet.

Vi giver nu et eksempel pa hvordan disse saetninger kan benyttes til at skaere
maengden af mulige funktioner ned for hvert enkelt punkt.

Eksempel 5.24:

Vi betragter den venstre del af netveerket fra kapitel 5. Pa figur 5.2 a) ser
vi udsnittet af figuren som viser hvad de enkelte afsendere genererer, og hvad
modtagerne kraever. Vi ved, at funktionerne i hvert enkelt indkodningspunkt
enten kan veere nulfunktionen eller en kombination af et eller flere input. Vi
antager, at punkter, som kun har ét input, blot videresender dette usendret
eller sender nulfunktionen, hvilket betyder, at vi kun skal veelge funktioner i
forbindelse med kanterne e;3 17, €14,18, €21,29 0g €22 30.

Idet punkt 37 kreever Z og der kun er en mulig vej fra punkt 6, hvor Z genereres,
til punkt 37, ved vi, at funktionerne pa disse kanter ngdvendigvis ma veere
reversible i Z. Det samme ggr sig geeldende for punkt 39 som kreaever X, som
bliver genereret i punkt 4. Det giver, at funktionerne til e1317 og e2230 skal
vaere reversible for X og funktionerne til e1418 0g €21,29 skal veere reversible
for Z. Vi indskriver det vi nu ved pa figur 5.2 b).

Det ses at punkt 38 kreever Y, men da der findes to kantdisjunkte veje mellem
punkt 38 og punkt 5 som generere Y kan vi ikke umiddelbart sige til hvilke
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Figur 5.2: Illustration af trinnene i begrensningen af mulige funktioner.

=Y betyder at der pa kanten ikke ma vere Y ..
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kanter, funktionerne skal vzere reversible i Y for at fa Y frem til punkt 38. Dog
kan vi se, at punkt 37 kun kan fa X eller nulfunktionen ind pa kanten e4 37. Det
betyder, at hvis funktionen til eg; 29 skal veere reversibel for Y (saledes, at der er
reversibilitet for Y pa egg 3g), sa vil punktet 37 enten modtage en kombination
af X eller nulfunktionen og f(Y, Z) eller f(X,Y,Z). Hvis funktionen til e4 37
er nulfunktionen kan det abenlyst ikke lade sig ggre at udlede Z med nogle
af de andre inputs, sa vi ma antage at denne funktion er X. Vi erindrer, at
reversibilitet i Y medfgrer atheengighed af Y, og ser, at i punkt 39 vil vi altsa
enten have h(X, f(Y,Z)) = Z, hvilket ifplge seetning 5.19 ikke kan lade sig
gore, eller h(X, f(X,Y,Z)) = Z, hvilket ifolge setning 5.18 ikke er muligt. Vi
kan altsa ikke have at funktionen til eaq 29 er reversibel for Y, hvilket betyder,
at der kun er en made hvorpa Y kan komme fra punkt 5 til punkt 38, hvilket
betyder, at funktionerne til e1317 og €22 30 skal veere reversible for Y. Dette og
konsekvenserne af dette ses pa figur 5.2 c).

Punkt 39 far nu ikke leengere kun besked X ind og vi er derfor ngdt til at fa
noget ind pa kant e1g 39 som kan fjerne den ekstra information som funktionen
til kant e3p 39 har. Vi er altsa pr. definition ngdt til at have, at kant eig 39 har
information om besked Y, hvilket betyder, at funktionen til ej4,15 skal vaere
reversibel for Y. Dette far de konsekvenser vi ser pa figur 5.2 d).

Det ses nu, at funktionen til kant eg; 29 er bade reversibel i Y og ikke-reversibel
i Y, hvilket er umuligt. Vi er derfor ngdt til at have reversibiliteten for Y
fjernet i denne funktion. Vi kan fjerne reversibiliteten i Y i funktionen til
kanten eg; 29, hvis den far inputs Y og ¢(Y, Z). Dette Y kan kun komme fra
funktionen til e;3,17, som derfor ogsa giver reversibilitet i X og vi kraever derfor
h(f(X,Y),g9(Y,Z)) = k(X,Z), hvilket ifplge seetning 5.17 er muligt. Idet vi
fjerner reversibiliteten i Y bliver der altsa tilfgjet reversibilitet i X, hvilket
pavirker punkt 37. For at punkt 37 nu kan dekode Z skal vi pr. definition af
reversibilitet, have X ind pa kant e4 37, hvilket umiddelbart kan lade sig ggre.
Alt dette ses pa figur 5.2 e).

Lad os nu betragte modtager 39. Vi kan nu ud fra ssetning 5.20 sige, at dette
punkt ikke pa nuveaerende tidspunkt kan lgses. Den eneste mulighed vi har for
at eendre situationen er, at lade Z komme ind pa kant ez 39. Dette betyder
ikke ngdvendigvis, at modtager 39 nu kan dekode X, men hvis ikke vi ggr dette
kan den i hvert fald ikke. Vi far nu ogsd Z ned til modtager 38. Denne kan
ikke dekode hvis den kun far input f(X,Y, Z) pa en kant, hvorfor vi ogsa lader
den modtage f(X,Z) pa den anden kant. Vi kan ikke sige om dette sikrer en
mulig dekodning. Modtager 37 derimod kan vi med sikkerhed sige kan dekode
pa nuveaerende tidspunkt. Vi har nu analyseret netveerket sa meget som vi kan.
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Vi har ikke sikret, at der findes en lgsning, men vi har opsat nogle krav, som
i hvert fald skal opfyldes for at en lgsning kan findes.

Vi har nu vist hvordan ssetningerne kan bruges til at praeciserer hvad de enkelte
funktioner skal opfylde i et netveerkskodningsproblem. Det er dog ikke i alle
tilfzelde, at det vil veere lige sa let at pabegynde en analyse af et netveerkskod-
ningsproblem som det var i eksempel 5.24. Det er heller ikke altid muligt, at
szette begraensninger pa alle kanter.

Den metode vi har vist kan bruges til at begreense maengden af funktioner,
som kan bruges til at lave en lgsning for et netveerkskodningsproblem, men
den kan ikke ngdvendigvis bruges til hverken at be- eller afkraefte at der findes
en lgsning til et givent netvaerkskodningsproblem. Dog kan man i nogle tilfselde
vise, at der findes eller ikke findes en reversibel lgsning.
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Kapitel 6

Eksperimenter

I dette afsnit vil vi undersgge muligheden for, at vi ved at velge tilfeeldige
funktioner til alle indkodningspunkter kan opna en lgsning pa netveerkskod-
ningsproblemet fra eksempel 5.2 side 99.

Vi vil undersgge denne sandsynlighed bade hvis vi vaelger tilfzeldigt mellem
alle mulige funktioner, de ligefordelte funktioner, de reversible funktioner og
de lineaere funktioner. Vi forstar i dette tilfselde igen en lineser funktion som en
funktion pa formen f(X1,---,X,) =ap+a1 X1+ -+ a,X,, som er athengig
af alle sine variabler.

For hver test er der lavet 1.000.000 eksperimenter hvor funktionerne til alle
indkodningspunkter er valgt tilfeeldigt mellem de tilladte funktioner. Vi har
lavet eksperimenter med forskellige alfabetstgrrelser for at undersgge hvordan
det skalerer. Til hvert eksperiment er der noteret hvor mange tilfaeldige kombi-
nationer af funktioner, der forte til en lgsning af netveerkskodningsproblemet
og hvor mange, der i hvert fald lgste for den fgrste modtager, og hvor mange
der lgste for de to fgrste modtagere.

Funktioner repracsenteres ved en vektor, som indeholder resultatet af alle kom-
binationer af inputs. Vi antager for hele kapitlet, at vi arbejder med et alfabet
A af storrelse |A| og at antallet af inputs er F.

6.1 Alle funktioner

Disse er de klart nemmeste funktioner at generere, da dette blot kan ggres ved
at vaelge hver enkelt indgang i funktionsvektoren tilfeeldigt fra alfabetet.

Vi skal saledes veelge | A|F tegn, hvilket kan ggres pa |A|(‘A|F) forskellige mader.
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Grunden til at der skal vaelges |A|" tegn er, at dette svarer til antallet af mulige

input, der kan forekomme. I F5 er der saledes 2,98 - 10'7 mulige funktioner.

Alle fkt. | Lgser for modtager 37 | Lgser for modtager 37 og 38 | Lgsninger
Fy 26679 1242 248

Fs 0 0 0

Fy 0 0 0

F5 0 0 0

Tabel 6.1: Antal lgsninger med alle funktioner.

I tabel 6.1 ses det, at sa snart alfabetstgrrelsen stiger, falder sandsynligheden
for at finde lgsninger meget hurtigt. Hvor der i Fy bliver fundet ca. 2,6%, der
lgser netveerket for den fgrste modtager, bliver der slet ikke fundet nogen, der
lgser for fgrste modtager nar alfabetstgrrelsen er 3 eller hgjere.

6.2 Ligefordelte funktioner

Disse funktioner genererede vi ved at lave et array af rigtig leengde og fylde de
forste | A|F~! indgange med det forste element fra alfabetet og de naeste |A|F~!
indgange med det andet element i alfabetet og sa fremdeles. Nar hele vektoren
er blevet fyldt op blandes den, og dermed har vi sikret en ligefordelt funktion.
Dette svarer til at vi fgrst placerer |A|F'~! af det forste element fra alfabetet pa

tilfzeldige pladser, dette kan ggres pa (lﬁllil) forskellige mader. Derefter skal

der placeres |A|F~! af det andet element fra alfabetet, dette kan nu ggres pa
|A|F | A
( ‘AIF*I

Dette giver, at det samlet antal af ligefordelte funktioner kan beregnes pa

fglgende made,
(A
|A[F-1 :

i=0...|A|—1

) mader da nogle af pladserne er optaget af det forste element.

I F5 er der saledes 6,23 - 10'4 mulige funktioner.

I tabel 6.2 ses det, at ved Fo bliver der fundet omkring 20%, der kommer
forbi den fgrste modtager og samlet bliver der fundet omkring 1,2%, der lgser
netvaerkskodningsproblemet. Nar alfabet stgrrelsen stiger er det igen tydeligt,
at antallet af lgsninger falder drastisk.
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Ligefordelte fkt. | Lgser for modt. 37 | Lgser for modt. 37 og 38 | Lgsninger
Fy 220250 61072 12153

F3 27 1 0

Fy 0 0 0

F5 0 0 0

Tabel 6.2: Antal lgsninger med ligefordelte funktioner.

6.3 Reversible funktioner

Reversible funktioner er de sveereste at generere, da der er mange ting man
skal tage hgjde for, og pa nuveerende tidspunkt er det kun muligt for os at
generere reversible funktioner med to input, altsa for indkodningspunkter med
en ind-grad pa 2. Se appendix A.

Nar vi skal generere reversible funktioner med to input, skal vi tage hgjde for
disse inputs i outputtet. Dette betyder, at hver gang et input holdes fast og det
andet varieres, sa skal outputtet variere. Dette svarer til at fylde en |A| x |A|-
matrix med |A| forskellige symboler, saledes, at hvert symbol optraeder én
gang i hver raekke og én gang i hver sgjle. Hver raekke svarer sa til, at den
fgrste variabel fastholdes og den anden varieres og hver sgjle svarer til, at den
anden variabel fastholdes og den fgrste varieres. Det maksimale antal af mader
man kan fylde en sadan matrice pa er givet ved Hl‘ilofl (|A] — ) (|A] —4)!.
Dette skyldes, at der i den forste reekke, kan veelges mellem |A| symboler
pa forste plads, |A| — 1 symboler pa anden plads, osv. - altsa |A|l. I anden
rackke kan vi pa forste plads veelge mellem |A| — 1 symboler, da sgjlen allerede
indeholder et symbol. P4 anden plads kan vi igen veelge mellem maksimalt
|A| — 1 symboler, da bade raekken og sgjlen indeholder et symbol i forvejen,
som evt. kan veere det samme. P& tredje plads er vi nede pa at veelge mellem
|A| — 2 symboler, da rackken allerede indeholder to symboler osv. Dette giver
(JA] = 1)(JA| — D). T tredje reekke kan vi pa ferste plads veelge mellem |A| — 2
symboler, da sgjlen indeholder to symboler allerede. Pa anden plads ggr det
samme sig gaeldende, idet det symbol, som er i reekken potentielt kan vaere
magen til et af de symboler, der er i sgjlen, sa vi har |A| — 2 muligheder. Pa
tredje plads har vi igen maksimalt |A| — 2 muligheder, da der er to symboler
brugt i bade raekken og sgjlen, og de kan veere ens. Pa fjerde plads er vi nede
pa |A| — 3 muligheder, da der er brugt tre symboler i raeckken osv. Denne raekke
har altsa (|A| —2)%(]A| — 2)! mulige kombinationer. Antallet af mader at fylde
hele matricen pa bliver sa produktet af antallet af mader hver enkelt raekke kan
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konstrueres pa. Alt dette kan illustreres med en matrice, med det maksimale
antal af muligheder for hver plads skrevet ind.

1 Z2 3 T4

o Al [A[=1 JA] =2 [A] =3
w | [Al=1 [A[=1 |A]=2 [A] =3
y | [Al=2 [A[=2 [A]-2 |A]-3
w | [A[=3 [A[=3 [A]=3 |4]-3

I F5 er der saledes maksimalt 9,95 - 106 mulige funktioner.

Reversible fkt. | Lgser for modt. 37 | Lgser for modt. 37 og 38 | Lgsninger
Fo 1000000 1000000 1000000
Fs 500829 250972 0

Fy 10661 437 74

F5 2 0 0

Tabel 6.3: Antal lgsninger med reversible funktioner.

I tabel 6.3 ses det, at alle reversible funktioner i Fy er en Igsning. I F3 lgser ca.
halvdelen af funktionerne netvaerkskodningsproblemet for den forste modtager
og ca. halvdelen af disse lgser ogsa for den anden modtager, dog er der ingen
af dem, der lgser for alle modtagerne. Det er der til gengeeld i F4 hvor 74 af de
valgte funktioner lgser netveerkskodningsproblemet. At vi finder lgsninger i Fy
og ikke i F3 kunne tyde pa, at der ikke findes lgsninger i Fs.

6.4 Linezere funktioner

For at kunne lave en fornuftig sammenligning har vi ogsa valgt at lave eksperi-
mentet med linesere funktioner, for at kunne se, om der kan veere en fordel ved
at bruge andet end linezere funktioner selvom de kan lgse netveerkskodnings-
problemet.

Antallet af linesere funktioner beregnes ved |A|(|A| — 1)¥. I F5 er der saledes
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80 mulige funktioner. Det ses, at i Fy lgser alle de valgte linesere funktioner
netveerkskodningsproblemet. I F3 lgser ca. det halve af funktionerne for den
fgrste modtager og ca. det halve af dem ogsa for den anden. Ingen lgser dog
for hele problemet, hvilket ikke er overraskende, da det bevises i artiklen af
Dougherty et al. [4], at problemet ikke kan lgses med linezere funktioner i le-
gemer med ulige karakteristik. I F4 lgser ca. en tredjedel for forste modtager
og ca. en tredjedel af disse ogsa for anden modtager og hele systemet. Det ses,
at alle funktioner, der lgser for anden modtager ogsa lgser det hele. I F5 lgser
ca. en fjerdedel for forste modtager og ca. en fjerdedel af disse ogsa for anden
modtager. Igen lgser ingen funktioner for det hele, hvilket igen ikke overrasker.

Linezere fkt. | Lgser for modt. 37 | Lgser for modt. 37 og 38 | Lgsninger
Fo 1000000 1000000 1000000
Fs 499321 249273 0

Fy 333613 111028 111028
Fs 250787 62704 0

Tabel 6.4: Antal lgsninger med lineere funktioner.

6.5 Sammenligning

Vores eksperimenter tyder pa, at sandsynligheden for, at en tilfzeldigt valgt
funktion lgser netveerkskodningsproblemet stiger hvis man veelger reversible
funktioner frem for ligefordelte, hvilke igen er bedre end helt tilfzeldigt valgte
funktioner.

Det skal dog bemzerkes at vi kun har lavet vores forsgg pa et enkelt netvaerks-
kodningsproblem sa endnu kan vi ikke sige noget generelt.

Det ses, at i F3 er antallet af lgsninger stort set ens for linesere og reversible
funktioner. Dette stemmer godt overens med, at vi har vist, at alle reversible
funktioner i F3 er linesere.
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Kapitel 7

Konklusion

Vi har i dette speciale arbejdet med forskellige emner indenfor netvaerkskod-
ning. Vi har betragtet den helt generelle teori, og undersggt hvad det bety-
der for et netveerkskodningsproblem at veere lgseligt. Vi studerede multicast
netveerkskodningsproblemer og fandt ud af, at et multicast netveerkskodnings-
problem med h beskeder kan lgses hvis og kun hvis det der eksisterer et flow
af stgrrelse h fra mazengden af afsendere til hver enkelt modtager og hvis det
kunne lgses eksisterer der en linezer lgsning.

Vi fortsatte herfra til det linesere multicast netveaerkskodningsproblem og kon-
staterede, at for dette problem kunne vi opstille en raekke matricer ud fra hvilke
vi kunne lave det sakaldte transferpolynomium, som indikerer om problemet
kan lgses. Det er desuden muligt for et lgseligt linesert multicast netveerkskod-
ningsproblem at finde en lgsning ved blot at veelge tilfeeldige funktioner i alle
indkodningspunkter, hvis legemet er stort nok

Vi betragtede herefter underrumskoder for linesere multicast netvaerkskod-
ningsproblemer. Naermere bestemt kiggede vi pa Kotter-Kschischang koder,
som er fejl- og sletningskorrigerende koder. Disse koder viste sig at veere rigtig
gode til at handtere fejl for sa vidt, at en fejl ikke kan propagere i netveer-
ket og derfor ikke spreder sig. Desveerre viste det sig at en fejl kunne lede til
en sletning og altsa dermed gav to problemer. Dette kan maske lgses ved at
forspge at benytte en lineser kode sammen med Ko&tter-Kschischang koder og
dermed benytte de linezere koder til fejlretning og Kotter-Kschischang koder-
ne til sletninger. Dette er dog udenfor rapportens fokus, men kan foreslas til
videre arbejde.

Vi betragtede herefter lineser netvaerkskodning generelt og forsggte at udvide
teorien fra multicast til ogsa at geelde i dette tilfeelde. Vi opstillede de samme
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matricer, men fik i dette tilfeelde ud over et transferpolynomium ogsa en maeng-
de ligninger for stgj. For at netvaerkskodningsproblemet kunne vaere lgseligt
skulle transferpolynomiet veere ikke-nul mens stgjligningerne var nul. Dette
ligningssystem knyttede vi til Grobnerbasisteori og fandt ud af at forbinde
netvaerkskodningsproblemets lgselighed til hvorvidt den tilhgrende Grébner-
basis indeholdt tallet et. Der er stadig mange abne spgrgsmal indenfor dette
emne, hvilket vi foreslar til videre arbejde. Der er en del huller i teorien for sa
vidt det drejer sig om sandsynligheden for at finde en korrekt lgsning ved til-
feeldigt valg og hvordan denne sandsynlighed relaterer sig til legemets stgrrelse.
Samtidig kan det veaere interessant at betragte den topologiske mening af flere
af ligningerne, der fremkommer i forbindelse med at finde en Grébnerbasis.
Samt, for et netveerkskodningsproblem, der kan lgses linesert, at se hvad den
reducerede Grobnerbasis bestar af for nogle ligninger og deres eventuelle for-
hold til netvaerkets topologi. Desuden kan det undersgges om den reducerede
Grobnerbasis kan sige noget om antallet af lgsninger.

Til sidst betragtede vi det generelle netveerkskodningsproblem. Idet nogle net-
vaerkskodningsproblemer ikke kan lgses med lineser netvaerkskodning forsggte
vi at finde metoder til at finde lgsninger til disse netveerk. Vi forsggte, som
ved linezere multicast netvaerkskodningsproblemer at geette lgsninger tilfael-
digt, men dette var tilsyneladende ikke effektivt, nar vi valgte mellem alle
mulige funktioner. Vi forsggte herefter at begrsense maengden af funktioner,
som vi valgte imellem uden at tage hensyn til netveerkets topologi, hvilket gav
forbedrede resultater. Vi forsggte herefter yderligere at begraense maengden af
funktioner ved at analysere netvaerket og opstille krav til de funktioner, som
skulle bruges i de enkelte punkter. Som videre arbejde foreslar vi en stgrre
gennemtestning af hvorvidt det hjelper at begreense funktionsmaengden bade
pa den ene og den anden made, samt beregning og bevis af hvordan sandsyn-
ligheden er for at finde en lgsning tilfeeldigt. Det star os ikke helt klart hvorvidt
begraensningen af funktioner ogsa fjerner en del lgsninger, hvilket selviglgelig
pavirker sandsynligheden. Dette bgr undersgges.
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Bilag A
Latinske kvadrater

Dette kapitels grundidé er baseret pa en artikel af Jacobson and Matthews [9].
For at ggre det muligt for os at generere de reversible funktioner vi bruger i
kapitel 6 til at lave vores forsgg med, var vi ngdt til at finde en made at lave
disse matricer, hvor hvert element i alfabetet forekommer preecist en gang i
hver raekke og sgjle. Dette svarer til at skulle generere latinske kvadrater.
Lad os starte med, at definere et latinsk kvadrat.

Definition A.1 (Latinsk kvadrat):

Et latinsk kvadrat af orden n er en nxn-matrix med n forskellige elementer
1 indgangene, hvor alle elementer optreder én gang i hver rekke og én gang
1 hver sgjle.

Lad os betragte et eksempel.

Eksempel A.2:
Et 4 x 4-latinsk kvadrat.

o Qo9
IS GRS HR.
QUL L 0
Q0

L

I disse kvadrater gnsker vi at veere i stand til at foretage transformationer, for
at bevaege os fra et latinsk kvadrat til et andet.
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Definition A.3 (Skridt):

Vi definerer et skridt, som verende en form for transformation i et latinsk
kvadrat. For alle typer af skridt gelder, at vi med et eller flere skridt af
samme type igen kan komme frem til et latinsk kvadrat.

Vi noterer os altsé, at vi i nogle tilfzelde bruger flere skridt fgr vi nar et latinsk
kvadrat. De matricer, som opstar ved at foretage et skridt, som ikke leder til
et latinsk kvadrat kalder vi uegentlige latinske kvadrater. For at kunne kende
forskel kalder vi herefter latinske kvadrater for egentlige latinske kvadrater,
hvis der kan veere tvivl om hvad der menes.

Lad os nu prgve at introducere nogle forskellige former for skridt, som kan
foretages i et latinsk kvadrat. To oplagte former for skridt er at ombytte to
raekker, sgjler eller symboler, hvilket i alle tilfzelde vil resultere i et nyt latinsk
kvadrat. En anden type af skridt er at ombytte symbolerne i et udsnit af et
latinsk kvadrat - hvilket vi kalder en kredsombytning. Vi har i dette tilfeelde
brug for at definere hvilke typer af udsnit, der kan bruges til disse ombytninger.
Vi starter med en raekke-par graf, som fuldsteendigt beskriver forholdet mellem
to reekker i et latinsk kvadrat. Lad os forst betragte et eksempel.

Eksempel A.4:
Lad os betragte fglgende latinske kvadrat og tegne en raekke-par graf for raek-
kerne 3 og 4.

b d e ¢ a
d ¢ b a e
e a c d b
a e d b c
c b a e d
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Det ses i dette tilfzelde, at grafen kan deles op i to disjunkte delgrafer, som
hver iseer er en kreds. Vi siger derfor, at det latinske kvadrat har to kredse.

L4

Vi er nu klar til at lave en formel definition.

Definition A.5 (Rakke-par graf):

Betragt et latinsk kvadrat af orden n. En rakke-par graf for to rekker k
og | er en to-delelig graf, som bestar af 2n punkter og 2n kanter. Den
ene uafhengige punktmengde bestar af n punkter, som representerer de n
sgjler i det latinske kvadrat, og den anden uafhaengige punktmaengde bestar
af de n resterende punkter, som reprasenterer de n symboler. De n forste
kanter repraesenterer rekken k, og de n resterende kanter repreasenterer
rakken . Hvis der i det latinske kvadrat er symbolet a pa plads (k,4), sa
er punkt a og 4 forbundne med kant k i grafen.

Vi kan pa samme made definere en sgjle-par graf og en symbol-par graf.
Vi kan nu definere en kredsombytning.

Definition A.6 (Kredsombytning):
En kredsombytning er et skridt © et latinsk kvadrat, hvor vi i en kreds i
en rakke-par (eller sgjle-par eller symbol-par) graf ombytter alle rekke
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(respektivt sgjle eller symbol) labels pa kanterne og ombytter i det latinske
kvadrat tilsvarende. Dette forer altid til et nyt egentligt latinsk kvadrat.

Vi kan nu betragte et eksempel pa en kredsombytning.

Eksempel A.7:

b d e ¢ a b d e ¢ a

d ¢ b a e d ¢ b a e

e alc d b — e ald b ¢

a el|ld b c a elc d b

c b a e d c b a e d

‘1 ‘

2 2

3 d 3 d
C’4 C'4

5 b 5 b

wa

De former for skridt, som vi hidtil har indfgrt er dog ikke tilstraekkelige til at
kunne na alle mulige latinske kvadrater, da den generelle struktur bibeholdes.
F.eks. ses det ovenstaende kredsombytning, at der er to kredse i raekkerne 3 og
4. Nemlig kredsen {a,e} og kredsen {b, c,d}. Lige meget hvordan vi ombytter
raekker, sgjler eller symboler i kredsene vil der stadig eksistere disse to kredse
i disse rackker. Denne generelle struktur fastholdes altsa.

Lad os nu definere en klasse af skridt, +1-skridt, som kan bryde disse struk-
turer. Dette er en form for ombytninger i et latinsk kvadrat, hvor elementer
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ombyttes. Dette betyder, at vi i forste omgang ofte kommer til uegentlige latin-
ske kvadrater, men disse uegentlige latinske kvadrater er skridt pa vejen mellem
de egentlige latinske kvadrater.

Forst laver vi en alternativ repraesentation af latinske kvadrater. Det geelder,
at et latinsk kvadrat af orden n er sekvivalent med en n x n x n- (0-1)-matrix,
hvis dimensioner svarer til reckkerne, sgjlerne og elementerne i den tilsvarende
latinske kvadrat. Matricen er fyldt saledes, at der er et 1-tal pa indgang (r, s, €)
hvis og kun hvis elementet e optreeder i raekke r, sgjle s i den tilsvarende
latinske kvadrat ellers er indgangen 0 i matricen. Vi kalder en sadan matrix
for forekomstmatricen.

Eksempel A.8:
Lad os betragte et eksempel pa en forekomstmatrix. Vi har fglgende latinske
kvadrat af orden 5 med elementerne {a,b,c,d,e}.

QL O "0
>0 QO Q
0O 2 o Q o
o S O
QOO O

Denne svarer til fglgende forekomstmatrix, hvor de enkelte lag er lagt ud ved
siden af hinanden.

element a element b element ¢ element d element e
10 0 0 OffJo 0 1 0 O]J0 0 0 1 OJJO 1 0 O OJJ0O 0 O O 1
0001 00 0O OO 1ff0 2 0 O OO0 0 1 0 O 0 0 O O
01 0 0 Off2 0 0 0O Off0O O O O 10 0 0O 1 OO O 1 O O
001 0 00 0 0 1 Ofr O O O OO0 O O O 10 1 0 O O
0O 00O 0O 1/0 1 0 0 Off0O O 1 O O)j1 0 O O OO O O 1 O

Det ses altsa, at i hvert lag optraeder der ét ettal i hver raekke og ét i hver sgjle.
Det ses desuden, at der kun optreeder ét ettal pa den samme plads i lagene.

o

Lad os nu forklare +1-skridt. I forekomstmatricen er alle linjesummer 1. Vi
forholder os nu til disse linjesummer og udveelger en 2 x 2 x 2- delmatrix, hvori
vi i hver indgang indsaetter 41 eller -1 saledes, at linjesummerne er usendrede.
Dette kaldes et 1-skridt.
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Definition A.9 (F1-skridt):

Et £1-skridt er en operation pa en 2 X 2 X 2-matriz saledes, at der i hver
indgang legges en til eller trekkes en fra fordelt saledes, at der i 4 indgange
leegges til og i 4 indgange traekkes fra. Dette gores pa en made saledes, at
der 1 alle rekker, sgjler og lag hhv legges en til og trekkes en fra saledes,
at linjesummen bevares.

Da hver enkelt linje i matricen skal have indsat et +1 og et -1, ma vi altsa
nedskrive 4 indgange. Disse kan potentielt veere nulindgange, hvilket betyder,
at de nu er negative. Vi kan begrzense antallet af negative indgange pa folgende
made. Valg en indgang i forekomstmatricen, som er nul. Denne ligger i tre
linjer, som alle indeholder et ettal. Lad nu de indgange, som indeholder et
ettal definere delmatricen. Denne delmatrix vil alt efter valget af nulindgang
enten besta af 4 ettaller og 4 nuller eller af 3 ettaller og 5 nuller. Dette er logisk,
hvis man husker, at der kun er et ettal i hver linje. I fglgende forekomstmatrix,
hvor vi forst veelger en nulindgang (med cirkel omkring) og derefter en anden
ses de to typer af delmatricer.

element a element b element c element d element e
10 000)JOoOO1TOO0OJ]JOOOD1TO0]010O0O0O]J00O0OO0OTO0?1
00 01O0O)JOOOO1TfO1TO0OO0OO0O)}JOO0O1TO0OO0O2TO0O0OO0OTO 0
0j/1 0|0 OJ1T OOOOfOOODODI1T}J0O0O0O0O0OD1TO/OIO0O12|00O0
0/® 10 0| OO0OO0O1TO0|12100O0O0J0O0O0OO0ODTI1T|O0O|1TO]|]00O
00 0OO1T)JOT1TOOOJOOTOO]1TOOODO)JOODOT1ITO

Tabel A.1: Eksempel pa delmatrice med 4 ettaller og 4 nuller

element a element b element ¢ element d element e
10000JJOO0O1TO0OO0O]fOOO1TO0O]JO1TOUOO]]OOOO?I1
0001TO0OO0O0O0O0OD1T|010O0O0O)J0O0O]1T O|O|12O0]0O0]O0
01 000l2T00O0CO0OO0O0O0DO01T|J0O0@ 1|0|O00O0|1O0]O0
0010O0O0O0O0O01TO0f1TO0O0O0DO0OO0OD)JOO0OOCO1TIO1TOOO
0000101 O00O0JOO0OTOO)JTOOOOD)JOODOT1ITO

Tabel A.2: Eksempel pa delmatrice med 3 ettaller og 5 nuller

Det ses altsa, at den indgang, som er ukendt er den indgang, som er modsat
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den valgte nulindgang, altsa den indgang, som ligger i den anden rasekke, den
anden sgjle og det andet lag.

Vi laver nu vores +1-skridt ved at tilfgje +1 til de fire kendte nulindgange og
-1 til de andre fire indgange. Herved skaber vi potentielt en enkelt -1-indgang.
Hvis vores forekomstmatrix nu indeholder en -1-indgang kalder vi denne for
en uegentlig forekomstmatrix. Vi er naturligvis interesseret i egentlige fore-
komstmatricer, men disse uegentlige forekomstmatricer er skridt pa vejen til
nye egentlige forekomstmatricer.

Fra enhver egentlig forekomstmatrix er der n?(n—1) mulige +1-skridt, svarende
til antallet af nulindgange i matricen. Alle £1-skridt pa forskellige nulindgange
producerer forskellige matricer, medmindre nulindgangene indgar i den samme
delmatrix med fire ettaller - en sadan delmatrix kan veelges pa fire forskellige
maéader, hvilke alle leder til samme nye egentlig forekomstmatrix.

Fra en egentlig forekomstmatrix kan vi altsa lave et +1-skridt og komme til
en egentlig forekomstmatrix, hvis der er fire ettaller i den valgte delmatrix,
eller vi kan komme til en uegentlig forekomstmatrix. Lad os nu se hvordan vi
kommer videre fra en uegentlig forekomstmatrix. Vi fokuserer pa -1-indgangen,
som ligger i tre linjer i matricen i hvilke der er praecis to ettaller (linjesummen
er stadig 1). Vi veelger tilfeeldigt en af 1-indgangene i hver linje, hvilket igen
udggr en 2 x 2 X 2- delmatrix. Vi laver et +1-skridt, der sendrer -1-indgangen
til en O-indgang. Pa samme made som fgr er det kun den indgang, som er
modsat -1-indgangen, som er ukendt. Hvis denne er en 1-indgang laver dette
+1-skridt en egentlig forekomstmatrix ellers er det en 0-indgang og bliver nu
den nye -1-indgang i en ny uegentlig forekomstmatrix.

Vi veelger, at begraense os til denne slags +1-skridt, selvom der findes andre,
f.eks. skridt, som skubber -1-indgangen til siden - dette kan opnas med to af
vores +1-skridt.

Lad os forklare hvordan vi laver en reeckke af +1-skridt fra et egentligt latinsk
kvadrat til en anden med et eksempel.

Eksempel A.10:
Lad os betragte folgende latinske kvadrat af orden 5.

o QU0 e
ISEEEC I ST QRIS
> Q 0 20
QO TR 0o
QL O 2
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element e

element d

element ¢

element b

element a

10000100001000010000_10000
Moo ©SCHOOOC OHOOO o Moo ©@HO OO
00100!0@00@000!00001 OOO!_M_
CoomMHO @PPEHO OO0 HO coo O oo o[o]H]
00001!0!01@010@0010000100
i T T 1 T i
CO0OO0OO0OH OO0 OO0 OO0 OO0
_HOOO0OO MNOO0OO0OO HMOO0OO0OOD HMOOOOD Moo OoOo
OHOOO OHOOOD OHOOO OHOOO O-HOOO
COHOO OO0OHOO OO0OHOO OCOHOO OO
COO0OHO COCOO0OHO OO0 HO COCOO0OmMO OO0 O
G 1T n 1t | ]
COOHO OO0 HO COOMHO COCOO0OMHO OO0 O
Coo0oo0oH QO co0o0OH OO0 COOC O
10@00@0!0000100 coHOoOO ocoHOO
OcHMHOoOOoco @PH OO0 oHOOO OHOOO OHOOO
00100!0@0010000 -HOoOOO0OO0O HOOOoOO
i T t 1 T i
COoOHOO OO0OHOO OCO0OHMOO ©COHMOO0C OO O O
COO0OHO OC0OO0OHO o0 MO @ O 000 HO
cCooomH OO O ™ 00001000!@000@!
Hoooo Mmoocoo Moooo Hoo[FH ~oo[oo]
OHM OO0 OHMOO0OO0 OHMOO0OO0 OHOOO OHO OO
i 1t T T T ]
OCHOOCOO OHOOO OHOOO OHOOO OHO OO
ComMOoOO0C O0COMOOD PCCHOO OCOH OO como o
0001000010!001!100@@10000
Coocom ococooH P92 HF coo[H[o]ooco o
1000010000@000!00001 coco o

nipulerer denne med =£1-skridt. Vi markerer sendringer med kvadrater. Den

Vi repraesenterer nu dette latinske kvadrat ved dens forekomstmatrix og ma-
forste tilfeeldigt valgte 0-indgang markeres med en cirkel.

1)

2)
3)
4
5)

2 x 2 x 2-matrix ved at lade det udvalgte 0 samt de ettaller, der befinder sig
i samme sgjle, reekke eller placering i laget, udggre hjgrnerne. I denne kube
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foretages vores +1-skridt. Resultatet af dette ses i 2). Vi udveelger nu en ny
2 X 2 x 2-matrix ud fra —1-indgangen samt tilfeeldigt valgte ettaller i samme

I 1) udveelges den nulindgang, som vi vil arbejde med. Vi udvalger nu en
sojle, reekke og placering i laget. I denne laves et +1-skridt, hvilket ses i 3).
Denne mangvre gentages to gange, hvilket giver 4) og 5). Vi er nu kommet



frem til en egentlig forekomstmatrix, som svarer til fglgende latinske kvadrat.

c bade
b cdea
e dcab
d ae b c
a e b cd

L

Det er ikke helt ligetil at generere et latinsk kvadrat af hgj orden, men det
viser sig, at hvis man har genereret et latinsk kvadrat, sa kan man komme hen
til alle andre latinske kvadrater i et endeligt antal skridt.

Folgende seetning omkring disse forbindelser er bevist af Jacobson og Matthews
[9].

Saetning A.11:

Givet to (egentlige eller uegentlige) latinske kvadrater af orden n eksisterer der
en sekvens af +1-skridt der transformerer den ene matriz om til den anden.
En ovre grense for antallet af skridt i den korteste sekvens er 2(n — 1), ndr
n> 2.

Dette betyder, at hvis vi starter med et latinsk kvadrat og derefter tager 2(n —
1)3 +1-skridt fra denne, si kan vi ende pa et hvilken som helst andet latinsk
kvadrat.
Ifplge Jacobson og Matthews [9] vil fordelingen af latinske kvadrater, som ge-
nereres af en raekke skridt ud fra samme latinske kvadrat veere noget neer
uniform.

A.1 Latinske kuber og hyperkuber

Teorien for at generere latinske kvadrater uniformt fordelt er altsa kendt, og
vi kan derfor anvende denne teori til at generere tilfaeldige funktioner, som
er reversible i to input. Vi har dog ogsa brug for, at generere funktioner, der
er reversible i et stgrre antal inputs, hvorfor vi gnsker at udvide denne teori
forst til latinske kuber og derefter til latinske hyperkuber af vilkarlig orden.
Hvis vi betragter en latinsk kube af orden n, kan vi se, at denne stadig kan
repraesenteres ved en forekomstmatrix, som dog nu skal vaere en n x n X n x n-
matrix. Lad os betragte et eksempel.
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lag 2 lag 3 lag 4 lag 5

Betragte folgende latinske kube af orden 5, hvor lagene i kuben er lagt ved
lag 1

Eksempel A.12:
siden af hinanden.

IS ARRVIEES IS TN
O VT
00T v 3
[SEESEES IS BN

VIO 0T

OV V3O
00T O3
ST 0 0¥ O
VL3I O

"W 3o O

=S« BV
I o 0¥ O
VLI O
"V 3o 0

S~ RIS RS

I 03 O
VLI O
"V 3o 0
VT v 3o

00T U3

VLI O
" 3o O
O v 3o
SIS IS S

T O 0¥ O

element e

element d

element ¢
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element b

1
0

element a
1 0 0 0 Offo 1 0 0 O]f0O 0 1 0 Offo 0 0 1 O]J0o 0 O O 1

000 0 1y 0 0 0 OJ0 1 0 0 OO0 0 1 0 OO 0 O 1 O

lag1|0 O O 1 00 O O O 1T 0 0 O OO0 1 O O OO O 1 O O
1 0 0 0 0ff0 2 0 0 040 0 1 0 OO O O 1 OO0 O O O 1

0 0 00

0 010
1000 00 1.0 0 OJ0 0 1 0 00 0 0O 1 00 0 0O 0 1

0100 00 O 1 0 OO0 0 0 1 00 O O O 12 0 0 O O
0 00 0O 1ffr 0 0 0 040 1 0 O OO O 1 O OO0 O O 1 O
lag5(0 0 0 O 11 0 0 O Off0O 1 0 O OO0 O 1 0O O}0O O O 1 O
0 00100 0O0O0 1§12 0 0 0 00 1. 0 0 00 0 1 0 O
001 0 0JJO OO 1 04O 0 0 O 1)1 0 0 0 OJJO 1 0 0 O

001 0 00 0 01 0Of0 0 O 0 1 0 O O OO 1 0 O O
lag4{1 0 0 O OO0 1 0 O OO0 O 1 0O OO0 O 0O 1 0|0 O 0 O 1

0100 00 0 2.0 OJ0 0 0 1 00 0 O 0O 11 0 O 0O O
lag3|0 1.0 0 0Off0 0 1.0 0O O O 1 OO O O O 1L 0 O O O

0 0 01 0ff0 0 0 0 1y 0 O O OO 2 0 O OO0 O 1 O O
1 0 0

0 010 00 0 01 00 0 0 0 1 0 0 0O OO 1 0 0 O
lag2{0 0 1 0 00O 0 0 1 00 O O O 11 0 O O OO0 1 0 0 O

Denne latinske kube kan repraesenteres ved folgende forekomstmatrix, hvor
lagene i de enkelte kuber er lagt ved siden af hinanden og kuberne, der reprae-

senterer de enkelte lag i vores latinske kube er under hinanden.



Vi kan altsa se, at den samme teori tilsyneladende lader sig overfgre til latinske
kuber. Det er ogsa muligt, at foretage £1-skridt i denne forekomstmatrix, hvis
blot man veelger ettaller som fgr i reekken, sgjlen og lagene, men nu ogsa i
kuberne, sa skridtene foregar i en 2 x 2 x 2 X 2 matrix i stedet for i en 2 x 2 x 2
matrix. Desveerre er det ikke umiddelbart muligt, at begraense antallet af gene-
rerede —1-pladser sa let som fgr. Da vi betragtede en n x n x n forekomstmatrix
var der én ubekendt i den udvalgte 2 x 2 x 2 matrix. Denne befandt sig pa en
plads, hvor vi skulle traekke fra, og kunne derfor give én —1-plads. Nar vi nu
udvaelger en 2 x 2 X 2 X 2 matrix har vi 5 ubekendte, hvoraf 4 befinder sig pa
pladser, hvor der bliver trukket fra. Det vil altsa sige, at vi kan generere op til
4 —1-pladser. Pa grund af indbyrdes athsengighedsforhold er der 17 forskellige
mader at udfylde de 5 ukendte pladser. Heraf generere 5 situationer O eller 1
—1-plads og de resterende 12 situationer genererer flere. Dette betyder i prak-
sis, at for hver gang vi fjerner en —1-plads genererer vi efter al sandsynlighed
mere end en ny —1-plads. Dette betyder, at antallet af —1-pladser stiger, og
det er derfor usandsynligt at ende med en ny egentlig forekomstmatrix ved
tilfeeldigt valg. Vi gnsker ligesom fgr, at opstille nogle begraensninger, som kan
garantere, at vi ikke ender med en stadig voksende strgm af —1-pladser, men
dette ligger udenfor rapportens fokus.

135



136



Litteratur

1]

Thomas H. Cormen, Clifford Stein, Roanls L. Rivest og Charles E. Lei-
serson. Introduction to Algorithms. The MIT Press, 2009.

David Cox, John Little og Donal O’Shea. Ideals, Varieties and Algorithms.
Springer, 2012.

Reinhard Dielstel. Graph Theory. Springer, 2010.

R. Dougherty, C. Freiling og K. Zeger. Insufficiency of linear coding in
network information flow. Information Theory, IEEE Transactions on,
51(8):2745-2759, 2005.

Louise Foshammer og Malte Neve-Graesbgll. Netvaerkskodning. 2013.

Olav Geil, Louise Foshammer og Malte Neve-Graesbgll. Combining subs-
pace codes with classical linear error-correcting codes. 2014.

Olav Geil og Casper Thomsen. Aspects of random network coding, bind 8
af Series on Coding Theory and Cryptology, side 47-81. World Scientific
Publishing Co Pte Ltd, 2013. 2013; 1.

Tracey Ho, M. Medard, R. Koetter, D.R. Karger, M. Effros, Jun Shi og
B. Leong. A random linear network coding approach to multicast. Infor-
mation Theory, IEEE Transactions on, 52(10):4413-4430, 2006.

Mark T. Jacobson og Peter Matthews. Generating uniformly distributed
random latin squares. Journal of Combinatorial Designs, 4(6):405-437,
1996.

S. Jaggi, P. Sanders, P.A. Chou, M. Effros, S. Egner, K. Jain og L. M
G M Tolhuizen. Polynomial time algorithms for multicast network code

137



[11]

[12]

construction. Information Theory, IEEE Transactions on, 51(6):1973-
1982, 2005.

Jorn Justesen og Tom Hgholdt. A Course In Errorcorrection Codes. Fu-
ropean Mathematical Society, 2004.

Ralf Kotter og Frank R. Kschischang. Coding for errors and erasures
in random network coding. IEFE Transactions on Information Theory,
54(8):3579-3591, 2008.

Ralf Koétter og Muriel Médard. An algebraic approch to network coding.
IEEE Transactions on Information Theory, 11(5):782-795, 2003.

138



	1 Introduktion
	1.1 Netværkskodningsproblemer
	1.2 Lineær netværkskodning for multicast netværkskodningsproblemer
	1.3 Algoritme til løsning af multicast netværkskodningsproblemer

	2 Gröbnerbaser
	2.1 Monomier og polynomier
	2.2 Idealer og Gröbnerbaser
	2.3 Kongruens og kvotient
	2.4 Varietet

	3 Kötter-Kschischang koder
	3.1 Operatorkanalen
	3.2 Koder
	3.3 Lineariserede polynomier
	3.4 Konstruktion af koder
	3.5 Dekodning

	4 Lineær netværkskodning i generelle netværkskodningsproblemer
	5 Generel netværkskodning
	5.1 Brute force
	5.2 Tilfældig netværkskodning
	5.3 Begrænsning af antallet af mulige løsninger
	5.4 Eksempel på begrænsning

	6 Eksperimenter
	6.1 Alle funktioner
	6.2 Ligefordelte funktioner
	6.3 Reversible funktioner
	6.4 Lineære funktioner
	6.5 Sammenligning

	7 Konklusion
	 Appendix
	A Latinske kvadrater
	A.1 Latinske kuber og hyperkuber

	 Litteratur

