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I denne rapport betragtes perturbation af egen-
veerdier for lineaere operatorer pa endeligdi-
mensionale komplekse vektorrum. Det under-
soges hvordan egenverdierne aendrer sig med
operatoren, ndr denne afheenger analytisk af en
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indferes resolventen for operatoren og pertur-
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ABSTRACT

Given a linear operator in a finite-dimensional complex vectorspace. It is of interest to
know how the eigenvalues change with the operator, when the operator depends on a
parameter analytically.

To answer this question the resultant of the operator is studied in detail. Various pro-
perties of the resolvent are stated and proved and these are used to investigate the
singularities of the resolvent. Also the partial fraction decomposition of the resolvent
has been derived. To this end a number of tools from complex analysis proves useful
and some of them are discussed and proved.

Since the characteristic equation of the operator, in this finite-dimensional setting, is
given by a polynomial equation in two variables, a selection of results on polynomials
are stated and proved, so that the characteristic equation can be examined.

Algebraic functions are introduced in order to state and prove the main theorem about
the behaviour of the eigenvalues. The concept of a norm is used to define the norm of
an operator, which is the basic tool in the estimates of the following sections on the
resolvent. Finally a number of examples are given to illustrate the theory.






FORORD

I denne rapport er det underforstéet, at der ved feks. T —( skal forstas T — 1., hvormed
der ikke altid skelnes (notationsmaessigt) mellem skalarer og operatorer. Der betragtes
kun linezere operatorer pa endeligdimensionale komplekse vektorrum.

Generelle henvisninger skrives som eksempelvis [A]J], hvor [A]] sd kan findes i littera-
turlisten. Specifikke henvisninger skrives som f.eks. [A], s. 12, Theorem 3.16], hvor [A]]
igen kan findes i litteraturlisten, s. 12 angiver sidetallet og Theorem 3.16 er navnet pa
resultatet.

Der skelnes ikke mellem analytisk og holomorf. Alle kurver antages at vaere stykkevis
glatte.
Alle maengder antages at veere dbne og sammenhaengende, medmindre andet er naevnt.
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KAPITEL 1

INTRODUKTION

1.1 PRELIMINARIES

1.1.1 RESULTATER FRA KOMPLEKS FUNKTIONSTEORI

Definition 1.1 - Analytisk
En funktion der er defineret og komplekst differentiabel overalt i et omrdde © kaldes
en analytisk funktion.

En analytisk funktion kaldes ogsa holomorf.

Definition 1.2 — Meromorf

Lad G € C vare et domane og lad f : G\ P — C vere en holomorf funktion med
isolerede singulariteter i P. Hvis alle punkter i P er poler, siges [ at veere meromorf i
G.

Folgende bliver nyttig:

Setning 1.3 — Rouches’ satning

Lad de to funktioner f(z) og ¢(z) vaere analytiske i det enkeltsammenhangende
omrdde ©. Lad den simple lukkede kurve C vaere indeholdt i ® oglad f(z) # 0 pa C.
Antag desuden, at | f(z)| > |¢(2)| pd C. S& har de to funktioner f (z) og f(z) +¢(z) det
samme antal nulpunkter i den del af © der er omsluttet af C.

Bevis:
Da f og ¢ begge er analytiske i © er f + ¢ det ogsd. [Conway, s. 123, 3.4 Argument
Principle] giver sdledes (med en lidt anden notation), at

1 1@ 1 ff(z)+(p(z)dz:
o

2ni Je f(2) dz=N o8 27i f(2)+¢(2)

hvor N betegner summen af ordenerne af nulpunkterne for f omsluttet af C og M
betegner summen af ordenerne af nulpunkterne for f + ¢ omsluttet af C. Nu valges
orienteringen af C til at veere positiv, hvilket er underordnet i seetningen, men nodven-
digt i dette bevis. Det skal vises, at N = M, hvilket sdledes er sekvivalent med at vise,
at

1 f’(z)dZ: 1 [ f@+¢'(2)
2ni Je f(2) 2ni Je f(2)+@(2)

som er akvivalent med at vise, at

['R)+¢'(x) (@
c [@)+ez) f(2)

)dz=0.
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Speciale Afsnit 1.1: Preliminaries

Ved direkte udregning ses, at

[@+9' @) [ _¢'@f(@)-9@ [
@+  [f(2) F(@(f(2) +¢(2)

0g

(2)
(1+ %)/ 9 (@f (@) -9 f(2)

1+%  f(f(2) +9(2)

Der geelder altsa

(2) \r
f@+9'@ fla U+

f@+ei) fla 1+% '

Problemet kan sdledes omskrives til

@)y
(I+ f(z))

¢(2)
C 1+ﬁ

=0. (1.1)

Det haves, at | f(2)| > |¢(2)| p& C, hvormed ‘%‘ < 1. Dermed ligger veerdierne for 1 +

% i den hojre halvplan (indenfor cirklen med centrumi 1 og radius 1 - specielt bliver

1+22 aldrig nul eller reelt og negativt) hvor logaritmen er veldefineret. Derfor kan

f(2)
integralet i (1.1) nu udregnes pa folgende méde. Da (In f(x))' = % ses, at integranden
har stamfunktionen In(1 + %). [A], s. 12, Theorem 3.16] giver sédledes, at integralet er
lig nul, idet C er en lukket kurve. Beviset er sdledes fuldfort. [ |

Seaetning 1.4 — Laurents satning

Lad f vaere en kompleks funktion, som er analytisk pd ringen Ry < |z — zy| < R», hvor
zo er centrum for de to cirkler med radius R; og R,. S kan f repraesenteres ved en
Laurent-rakke,

(&)

f@= ), an(z—2zp)",

n=-00

a, = ! f f(Z) dZ,
2ni Jy (z—zp)"+!

ogvy er en simpel lukket kurve med positivomlobsretning, som omslutter z, og ligger
mellem cirklerne med radius R, og R,. Raekken konvergerer for Ry < |z — zy| < Ry.
Specielt konvergerer reekken uniformt pd p; < |z — zg| < p2, hvor Ry < p1 < p2 < Ry.

hvor

Udtrykket

o0

Z an(z—zp)"

n=-—0o0

Side 12



Afsnit 1.1: Preliminaries Speciale

skal forstds som summen af de to uendelige raekker
-1 00
Y. an(z—z9)" og ) an(z—2z0)",
n=-oo n=0
hvor a,, er defineret som ovenfor. Det bemaerkes, at
-1 00 b
Y anlz—z)"=) —=

0
n=—00 n=1 (Z_Zo)n

hvor
1 _
b, = %ﬁ(z— 20" f(2)dz.

Denne del kaldes principaldelen af Laurent-rakken.

1.1.2 RESULTATER OM POLYNOMIER

I dette afsnit gennemgaes en raekke nyttige resultater om polynomier.
Som korollar til Rouches’ seetning, setning 1.3, fas folgende nyttige resultat:

Saetning 1.5 — Algebraens fundamentalsatning

Ethvert egentligt polynomium med komplekse koefficienter har praecis lige sa man-
ge komplekse rodder som graden af polynomiet, hvis rodderne teelles med multipli-
citet.

Bevis:
Lad p(z) veere givet ved

p(z)=ay+ayz+---+ayz", hvor a,#0.

Det fas, at

p(2) ag a an-1
n- n n—1 ot
anz anz anz anz

+1 for z#0O.

Her ses, at hgjresiden (og dermed ogsa venstresiden) gar mod 1 for |z| gdende mod
uendelig. Der findes derfor et tilpas stort tal R, s der for |z| = R geelder

p2) —1'<1

a,z"

_ n
'p(z) anZ|

a,z"
|p(2) — anz"|
<1

lanz"|

|p(2) — anz"| <|anz"|
|a0+ aijz+--+ an_lz"_1| < |anz”| )
Velg nu et R sd stort, at

|ao+alz+---+an_1z”_1| < |anz”| for |z|=R,

Side 13
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sd er betingelserne fra Rouches’ seetning, saetning 1.3, opfyldt, med

f(2)=anz" og @@ =ay+a(2)+ - +an, 12" "
Da f(z) = a,z" har n redder (0 er rod med multiplicitet n) indenfor cirklen |z| = R,
(R>0), sd har p(z) = f(z) + ¢(z) ogsa n redder, safremt R vaelges sa stor, at alle redder
for p(z) liggeri|z| < R. Da f(z) = a,z" kun har roden 0, 2endres/oges antallet af rodder
ikke uanset hvor stor R bliver. Beviset er hermed ferdigt. [ |

Lemma 1.6
Givet et polynomium p(A) der har A = a som rod, sa geelder:
A = a er multipel rod i p(A) hvis og kun hvis A = a errod i p’(A).

Bevis:
Antag, at A = a er multipel rod i p(1). Det betyder, at p(1) = (A — a)" q(A) hvor g(A) er
et polynomium af grad deg g = deg p — m hvor m er et naturligt tal, m = 2. Heraf fas

pPA)=mA-a)" g+ A-a)™qd V) =A-a)™" 1 (imgA) + A-a)g' (1)),

hvoraf det ses, at A = a errod i p’(A).
Antag nu, at A = a er rod i bade p(1) og p’ (1), da findes polynomier ¢; og g» sa

pA)=A-a)qi(A) og p'A)=A-a)gA).
Ved differentiation af p(A) fas
PV =q1(D) + (A - a)g; (A).
De to udtryk for p’(A) seettes nu lig hinanden
M) +A-a)g (V) =A-a)g(.

Dette kan omskrives til

NN = (A= a)(q2(D) - g, (V).
Ved at indseette dette i udtrykket for p(A) fas

P = A-a)*(q2(M) - q;(A),

hvoraf det ses, at A = a er multipel rod i p(7). [ |

Bemeerk, at ovenstdende bevis faktisk viser, mere end der stdr i setningen, nemlig at
hvis A = a errod i p(A) med multiplicitet m =2, sd er A = arod i p’(1) med multiplicitet
m-—1.

Nu indferes en variant af Euklids algoritme for polynomier.

Givet to polynomier p(A1) og g(A), hvor degp > degq, sd indfores folgende algoritme:
Divider g op i p og find resten r;. Divider r; op i g og find resten r,. Divider r» op i r;
og find resten r3. Fortsaet pd denne made, indtil resten er en konstant. Denne konstant

Side 14



Afsnit 1.1: Preliminaries Speciale

er outputtet for algoritmen.
Algoritmen ser altsa sdledes ud:

pA) =qo(M)gA)+r1(A), hvor degr <deggq,
qA) =q(A)ri (D) +12(A), hvor degr, <degr,
rnA) = qa(A)ra(A) +r3(1), hvor degrs <degrs, (1.2)

Tn—2A) = qpn-1 V) rp-1(A) + (A1), hvor degr, <degr,-1,

stopved degr,<0 oggiv r, som output.

[Cohen, s. 23, Theorem 5] giver eksistens og entydighed af outputtet r, ved denne al-
goritme, hvormed det giver mening at fastsaette folgende:

Definition 1.7 — Resultant
Givet to polynomier p(A) og q(A), hvor deg p > deg q. Outputtet r, fra ovenstidende
algoritme kaldes resultanten R(p,q) for de to polynomier. Dvs. R(p,q) = 1.

Bemeerk, at r;,, og dermed resultanten, er en konstant.

Eksempel 1.8
Betragt de tre polynomier

pA)=A%+21, M) =1+3 o8 GA)=A1+2.
Da der gelder, at
A 42L=A-1DA+3)+3 og A*+21=A(1+2)+0,
giver algoritmen
R(p,q1) =3 og R(p,q2)=0.

Bemeerk desuden, at p og ¢g» har den feelles rod A = -2, mens p og ¢; ikke har nogen
feelles rodder. a

Proposition 1.9
To polynomier p(A) og q(A), hvor degp > deggq, har en fzlles rod Ay, hvis og kun
hvis deres resultant er identisk lig nul, dvs. hvis og kun hvis R(p,q) = 0.

Bevis:

Antag, at p(A) og g(A) har en felles rod, Ay, hvormed p(1p) = 0 og g(Ap) = 0. Ved ind-
seettelse af A i algoritmens forste linie fas direkte, at r1(1p) = 0. Ved indsettelse af Ay i
algoritmens anden linie fs tilsvarende, at r,(1¢) = 0. Séledes fortseettes til algoritmens
sidste linie, som giver r,,(1¢) = 0. Dadegr, <0, ma r, = 0. Antag nu, at R(p,q) =0. Dvs.,
at r, =0, hvormed algoritmens sidste linie giver, at

Tn—2A) = qn-1(V)rp—1(A). (1.3)

Side 15
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Da r;,—1(A) er et polynomium af grad mindst een (ifalge algoritmen) folger det, af alge-
braens fundamentalsatning, setning 1.5, at r,—; (A1) har mindst een rod. Lad A veere
rodir,—1(A), dagiver (1.3), at Ay ogsé er rod i r,—»(A). Algoritmens andensidste linie:

Tn-3A) = gp—2 N 1p—2A) + rp—1 (1)

viser nu, at Ay er rod i r,_3(1), da Ap er rod i r,—2(A) og r,—1(A). Ved at ga baglens
igennem algoritmen, fas af algoritmens forste linie, at da A errod i g(A) og r1(A), er ¢
ogsarodi p(A). Det er dermed vist, at p(1) og g(A) har en feelles rod. |

Definition 1.10 - Diskriminant
Givet et polynomium p, af grad n, s& defineres diskriminanten, D, for polynomiet
som resultanten af polynomiet og dets afledte, dvs.

n=R(pn,p)).

Eksempel 1.11
Betragt det generelle andengradspolynomium

p2(A) = al®>+brl+c, a#o,

Heraf fas
py(A) =2al+b.
Da
1 b b?
a/12+b/1+c:(—)t+— al+b)+c— —
2 4a 4a
fas
b? 1
D, =R ) =c— — = ——(b* —4ac).
2= R(p2,py) =c 12 4a(b ac)

Bemark afvigelsen fra den sedvanlige diskriminant d = b — 4ac.
Der gaelder dog, at D, = 0 = d preecis nar b%—4ac =0, séledes at p(A) har en dobbeltrod
hvis og kun hvis D, = 0. d

Proposition 1.12
Polynomiet p,(A) har mindst een multipel rod hvis og kun hvis D, = 0.

Bevis:

Antag forst, at polynomiet p,(A) har mindst een multipel rod. Sa er denne rod ogsd rod
i p),(A) ifelge lemma 1.6 og proposition 1.9 giver saledes at R(p,,p),) = 0. Det folger sa
af definition 1.10, at D,, = 0.

Antag nu, at D, = 0. Definition 1.10 giver séledes at R(p,,p),) = 0, hvilket ifelge propo-
sition 1.9 er ensbetydende med at p, (1) og p} (1) har mindst een felles rod, hvorefter

Side 16



Afsnit 1.1: Preliminaries Speciale

det folger af lemma 1.6 at p, (A1) har mindst een multipel rod. [

Ved et polynomium p af to variable ¢ og A forstds en dobbeltsum af formen

pCA =Y Y ajg/Al

j=01=0

Definition 1.13 — Reducibel

Givet et polynomium p({,A), { € Q, analytisk i {. S& kaldes p reducibel, hvis og kun
hvis der findes polynomier p; ({,A) og p2((,A) der er ikke-konstante og analytiske i (,
sd p((,A) = p1((, ) p2((,A).

Diskriminanten for p((,-) betegnes D(().

Proposition 1.14
Polynomiet p((,A) er reducibelt, hvis D({) = 0 for alle { € Q.

Bevis:

[ dette bevis benyttes en variant af algoritmen giveti (1.2). Ved hvert skridt i algoritmen
i (1.2) divideres der med et polynomium. Hvis man séledes anvender denne algorit-
me direkte pa polynomiet p({,A) og dets afledte (hvor disse betragtes som polynomi-
er i A, med koefficienter der athaenger polynomielt af {), sa risikerer man at dividere
med et udtryk, hvor koefficienterne der atheenger af { giver anledning til et nulpunkt
for udtrykket. Ved alligevel at benytte algoritmen, men sa efter hvert skridt gange den
fremkomne ligning igennem med en faktor (der atheenger af {, men ikke af 1), sdledes
at eventuelle nulpunkter fjernes, s opnar man en variant af den oprindelige algorit-
me. Denne variant anvendes i det folgende, men de fernaevnte faktorer der athaenger
af { udelades, for at lette opskrivningen. Bemeerk dog at dette ikke har betydning for
de konklusioner der drages. Antag, at D({) = 0 for alle { € Q. Sa folger det af definition
1.10, at algoritmen i (1.2) giver outputtet r, = 0, hvormed algoritmens sidste linie er
givet ved

rn-2(A) = gn-1(M)rp-1 ().
Indseettes dette udtryk for r,,—» (1) i algoritmens andensidste linie, som er givet ved
rn-3(A) = g2 rp—2(A) + rp-1(A),
fas

"n-3(A) = gn-2D) [n-1 D) 11 A)] + -1 (V)
=rp-1(4) [q;l—z(/l)éh—l(/l) + 1] .

Indseettes dette udtryk for r,,—3(A), samt udtrykket for r,,—» (1) i algoritmens trediesidste
linie, som er givet ved

Tn-a(A) = qp—3( V) rp—3(1) + rp—2(A),

Side 17
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fas

Tn-4(A) = qn-3(V)rp_1 (A1) [CIn—Z(A)CIn—l(A) + 1] + gn-1AN)rp—1(A)
=rp-1(1) [qn—S(A) [qn—Z(A)qn—l(A) + 1] + qn—l(/l)] .

Det folger heraf, at man ved at fortseette med at gd bagleens gennem algoritmen pa
denne made, opnar en faktorisering af polynomiet p. Da der i algoritmen gelder, at
degr, < degr,_; og degr, =0, folger det, at faktorerne i fornavnte faktorisering ikke
er konstanter, hvormed det er blevet bevist, at p er reducibelt. [ |

1.1.3 ALGEBRAISKE FUNKTIONER

Definition 1.15 - Algebraisk funktion
En lpsning w = f () til ligningen

202+ (@W+g@QW +-+gn(2w™ =0, (1.4)

hvor g,(z) er polynomier af z alene og mindst et af dem er egentligt, kaldes en alge-
braisk funktion.
Ligningen (1.4) kan skrives kortfattet som G(z,w) = 0.

Eksempel 1.16
Polynomier er algebraiske funktioner idet

w=f@=>-f(z)+w=0
her er

g,=0 for n>1, gi(z2)=1 og golz)=—-f(2).

O
Eksempel 1.17
Rationale funktioner er algebraiske funktioner idet
a(z)
f(2)=——=—-a(z)+b(2)f(2) =0
b(z)
her er
g,=0 for n>1, g1 =b(z) og go=-alz).
(|

Side 18
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Eksempel 1.18
En rational funktion opleftet til en brudden potens er en algebraisk funktion idet

a(z)
b(z)

)5 = (f(2)7 = (%)p = —(a(2))” + (b(2))P(f(2))7 =0,

fl2)=(
her er

g.=0 for ne¢{0,q}, g;=b2)" og g =-(al2)?.

Eksempel 1.19
Ligningen x* + y* = 1 giver y = +V 1 — x2 begge grene harer til den algebraiske funktion
¥, selvom y ikke er en funktion i seedvanlig forstand. O

De trigonometriske funktioner, eksponentialfunktionerne og logaritmefunktionerne
er alle eksempler pd ikke-algebraiske funktioner eller transcendente funktioner.

For m < 4 kan ligningen i (1.4) lgses direkte, hvorved man opnér et eksplicit udtryk
for funktionen w = f(z) , der derefter kan underseges. For m > 4 er dette ikke leengere
muligt og derfor opstér spergsmalet om hvorvidt der i det hele taget findes en lesning
w = f(z) til ligningen, om den er entydig, og hvilke egenskaber den ellers har. For disse
sporgsmal besvares, gores forst nogle antagelser. Det antages, at G(z,w) er irreducibel,
jeevnfor definition 1.13. Denne antagelse er ikke urimelig, for hvis G var reducibelt, s&
f.eks. G(z,w) = G1(z,w)G2(z,w), ville behandlingen af problemet G(z,w) = 0, ved hjeelp
af nulreglen, kunne deles op i behandlingen af de to (simplere) problemer G, (z,w) =0
og G2 (z,w) = 0. Ved at substituere en fast veerdi zp med z i ligningen, fas en polyno-
miel ligning i w med skalar koefficienter. Denne ligning vil generelt have m forskellige
lpsninger/rodder, medmindre man er i et af de to felgende tilfeelde:

1. gm(zp) =0, hvormed graden af polynomiet er mindre end m og antallet af las-
ninger/rodder dermed ogsa er mindre end m, ifolge algebraens fundamental-
setning, setning 1.5.

2. G(zg,w) =0 har multiple raedder.

Det sidste sker netop nar ligningens diskriminant er identisk lig nul, som det fremgéar af
proposition 1.12. Der geelder desuden, at hvis G(z,w) er irreducibel, sa er diskriminan-
ten, D(z), ikke identisk lig nul, ifglge proposition 1.14, men derimod et polynomium af
en bestemt grad. Det fremgér af 1. og 2., at undtagelserne kun kan ske for et endeligt
antal specielle veerdier af z, som fremover benaevnes aj,...,a;,. I det folgende vil der
(til at begynde med) blive set bort fra sddanne kritiske punkter. Der geelder saledes, at
G(zg,w) = 0 har preecis m forskellige redder, w(()l), .,w(()’") for hvert z = z, forskelligt fra
de kritiske punkter. Mélet er nu folgende:

Seatning 1.20

G(z,w) antages at vere af formen G(z,w) = go(2) + g1 (D) W+ & (2) W? +-- -+ gm(2) w™
og irreducibel. Ligningen G(z,w) = 0 definerer precis een m—tydig analytisk funk-
tion w = F(z) i den punkterede plan, dvs. planen bortset fra de kritiske punkter.

Side 19
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1.2 HOVEDSATNINGEN

Betragt en lineaer operator T pa et endeligdimensionalt komplekst vektorrum X og lad
¢ — T(¢) veere analytisk i Q. Funktionen p({,A) = det(T'({) —A) er analytiski Q x C. Dette
ses let hvis standardmatricen for T er en (2x2)-matrix, idet alle fire indgange i matricen
er analytiske. Heraf folger resultatet for en (nxn)-matrix ved induktion. Bemeerk, at en
funktion af to komplekse variable kaldes analytisk, hvis den er analytisk i hver af de
variable ndr den anden variabel holdes fast (separat analytisk).

Lad

pCA) = (D" A"+ ap QA" + -+ @y (O A+ ag ().

Nu betragtes et simpelt nulpunkt, Ao, for p({o,A1), hvor { € Q er fast.

Proposition 1.21

Givet ({o,A0) € 2% C, 54 p({o,A0) = 0 0g & ({o,Ao) #0, sé findes 61,62 > 0, sd at p((; )
har preecis ét nulpunkt, 1¢({), i|A — Ayl < 6, for | — (ol < 62 . Ag({) athaenger analytisk
af{ og p({,A9(()) =0 overalti|{ — (ol < b>.

Bevis:

Ideen er at benytte implicit funktionssaetningen som angivet i [Wade, s. 356, 11.47 The-
orem [The Implicit Function Theorem]]. Bemeerk, at der i det folgende er byttet om pa
x og t i forhold til i Wade og at 0 bruges i flere betydninger, sdledes at der (notations-
maeessigt) ikke skelnes mellem tallet 0 og punktet (0,0).

Lad { = x; +ixp og A = f; + i fp, hvormed de (via isomorfien mellem C og R?) kan be-
tragtes som punkterne (x1,X,) og (f1,%) i R?. Lad desuden

p(C,A) = p1(x1,Xx2,81,1) + i p2(x1,X2,11,12),

séledes at F = (p1,p2) : V — R2. Tilsvarende kan Q x C betragtes som en &ben delmang-
de, V, af R*. Da p({,A) er analytisk i Q x C, opfylder F = (p1,p-) kravet om at vere C'
pa V. At der er givet ({y,A0) € Q x C, sd p({y,A0) = 0 kan dermed oversettes til at der er
givet (xo,1,X0,2,%,1,%,2) € V, sdledes at

p(xo,1,%0,2,%0,1,%0,2) = p1(X0,1,X0,2,f0,1,%0,2) + i p2(X0,1,X0,2,f0,1,%0,2) = 0.
Det skal nu vises, at

d- o(p1,p2)
0(t1,12)

For at lette notationen en anelse, skrives punktet (xo,1,%0,2,%,1,%0,2) ikke i de folgende
udregninger. Der gaelder

(X0,1,X0,2,%0,1,%0,2) # 0.

op1 ;.
d=det| 3, oy,
o 0t
_0p10p2 _0p20p
ot; 0b ot; 0t (1.5)
]
on oty
=|p'0)%,
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hvor der blev gjort brug af Cauchy-Riemann ligningerne

Op1 _0p2 Opr _ Op2
6t1 atg’ 6t2 atl '

[A], s. 2, Theorem 2.4] giver, at

op: .0p1
"No) = == (to.1,L02) — i—(ty 1,t0.2).
p' (Ao) a1 (fo,1,%0,2) latz(‘” 0,2)

Heraf folger, at

op1
(Co,ﬂo) (xo 1,X0,2,%0,1,%0,2) — lﬁ(xo 1,X0,2,%0,1,20,2)-

Da g—g((o,lo) # 0 fas specielt, at p’(Ag) # 0, hvormed | p’(Ao) |2 # 0. Saledes folger nu af
(1.5), at

d#0. (1.6)

Det folger s af Implicit funktionssaetningen, at der eksisterer en &ben mangde W c R?
der indeholder (xp,1,x0,2) 0g en entydig, kontinuert, differentiabel funktion g = (g1,82),
g: W — R?, saledes at

g(x0,1,%0,2) = (g1(x0,1,%0,2),82(Xx0,1,%0,2)) = (%0,1,%0,2)
og
F(x1,%2,81(x1,%2),82(x1,%2)) =0

for alle (x1,x2) € W. Det vil sige, at g1(x1,X2) = f; 0g g2(x1,x2) = £, for alle (x1,x2) € W.
Det skal nu vises, at g er analytisk i , hvilket gores, ved at vise, at g opfylder Cauchy-
Riemann ligningerne. Resultatet folger sa af [A], s. 2, Theorem 2.4].

Da F(x1,x2,1,t2) = 0 for alle (x;,x2) € W fas specielt, at

p1(x1,X2,0,82) =0 og (1.7)
pZ(xl)XZ)tl)tZ) =0

for alle (x1,x2) e W.
Differentiation af (1.7) med hensyn til x; giver ifplge Keedereglen

0p10g1  0p10& _ _Op1
0t; 0x; 0t 0x1 B 0x; ’
0p2081  0p208 _ _Op2
0t 0x; 0t 0x;  Ox;

(1.8)

Det ses, at (1.8) kan betragtes som et inhomogent lineeert ligningssystem i de to ube-
kendte og 6g2 Ligningssystemet (1.8) har en entydig lesning, hvis og kun hvis dets
determlnant er forskelhg fra nul, dvs. nar

91 opy
d=det| g 3% |#0. (1.9)
61’1 E
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Det folger af (1.5) og (1.6), at (1.9) er opfyldt, hvormed ligningssystemet (1.8) har en
entydig lesning. Denne losning er givet ved Cramer’s regel [Lay, s. 196, Theorem 7 Cra-
mer’s Rule]

_0x1 o0ty 0x; 0ty 0t; 0x; 6_[16_)61

d ’ d

(1.10)

apl apz apz 0p1 6p1 6p2 apg apl
6.7(:1 ,6.7(,'1

Ved at differentiere (1.7) med hensyn til x, og lose det derved fremkomne ligningssy-
stem, fas tilsvarende

0xy Oty 0xp Oty 0t; 0xy

d ’ d

_0p10p> |, Op20py _Op10p> | dp2 dpy
(% %) _ - " 90 ox; (1.11)
dxg’axz '

Da p er analytisk i bade { = x; + ixp og A = 1 + i £ giver Cauchy-Riemann ligningerne

0p1 _ 0p2 6p1 _ _apg
axl B axg’ axg B axl’
6p1 _ Opz 6p1 _ _6p2
ot B al'g’ o0ty B ot '

(1.12)

Da det skal vises, at g er analytisk i { = x; + ix, skal det vises, at g opfylder Cauchy-
Riemann ligningerne
081 _0g 01 _ 08

= , =——, 1.13
0x; 0xp,  0xo 0x; -

Ved at sammenligne lgsningerne fra (1.10) og (1.11) og anvende (1.12) ses det, at (1.13)
er opfyldt. Forste del af (1.13) verificeres sdledes

081 __0p10pz  0p20py _ _0p20p1 (_0191) (_0192)
0x; 0x; 0, O0x1 0b 0x, 01 0x, onh
_ _6p1 6[92 4 Opg 0p1 _ %

0t; 0xo O0t] 0x> Gxg'

Anden del af (1.13) kan verificeres pa tilsvarende made. Szettes A ({) nu lig g({) er seet-
ningen bevist, idet det bemaerkes, at de &bne meengder der kommer fra Implicit funk-
tionssatningen i Wade, indeholder de i Proposition 1.21 naevnte cirkelskiver, for pas-
sende valg af deres radier. [ |

Proposition 1.22
Ao({) er rod af multiplicitet m = 2 i p({y,A) hvis og kun hvis D({,) = 0.

Bevis:
Da (j er fast, kan p({y,A) betragtes som et polynomium af den ene variabel A, hvormed
resultatet folger af Proposition 1.12. [ |

Nu formuleres hovedsatningen:
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Seetning 1.23

Givet p({,A) = A"+a,_1 ((OA" ' +---+ay (). Antag, at Ay er et nulpunkt af multiplicitet
m for p({o,A) = 0. S4 findes 6 > 0, sd at for alle { der opfylder |{ —{y| < 6 har p((,A)
praecis m nulpunkter (talt med algebraisk multiplicitet) taet ved Ay. Mere preecist:
Der findes heltal py, p», ..., pr, pj =1, Zle p;j = m og funktioner (ikke nodvendigvis
forskellige) Ay, ...,A (multiple vaerdier), s at hver A; har en konvergent Puiseux-
reekke 1j(¢) = Ao+ Z‘l’il c;((—C(op) pi, Dem egenveerdier er givet ved p; veerdier af 1,
p2 veerdier af A,, etc.

Bevis: Vi kan antage, at p({,A) er irreducibelt. I modsat fald, kan man faktorisere i ir-
reducible faktorer og betragte dem enkeltvis. Antagelsen om irreducibilitet giver ifglge
proposition 1.14, at D(() ikke er identisk nul. Lad {( j} veere den diskrete delmengde af
Q, hvor D({ ;) = 0. Dvs. for { € Q\ {(;} har p({,A) n forskellige redder i A ifolge Proposi-
tion 1.12. Dvs. at alle rodder er simple!

Nu betragtes et af de exceptionelle punkter ¢ ;. For nemheds skyld kaldes det {o. Det
antages, at p(Co, Ag) = 0 og at A¢ har multiplicitet m, 1 < m < n.

Man fér brug for felgende

Proposition 1.24

Lad { veere et exceptionelt punkt for p({,A). Antag, at p({,A) er irreducibelt samt at
p(o, o) = 0 og at Ay har multiplicitet m, 1 < m < n. Givet € > 0 tilstraekkeligt lille, sd
findes et 6 = 6(¢) > 0, sd at for 0 < |{ — ol < &(¢) har ligningen p({,A) = 0 praecis m
forskellige rodder som alle ligger i {A : |1 — Ag| < €}.

Bevis:
Skriv

P =A=20)"+bp_1(OA=20)" "1+ + b1 (OA = Ag) + by ().

Dette gores ved at benytte, at A = A — 1p + Ay og derefter gange ud og omarrangere
leddene. Antagelsen om, at A er et nulpunkt af multiplicitet m for p({y, A), betyder, at

bj(p)=0 for j=0,....m-1 og by #O0.

Velg 6, > 0 og lad B({0,01) = {{:1{ —{ol < b1} s& at by, ({) # 0 for { € B({y,01) < Q og
desuden D({) #0, for 0 < |{ — (ol < d;.
Det er nu muligt at skrive p({, 1) saledes:

PN = b (A=) (A + AN + B({,A), hvor

bm+1(0) by-1(0) n-l-m 1 n-m
Al AD)=——(1-A A-A A=A
¢,A) @) ( 0) + b @) ( 0) +bm(()( 0) 0g
by 1 b 1
B = 1) 0(()

4 e 4
bm(@) A=A b () (A—=2Ap)™

Der gives nu en vurdering af | A({,A)| og |B({,A)I.

Vurdering af |A({,A)|:

Side 23



Speciale Afsnit 1.2: Hovedsaetningen

Lad
c= min |b, Q)] og M= max |bj«Q)].
{€B({0,01) (eB({0,01)
(=0,1,...,n—-1

Bemaeerk, at ¢ > 0 idet b, ({) # 0 for { € B({(,01).
Lad et €, som opfylder bade 0 < € < % 0g €< 75

14 veere givet.
For |1 — Ay| = € haves

M M 1-¢gt—m 1
JAC AN < —(++- 4" = e <2e— < >
C

c 1-¢ c

Det er saledes blevet vist, at for alle {, |[{ — (ol < 6, ogalle A, |1 — Ay| = € geelder

1
A(L,A —.
|A(¢ )|<2
Vurdering af |B({,A)|:
Lad
S S A
Heoe e gm’

Velg § < 6, sdledes, at der for alle | — {o| < & geelder |b;({)| <, j=0,1,...,m—1. Dette
er muligt, da b;({o) = 0.
For [A —Ap|l =€ 0g|{ — (ol <O fas

1 1 1
IB((,A)|<%(E+?+...+E_m):

Ved en mindre omskrivning af p({, 1), fas at:
p,A) = bm( (A —20)" + (AA) + B b (DA —Ap)™.
Heraf folger nu

pPCA) = by (A= 20)™ = (A,A) + BG,A) b (A= A)™
|P(C) = b QA= 2)"| = [(A,A) + B A b (A= Ae)™|
< (A +IBEAD [bm A= Ag)™|
< |bmQA—=20)™|.

Lad {, [¢ — (ol < 6 veere fast. Det er sd blevet vist, at for |1 — 1y| = € gaelder
1B (A= 20)""| > | p(L,A) = b () (A= Ag) ™.

Det bemaerkes, at b, ({)(A — Ag)™ # 0 for |[{ — ol < 6 0g |A— Ayl = ¢, idet by, () # 0 for
{ € B({y,01) og 6 < 0. Rouches sa&tning, setning 1.3 giver saledes, at by, ({)(1 — 1)
0g b (A= 2A0)™ + p({,A) = by (O)(A — X9)™ = p(,A) har det samme antal nulpunk-
ter i [A— Ayl < €. Eftersom b,,(()(A — Ag)™ har preecis m nulpunkter (1 = 1y er m-
dobbelt nulpunkt) i |1 — Ay| < €, er det sdledes vist, at p({,A) har praecis m nulpunkter
i|A—Agl < €. Da d; blev valgt, sdledes at D({) # 0, for 0 < |[( —{pl < 6, folger det, da
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0<01,at D({) #0,0<[{— (ol < 6. At D({) # 0 betyder, ifolge proposition 1.12, at disse
nulpunkter er simple. Altsd har p({,A) m forskellige nulpunkteri|A — Ayl < €. [

Beviset for hovedsatningen fortseetter...

Der geelder stadig p({,A) =0, { € , og p er irreducibel. Gradeni A er n. Der er n redder
i A, alle simple, hvis {* € Q\ {{;}. Disse athanger analytisk af {, for { taet pa {* og vaek
fra alle ;.

Lad nu ¢* € Q\ {(j} veere fast. Lad desuden ¢, ((;(7),...,0,((;(*) veere de funktioner
der giver de n nulpunkter for p({,A). Disse funktioner er defineret pa hele Q og er kon-
tinuerte i de exceptionelle punkter, pd grund af de ovenstdende argumenter.

Nu undersoges hvad der sker i et af de exceptionelle punkter. Lad { veere et exceptio-
nelt punkt og lad A veere et nulpunkt af multiplicitet m > 1 for p({y,A) = 0.

Lad T veere en cirkel med centrum i {y og med s4 lille en radius, at der ikke er andre
(;j pé eller indenfor cirklen. Tag zg € I og tag den analytiske funktion ¢ ((; zp), som er
defineret pd den lille cirkelskive By = {( : |{ — 29| < 6(zp)}. Cirkelskiven indeholder ikke
nogen singulaere punkter, sd ¢, ((; z9) er analytisk pa denne cirkelskive.

Tag z) pa T, hvor z; # zp 0og z; € By og konstruer cirkelskiven By = {{: [( — 21| < 0(z;1)}. Til
punktet z; svarer der funktioner ¢, ({; z1),...,¢,((; z1) definerede og analytiske i By. Da
Byn B # {}, mé een af disse stemme overens med ¢ ({; zp). Derfor er ¢, ({; z;) defineret
i Ved at fortseette med at konstruere cirkelskiver pd denne made, kan man lave en aben
overdekning af I' og da I' er kompakt, kan denne overdekning udtyndes til en endelig
overdaekning, hvilket vil sige, at man kan ’komme hele vejen rundt’ i et endeligt antal
skridt.

"Fortseettelses-argumentet’ forer til roden ¢, (zg,zg). Hvis ¢ (z0,20) = ¢1(20,20) er argu-
mentet feerdigt og der haves en cykel med periode 1.

Hvis ¢1(z0,20) = ¢ j(20,20), j > 1 fortseettes argumentet. Da der hgjst kan veere n egen-
veerdier for p({o,A), stopper processen.

Antag at man returnerer til den oprindelige veerdi efter en p-cykel. Sa vil man have de-
fineret en funktion F;({) pd ringen y; < [{ — (ol < p2 som er analytisk med p verdier i
denne ring. Definer G; ({) = F1({o + {”). Sa er denne funktion en entydig (enkeltvaerdi)
funktion pé ringen u; < |{] < uo.

Da alle funktioner ¢ ;({,zo) er kontinuerte i o, har denne funktion en Laurentudvikling
uden negative potenser (altsa en Taylorudvikling), dvs. at G; ({) rent faktisk er analytisk
il < o, sdledes at G1({) = ";20 clh 1)< uo. Heraf folger, at

o0

B+ =Y ol

=0

og dermed

FQ =Y a¢-¢"r.

=0
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1.3 LEDSAGERMATRICEN

Et polynomium hvor koefficienten til hgjestegradsleddet er 1 kaldes et monisk polyno-
mium.

Definition 1.25 - Ledsagermatrix
Givet et monisk polynomium

pn(X) = ag+arx+-+ an_1x" L+ x",

sd kaldes matricen
0 0 —Aap
1 0 0 —a;
Ay, = 1 0 —a
0 0 1 —ay

for ledsagermatricen til p,(x).

Der geelder folgende

Proposition 1.26

det(A, - AIL) = (-1)"pn(A), for n=2.

Alts3, at redderne i polynomiet p,, preecis er egenveardierne for matricen A,,.
Bevis:

Beviset gennemfores ved hjeelp af induktion over . Basistrin:

For n =2 fas:

_ 0 —day A0
det(Ag—/llg)—det( 1 —a —[0 A])

_ -1 —day

= det 1 —A—al

=-A=A-a) - (—aop)
=AM+ aA+ag
= (1?2 + A + ap)

= (=D*p2)
sd basistrinnet er okay.

Induktionstrin:
Antag, at

det(A, - AL) = (-1)"p,A), for et eller andet .
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Det skal nu vises, at
det(Ap+1 = Alye1) = (=D pri ).

Matricen opskrives

[-A 0 -+ 0 0 —ay
1 -A . 0 0 —da)
0 1 .0 0 —a
Ap+1—Alps1 = 2
0 0 . -2 0 -a3
: : .1 =2 :
(0 0 - 0 1 -A-a,]
Ved at lave kofaktor-ekspansion langs den forste rakke i matricen, fds determinanten
til at veere
-A 0 - 0 -a
1 -A 0 —as
det(Aps1 - A1) =-Adet| 0 1 - 0 —az | 4(=1)" g,
| 0 0O -+ 1 —-A-ay,]

ved at benytte induktionsantagelsen (og bemeerke, at den sidste sojle i determinanten
er magen til sgjlen i definitionen pé ledsagermatricen, bortset fra at alle elementerne

har indeks der er 1 hojere) fas, at ovenstdende er lig
=-A=D"(a; + aA+ -+ a, A"+ AN + (-1 ag
= (D" @A+ @A+ a A AT 4 (1) g
= (D" ag+ a A+ apA? + -+ a, A+ A

=(=D""pu1 ).

Hermed er beviset fuldfert. [
1.4 OPERATORNORM
Forst introduceres begrebet norm.

Definition 1.27

Et normeret vektorrum (X, ||-I|) bestér af et vektorrum X og en afbildning ||| : X —

R; med egenskaberne
1. lxll=0x=0 , xeX,
2. lax| =lalllxl VxeX og VaeC,
5 Jeryl=taely]  veyex,

hvor ||-|| kaldes for normen.
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Der geelder folgende

Setning 1.28
Lad T veere en lineaer operator pa et normeret vektorrum X. Lad desuden

a=inf{KeR,: | Tx|| = K| x|, x€ X},

b=su {”n |||| EX”“#O}’

c=sup{lTx|l: xeX, x| =1},
d=sup{l|Tx|l: xeX, |lx|| <1}.

Fordim X =0 saettesb=c=0.
Sa gaelder

1. ITx|<alxll VxeX,

2. a=b=c=d.

Bevis:
Punkt 1 folger direkte af definitionen af a. Punkt 2 vil blive vist ved at vise, at

a<b=sc=sd=a.

For ethvert x € X, x # 0, haves, at

Tx
b= u o | Txll<blxl.
|l x|

Det vil sige, at

be{K: |Txll=Klxl,xe X},
ogda

=inf{K: |Tx|| = K| x|, x€ X},

maa<bh.
For x € X, x #0, geelder der, at

ITxl 1 X
— |I ITxll = =||T— (1.14)
Ixl — lx || || ||
Det bemaerkes, at Edl x” =1, hvormed
H T H <sup{lTx|l: xeX,llxll=1}=c. (1.15)
Af (1.14) og (1.15) fas sdledes at
I Tx]
<c. (1.16)

x|
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Da (1.16) geelder for alle x € X, x # 0, s& geelder den specielt nar der tages supremum
over alle x € X, x # 0 og idet

I Tx|l
b=supy——:xe X, x#0;,
x|l
fas b <c.
Da
x:xeX, lxl=lc{x:xeX, [x| =1},
er

supi{x: xe€ X, x|l =1} <supf{x: xe X, x| =1}

ogdermed c<d.
Antag, at [ x|l = 1, og x € X. S giver punkt 1, at

ITx|l = allxll < a,
ogda
d=supf{lTx|l: xe X, [|x|| <1},
fasd < a. [

Nu indferes operatornormen.

Definition 1.29
For enhver linezer operator T pd X defineres normen af T, betegnet || T, som tallet

IT) =infiK e Ry : | Tx|l < Kllxll,x € X}.

Normen af T, | T||, giver et mal for storrelsen af T, idet || T'|| er den mindste veerdi af K,
der gor, at uligheden || Tx|| < K || x|| er opfyldt.

Det kan vises, at || T|| < co.

Punkt 2 i Seetning 1.28 giver alternative udtryk for || 7|, og punkt 1 giver folgende ulig-
hed

ITxI<ITNlxll, xeX, (1.17)

som kan bruges til at bevise denne

Saetning 1.30
Lad S og T veere lineaere operatorer. Da vil

ISTI=<ISINTI. (1.18)

Bevis:
For alle x € X geelder der ifolge (1.17), at

ISTxl = IS(T)I < ISINTxII < ISINTIxI.
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For || x|l = 0 & x = 0 giver dette 0 < 0, hvilket er sandt. For || x|l > 0 omskrives til

IST x|
x|l

< [ISIIT.

Da denne ulighed geelder for alle x, || x|l > 0, geelder den ogsa, nar der tages supremum
over alle de x, der opfylder | x|l > 0. Det vil sige, at

IST x|
ST =sup el xeX, x#0
<sup{lISIITI: xe X, x #0}
=ISIITI,
hvor der blev gjort brug af b fra saetning 1.28. [ |

Uligheden i (1.18) gaelder ikke for alle normer, hvilket folgende eksempel illustrerer.

Eksempel 1.31
Lad ||Al| = max{]al,|bl|,|cl|,|d|}, hvor A= [j d , 0g betragt matricerne
1 1
A=B= [1 1] .
Da
2 2
AB = [2 2|’

haves sdledes, at || All = [|Bll = 1 og I|AB|| = 2. Heraf ses, at uligheden || ABI|| < | All | Bl
ikke er opfyldt. O

Som korollar til Seetning 1.30 haves

Korollar 1.32
Lad T veere en linezr operator pé et endeligdimensionalt komplekst vektorrum, s
geelder | TX| < ITIX, fork=1,2,....

Bevis:

Bevis fores ved hjelp af induktion.

Basistrin:

For k = 1fés: | T = ITIl = [ TII', hvilket vil sige, at uligheden er opfyldt, endda med
lighed.

For k=2 fas: |T?| = ITTI < ITIITIl = I TII% hvor uligheden folger af Seetning 1.30.
Basistrinnet er séledes i orden.

Induktionstrin:

Antag, at [|[T"|| < IT||", for et eller andet n > 1, s& haves:

|7 = | T"T| < | TN Th < 0TI T =TT,

hvor den forste ulighed folger af Seetning 1.30. [ |

Side 30



Afsnit 1.5: Perturbation af resolventen Speciale

1.5 PERTURBATION AF RESOLVENTEN

Ved spektret o (T) for operatoren T, forstds maengden af alle egenveerdier for T. Da T er
en linear operator og derfor kan repraesenteres entydigt ved en matrix, er egenveerdier-
ne for T netop egenveardierne for denne matrix. Da egenverdierne preecis er rodderne
i det karakteristiske polynomium, folger det af algebraens fundamentalsatning, saet-
ning 1.5, at der mindst er een egenveerdi (dvs. spektret altid er ikke-tomt) og hojst lige
sd mange egenverdier som graden af det karakteristiske polynomium. Komplemen-
teermaengden til spektret for T kaldes for resolventmangden herende til T og betegnes
p(T). p(T) er sdledes maengden af alle komplekse tal, som er forskellige fra egenveerdi-
erne for T. Er { ¢ o(T), sa er T —( invertibel. Et sddant punkt kaldes reguleert. p(T) er
dermed mangden af alle reguleere punkter.

Definition 1.33 - Resolvent
For { € p(T) defineres operatorvardifunktionen

RO =RC,T)=(T-07"

som kaldes resolventen horende til operatoren T.

Seetning 1.34
R(() er en meromorf funktion.

Bevis:

Da T er en linear operator pa et endeligdimensionalt komplekst vektorrum, kan 7 re-
praesenteres ved en kvadratisk (n x n)-matrix, hvormed T — { ogsa kan repraesenteres
ved en kvadratisk (n x n)-matrix. [Lay, s. 198, Theorem 8] giver folgende formel til be-
stemmelse af den inverse matrix, til en invertibel kvadratisk matrix A

1
A7 = det A adj A,

hvor adj A er den transponerede af komplementmatricen til A. Da indgangene i adj A
bestar af produkter og differenser af indgangene i A, folger det direkte, at adj A er analy-
tisk, hvis A er analytisk. Bemeerk, at en matrix kaldes analytisk, hvis alle dens indgange
er analytiske. Det folger nu, at

1
_ —(T_n-1l_
RO =R =(T-0 det(T—()Cm’

hvor C({) er den transponerede af komplementmatricen til (T — (). Da det(T — ) er
et polynomium af grad n, folger det af ovenstdende, at resolventen, i dette tilfeelde,
er givet ved en matrix, hvis indgange er rationale funktioner, hvilket igen betyder, at
resolventen er en meromorf funktion, idet der kun er singulariteter i egenveerdierne og
disse er poler. [ |

Resolventen opfylder:

Proposition 1.35 — Forste resolventligning
For({y 0g(»ip(T) gaelder

R(C1) — R(2) = ((1 —(2)R(1)R((2)
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Bevis:
Der geelder
R(€1) =REC(T-0{2)R(E)  og  R(2)=RE(T-C1REC2).
Forste resolventligning fas nu ved subtraktion af ovenstédende. [ ]

Bemeerk, at Forste resolventligning ogsa kan skrives pa formen

R(¢1) =[1-(C2—C1RECDIR(C2). (1.19)
Af Forste resolventligning folger direkte, at:
R({1) — R((2)

= R((1)R((>2) (1.20)
-0, (DR

foralle { i p(T). Heraf folger

Korollar 1.36
For alle {1 0g{, ip(T) geelder:

R(€1)R({2) = R(2)R((1).

For yderligere resultater om resolventen praesenteres, introduceres folgende:

Definition 1.37 — Neumannrakken
Lad T veere en lineaer operator, sa kaldes summen

1-77'= i "
n=0

for Neumannrakken.

Det kan vises (se [Kato, s. 30, Example 4.5 (Neumann series)]), at der geelder

Proposition 1.38
For |T|l <1 er Neumannrakken

a-n'= f "
n=0

absolut konvergent og der gaelder

l[a-D Y =a-n1Tn.

Heraf folger

Korollar 1.39
For{ e p(T), hvor |{| > || T|l er

SO |
RO=-Y Tk

o (k+1

absolut konvergent og der geelder

IROI<CI-N1TIH™ . (1.21)
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Bevis:
For { € p(T), hvor [{| > || T|| er H % TH < 1, hvormed Proposition 1.38 giver, at

10 1.\' 1@\ =@ 1
R()=(T- ‘1:——(1——T) = (—T) =— T,
(C) ( C) c ( (k:O ( kZ:O(kH

-alo-) T
e { ~ ¢

Bemeerk, at Korollar 1.39 giver, at alle egenveerdierne for T ligger indenfor eller pa cirk-
len med centrum i origo og radius || T||. Der geelder desuden folgende

-1
IR = (1— H%TH) =¢I-NITH~t.

Korollar 1.40
Givetet{y € p(T). For

1{ = ol < IR II!

er Neumannrakken for resolventen givet ved

RO =Y C-{0)"RWC)™!

n=0

og denne er absolut konvergent.

Bevis:
Betragt den alternative form af resolventligningen (1.19), med {; = {p 0g {2 =(

R(Co) =[1—-(¢—Co)RICIR(D). (1.22)
Det folger af proposition 1.38, at

[1-(=Co)R(o)]

er invertibel for

I = Co) R <1
I —Col IR <1
1= ol < IIRC)ITL.

Dermed giver (1.22) og Proposition 1.38 at R({) er givet ved
R =11-C-{0)RE)I 'R = | Y. C={0)"RC0)" | RWCo) = Y  —Lo)"RE)"*!
n=0 n=0

samt at denne raekke er absolut konvergent for

1€ = ol <IRWC)IT.

For x € Q, hvor Q er dben, kaldes
Tw)=T+xTH +x*T® +...

for en familie af operatorer.

Side 33



Speciale Afsnit 1.5: Perturbation af resolventen

Definition 1.41
Resolventen

R((,x)=(Tx) -1

for T (x) er defineret for alle {, der ikke er lig nogle af egenverdierne for T (x).

Betragtes en fast veerdi af , giver Seetning 1.34, at R({,x) er en meromorf funktion af (.
Faktisk geelder der folgende

Seetning 1.42
R((,x) er holomorf (defineret og differentiabel overalt) i de to variable { ogx i ethvert
omrdde, hvor ( ikke er lig nogle af egenveaerdierne for T (k).

Bevis:

Velg et fast ko € Q. Derefter veelges et fast {y € p(T'(xy)). For at lette notationen, anta-
ges, at ko = 0. Der skrives R({) = R({,0). Da T (x) er analytisk i x, findes der et 6, sa at
{x :|x| < 0} € Q, sdledes at der haves en konvergent potensraekkeudvikling

o0
Tw) =T+ «*1®, |k <.
k=1

Der skrives A(x) = Y5 | xkT®)  Seet nu

1
6= ——
' 21RO
og bestem derefter 6, < 9, sdledes at
1
|A(K)|| < ———— foralle |x]|<&,.

2[RIl
Seet
G =1{({,x) : 1 = ol < b1, x| < b2}.
Sé geelder for alle ({,x) € G, at

1 = o) — AK)RWo)Il < 1.
Der geelder
TK)-(=T-{o—W~{)+Tx)-T
=T-{o— (= o)+ Ax)
=T —{o—[({ = o) = AG)I(T = o) (T = o)
=[1-(({ = o) = A (T = o) (T = o)
=[1-(({ = o) — AK)RC)I(T - o).

Heraf folger, at der for alle ({,x) € G haves at { € p(T'(x)) og

R(¢,x) =R [1 - (({— o) — A) R .
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Nu kan man gennemfore argumentet for, at R({,x) er separat analytisk i meengden G.
Analyticitet i {: For et fastholdt «, |x| < §2, har man klart analyticitet, da det er resol-
venten for en operator.

Analyticitet i x: Her veelges et fastholdt {; med |{; — ol < 6;. Der skal nu vises analyti-
citet i x i cirkelskiven [k| < §,. Dette gores ved at vise kompleks differentiabilitet. Veelg
et fastholdt x; med |x| < 6. Her far man brug for folgende

Lemma 1.43

X—>U+Xx)7!

er en kontinuert afbildning (i operatornorm) for || X || < 1.

Bevis:

Lad xj veere fastholdt og ||xo|l < 1. Der skal nu vises kontinuitet i xp, dvs. det skal vises,
at

[T+ X)) —U+Y) | <e for [1Xo- Y <8(x0).
.For | X||<1ogllYl|l <1haves
J+X) 1 -+ =+ X1 U+Yy-Ud+X)U+v)!
=I+X) (Y -x)7+Y)"L.
Heraf fas
[T+ X)) =T+ V)7 = ||+ Xo) (Y - XU+ 1)
||+ X) 1Y =Xl |+
Antag nu, at

1
0<——m——.
2+ X0
Skriv

I+Y=I+Xo+Y—-X,
= (I+ Xo) (I+ I+ Xo)"* (Y - Xp)).

Det bemaerkes, at

[T+ X0 ™ (Y = Xo)| = |+ Xo) | 1Y = Xo

<|I+X0)7"| 6
1

<-.
2

Seet

S=(I+Xo) ' (Y -Xp),
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s& haves, idet [|S|| < 3, at

I+97 =Y (-9F,
k=0

hvormed

(o) (o0

[T+ =Y IsIF< Y 27F=2.

k=0 k=0

Idet der gaelder
I+Y=(+Xo)(I+9)
fas
I+ '=U+9 U+ Xy

og dermed

[T+ <2 d+X07.
Uligheden i uligheden bliver séledes
[T+ Xo) ' =T+ V)7 = [T+ X)) IY = Xoll |+ V)7
<|T+X) 1Y =Xl 2|+ X7
=2+ XM 1Y - Xoll.

Velges nu
€
6(Xo) = 5
2+ X
er beviset fort. u
Tilbage til beviset:

Det haves, at for alle xk med |x| < 0, er {; € p(T(x)) (det var pa den made mangden G
var konstrueret). Specielt for x = 0, altsd {; € p(T).
Der haves

Tw) - =T—{1+AK) =T+ AKRC)ONT - {y)
og dermed
R({1,6) =R I+ AR
Det skal altsd vises, at
f@) =[I+ARED]™!

er analytisk for |x| < §,. Der skal vises kompleks differentiabilitet i punktet x; valgt
ovenfor. For |h| tilstraekkelig lille har vi

+h) - 1
fx, 11 f(Kl):E([I+A(K1+h)R((1)]_l—[I"'A(KI)R(CI)]_I)

1
=—|[I+ A, + )R] 7 (AL + 1) = AR @) I+ A(x)RC)I.
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Da A(x) er differentiabel i x,, folger differentiabiliteten i x af resolventen, ved at bruge
kontinuiteten af den tidligere neevnte afbildning. Ved at lade h — 0 fas saledes

k) ==+ A DRI A (k)R I+ AR !
= —fx)A (K)DR) fx1).

1.6 SINGULARITETER FOR RESOLVENTEN

Da resolventen har mindst én singularitet, kan der i henhold til Laurents satning, seet-
ning 1.4 udvikles en Laurentreekke om hver singularitet. Laurentraekken for R({) i { =
An betragtes, idet det antages, at 15, = 0; det vil sige

R(@) = io: CnAn-

n=—oo

Koefficienterne A, er givet ved

1
Ay = —.f(‘”‘lR(()d(, (1.23)
2nwi Jr
hvor I er en lille positivt orienteret cirkel, som omslutter { = 0, men ingen af de ovrige

egenverdier for operatoren T. At A, har ovenstdende form, ses ved indsettelse af R({)
i ovenstaende udtryk,

-n-1 k
me( (_ZCAk

idet Laurentrakken er uniformt konvergent pa I', og der geelder, at

ken—1 2ni, n=k,
dl = 1.24
frc ¢ {O, n#k. ( )

d = Z (zllfc’“ ag) ag= A,

Integralet i (1.23) er uatheengigt af cirklen, blot den omkranser egenveardien ¢ = 0 og
ingen af de ovrige egenverdier. Cirklen I' kan derfor erstattes af en lidt storre cirkel I”,
uden at det eendrer vaerdien af integralet. Dermed fas

AnAp = i. f r”*mcmc)(# f ¢ R AL (1.25)
_ —-n— 1 I-m-—1
- Zm) fr | f ¢ RORQ)ACAL
_ —-n— 1 I-m-—1 —
(o) [ e -omirey - ronaca

hvor det sidste lighedstegn folger af (1.20).
Folgende satning er nyttig i forbindelse med videre omskrivninger af (1.25)
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Seetning 1.44
Lad T veere en positivt orienteret cirkel med centrum i { = 0, som er omsluttet af en
anden positivt orienteret cirkel I' med samme centrum. Da gelder der, at

-n—-1 -1 /nl
e f N -7 =l

(1.26)
fc’ "0l = A

27mi

hvorn; for j € {n,m} er defineret som

1, j=0,
nj= .
0, j<o.

Bevis:
Det bemerkes, at {-veerdierne ligger pé cirklen I', mens {’-veerdierne ligger pé cirklen
I''. Betragtes

f(‘” LW -0 tde, (1.27)

27mi

ses det, at da {’ er en fast veerdi, som ligger uden for cirklen T, har ({'—¢ )1 ingen singu-
lariteter inden for cirklen I'. Ydermere bemarkes det, at hvis n < 0 har (="} ingen
singulariteter i C. Dermed er integranden i (1.27) analytisk og dermed holomorf inden
for cirklen T, og der geelder derfor ifglge Cauchys integralseetning [A], s. 17, Corollary
4.5.], at

ff_" VW' -0 td¢=0, narn<o.

27mi

Hvis n = 0, geelder der, at ¢ ~"=1 har en singularitet i { = 0, som er inden for cirklen I'.
Dermed er ¢ = 0 en pol af orden n + 1 for integranden i (1.27). Dette er samtidig den
eneste pol indenfor cirklen I'. Ifglge Cauchys residuesetning, [A], s. 30, Thereom 7.5
(Cauchy’s residue theorem)], geelder der sdledes, at

fc -0 Al =Res(C"TH - 071 0).

2mi

Nu defineres
HO=¢"' " -0 =¢'-07"
Der haves ifolge metoden i punkt 3 fra [A], s. 31], at

H(Yl) 0
Res(C "'~ )70 = n,( )

_ @' -o=!
B n! =0

— (/—I’l—l
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Saledes haves
1
Tff_n_l(cl—f)_ldf=('_n_1, nar n=0,
L Jr

hvormed forste del af (1.26) er vist. Nu betragtes

f(’ m=l¢'—~o~tag, (1.28)

2mi

hvor det bemaerkes, at { nu er en fast veerdi, som ligger inden for cirklen I'"". Derfor har
") ~! en simpel poli’ ={.
For m < 0, har {""™"! ingen poler i C. Der vil saledes galde, at

fc’ mL -7 Al =Res( N - 07N,

2mi

og der gaelder ifplge metoden i punkt 1 fra [A], s. 30], at
Res(' "¢ -07h0) = lim (¢’ Q¢TI - =
Altsa haves

f(l Ml — ) dd =¢7™ !, narm<o.

27mi

Hvis m = 0, har {""™"! en pol af orden m +1i ¢’ = 0, og integranden i (1.28) har nu
polerne {' = { og ¢’ = 0. Derfor gaelder der ifelge Cauchys residuesatning, [AJ, s. 30,
Thereom 7.5 (Cauchy’s residue theorem)], at

f ¢ — 07 Al = Res@ N~ 0L
+Res({""™ 1 -070).

2mi

Funktionen G({’) defineres som

G((,) — (Im+1(:/—m—1((l _()—1 — ((/_()—1.
Nu er Res({""""1 (' - ¢)71,0) givet ved

(m)
Res((""™ (' -0710) = O
m!

_EDMm -
B m! 7'=0

_ _c—m—l.

Dermed haves, at

f{’ mly - tdl =¢m™ - ™ =0, nar m=0,

2mi

hvormed anden del af (1.26) er vist. [ |
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Der kan nu omskrives yderligere pa (1.25), sdledes at der om A, A,, geelder
1 2
Mot = (| [ [t o7 RO dear
( ) [ f I - RO gl
2ni) Jr
f R - [ -0 dcar
Zm
- c—”—lRm—. e -otara

_nm

I-n—m-2
mec QA -

M[{ n-m- 2R({)d(

=Mn+m—DAnim+1-

f (TR AL
T

Undervejs er det udnyttet, at integralet, som tidligere navnt, er uathaengigt af cirklen,

sd leenge den omslutter de samme egenverdier, samt (1.23).
Der geelder altsa

AnAm=Mn+Nm—1DAptmsr.
Nér n = m = —1, opnas séledes, at
A% =-A
hvilket er aekvivalent med
(A1) =-A,

Dermed er —A_; en projektion, og den benaevnes derfor P, dvs.

1
PeA = f RQ)AL.
2ni Jr

Ydermere haves der for n,m < —1, at

(—A_5)*=-A_s,
(A )P =—A (A )?=A A 3=-Ay,

Seettes
1
Ap=-5 [ (RO =N,
2mi Jr
geelder der sdledes, at
A= ~N*1 for k=2.

Seettes

Ao= = f (RO = D,
2ni Jr

(1.29)

(1.30)

(1.31)

(1.32)
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geelder der tilsvarende, at
Ap,=D""! for n=0.

Laurentraekken for R({) i { = 0 bliver dermed

R() = i CnAn

n=—0o0

00 00

= AL+ Y T AL+ Y A,
n=1 n=0
o0 o0

— _‘v—lp_ Z C—n—an + (nDn+1
n=1 n=0

Betragtes nu Laurentraekken for resolventen i det generelle tilfeelde hvor { = Ay, A, #0,
er singulariteten, fas

RO=-WC-A)'Pp=Y C-A "IN+ Y (- Ap)" D} (1.33)
n=1 n=0

Indseettes forst n = —1 og m = —2 og derefter n = -2 og m = —11i (1.29), ses, at der
geelder, at

PyNy=(~A-)(~A2) = A1 Ap = —A, = N},
NpPp=(—A2)(—A_1)=A A 1=—A_=Nj.

Tilsvarende geelder der forn=-1ogm=0samtn=00g m=—1, at
PpDp=(-A-1)Ap =0,
DypPp=Ao(-A_1) =0.

Af dette, og dermed

PyN) = (PN N/ = NyNTT = N
) ._1 - .
NJP,=N." (N,Pp) =N, N,=N,,
PyD] = (P,Dy)D) ' =0D] " =0,
: o ._1
D Py =D; (DpPy) =D, 0=0,

samt (1.30), Py, Py, = Py, ses det, at udtrykket i (1.33) er en dekomposition af operatoren
R(() i henhold til dekompositionen X = My, & M;l, hvor My, = P, X og M;l =(-PpX.
Leddet

o0
—C=-A)7'Py= Y (- Ap) "IN

n=1
er principaldelen af Laurentrakken i en isoleret singulariteti { = Aj,.
Da resolventen er meromorf, ifglge Seetning 1.34, giver [Conway, s. 109, 1.18 Corollary]
at principaldelen i Laurentraekken for resolventen er en endelig sum. Dette medforer
s, at Ny, er en nilpotent operator. Det vil sige, at der ifolge [Axler, s. 167, 8.8 Corollary]
geelder, at

N, =0, my,=dimM), =dimPy,.
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Dette medforer, at leddet

—C=A)"Pp= Y AN

n=1

i udtryk (1.33) kan reduceres til

_((_

mp—1

Y €= AnT"TING

n=1

Ap) 7Py, - (1.34)

Setning 1.45
Operatorerne Py, opfylder

PPy = 6piPh,

S
Y Py=1,
h=1

P,T =TP,.

Bevis:
Det bemarkes, at

Py, =
h 2ni Jr,

Rp)dlp,

hvor T', er en positivt orienteret cirkel, som omkranser egenverdien Ay, jeevnfor defi-
nitionen af Py, i (1.31) samt (1.23). Cirklerne I'j, overlapper ikke hinanden for forskellige
FiXme Dodelige: h og ligger heller ikke inden i hinanden for forskellige &, se Figur Dermed gealder, at

(skal den med?)
Py Py
1

27

2mi

1
th(cmdch) (—% [ kmck)dck)
2
ffR((h)R((k)d(kd(h
IpJdTg
2
fr F((k—(h)_l(R(Ck)—R(Ch))d(kd(h
, h k
ff((k—fh)_lR(Ck)dedCh
IpJdTy
2
ff((k—fh)_lR((h)d(kd(h
Iy JTg

2
fr RCW | @h-ttdcpad,

Ty

2
f R f Cr=C 7 drdCn.
I, Iy

Det bemeerkes, at der ifolge [A], s. 28, Proposition 7.3] geelder, at

fr Ce—Cn)ldte =0,
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hvis {j, ikke er omsluttet af cirklen I'y, og at
. e —Cp) Ay = 2mi, (1.35)
k

hvis {j, er omsluttet af cirklen. Tilsvarende geelder ved ombytning af / og k. Dette med-
forer, at hvis h # k, sé geelder der, at

1 \2 1)\2
Pth=—(—.) f R(ck)-Odck—(—.) f R -0d¢p = 0.
2ni) Jr, 2ni) Jry,

Hvis h = k, vil den ene cirkel ligge uden om den anden. I tilfeeldet, hvor I'y. er den
yderste, vil der geelde, at

12
_(_) fr RWCK | Cn-C~'depdlr=0,

27 Ty

da (i i sa fald ligger uden for cirklen I'j,. Men ndr I'y. er den yderste cirkel, gaelder der
s§, at

1 2
_(_) fr R | Ce—¢w ' dede,

21 Tk

1 2
=—(—.) f RQw2rid()
2ri) Jry,

1

- rawa,
2mi Jry,

=Py,

Havde det i stedet veeret tilfeeldet, at I'j, var den yderste cirkel, ville det modsatte have
veeret tilfeeldet; integralet, hvor der forst integreres over (7, ville give Py, som i dette
tilfeelde er det samme som Py, mens integralet, hvor der forst integreres over (., ville
give 0. Heraf ses, at der mé geelde, at

PpPi =6 niPn,

og dermed er det forste punkt i seetningen bevist. Det bemaerkes, at alle egenveerdi-
erne for operatoren T er poler for funktionen R((). Det betyder, at der ifplge Cauchys
residuesatning, [A], s. 30, Theorem 7.5 (Cauchy’s residue theorem)], geelder, at

1 S
— f R(Q)d{ = )_ Res(R(),An), (1.36)
2mi Jr h=1
hvor T" er en positivt orienteret cirkel, som omkranser samtlige egenverdier og s er

antallet af forskellige egenvaerdier/poler. Om venstresiden i (1.36) geelder, at

1

1 - _oo —-n-1on
%frmodc_m Lo

_ __1 < -n—-1 n
2mi Ao (frf d() o
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Speciale Afsnit 1.6: Singulariteter for resolventen

Hvor det blev benyttet, at
o0
RQ) ==Y ¢,
n=0

for || > |IT|l (se Korollar 1.39). Det bemzerkes nu, at ifplge (1.24) er fr (" 1de = 0 for
n # 0, og dermed kan summen reduceres til leddet hgrende til n = 0. Integralet i dette
led giver ifolge (1.24) 27i; det vil sige

i, R)d( = _—l_(zm):ro =1 (1.37)
2ni Jr 2mi

Ifolge [A], s. 28, Theorem 7.2.] geelder der, at

1
Res(R((),Ap)=— | R()d{=-Py,
2ni Jr,

hvor I'j, er en positivt orienteret cirkel med centrum i 1j, som er sa lille, at den ikke
omkranser andre egenverdier end Aj,. Indszettes dette samt (1.37) i (1.36), fas

—1=) (-Pp),

h=1

som er e&kvivalent med andet punkt i seetningen, der séledes er bevist. Der gaelder, idet
R({)T = TR(Q) ifelge [Kato, s. 36, Problem 5.4], at

1 1
PhTz(——.f R(z)dc)Tz——.f RQOTAC
2mi Jry, 2mi Jry,

1 1
o[ rrO@=T(- - [ ROa]
2ni Jr, 2mi Jry,
= TPy,
og det sidste punkt i seetningen er bevist. [ |

Der geelder ifolge (1.33) og (1.34), at R({) kan skrives som

mp—1 [e)

RO =-C-A)""Pp= Y. C-A) "IN+ Y ((—Ap)" D}, (1.38)

n=1 n=0

for hvert A, nar [{ — Ayl < 6, hvor 6, er afstanden fra egenveerdien Ay, til den nerme-
ste af de gvrige egenverdier, se Figur . Det bemaerkes, at det sidste led i (1.38) er en
konvergent potensraekkeudvikling, og de to forste led i (1.38) er principaldelen for ud-
trykket. Da spektret for T altid er ikke-tomt, er R({) ikke analytisk pa hele C. Traekkes
principaldelen fra alle reekkeudviklingerne omkring hver egenverdi fra R((), fas en ny
funktion, g(({),

s mp—1
EO=RQO+ Y |C=A""Pp+ Y C-A) " 'NJ|. (1.39)
h=1 n=1

Det bemaerkes, at da R({) er analytisk for |[{| > || T|| ifelge Korollar 1.39, geelder der sam-
tidig, at principaldelene ogsa er analytiske for (| > || T, og dermed er g({) analytisk for
Il > IT|, idet en endelig sum af analytiske funktioner er analytisk. Der gelder, at nar
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samtlige principaldele for R(() traekkes fra R({), ophaeves singulariteterne for R({) (idet
singulariteterne befinder sig i principaldelene), og dermed er g({) analytisk pa hele C.
Det onskes nu vist, at g({) er begranset. Det er praktisk, at betragte de to tilfeelde
ICI>ITlI+10glll< Tl + 1 hver for sig.

Forst betragtes tilfeeldet (| > || T'|| + 1:

For |{| > | T| + 1 fas, idet |A,| < || T||, at

ICI>ITI+1=]Apl+1

IC = Apl>ICI=1Apl >1
I =Ap">1 for n=12,...
I{—Apl™"<1 for n=12,...

Dog vil der for n = 1 i stedet blive gjort brug af uligheden [ — A, < (1¢I-1TIH7L,
som folger af at |1,| < || T||. Disse uligheder samt (1.21) giver nu anledning til folgende
vurdering

mp—1
lg@)] = R(()+Z((c A Py + Z (=A™ 1N”)
mp—1
=[RQO+-Ap~" Z Pp+ ), (- M)‘”Nh)
h=1 n=1
mp—1
< IR+ = Ap ™! Z(”Ph”"‘ Y 1C= AT INR )
h=1 n=1
1 1 s mp 1 .
< + Pyl + N
=TI K= 1Tl h; 1Pl Zl 1N
B 1+c¢
=TI
hvor ¢ = (IIPhII+th 1IINhII”) er uatheengig af {. Det folger sdledes af ovensta-

ende vurderlng, at g(¢{) — 0 for { — oo.

Nu betrages tilfeeldet |{| < || T|| + 1:

I dette tilfeelde er der to muligheder: Enten befinder { sig i nerheden af en af singu-
lariteterne (dvs. egenveerdierne for T), eller ogsd gor den ikke. Dette preeciseres i det
folgende. Antag forst, at { befinder sig i neerheden af singulariteten A, hvilket skal for-
stds som at |{ — A,| < =& 5 , hvor 6, er afstanden fra egenveerdien A, til den naermeste
af de ovrige egenvaerdler Nar dette er tilfeeldet, kan R({) skrives som i (1.38), og ved
indseettelse af dette udtryk i udtrykket (1.39) for g(({), fas

s m]—l

gO=Y [¢-Ap7'P;+ Z C=Ap~"'NT +Z(c Ap)"DFHL
J=1
Jj#h

Det bemaerkes, at 307 ((( - /lh)”DZ” er konvergent inden for denne cirkel og derfor
ogsa begraenset. Resten af udtrykket for g({) bestér af et endeligt antal begraensede led,
ogdermed er g({) begraensetidette tilfeelde. Antag nu, at { ikke befinder sigi naerheden
af nogle af singulariteterne, hvilket skal forstds som at { ikke er indeholdt i een eneste af
de &bne cirkler omkring hver af singulariteterne, hvor der findes en Laurentudvikling
af resolventen. Hvis dette er tilfeeldet, vil { befinde sig i en meengde, som er lukket og
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begraenset, og dermed kompakt. Da R({) er en analytisk funktion (og dermed specielt
kontinuert) pa denne kompakte maengde, galder der ifolge [Apostol, s. 83, Theorem
4.27], at R({) er begreenset pa denne mangde. Resten af g({) (som givet i (1.39)) bestar
af et endeligt antal begreensede led, og g({) er derfor ogsa begraenset i dette tilfeelde. Da
de to tilfeelde tilsammen daekker hele C, er det sdledes vist, at g({) er begraenset pa hele
C. Da g({) er en hel, begreenset funktion pa C, geelder der ifalge Liouvilles seetning [A],
s. 22, Theorem 5.7 (Liouville)] at g({) er en konstant funktion, og da g({) — 0 for { — oo,
maé der gaelde, at g({) = 0. Dermed fas stambroksopsplitningen af R({) vha. (1.39) som

S mp—1
RO =~} ((C—Ah)‘le Y €-A"INY. (1.40)
h=1 n=1
Det bemeerkes, at der geelder
(T—AhI)Dh=(T—/1hI)A0
=(T- MI)— C—)LR(Od(

1
anf( (T DT =D

-1
sz( 5 (T—¢D+QI- D) (T~ (D~ dg

-1
- f — Ah(T (T —¢D~'dg
1

| 1
+2m ( /l C—AI(T-{D"dC
1 1 A
2mi fr -y, lac+ 2mi fr(T ¢hd¢
=1-Py.

Det sidste lighedstegn folger af (1.35) (idet I' omslutter samtlige egenverdier og der-
med specielt Aj) og definitionen af Py, (1.31). Tilsvarende kan det vises, at der geelder

Dy(T—-ApD) =1- Py,

Desuden gelder der, at
(T=ApDPy = _—1.f(T—/1hI)(T—CI)‘1d(
2ni Jr
-1
=—.f((T—cn+(U—Ahn)<T—ar1dc
2ni Jr
-1
=—.f(T—U)(T—U)‘1dc
2ni Jr
1
——.f((—ﬂth)I(T—cI)‘ldc

f c——f(c AT -¢D7hde

2m
= Nj,.

Det sidste lighedstegn folger at at integranden i det forste integral har en stamfunktion,
hvormed integralet langs den lukkede kurve I" giver nul ifelge [A], s. 12, Theorem 3.16]
samt definitionen af N}, (1.32). Tilsvarende kan det vises, at der geelder

Pp(T = Apl) = Ny,
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1.7 EKSEMPLER

For at illustrere indholdet af (1.40)) betragtes nedenfor en reekke matricer. Disse matri-
cer har kun reelle egenveerdier, hvilket dog ikke behgver at veere tilfeeldet i de generelle
resultater prasenteret i de foregdende kapitler. Reelle egenverdier illustrerer den be-
viste teori lige sd godt som komplekse egenveerdier, men udregningerne lettes.

1.7.1 OPERATOR REPRASENTERET VED (2 x 2)-MATRIX

For en (2 x 2)-matrix kan der enten veere to forskellige egenvardier hver med algebraisk
multiplicitet 1 eller en egenverdi med algebraisk multiplicitet 2. I begge disse tilfeelde
kan matricen vaere normal, hvilket vil medfere, at den nilpotente matrix er 0-matricen,
som her betegnes 0. Dette vil imidlertid ikke umiddelbart kunne ses af (1.40) i det forst-
naevnte tilfeelde, da den nilpotente matrix ikke optraeder her.

Eksempel 1.46
Betragt matricen T, som er givet ved

1 -3

T=1_5 o

Herer A = -1 0g A, = 4 egenveerdier med algebraisk multiplicitet 1; det vil sige m; =1
og my = 1. Heraf ses desuden, at resolventmangden i dette tilfeelde er p(T) = C\{—1,4}.
I dette tilfaelde kan R({) skrives som
N 1 1 [ 2 —3] )
(-45|-2 3])

Dette ses at passe med (1.40), idet direkte udregninger viser, at matricerne

1 1
(+15

3 3

R(()=—( 5 9

113 3 12 -3
Pr=glz 2f %8 P255|2 3
er idempotente og dermed projektionsmatricer. O
Eksempel 1.47
Betragt matricen T, som er givet ved
1 -1
aln

Her er 1; =2 en egenveerdi med algebraisk multiplicitet 2; det vil sige m; = 2. Heraf ses
desuden, at resolventmengden i dette tilfeelde er p(T) = C\ {2}. I dette tilfeelde kan R({)
skrives som

1 1 0 1 -1 -1
R(O:_((TZ[O 1]+(c—2)2[1 1])
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Dette ses at passe med (1.40), idet direkte udregninger viser, at matricerne

10
01

-1 -1

P =
1[ 1 1

og le[

er henholdsvis en idempotent matrix (og dermed en projektionsmatrix) og en nilpo-
tent matrix. O

1.7.2 OPERATOR REPRASENTERET VED (3 x 3)-MATRIX

For en (3x3)-matrix kan der enten veere tre forskellige egenveerdier hver med algebraisk
multiplicitet 1 eller to forskellige egenverdier, hvor den ene har algebraisk multiplici-
tet 1, og den anden har algebraisk multiplicitet 2, eller en egenveerdi med algebraisk
multiplicitet 3. I alle tre tilfaelde kan matricen veere normal, hvilket vil medfere, at den
nilpotente matrix er 0-matricen, som her benavnes 0. Dette vil imidlertid ikke umid-
delbart kunne ses af (1.40) for de egenverdier, der har algebraisk multiplicitet 1, da den
nilpotente matrix ikke optraeder for disse.

Eksempel 1.48
Betragt matricen 7,som er givet ved

4 -1 6
T=12 1 6
2 -1 8

Herer A; =2 en egenveerdi med algebraisk multiplicitet m; =2, og 1, =9 en egenveerdi
med algebraisk multiplicitet m, = 1. Heraf ses desuden, at resolventmangden i dette
tilfeelde er p(T) = C\ {2,9}. I dette tilfeelde kan R({) skrives som

1151—6 112—16
RWO)=- aE -2 8 -6 +—9§ 2 -1 6
¢ -2 1 1 ¢- 2 -1 6

Dette ses at passe med (1.40) med N, = 0. Ved direkte udregning ses det, at matricerne

1 5 1 -6 1 2 -1 6
Pip==-|-2 8 -6 og Pr==-12 -1 6
7 -2 1 1 2 -1 6
er idempotente og dermed projektionsmatricer. O
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