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SYNOPSIS:

Rapporten er resultatet af spe-

ciale perioden pa 10. semester
i diskret matematik. Specialet
tager udgangspunkt i det sakaldte
grad/diameter-problem, der

omhandler hvor store grafer man
kan konstruere, nar en maksimal
grad d og diameter k er givet pa
forhand. En graf der har maksimal
grad d og diameter k kaldes en
(d,k)-graf og har n(d,k) knuder.

I Kapitel [I] bliver en teoretisk gvre
greense for n(d,k) givet vha. Moore-
greensen M (d,k). Desuden bliver
det gennemgaet, hvordan det kan
bevises, at det er meget fa (d,k)-
grafer, der har M(d,k) knuder. I
Kapitel 2] forklares det hvorfor der
eksisterer meget fa (d,k)-grafer, der
har M(d,k) — 1 knuder, og derfor
bliver forskellige egenskaber vedrg-
rende (d,k)-grafer med M(d,k) —
2 knuder betragtet i Kapitel 3]
Specielt bliver det bevist, at der ek-
sisterer meget fa (3,k)-grafer med
M (3,k) — 2 knuder, hvilket er grun-
den til, at Kapitel [d omhandler
(3,k)-grafer med M (3,k)—4 knuder.
Igen bevises det, at det er meget fa
grafer af denne type der eksisterer.
Afslutningsvis betragtes nogle af
de storste kendte (d,k)-grafer. Da
mange af disse store grafer er
Cayley-grafer betragtes desuden en
simpel made at konstruere store
Cayley-grafer pa, inden resultater-
ne i specialet summeres op i Kapitel
(§







Forord

Dette speciale er resultatet af mit projektarbejde pa 10. semester ved Institut for
Matematiske Fag, Aalborg Universitet. Projektet tager udgangspunkt i grafteoretiske
problemer og lgsninger hertil, som kan anvendes til at konstruere netvaerk med
gnskede egenskaber.

De faglige forudsatninger for at kunne laese specialet er et basalt kendskab til grafte-
ori, algebra og linezer algebra, se evt. [I], [2] og [3].

Specialet beskaftiger sig udelukkende med simple ikke-orienterede grafer, dvs. grafer,
der ikke indeholder loops, parallelle kanter eller retninger pa kanterne. En kant
mellem de to knuder = og y vil blive betegnet med xy, mens en vej imellem x og y
vil blive betegnet som en x ~ y-vej. Laengden af en korteste vej mellem de to knuder
z og y vil blive betegnet med d(z,y), som ogsa siges at vaere afstanden mellem z og
y. En vej af leengde [ vil blive betegnet som en /-vej og en kreds af leengde m vil blive
betegnet som en m-kreds.

Jeg vil gerne rette en stor tak til min vejleder Leif Kjaer Jorgensen for faglig bistand
og vejledning.

Anita Abildgaard Sillasen






English Summary

This Master Thesis in Mathematics concerns the degree/diameter problem for simple
undirected graphs. The problem arises in the study of interconnection networks, and
is to determine the largest possible number of vertices, hence the largest possible
order, in a graph with given maximal degree d and given diameter k. A graph with
maximal degree d and diameter k is called a (d,k)-graph and is said to have n(d,k)
vertices.

A theoretical upper bound on n(d,k) is given as the Moore bound,

N
M(dk) =1+ dd—1)y"",

i=1

and a (d,k)-graph with order M (d,k) is called a Moore graph. In terms of eigenvalues
and their multiplicities in the adjacency matrix of a Moore graph it is proven that
only a few values of d and k ensures (d,k)-graphs which have order M(d,k). These
values are given by k = 1, d = 2 and k = 2 where d = 3,7 and possible 57. If a
(d,k)-graph has n(d,k) = M(d,k) — § vertices, then it is said to have defect 4.

Because there are only a few values of d and k, for which there exists (d,k)-graphs of
defect 0, (d,k)-graphs with defect 1 are of interest. A regular (d,k)-graph with odd
defect must have even degree, and hence so does the (d,k)-graphs of defect 1. Prop-
erties of the adjacency matrix and its eigenvalues are used to prove there only exists
one (d,2)-graph of order M (d,2) — 1, namely the circuit of length 4. The same proof
strategy can also be used for proving no other (d,k)-graph with order M(d,k) — 1
exists.

Hence, the next (d,k)-graphs of interest are the (d,k)-graphs of defect 2. General
properties for these graphs are proven by means of contradictions to the girth and
diameter. It is also proven that no (3,k)-graph with M (3,k) — 2 vertices can exist, ex-
cept for a (3,2)- and (3,3)-graph, and properties of (4,k)-graphs with order M (4,k)—2
are given. Some results from the literature for (d,2)-graphs with order M(d,2) — 2
are given at the end of the chapter.



6

The only graphs which have proven upper bound M (d,k) — 4 for all k¥ > 3 are the
(3,k)-graphs, which is the reason for studying graphs with degree 3 and defect 4. It
is proven that (3,k)-graphs with defect 4 only exists for k = 2,3, again by means of
contradictions to the girth and diameter.

Finally some of the largest known graphs are presented and the development in this
area is discussed, along with why some of the largest known graphs are optimal. As
many of the largest known graphs are Cayley graphs, a simple way of constructing
large Cayley graphs with order within half the optimal order are given.
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KAPITEL

1

Indledning

I denne sakaldte hgjteknologiske tid er vi i stor grad atheengige af forskellige former
for teknologiske netvaerk. Hvordan netvaerkene ser ud, afhaenger i stor grad af, hvad
deres anvendelse er. Det kan veere alt fra netvaerk som telefonnetveerket til netveerk,
der forbinder komponenterne i en chip. Uanset hvilket netveerk man betragter, er man
dog interesseret i at finde det optimale netveerk, men hvad det optimale netveerk er,
athaenger i stor grad af, hvad anvendelsen af netvaerket er. I [4] praesenteres nogle af
de egenskaber for grafer, der kan anvendes til at beskrive et optimalt netvaerk;

Lille maksimal grad: Graden svarer til antal direkte forbindelser, en komponent
kan have til andre komponenter i netvaerket. For en komponent kan der veere
tekniske restriktioner pa gradens stgrrelse, men det er ogsa gnskeligt at have
en lille maksimal grad i forbindelse med omkostningerne for netvarket og i
forbindelse med chip-netvaerk, hvor pladsen er lille, for jo stgrre grad, jo flere
mulige forbindelser, der kan optage plads.

Lille diameter: Diameteren er det hgjeste antal forbindelser mellem komponen-
terne som en meddelelse skal igennem for at na fra en komponent til en anden,
dvs. diameteren er proportional med overfgrelseshastigheden i netvaerket. Jo
mindre diameter, jo stgrre overfgrelseshastighed, hvilket er grunden til, at dia-
meteren gnskes lille.

Hgj sammenhsengsgrad: Sammenhaengsgraden svarer til, hvor mange forbindel-
ser mellem komponenterne, der kan ga i stykker, sidan at der stadig kan over-
fgres meddelelser mellem to vilkarlige komponenter. Sammenhangsgraden er
altsa et udtryk for, hvor palideligt netveerket er, og den gnskes derfor at veere
hgj.

Simpel routing algoritme: Planlaegningen af ruter fra hver af komponenterne til
alle de andre komponenter i netvaerket, det sakaldte routing, afhzenger i hgj
grad af netvaerkets struktur, og derfor gnskes strukturen af netvaerket at veere
saledes, at det er simpelt at finde sddanne ruter.

Andre strukturer som delgraf: For at kunne anvende bestemte algoritmer pa en
graf, er det ngdvendigt, at grafen indeholder en struktur, som algoritmen er
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konstrueret til at kgre pa. Derfor er man ofte interesseret i, at netvaerkene
skal indeholde bestemte delgrafer, saledes at det er muligt at kgre bestemte
algoritmer pa dem.

Symmetri: En gnskelig adfserd for komponenterne er, at de opfgrer sig ens og kom-
munikerer pa tilsvarende mader. Dette ggr det nemmere at udregne forskellige
vardier for grafen, som f.eks. diameteren og det ggr det simplere at konstruere
nogle algoritmer.

Mulighed for udvidelse: Det skal ikke bare veere muligt at konstruere et netvaerk
af en hvis stgrrelse med gnskelige egenskaber, men det skal ogsa veere muligt at
udvide eksisterende netvaerk saledes, at de bibeholder de gnskelige egenskaber.

Effektivt layout af chips: Dette inkluderer blandt andet, at der ikke ma eksistere
forbindelser, der krydser hinanden, idet signalerne, der gar igennem forbindel-
serne, sa kan forstyrre hinanden. Det indebarer ogsa en begraensning pa, hvor
meget ledning, der kan anvendes til forbindelserne og hvor meget netvaerket
fysisk ma fylde.

Ovenstaende er altsa en liste over de ting, der skal vaere opfyldt for at have det bedst
taenkelige netvaerk, men det ses ogsa, at nogle af punkterne arbejder imod hinanden.
F.eks. vil en komplet graf opfylde alle punkter bortset fra, at graden ikke er lille
og at det ikke vil veere et effektivt layout til chips. Desuden vil omkostningerne ved
et sadan netveerk vaere hgje, hvilket der ikke er taget hgjde for i ovenstaende liste.
I et tree er det simpelt at finde ruter, det er simpelt at udvide treeet og det er et
effektivt layout til chips, men sammenhangsgraden er darlig. Derfor er det klart, at
man hver gang, nar man skal konstruere et nyt netvaerk, ma satte sig ind i hvilke af
ovenstaende ting, der er vigtigst i den pageeldende situation.

Hvis bade graden og diameteren skal veere lille i en graf, afhaenger det selvfglgelig af
hvordan man tolker “lille”; nar man skal undersgge om det kan lade sig ggre. Derfor er
der blevet forsket en del i det siakaldte grad/diameter-problem, som gar ud pa at un-
dersgge hvor mange knuder, der kan veere i en graf af maksimal grad d og diameter k.

En (d,k)-graf er en graf med maksimal grad d og diameter k. Lad antallet af knuder
i en sddan graf veere givet ved n(d,k). S& gnsker man at finde en (d,k)-graf siledes
at n(d,k) er s& stor som muligt. En (d,k)-graf med det stgrste antal knuder blandt
alle (d,k)-grafer kaldes en maksimal (d,k)-graf. Derfor vil jeg i det naeste afsnit se
naermere pa hvor mange knuder, der maksimalt kan vaere i en (d,k)-graf.

1.1. Moore-grafer

Moore var den fgrste, der kom med en teoretisk gvre graense for, hvor mange knuder
der kan vaere i en (d,k)-graf og spergsmalet om hvorvidt der eksisterer grafer som
har netop dette antal knuder [5]. Den teoretiske gvre graense kaldes derfor ofte for
Moore-graensen og den opnas ved at indse, at fra en vilkarlig knude er der maksimalt
d(d — 1)*~! knuder som ligger i afstand i fra denne knude for alle i = 1,...,k, og
desuden er der én knude, nemlig knuden selv, som ligger i afstand 0. Heraf far man
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at Moore-graensen er givet ved

k
M(dk) =1+ dd—1)"".

=1

En Moore-graf er sa en (d,k)-graf, som har praecist M (d,k) knuder, og det er klart, at
det er en maksimal (d,k)-graf. Gaeldende for en Moore-graf er, at hvis man udvalger
en knude som roden i et hierarki, s& vil hierarkiet altid se ens ud, uanset hvilken
knude man velger som roden, se Figur [[.] for ellers vil der opsta en modstrid med
enten antallet af knuder, diameteren eller graden. Heraf ses det ogsa at enhver Moore-
graf er d-reguleer. Desuden er omkredsen i grafen 2k + 1, da der mellem to vilkarlige
knuder maksimalt eksisterer én vej af leengde hgjst k.

Figur 1.1: Hierakiet for en Moore-graf.

Det er klart, at hvis k = 1, sa eksisterer der Moore-grafer, der er givet ved de kom-
plette grafer, altsd hvor d = M (d,k) — 1. For d = 2 er (2k+ 1)-kredsene Moore-grafer.

Hoffman og Singleton var nogle af de fgrste, som kom med resultater vedrgrende
Moore-grafer. I [3] fra 1960 beviste de, at der ikke eksisterer Moore-grafer for k = 2
nar d # 2,3,7,57. Dette gjorde de ved at betragte egenveerdier for nabomatricen til
en eventuel Moore-graf, og specielt vise at multipliciteten af egenvaerdierne kun kan
vaere heltallige, hvis d = 2,3,7 eller 57. Men selvom eksistensen af de fleste Moore-
grafer for k = 2 er udelukket, garanterer det ikke, at der eksisterer Moore-grafer
for d = 2,3,7 og 57. For at finde ud af om de eksisterer, er man enten ngdt til at
bevise, at de ikke eksisterer, eller man bliver ngdt til at konstruere graferne. For
d = 2 er det som navnt en 5-kreds, som udggr Moore-grafen, mens det for d = 3
er Petersen-grafen med M (3,2) = 10 knuder, se Figur Hoffman-Singleton-grafen
er Moore-grafen med d = 7 og M(7,2) = 50 knuder, se Figur og bade denne og
Petersen-grafen er entydige, hvilket ogsa blev bevist i [3].



12 1. Indledning

Figur 1.2: Petersen-grafen.

IDSWAN
XL/ KT

N

Figur 1.3: Hofmann-Singleton-grafen [6]

Ovenstaende grafer, har man altsa bevist, er Moore-grafer, men det forholder sig
anderledes med (57,2)-grafen, idet man ikke ved, om der eksisterer en Moore-graf
med k = 2 og d = 57, men man ved den vil have M (57,2) = 3250 knuder, hvis den
eksisterer.

Hoffman og Singleton beviste ogsa i [5] at den eneste Moore-graf, der eksisterer for
k = 3 er en (2,3)-graf, altsd en 7-kreds. I de efterfglgende ar blev der forsket en del
mere i Moore-grafer, der blev bevist at forskellige specielle tilfaelde af Moore-grafer
ikke eksisterede, se [6] for konkrete eksempler, men det var forst i 1973 at Damerell i
[7] og Bannai og Ito uatheengigt i [§] beviste, at der ikke eksisterer Moore-grafer for
d,k > 3. Begge beviser tager udgangspunkt i egenveerdierne til nabomatricen A for
en Moore-graf. Jeg vil her summere nogle af de egenskaber op for Moore-grafer, som
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blev brugt i beviserne, og som jeg ogsa brugte i [9] til at gennemga Damerells bevis.
Grunden til, at jeg gnsker at summere disse egenskaber op, er at lignende argumenter
kan bruges i beviser for mindre grafer, som jeg vil vise i Kapitel [2]

Forst ser man pa de sakaldte afstandsmatricer, der for en vilkarlig graf G med
knudemangde V(G) = {v1,v2,...,v,}, er givet ved

v _ | 1 hvisd(vj,u) =i
(Ai)j = { 0 ellers

for alle i = 0, ...k, hvor det altsa fremgar af, at hvis der eksisterer en korteste vej
af leengde ¢ mellem v; og vy, sd er (A4;); = 1. Der geelder desuden, at A; = A, hvor
A er nabomatricen til G, og at Ay = I, hvilket ses direkte af definitionen af A;.

For en Moore-graf bemarkes det, at Zf:o A; = J, hvor J er en matrix bestaende
af 1-taller pa alle indgange, idet preecist ét af A;’erne har et 1-tal pa hver indgang,
da der er pracist én vej af leengde hgjst & mellem to vilkarlige knuder. Derfor er
Ag,A1, ... Ay ogsa linezrt uafhaengige for en Moore-graf.

For en sakaldt afstandsreguleer graf G kan man opstille en ligning, der definerer
afstandsmatricerne rekursivt, givet ved AA;_1 = ¢ As + as_1As_1 + bs_2A,_ o for
alle s = 2,... k. Damerell beviste i [7], ved hjelp af resultater af Biggs i en tidligere
udgave af [I0], at Moore-grafer er afstandsregulere, og dermed kan man opstille
ligningen givet ved

Ay = A% —dI, (1.1)

dvs. her er co =1, a; = 0 og by = d og ligningen
Ag=AA,1 — (d—1)As_o, (1.2)

dvs.cs =1,a5_1 =00g bs_o =d—1foralle s =3,... k. Ligningen opstar ved
at indse, at (A%); vil veere antallet af stier af laengde i, som der er fra v; til v, dvs.
de kan evt. indeholde kredse og genbruge kanter, se [I]. Da der maksimalt er én vej
af leengde 2 fra v; til v; for j # [, idet 2 < k, vil (A2)j; = (A?); for j # 1. Hvis j =1
vil (A?);; = d eftersom hver kant fra v; kan anvendes to gange for at na v; igen, og
dermed er (Az);; = (A?);; — d. Heraf far man altsa (L.I), idet Ay = I er den eneste
af A;’erne der indeholder ikke-nul indgange pa diagonalen.

Ligningen opstar ved at betragte hierarkiet for en Moore-graf, Figur og
indse at (AAs_1),; er antallet af knuder w som ligger i afstand 1 fra v; og afstand
s—1 fra v;. Hvis antallet af sdidanne w skal veere stgrre end 0, ma det betyde, at v; og
vy ligger i afstand s eller s —2 fra hinanden, hvilket indses ved at lade v; veere roden i
hierarkiet pa Figur[I.1} Sa kan et w kun ligge i lag 1, og dermed ma v;, som skal ligge
i afstand s — 1 fra w, ligge i lag s — 2 eller s. Hvis v; ligger i lag s, er der pracist ét
w, som ligger i afstand s — 1 fra v; og afstand 1 fra v;, dvs. (AA,_1); =1 = (As)ji-
Hvis v; ligger i lag s — 2, vil der veere d — 1 w’er, som ligger i afstand 1 fra v; og
afstand s — 1 fra v;, dvs. (AAs_1)j; =d—1 = (d — 1)(As—2);;. Hvis v; ligger i et
andet lag, vil (AAs_1);; = 0, og dermed far man altsa ved omskrivning, at (L.2) er
opfyldt. Bemerk, at ovenstaende er helt uafhaengigt af, hvilke knuder man valger i
de forskellige lag, hvilket netop er det der gor at Moore-grafer er afstandsreguleere.



14 1. Indledning

Et vigtigt resultat der fglger af (1.1, (1.2), A; = A og Ag = I er, at A, kan skrives
som et polynomium i A for alle s = 0,1,...k%. Derfor kan egenvaerdierne bestemmes
vha. det minimale polynomium, der er givet ved

k
(A—dl)> A; = (A—dI)J =0,
=0

idet G er d-reguler. Da det allerede er kendt at d er en egenveerdi, er man altsa
interesseret i at finde de resterende egenvaerdier. Disse egenveerdier er sa lgsninger
til ligningen Fy(z) = 0, hvor polynomierne Fy er givet rekursivt vha. fglgende for
s <k,

Fo(z) =1, Fi() F(€) = eFoa (@) — (d— DFa(e).  (13)
Dette ses eftersom (F,(A));; er antallet af v; ~ v;-veje af leengde hgjst s, og dermed
geelder der, at Fj,(A ) = J, dvs. det minimale polynomium kan skrives som

(A — dD)Fy(A) =0,

og da vi betragter egenvaerdier forskellige fra d, ma disse vaere rodder i Fy(xz) = 0.
Ovenstaende ses ogsa af, at J er et polynomium i A, og da A har reelle indgange og
er symmetrisk, vil alle egenvaerdier veere reelle og A og J vil have feelles egenvektorer.
Dermed vil de gvrige egenvaerdier i A have samme egenvektorer som egenvaerdien 0
iJ, altsd vil Fi(«) = 0, hvis « er en egenveerdi til A.

Det er polynomierne F§, som vi senere skal se ogsd anvendes i andre beviser.

For en afstandsregulaer graf kan man opstille en sakaldt skaeringsmatrix B, der er
givet ved (k+ 1) x (k + 1) matricen

0 1
d ay; Co 0
b1 as C3
B= by a3 ’
0 1
i br—1 ap |

dvs. for en Moore-graf er skaeringsmatricen givet ved

0 1
d—1 d—1 |

i folge (1.2) og (1.1). B har de samme egenveerdier som A og desuden kan man vha.
en egenvardi og dens tilhgrende egenvektor til B udregne multipliciteten af denne
egenveerdi i A, [I0]. Damerell beviste, at der eksisterer irrationelle egenveerdier til B
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for d, k > 3, og ved hjalp af udregningerne af multipliciteten af en sddan egenveerdi,
kommer han frem til en modstrid, dvs. der ikke eksisterer Moore-grafer for d,k > 3.

Bannai og Ito anvendte en lidt anden fremgangmade i anvendelsen af egenvaerdierne
og deres multiplicitet i [§]. De delte det nemlig op i seks forskellige tilfaelde alt efter
stgrrelsen pa k og d, og beviste dermed, at der ikke kunne eksistere Moore-grafer for
hvert af disse tilfeelde.

Eftersom der altsa kun eksisterer Moore-grafer for meget fa vaerdier af k og d, er det
naeste spgrgsmal, der opstar, hvor stor orden en graf med masimal grad d og diameter
k sa kan have. Man er altsa interesseret i en tattere gvre greense pa ordenen af en
(d,k)-graf. Et andet interessant spgrgsmal er, hvordan man konstruerer store grafer
med grad d og diameter k, ikke blot fordi de er anvendelige i netvaerk, men ogsa fordi
man si har en nedre graense for ordenen i en maksimal (d,k)-graf.

Disse to spgrgsmal er hvad dette speciale har taget udgangspunkt i, med hovedveegt
pa det forste og set fra en grafteoretisk vinkel. Derfor vil den forste del af rapporten
omhandle grafer, der har orden taet pd Moore-graensen og den anden del vil handle
om nogle af de stgste kendte grafer til dags dato.






KAPITEL

2

Grafer med defekt 1

Som beskrevet, er det for meget fa veerdier af d og k der eksisterer Moore-grafer, dvs.
den gvre greense for antal knuder i de fleste (d,k)-grafer er n(d,k) < M(d,k) — 1. Da
man allerede ved der eksisterer Moore-grafer, hvis d = 2 eller k = 1, kan man antage
at d > 3ogk > 2, hvilket ogsa ggres i resten af rapporten med mindre andet er naevnt.

En (d,k)-graf, der har n(d,k) = M(d,k) — 0 knuder, siges at have defekt J, og disse
grafer vil fremover ogsé blive betegnet som (d,k,d)-grafer. Moore-grafer har altsa
defekt 0.

En vigtig egenskab for grafer med tilstraekkelig lille defekt, er at disse er regulaere,
hvilket bl.a. er bevist af Miller og Simanjuntak i [11].

Lemma 2.1. Hvis 6 < M(d— 1,k — 1) sd er alle (d,k,0)-grafer requleere.

Bevis. Antag, at v er en knude i en (d,k,d)-graf med grad d, < d — 1. Sa ses det, at
antallet af knuder i grafen hgjst er

1+dy+dy(d—1)+...+dy(d—1)"!
<1+(d=1)+d-1)(d—1)+...+(d—1)(d—1)"

k k
=14+ dd—1)""=> (d—1)""
i=1 i=1
< M(dk)—M(d—1k—-1)
< M(d,k) -5,
hvilket er i modstrid med, at det er en (d,k,d)-graf. [ ]

Under antagelsen af at d > 3 og k > 2, kan man altsi antage, at alle (d,k,0)-grafer
for 6 < 3 er d-regulaere, idet M(d— 1,k —1) > M(2,1) = 3.

En vigtig egenskab for reguleere (d,k,0)-grafer med ulige d, er at d ngdvendigvis ma
veere lige, eftersom

n(d,k) = M(d,k) — &

17
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=1+d+dd—1)+...+dd—1)""—§
=d+1—-6=d mod?2

og da der ikke kan vere et ulige antal knuder af ulige grad i en graf, ma der altsa
galde at bade n(d,k) og d er lige.

I resten af dette kapitel vil jeg betragte (d,k)-grafer med defekt 1.

2.1. Generelle egenskaber

Som allerede bemaerket, mé der geelde, at d er lige for alle (d,k,1)-grafer.

Man kan opstille et hierarki, som minder om det pa Figur [I.1]for Moore-grafer, blot
med den undtagelse, at der er en knude mindre i det k’te lag og at én af knuderne i
det k’te lag har to forzeldre i lag k — 1, se Figur

Figur 2.1: Hierakiet for en graf med defekt 1.

Af Figur ses det, at hver knude vil vaere indeholdt i netop én kreds af leengde 2k,
idet hierarkiet vil veere ens for alle knuder, for ellers vil der, som ved Moore-graferne,
opsta problemer med antallet af knuder, diameteren eller graden. For (d,k,1)-grafer
kan man, hvor afstandsmatricerne er defineret som tidligere, ogsa opskrive ligningen
og hvis £ > 4 ogsa ligningerne for s = 3,...,k — 1. For s = k vil der
geelde at (AAi_1);; = 2 hvis v; og v; ligger pa den samme 2k-kreds i afstand & fra
hinanden, men for de gvrige veerdier vil (AAx_1);1 = (Ax)ji + (d — 1)As_2. Derfor
vil

Ap=AAp_1 — (d—1)Ap_2 — E, (2.1)

hvor E er en matrix bestaende af praecist ét 1-tal i hver raekke og spjle, og ingen pa
diagonalen, svarende til de indgange i AA;_; der er 2, mens resten af indgangene
er 0i F. Ved passende permutation af knuderne, kan man skrive E som den direkte
sum af matricerne
0 1
1ol
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Derfor far man, vha. (1.1), (1.2) og (2.1)), at
F,(A)=J+E. (2.2)

Da G er regulaer kommuterer J og A, og dermed kommuterer de ogsa med F, og
eftersom de alle tre er diagonaliserbare, sa er de simultant diagonaliserbare i fglge
[12]. F har egenvaerdierne —1 og 1, hver med multiplicitet M, heraf kan man
ogsa konkludere at n(d,k) = M(d,k)—1 ngdvendigvis méa veere lige, da multipliciteter
altid er heltallige, og derfor ma d veere lige.

Det ses at (1,1,...,1) er en egenvektor til A svarende til egenveerdien d og en egen-
vektor til J svarende til egenveerdien M (d,k) — 1, samt en egenvektor til E svarende
til egenveerdien 1. Derfor far man, da 0 er en egenveerdi til J med multiplicitet
M(d,k) — 2, folgende ligning, hvor « er egenveerdier til A, n = M (d,k) — 1 og diago-
nal matricerne er af stgrrelse n x n,

1
Fk (a) 0 1
= 4 .
Fk (Oé) 0
- _1 -

Dermed vil de gvrige egenvaerdier til A veere rgdder i fglgende polynomier,

Fy(a) = —1, (2.3)
og

Fi(a) =1, (2.4)
hvor summen af multipliciteterne af egenveerdierne der opfylder (2.3) er % og

dem der opfylder (2.4) er % —1.

Efter at have underspgt nogle af de generelle egenskaber for (d,k,1)-grafer, ser jeg nu
naermere pa et special tilfeelde.

2.2. Grafer med diameter 2

Jeg vil nu anvende ovenstadende teori til at bevise fglgende saetning, som Erdds,
Fajtlowicz og Hoffman [13] var de forste til at bevise i 1980.

Seetning 2.2. Lad G vere en (d,2,1)-graf, sd er G en kreds af lengde 4.

Bevis. Fgrst indses det, at M(d,2) —1=1+d+d(d —1) — 1 = d?, og G har derfor
d? knuder. Desuden ses det, at

Fy(a) =aF(a) = (d—1)Fo(a)
=ala+1)—(d-1)

=a*+a—(d-1)



20 2. Grafer med defekt 1
i folge (1.3)).

Derfor far man i folge (2.3)) og (2.4) at egenveerdierne til A er rodderne «, der opfylder
folgende ligninger,

4+a—(d-1)=-1 (2.5)
0g
A ta—(d-1)=1. (2.6)
De egenvaerdier til A, som ikke er d, er altsa givet ved
1 V4d—-7 1 va4d—-7
51:—§+T og ﬂzz—i—T (2.7)

med multiplicitet hhv. m; og mo, saledes at m; + mq = g, og ved

1 Vdd+1 1 Vad+1
71=—§+T 0g 72=—§—T (2.8)

med multiplicitet hhv. n; og no saledes at n; +ngo = ‘12—2 —1.

Lad nu p =+v4d — 7 og ¢ = v/4d + 1. Da (2.5)) og (2.6) er polynomier med heltallige

koefficienter med den ledende koefficient 1, sa vil egenvaerdierne vare heltallige hvis

de er rationelle. Dvs. egenveaerdierne enten er heltal eller irrationelle, hvilket afggres

af om p og ¢ er heltal eller irrationelle.

Hvis ¢ ikke er et heltal, geelder der at ny = ns, og dermed vil %2 — 1 veere et lige tal,

hvilket er i modstrid med, at d er lige, dvs. ¢ ma ngdvendigvis vare et heltal. Hvis p

ogsa er et heltal, s3 ma der geelde at p = 1 og ¢ = 3 idet ¢ — p? = 8. Dermed gzelder
2

der, at d = qT_l = 2 og G vil altsa sa veere en kreds af laengde 4.

Hvis p ikke er et heltal, s ma der galde at m; = msy. Da summen af egenvaerdierne
regnet med multiplicitet er lig sporet i A, som er 0, far man at

B —1+p —-1-0p —1+g¢ —1—gq
O0=d+my B —+ Mo 5 4+ nq 9 —+ no 5
d— % (m1 +ma) — =(m +n2) + Ly — o)
=d——-(m1+m2) — =(n1+n =(n1—n
2 1 2 2 1 2 2 1 2
21
:d75+§+g(n17n2). (2.9)

Da d = qiT_l kan ovenstaende omskrives til
4 2 _
q* — 10g° — 16g(ny —ng) — 7 =0.

Da ¢ som neevnt er et heltal, ma der altsa geelde at ¢ = 1 eller ¢ =7, dvs. at d =0
eller d = 12. Det er klart at der ikke eksisterer en (0,2)-graf.

Hvis d = 12 far man egenveerdierne og multipliciteterne, der ses i Tabel

hvor de sidste to multipliciteter fas fra hhv. nqy +no = d—; —1="71o0g (2.9) der bliver
til ny —ng = 17.
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Egenveerdi | Multiplicitet
12 1
et 36
=il 36
3 44
-4 27

Tabel 2.1: Egenvaerdierne til A med tilhgrende multiplicitet nar d = 12.

Da G har omkreds 4, vil sporet af A% veere 0. Men

d2 3 3
~1+ VAT —1- V41
> AP =12+36 (;) +36 <2> +44-3% 4+ 27(—4)° = 72,

i=1
dvs. der ikke kan eksistere en (12,2,1)-graf. Dermed folger saetningen. |

Det er altsd nu bevist at der ikke eksisterer (d,k,1)-grafer for £ = 2 hvor d # 2, og
jeg vil nu opsummere et resultat vedrgrende de andre (d,k,1)-grafer.

2.3. Andre (d,k,1)-grafer

I 1981 fulgte et bevis af Bannai og Ito [14], der omhandler et problem, der ligger
taet op af problemet med at finde de maksimale grafer, der har maksimal grad d og
diameter k. Det omhandlede problemet med at finde minimale grafer, der har grad
d og omkreds g, disse kaldes for (d,g)-bure. Hvis g er ulige, dvs. hvis g = 2k + 1, s&
er den nedre greense for antallet af knuder i et (d,g)-bur givet vha. Moore-graensen,
og derfor vil Moore-graferne veere (d,2k + 1)-bure. Ligesom begrebet defekt er givet
for (d,k)-grafer, findes der begrebet overskud e for (d,g)-bure med ulige g, som altsa
svarer til at en graf med grad d og omkreds g har M(d,k) + 1 knuder.

Det Bannai og Ito beviste i [14], var at hvis omkredsen er g = 2k + 1 > 5, sa findes
der ingen (d,g)-bure med overskud 1. Dette gjorde de ved at bruge lignende argu-
menter som dem, der er praesenteret for og i beviset for Seetning 2.2} idet det der er
ligning for en (d,k,1)-graf i ovenstaende argumenter, er F(A) = J — E for et
(d,2k + 1)-bur med overskud 1, dvs. der er kun forskel i fortegnet foran E. Dvs. at
de ligninger man skal finde egenveerdier i, stadig er givet ved Fy(x) = £1.

Jeg har valgt ikke at tage beviset med her, idet det er mere baseret pa linezer algebra
end grafteori. I stedet har jeg bevist Sezetning 2.2] for at give en idé om nogle af de
argumenter, der kan anvendes, omend beviset i [14] er langt mere omfattende.






KAPITEL

3

Grafer med defekt 2

Som naevnt er en (d,k)-graf med defekt 2 en (d,k)-graf, som har n(d,k) = M (d,k) —2
knuder. I resten af dette kapitel vil grafen G veere en sadan (d,k,2)-graf med d > 3
og k > 2. Betragter man en vilkarlig knude i G og danner et hierarki med denne
knude som roden, vil man altsa fa et hierarki, hvor alle lag til og med det (k — 1)’te
er fyldt og der i det k’te lag er d(d — 1)*~! — 2 knuder. Hvis ikke hierarkiet var som
beskrevet, dvs. det (k — 1)’te lag hgjst havde d(d —1)*~! — 1 knuder, sa ville antallet
af knuder i det k’te lag hgjst veere d(d —1)¥~1 — (d—1), og dermed ville G hgjst have
M(dk) —1—(d—1) < M(d,k) — 2 knuder, en modstrid. Fremover vil jeg betegne
knuderne i afstand i fra en knude v som N;(v) for ¢ = 0,... .k, dvs. hvis v veelges
som roden i et hierarki, sa vil N;(v) vaere knuderne, der ligger i det i’te lag. Bemaerk
at v = No(v) og N(v) = Ni(v). Desuden vil (2k — 1)-kredse ofte blive betegnet med
C, evt. med et indeks eller anden skrift, mens 2k-kredse pa tilsvarende vis vil blive
betegnet med D.

Der er tre forskellige mader, hvorpa de to knuder kan mangle i det k’te lag, og det
kan veere forskelligt alt efter, hvilken knude man velger som rod i hierarkiet, dvs.
hierarkiet er altsa ikke ngdvendigvis ens for alle valg af roden, som det var ved Moore-
graferne og graferne med defekt 1. De tre forskellige typer af hierarkier udggres af
tilfeeldet, hvor to knuder i lag (k — 1) har en kant imellem sig, se Figur eller hvor
praecist én knude i lag k har tre forzeldre i lag (k — 1), se Figur eller det sidste
tilfzelde, hvor preecist to knuder i lag k& har hver to foreeldre i lag (k — 1), se Figur
B3

I studiet af en (d,k,0)-graf kan det veere nyttigt at betragte det sikaldte lagvise
diagram. For en graf H, en knude u € V(H) og et heltal [ indeholder det lagvise
diagram i afstand [ fra w, LD(H,u,l), lag af knuder i H. Det gverste lag indeholder
den enlige knude u, det naeste lag indeholder w’s naboer i H og generelt gaelder der
at det i’te lag indeholder de knuder, der kan nas vha. en sti af laeengde ¢ fra u for alle
i =20,1,...,l, hvor en sti ikke indeholder den samme kant to gange i traek, men godt
kan indeholde kredse. Det er klart, at en delmangde af de knuder der ligger i det i’te
lag i LD(H,u,l) er givet ved de knuder som kan nés vha. en i-vej fra u. Hvis H er
en Moore-graf med grad d og diameter k, si svarer diagrammet LD(H u,k) uanset
valg af u € V(H) altsa til hierarkiet i Figur [1.1] pa side [11} Afhaengigt af veerdien af

23



24 3. Grafer med defekt 2

Lag:
0

1

Figur 3.1: Et eksempel pa hierarkiet for en graf med defekt 2, hvor der er en kant
mellem to knuder i lag k£ — 1.

Lag:
0

1

Figur 3.2: Et eksempel pa hierarkiet for en graf med defekt 2, hvor en knude i lag &
har tre foreeldre i lag k — 1.

Lag:
0

1

2

NN NN A

Figur 3.3: Et eksempel pa hierarkiet for en graf med defekt 2, hvor to knuder i lag &
hver har to forzldre i lag k£ — 1.

l og defekten kan knuder i en vilkarlig graf H godt optraede flere gange i et lagvist
diagram, men sa leenge H, u og [ er givet er det lagvise diagram entydigt bestemt.
Et eksempel pa en graf H og et af dens lagvise diagrammer ses i Figur

Det er vigtigt at bemaerke, at der er forskel pa om der tales om lag i et hierarki eller
i et lagvist diagram for en graf j, idet det i’te lag i et hierarki for H, som naevnt, er
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b c
a d
f e
(a) Grafen H (b) LD(H,a,2)

Figur 3.4: Et eksempel pa en graf H og dens lagvise diagram LD(H,a,2).

en delmangde, dog ikke ngdvendigvis segte, af det i’te lag i et lagvist diagram for H
for alle valg af i =0, ... k.

I de tilfeelde der bliver betragtet her, er man ofte kun interesseret i en knude u, dens
naboer uy,us, ... ,uq, og sa nogle af de knuder der ligger i lag k—1, k, k+1 og evt. k+2.
Derfor vil de lagvise diagrammer LD(G,u,k + 1) ofte blive tegnet som pa Figur
hvor de knuder, der er interessante er markeret. Trekanterne pa figuren repraesenterer
dele af hhv. LD(G,u1,k—1), LD(G,u2,k—1) og LD(G,uq,k—1) og de vandrette linjer
repraesenterer blot det k’te lag i LD(G,u,k + 1). Derfor er knuderne i det k’te lag
nemme at genkende, pa Figur ses det at b,c,d,e er i det k’te lag af LD(G,u,k+1).
Er der naboknuder til knuderne i det k’te lag, vil disse vaere tegnet i det lag hvor de
befinder sig, f.eks. er a naboen til b som ligger i det (k — 1)’te lag og f er en nabo
til b som ligger i det (k + 1)’te lag. Den eneste linje i en trekant som helt sikkert
repraesenterer en kant er altsa linjen mellem en knude i lag (k—1) og en i lag k, det er
altsé ikke sikkert der er en kant mellem u; og a i Figure[3.5] men det er ikke umuligt.

Figur 3.5: Det lagvise diagram LD(G,u,k+ 1) indeholdende trekanter, der repraesen-
terer dele af LD(G,uy,k — 1), LD(G,uz2,k — 1) og LD(G,uq,k — 1).

Nogle gange er det ogsa en fordel at tegne kanter fra grafen G ind i det lagvise dia-
gram, f.eks. mellem knuder i det samme lag, som er naboer. F.eks. er d og e i Figur
naboer, hvilket er tydeliggjort med en buet kant mellem de to, og grunden til
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dette er at det s& er nemmere at visualisere, at der eksisterer en (2k — 1)-kreds som
indeholder us, d og e, end hvis hhv. d og e blot havde haft kanter til hhv. e og d i det
(k+1)’te lag. Sadanne kanter og veje, som anvendes for at ggre resultater tydeligere,
tegnes ogsa ind imellem som stiplede linjer.

Givet (d,k,0)-grafen G kaldes en knude v € V(G) en gentagelse af u, hvis v op-
treeder flere gange i det lagvise diagram LD(G,u,k), dvs. hvis der eksisterer mere
end én vej af lengde hgjst £ mellem v og v. Ma&ngden af gentagelser til en knude
u betegnes med R(u) og hvis der er m gentagelser til en knude, betegnes de som
ri(u),ro(u),...,rm(u). Hvis der blot er en enkelt gentagelse til u betegnes den ogsa
ofte som r(u).

Sammenholdt med hierarkierne beskrevet ovenfor er der altsa tre forskellige scenarier
for en given knude u i en (d,k,2)-graf og dens gentagelser, hvoraf den ene deles ind i
yderligere tre scenarier.

e u er en type 0 knude, hvis d(u,ri(u)) = d(u,ra(u)) = k — 1, se Figur

e y er en type 1 knude, hvis d(u,r1 (u)) = d(u,r2(u)) = k, hvor 1 (u) = ro(u), se

Figur 3.7

e u er en type 2 knude, hvis d(u,r;(u)) = d(u,r2(u)) = k, hvor r1(u) # ro(u).
Denne type deles ind i yderligere tre typer;

— wu er en type 2a knude, hvis d > 4 og der eksisterer fire forskellige knuder,
up,uz,uz,ug € N(u), saledes, at d(ui,r1(u)) = d(ug,r1(u)) = k —1 og
d(usz,ra(u)) = d(ug,ra(u)) = k — 1, se Figur

— w er en type 2b knude, hvis d > 3 og der eksisterer tre forskellige knud-
er, uy,ug,ug € N(u), saledes, at d(ui,ri(u)) = d(ug,m1(u)) = k —1 og
d(ug,r2(u)) = d(us,ra(u)) = k — 1, se Figur

— wu er en type 2¢ knude, hvis d > 2 og der eksisterer to forskellige knud-
er, uj,us € N(u), saledes, at d(ui,r1(u)) = d(uz,r1(u)) = k —1 og
d(uy,ra(u)) = d(ug,ra(u)) = k — 1, se Figur

ro(u)

r1(u) ro(u) o

Figur 3.6: Det lagvise diagram LD(G,u,k) for en knude u af type 0.
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Figur 3.7: Det lagvise diagram LD(G,u,k) for en knude u af type 1.

Type 2a u

r) ) ra(w) ) ri(u) ra(u) r(u)  ra(u)

Figur 3.8: De lagvise diagrammer LD(G,u,k) for knuder u af type 2a, 2b og 2c.

Ovenstaende observationer resulterer i det fglgende lemma sammensat af lemmaer
fra [11] og [15], hvor O er foreningsmengden af tre uathaengige k-veje, som har en-
deknuderne tilfaelles. Hvis = er den ene endeknude i et Oy, s kan man ogsa praecisere
betegnelsen © som Oy (z).

Lemma 3.1. Lad x vere en knude i G, sd geelder enten at

(i) x er indeholdt i preecist én (2k — 1)-kreds og ingen andre kredse af lengde hgjst
2k, og de to gentagelser af x ligger ogsd pé denne kreds, eller

(it) z er en knude af grad 3 i en O og hver kreds af lengde hgjst 2k i G som
indeholder x er indeholdt i denne Oy, og desuden gelder der, at Op(x) =
O (r(x)), eller
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(#i1) x er indeholdt i precist to 2k-kredse og ingen kredse af lengde hgjst 2k — 1.
Desuden har de to 2k-kredse en l-vej, | € {0,1,...,k} tilfelles og hver af 2k-
kredsene indeholder én gentagelse af x.

Med ovenstaende lemma er det nu muligt at bevise mange forskellige egenskaber
vedrgrende (d,k,2)-grafer.

3.1. Grafer med grad 3

T 1994 beviste Jorgensen [15], at der ikke eksisterer (3,k,2)-grafer for k > 4. Dette
gjorde han ved at anvende Lemma |3.1] gentagne gange, hvilket ses i de fglgende
lemmaer. Lad derfor G veere en (3,k,2)-graf i resten af dette afsnit.

Lemma 3.2. Hvis G indeholder en Oy, sd er k = 2.

Bevis. Lad © vaere et ©f i G. Sa bestar © af to knuder, a og b, og tre uathaengige
a ~ b-veje, P, P, og P3, af leengde k, se Figur I folge Lemma [3.1] (47) vil enhver
kreds af leengde hgjst 2k, som indeholder en knude fra © vare en del af ©.

- - z
T “e-
// \\
- ~
// \\ P
7
7 \\3
/ N
4 \

/ \
/ \
/ Yy P. \
P Sy S 2__@b

\

N P ___1, )/
\ g Y /
\ s ! 7
N / I 7
\\ // C ! //
~ X 4 -

SO SR
1 -

Figur 3.9: En Oy i en (3,k,2)-graf.

Lad z veere en knude pa P;, som er forskellig fra a og b. Lad desuden y og z veere
knuder pa hhv. P, og Ps som ligger i afstand k fra z. Eftersom d = 3, vil sadanne
knuder z,y,z have entydige naboer z’,y’, 2’ ikke indeholdt i ©.

Forst bevises det, at en 2’ ~ y-vej, P, af leengde hgjst k altid vil indeholde kanten
y'y, ikke indeholder knuden x og at den vil have leengde preaecist k. Dette ggres ved
at vise at hvis et af tilfeeldene geelder, sa eksisterer der en kreds af laengde hgjst 2k
som ikke er en kreds i ©®, men som indeholder knuder derfra, hvilket er i modstrid

med Lemma (ii).

Hvis v er en nabo til y pd P2 og der eksisterer en v ~ 2’-vej i G af leengde hgjst
k — 1, s& vil © ~ v-vejen af laengde k — 11 O, 2’ ~ v-vejen og kanten za’ tilsammen
udgoere en kreds af laengde hgjst 2k — 1, derfor ma enhver 2/ ~ y-vej af leengde hgjst
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k indeholde kanten yy’. En sddan z’ ~ y-vej indeholder ikke z, idet der ellers ville
eksistere en x ~ y-vej i G af leengde hgjst £ — 1 og denne tilsammen med en x ~ y-
vej 1 © ville udggre en (2k — 1)-kreds. Desuden er 2’ ~ y-vejen praecist af leengde
k, for ellers ville en af x ~ y-vejene i © sammen med z' ~ y-vejen og kanten xx’
veere en kreds af leengde hgjst 2k, ikke indeholdt i ©, men som indeholder knuder i ©.

Lad z” veere den entydige nabo til 2’ som ikke ligger pa P eller P;. Med lignende
argumenter som ovenfor ses det, at en z”/ ~ y-vej af leengde hgjst k vil indeholde
kanten y'y, og ikke indeholde z’ eftersom d(z’,y) = k.

Lad Q veere en 2”7 ~ 3y’-vej af leengde hgjst k — 1, s& vil vejene P og ) sammen med
kanten x”x’ udggre en (2k — 1)-kreds, C.

Da y og z er valgt symmetrisk vil der eksistere en (2k — 1)-kreds, C’, som indeholder
2’ og 2’ og hvor afstanden mellem 2’ og 2’ er k — 1 pa C’. I fglge Lemma [3.1] (i) vil
der s gaelde at C = C’ og dermed er d(y’,2") < 1. Eftersom afstanden mellem y og
z i © hgjst er k, vil den korteste y ~ 2-vej 1 © sammen med kanterne yy’, 22’ og evt.
y'z’ udggre en kreds af laengde hgjst k + 3. Da denne kreds indeholder knuder som
ikke er indeholdt i ©, gaelder der i folge Lemma (ii) at kredsen ma have laengde
mindst 2k + 1. Dvs. k + 3 > 2k + 1, og dermed ma der geelde at k = 2. ]

I resten af dette afsnit antages det derfor nu, at G ikke indeholder en Oy, dvs. ingen
knuder af type 1.

Lemma 3.3. Antag at G indeholder en 2k-kreds. Sa er fellesmengden af ethvert
par af ikke disjunkte 2k-kredse en (k — 1)-vej. Hvis der yderligere geelder, at k > 3,
sd indeholder G desuden en (2k — 1)-kreds.

Bewis. Lad D; vaere en 2k-kreds i G, og lad knuderne i cyklisk orden veaere givet ved
20,21, ... T2kp—1. Lad x} veere den entydige nabo til z; i G — Dy, se Figur Da
diameteren er k, eksisterer der en x} ~ x;14-vej af leengde hgjst ki G. Ved lignende
argumenter som i beviset for Lemma [3.2) ses det, at en sidan vej ikke indeholder z;,
men ngdvendigvis ma indeholde kanten xj, ,x;,, idet der ellers eksisterer en kreds
af leengde hgjst 2k — 1 forskellig fra Dy, men som indeholder knuder fra Dy, hvilket
er i modstrid med Lemma [3.1] ().
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Figur 3.10: 2k-kredsen Dy i en (3,k,2)-graf.



30 3. Grafer med defekt 2

Eftersom G ikke indeholder en ©y, vil der desuden gelde at d(z},x;1r) = k. For
0 <i <2k —1lad P; betegne en x} ~ x; ,-vej af lengde k£ — 1 og lad z}’ betegne
den entydige nabo til z} som ikke er x; og ikke ligger pa P,.

I fglge Lemma (#i7) vil enhver knude pa D; ogsa vare indeholdt i en anden 2k-
kreds. Lad Dy veere en saddan kreds, som har en eller flere knuder tilfalles med D1.
Da D5 # Dy vil der eksistere et tal s € {0,...2k — 1} saledes at x5 € Do og z, € Ds.

Da d(z},xsyr) = k vil en o ~ zs1-vej af leengde hgjst k ikke indeholde 2. Hvis
der eksisterer en 7 ~ x ,;-vej af leengde hgjst k& — 1, sa vil denne vej sammen med
P, og kanten z/,z” veere en kreds af laengde hgjst 2k — 1, dvs. det er en modstrid med
Lemma idet x5 ikke kan ligge pa bade en 2k-kreds og en (2k — 1)-kreds. Derfor
mé der eksistere en x” ~ x4 p-vej, P’, af lengde hgjst k — 1, som gar igennem enten
ZTsik—1 eller 41 k11, pga. symmetri kan vi antage at det er x4, 441 som P’ indehold-
er. Kredsen, der bestar af P’ x5 ~ x4y p11-vejen af leengde k — 1 pad D; og kanterne
! a0

xsxl, og xhaxll, er en 2k-kreds, som indeholder z; og derfor mé denne kreds vaere Dy i

folge Lemma (#i7). Dvs. at D1 N Dy er en (k — 1)-vej, nemlig x5 ~ Tsyp41-vejen.

Antag nu at k > 3, sa eksisterer der et tal ¢ € {0,...2k — 1} siledes at z; € D; N Dy
men hvor z}; ¢ Dy U Dy, se Figur Som ovenfor vil en x} ~ x4 ,-vej af laengde
hgjst k indeholde enten x2+k, ZTiyk—1 eller 44 1. Hvis den indeholder enten xyyx—1
eller 4441, sd vil en sadan vej sammen med x; ~ x¢yp-vejen af lengde & — 1 pa
D, og kanterne z.x} og xjx} udgere en 2k-kreds, hvilket er i modstrid med Lemma
3.1| (i77). Dvs. der eksisterer en xy ~ 2} -vej af leengde hgjst k — 1, og denne vej,
sammen med P; og kanten a2}, udger en kreds af leengde 2k —1, som ikke indeholder
knuder fra hverken D; eller Ds.
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Figur 3.11: 2k-kredsene Dy og D5 i en (3,k,2)-graf.

Med ovenstaende lemmaer er det muligt at bevise den fplgende vigtige setning.
Saetning 3.4. For k > 4 eksisterer der ingen (3,k,2)-graf.

Bevis. 1 fglge Lemma og [3.3] indeholder G en (2k — 1)-kreds, C, for k > 3.
Lad y veere en knude pa C' og lad z; og z5 veere knuderne i afstand k£ — 1 fra y pa C.
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Lad v/, 2} og z veere de entydige naboer til hhv. y, z; og 22 1 G — C og lad y1 og y2
veere naboerne til ¢/, som er forskellige fra y, se Figur
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Figur 3.12: (2k — 1)-kredsen C'i en (3,k,2)-graf.

En y; ~ z1-vej af leengde hgjst & vil indeholde kanten z{z;, men ikke y19/, og vil
have laengde praecist k, for ellers vil der eksistere en anden kreds af leengde hgjst 2k
som indeholder knuder fra C, hvilket er i modstrid med Lemma (). Lad Py veere
en y; ~ z1-vej af lengde k — 1. Pga. symmetri eksisterer der ogsd en y; ~ z5-vej, Q1,
en yo ~ zi-vej, Py, og en yo ~ zh-vej, Qo, alle af leengde k — 1.

Kredsen Dy, der bestar af vejene P;, P, og kanterne y1y’ og y21/, er s& en 2k-kreds,
og det samme galder for kredsen Do, der bestar af Q1, Q2 og kanterne y1y’ og y2y/'.

Eftersom z; ligger pa C, geelder der i fglge Lemma [3.1] (i), at kredsen bestaende af
Py, Q1 og kanterne 2z, 2122 0g 2225 har leengde 2k + 1, dvs. P, N Q1 = {y1}. Pga.
symmetri ses det, at der ogsd geelder P, N Q2 = {y2}. Feellesmangden af Dy og Dy
er altsi en 2-vej bestdende af kanterne y1y og y2y, og i folge Lemma [3.3] geelder der
sd at k — 1 = 2, og dermed er den eneste mulige veerdi for & > 3 i en (3,k,2)-graf
k=3.

|

(a) Den entydige (3,2,2)-graf. (b) Den entydige (3,3,2)-graf.

Figur 3.13: De entydige (3,k,2)-grafer.
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Ovenstaende lemmaer og saetning konkluderer altsé, at der ikke eksisterer (3,k,2)-
grafer for k > 4. For k = 2 eksisterer der (3,2,2)-grafen, der ses pa Figur og
for k = 3 eksisterer der (3,3,2)-grafen pa Figur Derfor er man interesseret i
at se neermere pa om der eksisterer (d,k,2)-grafer for andre d. I det neeste afsnit ses
der naermere pa generelle egenskaber for grafer med defekt 2.

3.2. Generelle egenskaber

Den fplgende satning er i fglge [11] bevist af Miller og Simanjuntak i en anden artikel
ved at betragte de forskellige typer af knuder i grafen. Jeg har dog valgt at bevise
det vha. af nabomatricen og polynomierne (|1.3).

Saetning 3.5. For ethvert u € V(G) geelder der at N(R(u)) = R(N(u)).

Bevis. For at bevise saetningen har man brug for polynomierne fra (1.3). Som naevnt
for, geelder der for en graf med knudemeengde {v1, v, ..., v,} at (F5(A));; er antallet
af v; ~ v;-veje af leengde hgjst s, og derfor gaelder der per definition af gentagelser,

at
~_J >0 hvisv € R(vy)
(Fi(A) = J)ij = { 0 ellers.

Betragter man sa A(Fj,(A) — J), ser man at

(A(Fi(A) — J))ij = { g 0 }el;{:esl"sv € N(R(vj))

idet hvis (A(Fr(A)—J))i; > 0, sa ma det veere fordi der eksisterer mindst ét v € R(v;)
som er nabo til v;. Tilsvarende ses det at

(Fu(A) — J)A);; = { g 0 Iellvlgsv € R(N(v;))

idet hvis ((Fr(A) — J)A)i; > 0, sa ma det veere fordi der eksisterer mindst ét v €
N(vj), som har v; som en gentagelse. Da A kommuterer med bade Fj(A) og J, ses
det dermed at N(R(u)) = R(N(u)) for alle u € V(QG). [ |

Lad G veere en (d,k,2)-graf med d > 4 og k > 3 i resten af dette afsnit. De fglgende
korollarer og lemmaer stammer fra [I7].

Lemma 3.6. Lad u vere en type 0 knude i G og lad C vere (2k — 1)-kredsen som
indeholder u. Alle naboer til u, som ikke er i C, er sd andre typer end type 0 knuder.

Bevis. Lad uy,us,...,uq veere naboerne til «, hvor C indeholder uy,us, 71 (u) og 2 (u).
Antag at ug er en knude af type 0, sa vil kanten 7 (ug)ra(ug) veere indeholdt i G, se

Figur B.14

Man ved, da diameteren er k, at der eksisterer en vej af laengde hgjst k fra knuderne
Up,Us, . . . ,uq til 71 (ug). Disse veje kan ikke gi gennem hverken ro(us) eller den knude
der er nabo til r1(ug) i afstand k — 1 fra u, idet der ellers vil eksistere en kreds af
lzengde hgjst 2k forskellig fra C', men indeholdende knuder (v som minimum) fra C,
hvilket er i modstrid med Lemma [3.1] (7). Der er altsa d — 1 veje der skal na 7y (uz)
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r1(u2) r1(u2) 72 (us2)

Figur 3.14: LD(Gu,k + 1) for en knude af type 0, som har tre naboer af type 0.

vha. d — 2 naboknuder til 71 (u2), dvs. én af dem ma blive genbrugt. Det kan enten
vaere 71 (w) eller ro(u), for hvis det var en anden knude, ville det veere i modstrid med
at u kun har 2 gentagelser. Pga. symmetri kan vi veelge at det er r1(u) der er knuden
som bliver anvendt to gange. Dvs. at r1(u2) er i afstand k — 1 fra uz, men dette er
igen en modstrid, idet der si vil vaere tre knuder der er gentagelser af u. |

Som en direkte konsekvens af ovenstaende lemma, fas fglgende korrolar.

Korollar 3.7. Det er ikke muligt for alle knuderne i en (d,k,2)-graf at vere af type
0.

Det folgende lemma skal anvendes til at bevise at en type 0 knude kun kan have type
0 og type 2 knuder som naboer.

Lemma 3.8. Lad v og u vere to forskellige knuder i G. Hvis u er en knude af type
0, sa kan gentagelserne af u ikke begge veere naboer til v.

Bevis. Da u er en type 0 knude vil r;(u) og r2(u) veere naboer. Hvis v sa er nabo til
begge u’s gentagelser, sa vil der eksistere en 3-kreds i G, men da omkredsen i G er
2k — 1, kan dette ikke lade sig ggre nar k > 3. Hvis k = 2, sa vil der i fglge Lemma
(7) geelde at u = v, hvilket er i modstrid med at u og v er forskellige. [ |

Korollar 3.9. En knude af type O og en knude af type 1 kan ikke vere naboer i G.

Bevis. Lad v og u veere naboer og lad v vaere en type 1 knude og u veere en type 0
knude, dvs. at R(v) = r(v) og R(u) = {ri(u),r2(u)}. I folge Seetning gelder der
at R(u) C R(N(v)) = N(R(v)), dvs. at r(v) er nabo til bade r1(u) og r2(u), hvilket
er en modstrid med Lemma 3.8 |

Af ovenstaende korollar og Lemma fas det folgende korollar.

Korollar 3.10. Lad v vere en knude af type 0 i G, sd bestdar naboerne til v af to
knuder af type 0 og de resterende d — 2 naboer er af typen 2.

Den sidste egenskab for knuderne i en (d,k,2)-graf vises i det fplgende lemma.

Lemma 3.11. Naboerne til en knude af type 1 i G er enten af typen 1 eller af typen
2. Desuden ma mindst tre af naboerne vere af type 2.
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Bevis. Den fgrste del fplger direkte af Korollar Lad nu v veere en knude af type
11 G, sa indeholder G altsd en O (v) = Ok (r(v)). Lad vy,v2,v3 vaere naboerne til v
pa O (v) og lad v} ,v5,v4 vaere naboerne til r(v) i O(r(v)), saledes at v; og v} tilhgrer
den samme v ~ r(v)-vej af leengde k for ¢ = 1,2,3, se Figur Sa er det klart
at R(vy1) = {v),v}, R(ve) = {v],v4} og R(vs) = {vi,wh}, dvs. der altsa eksisterer
mindst tre naboer til v af type 2.

Figur 3.15: En ©(v).

3.3. Egenskaber for grafer med grad 4

Efter at have studeret nogle af de generelle egenskaber for (d,k,2)-grafer med d > 4
og k > 3 kan man nu bevise yderligere egenskaber for (4,k,2)-grafer med k > 3.
I resten af dette afsnit antages det derfor at G er en (4,k,2)-graf og at £ > 3 og
beviserne er som de tidligere fra [11].

Lemma 3.12. Lad u vere en knude af type 1 i G. S bestir naboerne til u af én
knude af type 1 og tre knuder af type 2.

Bevis. Lad naboerne til u veere givet ved uy,us,uz og us. I folge Lemma [3.1T] er tre
af disse naboer type 2 knuder som ligger pa O (u). Lad u1,v2 og us veere disse type 2
knuder. Antag at u4 har to gentagelser, 1 (u4) 0og r2(uq). I folge Seetning [3.5|er r(u)
sa nabo til bade 71 (u4) 0g r2(uyg). Lad naboerne til r(u) 1 O (u) veere givet ved a,b,c,
sé ses det at R({u1,us,u3}) = {a,b,c}. Da ug ¢ O (u), geelder der i folge Lemma [3.1]
at r1(uq),r2(ug) ¢ {a,b,c}, men eftersom d = 4 mé der sa gaelde at r1(ug) = ra(uq),
dvs. uy er en type 1 knude. ]

Med ovenstaende lemma er man nu i stand til at bevise, at en (4,k,2)-graf ikke
indeholder type 1 knuder, dvs. at den ikke indeholder en ©y.

Lemma 3.13. G indeholder ingen type 1 knuder.

Bevis. Antag at u € G er en type 1 knude og lad wuj,us,us,uq4 veere naboerne til
u, saledes at uq,uq,us er type 2 knuderne pa Op(u) og u4 er en type 1 knude, jvf.
Lemma Lad u},ub,uf veere de tre naboer til 7(u) pa O (u), se Figur
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r(us) 7(ua) 7(us)

Figur 3.16: LD(G,u,k + 1) for en knude af type 1.

Da diameteren er k, ma r(u4) optraede i det lagvise diagram LD(G,u.k). T folge
Seetning [3.5)er N(r(u)) = {r(ua),u},ub,ub}, dvs. kanten r(u)r(us) er i G. Derfor méa
r(uy) befinde sig i det k’te lag af LD(G,u,k) i folge Lemma Pga. symmetri kan
vi antage at r(u4) har afstand k — 1 til u;. Der eksisterer altsd s en (2k — 1)-kreds,
C, indeholdende uy, r(u) og r(u4), hvilket er i modstrid med at u; er en type 2
knude. |

Nu ved vi altsa at en (4,k,2)-graf ikke indeholder type 1 knuder, og med denne viden
kan vi nu studere type 2 knuderne naermere.

Lemma 3.14. En type 2 knude i G har hgjst én nabo af type 0.

Bevis. Lad u veere en knude af type 2 i G. Antag, at u er nabo til mere end én
nabo af type 0, hvoraf to af dem betegnes med u; og uy. I folge Korollar [3.10] har u;
sa to naboer, v og v3 af type 0 og én nabo mere vy, udover u, af type 2, se Figur[3.17]

1(u) 71(ua) r2(u4)

Figur 3.17: LD(G,u,k + 1) for en knude af u type 2, tegnet anderledes end normalt,
da figuren ogsa kan ses som LD(G,uq,k + 2).

Betragt nu 71 (uy) og m2(uq) og lad a, hhv. b betegne knuden i N(ro(uq)) N Ni(u1),
hhv. N(rq(ug)) N Ni(up). Bade 71 (uq) og r2(ug) ma optraede én gang i LD(G,uq,k)
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idet diameteren er k, og specielt ma der galde, at de ligger i det k’te lag, for hvis de 14
i afstand mindre end k fra uq, sa ville a og b optraede mere end en gang i LD (G, uq,k).

Antag nu at en af r1(uq) og ro(uy) ligger i afstand k — 1 fra en af type 0 knuderne
vy og vs. Pga. symmetri kan vi antage at det er r1(u4) der ligger i afstand k — 1 fra
v1. Eftersom w og uy er naboer, far vi i fglge Saetning [3.5] og Lemma |3.8| at en af
gentagelserne af u er en nabo til r1(uy). Pga. symmetri kan vi antage at det er ry(u)
der er nabo til r1(u4). Ved lignende argumentation far vi at r1(u) er nabo til enten
r1(uy) eller ro(uy). Uanset hvilket tilfzelde, der er gaeldende, ses det, at vy og ri(u)
er indeholdt i en kreds af laengde hgjst 2k, hvilket er i modstrid med at v; er en type
0 knude. Derfor kan hverken 71 (u4) eller ro(uq) ligge i afstand k — 1 til en af type
0 knuderne v; og vs. Dvs. at bade 71 (u4) og r2(us) ma ligge i afstand k — 1 fra vs,
hvilket resulterer i en (2k — 1)-kreds som indeholder vg, 71 (u4) 0g r2(uy), hvilket er
i modstrid med at v, er en type 2 knude. |

Med ovenstaende lemma kan vi nu udelukke eksistensen af type 2a knuder.
Lemma 3.15. G indeholder ingen knuder af type 2a.

Bevis. Antag G indeholder en knude u af type 2a med naboerne uj,uq,us og uy, se
Figur Dvs. der eksisterer naboer x1,792,y1 og y2 til r1(u) og ro(u), siledes at
x1 € R(ug), z2 € R(u1), y1 € R(u4) og y2 € R(us). Lad de to gvrige naboer til r(u)
veere givet ved a og b, og de to gvrige naboer til ro(u) veere givet ved ¢ og d.

To a b Ty a b Yo ¢ d y1 ¢ d

Figur 3.18: LD(G,u,k + 1) for en knude af type 2a.

Da der eksisterer en 2k-kreds som indeholder u; og us, kan der i folge Lemma (3.1
ikke eksistere en kreds af leengde 2k — 1 indeholdende disse knuder. Dvs. at hverken
a eller b kan veere i Ni_1(u1) og Ng—1(uz), og tilsvarende kan hverken c eller d veere
i Nk_l(’l,L3) og Nk_l(U4).

I fglge Szﬂtningfér vi at R(uq,ug,uz,ug) = {x1,22,a,b,y1,y2,¢,d}. Hvis bade a og b
befinder sigi Ni_1(u;) for et j € {3,4}, sa vil der eksistere to forskellige veje af leengde
k fra u; til 71 (u), hvilket betyder at 71 (u) € R(u;). Det indses at r (u) ikke kan veere
a,b,x1,xo eftersom de er naboer til 7 (u), og det kan ikke veere y; eller y, idet de sa
ville optreede 3 gange i det lagvise diagram, derfor ma det veere enten c eller d, og da
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de optraeder symmetrisk, kan man antage ¢ = r1(u). Da ro(u) € N(¢) = N(ri(u)),
far man ved lignende argumenter at man kan antage at a = ro(u). For det u; hvor
b € Ni_1(u;) vil ¢ = r1(u) sa vaere en gentagelse til u;, da c ligger pad en 2k-kreds
i afstand k fra w;. Desuden ses det at a = ra(u) vil veere en gentagelse til det u;,
i € {1,2}, hvor d € Ni_1(u;), og at denne kreds af laengde 2k ogsa indeholder c. Det
resulterer altsa i tre forskellige 2k-kredse som indeholder ¢ = r;(u), idet 71 (u) jo er
en gentagelse til type 2 knuden u. Dvs. det er en modstrid at r1(u) € R(u;).

Derfor kan man pga. symmetri antage, at

a € Ni_1(u3)\Nk—2(u) og b € Ng_1(ug)\Ng—2(u).
Ved tilsvarende argumenter kan vi antage at

¢ € Ni_1(u1)\Ni—2(u) og d € Ng_1(u2)\Ng_2(u).

Da u; er indeholdt i en 2k-kreds, kan den ikke vaere af type 0 og i fglge Lemma [3.13)
er den heller ikke af type 1, og dermed ma den altsa vaere af type 2. Pga. symmetri
kan vi antage at R(u1) = {z2,a}. Der eksisterer altsa to u; ~ a-veje af leengde k
som tilsammen udger en kreds af laengde 2k som indeholder 71 (u). Tilsvarende ses
det at ug er en type 2 knude med R(uz) = {x1,b} og at der eksisterer en 2k-kreds
indeholdende b og r1 (u). Der eksisterer altsa i alt tre 2k-kredse, som indeholder 1 (u),
hvilket er i modstrid med Lemma [B.1] ]

Miller og Simanjuntak forsggte i [11] at bevise yderligere egenskaber vedrgrende de
resterende type 2 knuder, som de sa brugte til et bevis for, at der ikke eksiste-
rer (4,k,2)-grafer. Problemet er, at der er fundet fejl i disse resterende beviser. Det
udelukker dog ikke, at man i fremtiden kan anvende det allerede beviste til at bevise
at der ikke eksisterer (4,k,2)-grafer. I fglge en privat korrespondance med Guiller-
mo Pineda-Villavicencio, har han pa nuvaerende tidspunkt bevist at omkredsen i en
(4,k,2)-graf er 2k og at der for k < 10.000 ikke eksisterer (4,k,2)-grafer. Dvs. han har
bevist at der ikke eksisterer type 0 knuder i en (4,k,2)-graf og da Lemma [3.2] og [3.15]
udtaler, at der ikke eksisterer type 1 og 2a knuder er fglgende derfor anerkendt som
en formodning.

Formodning 3.16. Der eksisterer ingen (4,k,2)-grafer for k > 3.

For at bevise formodningen, mangler man altsa at bevise, at der ikke eksisterer type
2b og 2c knuder i en (4,k,2)-graf for k > 3.

3.4. Andre resultater |

Indtil videre er det altsa vist, at der for d = 3 eksisterer en (3,2,2)- og en (3,3,2)-
graf, og at der for k > 4 ikke eksisterer (3,k,2)-grafer. Desuden formodes det, som
beskrevet, at der ikke eksisterer (4,k,2)-grafer for k > 3.

For k = 2 fandt Elspas allerede i 1964 en (4,2,2)-graf, se Figurog en (5,2,2)-graf,
se Figur som beskrevet i [I6]. Derfor er de naeste interessante tilfeelde for k = 2
nar d > 5. Miller, Nguyen og Pineda-Villavicencio udgav i 2008 artiklen [I7], hvor
de viser at eksistensen af (d,2,2)-grafer er udelukket for uendeligt mange veerdier
af d, hvor d er lige. De veerdier af lige d > 4 hvor der ikke eksisterer (d,2,2)-grafer
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for, er bl.a. dem hvor d Z 1 mod 3 og de beviste det ved at betragte strukturen i
(d,2,2)-grafer mht. gentagelserne. De opstillede desuden en formodning om, at der
ikke eksisterer (d,2,2)-grafer for lige d > 4.

Figur 3.19: Den entydige (4,2,2)-graf.

Figur 3.20: Den entydige (5,2,2)-graf.

I 2009 udgav Conde og Gimbert artiklen [I8], hvori de beskriver to formodninger,
som, hvis de er sande for et d, kan bevise at der ikke eksisterer (d,2,2)-grafer for
dette d. De beviser at formodningerne er sande for 5 < d < 50, dvs. der eksisterer
ikke (d,2,2)-grafer for 5 < d < 50. Fremgangsmaden bygger pa de karakteristiske
polynomier for (d,2,2)-grafer. Hvis det kan lade sig ggre at bevise formodningerne
for d > 50, sa vil det altsa veere bevist at der ikke eksisterer (d,2,2)-grafer for d > 6.

Forudsat, at der ikke eksisterer yderligere resultater vedrgrende grafer med defekt 2
end de naevnte, giver det derfor ikke den store mening at betragte stgrre defekter,
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for andre veerdier end d = 3, da man forsgger at finde en gvre greense for ordenen
af (d,k)-grafer. Selvfplgelig vil det ikke skade at have resultater vedrgrende andre
defekter for d > 3, hvis det pa et tidspunkt skulle lykkes for nogle at bevise at der
ikke eksisterer gvrige (d,k,2)-grafer, idet man sé er klar til at bevise eller modbevise
eksistensen af de naeste mulige maksimale (d,k)-grafer.






KAPITEL

4 Grafer med grad 3 og de-
fekt 4

Som neevnt tidligere er de eneste reguleere (d,k,0)-grafer med d ulige, dem hvor ¢ er
lige. Dvs. nar d = 3, s er de naeste interessante (3,k,0)-grafer dem hvor 6§ = 4 i fglge
Kapitel ] Det er disse grafer som dette kapitel vil beskaeftige sig med og derfor kan
det antages, at G er en (3,k,4)-graf i resten af dette kapitel.

I de kommend beviser vil man kun veere interesseret i de korteste veje, hvilket er
grunden til at jeg fremover blot vil betegne en vej af laengde hgjst k& som en vej og
altsa ikke specificere hver gang, at det er en korteste vej. Kredse af leengde 2k — 1
og 2k betegnes desuden samlet som korte kredse. Som tidligere er N;(z) mangden
af knuder der ligger i afstand ¢ fra knuden z og maengden af kanter mellem N;(z) og
N;(z) betegnes fremover med E(N;(z),N;(x)), hvis ¢ = j dog blot med E(N;(x)).
Hvis to veje P og @ har mindst én knude tilfzelles, z € P — Q og y € Q — P, sa skal
der ved notationen xPQy forstas den vej der starter i x og folger P mod den fgrste
knude der ligger i P N @, og derefter fortsaetter ad @ til y. Dvs. hvis z er en sadan
fgrste knude, sa er xPQy = xPzQy.

4.1. Reguleere grafer

I fglge Lemma 2.1 er (3,k,4)-grafer reguleare for k > 3 idet der si geelder at § = 4 <
M(2,2) =5 < M(2,k — 1). Dvs. at hvis der eksisterer en (3,2,4)-graf, sa er den ikke
ngdvendigvis reguleer, hvilket jeg ogsa vil vise senere.

I [19] beviste Pineda-Villavicencio og Miller fplgende lemmaer for k£ > 5, men det er
ikke en ngdvendighed at k£ > 5.

Lemma 4.1. En (3,k4)-graf G hvor k > 3 har omkreds mindst 2k — 2. Desuden
gelder der, at hvis x er indeholdt i en (2k — 2)-kreds, s kan den ikke vere indeholdt
1 yderligere korte kredse.

Bevis. Hvis der eksisterer en knude z € G som har hgjst 3 - 2¥=3 — 1 knuder i
Ni_a(z), s vil [Np_1(x)| < 3-2872 -3 og |Nk(z)| < 3-2%72 — 6 og dermed vil der
hgjst vaere M (d,k) — 10 knuder i G i modstrid med, at G har defekt 4. Derfor er
IN;(z)] = 3-2  fori € {1,2,...,k—2} og |E(N;(z))| = 0forallei € {1,2,...,k—3}.

41
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Hvis |E(Ny_a(x))| > 0, sa vil [Ny_1(z)] < 3-2F72 -2 0g |Ny(x)| < 3-2F"1 —4, dvs.
der vil hgjst vaere M (d,k) — 6 knuder i G i modstrid med, at defekten er 4. Derfor
er Ni_o(z) en uathsengig mangde og dermed har G omkreds mindst 2k — 2.

Hvis en knude z er indeholdt i en (2k — 2)-kreds svarer det altsa til, at der er en
knude i Ni_1(z), der har to naboer i Nx_o(z) og én i Ni(x). Dermed er

|B(Ni-1(2),Ni(2))] <2(3-2"72 = 1) = 1 = [Ny(z)],

og der ma derfor ngdvendigvis galde lighed. Heraf far man, at der kun eksisterer en
enkelt knude i Nj_1(x), der har to naboer i Ny_s(x), at Ny_1(z) er en uathengig
maengde og at ingen knude i Ny (z) kan have to foreeldre i Ny_q(x). Alt i alt, at der
ikke eksisterer yderligere korte kredse, som indeholder x. |

Det naeste lemma udelukker, at der kan mangle en knude i det (k — 1)’te lag i et
hierarki, dvs. hvis  er roden i hierarkiet, sa er |Nj,_1(z)| = 3 - 2~=2.

Lemma 4.2. En (3,k,4)-graf G med k > 3 har omkreds mindst 2k — 1.

Bevis. Lad C veere en (2k — 2)-kreds. Lad desuden x og y veere knuder pa C, som
ligger i afstand k& — 1 fra hinanden og lad x; hhv. y; veere naboen til « hhv. y, som
ikke ligger pa C. I folge Lemma [4.1] vil en @1 ~ yi-vej, Pi, veere af lengde k og
PN C =0, idet x og y ellers vil vaere en del af kreds af leengde hgjst 2k.

Lad yo veere naboen til y;, som er forskellig fra y og som ikke ligger pa P;. Sa vil
en yo ~ x-vej, Py, ogsd veere af lengde k og P, N C = {z} i fplge Lemma dvs.
at 1 € P,. Lad z2 og x3 vaere de to naboer til x1, der er forskellig fra x, saledes at
To € Pp. Sa ses det, at en y ~ x3-vej, Q, vil have lengde k og ga igennem y;, med
lignende argumentation som ovenfor, dvs. D = y;Qx3x1 P1y; er en 2k-kreds.

Antag at |[V(P1 N Py)| > 1, sa ma V(P N P2) = {z1,22}, idet der ellers vil eksistere
en kreds yo P, Py y2 af leengde hgjst 2k — 3. Der vil s eksistere en (2k — 2)-kreds,
C1 = y2 P> Piy1y2 som indeholder y;, men dette er i folge Lemma [£:1]i modstrid med
at y; ogsa er indeholdt i 2k-kredsen D. Derfor ma V(P N P) = {x1} og dermed

x3 € Py, se Figur [A.1]
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Figur 4.1: En (2k — 2)-kreds i en (3,k,4)-graf.
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Lad ys veere naboen til yo, som er forskellig fra y; og som ikke ligger pa P». En
y3 ~ x-vej, P3, vil sa ikke indeholde hverken ys eller x3, idet der ellers vil eksistere
en kreds af leengde hgjst 2k — 3. Derfor ma x5 € P; og P; ma vaere af leengde k — 1
eller k, for ellers vil x og y veere indeholdt i en 2k-kreds.

Hvis P; har leengde k — 1, sa vil y3P3Pyy1y2y3 veere en kreds af leengde hgjst 2k — 2
som indeholder y;, men dette er som for i modstrid med, at y; er indeholdt i 2k-
kredsen D. Derfor ma P; vaere en k-vej.

Lad nu naboerne til z i C' veere givet ved u og v. I folge Lemma [.1] vil en y3 ~ u-vej,
Py, s& veere af leengde k, ikke indeholde yo og desuden vil der gaelde at P3NPy = {ys}.
Lad z veere naboen til y3 som ligger pa P;. Ved lignende argumentation ses det, at
en y3 ~ v-vej, Ps, vil veere af leengde k og ga gennem z. Men sa vil xuPyzPsx veere
en 2k-kreds der indeholder z, i modstrid med Lemma [1]

Heraf fglger lemmaet. n

Det ses at ovenstaende lemma ogséa er geeldende for £ = 2, idet det er klart at en
graf har omkreds mindst 3. I fglge Lemma kan man derfor for k > 2 beskrive
de forskellige typer af knuder i en regulaer (3,k,4)-graf G ved hjelp af det folgende
lemma, som forst er beskrevet af Pineda-Villavicencio og Miller i [20].

Lemma 4.3. Lad x vere en knude i en reguler (3,k,4)-graf G, sd gelder der, at x
ligger pa kredsene som beskrevet nedenfor, og ingen andre kredse af leengde hgjst 2k.
Man far folgende tilfelde:

x er indeholdt i to (2k — 1)-kredse. Sé vil der geelde at

a) x ligger pd preecist to (2k — 1)-kredse, hvis fellesmengde er en l-vej, hvor
1<I<k-—1. Huvisl=k—1 sd er z ogsi indeholdt i en 2k-kreds; eller

x er indeholdt i preecist én (2k — 1)-kreds. S geelder der enten at

b) x er en endeknude i en Oy, eller

c) x er indeholdt i preecist to 2k-kredse; eller

x er ikke indeholdt i en (2k — 1)-kreds. Sé gelder der enten at

d) x er en endeknude i preecist to Oy, eller

e) x er en endeknude i en Oy, og er indeholdt i yderligere to 2k-kredse, eller
f) « er indeholdt i precist fire 2k-kredse.

Bevis. 1 fglge Lemma ses det at N;(z) er uafhengige meengder af knuder for
i=0,1,...,k — 2 og dermed er |[Nj_1(z)| = 3-2F2.

Der ma ngdvendigvis gaelde at |E(Ni_1(z))| < 2, idet man ellers far at G hgjst har
M (3,k) — 6 knuder.

Hvis |E(Nk_1(x))| = 2, s& vil de to kanter enten have en felles endeknude, eller
ogsé vil de veere uathaengige. Heraf fas a. Hvis |E(Ng_1(x))| = 1, s& vil man, da
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INk(z)| = 3-2F1 — 4 og |E(Nk_1(x),Ni(z ))| = 3 2F=1 _ 2 opna b eller c. Hvis
|[E(Nk-1())| = 0, sa vil man, da [Ny ()| = 3-2"7" — 4 og |E(Np-1(z),Ni(x))| =
3-2F~1! opna enten d, e eller f ]

Hvis en knude opfylder f.eks. punkt b i Lemma [£.3] kaldes knuden for en type b
knude. Som i tidligere modstridsbeviser i rapporten vil de kommende modstridsbe-
viser ofte betragte delgrafer af en (3,k,4)-graf for at bevise specifikke egenskaber. I
den forbindelse vil man ofte komme frem til at en knude er indeholdt i for mange
korte kredse. For at ggre laesningen mere flydende, vil jeg fremover kalde en knude x
for meettet, hvis man ved z ikke kan vaere indeholdt i yderligere korte kredse. F.eks.
er en type a knude mattet hvis man kender to (2k — 1)-kredse og en 2k-kreds den
er indeholdt i. Derimod vil knuden ikke vaere maettet hvis man blot ved den er inde-
holdt i to (2k — 1)-kredse og man ikke ved noget om den vej de to kredse har tilfaelles.

Desuden ses det, at hvis enhver knude z i en (3,k,4)-graf tilhgrer hgjst én (2k — 1)-
kreds, C, sa er fellesmaengden mellem C' og enhver 2k-kreds af leengde hgjst k — 1.
Dette ses idet, hvis de havde en vej af laengde k tilfaelles, sa ville der eksistere type a
knuder, dvs. knuder der ligger pa to (2k — 1)-kredse, og hvis de har en vej af leengde
storre end k tilfeelles, sa vil der eksistere en kreds af leengde hgjst 2k — 2.

4.2. Grafer med diameter 2 og 3

I [19] er det vist og forklaret, enten direkte, eller med henvisninger, hvordan alle
(3,2,4)-grafer kan konstrueres. Der eksisterer fem (3,2,4)-grafer, to af dem er reg-
uleere, mens de tre andre ikke er, se Figur [£:2] P4 de regulaere grafer er der tilknyttet
knudernes type. Det ses desuden at knuderne i de ikke-regulaere grafer ikke ngd-
vendigvis kan beskrives vha. af typerne i Lemma [.3] idet der er nogle af knuderne
som ikke er indeholdt i kredse af leengde mindre end 5 og nogle som ikke er meettede
af de korte kredse de er indeholdt i.

B
<L

Figur 4.2: Alle (3,2,4)-graferne.
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I folge [20] var det Faradzev, der i 1978 var den fgrste til at konstruere (3,3,4)-grafen,
se Figur [f.3] Dog var Faradzevs resultater ikke tilgeengelige for ret mange, s McKay
og Royle konstruerede péa ny (3,3,4)-grafen i 1986 og beviste endvidere, at den er
entydig.
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Figur 4.3: Den entydige (3,3,4)-graf.

Igen er knudernes type tilknyttet figuren. Typerne findes ved at betragte de korte
kredse i grafen, se Figur 4] og sammenholde det med Lemma [£.3]

°
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° °
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°
(a) To 5-kredse i (3,3,4)-grafen. (b) To 5-kredse i (3,3,4)-grafen,

hvor den ene er tegnet med stip-
lede kanter, og den anden inde-
holder de solide kanter samt den
vandrette stiplede kant.

° °
(c) En ©3 1 (3,3,4)-grafen. (d) En ©3 i (3,3,4)-grafen.

Figur 4.4: Alle korte kredse i (3,4,4)-grafen.
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For at kategorisere de resterende (3,k,4)-grafer mangler man altsd dem hvor k& > 4,
hvilket er arsagen til det fglgende afsnit.

4.3. Grafer med diameter mindst 4

I dette afsnit vil jeg bevise, at der ikke eksisterer (3,k,4)-grafer for k > 4. Jeg folger
Miller og Pineda-Villavicencios beviser fra [20], hvor andet ikke er naevnt.

Fremgangsmaden, der anvendes til at bevise, at der ikke eksisterer (3,k,4)-grafer, er at
udelukke eksistensen af de forskellige typer knuder, der er naevnt i Lemma[4.3] Inden
denne udelukkelse begynder, er det ngdvendigt at bevise det fglgende lemma, som vil
blive anvendt gentagne gange til at bevise nogle af de gvrige lemmaer og satninger
der er ngdvendige. Derefter vises nogle egenskaber vedrgrende type a knuder, som
anvendes til at udelukke eksistensen af (3,4,4)-grafer, og derefter udelukkes hver type
af knuder for (3,k,4)-knuder med k > 5 én efter én.

Lemma 4.4. Lad D; vere en 2k-kreds i G og lad o og (8 veere knuder pa D1 sdledes
at d(a,3) = k. Lad desuden o vere naboen til o, som ikke ligger pdé Dy. Antag at o
ikke er en endeknude i en O og at oy er indeholdt i hgjst én (2k — 1)-kreds C, som
0gsd indeholder o, hvis denne eksisterer. Sa geelder der enten at

(i) fellesmengden af D1 og C er en (k — 1)-vej, eller
(ii) der eksisterer endnu en 2k-kreds, D, som indeholder o og ay. Desuden er fel-

lesmengden af D1 o9 Dy en (k — 1)-vej.

Bevis. Lad «, 8 og a; vare givet som beskrevet i lemmaet, og lad as, as, B1, B2, B3
vaere givet som pa Figur Da d(a,3) = k vil en a; ~ 3-vej, Py, ikke indeholde o
og den vil vaere af laengde k — 1 eller k.
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Figur 4.5: Tilfeeldet hvor g5 € P;.

Py vil enten g igennem et §; for i € {2,3} eller §;. Hvis P, gir gennem et §3; for
et i € {2,3}, s& vil P, veere af lengde preecist £ og P, N Dy = {5;,0}, idet der
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ellers vil opsta en modstrid med, at omkredsen er mindst 2k — 1. Heraf ses det at
C = aay P 5;Dy«v, se Figur og derfor er (i) opfyldt.

Hvis P; gar gennem (i, sa vil P; ogsa vare af leengde preecist k, idet « ellers vil
veere en endeknude i en Oy, i modstrid med antagelsen. Lad o’ vaere den nabo til oy,
hvorom det geelder at o # « og o’ ¢ Pi. En o/ ~ (-vej, P, kan ikke ga igennem f;,
idet aya’ Pof31 Prav 84 vil veere en kreds af laengde hgjst 2k — 1, og dette er i modstrid
med at «; hgjst er indeholdt i én (2k — 1)-kreds, nemlig C, som ogsa indeholder «.
Derfor m& P, ga gennem f; for et i € {2,3} og veere af leengde k eller k — 1, se
Figur Hvis P, er af leengde k, sa vil Dy = aq; D13 Pad’aya, og (ii) er dermed
opfyldt. Hvis P, er af leengde k—1, s& vil C = ;D1 8; Pao’ ay v, og dermed folger (7).

Figur 4.6: Tilfeeldet hvor 3, € P;.

For at bevise det gnskede udelukkes eksistensen af type a, b og ¢ knuder i en (3,k,4)-
graf og dermed fglger det at omkredsen er 2k. For at ggore dette, er det ngdvendigt
at bevise forskellige egenskaber vedrgrende de tre typer.

Forst bevises en egenskab vedrgrende type a knuder, som resulterer i, at disse ikke
kan veere indeholdt i en 2k-kreds.

Lemma 4.5. Lad C; og Cy veere to (2k — 1)-kredse, som har mindst én knude
tilfelles. S er fellesmengden af disse to (2k — 1)-kredse en vej af lengde hgjst
k—2.

Bevis. Det er klart, at man kan veelge et x € C7 N C, saledes, at de tre naboer til x
alle ligger pa Cy U C5, sa w er naboen der ligger pa C; — Cs, z er naboen der ligger
pa Cy — C1 og u er naboen der ligger pa C1 N Cy. Antag at feellesmaengden mellem
Cy og Cs er en (k — 1)-vej og lad w,v,y,y,y1,y2,w1,wa,21 0g 23 veere givet som pa
Figur Heraf ses det at kanterne i (C; UCs) — (Cy N Cy) danner en 2k-kreds, som
indeholder z, v og alle knuderne pa hhv. C; — C5 og Cy — C1, dvs. x er maettet.
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k—2
k—2

Figur 4.7: Knuden z er indeholdt i to (2k — 1)-kredse, der har en (k — 1)-vej tilfeelles.

En y; ~ z-vej, P, ma veere af leengde k, idet der ellers vil opsta en modstrid med, at
omkredsen er mindst 2k — 1 eller at = er meettet. P kan ikke g igennem u, idet der
s& vil eksistere en 2k-kreds uPy;y'yv(C1 N Ca)u, dvs. den indeholder v, men ikke z,
og dermed vil v veere indeholdt i to (2k — 1)-kredse og to 2k-kredse, en modstrid. P
kan heller ikke ga igennem z, idet der sa vil eksistere en (2k — 1)-kreds zPy1y'yCoz,
dvs. at z er en type a knude, som er indeholdt i en 2k-kreds, dermed ma der i fglge
Lemma [4.3] geelde, at feellesmeengden af de to (2k — 1)-kredse er en (k — 1)-vej, men
dette er en modstrid med at deres feellesmangde er yCsz, som er en (k — 2)-vej.

Derfor ma P gi gennem w og dermed w; for et ¢ € {1,2}, idet naboen til w pa C;
der er forskellig fra z ellers vil bidrage med en lignende modstrid med Lemma
som z gjorde ovenfor.

Ved tilsvarende argumentation ses det at en yo ~ x-vej, @, vil vaere af leengde k og ga
gennem w; for et ¢ € {1,2}. Men dette betyder, at G indeholder en kreds af leengde
hgjst 2k — 2, bestdende af P, Q,y1y’, 1y y2 og evt. en vej af leengde 2 mellem w; og
wo, altsd alt i alt en modstrid med at omkredsen af G er mindst 2k — 1. |

Med ovenstaende lemma bevist, er det nu muligt at bevise yderligere resultater ved-
rgrende (3,4,4)-grafer.

4.3.1 Diameter 4

Dette afsnit har til formal at udelukke eksistensen af (3,4,4)-grafer, hvilket gores ved
at bevise det folgende lemma og sztning som Jorgensen forst beviste i [2I]. Argu-
menterne er tilpasset Pineda-Villavicencio og Millers tilgangsvinkel, idet Jgrgensen
anvender nogle lidt anderledes argumenter.

Lemma 4.6. En (3,4,4)-graf G har omkreds 8.
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Bevis. Antag, at G indeholder en kreds, C, af leengde 7. I fglge Lemma og at
omkredsen er mindst 7, vil G indeholde delgrafen, der ses pa Figur £.§

Figur 4.8: (3,4,4)-grafen G indeholder en kreds af leengde 7.

Lad H; betegne den delgraf, der bliver udspandt af knuderne i Figur dvs. Hy
indeholder evt. nogle kanter som ikke ses pa Figur [f.8] Lad H, vaere grafen G— Hy, s&
ses det at denne har orden 14, idet H; har orden 28 og G har orden 42. Lad knuderne
i C vaere betegnet med x1,zs,...,x7 i cyklisk orden og lad naboen til z;, der ikke
ligger pa C, veere givet ved y; for alle i = 1,2,...,7. Lad desuden mangden af de to
naboer til y;, der er forskellige fra x; vaere betegnet med S; for alle ¢ = 1,2,...,7 og
lad S vaere foreningsmeengden af disse maengder, dvs. der er 14 knuder i S.

For alle knuder = € Hy gaelder der, at d(x,z;) < 4 og derfor vil der enten galde, at
e x er nabo til y € S;, eller
e z er nabo til y € S;, hvor z;z; € C, eller
® z er nabo til y € S; og y er nabo til z € S;, eller
e z er nabo til y € Hy og y er nabo til z € S;.

Hvis « har grad 3 i Ho, s vil der eksistere et ¢ € {1,2,...,7} saledes at d(z,z;) > 4,
hvilket er en modstrid. Derfor har alle x € Hs hgjst grad 2 i Hs, og hvis den har
grad 2, sa vil mindst én af dens naboer have grad 11 Hs, idet der ellers vil opsta
en modstrid som fgr. Derfor er de mulige komponenter i Hs veje af leengde 0,1,2 og 3.

For alle x € H, lad s(x) betegne antallet af kanter fra H; til Hs som indeholder z,
plus antallet af knuder y € S, som er nabo til bade x og en anden knude i S. Sa vil
der gezlde, at

D s(z) < 2|S| = 2|Hy| = 28. (4.1)
reHy

Dette ses eftersom (4.1]) ogsa kan udregnes ved at definere en funktion r(y) for alle
y € S, som antallet af kanter fra y til Hs plus, hvis y er nabo til en knude i Hs,
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antallet af kanter fra y til andre knuder i S. Dermed ses det altsa at r(y) < 2 for alle
yes.

For knuder z i veje af leengde 0 og 11 Hy er det klart at s(z) > 2, idet z er indeholdt
i mindst to kanter fra H; til Hy. Det samme gor sig geldende hvis x er en knude af
grad 1 1ien 3-vej. Hvis « er en knude af grad 2 i en 3-vej, sa vil der vaere én kant
mellem H; og Hs som indeholder x, og da d(x,z;) < 4 for alle i = 1,2,...,7 ma der
desuden eksistere mindst én knude y € S som er nabo til bade z og en anden knude
i S, derfor er s(x) > 2 for alle knuder, der ligger pa veje af laeengde 0,1 eller 3.

Antag at Hs indeholder en komponent som er en 2-vej. Sa eksisterer der en 2-vej,
xyz, som opfylder s(z) + s(y) + s(z) < 6, idet der ellers vil opsta en modstrid med
. Da knuderne pa en 2-vej i Hs vil vaere indeholdt i 5 kanter mellem H; og Ho,
eksisterer der altsa hgjst ét v € S, som er nabo til bade en anden knude i S og til
enten z,y eller z. Pga. symmetri kan man si antage, at en siddan knude, hvis den
eksisterer, ikke er nabo til z. Desuden kan vi antage, at y er nabo til y’ € S;. Heraf
ses det at d(z,x1) = 4 og da d(z,x;) < 4 for alle i = 2,3,...,7, ma der ngdvendigvis
geelde at z er nabo til en knude i S3 og en i Sg, se Figur [£.9] Derfor ved man nu, at
d(y,x;) <4 fori=1,2,3,6,7, og dermed ma x vaere nabo til en knude i enten S, eller
Ss, da der ogsa skal gaelde at d(y,z;) < 4 for i = 4,5. Man kan antage at = er nabo
til en knude 2’ € Sy pga. symmetri.

Figur 4.9: H, indeholder en 2-vej, xyz, som komponent.

Antag at w € S5 er nabo til y’. Dvs. der ikke eksisterer en knude v € S, som er nabo
til  og en anden knude i S. Dermed mé der gelde at d(xz,x2) > 4 eller d(z,x6) > 4,
hvilket er en modstrid.

Derfor eksisterer der altsé ikke et w € S5, som er nabo til ¥’ og da d(y,z5) < 4 er den
eneste mulighed for dette, hvis x er nabo til en knude z” € S5. Men s vil der gelde,
at d(x,z) > 4 eller d(x,z7) > 4, igen en modstrid. Derfor kan Hs ikke indeholde en
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2-vej som komponent. Dvs. at s(xz) = 2 for alle x € H» i folge (4.1), og dermed kan
en 0-vej heller ikke veere en komponent i Hs.

Antag nu at v1vov3v4 er en 3-vej i Hy. Pga. symmetri kan vi antage at vy er nabo til
en knude v} € S og s& vil v; veere nabo til en knude i S3 og en i Sg, se Figur
Dermed mangler vi blot, at d(vs,z;) < 4 for ¢ = 4,5. For at dette kan lade sig ggre
ma der for det forste gaelde at v4 er nabo til enten en knude i Sy eller en i S5. Pga.
symmetri kan vi antage at v5 er nabo til z € S,. For det andet mé der s gelde at
v3 er nabo til v5 € S5. Dermed méa vy veere nabo til en knude i S3 og en i Sz, og sa
mé v4 veere nabo til en knude 2’ € S,.

Figur 4.10: H, indeholder en 3-vej som komponent.

Da der galder lighed , kan hver knude i S hgjst have grad 21 H;. Derfor eksiste-
rer der en knude wo € Ha, som er nabo til 2’ og af grad 2, idet kanten wsz’ eksisterer
og knuden z’ dermed er nabo til bade ws og en anden knude i S, dvs. s(wz) = 2 er
opfyldt. Dermed ma ws veere indeholdt i en 3-vej wiwowsw,. Med lignende argumen-
tation som ovenfor, ses det, at w3 er nabo til en knude wj € Sg og at w4 er nabo til en
knude z” € S3. Men sa ses det at x3 er indeholdt i 8-kredsene x3z4w5y5v52 yazars,
T3TAY42VHY1T1T2T3 OF T3T4T5X6YeWhz ysxs der er markeret med tykkere streger pa
Figur hvilket er en modstrid i fglge Lemma idet x3 ogsé er indeholdt i
7-kredsen C.
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Alle komponenter i Ho ma altsd vaere 1-veje og S veere en uathaengig maengde. Lad
x veere en knude i Ho, s& geelder der, idet d(z,y;) < 4, enten at

e 7 er nabo til y € Sy, eller
e 1 er nabo til y € Hy og y er nabo til z € Sy, eller
e x er nabo til y € S, y er nabo til z € Hy og z er nabo til v € S;.

Sa er der fire af hver af de ovennaevnte knuder, men da |Hs| = 14, vil der altsa veere
to knuder, som har afstand mindst 5 til y;. Denne modstrid beviser lemmaet. |

Vi har nu udelukket eksistensen af type a, b og ¢ knuder i en (3,4,4)-graf og mangler
derfor blot at betragte type d, e og f knuder for at bevise den folgende saetning.

Saetning 4.7. Der eksisterer ingen (3,4,4)-grafer.

Bevis. Antag at G er en (3,4,4)-graf og at den indeholder en ©; med endeknuderne
v og w. Lad x1,29,...,29 vaere givet som pa Figur og lad z! veere naboen til z;
som ikke ligger pa O, samt S; = {y;,2;} veere maengden af de to naboer til z som er
forskellige fra z;, for alle i = 1,2,...,9. Da omkredsen er 8 vil =} # x; for alle i # 7,
men der geelder ikke npdvendigvis, at S; N.S; = 0.

Figur 4.11: G indeholder en Oy.

Antag at S; NS5 = 0, s& ses det, idet d(z2,2}) < 4, at der er en kant mellem S og
Ss. Sa kan vi antage at denne kant er givet ved yoys. Hvis der er en vej af leengde
hgjst 2 mellem S; og z5, s vil G indeholde en kreds af leengde hgjst 7. Derfor vil
en zs ~ wo-vej af lengde hgjst 4 indeholde en kant mellem z5 og enten S; eller Ss.
Tilsvarende ses det, at der vil veere en kant fra zo til Sy eller Sg. Disse kanter vil sa
veere indeholdt i 8-kredsene Dy = zoxhzo(u € S;)x)wita;—sxe, hvor i € {4,6}, t = v
hvis i =4 og t = w hvis i =6, og Dy = z52525(u € Sj)x;-xjtacj+3x5, hvor j € {1,3},
t=wv hvis j =1 o0gt=w hvis j = 3. Dy og D5 indeholder altsa enten v eller w.
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Antag nu, at SoNSg = () eller S5NSg = (), pga. symmetri kan vi antage at SoNSg = 0.
Med lignende argumentation som ovenfor ses det, at der eksisterer to 8-kredse D3
og Dy, hvor D3 indeholder en kant mellem Sy og Ssi+1 og D, indeholder en kant
mellem Sg og So11, dvs. de hver indeholder enten v eller w. Ved at studere kredsene
Dy, ..., Dy ses det at det hgjst er Dy og D3, der har en 4-vej tilfeelles, som ender i
v eller w, dvs. at v og w enten er maettede type e knuder eller type d knuder, hvor
den sidste 8-kreds vil indeholde kanter allerede indeholdt i en af de naevnte 8-kredse.
Derfor ma der ogsa gaelde, at S5 N Ss = 0, idet der ellers vil eksistere yderligere to
8-kredse indeholdende v eller w, som ikke har en 4-vej tilfaelles med Dy, ..., Dy som
ender i v eller w. Men s& kan man ved tilsvarende argumenter som ovenfor, vise at
der eksisterer yderligere en 8-kreds som indeholder v eller w og som indeholder en
kant mellem S5 og Ss+1, dvs. en kant der ikke er indeholdt i nogle af de tidligere
navnte kredse.

Derfor ma S, N Sg # () og S5N Sg # (), nar man har givet at So NS5 = (). Men sa ek-
sisterer der yderligere fire 8-kredse, hvoraf to indeholder v og de to andre indeholder
w, men ingen af dem vil have 4-veje tilfzelles med hinanden som har endeknuder i v
eller w, og derfor er v eller w indeholdt i for mange 8-kredse i folge Lemma [4.3

Derfor gaelder det, at So N S5 # 0, So N Sg # 0 og S5 N Ss # 0 og da omkredsen er
8 geelder der yderligere, at Sy N S5 N Sg # (0. Derfor vil alle ©f € G veere indeholdt i
en delgraf som den pa Figur Alle knuderne, der har grad 3 i den graf, der ses
pa figuren er af type d og er maettede. Heraf folger det, idet alle de andre knuder
i delgrafen kun har type d naboer i delgrafen, at alle kredse af leengde 8 som inde-
holder nogle af knuderne pa Figur [£.12] er indeholdt i denne graf. Grafen pa Figur
M.12)indeholder altsa 6 knuder af type d og 9 knuder af type f og G vil ikke indeholde
knuder af type e.

L1 2 T3

v © @ w
T4 L5 Te
T s T9

Figur 4.12: Hvis G indeholder en Oy, sa vil alle © vaere indeholdt i en delgraf som
denne.

Lad nu G vaere en vilkarlig (3,4,4)-graf, sa ses det af ovenstiende, at hvis p er an-
tallet af type d knuder i G og ¢ er antallet af type f knuder, sa er 6¢ > 9p. For
enhver knude z € G geelder der, at |E(Ny(z))| = 18. En type d knude vil sa veere in-
deholdt i 18 kredse af leengde 9, mens en type f knude vil veere indeholdt i 22 9-kredse.
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Alt i alt er der altsa %(22q+ 18p) kredse af leengde 9 og derfor vil 9 gé op i 22¢ + 18p.
Da 9 gar op i 18¢ + 18p, vil 9 ga op i 4q og dermed i gq.

Antallet af 8-kredse er £(4¢ + 6p) og dermed gér 8 altsa op i 4¢ + 6p. Da 8 gér op
1168 =4-42 = 4(p+ q), vil 8 sa ogsd ga op i 2p, dvs. 4 gar op i p. Da p og q er
ikke-negative og heltallige, resulterer ovenstaende i at p = 24 og ¢ = 18, men dette
er i modstrid med at 6g > 9p, hvilket beviser satningen. |

4.3.2 Diameter mindst 5.

Fglgende lemma udtaler sig om den praecise langde pa den vej to (2k — 1)-kredse har
tilfeelles, hvis de ikke er disjunkte.

Lemma 4.8. Antag at G er en (3,k,4)-graf med k > 4 som indeholder to ikke-
disjunkte (2k — 1)-kredse. Si er fellesmengden of disse to (2k — 1)-kredse en vej af
lengde precist k — 2.

Bevis. Lad C; og Co vaere de to (2k — 1)-kredse og antag at deres feellesmaengde er
en l-vej, hvor [ € {1,2,... k — 3}.

Da C; og C5 er forskellige eksisterer der en endeknude z pa I-vejen, hvorom det
galder, at = har en nabo z; saledes at 1 ¢ C;. Desuden har z; en nabo z3 # z,
hvor x5 € C5. Lad de gvrige knuder veere givet som pa Figur .13

T4 z3
T
T
| I
| Cl |
™ [ap]]
I |
<l <!
| |
| I
| |
y1 21
Yy z
Y4 Y2 22 23
Ys 24

Figur 4.13: Delgrafen, der er indeholdt i G, nar x € C1; N Cs og 21 € Cy — Cf.

En z3 ~ z-vej, P1, vil ikke indeholde 1, idet der ellers vil eksistere en kreds af leengde
hgjst 2k — 1 forskellige fra C; og Ca, som indeholder x, hvilket er en modstrid. Da
der per antagelse gelder, at faellesmaengden mellem Cy og C5 ikke er en (k — 2)-vej,
vil der desuden gelde, at z; ¢ Py og y1 ¢ P;. Hvis P, gar gennem g, s eksisterer
der en kreds af leengde hgjst 2k givet ved yoyChixxi23P1y2, men da = er en type
a knude, sa er dette en modstrid med Lemma og antagelsen. Derfor ma P, ga
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igennem z5 og veere af leengde k, idet det ellers er en modstrid med antagelsen. Ved
lignende argumentation ses det, at en x4 ~ z-vej, P, 0gsa ma g gennem zo. Hvis
bade P; og P, gar gennem det samme z; for et ¢ € {3,4}, sa vil x123P;2; Paxyxq veere
en (2k — 2)-kreds, en modstrid og derfor kan man antage at zs € P; og z4 € P5. Det
bemaerkes at x1x3P 232024 Poxgx1 er en 2k-kreds D;.

Pa tilsvarende vis kan man vise, at en x3 ~ y-vej, @1, og en x4 ~ y-vej, Q2, vil ga
igennem yo og begge vaere af leengde k. Som fgr kan man si antage, at y3 € Q1 og
Ys € @2, idet der ellers vil eksistere en kreds af lengde 2k — 2, hvis Q1 og Q2 gar
gennem det samme y; for et ¢ € {3,4}. Desuden vil der eksistere endnu en 2k-kreds
Dy = 2123Q1y3y2y4Qox471, dvs. at x1 og x3 begge er indeholdt i de to 2k-kredse,
Dy og Do, og i (2k — 1)-kredsen Cy. Dermed er bade z; og x3 type ¢ knuder, idet
hvis z; skulle veere en type b knude, sa ville z5 = y2 og hvis x3 var en type b knude,
sa ville z4 = y4, dvs. der ville eksistere en kreds af leengde 5 i begge tilfeelde, hvilket
er i modstrid med at omkredsen er mindst 2k — 1 og k > 4. Med andre ord er x; og
T3 mattede.

Lad s og r vaere naboerne til x3, som ikke er x;, siledes at s € Py og r ¢ P;. Sa vil
der enten geelde, at V(P1 N Q1) = {x3,s} eller V(P N Q1) = {x3}, for hvis de har
mere tilfaelles, sa vil der eksistere en kreds af laengde hgjst 2k — 2.

Hvis V(PiNQ1) = {x3,s}, sa vil y og z ligge pa (2k — 1)-kredsen sP; z3222yy2y3Q15,
og dermed mé der geelde, at V(P> N Q2) = {x4}, for ellers vil y og z ligge pa ialt tre
(2k — 1)-kredse. G vil altsa indeholde en delgraf som pa Figur

Ys

Figur 4.14: Delgrafen i G, hvis V(P; N Q1) = {x3,s}.

Lad A vare en r ~ z-vej. Sa kan A ikke ga gennem hverken yi,y2,21 eller zo idet
x1 og w3 er maettede, og derfor kan man altsa ikke komme fra r til z via en vej af
leengde hgjst k, hvilket er en modstrid med definitionen af diameteren ..
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Derfor ma V(Py N Q1) = {z3} og man kan antage, at V(P> N Q2) = {z4}, for ellers
vil der enten eksistere kredse af leengde hgjst 2k — 2 eller en (2k — 1)-kreds, der
indeholder y og z, hvilket er i modstrid med, at omkredsen er mindst 2k — 1 eller at
C1 N Cy har en [-vej tilfaelles, som ender i « og som derfor ikke indeholder hverken y
eller z. Desuden kan det antages, at » € Cs. GG indeholder altsa delgrafen, der ses pa
Figur hvor det ses, at z5 € P> er naboen til z4, som ikke er z,.

Figur 4.15: Delgrafen i G, hvis V(P N Q1) = {z3}.

Da jeg gnsker at anvende Lemma [£.4] tegnes delgrafen pa en anden made, som har
fokus pa knuderne z3, r og 2k-kredsen D;, se Figur Da r er indeholdt i Dy
galder der i fplge Lemmal4.5] at r hgjst kan veere med i én (2k — 1)-kreds. Derfor ses
det at Lemma {4 kan anvendes ved at lade x5 veere «, 24 veere 8, r veere vy, Dy vaere
D; og Cy veere C. Hvis det er Lemma H (i), der er opfyldt, sa er det fordi z3 og r
begge er indeholdt i en (2k —1)-kreds, som har en (k—1)-vej tilfeelles med D;. Denne
kreds ma sa ngdvendigvis vaere Cs, men sa opstar der en modstrid, idet der sa skal
galde at k —1 =1 for k > 5. Hvis det derimod er Lemma (it), der er opfyldt, sa
er det fordi x3 og r begge er indeholdt i en 2k-kreds, som har en (k — 1)-vej tilfeelles
med D;. Men denne kreds vil vaere givet ved Do, som har en 2-vej, givet ved x4z 23,
tilfeelles med Dy, hvilket igen er i modstrid med at k& > 5.

Det ovenstaende lemma gaelder ogsa for £ = 3, men bevis metoden kan ikke gene-
raliseres til k& > 3. At lemmaet er sandt for k = 3 indses, eftersom hvis en knude =
ien (3,3,4)-graf er indeholdt i to 5-kredse, s& vil disse kredse have praecist én kant
tilfeelles i folge Lemma dvs. en 1-vej, og da k = 3 er lemmaet altsa ogsa opfyldt
for k = 3. Lemmaet geelder ogsa for k£ = 4 som allerede beskrevet, men lemmaet var
ikke ngdvendigt for at bevise, at der ikke eksisterer (3,4,4)-grafer, hvilket er grunden
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Figur 4.16: Fokus pa z3,r og D;.

til at det forst bliver preaesenteret nu, idet vi skal se at det er ngdvendigt for at bevise,
at der ikke eksisterer (3,k,4)-grafer for k > 5.

I resten af kapitlet vil det vaere forudsat at k£ > 5, hvad der derfor kan antages geelder
med mindre andet er naevnt. Resten af afsnittet vil vaere opbygget saledes at de for-
skellige typer af knuder vil blive udelukket en efter en, hvilket resulterer i at der ikke
eksisterer (3,k,4)-grafer for k > 5.

Type a knuder

Med ovenstaende lemmaer er det nu muligt at bevise, at der ikke eksisterer type a
knuder i G.

Seetning 4.9. En (3,k,4)-graf G indeholder ingen knuder af type a.

Bevis. Lad z veere en type a knude, som ligger pa de to (2k — 1)-kredse C; og Cs,
saledes at x har naboer x5 € C1 NCsy, x3 € Cy — C; og x1 € Cy — Cs. 1 folge Lemma
oger faellesmaengden mellem C; og Cs sa en (k—2)-vej. Derfor vil G indeholde
delgrafen, der ses pa Figur £.17] hvor betegnelserne for de gvrige knuder kan ses. Det
bemaerkes at alle knuderne pa (k — 2)-vejen mellem y og x er af type a, og dermed
mattede i folge Lemma

Lad P; veere en t; ~ z-vej. Hvis P; indeholder enten x, eller ¢/, si vil der eksistere
yderligere en (2k — 1)-kreds indeholdende x5 eller en kreds af laengde hojst 2k — 2,
hvilket er i modstrid med, at x> er mattet og at omkredsen er mindst 2k — 1. Der
ma derfor geelde at zo,t’ ¢ Py. Der geelder ogsa, at u ¢ Py, for ellers vil der eksistere
en kreds af leengde hgjst (2k —2). Hvis v € Py, sa vil der eksistere en kreds af leengde
hgjst 2k indeholdende y, hvilket er i modstrid med, at y er mattet. Derfor ma der
altsa geelde, at P; gar gennem enten y; eller y, og at det er en k-vej, idet x er meettet.
Pa tilsvarende vis ses det, at en to ~ x-vej, P», er en k-vej og gar gennem enten y;
eller yo. Hvis &1 € V/(P; N Py) eller x3 € V(P N Py), sa vil der eksistere en kreds af
laengde hgjst 2k — 2 i G, en modstrid, og man kan derfor antage at P; gar gennem
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Figur 4.17: Delgraf indeholdende knuden z af type a.

r4 0g P gar gennem x7.

S92 tg - — - - -
~ S _o -
Py~ - T~ 2! -7 Qe

- - ~ -

Figur 4.18: Delgraf indeholdende knuden z af type a.

Ved lignende argumentation kan man antage, at k-vejene (J; mellem s; og x og
@2 mellem s, og x gar gennem hhv. y; og ys. Hvis (1 gar gennem z7, sa vil
ytt'to Pox7Q1518'sy veere en kreds af lengde 2k, en modstrid med at y er maet-
tet. Tilsvarende ser man, at @2 ikke kan ga gennem x4, og dermed kan man se,
at Q1 ma g gennem zg og Q2 M4 gi gennem x5, se Figur Det ses at Dy =
tt't1 PyxgyawsuCst og Doy = 558'51Q1x6y171vC1 s er 2k-kredse, dvs. at t,u,x3,71,v,5 €r
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type b eller ¢ knuder i folge Lemma

Lad zg og zg veere naboerne til zg, som er forskellige fra y; saledes at xs € @1 og
29 ¢ @1 og lad r vaere naboen til v pa C1, som er forskellig fra x, se Figur m

Figur 4.19: Delgraf indeholdende knuden x af type a og vejene M; og Mos.

Lad desuden M; vaere en wy ~ z-vej og My veere en wy ~ x-vej. Hvis M; gar gen-
nem w, sa vil der eksistere en kreds af leengde hgjst 2k — 1, forskellig fra C; og Cs,
som enten indeholder x1,z5 eller 3, men dette er i modstrid med, at xzo er maettet
og x1,x3 er type b eller ¢, derfor méa der geelde at w ¢ M;. Der ma ogsd gelde
at xg ¢ My, for ellers vil der igen eksistere en (2k — 1)-kreds forskellig fra Cy som
indeholder z3 og at xo ¢ M, idet der ellers vil eksistere yderligere en kort kreds
indeholdende x5, i modstrid med at x5 er masttet. Derfor ma M; ga gennem z1 og
vaere af leengde preecist k, idet x ellers vil veere indeholdt i en 2k-kreds, i modstrid
med Lemma Hvis M; gar gennem y;, ma den ngdvendigvis ga gennem xz¢ eller
27; hvis den gar gennem z7, s& vil der eksistere en (2k — 1)-kreds forskellig fra Cs,
indeholdende ¢, hvilket er i modstrid med at ¢ er af type b eller c¢. Hvis xg € My, sa
vil y veere indeholdt i yderligere en (2k — 1)-kreds, i modstrid med at y er maettet.
Der galder desuden, at r ¢ M, for ellers vil der eksistere endnu en (2k — 1)-kreds
indeholdende s,t og y, i modstrid med at s og ¢ er type b eller ¢ og y er maettet. Alt
ialt ma M; altsa ga gennem xg, vy eller vy. Tilsvarende vil My vaere en k-vej der gar
gennem enten xg,v; eller vo. Hvis bade M; og Mo gar gennem v, sa vil der eksistere
en kreds af laengde hgjst 2k — 4, derfor kan man antage, at My gar gennem xg, ¢ 0g

y1 og My gar gennem v, og v, se Figur

Det ses, at D3 = wiMizgzey121v ... v1 Mowoww; er en 2k-kreds og at =1 og v er
mettet, idet de er indeholdt i C, Do og D3 og de ikke kan veere endeknuder i en



60 4. Grafer med grad 3 og defekt 4

Oy, idet |E(D1 N Dy)| =3 <k, dvs. de er af type c.

Vi vil nu fokusere pa knuden v og kredsene C, D2 og D3, og lade w3 vaere naboen
til wy der er forskellig fra w, saledes at ws € My, se Figur [4.20

Figur 4.20: Delgraf indeholdende knuden x af type a, hvor kanterne og vejene i C;
er markeret med tykkere streger.

Man kan nu anvende Lemma [:4] idet man kan afbilde v over i «, 7 over i ay, wy
over i 3, D3 over i D og C; over i C. Hvis Lemma[4.4] (¢) er opfyldt, vil Cy vaere den
kreds der indeholder v og r og som har en (k — 1)-vej tilfzelles med Ds. Men dette
er i modstrid med at D3 og C; kun har kanten vz tilfeelles, idet & > 5. Derfor ma
Lemma (#1) veere opfyldt, dvs. der eksisterer yderligere en 2k-kreds, som inde-
holder v og 7 og som har en (k — 1)-vej tilfeelles med D3. Dette ma ngdvendigvis
vaere Do, idet v er af type ¢, men en modstrid opnas igen, da Dy og D3 kun har en
3-vej tilfeelles og k > 5.

Ovenstaende modstride beviser altsa at der ikke kan eksistere type a knuderi G. W

Neeste skridt er at bevise, at der ikke eksisterer type b knuder.

Type b knuder

Efter at have bevist, at der ikke eksisterer type a knuder i GG, er det nu muligt at
udelukke eksistensen af type b knuder uden yderligere lemmaer end dem, der allerede
er til radighed.

Seetning 4.10. En (3,k4)-graf G indeholder ingen knuder af type b.

Bevis. Lad x veere en knude af type b og © vaere en O () hvor den anden endeknude
kaldes y. Sa bestar O af tre uatheengige x ~ y-veje af leengde k givet ved Py, P> og Ps.
Da x er en type b knude, er den ogsa indeholdt i en (2k — 1)-kreds, C. Idet to af x’s
naboer ligger pa C, kan vi antage at disse to naboer er dem der ligger pa P; og Ps,
dvs. [V(PLNC)| > 1o0g |[V(PsNC)| > 1. Sa eksisterer der en knude u € P; forskellig
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fra = og y, saledes at u € C' og u’s nabo, u, der ikke tilhgrer P, ogsa ligger pa C.
Lad v og w veere knuderne pa hhv. P, og Ps, som ligger i afstand & fra w i ©. Hvis
afstanden mellem u og enten v eller w i G var hgjst k — 1, sa ville u vaere indeholdt
i to (2k — 1)-kredse, i modstrid med Seetning [4.9| og derfor ma d(u,v) = d(u,w) = k.
Heraf ses det ogsa, at u ma veere af type c, idet den er indeholdt i C' og 2k-kredsene
P, P; og P, P, og ikke er en endeknude i ©, og dermed er v mattet. Lad us og us
vaere de gvrige naboer til u, lad vy 0og vs veere naboerne til v pa P og lad wy og w3
vaere naboerne til w pa Ps, se Figur [{.21]

// \\
// \\PS
7 N
7 N
7/ N
‘/ V2 v V3 \.
————————— e—o—O@----—5---0z
y \ P2 /
N 7
N\ 7
N 7
N 7
N - P

Figur 4.21: Delgraf i G indeholdende knuden z af type b.

Da d(u,v) = k vil en u; ~ v-vej, P, ikke ga igennem u. Antag, at P gar gennem
vs. Hvis x og v er naboer, dvs. hvis x = v3 = w3, sa vil P ga gennem w eller z’s
naboknude pa Pp; hvis det forste er tilfeeldet vil d(u,w) < k — 1, en modstrid, hvis
det andet er tilfaeldet vil der eksistere en (2k — 3)-kreds, ogsa en modstrid. Derfor
kan x og v ikke vaere naboer, hvis P gar gennem vs, og sa vil x Pjuu PvsPox veere
en (2k — 1)-kreds, men dette er i modstrid med, at = er indeholdt i C, som ikke
indeholder andre knuder fra P,. Derfor vil v ¢ P. Hvis vy € P, sa vil der eksistere
en (2k — 1)-kreds givet ved yPovs PujuPy, som indeholder u og er forskellig fra C,
hvilket er i modstrid med at u er maettet. Derfor ma P ga gennem v1, som er naboen
til v, der ikke ligger pa P», se Figur [£.22]
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SO \\ \ e Pl
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Figur 4.22: Delgraf i G indeholdende knuden z af type b.

Lad 7 veere naboen til u;, som er forskellig fra v og som ikke ligger pa P. En r ~ v-vej,
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@, indeholder hverken wvs eller vs, for ellers vil w vaere indeholdt i yderligere en 2k-
kreds, hvilket er i modstrid med at u er mattet. Derfor ma @ ogsa indeholde vy,
men da den er af laengde hgjst k, sa vil uyrQui Pu; vaere en kreds af leengde hgjst
(2k — 1), der indeholder u, hvilket er i modstrid med Saetning da u; € C og at
omkredsen er mindst (2k — 1). [ |

Med dette bevist er det naeste skridt at studere type ¢ knuder.

Type ¢ knuder

Inden man kan bevise, at der ikke eksisterer type ¢ knuder, er det ngdvendigt at
bevise to lemmaer. Fglgende lemma beviser, at en (2k — 1)-kreds og en 2k-kreds i G
ikke kan have en (k — 1)-vej tilfaelles.

Lemma 4.11. Lad C vere en (2k —1)-kreds i G og lad D veere en 2k-kreds sdledes
at C og Dy er ikke-disjunkte. Si er feellesmengden mellem C' og Dy en vej af leengde
hgjst k — 2.

Bevis. Antag at C og D; har en (k — 1)-vej tilfeelles. Lad « € C' N Dy, séledes at z
har en nabo 23 € D; — C. Lad y € D; og z ¢ D; veere knuderne pa C, der ligger
i afstand k — 1 fra x og lad w vaere knuden pa Dy, der ligger i afstand k fra x. De
andre knuder der skal anvendes i beviset kan ses pa Figur [4.23
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X

T I T3

T2 L6

| |

| |

| |

| I |

| I ]
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|| || |
=2 =2 |

| I |

| | |

| I |

| Y1 w3 w1

|
z w

Y
z21 w2

zZ2

Figur 4.23: (2k — 1)-kredsen C' og 2k-kredsen D; har en (k — 1)-vej tilfaelles.

Lad P; veere en u; ~ y-vej. S kan P; hverken indeholde x5 eller z, for ellers vil der
enten eksistere yderligere en (2k — 1)-kreds, der indeholder z, hvilket er i modstrid
med Seetning [4.9| eller der vil eksistere en kreds af leengde hgjst 2k — 2, i modstrid
med at omkredsen er mindst 2k — 1. Derfor ma P; enten indeholde y; eller w. P;
kan ikke indeholde y;’s nabo pa C' som er forskellig fra y, for sa ville der eksistere en
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kreds af leengde 2k — 2, dvs. P, gar igennem knuden wq, wy eller ws.
Pa tilsvarende vis kan man vise, at en us ~ y-vej, P, vil gd gennem w;, ws eller ws.

Antag at wy € Py, s ma P; ngdvendigvis veere af leengde k, idet der ellers vil ek-
sistere yderligere en kreds af leengde hgjst 2k — 1 indeholdende z, i modstrid med
Seetning H Det ses, at der eksisterer en 2k-kreds Dy = uy Pywy Dixxi25Uu1, som
indeholder x, og dermed er x mattet i fplge Saetning [4.10

Sa kan P, ikke ga gennem w;, idet der ellers vil eksistere en kreds af leengde hgjst
(2k — 2), og den kan heller ikke g igennem y;, idet ug Poy1 Cxxixsus ellers vil veere
yderligere en kreds af leengde hgjst 2k indeholdende z, i modstrid med at x er maettet.
Derfor ma P, ga gennem ws og veere af leengde k& — 1 eller &, idet y ellers vil veere in-
deholdt i yderligere en kreds af leengde hgjst 2k — 1, i modstrid med Saetning [L.9]eller
at omkredsen er mindst 2k — 1. S& er D3 = uy Pywjwws Pyussu; enten en (2k — 1)
eller 2k-kreds, afhaengigt af Py’s laengde, se Figur Det ses at wy € D1, D2,D3,
og dermed kan w, ikke vaere indeholdt i flere (2k — 1)-kredse, idet den ikke kan veere
en type b knude i fglge Seetning

| ! |
BN I
|
! \\ | | |
| | [\
\ \
PQ\ NT\ C 0‘3: D1 |:
' Iy~ 2 I &|
\ N ~
v S0 I
\ | N |
\ | ~ L |
N S~ |
N ~ < _
N hn w3 wy
|\
N
z w
\\\ y
21 Teel_ - -Qwsy
22

Figur 4.24: Vejene Py og P, i en delgraf af G, hvor (2k — 1)-kredsen C' og 2k-kredsen
D; har en (k — 1)-vej tilfeelles og wy € P.

Betragt nu en z4 ~ y-vej. Denne kan ikke ga igennem w, idet der ellers vil eksistere
yderligere en kreds af leengde hgjst 2k — 1 indeholdende wq, og den kan heller ikke
ga gennem z eller y1, da x ellers vil vaere indeholdt i yderligere en kreds af leengde
hgjst 2k. Der kan altsa ikke eksistere en x4 ~ y-vej af leengde hgjst k, hvilket er en
modstrid og derfor ma der geelde at w; ¢ P;.

Py gar altsa igennem ws eller wy, og pga. symmetri ses det, at P> ogsa gar igennem
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ws eller wy. Hvis bade P, og Ps gar gennem w; for et ¢ € {2,3}, sa vil der eksistere
en kreds af leengde hgjst 2k — 2, og vi kan derfor antage at P; gar gennem ws og at
P, gar gennem wo. P; ma sa veere af laengde k, idet uy Pyy; Crxizsuy ellers vil vaere
en kreds af laengde hgjst 2k — 1, og P, ma veere af leengde k — 1 eller k.

P& denne méade har vi opnéet en 2k-kreds Do = uy Pywsy; Cxoxxiz5u1, som altsd
indeholder x og x3, dvs. de begge er mattede, se Figur 4.25

A N\
I N : C D1 : \
I N I ® \
, Py T Te 1 \
N e /
N A \ 9
\ /
Py ! AN <l |1 \\
I N I I
\\ || NN /) &| \
\ =2 9\/\/| | !
\ | ;00N | !
\ I ’ N I !
A d [N | !
AN y N w I
N
4,7 1 W3 ! !
PN !
Q h !
Phd z SNy /
21 T~ _-Qws 4

Figur 4.25: Vejene Q1 og Q2 i en delgraf af G, hvor (2k — 1)-kredsen C og 2k-kredsen
Dy har en (k — 1)-vej tilfeelles og ws € Py.

Pa tilsvarende made som ovenfor kan man argumentere for, at en z; ~ x-vej, Q1, 0og
en zo ~ x-vej, @2, gar igennem x4 eller x4. Da begge veje ikke kan ga gennem den
samme knude, kan vi antage at ()1 gar igennem xg og Q2 gar igennem x4. Men si
vil 29Q121 ... 2zyCxo vaere en 2k-kreds forskellig fra D; og Do, som indeholder zo, i
modstrid med at xo er masttet.

Heraf folger lemmaet. |

Folgende lemma kan ikke blot anvendes i beviset for, at der ikke eksisterer type c
knuder, men ogsa i beviserne for, at nogle af de gvrige typer ikke eksisterer.

Lemma 4.12. Lad Dy og Dy veere to 2k-kredse, som har en (k — 1)-vej T tilfelles.
Lad X og p vere knuderne, der ligger i afstand k — 1 fra hinanden pa Z. Antag at
der eksisterer en knude o # A, p, der ligger pd I, sdledes at dens nabo 1 ¢ I, ikke
ligger pa de korte kredse, som indeholder \. Si eksisterer der mindst én kort kreds
D3, hvorom det gelder

(1) D5 indeholder a, a1 og p,



65

(#4) hvisny ¢ T er naboen til en knude n € T, hvorn # X\, a, p, sd er 1y ikke indeholdt
i Ds.

Bevis. Lad 3 og v veere knuderne i afstand k fra « saledes at 8 € D; og v € D, og
lad de yderligere knuder veere givet ved Figur
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Figur 4.26: To 2k-kredse D; og Da, der har en (k — 1)-vej tilfeelles.

Jeg vil forst bevise, at der eksisterer en kreds D3 som opfylder (i), for derefter at
bevise, at denne ogsa opfylder (7).

Antag, at der ikke eksisterer en kort kreds, som indeholder «, a; og p og lad P; veere
en oy ~ (-vej. Hvis P; gik gennem [, s& ville aD185Piaja veere en kort kreds
der indeholder A, i modstrid med at «; ikke ligger pa en kort kreds, der indehold-
er A\. P; kan heller ikke ga gennem fs, idet der ellers vil eksistere en kort kreds
aay P1B3DipZa, der indeholder a, a; og p. Derfor ma P; indeholde (1 og veaere af
lengde k, da oy ikke ligger pa en kort kreds, der indeholder .

Lad ag # a vaere naboen til a; som ikke ligger pa P;. Lad P, veere en ag ~ 3-vej, sa
er det klart, at oy ¢ P», da d(aq,8) = k. Desuden gelder der, at 82 ¢ Ps, for ellers
vil der eksistere en kort kreds indeholdende «; og . Det ses ogsa, at 33 ¢ P, da vi
har antaget, at der ikke eksisterer en kort kreds indeholdende «, a; og p. Sa P, gar
ogséd gennem f; og er af lengde k. S& er Co = a1 P1B1 Pecscry en (2k — 1)-kreds, se

Figur [£:27]

P4 tilsvarende méde indses det, at en a; ~ y-vej, Q1, og en o’ ~ ~v-vej, Qa, hvor
o’ # «a er naboen til a1, som ikke ligger pd 1, gar gennem ;. Der eksisterer altsa en
(2k — 1)-kreds Co = a1 Q1711 Q20" a1, og dermed er «; indeholdt i to (2k — 1)-kredse,
hvilket er i modstrid med Seetning [£.9]

Dvs. at antagelsen om at der ikke eksisterer en kort kreds, der indeholder «, a; og p
er falsk, og dermed eksisterer der en kreds D3, som opfylder (i).
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Figur 4.27: Vejene P og P» i en graf der indeholder to 2k-kredse med en (k — 1)-vej
tilfaelles.

For at bevise at D3 opfylder (ii), lad n € T forskellig fra a, A, p og lad 71 veere dens
nabo som ikke tilhgrer Z. Sa er det klart at d(o,n) < k—3 og dermed d(a,m) < k—2.

Af beviset for (¢) ses det, at hvis a3 ~ [-vejen P; gar gennem enten (3 eller 5 sa
eksisterer der en kreds D3 som opfylder (i) og det bemerkes at nn; ¢ Ds. Antag at
11 € Ds.

Hvis P; gar gennem (3, s& vil D3 vaere en (2k — 1)-kreds a4 P 83D1pac; og dermed
vil afstanden mellem « og 11 pa D3 hgjst vaere k — 1. Sa vil der altsa eksistere en
kreds af leengde hojst 2k — 3, en modstrid. Hvis P; gar igennem (1, sa vil D3 vaere
en 2k-kreds ajasPsB3D1pacy, hvor P er af leengde k& — 1. Afstanden mellem o og
m pa Dj vil altsa veere hgjst k, hvilket resulterer i eksistensen af en kreds af leengde
hgjst 2k — 2, igen en modstrid. Dvs. at 1, ¢ D3 og dermed er bade (i) og (ii) opfyldt
for kredsen Ds. [ |

Med ovenstaende lemmaer er det nu muligt at bevise den fglgende satning.
Saetning 4.13. En (3,k,4)-graf indeholder ingen knuder af type c.

Bevis. Lad x veere en type ¢ knude, der er endeknuden i en falles vej mellem de to
2k-kredse D7 og Da, og som ligger pa (2k — 1)-kredsen C. Per symmetri kan man
antage, at C har en kant xz; tilfeelles med Ds. Lad desuden y; veere knuden pa D,
som ligger i afstand k fra x.

Ved at anvende Lemma [£.4) med z som «, z; som aq, y; som (3, Dy som D; og C
som C, og indse at Lemma [4.4] (i) ikke kan veere opfyldt i folge Lemma [.11] ses det
at D1 og Do mé have en vej I af leengde k — 1 tilfeelles, se Figur [£.28

Antag nu, at [V(C N I)| > 1, s& eksisterer der to knuder z # z og 21, saledes at
z€ (CNI),z € C—1ogsa z og z er naboer. Dvs. at z er en type c¢ knude i
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Figur 4.28: Delgraf indeholdende knuden z af type c.

folge Lemma .3 og Seetning [1.10] og dermed er z mattet idet den tilhgrer C, Dy og
D,. Ved igen at anvende Lemma [£.4] denne gang med z som «, z; som «q, knuden
pa D; i afstand k fra z som 8, C som C og D; som Dy, ses det at Lemma (4)
ikke kan veere opfyldt af samme grund som ovenfor. Derfor m& Lemma (it) veere
opfyldt, men det betyder, at der eksisterer yderligere en 2k-kreds forskellig fra D
og D5, som indeholder z, hvilket er i modstrid med, at z er maettet. Derfor ma der
gelde at |[V(CNI)| =1, og dermed C NI = {z} per definition af .

Lad 2’ veere knuden pa I som ligger i afstand k — 1 fra x, a € I veere naboen til z
og a; veere naboen til a der ikke ligger pa I. Da x er mattet kan vi anvende Lemma
med 2 som \, a som «, a; som ai, ¥’ som p, D; som D; og Dy som Ds, og
dermed ses det, at der eksisterer yderligere en kort kreds D3, som indeholder a,a; og

.
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Figur 4.29: Delgraf indeholdende knuden z af type c, hvor en tykkere streg reprae-
senterer en kant der er indeholdt i C'.



68 4. Grafer med grad 3 og defekt 4

Lad b € I veere naboen til a, som ikke er x, lad ¢ € I veaere naboen til b som ikke er
a og lad by, ¢; veere naboerne til hhv. b og ¢ som ikke ligger pa I, hvilket kan lade
sig gore idet k > 5 og dermed er |V (I)| > 5, se Figur

I folge Lemma [£.12] vil hverken b; eller ¢; veere indeholdt i D3, og ved at have b som
«, by som «; og ellers de resterende knuder som ovenfor, ses det at der eksisterer
yderligere en kort kreds Dy, som indeholder b,b; og x’. Nu er z’ altsd indeholdt i
mindst fire korte kredse, Dy,D,D3 og D4 og er derfor i folge Lemma [L.3] maettet.

Det ses, at ¢; ¢ Dy i folge Lemma [4.12] og derfor kan vi anvende dette lemma
yderligere en gang og opné en kort kreds Ds, som indeholder c,c; og x’, men dette
er i modstrid med at x’ er meettet.

Derfor kan G ikke indeholde en knude af type c. |

Som naevnt tidligere, kan udelukkelsen af type a, b og ¢ knuder anvendes til at bevise,
at G har omkreds 2k.

Korollar 4.14. En (3,k,4)-graf har omkreds 2k.
Bevis. Beviset folger direkte af Saetning og |

Det er altsd nu udelukket, at G kan indeholde en (2k — 1)-kreds, dvs. den kan kun
besta af type d, e og f knuder.

Type d og e knuder
Det fglgende lemma er tilstraekkeligt til at udelukke eksistensen af bade d og e knuder.

Lemma 4.15. En (3,k,4)-graf indeholder ingen ©y.

Bewvis. Antag at G indeholder en Oy og lad endeknuderne heri vaere givet ved z og
y. Lad desuden Py, P, og P3 vare de tre x ~ y-veje i O og lad u veere knuden, der
ligger i afstand 2 fra z pa P;. Lad v og w vaere knuderne, der ligger i afstand k fra
u pa hhv. P, og P3 og lad naboerne til u,v og w veere givet som pa Figur

Figur 4.30: Delgraf indeholdende en O med = og y som endeknuder.
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En u; ~ v-vej, @1, vil sa ikke ga gennem u, vy eller v, idet der ellers vil eksistere en
kreds af laengde hgjst 2k — 1 i modstrid med Korollar £.14] Dvs. at @1 gar gennem
v1 og er af leengde k — 1 eller k.

Antag fgrst, at Q1 er af leengde k og lad r # u og s # v vaere naboerne til hhv. u; og
v1 som ikke ligger pa Q1. Sa vil en r ~ v-vej, @2, ikke ga gennem v, idet der ellers
vil eksistere en kreds af leengde hgjst 2k — 1 1 G. Dermed méa Q)5 ga igennem enten
vg eller vg og veere af leengde k, ellers vil der igen eksistere en kreds af leengde hgjst
2k—11G. Tilsvarende vil en s ~ u-vej, 3, ga gennem uy eller ug og veere af leengde k.

Sa ses det, at der eksisterer to 2k-kredse D; og Ds, som hver indeholder enten x
eller y og som er givet ved D1 = v;Qorujuu; PitPov; og Do = u;Qssvivv; Patu; hvor
i€{2,3}ogt=yhvisi=2o0gt=xhvisi=3. Bemark, at hverken D; eller Dy
indeholder wq,wsy eller ws.

Lad os nu med lignende argumenter som fgr antage, at en u; ~ w-vej, 11, er af
leengde k. Ved lignende argumentation som ovenfor, ses det at 77 ngdvendigvis ma
ga gennem w; og at der eksisterer to 2k-kredse D3 og D4 som hver indeholder enten
z eller y. Ved at betragte de fire 2k-kredse og deres faellesmaengder, ses det, at hvis x
er endeknuden i yderligere en Oy, sa er det enten fordi at D og D3 begge indeholder
x og har en k-vej tilfeelles, eller ogsa fordi Do og D4 opfylder dette. Tilsvarende ses
det, at det samme er geldende, hvis y er en endeknude i en Of. Eftersom det kun er
disse tilfeelde, hvor det er muligt at = og y er type d knuder og den evt. tredje kreds af
leengde 2k, som er indeholdt i en sadan yderligere O ikke er en af de allerede naevnte
kredse, ses det at = og y hver er indeholdt i praecist to af kredsene D1, Ds, D3 og Dy
i folge Lemma[L.3] Dermed ses det at z og y er type e knuder og maettet eller type d
knuder, hvor den sidste 2k-kreds, der skal til for at ggre dem mettede, udelukkende
vil indeholde knuder der som minimum allerede er indeholdt i Dy, D5, Ds eller Dy.

Da k > 5 eksisterer der en knude z € Py, forskellig fra x,y,u,us og us. Lad p veere
den knude pa P, som ligger i afstand k fra z og lad z; veere z’s nabo som ikke er
indeholdt i ©. Bemark, at z; ikke ligger pa hverken D;, Dy, Ds eller Dy, idet der
ellers vil eksistere en kreds af laengde hgjst 2k—4, 1 modstrid med, at omkredsen er 2k.

Lad R; veere en z; ~ p-vej og Ry vaere en g ~ p-vej, hvor ¢ er naboen til z; som
ikke ligger pa R;. S& ma R; ga gennem p’s nabo p;, som ikke ligger pa P, og vaere
af leengde k, se Figur idet der ellers eksisterer yderligere korte kredse som in-
deholder = og y og som ikke er med til at maette dem eller der eksisterer en kreds
af lengde hgjst 2k — 1. Sa kan R, ikke ga igennem pq, idet der ellers vil eksistere
en kreds af lengde hgjst 2k — 1, dvs. den gar igennem en af p’s naboer pa P,. Men
s& eksisterer der en 2k-kreds indeholdende z; og x eller y, i modstrid med at z; ikke
ligger pa de kredse der maetter = og y. Derfor ma antagelsen om, at T3 er af laengde
k vaere forkert, og Th ma altsa have lengde k — 1.

Sa eksisterer der to 2k-kredse D3 og Dy som indeholder wy, se Figur [£.32] hvor
D3 = x PswwTiuguPyx indeholder x og Dy = yPswwiTiuiuPry indeholder y. Ved
som fgr at betragte fellesmangderne mellem D1,D4, D3 og Dy, ses det at x og y kun
kan veere en type d knude, hvis Dy og D3 eller Dy har en k-vej tilfzelles, hvor en af
endeknuderne er x eller y. Derfor ses det som fgr, at = hhv. y enten er en maettet
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Figur 4.31: Delgraf indeholdende en Oy med = og y som endeknuder, som ikke er
meettet af kredse der indeholder 2.

type e knude eller type d knude, hvor alle knuderne i den sidste 2k-kreds der er med
til at maette  hhv. y, er indeholdt i enten D eller D3 hhv. Dy.

Figur 4.32: Delgraf indeholdende en ©; med x og y som endeknuder, hvor 77 er en
uy ~ w-vej af leengde k — 1.

Knuderne z, 21, p, p1 og ¢ defineres tilsvarende som tidligere, og ved lignende argu-
mentation som fgr, ses det at en z; ~ p-vej R; og en ¢ ~ p-vej Ry resulterer i en
2k-kreds indeholdende z; og enten z eller y, hvilket er en modstrid, da z; ikke er
indeholdt i de kredse, der matter = og y.

Derfor ma bade Q1 og 1} veere af leengde k—1 pga. symmetri. Sa eksisterer der fire 2k-
kredse, D1 = x Pyvv1 QruiuPrx, Do = yPovviQruiuPry, D3 = x PswwTiuiuPrx og
Dy = yPywwiTiuuPyy, hvor to af dem altsa indeholder z og de to andre indeholder
y. Det er kun Dy N D3 og Dy N Dy, der kan veere k-veje med endeknuder i z eller y,
og derfor er z eller y som fgr maettede type e knuder eller type d knuder hvor gvrige
2k-kredse der indeholder dem, kun vil indeholde knuder, der allerede er indeholdt
i enten D;, Do, D3 eller Dy. Men som tidligere kan man endnu en gang konstruere
yderligere en 2k-kreds vha. knuderne z, 21, p, p1 0g ¢, som indeholder enten x eller y,
i modstrid med at z og y er maettede af kredse, som ikke indeholder z;. |

Som resultat af Lemma fas det folgende korollar, som neevnt tidligere.
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Korollar 4.16. En (3,k,4)-graf indeholder ingen knuder af type d og e.

Den eneste type knude, der er tilbage, er altsa type f knuder og derfor mé alle knuder
i G veere af type f.

Type f knuder

Da de gvrige typer er udelukket er det nu muligt at udelukke eksistensen af type f
knuder i G.

Seetning 4.17. En (3,k,4)-graf G indeholder ingen knuder af type f.

Bevis. Lad x veere en knude i G, dvs. den er af type f. Lad D; veere en af de 2k-kredse
som z ligger pa og lad naboen til x, som ikke ligger p4 D; vaere givet ved wy. Lad
desuden y; vaere knuden som ligger i afstand k fra « pa D;. Ved at anvende Lemma
med Z som a, we som aq, Y1 som 3, D1 som D; og huske at wy ikke er indeholdt
i en (2k — 1)-kreds, ses det, at der eksisterer en 2k-kreds, Do, som indeholder x og
wo 0g som har en (k — 1)-vej tilfeelles med Dy .

Lad u og w veere knuderne pa hhv. Dy — Dy og Dy — D1, som ligger i afstand 2 fra
z og lad v vaere knuden, der ligger pa Dy N Dy i afstand & fra bade v og w. Lad vs
veere knuden, der ligger i afstand k£ — 1 fra x pa Dy N Dy og lad de gvrige knuder
vaere givet ved Figur

k—3

us3

| |
| |
| |
| |
| |
el |
| |
|

(ap)
I |
21 V2 &I
I
| |
I v v !
| |
| |
@ 0]
1 U3 Y2

Figur 4.33: Delgraf indeholdende knuden z af type f.

En u; ~ v-vej, Py, vil ikke ga gennem hverken vy eller v, idet der ellers vil eksistere
en kreds af leengde hgjst 2k — 1, og derfor ma den altsi ga gennem v;. Desuden vil
P, veere af lengde k, idet hvis den var kortere, sa ville der enten eksistere en kreds
af leengde hgjst 2k — 1 eller ogsa ville u og v veere endeknuder i en Oy, i modstrid

med Satning
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Lad r # u og s # v vaere naboerne til hhv. u; og vy, som ikke ligger pa P, se Figur
[4334] Sa vil en r ~ v-vej, P,, ikke g& gennem vy, idet der ellers vil eksistere en kreds
af leengde hgjst 2k — 1 og dermed vil P, altsa ga igennem vs eller vs, og af samme
grund vil den veaere af laengde k. Tilsvarende ses det, at en s ~ u-vej, Ps, gar igennem
enten us eller uz og er af leengde k.

|
|

|

|

|

|
el
|1
<l
|

|

1

|

1

|

\
\I !
\{ |
IN A4 |
[N !
o, W oy
|
! \\Pl
[ ~ |1
=<l RN Vg !
| ~ . S 1
| - |
I v v !
| |
| |
@ 0]
Y VU3 Y2

Figur 4.34: Delgraf indeholdende knuden z af type f og vejen P;.

Sa eksisterer der to 2k-kredse D3 og Dy, hvor D3 er givet ved uusD1y1v3ys Paruju
eller wuox Dyve Poruyu og Dy ved kredsen usxDivovvy sPsusg eller us Dy vsvv; sPsus,
og som altsa derfor enten indeholder z eller v3 og ikke w,ws og ws.

Betragt nu en wy ~ v-vej, T1. Ved lignende argumentation som ovenfor, ses det at
Ty gar igennem vy og er af leengde k og at der eksisterer to 2k-kredse D5 og Dg
indeholdende z eller vs, og dermed ma z og v veere maettede i fplge Lemma [4.3]

Da k > 5 kan der findes en knude z pd Dy — Dy forskellig fra uo, u,us og y1. Lad p
veere knuden der ligger pa D; N Dy i afstand k fra z og z; veere naboen til 2z, som
ikke ligger pa D;. Bemark at z; ikke ligger pa hverken Dy, D3, Dy, Dj eller Dg, idet
der ellers ville eksistere en kreds af laengde hgjst 2k — 1.

Som i beviset for Lemma [{.15] ses det at en z; ~ p-vej Ry s vil g& igennem p’s nabo
p1, som ikke er indeholdt i D; N Do, og veere af leengde k. En ¢ ~ p-vej Rs, hvor
q # z er z1’s nabo, der ikke ligger pad R;, ma derfor ngdvendigvis g gennem en af
p’s naboer p4 D; N Dy og dermed eksisterer der endnu en 2k-kreds, som indeholder
x eller vg, eller evt. en kreds af langde hgjst 2k — 1. Heraf folger setningen. |

Med ovenstaende lemmaer, setninger og korrolarer er det nu muligt at bevise hove-
dresultatet i dette afsnit.

Seetning 4.18. For k > 5 eksisterer der ingen (3,k,4)-grafer.
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Bevis. Beviset folger direkte af Lemma[£.3] Satning og Korollar
4.16l |

De naeste interessante (3,k)-grafer for k > 4, altséa (3,k,6)-grafer, idet det nu er bevist,
at der ikke eksisterer (3,k,4)-grafer for k > 4. Det naeste kapitel vil omhandle store
(d,k)-grafer, og der vil blive givet et resultat vedrgrende (3,4,6)-grafer. Derudover er
der formentligt ikke forsket ret meget i (3,k,6)-grafer for k > 5, idet Seetning [4.18
forst er bevist i artiklen [20], som forst er accepteret i april 2009.






KAPITEL

5

Store grafer

I de foregaende kapitler har jeg undersggt noget af den teori, der er i forbindelse
med at findre gvre graenser for n(d,k). Men en sddan teoretisk graense er ikke specielt
anvendelig, hvis man ikke kan konstruere store grafer. Derfor ser jeg i dette kapitel
nzrmere pa nogle af de stgrste kendte grafer og metoder, der kan bruges til at kon-
struere store grafer med grad d og diameter k. Antallet af knuder i en sadan graf vil
sa veere en nedre graense for antal knuder i en maksimal (d,k)-graf, og hvis den stem-
mer overens med den gvre graense, har man altsa konstrueret en maksimal (d,k)-graf.

Der er flere forskellige mader at gribe problemet an pa. Et problem der ligger teet
op af grad/diameter-problemet er, hvor lille diameteren kan veere i en regulser graf
med grad d og med n knuder. I den forbindelse blev det i 1986 — 1987 undersggt af
Buskens, Stanton og Rogers, [22], [23] og [24] hvor lille diameteren kan veere i grafer
med grad 4, hvor ordenen er mindst 5 og hgjst 13. Det gjorde de ved for hver orden at
betragte om en graf med denne orden, d = 4 og k = 2 kunne konstrueres. For at finde
en lpsning til grad/diameter-problemet, kunne man pé tilsvarende made for d = 4
starte med at forsgge at konstruere en (4,2)-graf med 15 knuder, idet M (4,2) = 17
og defekten er mindst 2. Hvis dette viser sig at veere umuligt har man givet en ny
gvre graense for n(4,2) pa 14 og det naeste man ville undersgge ville si vaere hvorvidt
der eksisterer en (4,2)-graf med 14 knuder. Ved at fortsztte pa denne made vil man,
forste gang man konstruerer en graf, have fundet en maksimal (4,2)-graf.

Ovenstaende metode kan generaliseres for gvrige veerdier af d og k til at konstruere
andre maksimale (d,k)-grafer, men arbejdet er enormt kraevende, iszer nar man kom-
mer op i de lidt stgrre veerdier af d og k, og man gnsker ofte metoder, der garanterer
at man kan konstruere mange store grafer og ikke blot én af gangen som ovenstaende
metode.

5.1. De stgrste kendte grafer

Lige sa lange som grad/diameter-problemet har veeret kendt, har man forspgt at
konstruere store grafer.

75
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11964 lavede Elspas [16] en tabel over ordenen i de storste (d,k)-grafer, som var kendt
pa daveerende tidspunkt, se Tabel 5.1} Understregede ordener er bevist optimale pa
daveerende tidspunkt, de eneste af disse som ikke er Moore-grafer er (3,3)-grafen med
orden 20, (4,2)-grafen med orden 15 og (5,2)-grafen med orden 24. Det ses at der er et
spergsmaltegn ved ordenen pa (6,2)-grafen. Grunden til dette har hgjst sandsynligt
vaeret, at man pd daveerende tidspunkt endnu ikke havde udelukket eksistensen af
grafer, der havde mindre defekt end 2 og man derfor var fristet til at formode, at
defekten i en (d,k)-graf maksimalt var 2. Men i fglge diskussionen til sidst i Kapitel
ved man nu, at dette ikke er tilfzeldet, og specielt ikke for (6,2)-grafen, som mé
have hgjst 34 knuder i fglge Kapitel |3| eftersom der ikke eksisterer (d,2,2)-grafer for
5 < d < 50.

(d\E[[1] 2[ 3] 4[ 5] 6[ 7]
1 2 T -] - -] -1 -
2 3 5| 7] 9|11 13115
3 |/4] 10|20 28|36/ 44 | 60
4 |5 15|27

5 |l 6] 243660

6 | 7357

7 || 8| 5078

Tabel 5.1: Oversigt over ordenen af de stgrste kendte (d,k)-grafer fra 1964, [16].

Siden da er der sket en del. Siden 1995 har Comellas vedligeholdt en tabel pa
hjemmesiden [25] over alle de stgrste kendte (d,k)-grafer for 3 < d < 16 og 2 <
k < 10, som sidst er opdateret i januar 2008.

En af dem som i lgbet af de seneste ar har lagt et stort arbejde i at konstruere nye
grafer med stor orden er Loz, som pé sin hjemmeside [26] har en tabel lignende den
tabel Comellas har givet pa [25], men som er opdateret senest i januar 2009. Loz er
allerede den, der har bidraget med storstedelen af ordenerne i Comellas’ tabel, og ved
at se hans opdaterede Tabel hvor indgangene markeret med fed er opdaterede
veerdier i forhold til Comellas’ tabel, ses det at han har forbedret en meget stor del
af de veerdier, der tidligere er bidraget med, pa forholdsvis kort tid.

De eneste ordener fra Tabel 5.1} som stadig er aktuelle, er dem som allerede pa
davaerende tidspunkt var bevist optimale. Dette ses ved at sammenligne Tabel
med Tabel 5.2l

Det bemerkes desuden, at (3,4)-grafen med 38 knuder er markeret som optimal. I
folge Kapitel |4 har en (3,4)-graf hgjst 40 knuder, men i 2000 skitserede Buset et
bevis for, at en (3,4,6)-graf ikke kan eksistere [27]. Dermed er de to ikke isomorfe
(3,4,8)-grafer, som er fundet af Doty i 1982 og von Conta i 1983, optimale [27], se
Figur som er grafen givet af von Conta [25].
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Figur 5.1: En optimal (3,4,8)-graf.

Desuden er det bevist af Molodtsov i 2006 vha. et computerprogram, at en (6,2)-graf
har orden hgjst 32. Dette blev gjort ved at udfgre en sggning blandt (6,2)-grafer,
som startede ved de (6,2)-grafer, der har orden M (6,2) — 2 = 35. Ingen (6,2)-grafer
af orden 35,34 og 33 blev fundet, men blandt (6,2)-grafer med 32 knuder, blev der i
alt fundet 6 ikke isomorfe (6,2)-grafer [28]. En af de 6 (6,2)-grafer ses pa Figur

Figur 5.2: En optimal (6,2,5)-graf.

Alle de ordener, der er markeret med fed i Tabel og en del af de andre orden-
er i Tabel er desuden ordener for sakaldte Cayley-grafer, hvilket er grunden til
at det naeste afsnit handler om Cayley-grafer og en nem made at konstruere store
Cayley-grafer for k = 2 pa.
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5.2. Store knudetransitive grafer

Som naevnt i Kapitel [I]er der en del ting man gnsker opfyldt i netvaerk. Indtil videre
har jeg udelukkende koncentreret mig om at kigge pa grafer med grad d og diameter
k og ikke set pa de andre egenskaber, der gnskes opfyldt. En egenskab, som har vearet
betragtet for i forbindelse med grad/diameter-problemet, er hvor stor en symmetrisk
graf med grad d og diameter k kan veere. Inden man kan betragte dette naermere,
ma man ngdvendigvis have en klar definition af hvad symmetrisk egentlig betyder.
En made at definere dette pa, er ved at definere det som knudetransitivitet.

En graf G med orden n siges at vaere knudetransitiv, hvis der for alle par af knuder
u, v eksisterer en automorfi § € Aut(G), saledes at #(u) = v. En aekvivalent definition
af knudetransitivitet er at alle inducerede delgrafer af orden n—11i G er isomorfe [4].
Det, som ggr knudetransitive grafer gnskelige, er bl.a. at udregninger af diameter,
grad og den samlede vejleengde i grafen er nemme at udfgre. Graden findes nemt
idet grafen ngdvendigvis ma veere regulaer, og diameteren kan udregnes ved blot at
undersgge en enkelt knude og vejene mellem den og de andre knuder i grafen.

Det viser sig at det er svaert at bestemme om en given graf er knudetransitiv, men
det er derimod ikke sveert at konstruere knudetransitive grafer. Det kan bl.a. ggres
ved at konstruere Cayley-grafer, som jeg i [9] beviste er knudetransitive.

Normalt defineres Cayley-grafer som orienterede grafer, men da jeg kun gnsker at be-
tragte ikke-orienterede grafer, definerer jeg i det fglgende Cayley-grafer pa en méade,
saledes det er sikret, at de er ikke-orienterede.

Lad T" veere en ikke-triviel endelig gruppe og S veere en ikke-tom delmaengde af T,
som ikke indeholder det neutrale element e € T' og hvorom det geelder at S = S~1.
Grafen der er givet ved knuderne V(G) = I' og kanterne zy € E(G) & 27y € S,
for alle z,y € T kaldes en Cayley-graf for gruppen I' med hensyn til S og betegnes
med Cr(S).

Det, at S ikke indeholder det neutrale element e € T, sikrer, at der ikke er loops i
grafen, idet 271z = e ¢ S for ethvert € T, og det at S = S~!, er den egenskab,
der sikrer, at grafen kan repraesenteres som en ikke-orienteret graf.

Cayley grafen Cr(S) er desuden |S|-regular, idet der for x € T' og alle s € S vil
eksistere et y € I' saledes at zy € E(Cr(S5)). Dette skyldes at der eksisterer et y € T
saledes at y = xs for et s € 5, og dermed er den navnte kant med i Cayley grafen
per definition.

Som eksempel ses det, at Cayley-graferne Cr(S) med I' = Z,, og S = {1} er givet
ved m-kredsene. Figur [5.3| viser Cayley-grafen Cz,({£1}). Heraf ses det ogsa at alle
Moore-grafer med d = 2 er isomorfe med C7z, ({£1}), hvor m = 2k + 1.

Desuden er Cayley-graferne givet ved Cr(T" — {e}) komplette grafer af orden |T'| — 1,
og dermed er Moore-graferne med k£ = 1 ogsa isomorfe med Cayley-grafer.

Da man er interesseret i de storste Cayley-grafer, vil ordenen af en maksimal Cayley-
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4 3

Figur 5.3: Cayley-grafen givet ved en kreds af laengde 8.

graf med diameter k og grad d fremover blive betegnet med Cay(d,k). Det er endnu
ikke bevist, at der skulle eksistere en bedre gvre greense for Cay(d,k) end der er
for n(d,k). Dog er det bevist, at Petersen og Hofmann-Singleton-graferne er knude-
transitive, men ikke er Cayley-grafer, dvs. at der for k = 2 hvor d = 3,7 galder at
Cay(d,k) < M(d,k) — 2. Dette er ogsa galdende for Cay(3,3), Cay(3.4), Cay(4,2)
og Cay(5,2) i folge [29]. For de maksimale (3,3)-, (4,2)- og (5,2)-grafer kan det ogsa
ses af hhv. Figur |3.13(b)} [3.19 og [3.20} at disse ikke er knudetransitive, idet der er
nogle knuder i hver graf, der er indeholdt i kortere kredse end andre knuder i den
graf, dvs. at alle de inducerede delgrafer af stgrrelse n — 1 ikke kan vaere isomorfe.
Dette er ogsa tilfeeldet for (3,4)-grafen af von Conta, der ses pa Figur

Desuden er det bevist, at hvis der eksisterer en Moore-graf med k = 2 og d = 57, sa
vil en sddan Moore-graf ikke vaere knudetransitiv, og dermed vil der ogsa galde at
Cay(57,2) < M(57,2) — 2 [6].

5.2.1 Store Cayley-grafer med diameter 2

Jeg vil nu praesentere en gruppe og en undergruppe heraf, som sikrer Cayley-grafer
der har orden taet pa g, forst praesenteret af Siagiové og Sirai i 2005 i artiklen [30].
Dette er interessant eftersom n(d,2) < d? for de fleste d, dvs. at hvis en (d,2)-graf
har orden %, sa er denindenfor en faktor 2 af det optimale for de fleste veerdier af d.

Lad F vere det endelige legeme af en ulige primtalspotens ¢ og lad F'* veere den
additive gruppe i F. Lad T veere givet ved T' = {(a,b,i)|a,b € FT,i € {1, — 1}},
hvori multiplikation er givet ved (a,b,i)(a’,b',i') = (a +ia’,b+ b’ ii"). Det ses at I er
en gruppe idet den associative lov gaelder, der eksisterer elementet (0,0,1) € T’ som
er det neutrale element, og ethvert element i I har et inverst element i I". Specielt
galder der, at elementer pa formen (a,b,— 1) er sit eget inverse element, dvs. af orden
2, idet (a,b, — 1)(a,b, — 1) = (a — a,b — b,1) = (0,0,1).

Lad S veere delmangden af T', som er givet ved S = {(a,a®,—1)|a € FT}U{(0,b,1)|b €
F*,b # 0}. Det ses at S = S~ idet et element pa formen (a,a?, — 1) som naevnt
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er sit eget inverse element og det inverse element til et element pa formen (0,b,1)
er givet ved (0, — b,1) € S, eftersom (0,b,1)(0, — b,1) = (0,0,1). Derfor er Cr(S) en
Cayley-graf med orden 2¢? og grad d = 2q — 1.

Da Cayley-grafer er knudetransitive, kan man som naevnt udregne diameteren ved
blot at beregne afstandene fra én knude til alle de andre. Det neutrale element i T’
er som naevnt (0,0,1) og jeg vil i den fplgende satning anvende denne til at beregne
diameteren i Cp(S5).

Saetning 5.1. Diameteren i Cp(S) er 2.

Bevis. For at bevise saetningen, vil jeg bevise at ethvert element i I" kan skrives som
produktet af hgjst to elementer fra S. Dette er tilstraekkeligt, idet der sa vil eksistere
en vej af laengde hgjst 2 fra det neutrale element til alle andre knuder i grafen per
definition af en Cayley-graf.

Det er klart at ovenstaende er opfyldt hvis (a,b,i) € S. Derfor er man interesseret i
at betragte elementer der opfylder at (a,b, — 1) hvor b # a? og (a,b,1) hvor a # 0. I
det forste tilfzelde geelder det at (a,b, — 1) = (0,b —a?,1)(a,a?, — 1), og det gnskede er
derfor opfyldt per definitionen af S. Da ¢ er en ulige primtalspotens, eksisterer der
g,h € F*, som er de entydige lgsninger til de to ligninger g —h = a og g +h = a1,
hvor a # 0. Sa vil (g,¢%, — 1)(h,h%, — 1) = (g — h,g*> — h?,1) = (a,b,1) og dermed er
det gnskede bevist. |

Det ses af ovenstaende, at S er en frembringende mangde og at ordenen for en maksi-
mal Cayley-graf med diameter 2 og grad d = 2¢—1, hvor q er en ulige primtalspotens,

er begraenset nedad med Cay(d,2) > 2¢* = (dgl)Q. Er man interesseret i yderligere
grader, er det ngdvendigt at tilfgje elementer til S. For at sikre sig at den frembrin-
gende mangde stadig er sin egen inverse, er det elementer af orden 2, der tilfpjes.
Tilfgjes der blot et enkelt element af orden 2 til den frembringende maengde, ses det
at der eksisterer en Cayley-graf af orden 2¢?, diameter 2 og grad d = 2¢. En nedre
graense for antal knuder i en maksimal Cayley-graf med diameter 2 er altsa givet ved
Cay(d,2) > 2 for et lige d, hvor % er en ulige primtalspotens. Den fglgende saetning
udtaler sig om en nedre greense for ordenen af Cayley-grafer med andre veerdier af d
end de ovenstaende.

Saetning 5.2. For ethvert heltal t > 2 og et arbitrert lille ¢ > 0 eksisterer der et
heltal m sdledes at der for alle ulige primtalspotenser ¢ > m og alle d = 2q — 1+t
geelder at Cay(d,2) > (3 — €)d>.

Bewvis. For ethvert e hvorom det geelder at 0 < € < % og ethvert heltal ¢ > 2 lad
m veere givet ved et heltal saledes at m > @ og m > t. Lad q veere en vilkarlig
ulige primtalspotens saledes at ¢ > m. Lad Y C T vaere en arbitraer delmaengde af
{(1,b, = 1)|b € F,b # 1} saledes at |Y| = ¢, dette kan lade sig gore da ¢ er valgt
sd g > m > t. Bemeerk desuden at SNY = (. S& vil der eksistere en Cayley-graf
Cr(SUY), der har orden 2¢2, grad d = [SUY| = 2¢ — 1 +t og i fglge Saetning
har diameter 2. Da ¢ > 2 far man at
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t—1
d=2¢—14+t>2¢>2m>——
€

& 2ed?® > 2d(t — 1)

& 2ed* + (1 —t)2 > 2d(t — 1)
Sd+(1—-t)2+2d(1 —t)>d* —2ed?
S4¢* = (d+ (1 —1)? > (1 —2¢)d?

og det gnskede er dermed bevist, idet ordenen som nzevnt er 2¢2. |

I Tabel ses ordenen af de storste kendte Cayley grafer med 3 < d < 20 og dia-
meter 2, som er tilgengelig fra en tabel i [29], der sidst er opdateret oktober 2008.
Desuden kan ordenen, n, af de Cayley-grafer, der er beskrevet som ovenfor, hvor
d=2q — 1 eller d = 2q og q er en ulige primtalspotens, aflaeses af Tabel

d| Cay(d?2)> 1| n| d| Cay(d2)>| n | d| Cay(d,2)> n
3 8 9 60 | 50 | 15 144
4 13 10 72 | 50 | 16 150
5 18 | 18 | 11 84 17 160 | 162
6 32 | 18 | 12 96 18 171 | 162
7 36 13 108 | 98 | 19 200
8 48 14 128 | 98 | 20 203

Tabel 5.3: De storste kendte Cayley-grafer med grad d og diameter 2, [29].

Det ses, at for d = 17 er den stgrste orden i tabellen fra [29] givet ved 160, dvs.
tabellen ikke er helt opdateret, da man vha. [30], der er udgivet i 2005, far ordenen
162.

Pa Figur [5.4] ses Cayley-grafen med grad 5, diameter 2 og orden 18, fremkommet ved
hjeelp af ovenstaende metode, hvor T' = {(a,b,i)|a,b € Z3,i € {—1,1}}.

Det ses 1 Tabel at for d = 6 er Cay(6,2) = 32, hvilket ogsa er ordenen for en op-
timal (6,2)-graf i det generelle grad/diameter-problem. Rent faktisk er det grafen pa
Figur [5.2]som er en Cayley-graf, mens de 5 andre ikke isomorfe grafer ikke er knude-
transitive, [28]. Cayley-grafen kan repraesenteres vha. gruppen I' = {(a,bi)|a,b €
Z4,% € Zo} med multiplikation givet ved

(a,byi)(a' Vi) = (a+a +i(a +b),b+b +i(a +b),i+1i).

Det neutrale element i T er (0,0,0) og et element pa formen (a,b,0) har inverst element
(—a,—b,0), mens elementer pa formen (a,b,1) har inverst element (—2a—b,—a—2b,1).
Ved at veelge S = {(2,0,0),(2,2.0),(0,0,1),(0,1,1),(1,1,1),(3,2,1)}, ser man at S = S~
idet der i folge ovenstaende geelder at (2,0,0)~! = (2,0,0), (2,2,0)07! = (2,2,0),
(0,0,1)~ = (0,0,1), (0,1,1)" = (3,2,1), (1,1,1)"! = (1,1,1) og (3,2,1)" = (0,1,1).
Man kan sa bevise at Cayley-grafen Cr(S) med 32 knuder og grad 6 har diameter 2,
ved som for at vise at alle elementer kan skrives som produktet af to elementer fra

S.
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Figur 5.4: Cayley-grafen Cr(S) af orden 18.

Mange af Cayley-graferne i Tabel [5.2]og de store grafer generelt, er fundet vha. com-
putere, hvilket ogsa gor sig geldende for ovennaevnte Cayley-graf med 32 knuder,
som neevnt i [28]. Der kan findes mange af nabo-listerne for de store grafer i [25], [26]
og [29], og for nogle af dem forklaringer pa hvordan de er konstrueret.






KAPITEL

6

Afrunding

Jeg har i dette speciale studeret (d,k)-grafer, som er grafer med maksimal grad d,
diameter k og orden n(d,k) og undersggt, hvilke gvre graenser, der er for hvor stor
n(d,k) kan veere.

I Kapitel [1| blev en teoretiske gvre graense for n(d,k) givet som Moore-graensen,

k
n(dk) < M(dk) =1+ d(d-1)"",
=1

og det blev bevist at grafer hvori der geelder lighed, kun kan eksistere for k = 1, d = 2
og k = 2 hvor d = 2,3,7 og evt. d = 57. Disse grafer kaldes Moore-grafer og de er
maksimale (d,k)-grafer. De kendte Moore-grafer er givet ved de komplette grafer, alle
kredse af ulige leengde, Petersen-grafen, se Figur og Hofmann-Singleton-grafen,
se Figur For at finde gvre graenser for n(d,k) i de gvrige (d,k)-grafer, er man
altsa groft sagt interesseret i (d,k)-grafer hvor d > 3 og k > 2.

I Kapitel [2] indfgres begrebet defekt som antallet af knuder en (d,k)-graf har mindre
end Moore-graensen, dvs. en graf med n(d,k) = M (d,k) — 0 knuder har defekt 6. Det
bevises, at for ulige d kan der ikke eksistere regulaere (d,k)-grafer med ulige defekt.
Desuden bevises det vha. egenvaerdier til nabomatricen for en (d,k)-graf med defekt
1, og deres multiplicitet, at der ikke eksisterer grafer med defekt 1 for d > 3 og k > 2.

I Kapitel [3| bevises det, at der ikke eksisterer (3,k)-grafer med defekt 2 for k > 4, og
den entydige (3,2)- og (3,3)-graf med defekt 2 ses pa hhv. Figur|3.13(a) og [3.13(b)|
Pa Figur [3.19|og[3.20] er de entydige (4,2)- og (5,2)-grafer med defekt 2 vist. Desuden
er der bevist forskellige egenskaber vedrgrende (d,k)-grafer for d > 4 og det formodes
at der ikke eksisterer (4,k)-grafer med defekt 2 for £ > 3. Til sidst i kapitlet er der
praesenteret nogle resultater vedrgrende (d,2)-grafer, som omhandler at disse ikke
kan have defekt 2, hvis bl.a. 5 < d <50 eller d Z1 mod 3 for et lige d.

I Kapitel 4| bevises det, at der for k > 4 ikke eksisterer (3,k)-grafer med defekt 4.
Alle (3,2)-graferne med defekt 4 ses i Figur [3.13(a)| og den entydige (3,3)-graf med

defekt 4 ses pa Figur [3.13(b)|
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6. Afrunding

I Kapitelbetragtes ordenen af nogle af de stgrste kendte (d,k)-grafer og det naevnes,
at der eksisterer (6,2)-grafer med 32 knuder, dvs. at de har defekt 5, og at disse er
maksimale, se Figur for en af dem. Desuden eksisterer der ogsa (3,4)-grafer med
defekt 8, dvs. med 38 knuder, som er maksimale, se Figur for en af dem. Da
mange af de stgrste kendte (d,k)-grafer er Cayley-grafer vises desuden, at det er
forholdsvist simpelt at konstruere store Cayley-grafer, hvis orden ligger indenfor en
faktor 2 af det maksimale.

I Tabel er der en samlet oversigt over de gvre graenser for n(d,k), der er diskuteret
i dette speciale.

[k | d | Ovre graense for n(d,k) |

1 d>1 M(d.k)

2 d=23757 M(d k)
d=6 M(dk) -5
6 <d<50eller d#1 mod 3 hvor d > 4 lige | M(d,k)—3
gvrige d M(d,k) —2

3 d=2 M(d.k)
d>3 M(d,k) —2

k=4 d=2 M(d.k)
d=3 M(dk) -8
d>4 M(d,k) — 2

k>5 | d=2 M(d.k)
d>3 M(dk) -2

Tabel 6.1: De gvre graenser for n(d,k).
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