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Synopsis:

Formalet med denne rapport er at opstille
en model til beskrivelse af linjetendenser i et
punktmgnster bestdende af koordinater for
gravhgje. For at muligggre dette foretages
der en teoretisk analyse af rumlige punkt-
processer, der er statistiske modeller til be-
skrivelse af punktmegnstre.

Rapporten indledes med at introducere for-
skellige generelle begreber indenfor rum-
lige punktprocesser. Dernast gennemgas
Poisson-processen, og forskellige egenska-
ber herved introduceres og bevises. Poisson-
processen er specielt interessant indenfor
punktprocesteori, da den benyttes som re-
ferenceproces ved sammenligning af punkt-
processer. En anden type punktproces, der
beskrives i denne rapport er Cox-processen.

Summary statistics for punktprocesser
beskrives ved fgrste og anden-ordensegenska-
ber, og der foretages estimater heraf. Sum-
mary statistics muligger tilpasning af
modeller pa data og modeltjek.

I forbindelse med modelopstillingen af
datasazttet for gravhgje er det ngdvendigt
at introducere linjeprocesser. Dette er blot
en anden type af punktprocesser, der er de-
fineret pa et specielt repraesentationsrum.

Der opstilles en specifik model til beskrivelse
af punktmgnstret for gravhgje. Denne mod-
el opstilles pa baggrund af gennemgaet teori
om linjeprocesser, saledes linjetendenserne i
datasattet for gravhgje kan beskrives. Denne
model er implementeret i R, og dertil er simu-
lationsmetoder af punktprocesser benyttet,
bl.a. en Birth-Death-Move-algoritme.

Afslutningsvis udfgres et modeltjek pa mo-
dellen og det vurderes hvorvidt den op-
stillede model er i stand til at beskrive
datasattet af gravhgje.

© Gruppe G3-111 forar 2009
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SUMMARY

Spatial point and line processes are statistical models used to describe point and
line patterns respectively. The common point processes can be used to describe
repulsion, aggreation and clustering among points in a point pattern, but they
fail to describe points located along lines. Points located along lines are called
line tendencies in the following. Several point patterns contain line tendencies, for
example locations of mountain tops, and it can be usefull to develop point process
models which can describe and produce point patterns with line tendencies.

The main focus of this report is to establish a point process model to describe a
point pattern consisting of locations of bronze age burial places. This point pattern
contain line tendencies and it is therefore necessary to construct a point process
model which can describe these line tendencies. In this report the line tendencies
are modeled by combining theory from point and line processes.

Two different main types of point processes are described, the Poisson and Cox
process. The Poisson process has an important role in the point process theory,
because it describes complete spatial randomness. Cox processes on the other hand
can be used when modelling aggregation and clustering in point patterns. Essential
results and definitions regarding the Poisson and Cox processes are discussed.
Results treated for Poisson processes include superposition, thinning and marked
Poisson processes. Cox processes are mainly treated through special types of Cox
processes like the Neyman-Scott processes: the Thomas process and the Matérn
process.

Summary statistics for point patterns and point processes are also treated. The
summary statistics for a point pattern give an idea about how the points are
located, and by the summary statistics it is possible to describe a point pattern
with a single graph. The summary statistics can indicate whether there is repulsion
or aggregation among the points. This can be used to decide which point processes
are suitable for describing the point pattern. To plot the summary statistic for a
point pattern and compare it with the summary statistic calculated from the point
process model is a useful tool to conclude if the model fits the data.

Often a point process is specified by a density with respect to the standard Poisson
process. To simulate a point process from this density Markov chain Monte Carlo
theory can be used. Therefore different types of Markov chain Monte Carlo algo-
rithms are introduced including the Birth-Death-Move algorithm. The described
algorithms are capable of simulating a point process when only an unnormalised
density with respect to the standard Poisson process is known.

As an introduction to line processes different types of parametrization of lines is
described, and it is explained how the line processes can be seen as point processes
on special representation spaces. Only line processes in R? are treated and a special
kind of these line processes is the Poisson line processes, which describes complete
spatial randomness among the lines. Other results about stationarity and intensity
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of line processes is discussed and results about the number of lines from a line
process intersecting a convex set are covered too.

Point and line processes and the results treated are illustrated through out the
report by plots of simulations. Also examples of analysis, model fitting and model
checking of point and line patterns is shown. This is performed to specify a pro-
cedure when working with point processes and as a starting point for the data
analysis for barrows. Furthermore different Poisson and Cox point processes are
fitted the barrows in an attempt to model the point pattern, but none of these
seems to be able to describe the line tendencies.

A point process model to describe the line tendencies is constructed by combining
a Poisson line process and Poisson point processes. To carry out the model con-
struction different model assumptions are needed. These assumptions are based on
the theory about the barrows and their tendency to be located along lines. Under
the model assumption a likelihood function for the point process model is obtained
with different unknown parameters and an unknown Poisson line process.

A Birth-Death-Move algorithm is used together with Bayesian statistics to simulate
the lines and estimate the parameters from the point pattern of barrows. This
algorithm is implemented by use of the statistical program R. With the estimated
parameters and lines realisations of the model is obtained. To find out how well
the point process model describes the barrows a model check i performed. This is
done by visually comparing a realisation of the point process model and the point
pattern. Also a correct model check is done by calculating a summary statistic and
envelopes from the model and comparing it with the corresponding one from the
point pattern. As a last check of the model an angle plot is made for realisations
of the model and for barrows to see if the this indicates the line tendencies.

After the model check it is discussed how well the model fits the data. This is
done by comparing results from the model with the barrows. Also the model’s
ability to predict prehistoric roads are discussed. In the end of the report different
improvements of the model are discussed.
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FORORD

Denne rapport er resultatet af et MAT6-projekt(speciale) i statistik ved Institut
for Matematiske Fag pa Aalborg Universitet. Det overordnede emne for projektet
er rumlige punkt- og linjeprocesser og anvendelse af disse.

Rapporten indeholder begreber og resultater inden for rumlige punkt- og lin-
jeprocesser. En del af rapporten bestar derudover af en analyse af et datasat
bestaende af koordinater for gravhgje, samt en opstilling af en model til beskrivelse
af punkternes fordeling i dette datasaet. Til denne analyse er statistik-programmet
R [R Development Core Team, 2008] benyttet med pakken spatstat, som er en
bestemt pakke i R med funktioner til analysering af punktmegnstre. Implementerin-
gen af modellen i R er en tidskrzevende proces, og derfor er R -koden hertil vedlagt
rapporten i Appendiks B, som dokumentation og som hjalp til andre, der kan have
nytte af det.

Irapporten benyttes to slags henvisninger. Nar et henvisningsnummer er i parentes,
som f.eks. (1.2) henvises der til en ligning, ulighed eller linje med dette nummer,
mens henvisningen ’Saetning 1.2’ henviser til en hel saetning med dette nummer.
Sidstnaevnte henvisning findes ligeledes til definition, algoritme, kapitel, afsnit og
appendiks.

Litteraturhenvisninger anfgres som regel i starten af afsnit og kapitler og noteres
[Forfatter(e), udgivelsesar, evt. placering i kilden]. Litteraturhenvisningerne hen-
viser til litteraturlisten, som findes bagerst i rapporten. Ved satninger osv. henvises
der specifikt til kilden umiddelbart efter saetningens nummer.

Visse af emnerne i denne rapport er behandlet med for i forbindelse med et MAT4-
projekt. Indholdet i det tidligere projekt var dog rent teoretisk, hvorimod der i dette
projekt isaer fokuseres pa det anvendelsesmaessige. For at fa rapporten til at vaere
sammenhangende og selvindeholdende har det veeret ngdvendigt at medtage dele
af denne allerede behandlede teori. Denne teori indgar dog i en kraftig revideret
udgave i form af en anvendelsesmaessig tilgangsvinkel og ved at have inkluderet
yderligere resultater. Der er tale om kapitlerne 2,3,4 og 5.

Vi vil gerne takke vores vejleder, Lektor Jakob Gulddahl Rasmussen, for vejledning
og for at stille datasattet for gravhgjene til radighed.

Aalborg den 5. juni 2009

Niels Peter Haals Per Jensen
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KAPITEL 1

INDLEDNING

Et punktmgnster er en angivelse af placeringen af bestemte haendelser indenfor
et bestemt omrade, hvor hver haendelse kaldes et punkt. Der eksisterer statistiske
modeller til beskrivelse af sadanne punktmgnstre kaldet punktprocesser, og det er
varianter af disse modeller dette projekt omhandler. Visse punktmegnstre indehold-
er punkter, der har tendens til at ligge langs linjerstykker. Dette er netop tilfaeldet
for et punktmgnster, der beskriver placeringen af gravhgje i Vestjylland, som det
fglgende omhandler.

Der eksisterer flere teorier, om hvorfor gravhgjene har tendens til at ligge langs
linjestykker, og disse teorier kan vaere nyttige i forbindelse med opstilling af passende
modeller til beskrivelse af datasattet for gravhgje. Folgende afsnit omhandler der-
for gravhgje generelt og teorier om gravhgje langs linjerstykker.

GRAVHQIJE

Gravhgje blev i oldtiden bygget som gravsteder og var en typisk begravelsesme-
tode i Danmark fra den tidlige bondestenalder for omkring 5000 ar siden frem
til kristendommens indfgrsel i Danmark for omkring 1000 ar siden. Udformnin-
gen og stgrrelsen af gravhgjene afspejler forskellige tidsperioder, og kun de mest
markante er bevaret i dag, heriblandt hovedsageligt bronzealder-gravhgjene, der
er ca. 3500 ar gamle. I dag eksisterer der stadig en del af disse gravhgje, og en del
er i arenes lgb forsvundet, slgjfet eller gdelagte bl.a. som fglge af dyrknig af jord
og bebyggelse. [Online Leksikon, 2006] [Egeberg, 2005].

Et andet levn fra fortiden er spor fra gamle veje. Disse vejspor har deres oprindelse
langt tilbage i tiden, og de veje der kendes i dag, menes blot at veere en del af et
stgrre vejsystem. Der er fundet rester af vejspor pa marker og heder, som menes,
at veere mindst lige sd gamle som gravhgjene. Dette understgttes af, at der er
fundet bronzealder-gravhgje placeret direkte oven pa vejspor, hvilket vil sige, at
visse vejspor sandsynligvis er 3500 ar eller @ldre. Dog er mange af de lokaliserede
vejspor formodentlig yngre end gravhgjene. [Egeberg, 2005] [Egeberg, 2004].

Visse steder er der en tendens til, at gravhgjene ligger langs buede linjer gennem
landskabet, og disse linjer fglger ofte nutidige og/eller forhistoriske veje. Det er ikke
tilfaeldigt, at gravhgje ligger i linjer langs veje, de har nemlig deres egen indbyrdes
atheengighed. Blandt andet har arkaeologen Sophus Miiller allerede omkring ar 1900
udtalt, at der ikke kan findes anden forklaring pa linjerne af gravhgje end, at de
ma betegne gamle feerdselsveje. Dette kunne skyldes, at faerdselsvejene gik gennem
de omrader, hvor befolkningen boede, og hvor de ogsa begravede de dgde. Iszer
er raekkerne tydelige og mange i det sydlige og vestlige Jylland. [Egeberg, 2005]
[Egeberg, 2004].
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Kapitel 1. Indledning

Pa Sophus Miillers tid var antallet af kendte gravhgje lavere end i dag, da der den-
gang ikke var mulighed for lokalisering af gravhgje og gamle veje via luftfotografier
og teknologiske metoder, og da der dengang ikke var gjort forsgg pa lokalisering i
samme grad, som der har varet senere. Selvom teorien om, at linjer af gravhgje
skulle ligge langs faerdselsarer efterhanden blev anerkendt, var mulighederne for
en nzrmere undersggelse begraensede. Senere har teorien staet i skyggen af mere
pompgse emner som rige grave og mosefund. I forbindelse med tilbagefgringen af
Skjern & omkring arene 1999-2002, blev der dog gjort opdagelser, som vagte inte-
ressen om sammenhaengen mellem gamle veje og gravhgje blandt arkaeologer. Der
blev nemlig gjort fund af gamle overfartssteder over Skjern &, og det interessante
var nu, om der var sammenhaeng mellem linjer af gravhgje, altsa de formodede
veje, og overfartsstederne. [Egeberg, 2004].

Tilbagefgringen af Skjern a forte til projektet "Hgj og Vad’, som bestod i at ind-
samle koordinater for samtlige kendte gravhgje, direkte synlige eller lokaliserede
via udgravninger eller luftfotos, i et omrade omkring Skjern &. Datasattet fra "Hgj
og Vad’-projektet bestar saledes af koordinater for samtlige kendte gravhgje fra
oldtiden, og udger information, om hvor folk blev begravet i oldtiden, og dermed
ogsa information om, hvor de formodes at have boet og feerdes. Derudover indsam-
ledes information om gamle veje og specielt overfartssteder over Skjern &, saledes en
nzermere undersggelse af ssmmenhangene mellem veje og gravhgje blev muliggjort.
[Egeberg, 2005] udtaler, hvorfor specielt Vestjylland er velegnet til undersggelse af
sammenhangen mellem gravhgje og veje: "Specielt Vestjylland rummer szrlige
muligheder. I ingen andre dele af landet lader gravhgje og hjulspor sig kortleegge i
tilsvarende store maengder, samtidig med at fordelingerne af gravhgje og spor dan-
ner et finmasket net pa kryds og tveers gennem landskabet. Det er dette netvaerk,
der nu tolkes som forskellige tiders foretrukne kommunikationslinjer og dermed
feerdselskorridorer.”. [Egeberg, 2005] [Egeberg, 2004] [Mgller og Rasmussen, 2009].

DATASAT FOR GRAVHQJE

Datasaettet for gravhgje i omradet omkring Skjern & fra 'Hej og Vad’-projektet
bestar af geografiske koordinater for samtlige kendte gravhgje i omradet. Som
eksempel er fem forskellige gravhgje fra datasattet angivet ved koordinaterne:

V1 V2
470367 6205364
470360 6205336
470362 6205307
470365 6205275
470389 6205300

T W N =

Koordinaterne er angivet i Universal Transverse Mercator(UTM)-koordinater, som
er en anden made at angive koordinater pa end de klassiske laeengde- og bredde-
grader. Vaerdierne af V1 svarer til et udtryk for breddegraden og V2 er et udtryk
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Kapitel 1. Indledning

for leengdegraden. Gravhgjene i dataseettet er fordelt over et omrade givet ved
minimum og maksimum for de to koordinatakser, nemlig:

V1 V2
Min.: 458705 6172511
Max.: 487620 6217922

UTM-koordinaterne er ogsa direkte et udtryk for afstande, saledes at forskelle i
koordinater er afstanden angivet i m. Omradet i Vestjylland, der afgraenser grav-
hgjene, er 28915 x 45411m? stort og afmaerket pa et landkort pa Figur 1.1.
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Figur 1.1: Afmaerkning af det 28915 x 45411m? store omrade omkring Skjern
4. Scan fra [Johansen, 2009].
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Kapitel 1. Indledning

Pa Figur 1.2 ses markeringer af gravhgjene i omradet. Det ses pa figuren, at der er
linjetendenser blandt gravhgjene, som Sophus Miiller allerede opdagede omkring
ar 1900. Desuden indikeres forlgbet af Skjern & som det brede band pa tveaers af
figuren, hvor intensiteten af gravhgje er mindre end i den resterende del af omradet.

Figur 1.2: Plot af koordinater for datasaettet gravhgje. Scan fra
[Johansen, 2009)].

Pa Figur 1.3 ses gravhgjene sammen med de forhistoriske veje, der er kendte. Det
ses, at de historiske veje nogenlunde er sammenfaldne med raekker af gravhgje, og
Sophus Miillers teori er altsa, at dette skyldes, at gravhgjene blev bygget omkring
vejene. Disse historiske veje er en del af "Hgj og Vad’-projektet, men i datasattet
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Kapitel 1. Indledning

for gravhgjene eksisterer ikke information om, hvor disse veje ligger udover, hvad
der kan ses pa Figur 1.3.

»

SR T R

Figur 1.3: Plot af datasaettet for gravhgjene og de forhistoriske veje, som er
markeret med mgrke band. Scan fra [Johansen, 2009].

Pa Figur 1.4 ses gravhgjene sammen med de nutidige veje i omradet. Det ses, at
vejene nogenlunde er sammenfaldne med rakker af gravhgje. Ved sammenligning
af Figur 1.3 og Figur 1.4 kan det ogsa ses, at der er stort sammenfald af nutidige og
forhistoriske veje. Maske kan det endda formodes, at de nutidige veje hovedsageligt
ligger, hvor vejene ogsa 1a i oldtiden, og der er siledes en eventuel sammenheeng
mellem veje og gravhgje.
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Kapitel 1. Indledning

Figur 1.4: Plot af datasattet for gravhgjene og nutidige veje som er markeret
med linjer. Scan fra [Johansen, 2009].

Pa Figur 1.5 ses gravhgjene sammen med hgjdekurver for omradet. Det ses tydeligt,
hvor Skjern a forlgber. Hgjdekurverne kan have betydning for, hvor gravhgjene
ligger, da det ikke er muligt at bygge gravhgje pa skraninger og i vadomrader.

Yderligere eksisterer der i datasaettet informationer om jordbundstyper og frik-
tionen af jordbundstyperne for omradet. Informationer om jordbundstyperne kan
som for hgjdekurverne have betydning for placeringen af gravhgje. Friktionen af
jordbundstyperne giver information om, hvor let det er at faerdes pa de forskellige
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Figur 1.5: Plot af datasaettet for gravhgjene og hgjdekurver. Forlgbetaf Skjern
4 ses tydeligt. Scan fra [Johansen, 2009].

jordbundstyper. Denne information kan benyttes til at vurdere, hvor det er mest
sandsynligt, at folk faerdedes i oldtiden, og hvor det var muligt at bygge gravhgje.

Der er altsd visse geografiske begraensninger pa gravhgjenes placeringer, og disse
kan ogsa inddrages i forbindelse med opstilling af punktprocesser til beskrivelse af
dataszttet for gravhgje.
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Kapitel 1. Indledning

PROBLEMFORMULERING OG PROJEKTAFGRAENSNING

Punktmgnstre der indeholder linjetendenser, kan ikke ngdvendigvis beskrives ved
allerede kendte punktprocesser. Det er derfor ngdvendigt at opstille nye modeller,
der kan beskrive linjetendenser. De foregaende afsnit giver et indblik i mulighed-
erne og problemstillingerne i forbindelse med opstilling af en model til beskrivelse
af datasattet gravhgje. Pa baggrund af dette opstilles der fglgende problemformu-
lering for projektet:

Der gnskes opstillet en statistisk model til beskrivelse af datascet-
tet gravhgje. Speciell gnskes linjetendenserne ¢ datascettet
beskrevet, og dette gnskes gjort ved at formulere en punktproces-
model, der inkluderer linjer af punkter. Dette gnskes udfort
ved benyttelse af teori om punkt- og linjeprocesser, hvor lin-
jerne i linjeprocesserne skal representere de forhistoriske veje.
Datascettet for gravhgjene skal benyttes til at estimere parametre
1 modellen og manglende data © form af vejene. Derudover skal
der laves modelkontrol for at se, om det er en rimelig antagelse,
at gravhgjene skulle ligge langs veje. Informationen om hvor de
gamle veje ld, er mangelfuld, men mdske er det faktisk muligt
at vurdere, hvor vejene kunne have ligget ved at sammenligne de
estimerede veje med fund af hjulspor fra oldtiden?

For at kunne behandle dette problem skal der introduceres en rakke teoretiske og
anvendelsesmaessige begreber, og der opstilles fglgende delmal for projektet:

e Opna viden om punktprocesser og linjeprocesser.
e Tilpasse kendte punktprocesser pa datasattet for gravhgje.

e Opstille en passende model, der kan beskrive linjetendenser i datasattet
gravhgje og implementering af denne model i R.

e Udlede passende summary statistics for punktmgnstre med linjetendenser
udfra den opstillede model.

e Foretage et modeltjek af den opstillede model.

I selve opstillingen af modellen afgraenses der til et omrade pa 15000x 15000m?, som
er placeret i nederste venstre hjorne af Figur 1.2 med koordinaterne [460000, 475000)
x [6175000, 6190000]. Dette gores for at arbejde med et kvadratisk omrade, hvor in-
tensiteten af gravhgje er forholdsvis hgj og ligeligt fordelt, og hvor linjetendenserne
er specielt tydelige.

Der betragtes ikke vekselvirkning mellem punkter indenfor observationsvinduet og
punkter udenfor.
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I modellen antages det ogsa, at der ikke eksisterer ikke-observerede gravhgje, altsa
at der ikke er manglende data i form af ikke-kendte gravhgje. Det eneste ukendte
i forbindelse med modelstillingen er saledes vejene.

I den opstillede model afgraenses der til at punkterne ligger langs rette linjer, der
gennemskaerer hele observationsvinduet fremfor buede linjer.

Der opstilles kun en model for gravhgjene uden information fra kovariaterne hgjde-
forskelle, jordbundstyper og friktionen af jordbundstyperne.

RAPPORTSTRUKTUR

Rapporten indeholder teori, eksempler pa anvendelse af teorien, data-beskrivelse
og -behandling, modelopstilling, resultater fra modellen, diskussion og konklusion.
For at skabe en overordnet struktur er rapporten derfor inddelt i fglgende fire
hoveddele:

DEL I Teori

Denne del af rapporten indeholder Kapitel 2-Kapitel 8. Her gives der en
introduktion til punktprocesser, linjeprocesser og behandling af punkt-
mgnstre.

DEL II Databehandling

Denne del af rapporten indeholder Kapitel 9-Kapitel 12. Her gives der
en beskrivelse af data med de opnaede redskaber, der tilpasses eksis-
terende punktprocesser pa data, og der opstilles en model til beskrivelse
af datasaettet, der inkluderer linjetendenser.

DEL III Epilog

Denne del af rapporten indeholder en opsummering af de opnaede re-
sultater samt konklusion, og afslutningsvis diskuteres forbedringer af
modellen og andre mader at anskue problemet pa.

DEL IV Appendiks

Denne del af rapporten indeholder appendiks med bl.a. kildekode til
den opstillede model.
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KAPITEL 2

PUNKTPROCESSER

I dette kapitel gives en kort introduktion til punktmgnstre og rumlige punktpro-
cesser i R%, d € IN. Desuden gennemgas kort den ngdvendige malteori, der danner
grundlag for beskrivelsen af punktprocesser. Afslutningsvis gives der en matema-
tisk definition af rumlige punktprocesser, og forskellige resultater vedrgrende denne
behandles. Kapitlet er skrevet pa baggrund af [Mgller og Waagepetersen, 2004,
Kapitel 1 og 2, Appendiks A og B].

2.1 INTRODUKTION

Et punktmgnster kan repraesentere mange forskellige slags haendelser. Eksempler
pa sddanne haendelser kan vaere tidspunkter for jordskzelv observeret i en bestemt
tidsperiode, koordinater for treaeer i en skov eller placeringen af gravhgje i et land-
omrade. Nar der analyseres punktmgnstre, betragtes ofte kun en del af punktmgn-
stret, eksempelvis indenfor et begraenset omrade kaldet et observationsvindue, og
beskrivelsen af punktmgnstret indenfor observationsvinduet kan sa i visse tilfaelde
generaliseres til hele punktmgnstret.

Rumlige punktprocesser eller bare punktprocesser er statistiske modeller, der an-
vendes til at beskrive rumlige punktmgnstre, som i denne sammenhang er et ob-
serveret datasaet. Disse typer af statistiske modeller er dermed anvendelige i forbin-
delse med analysering af data, der kan betragtes som punktmgnstre. En punktpro-
ces beskriver, hvordan punkterne i et punktmgnster er fordelt i observationsvin-
duet og med en realisation af en punktproces, menes et specifikt punktmegnster.
Det vil sige, at forskellige punktmgnstre kan opnas fra den samme punktproces.
Betegnelsen rumlig henviser til, at en punktproces i realiteten kan beskrive punkt-
mgnstre i R? for d € IN, men typisk arbejdes der kun med punktprocesser i R,
R? eller R®. @nskes der mere information end blot punkternes position i R¢, kan
en punktproces udvides ved at tilknytte et maerke til hvert punkt. En sadan ud-
videlse kaldes en mzerket punktproces, og for gravhgjene kunne et maerke eventuelt
repraesentere gravhgjens alder.

Ofte er der vekselvirkning mellem punkterne i et punktmgnster i form af tiltreek-
ning eller frastgdning mellem dem. Et punktmgnster siges at vaere reguleert, hvis
punkterne i det er jaevnt fordelt over hele observationsvinduet. Regularitet er
saledes et tegn pa frastgdning mellem punkter i et punktmgnster som vist pa
Figur 2.1(a). Tiltreekning mellem punkter i et punktmenster ses ofte ved at punk-
ter optraeder taet sammen i visse omrader. Specielt, hvis der er tegn pa, at punk-
terne klumper sig sammen i grupper, siges punktmgnstret at have clustertendenser,
hvilket er vist pa Figur 2.1(b). Pa Figur 2.1(c) ses et eksempel pa et punktmgnster,
hvor der ikke er nogen vekselvirkning mellem punkterne i observationsvinduet.

Ved analyse af punktmgnstre kan vekselvirkningen mellem punkter give komplika-
tioner, idet punkterne indenfor observationsvinduet sandsynligvis ogsa vekselvirker
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med punkter uden for observationsvinduet. Hvis der ikke tages hgjde for dette i
forbindelse med valget af en punktproces, kan dette forarsage sakaldte kanteffekter.

Punktprocesser kan yderligere vaere homogene eller inhomogene. Hvis intensitet-
en af punkter i et punktmenster er jeevnt fordelt over hele observationsomradet
siges punktmgnstret at vaere homogent. Inhomogenitet i et punktmgnster betyder
tilsvarende, at intensiteten af punkter er stgrre i nogle omrader end andre. In-
homogenitet kan skyldes mange ting og haenger ofte sammen med kovariater for
punktmgnstret, og kan for traeerne i en skov eksempelvis skyldes jordbundsforhold.
Det er ikke altid muligt visuelt at afggre, hvorvidt et punktmegnster eksempelvis
er inhomogent eller har clustertendenser. For at kunne bestemme dette er det
ngdvendigt at have baggrundsviden om punktmgnstret.

Reguleer Clustertendens Tilfeeldig

ey

(a) (b) (c)

Figur 2.1: Eksempler p& punktmenstre. (a) Regulaert punktmenster. (b) Punkt-
menster med clustertendenser. (¢) Punktmgnster uden vekselvirkn-
ing mellem punkter.

Afhengig af hvordan punkterne i et punktmgnster er fordelt, eksisterer der forskel-
lige anvendelige punktprocesser til beskriveslse af punkternes fordeling. Eksempler
pa punktprocesser er Poisson-processer, Cox-processer og Markov-processer. Den
grundlaeggende teori for de forskellige punktprocesser er dog ens og i fglgende to
afsnit introduceres basale begreber inden for punktproces-teorien.

Punktprocesser kan udvides til linjeprocesser, hvor punkterne er erstattet af linjer,
saledes at en realisering af en linjeproces er et observationsvindue med linjer i
forskellige retninger. Linjeprocesser kan ses som punktprocesser, hvor punkterne
beskriver linjer. Den generelle teori om punktprocesser kan derfor ogsa benyttes i
forbindelse behandling af linjeprocesser.

2.2 MALTEORI

For at kunne give en matematisk beskrivelse af punktprocesser er det ngdvendigt
at benytte resultater fra malteorien. I dette afsnit introduceres kort de malteo-
retiske begreber, der danner fundamentet for dette projekt. Afsnittet er baseret pa
[Berg og Madsen, 1970, §1-3].
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Definition 2.1 (c-algebra)
Lad X C R®. Et system A af delmzengder af en meengde X kaldes en o-algebra i
X, hvis

(i) X € A.
(i) X\A € A, nir A € A.
(111) UnG]N A, € .A, nar 14171427 .. € A

Systemet givet ved {Y]Y C X} kaldes den stgrste o-algebra i X, mens systemet
bestaende af {0, X} kaldes for den mindste o-algebra i X.

Nar der til en maengde X er valgt en o-algebra A, kaldes parret (X, .A) et malbart
rum. Maengderne i A siges at veere malelige (A-malelige).

Definition 2.2 (Borel-algebra)
Den mindste o-algebra i R?, der indeholder alle Abne maengder i RY, kaldes for
Borel-algebraen i RY, og noteres B(RY).

Elementerne af Borel-algebraen kaldes Borel-mangder og Borel-algebraen bestar
saledes af alle Borel-maengder. Jaevnfgr [Berg og Madsen, 1970, s. 21] kan det an-
tages, at naesten alle meengder A C R? er Borel-mangder.

Definition 2.3 (Mal)
Et mal er en funktion p : A — [0, co] med egenskaberne

) u®) =o0.
(i) (U2, Ai) =X o2 u(A;), nar Ay, As, ... € A er parvis disjunkte.

En mengde X, hvortil der hgrer en o-algebra A og et mal pu(-) kaldes et malrum
og betegnes (X, A, u(+)). Tallet u(A) kaldes for malet af A, hvor A € A.

En egenskab ved maél er

M (U Ai) < Z/L(Ai)v (2.1)

for vilkarlige A, Ao, ... € A.

Som eksempel pa et mal kan naevnes Lebesgue-malet og taellemalet.
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Definition 2.4 (Lebesgue-malet)

Malet v(-) defineret pa Borel-algebraen i RY, hvis veerdi for enhver maengde
A C R4, er givet ved storrelsen (leengden/arealet/volumen) af maengden, kaldes
Lebesgue-malet.

Lebesgue-malet er entydigt jf. [Berg og Madsen, 1970, s. 36].

Definition 2.5 (Taellemal)
Funktionen n(-) defineret pa alle malelige delmaengder af en vilkarlig maengde X

ved:
. i A C )
n(A) = { antal elementer i A, nar A C X er endelig,

00, nar A C X er uendelig.

er et mal, kaldet taellemalet, i X.

Definition 2.6 (Malelig afbildning)
Lad (X, A) og (Y, F) veere méalbare rum. En afbildning ¢ : (X, A) — (Y, F) kaldes
malelig (A — F-malelig), hvis

o H(F) € A,

for alle F € F.

Ligesom det oftest kan antages, at alle mangder er Borel-mangder, kan det ogsa
i de fleste tilfaelde antages, at alle afbildninger er malelige.

Definition 2.7 (Invarians af mal)
Lad ¢ : RY — R? veere en bijektiv afbildning, hvor bade o(-) og o~ 1(-) er malelige,
og lad R? veere udstyret med Borel-algebraen B, dvs.

BeBs ¢(B) eB.

Et mal p(-) siges at veere invariant under ¢(+), hvis billedmélet ¢(u(-)) er lig med
u(+), dvs. hvis

(e Y(B)) = u(B) for alle B € B.

Hvis funktionen ¢(-) er en translation, er méalet invariant under translation, og
malet siges s& at veere stationaert. Et eksempel pa et invariant mal er Lebesgue-
malet.
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I den resterende del af rapporten benyttes kun Borel-maengder, dvs. at maengder A,
B og C'i det fglgende vil betegne Borel-mangder, selvom der ikke hver gang gore
opmerksom pa dette. P4 samme made betegner funktioner malelige afbildninger.

2.3 PUNKTPROCESSER

Teorien om punktprocesser til beskrivelse af punktmgnstre, vandt for alvor frem
i lgbet af 1960’erne og 1970’erne med arbejde udfgrt af bl.a. Sir David Cox og
Brian D. Ripley. Senere har mange andre veeret med til at skabe den viden og de
resultater, der i dag eksisterer om punktprocesser. Gennem tiderne har der ogsa
eksisteret forskellig software til behandling af punktprocesser. Et statistikprogram
til behandling af rumlige punktprocesser er R [R Development Core Team, 2008]
med pakken spatstat, specielt udviklet til rumlige punktprocesser.

Ved benyttelse af ovenstaende malteori er det muligt at give en matematisk defi-
nition af en punktproces.

Definition 2.8 (Punktproces)
Lad S C R%, og lad S € B(R?). En punktproces X pa S er en stokastisk taellelig
delmzengde af S.

Med en stokastisk teellelig delmaengde i ovenstaende definition menes der, at enhver
realisering af X er taellelig.

Laf x veere en realisering af en punktproces X pa S C R?. For ethvert 2 C S
angiver taellemalet n(z) antallet af elementer tilhgrende maengden x jf. Definition
2.5. Teellefunktionen N : S — INg for en punktproces X pa S givet ved N(B) =
n(XNB) = n(Xp) angiver et stokastisk antal af punkter fra X, der falderi B C S,
nar B er begranset.

Definition 2.9 (Lokalt endelig)
Lad B C S ogx C S, da siges maengden x at vaere lokalt endelig, hvis n(zg) < oo,
nar B er begraenset.

En punktproces X kaldes lokalt endelig, hvis alle begraensede delmangder af re-
aliseringer af X indeholder endeligt mange punkter med sandsynlighed en. Dermed
tilhgrer alle realiseringer af X maengden

Niy ={z C Sin(zp) < oo for alle begraensede mangder B C S},

hvor elementerne i IV;; kaldes for de lokalt endelige punktmgnstre.

I denne rapport betragtes udelukkende lokalt endelige punktmgnstre og punktpro-
cesser.
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Indenfor punktprocesser benyttes ofte et mal for det stokastiske antal af punkter,
der i middel er indeholdt i en begranset mangde B.

Definition 2.10 (Intensitetsmal)
Lad X C S vaere en punktproces. Intensitetsmalet u(-) pd S er da givet ved

u(B)=E[N(B)], BCS.

Definition 2.11 (Intensitetsfunktion)
Hvis intensitetsmalet u(-) kan skrives som

u(B) = /B p(6) dé, BCS,

hvor p : S — [0,00) er lokalt integrabel, sa kaldes p(-) for intensitetsfunktionen
eller blot intensiteten af X .

Udtrykket p(£)d¢, hvor € € X, kan fortolkes som sandsynligheden for, at der er et
punkt i en infinetisimal kugle med centrum i £ og volumen d¢.

Det er muligt at identificere enhver punktproces ved det lokalt endelige stokastis-
ke taellemal N(-). Helt generelt vil det sige, at ethvert lokalt endeligt stokastisk
teellemal kan ses som en punktproces. [Moller og Waagepetersen, 2004, s. 242].

En punktproces siges at veere simpel, hvis der ikke er punkter, der falder oven i hin-
anden, dvs. at u({¢}) enten er nul eller en. I denne rapport betragtes udelukkende
simple punktprocesser.

Definition 2.12 (Homogene og inhomogene punktprocesser)
Hvis intensiteten p(-) er konstant, siges X at vaere en homogen punktproces. Ellers
kaldes X en inhomogen punktproces.

For en homogen punktproces betegner p det gennemsnitlige antal punkter pr. en-
hedsvolume.

Definition 2.13 (Fordeling af en punktproces)
Den endeligt dimensionale fordeling af de stokastiske teellefunktioner for punkt-
processen X, kaldes for fordelingen af punktprocessen X.

Det vil sige, at fordelingen af punktprocessen X er givet ved den simultane fordeling
af N(By),...,N(B,,) for alle begreensede By, ..., By, med m € INy.
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Definition 2.14 (Stationaritet og isotropi)
Lad X vaere en punktproces pa R?.

(i) Punktprocessen X kaldes stationeer, hvis dens fordeling er invariant under
translation, dvs. hvis X og X + s = {{ + s|§ € X} har samme fordeling for
ethvert s € R%.

(ii) Punktprocessen X kaldes isotropisk, hvis dens fordeling er invariant under
rotation omkring origo i R?, dvs. hvis X og OX = {O¢|¢ € X} har samme
fordeling for enhver rotation O om origo.

Stationaritet og isotropi for en punktproces medfgrer, at tellemalet og dermed
intensitetsmalet er invariant under hhv. translation og rotation.

Ligesom det er muligt at beskrive en punktproces ved at betragte fordelingen
af punkterne, er det ogsa muligt at beskrive punktprocessen ved at betragte de
mangder, hvor der ikke er nogen punkter.

Definition 2.15 (Voidsandsynlighed)
Maengder pa formen

Fg = {I‘ S le\n(xB) = 0},

hvor B er begreenset, kaldes for voidhandelser. Punktprocessen X € Fg, hvis og
kun hvis N(B) = 0. Voidsandsynligheden er defineret ved

hvor B er begrzenset.

Voidsandsynligheden kan benyttes til at bestemme en punktproces. Dette leder til
folgende saztning, hvis bevis kan findes i [Mgller og Waagepetersen, 2004, s. 244].

Smtning 2.16 [Mgller og Waagepetersen, 2004, Theorem B.1]
En punktproces er entydigt bestemt ud fra voidsandsynligheden.

Den generelle punktproces og enkelte grundlaeggende begreber er nu defineret. For
at opsummere er der altsa flere mader at karakterisere en punktproces pa, nemlig
ved en lokal endelig stokastisk delmaengde, et stokastisk teellemal, en intensitets-
funktion eller en voidsandsynlighed.

I det fglgende kapitel betragtes en bestemt type af disse punktprocesser, kaldet for
Poisson-processer. Her eksemplificeres den allerede beskrevne punktprocesteori,
ved en forholdsvis simpel punktproces.
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KAPITEL 3

POISSON-PROCESSER

Poisson-processer er en type af modeller til beskrivelse af fuldstzendig rumlig til-
feeldighed i rumlige punktmgnstre, dvs. nar der ikke er nogen vekselvirkning mellem
punkterne. Derudover benyttes de som referenceprocesser, nar der studeres sum-
mary statistics og mere avancerede punktprocesser som f.eks. Cox-processer.

Kapitlet indledes med en generel definition af Poisson-processen, samt en re-
deggrelse for under hvilke betingelser en Poisson-proces eksisterer. Desuden inde-
holder kapitlet resultater, der er anvendelige i beskrivelsen af Poisson-linjeprocesser
og i modelopstillingen for gravhgje, herunder superposition af Poisson-processer og
likelihoodfunktion for et observeret datasat, hvor punkterne antages at fplge en
Poisson-proces. Kapitlet er skrevet pa baggrund af [Mgller og Waagepetersen, 2004,
Kapitel 3.

3.1 DEFINITIONER OG RESULTATER

I det folgende betragtes punktprocesser, der er defineret pa et rum S C R og
specificeret ved intensitetsfunktionen p : S — [0,00), som er lokalt integrabel
for alle begraensede B C S. For at kunne definere Poisson-processen er det ngd-
vendigt forst at definere en binomialproces, som er en punktproces, der beskriver
ensfordelte punkter.

Definition 3.1 (Binomialproces)

Lad f(-) vaere en taethedsfunktion pd en meengde B C S, og lad n € N. En
punktproces X bestaende af n uathengige og ensfordelte punkter med tacthed
f() kaldes en binomialproces med n punkter i B med tathed f(-).

At en punktproces er en binomialproces noteres X ~ Binomial(B,n, f(-)).

Definition 3.2 (Poisson-proces)
En punktproces X pa S kaldes en Poisson-proces med intensitetsfunktion p(-),
hvis folgende egenskaber er opfyldte:

(i) For enhver meengde B C S med p(B) < oo er antallet af punkter i B
Poisson-fordelt med middelveerdi (B), dvs. N(B) ~ poi(u(B)).

(ii) For ethvert n € N og B C S med 0 < u(B) < oo gelder der, at betinget
med N(B) = n er Xp ~ Binomial(B,n, f(-)), hvor f(§) = p(§)/u(B) med
£eB.

At en punktproces er en Poisson-proces noteres X ~ Poisson(S, p(+)).
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Hvis p er konstant, kaldes Poisson (S, p) en homogen Poisson-proces pa S med inten-
sitet p og ellers kaldes den for en inhomogen Poisson-proces. Hvis en punktproces
er Poisson(S,1) kaldes den for standard Poisson-processen pa S. Fra Definition
2.14 ses det, at en homogen Poisson-proces pa R¢ er bade stationzer og isotropisk.

Pa Figur 3.1 ses to eksempler pa realiseringer af Poisson-processer pa observa-
tionsvinduet S = [0, 1] x [0, 1]. (a) Illustrerer en realisering af en homogen Poisson-
proces med intensiteten p = 100 og (b) viser en realisering af en inhomogen
Poisson-proces med intensitetsfunktionen p(z,y) = 500 exp(—5x) for (z,y) € S.
Det ses, at punkterne for den homogene Poisson-proces er jaevnt fordelt over hele
observationsvinduet, mens der for den inhomogene er en tendens til, at punkter
ligger leengst mod venstre.

Homogen Inhomogen

(a) (b)

Figur 3.1: Eksempler pd Poisson-processer pad S = [0,1] x [0,1]. (a) Homogen
Poisson-proces med intensitet p = 100. (b) Inhomogen Poisson-
proces med intensitet p(z,y) = 500 exp(—>5z) for (z,y) € S.

Voidsandsynligheden fra Definition 2.15 fas for en Poisson-proces til

1(B)°

o(B) = exp(—u(B) X5

— exp(—p(B)), (3.1)

da antallet af punkter i en Poisson-proces er Poisson-fordelt.

3.1.1 Eksistens af Poisson-processer

Det ses af det folgende, at en Poisson-proces altid vil eksistere pa S. Forst vises
eksistensen for et begraenset S.
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Saztning 3.3 [Mgller og Waagepetersen, 2004, s. 16]

Lad X vaere en punktproces pd S med n(X) ~ poi(u(S)) og X[n(X) = n ~
Binomial(S,n, p(-)/p(S)). Hvis S er begranset, eller hvis blot [ p(€)dé < oo, da
vil der altid eksistere en Poisson(S, p(-)).

Bevis:
Det skal vises, at punkt (i) og (ii) i Definition 3.2 er opfyldt for enhver delmaengde
B CS.Lad F € Niy og dermed fas

]P(XB € F,TL(XB) = k)
—E[1[Xp € F,n(X5) = k||

=Y E[1[Xp € F,n(Xp) = k||n(Xs) = n]P(n(Xs) = n)

n=0

_ u(B)* p(x;)
=exp(—u(B)) o /Bk]l[xh...,xk GF]EH(B) day ... dag

:]P’(n(XB) = k)P(XB S F|n(XB) = ]41),

hvor andet lighedstegn fglger af loven om total middelveaerdi og fjerde ligheds-
tegn folger af antagelser fra saetningen. Heraf ses det, at n(Xpg) ~ poi(u(B)) og
Xp|n(Xp) =k ~ Binomial(B, k, p(-)/u(B)). O

Hvis S derimod er ubegraenset, fplger det af nedenstaende satning, at der eksisterer
en Poisson-proces.

Saetning 3.4 [Mgller og Waagepetersen, 2004, Theorem 3.1]
En Poisson-proces, Poisson(S, p(+)), eksisterer og er entydig bestemt ud fra void-
sandsynligheden

v(B) = exp(—pu(B)),

for begranset B C S.

Bevis:

Lad & € S veere et arbitreert punkt, og lad B; = {n € Sli—1 < |n —¢| < i}
for ¢ € IN. M@ngden S er da en disjunkt forening af de begreensede B;. Lad
X =Uj, X;, hvor X; ~ Poisson(B;, p;(+)) for i = 1,2,... er uafhzengige, og hvor
pi(+) er restriktionen af p(-) pa B;. At X eksisterer folger af, at den er en forening af
Poisson-processer pa begransede maengder, som ifplge Seetning 3.3 altid eksisterer.
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Dermed er voidsandsynligheden for X, for begraensede B C S givet ved

U(B):P(XmB:QJ):ﬁP(XmB:@ H]P’ (B; N B) = 0)

i=1

—HeXp BﬂB)):eXp( (UBOB))-eXp( w(B)).

Ovenstaende er pa formen af voidsandsynligheden for en Poisson-proces jf. (3.1).
At Poisson-processen X er entydig fas af Seetning 2.16. 0

Denne sztning kan udvides til uathaengige Poisson-processer, dvs. hvis X; og X5
er uafhengige Poisson-processer pa S med intensitetsmal uq(-) og pa(-), sd er
fordelingen af (X, X2) entydigt bestemt ud fra voidsandsynligheden

PXiNA=0,XoNB=0)=P(X;NA=0)P(X,NB=0)
= exp(—p1(A4) — p2(B))

for begraensede A, B C S.

3.1.2 Poisson-udvikling

Ofte benyttes fglgende saetning i forbindelse med beviser angaende Poisson-processer.

Setning 3.5 (Poisson-udvikling) [Mgller og Waagepetersen, 2004, Proposition 3.1 |
Lad X veere en punktproces pa S. Da geelder der

(i) X ~ Poisson(S, p(-)), hvis og kun hvis der for alle B C S med u(B) =
p < oo og alle meengder F' C N;r geelder, at
" p(&)de 1l der F C Ny geeld

exp(—u(B))
n!

P(Xp € F) = i

n=0

/ 1{z1,...,xn} € F) Hp(xi)darl cooday,
i=1

(3.2)
hvor integralet for n = 0 skal lzeses som 1[() € F].

(ii) Hvis X ~ Poisson(S, p(-)), sd geelder der for positive og malelige funktioner
h: Ny —[0,00) og BC S med pu(B) < oo, at

n

Eh(Xp)] = exp(=n(B)) /B h({zr,... o)) [] plei)des ... de,.

n!
n=0 i=1
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Bevis:
(i) Antag, at X ~ Poisson(S, p(-)), da geelder det ifglge Definition 3.2, at

i P(X N B € F|N(B) = n)P(N(B

P(XpeF) = )=n)
n=0
N e (BN B TP
= nz::o p(—p(B)) = /(XﬂBeF)"il_[l:U(B) day ... dz,
= ZWL ]l[{xl,...,xn}EF]Hp(l”i) dzy ... dzy,.
n=0 ’ " i=1

Antag dernaest, at P(Xp € F) er givet som i (3.2) for alle F* C N;s. Specielt gaelder
der for Fg € F jf. Definition 2.15, at

P(Xp € F) = P(n(X5) = 0) = exp(~u(B)),

og ifplge Saetning 3.4 er X dermed en Poisson-proces med intensitetsmal u(B) =
Jg (&) d&.

(ii) Fremgangsmaden er at benytte et resultat fra integrationsteorien, om at en-
hver positiv, malelig funktion jf. [Berg og Madsen, 1970, s. 45] kan fas som en
graensefunktion af en voksende fglge af simple malelige funktioner. I forbindelse
med punktprocesser kaldes bevismetoden ogsa standardbeviset. Fra (i) fas

E[l[Xp € F]] =P(Xp € F)
o0 o B n
:ZLM/ ]l[{xl,...,zn}EF]Hp(zi) dey ... dzy,.
n! n
n=0 i=1
Da h(-) er positiv og malelig, gelder at h,,(z) = > ;v a;ml[z € F;,,] og at
limy,— 00 A () = h(z). Dermed fas

_$" expl-uB)

E | a;iml[Xp € Fipl -

i=1

n=0

Bn

hon({x1,. .. 20}) H plx;) dey ... dzy,.
i=1

Hernzest beregnes E[h(Xp)] vha. ovenstaende til
E[h(Xp)] = lim Ehn(Xp)]

oo n

xp(—p(B)) :
:;epn/!i/m n}glmhm({xl""’x"})gp(xi) dzy ... dz,
> exp(—u(B n
ZQW/BR h({xb---,xn})il;[lp(xi) dzy ... dz,.
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3.1.3 Uathangige Poisson-processer

Betingelse (ii) i Definition 3.2 kan erstattes af den betingelse, at N (B1), ..., N(B,)
er uafhaengige for disjunkte meengder By,..., B, C S og n > 2. Denne egenskab
kaldes uathaengig spredning og vises af det fglgende.

SEEtIliIlg 3.6 [Mgller og Waagepetersen, 2004, Proposition 3.2]
Hvis X er en Poisson-proces pa S, sa er Xp,,XBp,,... uathengige Poisson-
processer, for disjunkte maengder By, By,... C S.

Bevis:
Dette bevises ved induktion. Antag, at X ~ Poisson(S, p(-)), og antag at F; € Ny,
fori=1,2,....

Basistrin: Lad n = 2, dvs. lad By, B C S vaere begransede og disjunkte meengder,
oglad B= By UBy. Daer

P(Xp, € F1,Xp, € Fy)

- M/ 1[Xp, € F1, Xp, € B3] [[ plas) das ... da, (3.3)
n=0 : n bl
> k
zzwf 1z, o} € B [ ples) dar .. doy
Kl - |
k=0 iy Py
3 M/ no
n; (n—k)! et 1{zk+1,..-, 20} € Fo] jzlgrl p(z;) drggq ... day,

=P(Xp, € F1)P(Xp, € ),

hvor linje (3.3) folger af Seetning 3.5. Heraf ses det, at X5, og Xp, er uafthengige.
Induktionstrin: Antag, at ssetningen er geeldende for n disjunkte maengder, dvs. nar
By,...,B, C S er begraensede disjunkte maengder. Lad By,...,B,+1 C S vare
begraensede disjunkte maengder, og lad BiUBsU...UB,, =D og B=B,;1UD,
da fas

P(XD c FD,XB S Fn+1) :P(XD S F‘D)IP’(AXBH_*_1 c Fn+1)

—P(Xp, € F1)---P(Xp, € F,)P(Xp,,, € Foi1),

n+1

n+t1

Dermed er Xp, ,..., Xp,, uafheengige Poisson-processer for begreensede disjunkte
mengder B; C Sfori=1,2,....

Da enhver delmangde af S er et teelleligt antal foreninger af begraensede delmaengder
af S, geelder saetningen for alle disjunkte maengder By, Ba,... C S. 0
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3.1.4 Slivnyak-Meckes s&tning

To seetninger for Poisson-processer, der er anvendelige senere, er Slivnyak-Meckes
seetninger. Beviset for saetningerne findes i [Mgller og Waagepetersen, 2004, s.21].

Seetning 3.7 (Slivhyak-Meckes Smtning) [Mgller og Waagepetersen, 2004, Th. 3.2]
Lad X ~ Poisson(S, p(-)), da gaelder for funktioner h : S x Ny — [0, 00), at

B\ e X\6)| = [ Bl X)]0(6) de

fex

Venstre side af lighedstegnet er endeligt, hvis og kun hvis hgjre side er.

Sztning 3.8 (Udvidet Slivnyak-Mecke) [Mgller og Waagepetersen, 2004, Th. 3.3]
Lad X ~ Poisson(S, p(+)), da gelder for ethvert n € IN og enhver funktion h :
S™ x Njy — [0,00), at

£
E Z h(gla"'7£naX\{§la"'7§n})
&1,..,6n€X
:/WE[h(sl,..‘,sz)}Hp(&-) déy -+ dén,

i=1

hvor # over summationstegnet betyder, at &’erne skal veere parvis forskellige.

3.1.5 Superposition og uafhangig udtynding

Nar der senere opstilles modeller for dataseaettet gravhgje benyttes resultater om
superposition og udtynding af Poisson-processer.

Definition 3.9 (Superposition)
En disjunkt forening Ufil X, af punktprocesser X1, Xs, ... kaldes en superposi-

tion.

Pa Figur 3.2 ses eksempel pa superposition af to homogene Poisson-processer.
Figur (a) og (b) illustrerer to homogene Poisson-processer og figur (c) viser en
superposition af (a) og (b).
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(a) (b) (c)

Figur 3.2: (a)(b)Realiseringer af homogene Poisson-processer med intensitet
hhv. p = 20 og p = 10 p& S = [0,1] x [0,1]. (c) Superposition af
de to Poisson-processer i (a) og (b).

Definition 3.10 (Uatheengig udtynding)
Lad p : S — [0,1] veere en funktion og X en punktproces pa S. Punktprocessen
givet ved

Xonin = {€ € X[R(£) < p()},

hvor R(§) ~ unif([0,1]) for £ € S, med R(£)’erne uafthangige af hinanden og af
X, kaldes en uathaengig udtynding af X med bevaringssandsynlighed p(-).

Pa Figur 3.3 ses eksempel pd udtynding. (a) er en realisation af en homogen
Poisson-proces, og (b) illustrerer en udtynding af (a) med bevarelsessandsynlighe-
den p = 0.5.

Det ses af fglgende to seetninger, at Poisson-processer forbliver Poisson-processer
under bade superposition og uafhaengig udtynding.

S&ztning 3.11 [Mgller og Waagepetersen, 2004, Proposition 3.6]
Lad X; ~ Poisson(S, p;(+)), ¢ = 1,2,..., veere indbyrdes uafhaengige og p(-) =
S-oey pil+) veere Iokalt integrabel. Da gaelder

(i) X =;2, X, er en superposition med sandsynlighed en.

(ii) X ~ Poisson(S, p(-)).

Bevis:
(i) Betragt en disjunkt inddeling af S i begransede meengder B;, dvs. S = J:, B;.
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(a) (b)

Figur 3.3: (a) Realisering af homogen Poisson-proces med intensitet p = 50 pa
S =[0,1] x [0,1]. (b) Udtynding af (a) med bevarelsessandsynlighed
p=0.5.

Da gelder

]P)(leXQ #@) :IP)(X1 ﬂXQﬂS#@) =P (G(X1 szﬂBi) #@)
=1

<Y P(X1NXoNBi #0) =Y (1-P(X1NX,NB; =10)),
=1

i=1

hvor uligheden fglger af udtryk (2.1). For ethvert begreenset B C S gaelder det, at
P(X1NXsNB=0)=1,da X; og X5 er uathaengige Poisson-processer. Det er nu
vist, at X; og X5 er disjunkte med sandsynlighed en, og dermed er X = X;UX5 en
superposition. Beviset for, at X = [J;=, X; er en superposition, folger af induktion.

(ii) Det vises nu, at X = (J;2, X; er en Poisson(S, p(-)) vha. Seetning 3.4:

P(Xp=0)=]]P(XinB=0)= Hexp(*m(B)) = exp ( Z/Bm(f) dé)

i=1
= exp <— /B > pi(9) d§> = exp(—u(B)),
i=1
hvilket genkendes som voidsandsynligheden for en Poisson-proces. (|

Ved benyttelse af ovenstaende saztning fas det, at Figur 3.2(c) er en realisation af
en Poisson-proces med intensiteten p = 30, da den er superposition af Poisson-
processer med intensitet hhv. p = 20 og p = 10.
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Saatning 3.12 [Mgller og Waagepetersen, 2004, Proposition 3.7]
Antag, at X ~ Poisson(S, p(+)) udsettes for en uathangig udtynding med beva-
ringssandsynlighed p(§) for £ € S, og lad

pemin(§) = p()p(§), E€S.

Da er Xinin 0g X\ Xinin uathaengige Poisson-processer med intensitetsfunktioner
henholdsvis punin(-) 0 p(-) = pinin(-)-

Bevis:
Lad pgnin(+) veere givet ved punin(B) = fB Pehin (&) d€. Ifplge Definition 3.10 vil der
for et begraenset A C S geelde, at

P(Xtnin N A = 0) = E[E[1[X¢nin N A = 0]| X]]

i e_N(A) n
- Z ol /n E[1[Xihin N A = 0]|X] Hp(wz) dzy ... dx,
=0 1=1
> 67“(‘4) n n
= go p /n 1;[1(1 —p(z:)) 1;[1 plx;) dzy ... dz, (3.4)
_um s~ L - n
S (fa e «)

— e exp ( [ a=nenne da)

- e—uchin(A)7
hvor linje (3.4) kommer af, at alle x; € X N A er frasorteret med sandsynlighed
1 — p(z;) uatheengigt af hinanden.

Ved tilsvarende udregninger fas

P((X\X¢hin) N B = @) = exp(—(u(B) — piehin(B)))-

Altséa er bade Xipin 0og X \ X¢nin Poisson-processer da ovenstaende voidsandsyn-
ligheder er voidsandsynlighederne for en Poisson-proces.

Uafheengigheden fas ved fglgende udregning for begraensede A, B C S.
P(Xohin N A = 0, (X\Xtnin) N B =0)
=P(XNANB =0, Xpin N (A\B) = 0, (X\ Xinin) N (B\A) = 0)
—P(X 1 AN B = 0) P(Xesin N (A\B) = 0) P((X\Xunin) ) (B\A) = 0)
=exp (—p(B) — punin(A) + finin(B))
=P(Xthin N A = 0)P((X\X¢nin) N B =0).
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Af ovenstaende satning folger det, at Figur 3.3(b) er en Poisson-proces med in-
tensiteten p = 0.5 - 50 = 25.

3.1.6 Markede Poisson-processer

Poisson-processen findes ogsa i en market udgave, der defineres i det folgende.
En meaerket punktproces kan eksempelvis fas ved til ethvert punkt at knytte et
meéerke, der kan indeholde en yderligere information. Som beskrevet i indledningen
kunne dette maerke betegne alderen af gravhgje eller stgrrelsen af gravhgjene.
Seetningerne i dette afsnit bevises ikke, men beviserne for setningerne kan findes
i [Moller og Waagepetersen, 2004, s. 25|

Definition 3.13 (Maerket Poisson-proces)

Lad Y ~ Poisson(T, ¢(-)), og lad endvidere merkerne {m¢|§ € Y} C M vere
uafheengige givet Y, hvor M kaldes maerkerummet. Da kaldes X = {(&,m¢)|€ €
Y} for en merket Poisson-proces. Endvidere galder det, at hvis maerkerne er
ensfordelte med fordelingen @, kaldes (Q markefordelingen.

Det er i nogle tilfaelde muligt at beskrive en Poisson-proces ved hjelp af en maerket
Poisson-proces af lavere dimension, eller omvendst.

Saetning 3.14 [Mgller og Waagepetersen, 2004, Proposition 3.9]

Lad Y ~ Poisson(T, ¢(-)). Lad endvidere X = {(§,m¢)|§ € Y} veere en maerket
Poisson-proces med m¢ € M C RP, hvor hvert maerke m¢ betinget med Y har
teethed pe(-), der ikke aftheenger af Y\¢. Lad endvidere p(&,m) = @(§)pe(m), da
gealder det, at

(i) X ~ Poisson(T x M, p(+)),

(ii) hvis taetheden pa M defineret ved r(m) = [, p(§,m)d¢ er lokalt integrabel,
sa er {me¢|§ € Y'} ~ Poisson(M, (-)).

Det bgr bemaerkes, at ikke alle Poisson(T x M, p(-)) er maerkede Poisson-processer,
og heller ikke alle maerkede Poisson-processer er Poisson-processer.

3.2 TATHEDER FOR POISSON-PROCESSER

I det fglgende behandles begrebet absolut kontinuitet, der beskriver sammenhzaen-
gen mellem to punktprocesser, der er defineret pa den samme mangde. Begrebet
og de efterfglgende resultater benyttes i senere kapitler.
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Definition 3.15 (Absolut kontinuitet)

Hvis X og Y er to punktprocesser defineret pa det samme rum S, sa siges for-
delingen af X at veere absolut kontinuert mht. fordelingen af Y, hvis og kun hvis
der eksisterer en funktion f : N;y — [0, 00], sdledes at

P(X € F) =E[1]Y € F]f(Y)],  FCNy.

Funktionen f(-) kaldes taetheden for X mht. Y.

Poisson-processer defineret pa samme mangde er ikke altid absolut kontinuerte
mht. til hinanden, hvilket fglgende satning udtrykker.

Saetning 3.16 [Mgller og Waagepetersen, 2004, Proposition 3.8]
Lad py,ps : S — [0,00) veere intensitetsfunktioner, sadan at ju1(S) = [ p1(§) d§

og p2(S) = [4p2(€) df er endelige, og sa pi(&) > 0 = pa(§) > 0. Sd er
Poisson(S, p1) absolut kontinuert mht. Poisson(S, ps), med tatheden

F(y) = exp(us(S) — 11 (S) EH ggg (3.5)

for endelige punktmgnstre y C S.

Bevis:
Lad X ~ Poisson(S, p1), ¥ ~ Poisson(S, p2). Det skal vises, at med tathedsfunk-
tionen fra (3.5) er Definition 3.15 opfyldt. Ved benyttelse af Seetning 3.5 fas

By e £ =30 SRR [ gy e Fexplua(s) - ()
D T
ey T _
1,0 EPZ(%) dy; ... dy,
=P(X € F)

O

For alle reelle tal py, p2 > 0 glaeder, at Poisson(IR?, p;) er absolut kontinuert mht.
Poisson(R?, p,), hvis og kun hvis p; = py jf. [Mgller og Waagepetersen, 2004, s.
25].

En Poisson-proces defineret pa en begreenset maengde S er altid absolut konti-
nuert mht. standard Poisson-processen. For et begranset S har en Poisson (S, p)
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taetheden

f(@) = exp(IS| = u(9) [T £(9), (3.6)

Eex

mht. Poisson(S, 1), og med samme fremgangsméade som i beviset for Saetning 3.16
ses det, at Poisson(S, p) er absolut kontinuert mht. Poisson(S, 1).

3.2.1 Likelihoodfunktion for Poisson-proces

I det fplgende antages det, at fordelingen af en punktproces X kan specificeres ud
fra en teethed i en parametrisk familie {f(-)| § € ©}, © C RP, af teetheder f(x|6)
mht. standard Poisson-processen Y pa S C R¢, hvor |S| < oo.

Betragt en realisation = af en punktproces X, hvor tethedsfunktionen mht. stan-
dard Poisson-processen er f(z|6). Dermed er likelihoodfunktionen for 6 givet ved

L(0lx) = cf (x]6), (3.7)
hvor ¢ € R;..
Med udgangspunkt i (3.7) er det muligt at definere log-likelihoodfunktionen ved

£(0|x) = log(f(x]0)) + log(c).

I den resterende del af rapporten angives likelihoodfunktionen ofte kun op til pro-
portionalitet.

Lad x veaere en realisering af Poisson(S, p) pa en begraenset mangde S C R. Da
er likelihoodfunktionen for en Poisson-proces mht. standard Poisson-processen jf.
(3.6) og (3.7) givet ved

L(0]x) = exp(— H p(€ (3.8)
Eex

og ligeledes fas log-likelihoodfunktionen for Poisson-processen til

0(0lz) = —pu(S) +log | [T p(&) | = —n(S) + > _log (p(€))

§€x tex

I det folgende kapitel gennemgas summary statistics for punktprocesser. Disse
benyttes senere til analyse af datasaettet gravhgje, og til at afggre hvor godt de
forskellige opstillede modeller stemmer overens med datasattet.
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KAPITEL 4

SUMMARY STATISTICS

I dette kapitel introduceres de forskellige summary statistics, der i senere kapitler
bliver brugt til beskrivelse af punktmgnstre. Summary statistics benyttes til at
give en opsummering af punktmgnstre i form af en enkelt graf. Ud fra en summa-
ry statistic er det muligt at afggre, om et punktmgnster har stgrre eller mindre
clustertendenser end en realisering af en Poisson-proces.

I forbindelse med analyse af et punktmgnster, er en vigtig del derfor at estimere
forskellige summary statistics fra punktmgnstret, og sammenligne dem med de
tilsvarende summary statistics beregnet for en Poisson-proces eller estimeret ud
fra en realisation af en Poisson-proces.

Summary statistics anvendes ofte til modeltjek, saledes at en summary statistic
beregnes eller estimeres for en opstillet punktproces og sammenlignes med den
estimerede fra punktmgnstret.

I det folgende gennemgas andenordens egenskaber for punktprocesser, hvorefter
summary statistics med udgangspunkt i fgrste og andenordens egenskaber behand-
les. Afslutningsvis indfgres og estimeres summary statistics for andenordens egen-
skaber baseret pa afstande mellem par af punkter. Kapitlet er skrevet pa baggrund
af [Mgller og Waagepetersen, 2004, Kapitel 4].

Gennem hele kapitlet betegner X en rumlig punktproces pa R? med intensites-
funktion p(-) og teellemal N(-).

4.1 ANDENORDENS EGENSKABER

I dette afsnit behandles fgrste og andenordens egenskaber for det stokastiske tzellemal
N(B) for mzengder B C RY, der er beskrevet af intensitetsmélet og det andenor-
dens faktorielle momentmal.

Intensitetsmalet er givet i Definition 2.10 som u(B) = E[N(B)], hvor B C S
og kaldes en fgrsteordens egenskab. Det andenordens faktorielle momentmal, der
kaldes en andenordens egenskab, defineres ved:

Definition 4.1 (Andenordens faktorielle momentmal)
Det andenordens faktorielle momentmal o?(-) pa R% x R? er givet ved

#
a?(C)=E| Y 1[Enec], CCR!xR™
EmeX
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Definition 4.2 (Andenordens produkttaethed)
Hvis det andenordens faktorielle momentmal o) (-) kan udtrykkes ved

a®(C) = / / 1[(6,n) € Clp® (,n) dédy, C C RY x RY,
R4 JRE

med p®(-) > 0, kaldes p®)(-) for andenordens produkttatheden.

Udtrykket p(® (&, 7)dédn, hvor €,1 € X kan tolkes som sandsynligheden for, at X
har et punkt i bade kuglen med centrum i £ og volumen d¢ og kuglen med centrum
i og volumen dn.

Folgende sztning benyttes ofte i forbindelse med beviserne i dette kapitel. Til
forskel fra Seetning 3.7 og Saetning 3.8, gaelder Seetning 4.3 generelt og ikke kun
for Poisson-processer.

S:Btning 4.3 (Campells saetning) [Mgller og Waagepetersen, 2004, Proposition 4.1]
Lad X have andenordens produkttzethed p?)(-). Da geelder det for funktionerne
hi:R? —[0,00) og ho : R x R? — [0, 0), at

B Y )] = [m©oe) & os

feX

£
E Z h2(£a 77)

EneX

=//h2(§,n)p(2)(§,n) dgdn.

Bevis:
Fra Definition 2.10 fas

B (Y 1lee B| —EIN(E) = [ 1le€ Blo(©) d.

feX
og fra Definition 4.2 fas

#

E| S 1]En) eq)| =a®(C) = / / 1[(€.n) € o™ (.1) dedn.

EneX

Ved benyttelse af standardbeviset, omtalt i beviset for Saetning 3.5, folger satnin-
gen. d

For at kunne sammenligne andre punktprocesser med Poisson-processen udfra an-
denordens produkttatheden, vises folgende.
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Saztning 4.4 [Mgller og Waagepetersen, 2004, s. 31]
Lad X vare en Poisson-proces med intensitet p(-). Andenordens produkttaetheden
er da givet ved

P2 (&,m) = p(&)p(n).

Bevis:
Antag, at X er en Poisson-proces med intensitet p(-), og at C = A x B, hvor
A, B € R%. Dermed fas det jf. Definition 4.2, at

#

| [ e acan=E| 3 1igeanen

§neX

= [ Bl e A B0t dedn

- [ oo s

hvor den udvidede Slivnyak-Mecke Saetning 3.8 er benyttet. Dermed er det vist,
at p?(&,m) = p(§)p(n). O

Folgende satning giver et udtryk for p(-) og p(®(-) efter en uafheengig udtynding
af en punktproces.

Saetning 4.5 [Mgller og Waagepetersen, 2004, Proposition 4.2]

Lad X have intensitetsfunktion p(-) og andenordens produkttaethed p'?(-), og lad
Xinin veere en uathzengig udtynding af X med bevaringssandsynlighed p(€), hvor
¢ e R®. Da er intensitetsfunktionen og andenordens produkttaetheden for Xinin
givet ved

pnin(€) = p(E)p(E)  0g  plol(Em) = p(E)p(n)p™ (£, m).

Bevis:
For ethvert B C R% geelder det, at

penin(B) =E[n(Xenin N B) =E | Y 1[¢ € B]
€€ Xtnin

~E | > po1ee 8| = [ pe)n(o) ac.

feX
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hvor sidste lighed kommer af Saetning 4.3. Dermed er pihin (§) = p(€)p(€). Tilsva-
rende fas pgign(g,n) = p(&)p(n)p@ (&,1) ved at betragte C C RY x RY. g

4.1.1 Parkorrelationsfunktionen og det andenordens reduc-
erede momentmal

Parkorrelationsfunktionen og det andenordens reducerede momentmal benyttes
ofte til at konstruere summary statistics. Parkorrelationen kan bruges til at un-
dersgge, om en punktproces har stgrre eller mindre clustertendenser end Poisson-
processen.

Definition 4.6 (Parkorrelationsfunktion)
Hvis bade p(-) og p'?(-) eksisterer, er parkorrelationsfunktionen defineret ved

B P2 Em o p(§)p(n) # 0,
9(&m) = { 0" o p(&)p(n) = 0.

Seetning 4.4 giver, at g(-) = 1 for en Poisson-proces. Hvis g(-) > 1 for en punkt-
proces, har denne stgrre clustertendenser end en Poisson-proces, og hvis g(+) < 1
er en punktproces mere reguleer end en Poisson-proces.

Af Seetning 4.5 folger det, at parkorrelationsfunktionen er invariant under uathaengig
udtynding af en punktproces, da ginin(:) = ¢(+). Hvis X er stationer, er g(-) in-
variant under translation, saledes at g(&,n) = g(§ — ), da p(-) er konstant for en
stationaer punktproces.

En svagere stationaritetsbetingelse er den andenordens intensitetsgenvagtede sta-
tionaritet.

Definition 4.7 (Andenordens intensitetsgenvaegtet stationaritet)
For A,B C RY 0g 0 < |A| < co defineres malet

1| & 1eAn—€cB]
KO S| 2 T e |

hvor led i summen er lig 0, hvis p(§)p(n) = 0. Er malet uathaengig af valget
af A kaldes K(-) det andenordens reducerede momentmal, og X siges at vaere
andenordens intensitetsgenvaegtet stationaer.

Sammenhangen mellem g(-) og K(-) illustreres i fplgende satning.
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Saztning 4.8 [Mgller og Waagepetersen, 2004, s. 33]
Hvis parkorrelationsfunktionen for en punktproces X er translationsinvariant,
dvs. g(&,n) = g(§ —n), er X andenordens intensitetsgenvaegtet stationzer og

MBﬁiéﬂmd@IMHﬁ=£—m BCR

Bevis:
Fra Definition 4.7 og Saetning 4.3 fas

K(B) = ﬁ//n[g € A€ —n € Blg(¢.n) dedy

:ﬁ/B/Ag(g,g—ﬁ) dﬁdﬁz/Bg(ﬁ) dn,

hvor sidste lighed fas da g(-) er translationsinvariant. Da KC(-) er uathaengig af val-
get af A, er X andenordens intensitetsgenvagtet stationaer. (]

I naeste saetning ses det, at IC(+) ogsd er invariant under uatheengig udtynding.

Saetning 4.9 [Mgller og Waagepetersen, 2004, Proposition 4.3]

Lad Xini, veere en uathaengig udtynding af en andenordens intensitetsgenvaegtet
stationaer punktproces X. Da er Xini, andenordens intensitetsgenvaegtet sta-
tioneer, og Kinin(B) = K(B).

Bevis:
Fra Definition 4.7 og Saetning 4.5 fas

#

1 1€ A —ne B
Kinin(B) = —E
thin(B) |A| _£,n€z);cmn Pinin (§) Penin (1)
g i 1[¢ € A& —n € Blp(©)p(n)
Al | enex Pinin (§) Penin (1)
1 [ & tgeac—nesn
- __F -
A 5,,,%:)( p(&)p(n)
= K(B)
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4.2 ANDENORDENS SUMMARY STATISTICS

I dette afsnit indfores K og L-funktioner, og der foretages ikke-parametrisk esti-
mation af disse.

Ved at betragte K(B), hvor B = b(0,r) er en kugle med centrum i 0 og radius r,
indfgres definitionerne pa K og L-funktionerne.

Definition 4.10 (K og L-funktionerne)
For en andenordens intensitetsgenvagtet stationzer punktproces X pa R? de-
fineres K og L-funktionerne for r > 0 ved

wWd

K(r) = K(b(0.r) og L<r>=<K(”)d,

hvor wg = 72 /T'(14d/2) er det d-dimensionale volumen af enhedskuglen b(0, 1).

Ovenstaende definition giver ifglge Definition 4.7 for en stationaer punktproces X
med intensitet p, at

=
K(r) = 2|1A| S tlgedle—yl <]
&neX

Funktionen K(-) beskriver i det stationere tilfzelde hvor stor tiltreekning, der er
mellem punkter, saledes at pK (r) beskriver det forventede antal punkter inden for
afstanden r om et tilfeldigt punkt £ € X.

I visse situationer er det lettere at arbejde med L(r) — r, da den er lettere at
afbillede og genkende end K (r). For smé r > 0 galder der for Poisson-processen,
at L(r) —r = 0, hvilket ses ved

1 Z g e AlE—n| <7 1 a
L(r) = E ’ = = ——|Alwgr?] =r.
O\ |2 e <wdA| ar ) '

Hvis L(r) —r > 0, er der storre clustertendenser end ved Poisson-processen, og
hvis L(r) — r < 0, er processen mere reguler end Poisson-processen.

Ofte er det ikke muligt at beregne en summary statistic, og det er derfor ngdvendigt
at estimere disse, hvilket ggres i Afsnit 4.2.2. Hertil skal der benyttes estimater af
intensitetfunktionen, hvilket derfor gennemgas forst.
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4.2.1 Ikke-parametrisk estimation af intensitetsfunktionen

Intensitetsfunktionen for et observeret punktmenster er ofte ukendt og skal derfor
estimeres. Ved estimering behandles kun tilfaelde, hvor et enkelt punktmgnster
Xy = x er observeret i et begraenset vindue W C RY med 0 < |W| < oo.

I det homogene tilfeelde er det ikke-parametriske estimat

p=" (4.1)

et oplagt unbiased estimat af intensitetsfunktionen, da det udtrykker det gennem-
snitlige antal af punkter pr. areal.

Til det inhomogene tilfzelde skal begrebet kerne benyttes.

Definition 4.11 (Kerne)
Funktionen k(-) kaldes en kerne, hvis £ — k(£ — ¢) er en taethed for alle ¢ € RY.

I det inhomogene tilfaelde er et muligt ikke-parametrisk kerneestimat af intensitets-
funktionen givet ved

ﬁb(£)=ZM7 Eew,

o= cwp(n)

hvor ky(-) er en kerne med bredde b > 0, dvs. ky(€) = k(£/b)/b%. Da W er be-
greenset, skal k;(-) skaleres med

ewa () = /W k(€ — ) de.

Dermed sikres det, at k() integrerer til en pa W. Estimatet af intensitetsfunktio-
nen atheenger normalt af valget af b, mens valget af k(-) er mindre vigtigt.

Saetning 4.12 [Mgller og Waagepetersen, 2004, Lemma 4.1]
Lad

O =32 e ew,

new cwb (1)

hvor cwy(n) = [y ko(§ — n)dE. Da er estimatet [, py()d€ et unbiased estimat
af p(W).
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Bevis:
Ved benyttelse af Campells Saetning 4.3 fas, at

B [ e e = [ B BED g [ o) ay = uow).
w w w

=% cwp(n)

4.2.2 Ikke-parametrisk estimation af K, K og L-funktionerne

Nar et ikke-parametrisk estimat af k() gnskes, kan folgende lemma benyttes, hvor
beviset kan findes i [Mgller og Waagepetersen, 2004, s.37].

SEEtIliIlg 4.13 [Mgller og Waagepetersen, 2004, Lemma 4.2]
Lad [W N We| > 0 for alle § € B, hvor We = {£ +n|n € W} er en translation af
W . Lad ligeledes X veere andenordens intensitetsgenvaegtet stationzer. Da er

—— 1[n — ¢ € B
KB = D e AW, 42)

et unbiased estimat af K(B).

Nar K(-) estimeres i Seetning 4.13, vil der, hvis f.eks. B = b(0,r), og W er rektan-
guleer, kreeves, at r er mindre end den mindste side i W, sa |[W N W[ # 0.
Seetning 4.13 giver et unbiased estimat af C(B), hvis p(-) er kendt. I praksis er p(-)

dog ikke kendt, sa p(&)p(n) i (4.2) ma erstattes af estimatet p(&)p(n). Det giver
estimatet

R | )

K(B) = — ; (4.3)
{nex P(ﬁ)P(U”W N W77—5|

som er biased, dap( )p(&) # p(n)p(€).
I det homogene tilfzelde er estimatet af K (r)

1fn - ¢l <r]
0 Z W AW, —¢|
§neEx
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unbiased, da A i Definition 4.7 kan veaelges til W N W, _¢, sa

A L L=l <]
E[K(r)}:ﬂi ?g;x waw |~ KO

&=
bh
=
=
/N
i>
=
N~
-
N
&=

/N
ey
S
~—
| I
=
Il
=
=

4.2.3 Kantkorrektion

Kantkorrektionsfaktorer tager hgjde for, at punkterne i observationsvinduet kan
vekselvirke med punkter udenfor observationsvinduet, dvs. punkter der ikke er
observeret. Eksempelvis er veegten |W N W, _¢|~! i ligning (4.2) en kantkorrek-
tionsfaktor.

Et simpelt alternativ er minus sampling. Dette opnas ved for » > 0 at lade
Wer = {n € Wlb(n,r) C W}

betegne mangden af punkter i W, hvor afstanden fra et punkt til greensen af W
er stgrre end r. Ved benyttelse af minus sampling vil

o - 1[n—¢ € B
KB)= 3 p(E)p(n)|We,| (44

fcxncenWe,

veere et unbiased estimat af C(B), der dog bliver biased, hvis p(£)p(n) erstattes af
et estimat. Der er et tab af information i dette estimat, da det ikke er alle par, hvor
17— & € B, som medregnes, i modsatning til summen i (4.3), hvor alle observerede
par af punkter er inkluderet.

I tilfzelde hvor der er givet tilstraekkeligt data, og hvor meget hoje vaegte |W N
W, —¢| ™1 er givet til nogle par af punkter i (4.3), kan det vaere at foretraekke at
bruge (4.4). Ellers vil fa data fa stor betydning, hvis de ligger langt fra hinanden.

4.2.4 Ikke-parametrisk estimat af parkorrelationsfunktion

For estimation af parkorrelationsfunktionen antages det, at g(&,n) = g(|¢—n|), der
kun afhaenger af afstanden mellem de to punkter, er isotropisk. Et muligt estimat
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er

1 & kr—|n—¢)

d—1 — ’
Tar " ¢ nex PE)p(MIW N W _¢|
hvor k(&) = k(£/b)/b, € € R, for en kerne k(-) og bredde b > 0, og hvor det er
antaget, at |[W N We| > 0 for || < r. Estimatet §(r) forventes at veere teet pa g(r)
for tilpas lille b, hvis p(&)p(n) er tet pa p(&)p(n).

9(r) =

4.3 AFSTANDSBASEREDE SUMMARY STATISTICS

I dette afsnit indfgres tre summary statistics kaldet F, G og J-funktioner. Disse
adskiller sig fra K og L-funktionerne, ved at vaere baseret pa afstande mellem par
af punkter og ved kun at veere defineret for stationsere punktprocesser. Afsnittet
afsluttes med at estimere disse funktioner.

Definition 4.14 (F, G og J-funktionerne)

Lad X veere en stationzer punktproces. Den tomme mangde funktion F(-) de-
fineres til at veere fordelingsfunktionen for afstanden fra et fast punkt n € RY til
det nermeste punkt i X, dvs. at

F(r)=P(X Nb(n,r)#0), r>0.

Den nzrmeste nabo funktion G(-) defineres for en arbitraer meengde A C R med
0 < |A] < o0, ved

Gr)= B | 3 1R\ NHEn #0]| . >0
P EeEXNA
J-funktionen defineres ved

J(r) = 1_?8 for F(r) < 1.

G-funktionen kan fortolkes som fordelingen af afstanden fra et punkt i X til den
naermeste nabo. Pa grund af stationariteten atheenger G(-) ikke af valget af A.

S:Btning 4.15 [Mgller og Waagepetersen, 2004, s. 36]
For en stationzer Poisson-proces pa R¢ med intensitet p gaelder der for r > 0, at

F(r) = G(r) = 1 — exp(—pwar?) og J(r)=1.
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Bevis:
Ved benyttelse af Definition 4.14 og Seetning 4.3 fas

G(r) = @ /A P((X\€) Nb(E,r) # 0) dé = @ /A P(X N by, ) # 0) de
=P(X Nb(n,r)#0)=F(r).

Ved benyttelse af, at volumet af en d-dimensional kugle b(0,7) C R? er givet ved
1b(0,7)| = (7r?)¥2 /T (1 + d/2), fas

B(X Nb(E,r) #0) = 1 — B(X Nb(E,r) = 0) = 1 — exp(—u(b(0, 7))

(7””2)d/2 d
=1—exp (—pw =1 — exp(—pwgr®).

At J(r) = 1 folger af, at G(r) = F(r). -

For sméa veerdier af » > 0 indikerer F(r) < G(r) eller J(r) < 1 clustertendenser,
og F(r) > G(r) eller J(r) > 1 en tendens til frastgdning blandt punkterne i en
punktproces. Bemaerk at J(r) = 1 ikke betyder, at en punktproces er en Poisson-
proces.

4.3.1 Ikke-parametrisk estimation af F-, G- og J-funktionerne

En mulig estimation af F(-) og G(-) er udledt af minus sampling. Lad d(§, B) =
inf{|¢ —n| |n € B} veere den korteste afstand fra et punkt & € RY til en maengde
B C R% Lad I C W betegne et endeligt reguleert gitter af punkter. Da er

Fm:in(mlwer) Y LdE ) <]

EGIQW@T

et unbiased estimat af F'(r).

Egenskaben unbiased er normalt uopnaelig for mange estimatorer i rumlig statistik,
men istedet er de ofte ratio-unbiased, dvs. at de er pa formen § = Y/Z, hvor
0 = E[Y]/E[Z]. Eksempelvis er

A 1

Gr) = oo Y L€ 2\¢) <7]

P‘Wer‘ ceanWo,

et ratio-unbiased estimat af G(r), for |[Wg,| > 0. Givet estimaterne for F(r) og
G(r) fas estimatet

af J(r), for F(r) < 1.
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4.4 ENVELOPES FOR SUMMARY STAISTICS

I dette afsnit gennemgas kort, hvorledes summary statistics kan anvendes til mo-
deltjek af punktprocesser. Et modeltjek udfgres ved at sammenligne en summary
statistic T'(r) fra en model, med estimatet Tp(r) udregnet fra data for en given
afstand r > 0. Notationen for en summary statistics er i dette afsnit T'(r) for at
specificere, at metoden gaelder for alle gennemgaede summary statistics. Sammen
med plottet af en summary statistic kan der angives et konfidensinterval for denne
for enhver veerdi af r.

For at approksimere T'(r) ud fra modellen simuleres n uathangige og ensfordelte
punktmgnstre, og T1(r), ..., T (r) estimeres derudfra. Ved hjelp af den emperiske
fordeling af T4 (r),...,T,(r) kan der estimeres enhver kvantil for fordelingen af
T(r) med enhver pracision.

Er beregningerne af Ti(r),...,T,(r) tidskreevende, kan der benyttes envelopes i
stedet. Envelopes viser sig specielt anvendelig ved sma n. Ordnes estimaterne, sa
T(l)(T) S S T(n)(T) vil

2
P( T(r) < Ty(r) eller T,y (r) <T(r) ) <
n+1
med lighed, hvis T{;)(r) < --- < T()(r). Ved modeltjek bekraftes valget af en
model dermed, hvis T(;) < To(r) < T{;), da Ty(r) sa holder sig indenfor envelope-
graenserne.

Bemerk at selvom Ti(r),...,T,(r) er uatheengige og ensfordelte, vil vektorerne
(Ti(r),...,Tn(r)) for forskellige veerdier af r veere afhaengige, hvilket kan give
besveerligheder ved sammenligning af resultater for forskellige veerdier af 7.

Saettes n = 39 fas der ifglge ovenstaende den 2.5%-nedre envelope og den 97.5%-
gvre envelope svarende til, at omradet mellem disse envelopes er et 95%-konfidens-
interval.

I dette kapitel har summary statistics vaeret benyttet til at afggre, om en giv-
en punktproces har mere eller mindre clustertendenser end en Poisson-proces. Pa
grund af denne egenskab benyttes en Poisson-proces som referenceproces, nar for-
skellige punktprocesser sammenlignes. I Kapitel 8 ses eksempler pa benyttelse af
summary statistics, og ligeledes benyttes summary statistics i forbindelse med
databeskrivelse og modelopstillinger i Kapitel 9 og Kapitel 10. I det fglgende kapi-
tel gennemgas en anden type punktproces.
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KAPITEL 5

COX-PROCESSER

Den tidligere beskrevne Poisson-proces er ofte en for simpel model til at beskrive
et punktmgnster. Ved benyttelse af den gennemgaede teori angaende Poisson-
processer er det dog muligt at opna punktprocesser, der er i stand til at beskrive
andre typer af punktmgnstre. Til konstruktion af punktprocesser, der kan beskrive
en tiltrackning eller clustertendenser blandt punkter introduceres nu Cox-processer.

I dette kapitel gives en introduktion til forskellige Cox-processer. Specielt beskrives
clusterprocesser og Neyman-Scott processer, sa som Thomas- og Matérn-processen.
Kapitlet er skrevet pa baggrund af [Moller og Waagepetersen, 2004, Kapitel 5].

5.1 DEFINITIONER OG RESULTATER

I dette afsnit introduceres forskellige centrale begreber vedrgrende Cox-processer.
Forst defineres den generelle Cox-proces og dernaest betragtes intensitetsmalet og
egenskaber ved Cox-processen.

Definition 5.1 (Cox-proces)

Lad S C R4, og lad Z = {Z(€)|¢ € S}, hvor Z(€) er en ikke-negativ stokastisk
variabel for alle £ € S, sdledes at funktionen £ — Z(£) med sandsynlighed en er
lokalt integrabel. Hvis X|Z er en Poisson-proces pa S med intensitetsfunktion Z,
kaldes X for en Cox-proces drevet af Z.

Da X|Z er en Poisson-proces, kan egenskaberne fra Kapitel 3 benyttes, nar den
betingede fordeling betragtes.

Seetning 5.2 (Intensitetsfunktionen) [Moller og Waagepetersen, 2004, s. 60|
Lad X C S og &,m € S. Hvis X er en Cox-proces drevet af Z, sa er intensitets-
funktionen for Cox-processen givet ved

og andenordens produkttatheden er givet ved

PP (&) =E[Z(£)Z(n)).

Bevis:
Lad X vare en Cox-proces pa S med B C S og C' C S x S. Dermed fas det ved
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benyttelse af Definition 2.10, at intensitetsmalet er
u(B) = EINCX 3] = BEINCCn B2 =5 | [ 2(6) ae] = [ Blz(o) ae
B B

hvor andet lighedstegn fplger af [Olofsson, 2005, s.194]. Dermed er p(§) = E[Z(&)].
Ved at anvende andenordens momentmalet fra Definition 4.2 ses det, at

£
a@(C)=E|E| Y 1[E&neC]Z

EneX

—E [ [ [t e cizezwm aca
- / / 1[(¢.n) € C] E[Z(¢)Z(n)] dédy.

hvor andet lighedstegn fglger af Saetning 4.3, og af at andenordensprodukttaethe-
den er produktet af de enkelte intensiteter for Poisson-proces. Det vil sige, at
p2(&,m) =E[Z(£)Z(n)] for Cox-processen X. a

Dermed fas det fra Saetning 5.2 og Definition 4.6, at parkorrelationsfunktionen for
en Cox-proces er givet ved

E[Z(§)Z(n)]

967 = BZ@EZm)]

(5.1)

Oftest geelder det for Cox-processer, at g(-) er stgrre end en. Det vil sige, at Cox-
processer kan benyttes til at beskrive tiltraekning og clustertendenser mellem punk-
ter, jf. Afsnit 4.1. Tegn pa tiltraeekning mellem punkter i et punktmgnster ses ogsa
ud fra fglgende satning.

Setning 5.3 (Overspredning) [Moller og Waagepetersen, 2004, s. 60|
Lad B C S, sa galder det for Cox-processer, at

Var[N(B)] > E[N(B)].

Bevis:

Lad X vaere en Cox-proces pa S, og B C S. Ved en omskrivning af Var[N(B)] fra
[Olofsson, 2005, s.197] fas det, at

Var[N(B)] = E[Var[N(B)|Z]] + Var [E[N(B)|Z]] > E[Var[N(B)|Z]] = E[N(B)],

da N(B)|Z ~ poi ([ Z(u) du). O
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Saztning 5.4 [Mgller og Waagepetersen, 2004, s. 58]
Funktionen £ — Z(§) er lokalt integrabel med sandsynlighed en, hvis p(¢§) =
E[Z ()] eksisterer og er lokalt integrabel.

Bevis:
Antag, at p(¢) = E[Z(§)] eksisterer og er lokalt integrabel, dvs.

E|Z dé=E Z(&) d&| .
o> [ Bz ae=z| [ 20 ac]
Heraf fas [, Z(£) d€ < oo, dvs. lokalt integrabel. O

Med restriktionen af Cox-processen ved Xp, hvor B C S og | B| < oo, er taetheden
af Xp mht. standard Poisson-processen, for et endeligt punktmenster z C B, jf.
(3.6) givet ved

@) = [ 1iel2)1(2) 4z = Bi5(e12)) = & |exp (181 - [ 2(6) ac) T] 206
fex
(5.2)

Jeevnfor [Moller og Waagepetersen, 2004, s.61] er integralet i ovenstaende svaer at
beregne og middelvaerdien er derfor ofte ukendt.

Da g(-) > 1 for Cox-processer vises det i det fglgende, at disse kan konstrueres til
at beskrive clustertendenser.

5.2 GENERELT OM CLUSTERPROCESSER

Til at beskrive clustertendenser mellem punkter i en punktproces kan clusterpro-
cesser benyttes. I disse processer kan punktmgnstret betragtes som en forenings-
mengde af delpunktmgnstre. Delpunktmgnstrene antages at forgrene sig ud fra
forskellige punkter, kaldet for centerpunkter eller mgdrepunkter. Maengden af alle
centerpunkter danner en punktproces.

Definition 5.5 (Centerproces)
En punktproces C' bestaende af centerpunkter ¢ kaldes en centerproces.

Ethvert centerpunkt ¢ € C kan tillzegges en punktproces, der beskriver punktmgn-
stret omkring ¢ € C. Denne punktproces kaldes for et cluster.
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Definition 5.6 (Cluster)
Lad C veere en centerproces. Punktprocessen hgrende til et ¢ € C kaldes et cluster
og betegnes X..

For at iagttage hele punktmgnstret skal foreningsmaengden af de forskellige clustre
betragtes. Dette giver en ny punktproces kaldet en clusterproces.

Definition 5.7 (Clusterproces)
Lad C' veare en centerproces med tilhgrende clustre X.. Foreningsmaengden af
clustrene X = ..~ X, kaldes en clusterproces.

ceC

Hvis C yderligere er en Poisson-proces, kaldes X en Poisson-clusterproces. Hvis
C er en centerproces med clustre X, sa er foreningsmeengden X = (J ..o Xc en
Cox-proces, hvis og kun hvis X, er uatheengige Poisson-processer. Dermed geelder
det for Cox-processer, at centerpunkterne ikke kan vaere en del af clustrene, da X,
givet ¢ € C ellers ikke er uathaengige Poisson-processer.

Clusterprocesser anvendes i det efterfplgende til at beskrive forskellige typer af
Cox-processer. Bemark, at ikke alle clusterprocesser er Cox-processer og omvendt.

5.3 NEYMAN-SCOTT PROCESSER

I det fglgende introduceres visse Neyman-Scott processer som ogsa er Cox-processer.
Disse er anvendelige i forbindelse med beskrivelse af clustertendenser i punktmgn-
stre.

Lad C vere en stationzer Poisson-proces pa R? med intensitet £ > 0. Lad end-
videre X, med ¢ € C vaere uathangige Poisson-processer pa R?, hvor X, har
intensitetsfunktionen

pe(§) = ak(§ —c),

hvor funktionen k(-) er en kerne, der er den samme for alle ¢ € C, og @ > 0. Da X,
er en Poisson-proces, beskriver parameteren o det gennemsnitlige antal punkter
hgrende til X, da kernen integrerer til en.

Foreningsmeengden af X., dvs. X = (J.co X, er en Neyman-Scott proces med
clustercentre i C og clustre X, hvor c ikke er en del af clustrene. Endvidere er X
en Cox-proces pa R¢ drevet af

Z(§) =) ak(¢—o),

ceC
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ifglge Seetning 3.11, da Z er lokalt integrabel. Intensiteten af X er ifglge Seetning
5.2 givet ved

E[Z(£)] = oF lz k(€ — c)] = / k(¢ — ¢)k de = ark. (5.3)

ceC

Af ovenstaende ses det, at X er stationzr, da bade a og k er konstante. Endvidere
er X isotropisk, hvis k(¢) = k(|€]) er invariant under rotation.

Ligeledes er

E[Z(€)Z(n)] = o’E

STkE-0) S kn—o)

ceC ceC

+
=a’E | > k(¢ —c)k(n—2¢)| +’E [Z k(€ —c)k(n — 0)1

c,ceC ceC
= a2//kz(£ — )k(n — &)x? dedé + a? / k(§ — o)k(n — c)r de

=a?k? + azn/k(f —o)k(n —c) de.

Dermed fas parkorrelationen jf. (5.1) til g(&,m) =1+~ [ k(€ —¢)k(n—c) dc, og
da k(-) er stationer, fas det ved substitution af u =& —cogv =n—¢, at
14 [ k(uw)k(u+v) du.

- (5.4)

9(v)

Det vil sige, at Neyman-Scott beskriver clustertendenser, da k(-) > 0 og x > 0.

5.3.1 Thomas-processer

Et eksempel pa en Neyman-Scott proces som ogsa er en Cox-proces, er Thomas-
processen. Ved Thomas-processen er kernerne givet ved

_ L e (LD
k(f)_(mﬂ)% p( 2w2), (5.5)

hvilket er taetheden for en d-dimensional normalfordeling Ng(0,wly) med forvent-
ningsveerdi nul og varians w? > 0. Dette skal forstas som, at normalfordelingerne
har udgangspunkt i hvert ¢ € C og notationen med middelvaerdien 0 benyttes, da
kernerne betragtes hver for sig.

Jaevnfer (5.5) er Thomas-processen isotropisk, og dermed kan det vises vha. (5.4),
at parkorrelationsfunktionen for Thomas-processen bliver

9(§) =1+ — e (—W) : (5.6)

K (Arw?)? 4w?
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Da g(§) > 1 ses det, at Thomas-processen har clustertendenser.

For R? kan K-funktionen for Thomas-processsen fas til

K(r)=mr?+ % (1 — exp (-52)) .

Pa Figur 5.1(a) ses et plot af en homogen Thomas-proces pa S = [0,1] x [0, 1].
Parametrene for realisationen af Thomas-processen er: k = 10, der beskriver inten-
siteten af Poisson-centerprocessen, w = 0.2 der beskriver spredningen af kernerne
og a = 5, der beskriver det forventede antal af punkter omkring et centerpunkt.

Pa Figur 5.1(b) ses et plot af en inhomogen Thomas-proces med parametrene:
k=10, 0 = 0.2 og a(z,y) = Sexp(2x — 1) for (z,y) € S. Teorien for inhomogene
Thomas-processer behandles dog ikke, og det bgr bemaerkes at resultater som
eksempelvis (5.3) ikke geelder, da a og x ikke ngdvendigvis er konstanter.

Homogen Inhomogen

(a) (b)

Figur 5.1: Eksempler pa realiseringer Thomas-processer pa S = [0, 1] x [0, 1]. (a)
Realisering af homogen Thomas-proces med parametre x = 10,w =
0.2 og a = 5. (b) Realisering af inhomogen Thomas-proces med
parametre £ = 10, w = 0.2 og a(z,y) = Sexp(2z — 1) for (z,y) € S.

5.3.2 Matérn-processer

Endnu et eksempel pad en Neyman-Scott-proces der ogsa er en Cox-proces, er
Matérn-processen. I en Matérn-proces er kernerne givet ved en ligefordelt taethed
i kuglen b(0, R), saledes at

we = HEL=A

hvoraf det ses, at k(-) er invariant under rotation, og en Matérn-proces er altsa
isotropisk. Jaevnfer [Stoyan og Stoyan, 1994, s.311-312] er parkorrelationsfunktio-
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nen for Matérn-processen i R? givet ved

g(6) = 1—|—7r212%_i(arccos<2§%—2% 1—5;)) for 0 < ¢ < 2R,
1 for £ > 2R,
og K-funktionen i R? er da
K(r) = mr?
1 { 2+ 1 ((822 — 4)arccos z — 2aresin z + 4z4/(1 — 22)3 — 62/1 — 22>
k{1

for hhv. » < 2R og r > 2R og med z = r/2R.

Pa Figur 5.2(a) ses et plot af en homogen Matérn-proces pa S = [0,1] x [0, 1].
Parametrene for realiseringen af Matérn-processen er x = 10, der beskriver inten-
siteten af Poisson-centerprocessen, R = 0.05 der er radiusparameteren af clusterne
og a = 4 der er det forventede antal af punkter hgrende til hvert cluster. Pa Fig-
ur 5.2(b) ses en inhomogen Matérn-proces med parametre xk = 10, R = 0.05 og
a(z,y) = 4dexp(br — 1) for (z,y) € S. Teorien for inhomogene Matérn-processer
behandles ikke.

Homogen Inhomogen

(a) (b)

Figur 5.2: Eksempler p4 realiseringer af Matérn-processer pad S = [0, 1] x [0, 1].
(a) Realisering af homogen Matérn-proces med x = 10, R = 0.05 og
a = 4. (b) Realisering af inhomogen Matérn-proces med x = 10, R =
0.05 og a(z,y) = 4exp(5z — 1) for (z,y) € S.

5.4 INFERENS FOR COX-PROCESSER

Som neevnt i (5.2) er taetheden for en Cox-proces mht. standard Poisson-processen
ofte ukendt, og det samme er derfor likelihoodfunktionen. Dette ggr traditionel
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parametrisk inferens for Cox-processer vanskeligt. En alternativ metode til para-
metrisk inferens er minimumkontrastestimation, hvor parameterestimatet opnés
ved sammenligning af summary statistics. Denne metode er ogsa brugbar ved in-
ferens for Poisson-processen.

5.4.1 Minimumkontrastestimation

Lad nu T'(r) veere en given summary statistic. Ideen med minimumkontrastesti-
mation er at lade estimatet af de ukendte parametre vaere de parametre, der giver
mindst kontrast imellem den teoretiske vaerdi T'(r) og den ikke-parametriske esti-
mation T'(r) fra data. Med mindst kontrast menes, at en given afstandsfunktion
d(T,T) minimeres. Ofte benyttes

d(T,T) = / " (T(r) —T(r)>2 dr,

1
hvor 0 < ry < ry er data-specifikke vaerdier. En hvilken som helst summary statistic
kan i princippet bruges, dog bgr der vaelges en summary statistic, som er velde-
fineret for punktprocessen, som beskriver vigtige aspekter af data, og som ikke er
for tung beregningsmaessigt.

Minimumkontrastestimation anvendes i det fglgende pa Thomas-processen fra Af-
snit 5.3.1 i tilfeeldet d = 2.

Thomas-processen

Som summary statistic for Thomas-processen betragtes parkorrelationsfunktionen,
der er givet i (5.6). De ukendte parametre er k, w og «. Ved benyttelse af mini-
mumKkontrastestimation fas der for 0 < a; < aso, at

/M@v»—mﬂfdr

ai

= [T -1-t) -7 ar

1

=/”@vwﬁﬁdwyfﬂmm—nzw—z/”@@wﬂxmm—ndr

1 ay aiy

_ / G(r) — 1) dr + A(&)% _ 9Bl (5.7)

1 K

Awﬁz/m«wm—nm2m og Bw%:/m@vrﬁxmw—mnw.

al ay

Ved at differentiere (5.7) mht. x og saette lig med nul fas parameterestimatet til
A(w?)
B(w?)’

/%:

Side 54



Kapitel 5. Cox-processer

Ved at benytte dette estimat af x og udelade forste led i (5.7), da det er konstant
mht. k og w?, fas estimatet af w? til

o=y { e } =g {‘ i@; } = g { i(:;); } 7

hvor der med arg min,z{-} menes den veerdi af w?, der minimerer udtrykket.

Dog mangler parameteren « fra Thomas-processen stadig at blive estimeret. Dette
kan ggres ved at indsaette estimatet af intensitetsfunktionen fra Afsnit 4.2.1, dvs.
p =n(x)/|W|,1p = ax fra Afsnit 5.3, og der opnas, at & = p/k, hvorved alle
parametre i Thomas-processen er estimeret.

Da Cox-processerne er anvendelige i forbindelse med punktmgnstre med clus-
tertendenser, kan de veaere brugbare i forbindelse med beskrivelse af datasattet
for gravhgje, da plots af datasaettet udviser visse clustertendenser. Da cluster-
tendenserne for datasaettet gravhgje virker til at fordele sig langs linjer, frem
for direkte clustere, kan Cox-processer ikke ngdvendigvis beskrive datasattet i
tilstreekkelig grad.

I folgende kapitel vises det, hvordan simulering af punktprocesser er muligt. Mange
af de allerede kendte punktprocesser, der har veeret gennemgaet i dette kapitel og
i Kapitel 3 er allerede implementeret i R. Det vil sige, at det ved benyttelse af
funktioner i R er muligt at estimere parametre udfra datasaettet og simulere fra en
bestemt punktproces. For mere komplicerede punktprocesser er funktionerne ikke
implementeret i R, s& i naeste kapitel vises det, hvordan det er muligt at simulere
punktprocesser udfra en taethed mht. standard Poisson-processen. Dette bliver
senere brugbart, nar der skal simuleres fra den opstillede model til beskrivelse af
linjetendenserne i dataseettet gravhgje.
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KAPITEL 6

SIMULERING AF
PUNKTPROCESSER

En metode til at kunne simulere en punktproces med en unormeret teethed mht.
standard Poisson-processen er markovkaede Monte Carlo (MCMC). Hvis X beteg-
ner den punktproces, der gnskes simuleret, er metoden en MCMC-algoritme, der
genererer en markovkaede, Yy, Y7, .. ., sddan at for et passende stort m vil realisatio-
ner af Y, Y41, ..., kunne betragtes som realisationer af X. Formalet er altsa at
danne en markovkaede, hvis fordeling netop konvergerer mod fordelingen af punkt-
processen X, nar m — o0o. Den normerede teethed for X kaldes targetteetheden,
og kan eksempelvis for en Poisson-proces ses som f(-) fra Afsnit 3.2.

I det fplgende gennemgas MCMC-algoritmer til simulering af markovkeaeder. De
MCMC-algoritmer, der betragtes, er alle Metropolis-Hastings algoritmer (MH-
algoritmer). Kapitlet er skrevet pa baggrund af [Mgller og Waagepetersen, 2004,
Kapitel 7] og [Berthelsen og Mgller, 2004].

6.1 METROPOLIS-HASTINGS ALGORITMER

I det fglgende betegner X en punktproces kendetegnet ved en unormeret taethed
h(-) mht. Poisson(B, 1), hvor B C R? og 0 < |B| < occ. I dette afsnit gnskes det at
simulere fra den normerede taethed f(-) mht. standard Poisson-processen, men da
denne kan veere ukendt, simuleres der fra den unormerede teethed h(-) = cf(-).

Forst gennemgas en algoritme hvor antallet af punkter er konstant, og senere be-
tragtes en algoritme hvor antallet af punkter kan variere.

6.1.1 For punktprocesser med et fast antal punkter

Antag, at punktprocessen X indeholder n punkter, dvs. n(X) = n, hvor n >
1 og lad den unormerede betingede teethed h,(x) = h(z|n(z) = n). Lad de n
punkter Xi,..., X, i X vaere ordnede, og betragt den unormerede teethed = (-) for
(X1,...,Xy), der er givet ved

(1, Tn) = hn({z1, ..., 20 }).

Antag, at w(z1,...,2,) er defineret for alle (z1,...,2,) € B™, dvs. nogle af
punkterne tillades at veere ens. Dette medfgrer, at simulering af meengden af
ordnede punkter X = (Xi,...,X,) ud fra 7(-) er akvivalent med at simulere
X ={Xy,...,X,} ud fra den unormerede taethed h,(-).

For alle # = (x1,...,2z,) € B™ og for alle i € {1,...,n} angiver ¢;(Z,-) en given
taethedsfunktion pa B, der kaldes forslagstaetheden. Det vil sige, at forslagstaethe-
den genererer et forslag med udgangspunkt i z. Lad = {x,...,2,} og £ € B, da
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er Hastings-forholdet defineret ved
((I\{xl}) U {6})(]1((1'1, ceey Ti—1, 55 Tit1y- - 7‘Tn)a $1)

hvor a/0 = 1 for a > 0. Sandsynligheden for at acceptere et forslag fra forslagsteethe-
den er givet ved o;(Z, &) = min{1,r,(Z, &)}, og kaldes acceptsandsynligheden.

r(z,g) =" (61)

Med udgangspunkt i en given begyndelsestilstand er det ved benyttelse af den
fplgende algoritme muligt at simulere en markovkaede med et fast antal punkter.

Algoritme 6.1 (Move-algoritme) [Mgller og Waagepetersen, 2004, Alg. 7.1]
Lad w(Yy) > 0, hvor Y er en kendt begyndelsestilstand.
Form =0,1,... givet, at Y;,, =& = (x1,...,z,) € B", genereres Y, 1 ved

1) Generer I,, ~ unif({1,...,n}) og Ry, ~ unif([0, 1]).
2) Givet I, =i generer &,, ~ ¢;(Z, ).
3) Givet I, =i, lad

Y. _ (Jcl,...,mi_l,{m,xi+1...,Jrn), hViS Rm S’I"i(jf,fm),
m+l T ellers.

O

Hvordan Y} genereres athaenger normalt af det specifikke problem, eksempelvis kan
det veere en realisation af en binomialproces.

Algoritmen udveelger altsa i 1) et punkt ligefordelt blandt punkterne i punktpro-
cessen. Til dette punkt genereres et forslag i 2) og i 3) vurderes det, hvorvidt
forslaget skal accepteres eller forkastes ved brug af R,,.

6.1.2 For punktprocesser med skiftende antal punkter

En fgdsels-dgds-algoritme er en algoritme, der genererer en markovkaede ved enten
at tilfpje (fodsel) eller slette (ded) et punkt fra den nuvaerende punktproces X. Lad
h(-) veere en unormeret teethed mht. Poisson(B,1). Lad endvidere = € N;y, hvor
Nis er maengden af lokalt endelige punktmgnstre jf. Kapitel 2. Lad nu 2 betegne
den nuvaerende tilstand af keseden, lad p(z) veere en sandsynlighed for at foresla en
fodsel af et punkt £, og lad g,(x, &) veere taethedsfunktionen pa B, for placeringen
af . Derudover lad 1 — p(z) veere sandsynligheden for at foresla dgd af et punkt
n. Hvis x # 0, lad q4(z,n) veere en given diskret fordeling pa x, der udvaelger 7, og
hvis z = () ggres intet.

For et fgdselsforslag x — x U £ er acceptsandsynligheden givet ved

ap(x, &) = min{1, rp(z, &)},
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med hastingsratioet

h(z U&)(1 —plrUE))ga(r UE,E)
h(z)p(z)qy(z, €) ’

hvor a/0 = 1 for a > 0. For et dgdsforslag « +— x\n er acceptsandsynligheden givet
ved

rp(x, &) =

(6.2)

O‘d('rﬂl) = min{l, rd(a:,r])}

med hastingsratioet

h(z\n)p(z\n)gs(z\n,n)
h(x)(1 = p(x))qa(z,n) ’

ra(x,n) = (6.3)

hvor igen a/0 =1 for a > 0.

Den fglgende algoritme genererer en markovkaede med et varierende antal punkter.

Algoritme 6.2 (Birth-Death-algoritme) [Mgller og Waagepetersen, 2004, Alg. 7.4]
Lad Y, veere en given begyndelsestilstand. For m = 0,1,..., givet Y,,, = x € Ny,
genereres Y,,+1 ved

1) Generer R, ~ unif([0,1]) og Rl ~ unif([0,1]).

2) Hvis R), < p(z), generer da &, ~ qp(z,-), og lad

v | xU&n, hvis R! < mry(x,&m),
m+1 = x ellers.

3) Hvis R}, > p(x)
a) oghvisz =0,ladda Y11 =z
b) ellers generer n,, ~ q4(x,-), og lad

Yo = 2\Nm, hvis R < rqa(x,nm),
et x ellers.

O

For denne algoritme kan Y; f.eks. veere det tomme punktmenster eller en realisation
af en Poisson-proces.

Denne algoritme vaelger i 1) et R/, til at afggre, om der skal fodes eller slettes. I
2) og 3) genereres forslag for fgdsel og dod og det vurderes, om der skal fgdes eller
slettes pa baggrund af et R .

Algoritme 6.2 kan kombineres med Move-algoritmen fra Algoritme 6.1 saledes at
der bade skabes, slettes og flyttes punkter. Denne algoritme kaldes en Birth-Death-
Move-algoritme eller blot BDM-algoritme.
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Algoritme 6.3 (BDM-algoritme) [Mgller og Waagepetersen, 2004, Alg. 7.5]
Lad 0<g<1,form=0,1,... givet Y,,,

1) Generer R]!! ~ unif([0,1]).
2) Hvis R < g, generer da Y, 1 som i Algoritme 6.1.

3) Hvis R > q, generer da Y;,+1 som i Algoritme 6.2.

O
Her traekkes der i 1) et tal, der afger, om det er Algoritme 6.1 eller Algoritme 6.2,
der skal kgres.

Markovkaederne genereret af algoritmerne fra dette afsnit kan vises at konvergere
mod en invariant teethed. Dette betyder, at de kan benyttes til MCMC-simulering
af en punktproces med en unormeret teethed mht. standard Poisson-processen.
Generelt geelder det for MH-algoritmerne, at hvis forslagssandsynligheden er sym-
metrisk, gar disse ud i Hastings-forholdet, og MH-algoritmen reducerer dermed til,
hvad der kaldes en Metropolis-algoritme.

Algoritme 6.1 er ogsa anvendelig i forbindelse med estimation af ukendte parametre
for f.eks. datasattet gravhgje. Da det ved benyttelse af Algoritme 6.1 er muligt at
simulere fra taetheder med ukendte normeringskonstanter, er det muligt at simulere
forskellige parametre for en given model. For datasattet gravhgje kunne det f.eks.
vare en intensitet. Den direkte anvendelse af denne algoritme beskrives naermere
i forbindelse med opstillingen af modellen for gravhgje.

I det foregaende har der hidtil kun veeret beskrevet egenskaber ved og simulering
af punktprocesser. For at kunne beskrive dataseaettet gravhgje er det ngdvendigt at
kombinere punktprocesteori med linjeprocesser, hvorfor naeste kapitel omhandler
disse linjeprocesser.
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LINJEPROCESSER

Punktprocesser er anvendelige til at beskrive punktmgnstre, der indeholder til-
treekning, clustertendenser eller frastgdning mellem punkter. Det er muligt at ud-
vide disse processer, saledes at de er anvendelige i forbindelse med beskrivelse
af punktmegnstre med linjetendenser, som f.eks. dataseettet for gravhgje. Til at
beskrive forskellige typer af linjetendenser i punktmgnstre, introduceres i dette
kapitel linjeprocesser. En linjeproces kan forestilles som en punktproces, defineret
pa et rum, der kaldes repraesentationsrummet, hvor punkterne repraesenterer lin-
jer i et rum bestaende af linjer. Disse typer af punktprocesser kan analogt til de
tidligere beskrevne punktprocesser benyttes til opstilling af modeller for mgnstre
af linjer, som eksempelvis tgjfibre eller mineralérer.

Der beskrives udelukkende linjeprocesser i R%, men disse kan med modifikationer
generaliseres til R3. Desuden beskrives specielle typer af linjeprocesser, s som
Poisson-linjeprocesser og Cox-linjeprocesser, og visse af begreberne fra Kapitel 2
om punktprocesser overfgres til linjeprocesser. Kapitlet er hovedsageligt skrevet
péa baggrund af [Daley og Vere-Jones, 2008, Kap. 15] og [Stoyan et al., 1995, Kap.
8]. Derudover er dette kapitel baseret pa [Kingman, 1993, Kap. 7], [Miles, 1964],
[Santalo, 1976, Kap. 3] og [Stoyan og Stoyan, 1994, App. HJ.

7.1 DEFINITIONER OG RESULTATER

I det fglgende afsnit gives en beskrivelse af linjer i R?, saledes at linjeprocesser kan
defineres. Derudover opnas forskellige nyttige resultater for linjeprocesser, tilsva-
rende dem der blev opnéet for punktprocesser.

P& Figur 7.1 ses et system af vilkarlige rette linjer i et omrade af R?. Mgnstret
linjerne danner kaldes et linjemgnster, og som for punktmgnstre og punktprocesser
kan et linjemgnster ses som en realisering af en linjeproces.

Figur 7.1: System af vilkarlige rette linjer i et omrade i R2.
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Enhver ret linje ¢ i xy-planen kan skrives pa formen
ar + by =c, (7.1)

hvor parametrene a, b, c € R entydigt bestemmer linjen /.

En zkvivalent made at beskrive en ret linje i R? pa, er ved en orientering § samt
den vinkelrette afstand p fra origo. Denne beskrivelse kan foretages pa flere mader
athaengig af om afstande regnes med fortegn eller ej. Hvis ¢ er en vilkarlig linje i
R?, s& eksisterer der en entydig linje /* gennem origo og vinkelret pa £. Afstanden
fra origo til skeeringspunktet mellem de to linjer er da p. Dette er illustreret pa
Figur 7.2, og to mulige beskrivelser af linjerne er:

(i) Afstanden p er positiv, og om vinklen § mellem ¢+ og z-aksen geelder der, at
6 € (0,27], hvor # méales mod uret.

(ii) Afstanden p er positiv for skaeringspunktet i gvre halvplan {(z,y)|ly > 0}
og positiv z-akse {(z,0)|z > 0}, og ellers er den negativ. For vinklen med
x-aksen galder her 6 € (0, 7]. Igen regnes 6 mod uret.

e Y

Figur 7.2: Illustration der viser parametrisering af en linje £ ved (p,0).

Lad nu L vaere maengden bestaende af alle rette linjer i zy-planen, dvs. £ € L, hvor
L kaldes linjerummet. Af det ovenstaende fremgar det, hvorledes de rette linjer i
L kan parametriseres som punkter (p,6). Med ovenstiaende repraesentation fra (i)
af linjer i R? er der en 1:1-korrespondance mellem L og

Ry x (0,27] = {(p,0)|0 < p < 00,0 < 6 < 27},

hvor R4 x (0,27] kaldes repraesentationsrummet for linjerne. Tilsvarende fas re-
praesentationsrummet for parametriseringen (ii) til

R x (0,7] = {(p,0)lpe R,0< 0 <m7}.

Det vil sige, at der nu er to repraesentationer af linjer, enten som punkter i et
reprasentationsrum eller som linjer i L. I det efterfglgende benaevnes begge re-
praesentationsrum R x S, hvor R blot reprasenterer Ry nar S = (0, 2x]. Figur
7.3 illustrerer 1:1-korrespondancen mellem en delmaengde af L. og den tilhgrende
delmaengde af reprassentationsrummet.
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L RxS
N
0
0 P
N
0 .
-P p

Figur 7.3: Illustration af sammenhaengen mellem en delmaengde af linjerummet
og den tilhgrende delma:ngde af reprasentationsrummet.(Bemaerk,
linjerne er ikke de viste punkter i denne figur.)

Definitionen af en linjeproces gives udfra teorien om at linjer bade kan beskrives i
linjerummet og i repraesentationsrummet. Da der er en 1:1-korrespondance mellem
linjer i linjerummet og punkterne pa repraesentationsrummet defineres linjeproces-
ser pa to aekvivalente mader.

Definition 7.1 (Linjeproces)
Lad L vaere maengden af alle rette linjer i R2.

i) En stokastisk teellelig delmzenge Y C 1L kaldes en linjeproces pa L.

ii) En linjeproces pd IL er en punktproces pa reprasentationsrummet R X S,
hvor hvert punkt (p,0) € R x S repraesenterer en linje i L.

I punkt i) betegner en tellelig delmaengde Y af L, at antallet af linjer i Y er
teelleligt.

Som for punktprocesserne kan linjeprocesserne defineres til at vaere lokalt endelige
jf. Definition 2.9, dvs. at kun endeligt mange linjer rammer hver begraenset maeng-
de. En linjeproces er en vilkarlig delmaengde af R x S, og linjeprocessen er altsa
lokalt endelig, nar delmaengden er lokalt endelig pa R x S, dvs. nar delmangden
er en punktproces pa R x S. I det folgende betragtes udelukkende lokalt endelige
linjemgnstre og linjeprocesser. Da linjeprocesser pa L er sekvivalente med punkt-
processer pa R x S, kan teorien for linjeprocesser ses som specialtilfaelde af teorien
for punktprocesser og i det folgende vises sammenhangen mellem stationaritet af
de to rum.
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7.1.1 Stationaritet og isotropi

Med stationaritet og isotropi af linjeprocesser menes invarians af fordelingerne un-
der hhv. translation og rotation i planen, hvor der med fordelingen af en linjeproces
menes fordelingen af den tilhgrende punktproces i reprasentationsrummet.

Definition 7.2 (Stationaritet og isotropi)

En linjeproces Y = {{1,0,...,{,} er stationzr, hvis den har samme fordeling
som Yy = {T¥¢,,Tls,...,T¢,} for enhver translation T. Tilsvarende geelder ved
isotropi for enhver rotation O.

Stationaritet og isotropi af linjeprocesser er altsa analogt til stationaritet og isotropi
af punktprocesser. Fordelingen af en linjeproces er defineret i repraesentationsrum-
met, men translationer og rotationer af linjer foretages i linjerummet. Det er derfor
ngdvendigt at undersgge effekten af translationer og rotationer af linjerne i I pa
punkterne i R x S.

En translation af en linjeproces med afstand s langs z-aksen medfgrer
(p,0) — (p+ scos(6),0),

hvilket svarer til en forvridning (shear) af reprasentationsrummet. En rotation af
en linjeproces med vinkel v omkring origo medfgrer

(p,0) — (p,0+1), (7.2)
hvor additionen af vinkler regnes modulo 27.

En transformation T(, ), der er en translation med lzengde s i retningen +, af et
linjemgnster endrer ikke pa vinklen 6, men den medfgrer

(p,0) = (p+ scos(0 —),0). (7.3)
Denne transformation laver altsa en forvridning af repraesentationsrummet.

Da fordelingen af en linjeproces er defineret i repraesentationsrummet medfgrer sta-
tionaritet og isotropi af en linjeproces, at de seedvanlige stationaritets- og isotropi-
betingelser for en punktproces pa R? skal erstattes med, at punktprocessen i re-
prasentationsrummet skal veere invariant under hhv. (7.2) og (7.3).

En linjeproces er altsa stationeer, hvis den tilhgrende punktproces i repraesenta-
tionsrummet Y’ = {(p1,61), (p2,62),...,(pn,0n)} har den samme fordeling som
den transformerede punktproces Y%(m) = {(p1 +scos(f1 —7),01), (p2 + scos(f2 —
Y),02), ..., (pn + scos(0, — 7),0,)} for ethvert s € R og v € (0,27]. En linje-
proces er tilsvarende isotrop, hvis Y/ = {(p1,61), (p2,02),...,(Pn,0s)} har den
samme fordeling som Y}, = {(p1,61 + ), (p2,02 +7), ..., (Pn,0n + )} for ethvert
v € (0,27], hvor addition af vinkler regnes modulo 27.

Intensiteten af en linjeproces bestemmes udfra intensiteten af punktprocessen pa
repraesentationsrummet, som det vises i det fglgende afsnit. I dette projekt be-
handles udelukkende stationare linjeprocesser og her er intensiteten konstant. Nar
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intensiteten er konstant, er punktprocessen pa repraesentationsrummet stationaer,
ogsa under forvridninger, og der opstar saledes ikke problemer med oversattelsen
af stationaritet.

7.1.2 Typer af linjeprocesser

Ligesom der eksisterer forskellige typer af punktprocesser, findes der ogsa forskel-
lige typer linjeprocesser. Typen af en linjeproces bestemmes udfra punktprocessen
pa R x S.

Definition 7.3 (Poisson-linjeproces)
Hvis punktprocessen pa R x S er en Poisson-proces, kaldes linjeprocessen pa L
for en Poisson-linjeproces.

Beregningen af intensiteten for en linjeproces er forskellig for de to repraesentations-
rum, og den athanger af typen af linjeproces, og dermed af typen af punktproces-
sen pa reprasentationsrummet. Det er ikke altid indlysende, hvordan en intensitet
for en linjeproces beregnes. I det fglgende forklares det, hvorledes intensiteten
af en Poisson-linjeproces kan beregnes, ved benyttelse af reprasentationsrummet
R x (0, 7).

For en Poisson-linjeproces fglger linjerne en fuldstaendig rumlig tilfaeldighed, hvilket
betyder, at de vinkelrette afstande udggr en Poisson-proces pa R, med en inten-
sitet som i det fglgende benaevnes A. Vinklerne hgrende til linjerne er uafhaeng-
ige og ligefordelte over (0,7]. Det vil sige, at punkterne i repreaesentationsrum-
met kan betragtes som en market Poisson-proces, hvor vinklerne er maerkerne jf.
Definition 3.13. Seetning 3.14 om mearkede Poisson-processer benyttes nu ved at
betragte vinklerne som marker hgrende til hvert punkt pa Poisson(R, ), hvor
hvert meerke er fordelt med teethed p = 1/7. Saetning 3.14 giver nu, at punkterne
er Poisson(R x (0,7],\/7) i repraesentationsrummet. Den konstante intensitet A
kaldes i det efterfglgende intensiten af Poisson-linjeprocessen, og den tilhgrende
intensitet af punktprocessen er altsad /7.

Det samme gaelder for repraesentationsrummet Ry x (0, 27]. Her vil intensiteten af
Poisson-processen, som de vinkelrette afstande udger, vaere en Poisson-proces pa
R, men til gengaeld med intensitet 2). Samtidig er p = 1/27, saledes intensiteten
i repraesentationsrummet igen er \/7.

Som oftest kendes intensiteten for Poisson-linjeprocessen ikke, men ved at estimere
intensiteten af Poisson-processen i repraesentationsrummet kan den bestemmes. Es-
timeres intensiteten af Poisson-processen til p, kan intensiteten af Poisson-linjepro-
cessen fas til pr. Intensiteten af en Poisson-linjeproces kan vare svaer at fortolke,
da den ikke har nogen logisk forklaring som eksempelvis antal linjer pr. areal,
men til gengaeld har den altsad en taet relation til intensiteten af den tilhgrende
Poisson-proces.
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Definition 7.4 (Cox-linjeprocesser)
Hvis punktprocessen pa R x S er en Cox-proces, kaldes linjeprocessen pa L for
en Cox-linjeproces.

Da linjeprocesser er beskrevet ud fra punktprocesser pa repraesentationsrummet,
er linjeprocesser ligesom punktprocesserne bestemt ud fra mal pa repraesentations-
rummet.

7.1.3 Intensitetsmal for linjeprocesser

Ved at betragte intensitetsmalene for linjeprocesser er det muligt at opna nogle
resultater vedrgrende eksempelvis det forventede antal linjer, der rammer en kon-
veks mengde (Definition A.1 i Appendiks A). Beviserne laves hovedsageligt for
repraesentationsrummet R x (0, 7], men resultaterne geelder ogsa for Ry x (0, 27].

Det forventede antal af punkter fra en punktproces X i A C R? er jf. Definition
2.10 givet ved

I dette afsnit skal felgende lighed benyttes

B he| = / h(E)p(€)de = / B(E)u(de) = / h(E)EIN (d¢)]

feX
- /E[h(g)zv(dg)] =E U h(é)N(df)} ;

hvor fgrste lighedstegn folger af Seetning 4.3.
Beviset for den fglgende saetning kan findes i [Daley og Vere-Jones, 2008, s. 473].

Saetning 7.5  [Stoyan et al., 1995, Theorem 8.1]
Lad intensitetsmaélet u(-) vaere et lokalt endeligt mal pd R x S, som er invariant
under forvridningerne fra (7.3). Da er p(-) pa formen

pu(dp x df) = v(dp)G(db),

hvor G(-) er et endeligt mal pa S, og v(-) er Lebesgue-mélet pa R.

Da G(-) er et endeligt mal, kan dette normeres ved

G(9)  G(dg)
M9 = T30 ~ a®
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hvor I1(d#) kan tolkes som sandsynligheden for at en vilkarlig linje har orienteringen
0. Hvis f.eks. vinklen 6 er ligefordelt, vil

0 9
H(de):;i7r eller H(da):d?

afhaengigt af hvilket repreaesentationsrum der betragtes.

Saetning 7.6  [Stoyan et al., 1995, Theorem 8.1]
Lad intensitetsmélet p(-) vaere et lokalt endeligt mal pd R x S, som er invariant
under rotationerne fra (7.2) og forvridningerne fra (7.3). Da er u(-) pa formen

wu(dp x df) = cv(dp x db),

hvor 0 < ¢ < oo og v(-) er Lebesgue-malet pa R?.

Det vil sige, at i dette tilfeelde svarer intensitetsmalet p(-) altsa til Lebesgue-malet
pa R x S ganget en konstant.

7.1.4 Linjemal

For enhver linje ¢; i en konveks mangde A C R? eksisterer der en veldefineret
leengde v(¢; N A). Enhver maengde af linjer i A kan ses som en realisering af en
given linjeproces, og linjemalet defineres jf. [Daley og Vere-Jones, 2008, s.474] ved

Z(A)=> v(t;nA).

i

Det vil sige, at linjemalet er summen af laengden af linjerne indeholdt i A.

Saetning 7.7 [Daley og Vere-Jones, 2008, Proposition 15.3.III]

Lad Z(-) veere linjemélet hgrende til en stationzr linjeproces Y pa R?. Sa er Z(-)
et stationzert mal pa R?, og hvis u(+) er et lokalt endeligt intensitetsmal p4 R x S
for Y, s har Z(-) intensiteten

m:=G(S) = / w(dp x db).
(0,1]xS

Bevis:

Linjemalet Z(-) er jf. Kapitel 2 stationgert, da linjeprocessen Y er stationeer. Lad nu
lengden af en linje i en begraenset meengde A C R? veere udtrykt ved koordinaterne
(p, ) fra repreesentationsrummet, saledes at

VA(p7 0) = l/(e(p, 0) N A)7
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hvor ¢(p,#) er en linje i linjerummet. S& kan linjemalet udtrykkes vha. punkpro-
cessen pa reprasentationsrummet ved

24)= [ vap0)N(p x do).

hvor N(-) er tellemalet for punktprocessen pa R x S. Der fas, at den forventede
laengde af linjerne i A er

Ewmnaésm@wmwxw>

_ /S /}R va(p, 0)v(dp)G(dd)

hvor andet lighedstegn fglger af Saetning 7.5.

For et fastholdt # er integralet over R svarende til arealet af A, da v4(-) kun
betegner leengden af linjen indenfor A. Dermed fas det, at

E[Z(A)] = /S G(dO)v(A) = mu(A),

svarende til intensiteten af linjeprocessen ganget arealet af A. O

For et givet linjemgnster kan et alternativ til linjemalet Z(-) veere antallet af linjer,
der rammer en konveks mangde jf. Definition A.1. Antallet af linjer, der rammer
en konveks maengde er dog ikke et mal jf. Definition 2.3, da det ikke er additivt
for disjunkte maengder, da samme linje kan gennemskare flere forskellige konvekse
mengder.

SEEtl’liIlg 7.8 [Daley og Vere-Jones, 2008, Proposition 15.3.1V]

Lad Y veare en stationzer linjeproces pa R? med intensiteten m og lad sand-
synligheden for, at en vilkarlig linje har en bestemt orientering vaere givet ved
I1(+). Lad endvidere V veere en bestemt linje i R? med koordinaterne (py,0y) og
lad Xy veare punktprocessen pa V' skabt af skeerringspunkterne med linjerne i
linjeprocessen. Sa er Xy en stationzer punktproces pi V med intensitet

my :m/S|cos(9—9V)|H( do).

Bevis:

Da punktprocessen Xy er genereret af den stationeere linjeproces Y, er der en
sammenhang mellem antallet linjer, der skaerer V' og linjeprocessen Y. Javnfer
[Daley og Vere-Jones, 2008, s. 475] gelder det, at for enhver begranset malelig
funktion h(-) med begrenset stotte jf. Definition A.2 i R fas

/ﬁmmmm=/ h(x(p,0))N (dp x d6),
R RxS
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hvor x = x(p, 0) er afstanden fra et fastholdt origo pa V' til skeeringspunktet med
linjen givet ved (p, #). Da Y er stationer, kan linjen V vaelges til at g& gennem origo
for linjeprocessen Y, og stationariteten af Y medfgrer ogsa, at Xy er stationaer.
Dermed er afstanden fra origo til et skaeringspunkt med en linje givet ved

z(p,0) = M~ (7.4)

Det forventede antal af linjer, der skarer V', er da givet ved
E { / h(x)NV(dx)} _E [ / h(z(p, 0))N (dp x d6) (7.5)
R R xS
~ [ a0ty x ao)
RxS

Ved benyttelse af Szetning 7.5 og Seetning 7.7 og ved indsattelse af (7.4) fas det,
at

[ hato.0)utdpx d8) = [ h(a(p.0)) v(dp)mnn(as)
RXxS R xS

= [ ey ) s

Substitueres der med u = p/cos(f — Oy ) og dermed v(dp) = |cos(6 — Ov)|v(du),
hvor numerisktegnet opstar da p € R, fas

// | cos(8 — Oy ) |mu(du)II( db) = / m/|cos(979v)|ﬂ( dO)h(u)v(du).
R Js
Venstresiden af (7.5) kan skrives som

/h(x)E[Nv(dx)] :/h(x)mvy(dm),
R R

da Xy er stationzer. Ved at betragte integranderne over R er det muligt at iden-
tificere

my = m/S | cos(8 — 6y )[TI(d6).

O

Er linjeprocessen Y fra Seetning 7.8 endvidere isotropisk er my uafhaengig af V' og
er for repraesentationsrummet R4 x (0, 27| givet ved

d0 2m

2
= 0 —0y)|— =
my = m/ | cos( v)l o —
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da orienteringen af linjerne er ligefordelte. Bemaerk at for repraesentationsrummet
R x (0, 7] vil resultatet veere det samme, da der sa skal benyttes II(0) = df/x.

Nar linjeprocessen er en Poisson-linjeproces med intensitet A\, bliver den punktpro-
ces, der skabes pa linjen V' en Poisson-proces pd R med intensitet my = 2A/x, jf.
[Miles, 1964, Theorem 2].

S&tning 7.9 [Daley og Vere-Jones, 2008, Proposition 15.3.1V]

Lad Y vaere en stationser og isotropisk linjeproces med intensiteten m og lad
A C R? veere en kompakt konveks maengde, hvor N(A) er antallet af forskellige
linjer, der skaerer mangden A. Da er det forventede antal af linjer, der skzerer
maengden A givet ved

E[N(4)] = T04)

™

hvor hq(0A) er leengden af perimeteren for A.

Bevis:
Antag, at A er et konvekst polygon bestaende af sideleengderne Sy, ... S, saledes
at

n

hi(04) =) S:.

i=1

Ved benyttelse af Saetning 7.1.4 fas det, at det forventede antal af skaeringspunkter
fra linjeprocessen Y og linjestykket V; er givet ved

EIN(V)] = 25,

Det vil sige, at det forventede antal skaeringspunkter med perimeteren af A er

N (O v;) SN

Da antallet af skeeringspunkter for en linje med en konveks mangde er to pa neer,
nar linjen tangerer randen af A, men dette sker med sandsynligheden nul, fas det,
at forventede antal af linjer, der skeerer maengden A er

2m 2
=N 5 = i (04)
m s

i=1

E[N(h1(0A))] =E =E

MNmﬂzgm@m.

Jeevnfer [Daley og Vere-Jones, 2008, s.476] kan det vises at geelde for alle konvekse
mengder, og ikke blot for polygoner. g

Specielt for en stationaer og isotropisk Poisson-linjeproces med intensitet A gaelder
der, at det forventede antal af linjer, der skzerer en konveks mzngde A C R? er
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Poisson-fordelt med parameteren Ahi(90A)/m. At dette antal er Poisson-fordelt ses
ved, at antallet af linjer, der skaerer A, er antallet af punkter, der ligger indenfor
et bestemt omrade af repraesentationsrummet. Af definitionen pa Poisson-proces
Definition 3.2 fas det at antallet af punkter indenfor en sddan mengde er Poisson-
fordelt med intensitetsmalet som parameter, hvilket i dette tilfeelde er Ay (9A) /.
For en cirkel b(o,r) er antallet af linjer fra en Poisson-linjeproces med intensitet A,
der skaerer denne, altsd N (b(o,r)) ~ poi(2Ar).

7.1.5 Leengden af linjer

Resultaterne i dette afsnit benyttes senere i forbindelse med modelopstillingen.
Det vises bl.a., hvordan der omregnes mellem de to rum, og hvordan der beregnes
leengder af linjer.

Med repraesentationen af linjer ved (p, ) kan (7.1) skrives

p

y(x) = wtan(e) + 2 a

(7.6)

hvor o = /2 4 6. For at beregne laengden af linjer indenfor et kvadratisk omrade
af R? betragtes en linje givet ved (p, ). Ved omskrivelse af (7.6) fas

_ Y p
) = tana | sin() tan(a)’

hvor igen o = w/2 + 6.

Lad [d x d] afgraense et omrade i R? og lad origo veere i midten af dette kvadrat.
Skal lengden af en linje indenfor det afgraensede omrade beregnes, findes forst
skaeringpunkterne med linjerne, der udggr kvadratets sider, ved

(=d/2,y(=d/2)), (d/2,y(d/2)), (x(=d/2),=d/2) og (x(d/2),d/2).

Punkterne sorteres derefter i stigende raekkefglge efter z-vaerdien, og skaeringspunk-
terne med den stgrste og mindste x-veerdi fraveelges og afstanden mellem de to
resterende punkter beregnes pa almindelig vis.

Haves der en realisation af en linjeproces kendes p og 6 for de enkelte linjer ikke.
Disse kan dog opnas ved at finde linjernes skaringspunkter med observationsvin-
duet, saledes linjens ligning er udtrykt ved 2 punkter (z1,y1) og (z2,y2). Herefter
kan « og 0 fas til

& = tan (H) og 0= arctan (H) T a
To — X1 To — X1 2

Den vinkelrette afstand p fas ved omskrivning af (7.6) til

p= (- 25 i) (78)

(22 — 1)

Side 71



Kapitel 7. Linjeprocesser

hvor 6 fra (7.7) kan saettes ind, siledes at der opnéas et udtryk, der kun er bestemt
af koordinaterne for de to punkter pa linjen.

Afstanden fra et vilkarligt punkt (z,y) € R? til linjen givet ved (p,0) kan ved
geometriske betragtninger fas til

d(x) = |p — zcos(f) — ysin(9)|. (7.9)

7.2 LIKELIHOOD FOR POISSON-LINJEPROCES

Ved benyttelse af Afsnit 3.2 er det muligt at opstille en likelihoodfunktion for
Poisson-linjeprocessen. Resultaterne fra Afsnit 3.2 kan overfgres direkte til reprae-
sentationsrummet R x S. Det vil sige, at en Poisson-proces defineret pa reprae-
sentationsrummet altid er absolut kontinuert mht. standard Poisson-processen pa
repraesentationsrummet, og dermed vil taetheden herfor vaere pa formen (3.6).

Det vil sige, at for en Poisson-linjeproces med intensitet A\ pa A C R? er likeli-
hoodfunktionen for parameteren 6 givet en realisering * = {z1,...,2,} i repra-
sentationsrummet

. (7.10)

3>

L(ola) = exp (—u(B) [ |
j=1

I forbindelse med datasattet for gravhgje er linjerne ukendte, og likelihoodfunk-
tionen givet ved (7.10) er derfor ikke anvendelig. I sddanne tilfzelde skal der op-
skrives en anden likelihoodfunktion, hvor linjerne repraesenterer det ukendte data.

I dette kapitel er en teoretisk beskrivelse af linjeprocesser blevet gennemgaet. Disse
linjeprocesser skal i det senere benyttes til at opstille modeller, der kan beskrive
punktmgnstre med linjetendenser. Nu er den teori, der er ngdvendig i forbindel-
se med opstilling af en model for gravhgje, blevet gennemgéet, nemlig teori om
punktprocesser og linjeprocesser. I det fglgende kapitel anvendes denne teori pa
punktmenste af forskellige art, og dette giver et eksempel pa, hvorledes analyse og
valg af model kan foretages for punktmgnstre
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KAPITEL 8

EKSEMPEL PA PUNKT OG
LINJEPROCESSER

I dette kapitel introduceres modelopstillingen til beskrivelse af to datasaet, hhv.
datasattet redwood fra spatstat-pakken iR [R Development Core Team, 2008] og
et datasaet bestaende af linjemgnster-data. Dette ggres for at vise fremgangsmaden
for opstillingen af en model, og hvilke overvejelser der bgr ggres i denne forbin-
delse. Endvidere gives et eksempel pa hvordan et modeltjek kan udfgres. De fleste
funktioner, der benyttes i kapitlet, er funktioner, der allerede er implementeret i
spatstat-pakken i R.

8.1 EKSEMPEL PA PUNKTPROCES

I dette afsnit opstilles modeller til at beskrive datasattet redwood fra spatstat-
pakken. Dette datasaet er plottet pa Figur 8.1. Pa figuren ses 62 punkter i et
observationsvindue pa [0,1] x [—1,0].

Redwood

Figur 8.1: Plot af datasattet for redwood.

Af figuren ses det, at der er tegn pa, at punkterne optraeder i clustre, men det er
svaert at afggre med sikkerhed. Fgrste skridt i at tilpasse en model pa punktmen-
stret, er at forsgge at beskrive punktmegnstret ved en homogen Poisson-proces.

Poisson-proces

Ved benyttelse af funktionen ppm(-), der anvender estimatet fra (4.1), estimeres in-
tensiteten af den homogene Poisson-proces til 62. Pa Figur 8.2(a) ses et plot af en
realisering af en Poisson-proces med intensiteten 62 pa [0, 1] x [—1, 0]. Ved sammen-
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ligning af Figur 8.1 og Figur 8.2(a) ses det, at clustertendenserne fra datassettet
ikke er eksisterende for realisationen af Poisson-processen. Det ses pa plottet, at
denne realisering af Poisson-processen ikke beskriver punktmgnstret i tilstrackkelig
grad. For mere praecist at vurdere om punktprocessen stemmer overens med data,
kan teorien fra Kapitel 4 omkring summary statistics benyttes.

Pa Figur 8.2(b) ses et plot af parkorrelationsfunktionen fra dataszttet og par-
korrelationsfunktionen for modellen med @gvre- og nedre-envelopes. Den gvre- og
nedre-envelope for Poisson-processen er estimeret ud fra 39 simuleringer jf. Afsnit
4.4 ved benyttelse af funktionen envelope (-).

Poisson—proces Parkorrelationsfunktion

a(r)

(a) (b)

Figur 8.2: (a) Poisson-proces med intensitet 62 pa [0, 1] x [—1,0]. (b) Parkorre-
lationsfunktionen for redwood datasaettet. Den fuldtoptrukne linje er
estimatet fra data, mens (- - -) er den teoretiske parkorrelationsfunk-
tion for Poisson-processen. Linjerne beskrevet ved (---) er envelopes
for Poisson-processen.

Ved sammenligning af den estimerede parkorrelationsfunktion fra datasaettet med
de simulerede envelopes for Poisson-processen ses det, at parkorrelationsfunktionen
ligger et stykke over den gvre envelope. Dette er igen en indikation pa, at det ikke
er muligt at beskrive datasattet i tilstrackkelig grad ved benyttelse af en homogen
Poisson-proces.

Da det er parkorrelationsfunktionen, der er benyttet som summary statistics i Figur
8.2(b), og da den estimerede parkorrelationsfunktion fra data ligger over parkor-
relationsfunktionen fra Poisson-processen, kan det antages, at redwood datasaettet
udviser stgrre clustertendenser end Poisson-processen. Men at dette er tilfeeldet
burde ikke komme som en stgrre overraskelse efter at have sammenlignet Figur 8.1
og Figur 8.2(a).

Til beskrivelse af clustertendenser kan der valges mellem flere forskellige typer
af f.eks. Cox-processer, som eksempelvis Thomas-processen fra Afsnit 5.3.1 og
Matérn-processen fra Afsnit 5.3.2.
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Thomas-proces

I Thomas-processen er centerprocessen en Poisson-proces, mens kernerne er givet
ved en normalfordeling. Ved benyttelse af funktionen thomas.estK(-) er det muligt
at estimere de tre parametre, der indgar i Thomas-processen. Disse parametre er
k, der angiver intensiteten af Poisson-processen af moderpunkter, w der angiver
standardafvigelsen af punkterne fra cluster-centrene, og « der angiver det for-
ventede antal af punkter i hvert cluster. R estimerer parametrene ved benyttelse
af minimumkontrastestimation jf. Afsnit 5.4 ud fra K-funktionen. For datasaettet
redwood fas parametrene til

Kk = 23.54, w=4.70-10"2, og  a=2.63.

Det er nu muligt at lave en realisering af Thomas-processen ved benyttelse af
funktionen rThomas(:). P4 Figur 8.3(a) ses en simulering af Thomas-processen
med de estimerede parametre.

Thomas—-proces F-funktion

1.0

0.8

0.6

F(r)

0.2
|

0.0
|

(a) (b)

Figur 8.3: (a) Realisering af Thomas-proces med parametre x = 23.54, w =
4.70-1072 og a = 2.63. (b) F-funktionen for Thomas-processen. Den
fuldtoptrukne linje er estimatet fra data, mens (- - -) er middelvaer-
dien af de 39 simuleringer for F-funktion af Thomas-processen. Lin-
jerne beskrevet ved (---) er envelopes for Thomas-processen.

Ved sammenligning af datasaettet for redwood og realiseringen af Thomas-processen,
dvs. Figur 8.1 og Figur 8.3(a) ses det, at der er en nogenlunde overensstemmelse
mellem fordelingen af punkterne, selvom clustertendenserne for redwood-data ses
at veere tydeligst. Igen betragtes en summary statistics for punktmgnstret samt mo-
dellen. Pa Figur 8.3(b) ses et plot af F-funktionen for bade dataszttet og Thomas-
processen. Det er F-funktionen, der er valgt til sammenligning af model og data
og ikke K-funktionen, da R har brugt denne til at estimere parametrene i Thomas-
processen. Pa Figur 8.3(b) ses det, at den estimerede F-funktion fra datasattet lig-
ger passende indenfor den nedre og gvre envelope af Thomas-processen. Desuden er
F-funktionen fra datasattet og middelvaerdien for envelopes fra Thomas-processen
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naesten sammenfaldende. Det vil sige, at modelantagelsen om at punkterne fglger
Thomas-prossen, kan betragtes som vaerende korrekt.

Matérn-proces

I Matérn-processen indgar parametrene x, der angiver intensiteten for Poisson-
processen af moderpunkter, R der er radius parameter for clusterne og a der er
det forventede antal punkter pr. cluster. Ved brug af funktionen matclust.estK(-)
estimeres parametrene til

k=2456, R=865-10"2, og a=252

igen ved benyttelse af minimumkontrastestimation ud fra K-funktionen. Ved ind-
saettelse af parametrene i rMatClust(-) kan Figur 8.4(a) opnés, og ved at plotte
F-funktionen for data samt envelopes for Matérn-processen opnas Figur 8.4(b).

Matérn—proces F-funktion

0.8 1.0
I

F(r)
0.6

0.4

(a) (b)

Figur 8.4: (a) Realisering af Matérn-proces med parametre x = 24.56, R =
8.65-1072 og a = 2.52. (b) F-funktionen for Matérn-processen. Den
fuldtoptrukne linje er estimatet fra data, mens (- - -) er middelvaerdi-
en af F-funktion for Matérn-processen. Linjerne beskrevet ved (---)
er envelopes for Matérn-processen.

Som det ses pa Figur 8.4 kan Matérn-processen ogsa benyttes til at beskrive
datasattet redwood, da estimatet fra data ligger indenfor envelopes for model-
len.

Der er nu to modeller til beskrivelse af datasattet redwood, Thomas-processen og
Matérn-processen. De to modeller er i og for sig lige gode til at beskrive datasattet,
og de adskiller sig kun i udtrykkene af kernerne.
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8.2 EKSEMPEL PA LINJEPROCES

I dette afsnit benyttes linjeprocesser som beskrevet i Kapitel 7 til at beskrive
linjemgnstre. Pa Figur 8.5(a) ses et observeret linjemgnster pa observationsvinduet
[—5,5] x [=5, 5]. Dette kunne f.eks. veere tgjfibre, men i dette tilfaelde er det blot
en realisering af en linjeproces.

Der er to mader at betragte linjemgnstret pa, enten som linjer indenfor observa-
tionsvinduet, eller som en realisering af en punktproces pa repraesentationsrummet.
Da der er en 1:1-korrespondance mellem de to rum, er det lige meget hvilket et
af dem der betragtes. Linjerne betragtes som en realisering af en punktproces pa
repraesentationsrummet, som er opniet ved oversattelse af linjerne ud fra (7.7) og
(7.8). Pa Figur 8.5(b) ses det til Figur 8.5(a) hgrende punktmgnster i repraesenta-
tionsrummet.

Det forsgges nu at tilpasse en homogen Poisson-proces til punktmgnstret pa Figur
8.5(b) ved benyttelse af funktionen ppm(-). Dermed opnés et estimat af intensiteten
for Poisson-processen til 0.92 bestemt ud fra punktmegnstret pa Figur 8.5(b). Da
der er en 1:1-korrespondance mellem repraesentationsrummet og linjerummet, kan
intensiteten jf. Kapitel 7 for det ene rum opnas, ved at oversatte intensiteten fra
det andet rum.

Repreesentationsrum

3.0
|

25

2.0

1.0

0.5

Figur 8.5: (a) Observeret linjemgnster pa [—5,5] x [—5,5]. (b) Punktmgnster i
repraesentationsrummet for linjemgnstret givet ved (a).

Pa Figur 8.6(a) ses en simulering af Poisson-processen med den estimerede inten-
sitet fra Figur 8.5(b). Pa Figur 8.6(b) ses punkterne fra reprasentationsrummet
overfgrt til linjerummet. Ved en visuel sammenligning ses det, at der er en nogen-
lunde overensstemmelse mellem punktmgnstrene pa Figur 8.5(b) og Figur 8.6(a),
og ved betragtning af Figur 8.5(a) og Figur 8.6(b) ses det, at der ogsa er en overens-
stemmelse mellem observeret data og en realisering af den opstillede model (dette
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burde ikke komme som nogen overraskelse, da punktmgnstret og linjemgnstret er
sammenhgrende).

Repraesentationsrum

15 20 25 30
I

1.0

Figur 8.6: (a) Realisering af Poisson-proces pé repraesentationsrum med inten-
siteten 0.92. (b) Punkterne fra repraesentationsrummet oversat til
linjeproces.

Summary statistics for linjeprocessen kan opnéas ved at betragte repraesentations-
rummet fremfor linjerummet. Pa Figur 8.7 ses et plot af den estimerede F-funktion
fra repraesentationsrummet givet ved Figur 8.5(b) samt envelopes for F-funktionen
fra Poisson-processen. Det ses, at der er en overensstemmelse mellem F-funktionen
fra data og fra modellen.

F-funktion

1.0

0.8

F(r)
06

0.4

0.2
|

Figur 8.7: F-funktionen for observeret repraesentationsrum og simlueret reprae-
sentationsrum samt envelopes. Den fuldtoptrukne linje er estimatet

fra data, mens (- - -) er middelveerdien af F-funktion for Poisson-
processen. Linjerne beskrevet ved (---) er envelopes for Matérn-
processen.
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Dette kapitel har ved eksempler illustreret store dele af den forudgaende teori og
vist, hvordan dataanalyse, modelvalg og modeltjek foretages. Dette kapitel er ogsa
slutningen pa den del af rapporten, der beskaftiger sig med generel teori angaende
punkt og linjeprocesser.

I naeste del af rapporten fokuseres der pa datasazttet gravhgje og opstilling af model
for dette. Som det senere erfares er det ngdvendigt med en mere kompliceret model
til beskrivelse af gravhgjenes placering. Derfor indgar der lgbende ngdvendig teori
i tilknytning til dette.

I indledningen blev datasattet for gravhgjene praesenteret og kort beskrevet. Der
startes i naeste kapitel med en yderligere databeskrivelse og analyse, da der nu
kendes analyseredskaber som eksempelvis summary statistics.
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KAPITEL 9

DATABESKRIVELSE

I dette kapitel introduceres datasaettet for gravhgjes placering omkring Skjern a,
og der foretages en indledende dataanalyse. Dette ggres for at skabe et overblik
over, hvad datasaettet indeholder, og med henblik pa at kunne opstille en model til
beskrivelse af dataseettet for gravhgjene. Til den indledende dataanalyse benyttes
programmet R [R Development Core Team, 2008].

9.1 DATABESKRIVELSE

Datasaettet for gravhgjenes placering bestar af geografiske xz- og y-koordinater,
der beskriver gravhgjes placering i omradet [458705,487620] x [6172511,6217922] i
UTM-koordinater, som det ses pa Figur 9.1. Det ses, at punktmgnstret af gravhgj-
ene er inhomogent indenfor dette omrade, hvilket skyldes geografiske forhold som
f.eks. forlgbet af Skjern &, hgjdeforskelle i landskabet og fordelingen af befolkning-
en pa det tidspunkt, hvor gravhgjene blev oprettet. Pa Figur 9.1 indikeres Skjern
4 som de brede band uden gravhgje horisontalt i midten af figuren.

Gravhgje

Figur 9.1: Plot af datasaettet for gravhgjene, der er spredt over omradet
[458705,487620] x [6172511, 6217922]. Kvadratet afgraenser omradet
[460000, 475000] x [6175000, 6190000].
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Nord og syd for Skjern & ses der omrader med stgrre homogenitet blandt punk-
terne. Et sddant omrade kunne vaere indenfor koordinaterne [460000,475000] x
[6175000,6190000], som pa Figur 9.1 er markeret med et kvadrat. Dette omrade
er forstgrret og plottet pa Figur 9.2. Her ses det, at de forskellige punkter ligger
forholdsvis jeevnt fordelt over omradet, og samtidig er der tydelige linjetendenser.
Desuden ses der mindre clustertendenser, hovedsageligt i forbindelse med linje-
tendenserne, og der ses omrader med naesten ingen gravhgje. Yderligere gaelder der
for dette omrade, at der ikke er nogle punkter, der ligger oveni hinanden, hvilket
er tjekket med funktionen duplicated.ppp(-) i R, siledes at punktmgnstret er
simpelt.

Gravhgje

Figur 9.2: Plot af gravhgje i omradet [460000,475000] x [6175000, 6190000].

Denne homogenitet af punkterne pa omradet ggr, at det kan vaere fordelagtigt at
arbejde med dette omrade. Da det netop er linjetendenserne, der gnskes beskrevet
i den senere opstillede model er dette omrade anvendelig. I det folgende er det
saledes kun dette omrade, der omtales ’datasaettet gravhgje’.

9.1.1 Summary statistics

For at fa et fgrstehandsindtryk af punkternes indbyrdes vekselvirkning betragtes
forskellige summary statistics for datasaettet. Dette kan give en indikation af, om
der punkterne imellem er en stgrre eller mindre grad af tiltraekning eller cluster-
tendens end en homogen Poisson-proces. Dermed giver det ogsa en indikation af
hvilken model, der kunne tzenkes at passe pa datasattet.

I Figur 9.3(a) ses et estimat af parkorrelationsfunktionen for datassettet fra Figur
9.2. Det ses, at for sma r er g(r) > 1, hvilket vil sige, at punktmgnstret udviser
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storre tiltreekning eller clustertendenser jf. Afsnit 4.1.1 end en homogen Poisson-

proces.
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Figur 9.3: Summary statistics for gravhgjene. Den fuldtoptrukne linje er esti-

matet fra data, mens (- - -} er for Poisson-processen. (a) Estimat af
parkorrelationsfunktionen. (b) Estimat af K-funktionen. (c) Estimat
af L-funktionen. (d) Funktionen L(r) —r, hvor L(r) er estimatet fra

(c).

I Figur 9.3(b) og Figur 9.3(c) ses et estimat af K- og L-funktionen for punktmen-
stret. Indikationen af at punktmegnstret udviser tiltraekning eller clustertendenser
for sma r, bliver jf. Afsnit 4.2 bekraeftet ved at betragte L(r) — r givet i Figur
9.3(d), da L(r) — r er storre end nul for sma r.

En anden made at beskrive punktmgnstret pa er ved benyttelse af de afstands-
baserede summary statistics givet ved F-, G- og J-funktionen jf. Afsnit 4.3. Disse
ses plottet pa Figur 9.4.
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Figur 9.4: Afstandsbaserede summary statistics. Den fuldtoptrukne linje er es-
timatet fra data, mens (- - -) er for Poisson-processen. (a) Esti-
mat af F-funktionen. (b) Estimat af G-funktionen. (c) Estimat af
J-funktionen.

Pa Figur 9.4(a) og Figur 9.4(b) ses estimater af F- og G-funktionen for datasattet.
Det ses, at for sméa r er F(r) < G(r), hvilket indikerer en tiltreekning eller clus-
tertendens i forhold til Poisson-processen, som ogsa ses ved, at J(r) < 1 i Figur
9.4(c).

De forskellige summary statistics indikerer altsa, at der er tiltraekning eller clus-
tertendenser i punktmgnstret. Nar der skal opstilles en model til beskrivelse af
datasattet, er det derfor neerliggende at benytte eksempelvis Cox-processer som
beskrevet i Kapitel 5. I det fglgende kapitel forspges det at tilpasse punktprocesser
til beskrivelse af datasattet gravhgje ved allerede implementerede funktioner i R.
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KAPITEL 10

PUNKTPROCES-MODELLER FOR
GRAVHQJE

I dette kapitel opstilles punktprocesser til beskrivelse af datasaettet gravhgje. Dette
gores pa baggrund af den viden om punktmgnstret, der er opnaet i Kapitel 9.
Punktprocesserne der tilpasses datasattet er nogle af de allerede behandlede punkt-
processer fra Kapitel 3 og Kapitel 5. Fremgangsméaden er tilsvarende den fra Kapi-
tel 8.

Alle punktprocesserne opstilles pa omradet [460000,475000] x [6175000,6190000]
og laves ved brug af R [R Development Core Team, 2008].

10.1 TILPASNING AF POISSON-PROCES

I forrige kapitel blev det vist, at der var tiltraekning eller clustertendenser blandt
punkterne i punktmenstret ved, at g(r) > 1 for sma r. I fgrste omgang antages det
dog, at gravhgjene folger en fuldsteendig rumlig tilfeeldighed, dvs. at der benyttes
en homogen Poisson-proces til beskrivelse af data.

Poisson—proces F-funktion
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Figur 10.1: (a) Realisation af homogen Poisson-proces med intensitet 5.1-1076.
(b) F-funktion for Poisson-proces. Den fuldtoptrukne linje er esti-
matet fra data, mens (- - -) er den teoretiske vaerdi af F-funktionen
for Poisson-processen. Linjerne beskrevet ved (---) er envelopes for
Poisson-processen.

Ved benyttelse funktionen ppm(-) er det ud fra data muligt at estimere intensiteten
af den homogene Poisson-proces til p = 5.1-1075. Pa Figur 10.1(a) ses en realisering
af en homogen Poisson-proces, med den estimerede intensitet.
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Ved en visuel sammenligning af Figur 9.2 og Figur 10.1(a) ses det, at punkterne fra
datasaettet har stgrre tiltraekning eller clustertendenser i forhold til realiseringen af
den homogene Poisson-proces. P4 realiseringen ses der ingen linjetendenser, ingen
mindre clustertendenser og ingen stgrre omrader uden punkter i modsatning til
datasaettet. Dermed bekraeftes formodningen fra Kapitel 9, om at datasattet har
storre tiltraekning eller clustertendenser end en homogen Poisson-proces.

Pa Figur 10.1(b) ses den teoretiske F-funktion for den homogene Poisson-proces,
samt envelopes for denne og F-funktionen for datasaettet. Envelopes er beregnet pa
baggrund af 39 realiseringer af Poisson-processen svarende til et konfidensinterval
pa 95% jf. Afsnit 4.4. Det ses, at der ikke er god overenstemmelse mellem envelopes
for Poisson-processen og F-funktionen estimeret fra datasattet.

I stedet for at beskrive datasattet med en model, der tager udgangspunkt i den ho-
mogene Poisson-proces, vil det vaere mere hensigtmaessigt at benytte en punktpro-
ces med storre tiltraekning eller clustertendenser, som eksempelvis Cox-processen.

10.2 TILPASNING AF COX-PROCES

Der eksisterer flere typer af Cox-processer som beskrevet i Kapitel 5. Pa Figur
10.2(a) ses en realisering af en Thomas-proces. Denne Thomas-proces er opstil-
let ved forst at estimere parametre vha. funktionen kppm(:), der anvender mini-
mumkontrastestimation. Herved estimeres parametrene til (k = 6.58 - 1077, w =
1.11,« = 7.75). Herefter er der genereret en realisering af Thomas-processen med
disse parametre.

Thomas-proces Matérn—proces

(a) (b)

Figur 10.2: Realiseringer af punktprocesser, hvor parametre er estimeret fra
data ved benyttelse af minimumkontrastestimation. (a) Thomas-
proces. (b) Matérn-proceser.
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Ved sammenligning af Figur 9.2 og realiseringen af modellen ses det, at der ikke er
en overenstemmelse mellem de to. Det ses pa realiseringen, at clustertendenserne
er for tydelige, linjetendenserne er ikke til stede, og der mangler omrader med
lavere intensitet.

Pa Figur 10.2(b) ses en realisering af en Matérn-proces tilpasset vha. minimumkon-
trastestimation og med parametre (k = 6.58 - 1077, R = 2.69, « = 7.75). Ud fra en
visuel vurdering af en realisering af Matérn-processen og plots af data, ses der at
veere samme mangler i realiseringen som ved Thomas-processen.

Pa Figur 10.3 sammenlignes F-funktionen estimeret fra data med envelopes for
F-funktionerne estimeret fra Thomas- og Matérn-processen. Det ses, at for sma r
udviser Thomas- og Matérn-processen samme clustertendenser som datasattet, da
F-funktionen ligger indenfor envelopes. Dette kan eventuelt skyldes, at for sma r
kan der ikke skelnes mellem linjetendenser og clustertendenser. Endvidere ses det,
at for stgrre r stemmer de to punktprocesser ikke overens med datasattet.
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Figur 10.3: (a) F-funktionen for Thomas-processen. (b) F-funktionen for
Matérn-processen. Den fuldtoptrukne linje er estimatet fra data,
mens (- - -) er den forventede veerdi af F-funktionen for hhv.
Thomas- og Matérn-processen. Linjerne beskrevet ved (---) er en-
velopes for hhv. Thomas- og Matérn-processen.

Samtlige af de opstillede modeller, hvad enten de er tilpasset med clusterproces-
ser eller ej, formar ikke i tilstraekkelig grad at skabe linjer af gravhgje, som dem
dataseettet antydes at indeholde. For kunne beskrive linjetendenserne er det der-
for ngdvendigt at udvikle punktprocesser specielt til beskrivelse af linjetendenser,
hvilket gores i fglgende kapitel.

Side 89



Kapitel 10. Punktproces-modeller for gravhgje

Side 90



KAPITEL 11

MODEL MED LINJETENDENSER
FOR GRAVHQJE

I dette kapitel opstilles en model til beskrivelse af punktmgnstret for gravhgje.
Forskellen fra de opstillede modeller i Kapitel 10 er, at der her benyttes teori om
linjeprocesser til at opna en model, der kan genskabe linjetendenser.

Intentionen er bl.a. at benytte en linjeproces, og betragte hver linje i linjepro-
cessen som udgangspunkt for en punktproces pa et omrade langs linjen. Selve
linjeprocessen vil her optraede som en skjult linjeproces, som blot benyttes til at
skabe linjetendenserne. Denne metode vil give linjetendenser blandt punkterne,
men eftersom linjerne i en linjeproces er rette, vil der sandsynligvis ikke kunne
skabes samme buede linjetendenser, som i datasaettet for gravhgje.

Som eksempel er der pa Figur 11.1(a) placeret 4 tilfzeldige linjer pa punktmenstret.
Disse folger ikke linjetendenserne i datasaettet. P4 Figur 11.1(b) er der derimod
placeret 4 linjer pa4 punktmgnstret, som nogenlunde ligger langs nogle af linje-
tendenserne i datasattet. Det kan forestilles, at hvis der simuleres punktprocesser
omkring linjerne, vil disse kunne optraede som linjetendenser, der ligger de samme
steder som i datasaettet. Afheengig af hvilke antagelser der ggres vedrgrende inter-
aktionsafstanden mellem en linje og punkterne, skulle der maske have veeret flere
linjer eller maske kunne de 4 linjer vaere placeret mere optimalt. Ved at opstille en
passende model er det muligt at placere linjerne i de omrader, der er linjetendenser,
og estimere antallet af linjerne.

(b)

Figur 11.1: Linjer pd punktmgnstret for gravhgje. (a) 4 tilfeeldige linjer. (b) 4
linjer der fglger linjetendenserne.

Farst opstilles modellen til at beskrive punktmgnstret. Dette ggres pa baggrund af
de teorier, der eksisterer angaende gravhgje langs veje fra indledningen. Derefter
implementeres modellen i R. Modeltjek af den opstillede model foretages i naste
kapitel.
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11.1 OPSTILLING AF MODEL

For at opstille en model til beskrivelse af linjetendenserne i datasattet for gravhgje,
skal forskellige antagelser og betragtninger foretages. Malet med dette afsnit er at
opna en likelihoodfunktion for modellen, der afheenger af ukendte parametre og
ukendte linjer, der kan estimeres fra datasattet.

Fjernes gravhgjene fra Figur 11.1(b) ses det, at de fire linjer antydes at ligge
fuldstaendigt vilkarligt uden nogen form for vekselvirkning. Det vil sige, at den
bagvedliggende linjeproces, der benyttes til at skabe linjetendenserne, kan antages
at veere en homogen Poisson-linjeproces pa observationsvinduet [—7500, 7500] x
[—7500, 7500], som i det fplgende benaevnes A. Der er valgt dette observationsvin-
due, da en linjeproces er defineret pa et omrade centreret omkring origo. Punk-
terne i datasaettet forskydes til at ligge i dette observationsvindue. Kantlaengden
af kvadratet A noteres d.

Intensiteten for Poisson-linjeprocessen er ukendt og saettes til A, dvs. der skal
opstilles en likelihoodfunktion til estimation af A. Nar linjerne udggr en Poisson-
linjeproces, kan disse som bekendt repraesenteres som punkter i et repraesenta-
tionsrum, hvor punkterne udggr en Poisson-proces jf. Definition 7.3. Lad reprae-
sentationsrummet S C R? vaere givet ved S = [0,d/v/2] x [0,27], da de mulige
vinkler er [0,27] og da den maksimale vinkelrette afstand fra centrum til et af
hjgrnerne af A er d/+/2. Dette valg af repraesentationsrum kan give linjer, der lig-
ger udenfor A, eksempelvis vil en linje med p = d/v/2 og en meget lille vinkel ligge
uden for A. Det vil fremga af en senere forklaring, at dette ikke giver problemer
i forbindelse med beskrivelse af punktmgnstre med linjetendenser. Hvis intensi-
teten af Poisson-linjeprocessen er A, er intensiteten af Poisson-processen A/7 pa
repraesentationsrummet. Jaevnfer (7.10) bliver likelihoodfunktionen for A

27 -
L(Ay) = exp (—/ A dp d9>
o Jo T

-(2) = (-3%).

hvor y = {y1,...,yn} repreesenterer linjeprocessen i form af punktmegnstret pa
repraesentationsrummet. Da linjeprocessen er en homogen Poisson-proces pa re-
praesentationsrummet ses det, at p(A) = 2A\d/v/2 i det ovenstaende, hvilket svarer
til intensiteten af Poisson-processen pa R ganget intervallet for den vinkelrette
afstand jf. Afsnit 7.1.2. Log-likelihoodfunktionen for A bliver

log(L(\y)) = nlog (j)

A (11.1)

H;z 3

2
o

Den skjulte linjeproces er saledes beskrevet, og der skal nu konstrueres punktpro-
cesser omkring linjerne i denne. Da gravhgjene fra datasattet ikke ligger direkte
pa linjer, men antydes at fordele sig i omrader omkring linjerne jf. Figur 9.2, er det
ngdvendigt at tilfgje en fordeling af punkterne indenfor disse omrader til modellen.
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Fordelingen af punkter omkring linjerne, ses pa Figur 11.1(b) at veere forskellig fra
linje til linje for de fire valgte linjer. Fordelingen af punkter om en linje ses at
variere, idet intensiteten af punkter kan vaere forholdsvis stor i nogle omrader og
naesten nul i andre omrader, som det ses for linjen langst til venstre pa Figur
11.1(b).

I denne model antages punktprocesserne omkring linjerne at kunne beskrives ved
Poisson-processer. Punkterne hgrende til en given linje kan projiceres ind pa lin-
jen, og da punktprocessen omkring linjen er en Poissonproces, medfgrer dette,
at punktprocessen pa linjen ogsa er en Poisson-proces. Intensiteten for Poisson-
processen pa linjen betegnes 3. Afstandene fra linjen til hvert af punkterne kan ses
som uathaengige maerker tilknyttet punkterne pa linjen, og punkterne og maerk-
erne kan ses som en maerket Poisson-proces jf. Definition 3.13. For at beregne
intensiteten af Poisson-processerne omkring linjerne benyttes Saetning 3.14, hvor
teetheden for maerkerne er en taethedsfunktion f(-) vinkelret pa linjerne. Denne
taethedsfunktion skal vaere en funktion af afstanden fra linjen, og et passende valg
er en symmetrisk taethedsfunktion omkring linjen. Afhaengig af hvordan denne
taethedsfunktion veaelges, kan den vare bestemmende for interaktionsafstanden fra
linjen, dvs. hvor langt punkterne hgrende til en linje maksimalt kan ligge, og om
der er flere punkter taet pa linjen i forhold til leengere vaek fra linjen. Eksempler er
normalfordelingen eller en ligefordeling.

Den punktproces, der ligger omkring en bestemt linje er med de ovenstaende ind-
forelser givet ved en Poisson-proces med intensitet 5f(-) jf. Seetning 3.14. Teaetheds-
funktionen f(-) er som naevnt en funktion af den vinkelrette afstand fra linjen. Fra
(7.9) fas det, at den vinkelrette afstand fra et vilkirligt punkt (z1,22) € R? til en
linje (pi, 0;) kan skrives som

d;(z) = |p; — 1 cos(b;) — xo sin(6;)]. (11.2)

I henhold til dataszttet om gravhgjene betragtes punktet (z1,z2) som koordi-
nat for en gravhgj, mens linjen (p;,0;) er den ukendte vej, som det antages at
gravhgjene ligger langs.

Ved benyttelse af (11.2) er intensiteten af Poisson-processen omkring linje 7 givet
ved

pi(x) = Bf(di(x)) = Bf(|pi — x1 cos(b;) — x2 sin(6;)]).

I datasaettet for gravhgje, er der lokaliseringer af gravhgje, der ikke ser ud til at
have nogen direkte forbindelse med vejene. Sadanne punkter skal derfor ogsa kunne
beskrives af modellen. Disse punkter kaldes baggrundspunkter, og beskrives ved
en punktproces, som kaldes baggrundsprocessen. Baggrundsprocessen antages at
vaere en Poisson-proces, og den tildeles intensiteten

po = Bo.

Intensiteten af punkterne i baggrundsprocessen afthanger i hgj grad af antallet af
linjer og intensiteten omkring linjerne, siledes at hvis modellen ikke indeholder
nogen linjer, skal punkterne i modellen kun stamme fra baggrundsprocessen.
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Den samlede intensitet for punktprocessen til beskrivelse af datasaettet bestar af
bidrag fra punktprocesserne om de n linjer, som modellen antages at indeholde
og baggrundsprocessen. Da bade de enkelte punktprocesser om linjerne og bag-
grundsprocessen er Poisson-processer, fas det fra Seetning 3.11, at superpositionen
af disse ogsa er det, og den samlede intensitet bestar af summen af de enkelte
intensiteter. I Seetning 3.11 skal de enkelte Poisson-processer vaere defineret pa det
samme omrade. Dette giver umiddelbart ikke problemer i forbindelse med denne
model, da Poisson-processerne om linjerne er defineret pa hele A, idet intensiteterne
for dem er defineret pa hele A. Desuden skal Poisson-processerne veaere disjunkte,
hvilket gaelder med sandsynlighed en. Den samlede intensitet bliver altsa

p(x) =Y pi(z) =P+ B> fldi(x)). (11.3)
1=0 =1

Datasettet gravhgje indeholder 1147 punkter, hvilke i det fglgende betegnes = =

{z1,...,z}. Likelihoodfunktionen for en Poisson-proces med den ovenstiende in-
tensitet er da jf. (3.8) givet ved
L(ﬂ7ﬂ03 R|l’,y)

—exp (= [ pto) as) [ ot
n k n
= exp (—/A (ﬁo + ﬁZf(di(x))> de) H <ﬁ0 + ﬁZf(M%))) (11.4)

=1

I (11.4) skal der angives en specifik teethed for f(d;(x)). I forste omgang betragtes
integralet

/Ap(a:) d:c:/A,Bo dz+ﬂi/Af(di(as)) dz. (11.5)

I det efterfplgende antages det, at punkterne ligger i en maksimal afstand af R €
(0, 00) fra linjerne. Teetheden vinkelret pa linjen vaelges som ligefordelt pa [—R, R).
Ved en sammenligning med datasaettet for gravhgje ville dette betyde, at urfolket,
der benyttede vejene, ville oprette en gravhgj og begrave de dgde i en maksimal
afstand R fra vejene.

Med ovenstaende antagelser fas det, at teetheden f(-) er

fldi(2)|R) = 551ldi(2) < B
1 .
= ﬁ]lﬁti —xq cos(0;) — xasin(f;)| < R]. (11.6)

Denne begransning af hvor punkterne kan ligge i forhold til en given linje afgraenser
et rektangel, hvor den ene kantleengde er 2R og den anden kantleengde er leengden
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af linjen. Betegnes leengden af linje ¢ ved I; fas det fra (11.6), at

/f z)|R) dx—QR/ [lp; — x1 cos(8;) — xo sin(6;)] < R] d
~ ﬁlei =1, (11.7)

hvor integralet af indikatorfunktionen er approksimeret med arealet af rektanglen.
Hvis A f.eks. er et kvadrat, er det ikke sikkert at hele rektanglet, givet ved 2R x ;
ligger indenfor A, hvis f.eks. linjestykket gar diagonalt igennem A, vil endefladerne
af rektanglet ikke ligge indenfor A. Dette antages dog at vaere en passende ap-
proksimation af arealet af rektanglet indenfor A.

Dette valg af taethedsfunktionen f(-) sztter begraensninger for linjetendenserne.
Eksempelvis vil linjetendenserne optreede som band af punkter, hvor intensiteten
af punkterne er konstant over hele bandet. Der vil altsé ikke optraede omrader, hvor
intensiteten er aftagende med afstanden fra en linje, som det antydes i dataseettet
for gravhgje. Det forventede antal af punkter i A fas ved indsattelse af (11.7) i
(11.5) til

[ o) do = o+ 530
=1

Det vil sige, at likelihoodfunktionen for et fastholdt linjemgnster fra (11.4) bliver

L(ﬁaﬁO?‘R'xay) =€xp <_d2ﬁ0 _ﬁzll> (118)

k
X H (ﬁo + 7211 [pi — @1 cos(0;) — w2 sin(6;)| < R]> :
=1

Antages det, at likelihoodfunktionen for parameteren A givet ved (11.1) og like-
lihoodfunktionen for parametrene (3, 5y og R fra (11.8) er uathangige, fas likeli-
hoodfunktionen for A\, 8, 8y og R ved at tage produktet af de to:

L()‘aﬁa ﬂOa R‘.I, y) :L(A‘y)L(ﬂvﬂOa R|$ y)

= <i)ncxp <—2\>) exp < d%By — ﬂZl ) (11.9)
x ﬁ (50 + 721 lpi — @1 cos(6;) — xosin(6;)| < R]) .

Udtryk (11.9) er likelihoodfunktionen for modellen til beskrivelse af punktmen-
stret for gravhgjene. Med de antagelser der er gjort undervejs, kan denne model
forhabentligt genskabe de linjetendenser, som ses for gravhgjene. Som en opsum-
mering er modellen opstillet pa baggrund af fglgende parametre:
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e ) der beskriver intensiteten af Poisson-linjeprocessen i linjerummet.
e 3 der beskriver intensiteten af Poisson-processen pa linjerne.
e [y der beskriver intensiteten af Poisson-baggrundsprocessen.

e R der beskriver den maksimale afstand fra en linje til et punkt.

Disse parametre skal estimeres ud fra datasattet for gravhgjene. Dette gores ved
benyttelse af bayesiansk inferens og MH-algoritmer. Modellen bygger dog pa, at
linjemgnstret er kendt, hvilket ikke er tilfeeldet ved gravhgjene, derfor skal linjerne
ogsa estimeres udfra datasattet. Linjerne kan valges ved at betragte datasattet
eller de kan estimeres med en BDM-algoritme som beskrevet i Kapitel 6. For at
kunne estimere parametrene og linjerne fra data, skal modellen implementeres i R,
hvilket ggres i fglgende afsnit.

11.2 IMPLEMENTERING AF MODEL

I den opstillede model er bade parametrene og linjerne ukendte, og disse skal
dermed estimeres udfra datassettet. Dette ggres pa to forskellige metoder ved
benyttelse af MH-algoritmer fra Kapitel 6. R-koden for implementeringen af mo-
dellen findes i Appendiks B.

11.2.1 Parametre

Til at estimere parametrene A, 3, By og R i modellen ud fra datasattet benyttes
bayesiansk statistik. Indenfor den bayesianske statistik betragtes parameteren (,
der gnskes estimeret, som en stokastisk variabel, og hvis der haves en forhandsviden
omkring ¢, beskrives denne ved en taethedsfunktion f(¢), der kaldes en prior.

Lad z vaere en realisering af en punktproces pa reprasentationsrummet S, der
fglger en taethed fra den parametriske familie, og lad likelihoodfunktionen for x
veere givet ved (3.7). Det er ved benyttelse af prioren samt Bayes formel muligt at
opna et udtryk for posterior-fordelingen for ¢ givet data = ved

f(¢Jz) oc fIQL(Clz). (11.10)

Som det ses i (11.10) giver forskellige valg af priors forskellige posteriorfordelinger.
Det viser sig som regel, at nar blot der indsamles tilstraekkeligt data, vil poste-
riorfordelinger for to forskellige priors ikke afvige vaesentlig fra hinanden. I det
folgende benyttes der uegentlige priors, dvs. f({) o 1.

Det er en MH-algoritme som Algoritme 6.1, der skal benyttes til opdatering af
parametrene. Definer nu parameter-vektoren ¢ = (A, 3, B, R), og lad parmeter-
vektoren ¢’ = (N, 3, B}, R') veere et forslag. Forslagsteetheden er under antagelse
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af, at parametrene er uathaengige givet ved
(¢, ¢") = a(\, N)a(B, 3")a(Bo, Bo)a(R, R).

Forslagsfordelingerne veelges for alle fire parametre til at vaere normalfordelte.
Endimensionelle normalfordelinger er symmetriske, saledes at ¢(¢,¢’) = ¢(¢’, ()
gar ud i Hastings-forholdet, som reducerer til

m(¢")
m(¢)’

og MH-algoritmen reduceres til en Metropolis-algoritme jf. Kapitel 6.

H(C. () =

I selve implementeringen af Metropolis-algoritmen i R betragtes dog i stedet loga-
ritmen til Hastings-forholdet, idet beregningerne da bliver numerisk stabile. Dette
gor ingen forskel, da logaritme-funktionen er en voksende funktion. Logaritmen til
Hastings-forholdet bliver for denne model

2d , / &

\ﬁ(/\_/\)+d2(ﬁ0—ﬂ0)+(ﬁ_ﬁ);li

n zkjlog Bo + 2%/ 23}1 1 ([|p; — 21 cos(b;) — xa; s?n(gm < R
Bo + 35 Zj:l 1(|p; — z1j cos(6;) — xo; sin(6;)| < R]

=1

kguaadn=nmg<§)+

Da parametrene antages at veere uathaengige, kan der opstilles et Hastings-forhold
for hver enkelt parameter, hvor alt der ikke aftheenger af denne parameter forkortes
ud, hvilket forsimpler ovenstaende Hastings-forhold betragteligt.

Lad U; ~ unif(0, 1), og parameteren udvikler sig nu som

s = { G i 1 U)o 066 o)
m+1 Cm, ellers,

for m = 1,2,..., og en kendt begyndelsestilstand (y. For passende store m kon-
vergerer Metropolis-algoritmen, og da vil simuleringer af (,, kunne betragtes som
simuleringer af (.

11.2.2 Linjer

For at opna en passende beskrivelse af datasattet skal der tilfgjes eller fjernes
linjer i vist omfang, saledes at antallet af linjer er i overensstemmelse med antallet
af forhistoriske veje. Da vejene antages at folge placeringen af gravhgjene, skal
linjerne kunne placeres sa de er i overensstemmelse med linjetendenserne blandt
gravhgjene, dvs. at modellen ogsa skal kunne flytte linjerne. For at estimere linjerne
ud fra dataszette benyttes derfor en BDM-algoritme som gennemgaet i Kapitel
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6. Denne algoritme kan bade skabe nye linjer, slette eksisterende linjer og flytte
eksiterende linjer, sledes at nar algoritmen kgres laenge nok vil antallet af linjer og
selve linjerne ligge nogenlunde konstant. BDM-algoritmen ggr formentlig ogsa, at
der ikke ligger linjer udenfor observationsvinduet, da der ikke er gravhgje i dette
omrade.

For at benytte denne algoritme skal Hastings-forholdene for hhv. flytning, fgd-
sel og deod beregnes. Fra (6.1) haves Hastings-forholdet for flytning. Her kan den
unormerede tethedsfunktion h,(-) ses som likelihoodfunktionen fra (11.9), hvor
alt der ikke athaenger direkte af linjerne forkortes ud. Forslagsteetheden for fadsel
veelges pa baggrund af [Geyer og Moller, 2004] til at vaere ligefordelt over hele om-
radet, dvs. ¢;(-,-) = 1/|5|, hvor der divideres med |S|, da likelihoodfunktionen for
linjerne er opstillet i repraesentationsrummet.

Lad nu z = (x1,...,x,) betegne det nuvaerende linjemgnster, lad £ vaere forslaget
for x;, og lad 2’ = (z\z;) U &, da fas Hastings-forholdet for flytning fra (6.1) til

hn ()5
<>>

ers )Ts
ﬁ (ﬁo + 35 iy L[|p} — @1, cos(6]) — xa;sin(6])| < R])
=1 \Po+ 35 Z; 1 L|pi — @1, cos(6;) — x9;sin(6;)| < R]

ry(@,€) =

0’)‘ (Q‘b—‘

hvor p;, 6;,1; alle tilhgrer z’.

Igen benyttes logaritmen til Hastings-forholdet i R, og denne bliver

n

log(ry(z,€)) == B (I =)

=1
N Xk: log Bo + 35 2j1 LI} — @1y cos(8)) — wa;sin(9)| < R]
60 + % Z?:l 1 [|pi — Ty COS(@,‘) — T2j sm(ﬁl)| < R]

i=1

For skabelse eller sletning af en linje skal (6.2) og (6.3) bestemmes. Den unormerede
teethedsfunktion A(-) kan igen ses som likelihoodfunktionen fra (11.9), hvor alt der
ikke afhaenger direkte af linjerne er forkortet ud. De gvrige udtryk, der indgar i
Hastings-forholdene, veelges pa baggrund af [Geyer og Mgller, 2004]. Sandsynlig-
heden for en fgdsel, dvs. at der skabes en ny linje, valges til at vaere konstant lig p
over hele repraesentationsrummet S. Taethedsfunktionen pa |S| for placeringen af
en fadsel gp (-, -) veelges til at veere 1/|S], hvilket betyder, at det er lige sandsynligt
at skabe et punkt p hele omradet. Ligeledes vaelges gq(-, ) til 1/n, hvilket betyder,
at alle punkter er lige sandsynlige for at blive fjernet.

Lad nu z = (x1,...,x,) betegne det nuvaerende linjemgnster, lad £ vaere forslaget
for fodsel og n forslaget for dgd, og lad x’ betegne det nye punktmgnster i begge

Side 98



Kapitel 11. Model med linjetendenser for gravhgje

tilfaelde. Derved fas Hastings-forholdene til
hzU-pmg _ h(zug(1-p)ls

rp(x,€) = h(m)pﬁ - h(z)p(n +1)
=2 oxp(-1(6))
y ﬁ (Bo + & z”“ 1[|p, — @1 cos(6}) — m; sin(6))] < R]>
=1 /60 —|— j=1 [|p2 — Ty cos(@i) — T2y sm(@l)\ < R] ’
0g
ra(z,m) = Wa\mprs — h(a\n)pn
’ h(z)(1—p)=  h(z)(1 —p)|S]|

: (fr)_l exp(+0n)

H (50 + 3 i) L[|p) — w1, cos(6]) — xo;sin(6])| < R])
Bo+ 45 ZJ L L {Ipi — w1 cos(6;) — @y sin(6y)| < R] )~

Det er med det ovenstaende nu muligt at estimere parametrene og linjerne ud fra
datasaettet.

11.3 MODEL MED LINJER FRA BDM-ALGORITME

For at implementere algoritmen i R, fastsaettes forst begyndelsesveerdierne for
parameteren ¢ = (A, 3, 0o, R). Begyndelsesvaerdierne veelges forst forholdsvis til-
faeldigt, og valget optimeres ved at vaelge nye veerdier efter én simulering. I fgrste
omgang er begyndelsesveaerdierne valgt til ¢’ = (0.001,0.001,5 - 1075, 250).

Begyndelsesvaerdien for A er valgt pa baggrund af linjetendenserne i Figur 9.2.
I forste omgang antages det, at der skal benyttes ca. 30 linjer til at beskrive
linjetendenserne, hvor der tages hgjde for, at der maske skal bruges flere lin-
jer til at beskrive en linjetendens, da linjetendenserne ofte buer. Dette betyder
ogsa, at antallet af punkter i repraesententationsrummet er 30, og E[#punkter] =
p-2m-15000/+/2 = 30, saledes at p ~ 0.0004 og dermed at A\ = p-7 =~ 0.001. Begyn-
delsevaerdierne for § er valgt uden de store overvejelser, da der ikke vides noget om
denne parameter. Begyndelsesveerdien for Gy er valgt udfra, at hvis A, 3, R = 0,
sa ville alle punkter stamme fra baggrundsprocessen. Altsad E[#punkter] = Sy -
150002 = 1147, hvorudfra 3y bestemmes til ca. 5-10~5. Begyndelsesveerdien for R
er valgt pa baggrund af, at linjetendenserne i punktmgnstret vurderes til at vaere
500 meter brede. De valgte begyndelsesveerdier indseettes i Hastings-forholdet for
parametrene som de kendte begyndelsestilstande.

For at sikre at posterioren ikke bliver uegentlig vaelges der ikke-uegentlige priorer til
parametrene. Det er antaget, at parametrene apriori er uafhaengige, og da der ikke
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haves nogen forhandsviden om fordelingen af parametrene valges der forholdsvis
flade priors i form af gammataetheder. Prioerne for A\, 5 og [y veelges ens, og
de valges sa stgrstedelen af sandsynlighedsmassen ligger i naerheden af de valgte
begyndelsesvaerdier. Der vaelges derfor gammataetheder med skalaparameter 0.1 og

formparameter 2
A A
) = S exp (‘0.1) |

Formen af en gammataethed med disse parametre kan ses pa Figur 11.2, hvor
det ses, at med de valgte parametre ligger stgrstedelen af sandsynlighedsmassen
mellem 0 og 0.5, som ogsa er der A\, § og [y forventes at ligge.

0.000 0.002 0.004 0.006

00 05 10 15 20 25

T T T T T T
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Figur 11.2: Priortaetheder for parametrene. Til venstre prior for A\, 8 og Bo og
til hgjre prior for R.

Prioren for R vaelges til en gammatathed med skalaparameter 50 og formparameter
2,

FR) = s (—;f)) |

da denne fordeling giver en stgrre varians. Formen af denne priortaethed ses pa
Figur 11.2.

De ovenstaende priorteetheder ganges pa likelihoodfunktionen fra (11.9), og de
ganges ogsd pa Hastings-forholdet. (Som det senere ses har disse priorteetheder
ikke den store betydning pa posterioren, og det er tjekket, at fire uegentlige priorer
(f(*) x 1) giver samme form af posteriorfordelingen.)

Til estimeringen af linjerne vaelges ¢ = 0.8 i Algoritme 6.3 og p = 0.8 i Algoritme
6.2. Der er forsggt med forskellige vaerdier af ¢ og p, men de valgte vaerdier synes
at give den hurtigste konvergens. Som begyndelsestilstand for BDM-algortimen
veelges en Poisson-proces pa reprasentationsrummet med lav intensitet svarende
til det naesten-tomme punktmgnster. Der vaelges det naesten-tomme punktmgnster
fremfor det tomme punktmgnster, da beregningen af Hastings-forholdene for nul
linjer ikke er muligt. Desuden krzever Hastings-forholdet for dosd minimum to linjer.
Dette giver ikke problemer, da der ses at vaere flere end nul linjetendenser, og da
BDM-algoritmen automatisk flytter disse fa linjer efter behov.

Der foretages forst en kgrsel pa 10000 iterationer for at kontrollere begyndelses-
vardierne for parametrene og for eventuelt at kunne optimere disse. Plottes de
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itererede veerdier for hhv. A\, 8, Gy og R mod iterationsnummeret fas udviklingen
af vaerdierne i kaeden, dvs. et traceplot, som pa Figur 11.3.
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Figur 11.3: Traceplot af A, 8, Bo og R med 10000 iterationer.

Af denne forholdsvise korte kgrsel ses det, at parametrene ikke helt er konvergerede
endnu, men kgrslen giver en indikation af, mod hvilket omrade de enkelte parametre
konvergerer.

Pa baggrund af denne kgrsel vaelges der nye startveerdier pa ¢’ = (0.003,0.0015,5 -
1077, 270). Med disse begyndelsesvaerdier foretages en kgrsel pa 100000 iterationer,
og traceplots for denne ses pa Figur 11.4. Bemaerk, at der i dette plot er foretaget
en udtynding i parameterveerdierne, si kun hver 100. parameterveerdi er plottet,
da dette giver mere informative traceplots.

Acceptsandsynlighederne for parametrene styres af varianserne af forslagsfordel-
ingerne og er pa hhv. (0.65,0.81,0.07,0.10). Jeevnfor [Berthelsen og Mgller, 2004]
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Figur 11.4: Traceplot af hver 100. veerdi af A\, 8, 8o og R fra simulering med
100000 iterationer.

bgr acceptsandsynlighederne ligge i omradet 0.2-0.4 for at opna en optimal kon-
vergens. Som det ses, ligger acceptsandsynlighederne for parametrene ikke i dette
interval, de er faktisk vaesentligt hgjere eller vaesenligt lavere. Det har vaeret forsggt
at fa acceptsandsynlighederne til at ligge i intervallet 0.2-0.4, men dette har ikke
kunnet ggres bedre end det ovenstaende, da en a&ndring af variansen i forslags-
fordelingen for en af parametrene kan fa betydning for acceptsandsynligheden for
andre parametre. Disse acceptsandsynligheder kan altsa have indvirkning pa kon-
vergensen. I [Moller og Waagepetersen, 2004, s. 202] opnas en acceptsandsynlighed
pa 0.57, uden der kommenteres narmere pa denne, og derfor betragtes accept-
sandsynlighederne som veerende acceptable.

For at vurdere, hvor hurtigt de forskellige parametre konvergerer, altsa hvor hur-
tigt en parametervaerdi er uafhaengig af foregaende parametervaerdier, betragtes
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en metode, der kan afggre, hvor hurtigt en markovkeede gar mod den invariante
fordeling. Metoden bestar i at plotte autokorrelationen for de forskellige parametre.
For en reel funktion k(-) med en endelig varians givet ved

o® = Varlk(X;)]

er lag-m-autokorrelationen k,, defineret ved

Km = cort(k(X;), k(Xj4m)) form=0,1,...,
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Figur 11.5: Autokorrelationsplot for hhv. A, 8, 8o og R.
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hvor indekset m kaldes for lag. Under passende betingelser vil &,, — 0 for m — oo.
Autokorrelationen er altsd et udtryk for, hvor afhaengig en parameter er af de
foregaende veerdier.

P& Figur 11.5 ses autokorrelationen af parametrene fra Figur 11.4. Det ses pa
figuren, at alle fire parametre er autokorrelerede. Dette kan skyldes, at der jf.
Figur 11.4 bgr foretages et burn-in for at opna den korrekte posteriorfordeling af
parametrene. Det ses af Figur 11.4, at alle parametre er konvergeret i fordeling
efter ca. 40000 iterationer og der laves et burn-in pa dette.

Pa Figur 11.6 ses traceplots for hver 100. veerdi efter burn-in pa 40000. Efter dette
burn-in ses det tydligere, at parametrene er konvergerede.
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Figur 11.6: Traceplot af hver 100. vaerdi af X, 3, 8o og R med 100000 iterationer
og et burn-in 40000.
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Autokorrelationsplot efter burn-in pa Figur 11.7 viser, at parametrene konvergerer
hurtigere end fgr, men uafthaengigheden mellem nuvaerende og tidligere parameter-
veerdier indtraeffer lidt langsomt.
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Figur 11.7: Autokorrelationsplot for A\, 8, Bo og R med 100000 iterationer og
et burn-in 40000.

Betragtes histogrammer for hhv. A, 3, 8y og R, efter burn-in pa 40000 fas pos-
teriorfordelingen for disse. Pa Figur 11.8 er histogrammerne for de fire forskellige
parametre afbilledet.

Det ses, at A er centreret omkring ca. 0.006, 3 er centreret omkring ca. 0.00165.
Disse to posteriorfordelinger ligner begge normalfordelinger. Parameteren 3y min-
der mere om en gammafordeling, hvor stgrstedelen af vaerdierne ligger i intervallet
0-1.5-10~7. Parametervaerdien for R ligner tildels ogsa en normalfordeling centreret
omkring 258. I Tabel 11.1 er forskellige informationer om parametrene opsummeret.
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Figur 11.8: Histogrammer for hhv. X\, 3, Bo og R efter burn-in.

252 254 256 258 260 262 264 266

A B Bo R
Min. 0.001442929 | 0.001355540 | 2.160517e-09 | 252.1521
1. fraktil 0.002678878 | 0.001587348 | 2.909111e-08 | 257.4182
Median 0.002959206 | 0.001644079 | 4.400968e-08 | 258.0388
Middelveerdi | 0.002977638 | 0.001642109 | 4.901079¢-08 | 258.0329
3. fraktil 0.003250586 | 0.001697454 | 6.284899e-08 | 258.5278
Maks. 0.004756489 | 0.001978465 | 1.932323e-07 | 265.2808

Tabel 11.1: Beskrivende information om parametrene X, 3, 8o og R fra simu-
lering med 100000 iterationer og efter burn-in pa 40000.
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En vigtig del af modellen er ogsa, at antallet af linjer er nogenlunde konstant ellers
vil parametervaerdierne ikke konvergere. At antallet af linjer er konstant, betyder
ogsa, at det sandsynligvis er nogle optimale linjer, der er estimeret. Udviklingen i
antallet af linjer ses pa Figur 11.9(a), og dette ses at vaere konstant omkring de 61
linjer, der er opnaet til slut.

Antal linjer

40 50 60 70

Antal linjer
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Figur 11.9: (a) Udviklingen af antallet af linjer for hver 100. iteration, som
ses at veere stabiliseret omkring ca. 61 efter 10000 iterationer. (b)
Linjerne pd punktmgnstret.

De ukendte parametre fra modellen er nu estimeret. I naeste kapitel foretages et
modeltjek af modellen med de estimerede linjer og parametre. Men allerede her
kan det undersgges om de opnéede linjer ligger langs linjetendenserne. Pa Figur
11.9(b) er linjerne plottet sammen med det oprindelige punktmgnster. Antallet
af linjer virker lidt voldsomt, men dette skyldes, at de buede linjetendenser es-
timeres med rette linjer, og derfor forsgger modellen at tilpasse linjetendenserne
ved brug af flere linjer. Pa figuren ses det, at de fleste af linjerne ser ud til at fglge
linjetendenserne. Der er dog ogsa visse linjer, der ikke umiddelbart ser ud til at
have nogen tilknytning til linjetendenserne i dataseettet. Punkter i tilknytning til
disse lidt afvigende linjer kunne veere beskrevet ved baggrundsprocessen fremfor
punktprocessen om den pagaldende linje.

Af plottet ses det dog, at modellen passer rimeligt, men for at konstatere om den
er anvendelig, er det ngdvendigt at fortage et decideret modeltjek, hvilket ggres i
naste kapitel. Forst undersgges det, om det er muligt at opna en bedre konvergens
af parametrene.

11.4 MODEL MED PASSENDE FAST LINJEM@NSTER

Modellen i det forrige afsnit beskriver en linjetendens i datasattet med flere lin-
jer, da de forhistoriske veje ofte er buede, og dermed ikke kan beskrives ved en
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enkelt ret linje. Samtidig er linjerne i den forrige model ikke fastholdte, og der er
mulighed for at tilfgje, slette og flytte linjer. Dette kan vaere en af arsagerne til
at autokorrelationen viser, at parametrene ikke konvergerer specielt godt. I dette
afsnit undersgges det, om det er BDM-algoritmen med de varierende linjer, der
medfgrer den darlige konvergens. Dette ggres for at sikre, at det ikke er selve mo-
dellen, der er problemet i forbindelse med konvergensen, men at det neermere er
flytningen af linjerne, og at der tilfgjes og slettes i henhold til BDM-algoritmen.
For at optimere konvergensen kan der valges nogle faste linjer. Nar parametrene
opdateres udfra disse faste linjer, er der mulighed for at opna en bedre konvergens.
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Figur 11.10: Traceplot af hver 50. vaerdi af 3, 8o og R med 25000 iterationer.

Som det fastholdte linjemgnster kan der eksempelvis vaelges 10 tilfeeldige linjer
og tilpasse disse til datasattets linjetendenser med en Move-algoritme, eller der
kunne benyttes de opnaede linjer fra forrige afsnit. En ulempe ved at benytte
Move-algoritmen er, at alle de 10 linjer i princippet kan komme til at ligge naesten
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oven i hinanden og beskrive den samme linjetendens. Selvom dette ikke burde give
problemer for konvergensen, velges linjerne fra Figur 11.1(b), som de faste linjer.
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Figur 11.11: Autokorrelationsplots for 3, Bo og R med 25000 iterationer og
efter burn-in pa 10000.

I henhold til forrige afsnit svarer dette til, at det kun er parametrene, der skal
opdateres. Men nar linjemgnstret allerede er kendt, optraeder der ingen likelihood-
funktionen for Poisson-linjeprocessen i (11.3). Det er saledes kun parametrene 3,
Bo og R, der skal estimeres fra datasattet.

Pa Figur 11.10 ses traceplots af hver 50. vaerdi for de fire parametre for en kgrsel
med 25000 iterationer. Parametrene virker konvergerede efter ca. 5000-10000 ite-
rationer og der laves burn-in pa 10000. Begyndelsesvaerdierne for denne kgrsel er
valgt i naerheden af tidligere opnaede vaerdier, men disse burde ikke have betydning,
nar linjerne er faste.
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Pa figuren ses der et besynderligt spring i traceplottet for parameteren R ved
omkring 3000 iterationer, og der ses samtidig en lille sendring for 5 og (y. Forkla-
ringen pa dette spring vides ikke. Ved at betragte vaerdierne i omradet ses det, at
endringen ikke foregar i et spring men mellem ca. 50-100 iterationer, og det store
spring i vaerdier virker derfor ikke sa besynderligt.

Pa Figur 11.11 ses autokorrelationen af parametrene, efter der er fortaget burn-in.
I forhold til modellen med de varierende linjer ses det, at parametrene hurtigt bli-
ver uatheengige af tidligere vaerdier. Grunden til denne hurtige konvergens skyldes
altsa, at linjerne ligger fast.
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Figur 11.12: Histogrammer for 3, Bp og R med 25000 iterationer og efter burn-
in pa 10000.

Histogrammer for parameterveaerdierne ses pa Figur 11.12. Posteriorfordelingerne
for parameterne 8 og [y ligner begge normalfordelinger. Posteriorfordelingen for
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R er mere udefinerbar, men den har en tendens til at ligge omkring 258. I Tabel
11.2 er forskellige informationer om parametrene opsummeret.

B Bo R
Min. 0.004750056 | 3.046487e-06 | 333.0582
1. fraktil 0.006093235 | 3.418108e-06 | 356.7417
Median 0.006361246 | 3.508204e-06 | 357.5262
Middelveerdi | 0.006367706 | 3.513129e-06 | 360.1118
3. fraktil 0.006634981 | 3.600954e-06 | 363.9512
Maks. 0.007978382 | 4.113962e-06 | 384.5382

Tabel 11.2: Beskrivende information om parametrene (3, 8y og R fra simulering
med 25000 iterationer og efter burn-in pd 10000.

Med fastlagte linjer er det altsd muligt at opna en veesentlig bedre konvergens af
parametrene. Det er altsa formentlig BDM-algoritmen, der er skyld i, at parame-
tervaerdierne ikke konvergerer.

For alle parametrene geelder det dog, at de ikke konvergerer mod de samme veerdier
som for de varierende linjer. Dette skyldes, at der kun er 4 linjer imod 61 linjer, og
at en linjetendens i datasaettet nu kun beskrives ved en enkelt linje. Dette gor, at R
og (3 bliver stgrre, da det samme antal punkter i datasattet nu skal beskrives ved
kun 4 linjer. Parameteren g bliver ogsa vasentligt stgrre, da der er flere punkter,
der ikke har forbindelse til de fire linjer.

Der har i dette kapitel vaeret opstillet en model til beskrivelse af linjetendenser i
datasaettet for gravhgje. Modellen indeholder fire ukendte parametre og ukendte
linjer, som alle er blevet estimeret udfra datasattet for gravhgje. Det kan umiddel-
bart veere sveert at vurdere om disse parametre stemmer overens med datasaettet,
sa for at undersgge om den opstillede model kan beskrive datasaettet i tilstrackkelig
grad, skal der foretages et modeltjek. Dette gores i naeste kapitel, hvor der ogsa
beregnes summary statistics for den opstillede model.
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KAPITEL 12

MODELTJEK FOR MODEL MED
LINJETENDENSER

I dette kapitel foretages to modeltjek af modellen fra Kapitel 11. Det forste mo-
deltjek er for modellen fra Afsnit 11.3, hvor de estimere linjer benyttes. Det andet
modeltjek foretages ved benyttelse af A, sdledes at antallet af linjer og placeringen
af linjer ogsa er stokastisk.

En fgrste indikation af om en model giver en god beskrivelse af data fas ved at
plotte en realisering af modellen og sammenligne den visuelt med punktmgnstret
for data. Udfra denne realisering er det muligt at opna en fornemmelse af om
modellen er acceptabel.

Et decideret modeltjek er dog ngdvendig for mere pracist at afggre om model-
len giver en passende beskrivelse af datasattet. Som tidligere beskrevet foretages
et sadant modeltjek for punktproces-modeller ofte ved at sammenligne summary
statistics for data med summary statistics fra modellen.

Jeevnfgr Kapitel 4 og Kapitel 5 beregnes en specifik summary statistic udfra mo-
dellen. I det fglgende afsnit beregnes en summary statistic for den opstillede model,
der inddrager de forskellige modelparametre, der er blevet introduceret undervejs.

12.1 BEREGNING AF SUMMARY STATISTIC

I dette afsnit beregnes parkorrelationsfunktionen for modellen opstillet i Afsnit
11.1. Alt notation i dette afsnit er som i afsnittet for modelopstillingen.

Modellen bestar af en baggrundsproces, der er en Poisson-proces med intensitet
Do, en skjult Poisson-linjeproces med n linjer og intensitet A\, og omkring hver af
disse linjer er der en Poisson-proces med intensitet 5f(-).

Den samlede model er da en Poisson-proces med intensitet 8y + 8> ., f(d;(z))
givet linjerne. Det vil altsd sige, at givet linjemgnstret er punkterne en Poisson-
proces, og dermed udggr punkterne en Cox-proces jf. Definition 5.1, hvilket an-
vendes i folgende satning. I forhold til sprogbrugen i Kapitel 5 folger punkterne
en Cox-proces drevet af By + 8> ., f(di(z)).

Saetning 12.1
Intensiteten af punkterne fra modellen er

p(x) = Bo + BA.
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Bevis:

Antag, at y = {¢1,...,£,} er en realisation af en Poisson-linjeproces Y pa linjerum-
met. Da er den betingede intensitet af Poisson-processen X |(Y = y) jf. udtryk
(11.3) givet ved

Z(x)=> pilx) =Bo+BY_ fldi(x)),
=0 i=1
hvor det for den opstillede model er antaget, at f(d;(z)|R) = 5%1[d;(x) < R]. Det
vil sige, at punkterne udggr en Cox-proces drevet af Z(-).

For et givet punkt x fas antallet af linjer, der har en afstand mindre end R til =
ved

n

1
;f(di(x)lR) = 5NV (B, R)),

hvor N(B(z, R)) er antallet af linjer, der gar gennem cirklen B(z, R).

Da linjeprocessen er stationaer, kan origo for den betragtede cirkel vaelges vilkarligt,
dvs. at B(0, R) kan veelges fremfor B(z, R). Da en cirkel i R? er en konveks maeng-
de, kan det forventede antal af linjer, der gennemskaerer cirklen, fas til intensiteten
af linjeprocessen A ganget med perimeteren af cirklen divideret med = jf. Seetning
7.9. Dermed fas intensiteten af punkterne jf. Seetning 5.2 ved

p(x) = E[Z(z)] = fo + PE

B B N2mR
= fo + SR A Bo + BA. (12.1)

> f(dz-(w))} = o + LLEIN(B(0, R))]
=1

O
Det bemrkes at i ovenstaende s@tning afhaenger intensiteten af punkterne kun
af parametrene A\, 8 og [y, hvilket netop er de parametre, der er bestemmende for
intensiteten af punkterne for modellen.

Saetning 12.2
Lad punkterne x,y € R? og lad R > 0. Sa er det gennemsnitlige antal linjer fra
modellen, der rammer bade B(x, R) og B(y, R) givet ved

E W@Hmml (22) _r), for 7 > 2R,
1 =
2 (rR-r), for r < 2R,

hvor r = |z — y|.

Bevis:
Da linjeprocessen er stationaer og isotropisk, kan punkterne = og y flyttes til (0, 0)
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og (0,7). Pa Figur 12.1 ses en illustration af cirklernes translation og rotation.
Figurerne er kun illustrative, og linjerne er blot tilfzeldigt placeret i linjerummet.

(a) (b)

Figur 12.1: Illustration af translation og rotation. (a) For flytningen og (b) efter
flytningen (Linjerne er kun illustrative.)

For de linjer, der rammer B((0,0), R), er |p;| < R, svarende til et afgraenset om-
rade i repraesentationsrummet, som det ses pa Figur 12.2(a). De linjer der rammer
cirklen B((0,7), R), er dem, der rammer indenfor R af (0,r) for et givet 6. Il-
lustration af dette ses pa Figur 12.3. Ved benyttelse af sinusrelationen fas det,
at

sin(m/2 — 0) _ sin(m/2)

x r

og dermed 6 = cos~!(z/r). Omradet i repraesentationsrummet for linjerne i cirklen
B((0,r), R) ses pa Figur 12.2(b).

|
I
I
I
I
I
I
I
!
i
-R 0 R r—R r r+ R

Figur 12.2: Repraesentationsrum for de linjer der skraerer en given cirkel i lin-
jerummet. (a) Cirklen B((0,0), R). (b) Cirklen B((0,r), R).

Linjerne, der rammer begge omrader, ligger i overlappene mellem de to omrader
af repraesentationsrummet, dvs. overlappene mellem Figur 12.2(a) og (b). Der be-
tragtes tre tilfaelde og arealerne i de tre tilfaelde beregnes til
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Figur 12.3: Illustration af de linjer der skeerer cirklen B((0,7), R).

(i) r > 2R:

R p—
Ay :/ (cos1 <t R) —cos™ ! (t+R>) dt
_R r r
2 _ AR2
= < ﬂr +2Rsin~! (2R> — r) .
r r

(ii) R <r <2R:

r—R _
Ay :2/ (cos_1 (t R) —cos™! <t+R)> dt
0 T T
R —
+2/ <cos1 <t R> —O) dt
r—R r

=2(mR —r).

(iii) 0 <r < R:

R—r R t_R
A1:2/ (7r—0)dt-|—2/ (cos_1< )—O) dt
0 R—r r

=2(mR—r).

Fra Definition 3.2 fas det, at antallet af linjer der rammer begge cirkler, dvs.
punkter indenfor A;, er Poisson-fordelt med middelveerdi

M= A (12.2)
Y
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Nar de forskellige arealer indsaettes 1 (12.2) fas seetningen. d

Med de to foregaende saetninger er det nu muligt at beregne parkorrelationsfunk-
tionen for modellen.

Saetning 12.3
Parkorrelationsfunktionen for en punktproces med intensitet givet ved Saetning
12.1 er

B2 + 2B00A + L5 (M + (2RA)?)

)= T g 2+ o

Bevis:
Da det er parkorrelationsfunktionen fra (5.1), der skal beregnes betragtes i forste
omgang andenordens produkttaetheden

B[2(0)2)] =E | (50 + 25 zn <) (0t 4 3t < )|
Z]l <R]Zi:]1[d

Middelveerdien i det sidste led i ovenstaende kan omskrives til

2

E[(x1 + 22)(z1 + 23)],

hvor z; betegner antallet af linjer, der bade skeerer indenfor R af x og indenfor R
af y, x5 betegner antallet af linjer, der kun skeerer indenfor R af x og x3 betegner
antallet af linjer, der kun skaerer indenfor R af y.

Fra (12.2) er z; Poisson-fordelt med parameter ;. Ligeledes er xo og x3 Poisson-
fordelte med parametrene som benaevnes hhv. Ao og A3. Af stationaritet folger det,
at Ao = A3, og o1 + xo er antallet af punkter indenfor afstand R af x. Dermed fas
det, at A1 + Xy = 2R\, og

]E[(:cl + .TQ)(iL’l + l’g)] :)\1 + )\% + 2)\1)\2 + )\g = )\1 + ()\1 —+ )\2)2
=\ + (QR)\)Q,

da E[z%] = A\; + A\? for Poisson-fordelingen. Indszttes dette i ovenstaende sammen
med (12.1) er saetningen bevist. O

Der er nu opstillet en parkorrelationsfunktion, der inkluderer de forskellige parame-
tre fra modellen. Det vil sige, at det nu er muligt at beregne en parkorrelationsfunk-
tion for en model givet et sat af parametre. En anden mulig summary statistics
er fordelingen af vinklerne.
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12.1.1 Summary statistics ved vinkler

En mulig summary statistic for et punktmgnster med linjetendenser er at beskrive
vinklerne mellem linjestykkerne fra et givent punkt til dets to neermeste naboer.
Indeholder punktmgnstret tilstraekkeligt mange linjetendenser, vil det forventes, at
der er en overvaegt af vinkler naer nul og vinkler naer 7. Dette ses ved at betragte
tre punkter, der ligger naesten pa en linje. Her vil der fas to vinkler nar nul og en
vinkel neer 7. Hvis punkterne i et datasaet derimod ligger tilfeeldigt, vil vinklerne
vaere mere ligefordelte.

Pa Figur 12.4(a) ses et datasat indeholdende tydelige linjetendenser og pa Figur
12.4(b) ses den tilsvarende fordeling af vinklerne. Her ses det, at hovedvaegten af
vinklerne fordeles omkring nul og 7, hvilket indikerer linjetendenser i datasaettet.
De gvrige vinkler kommer af knap sa tydelige linjetendenser.

IR benyttes funktionen nndist(-) til at finde afstanden mellem de naermeste naboer
og funktionen nnwhich(-) til at afggre hvilket nabopunkt afstanden findes til,
hvorved vinklen kan opnés. Denne summary statistics tager i det beregningsmaes-
sige ikke hensyn til eventuelle kanteffekter. Da det er den narmeste naboafstand,
der betragtes ved beregning af vinklerne, kan kanteffekter undgas ved at veelge
observationsvinduet en smule mindre end det faktiske observationsvindue.

Frekvens
0

T T
00 05 1.

T
0 15 20 25 3.0
Vinkel

(a) (b)

Figur 12.4: (a) Realisering af punktproces med linjetendenser. (b) Vinkelforde-
lingen for (a).

Denne type summary statistics kan benyttes til at kontrollere, hvorvidt punkter
i et givet dataseet ligger som linjer af punkter efterfulgt af hinanden. Hvis linje-
tendenserne optraeder som brede band af punkter, er linjetendenserne i vinkelfor-
delingen knap sa tydelig som pa Figur 12.4(b).

Pa Figur 12.5(a) ses et plot at vinkelfordelingen mellem et punkt og de to naermeste
nabopunkter fra datasattet gravhgje. Det ses pa plottet, at datasaettet indholder
linjetendenser, da der er en hgjere repraesentation af vinkler omkring 0 end ved de
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andre vinkler. Dog er der ikke en hgjere reprasentation af vinkler neer 7. Der er
ikke nogen tydelig indikation af, at punkterne skulle ligge langs linjer, men dette
kan som sagt skyldes, at linjetendenserne i datasattet optraeder som bredere band
jf. Figur 9.2.

L
Frekvens

Frekvens
20 40 60 80 100 120
L

0
L
0
L

T T T T T T 1 T T T T T T 1
00 05 10 15 20 25 30 00 05 10 15 20 25 30
Vinkel Vinkel

(a) (b)

Figur 12.5: (a) Vinkelfordelingen for datasattet for gravhgje. (b) Vinkelfor-
delingen for en homogen Poisson-proces med p = 5.1 - 1076 pa
[—7500, 7500] x [—7500, 7500].

Pa Figur 12.5(b) ses et plot af vinkelfordelingen for en homogen Poisson-proces
med intensitet p = 5.1-1076 pa [-7500, 7500] x [—7500, 7500]. Det ses, at vinklerne
mellem et punkt og dets nabopunkter tilnaermelsesvist er ligefordelt, og at der for
en homogen Poisson-proces ikke er tegn pa linjetendenser.

Selvom det ved denne summary statistics kan vaere svaert, at vurdere hvor godt en
punktproces stemmer overens med data, benyttes den alligevel senere til sammen-
ligning af realiseringer af modellen fra det foregaende og datasaettet.

12.2 MODELTJEK AF MODEL FRA AFSNIT 11.3

I dette afsnit udfgres et modeltjek af modellen fra Afsnit 11.3. Som for beskrevet
er der flere forskellige mader at udfgre et modeltjek for en given model pa. I
dette afsnit udfgres modeltjekket ved forst at sammenligne datasaettet og en rea-
lisering af modellen visuelt. Dernaest sammenlignes en estimeret parkorrelations-
funktion fra datasaettet med envelopes fra modellen og efterfglgende sammenlignes
vinkelfordelingerne, som blev praesenteret i Afsnit 12.1.1.

Der udferes to modeltjek. Et modeltjek af modellen, hvor linjerne er de estimerede
linjer fra BDM-algoritmen og et modeltjek, hvor linjerne udggr en Poisson-linjepro-
ces med den opndede intensitet \. For at udfgre modeltjekket skal der, traekkes
parametre (A, 3, 8o, R) fra posterior-fordelingerne, der blev fundet i Afsnit 11.3.
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Som det tidligere er set er parametrene athaengige af hinanden, da f.eks. forholdsvis
store R, 5 og A medfgrer, at 3y er lille. Derfor bgr der traekkes et sat af sammen-
hgrende parametervaerdier. Det vil sige, at alle parametre der traekkes er fra samme
iteration. Til modeltjek trackkes der 39 sat af sammenhgrende parametre.

Parametrene til realiseringer af modellen udtrakkes til
A=233-10"3, B=168-10"%, [y=1.65-10"% R =25829, (12.3)

og settet af parametre (X, 8, Bp, R) er gennemgaende i begge modeltjek.

12.2.1 Modeltjek med linjer fra BDM-algoritmen

Det fgrste modeltjek er for modellen med de 61 opnaede linjer fra BDM-algoritmen.

Visuel sammenligning

P& Figur 12.6 ses et plot af en realisering af modellen fra Afsnit 11.3 med fastholdte
linjer og ovenstaende saet af parametre. Pa plottet ses 1193 punkter. Plottet er lavet
ved fgrst at simulere baggrundsprocessen ved en Poisson-proces med intensitet (.
Derefter simuleres der for hver linje en Poisson-proces pa observationsvinduet,
som sa udtyndes jf. Definition 3.10 ved at fjerne alle punkter, der er laengere vack
end afstanden R fra linjen. Slutteligt laves en superposition jf. Definition 3.9 af
baggrundsprocessen og de enkelte Poisson-processer om linjerne. Pa denne made
undgas det at fa punkter, der ligger udenfor observationsvinduet.

Det ses, at realiseringen af modellen stemmer nogenlunde overens med Figur 9.2. I
realiseringen af modellen er der omrader, hvor intensiteten af punkter er lavere end
andre steder, hvilket er i overensstemmelse med plottet af gravhgjene. Pa plottet
af realiseringen af modellen ses linjetendenser, men de fremkommer dog ikke i
lige sa tydelig grad som pa plottet for gravhgje. Pa plottet af gravhgjene er der
desuden omrader med mindre clustertendenser, hvilket ikke ses pa realiseringen af
modellen, da dette ikke er medtaget i modelopstillingen.

Det kan veere sveert at vurdere udfra Figur 12.6, om modellen stemmer overens
med data. En mulig indikation pa om modellen kunne beskrive data er ved at se
pa antallet af punkter i realiseringerne af modellen. Hvis der laves 39 realiseringer
af modellen og antallet af punkter beregnes fas det, at den nedre-envelope for
antallet af punkter er 1010 og den gvre-envelope er 1306. Da datasattet gravhgje
indeholder 1147 punkter, ses det, at antal punkter i datasattet ligger indenfor
greenserne af de to envelopes. Dette er ogsa, hvad der ville forventes, da modellen
er opstillet pa baggrund af dataseettet for gravhgjene.

Pa Figur 12.6 ses det, at punkterne ligger nogenlunde i de samme omrader som pa
datasaettet, dvs. linjetendenserne er de samme steder som ved datasattet. Dette
er i overensstemmelse med modellen, da linjerne er fastlagt ved BDM-algoritmen,
og derfor ligger de steder, hvor der er linjetendenser i datasattet. I datasazttet for
gravhgje ses det ogsa, at linjetendensernes bredde varierer, hvorimod realiseringen
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Figur 12.6: Realisation af model for gravhgje med 61 fastholdte linjer fra BDM-
algoritmen og det valgte parametersaet.

af modellen er for et konstant R. Den visuelle vurdering af modellen ma dog antages
at vaere i overensstemmelse med datasattet.

Parkorrelationsfunktion

Pa Figur 12.7 ses et plot af parkorrelationsfunktionen. Den fuldtoptrukne linje er
estimatet fra dataseaettet. Linjerne beskrevet ved (---) er envelopes for modellen,
beregnet ud fra 39 realiseringer med 39 forskellige sat af parametre, og (- - -)
er middelveerdien af de 39 realiseringer af modellen. Den gra linje betegner den
teoretiske veerdi af parkorrelationsfunktionen for modellen. Den teoretiske parko-
rrelationsfunktion fra Szetning 12.3 er beregnet udfra gennemsnittet af de enkelte
parametervaerdier, som kan aflaeses i Tabel 11.1.

Som fgr beskrevet udviser datasattet tiltreekning eller clustertendenser for sméa
r, hvilket kommer til udtryk ved parkorrelationsfunktionen estimeret fra data.
Modellen beskriver ikke datasattet i tilstraekkelig grad, da den estimerede parkor-
relationsfunktion fra dataseettet ikke ligger indenfor de to envelopes fra modellen.
Modellen ses dog at beskrive tiltreekning eller clustertendenser, bare ikke samme
type som datasaettet udviser.

Denne uoverenstemmelse mellem model og data kan skyldes, at punkterne forde-
les som brede band i modellen fremfor tyndere band som det antydes pa plots
af datasaettet. En anden arsag kan veere, at modellen ikke indeholder de mindre
clustertendenser, som der ses i datasaettet. Det ses, at den teoretisk beregnede
parkorrelationsfunktion visse steder ligger udenfor envelopes for modellen. Dette
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Figur 12.7: Parkorrelationsfunktionen. Den fuldtoptrukne linje er estimatet fra
dataseettet gravhgje. Linjerne beskrevet ved (---) er envelopes for
modellen, og (- - -) er middelveerdien af de 39 simuleringer. Den grd
linje betegner den teoretiske veerdi af parkorrelationsfunktionen.

kan skyldes, at linjerne i dette modeltjek er fastholdte og opnaet ved benyttelse af
BDM-algoritmen, og der er derfor ikke s meget variation i de 39 realiseringer.

Sammenligning af vinkler

Pa Figur 12.8(a) ses et plot af envelopes for vinkelfordelingen. Figuren er lavet
ved at lave 39 realiseringer af modellen, hvor vinklerne mellem linjestykkerne for
et givet punkt og dets to naermeste naboer er beregnet. Derefter er den stgrste
og mindste frekvens valgt for hver af intervallerne, hvilket netop udggr den gvre-
og nedre-envelope. De forskellige envelopes skal ses som top og bund af det gra
omrade pa figuren.

Pa Figur 12.8(b) ses et histogram over vinkelfordelingen mellem et punkt i datasaet-
tet gravhgje og dets to narmeste naboer (Samme plot som Figur 12.5(a)).

Ved at sammenligne Figur 12.8(a) og (b) ses det, at datasattet ligger indenfor
envelopes ved stgrstedelen af intervallerne, dog er datasattet ikke indenfor en-
velopes i det fgrste interval, dvs. intervallet [0,0.2), hvilket betyder, at modellen
ikke kan beskrive de linjetendenser, der foreckommer i dataszttet. At modellen ikke
indikerer linjetendenser i vinkelfordelingen, kan igen skyldes, at linjetenderserne i
realiseringer af modellen fremkommer som brede band af punkter, og at der er flere
linjer oveni hinanden, fremfor at punkterne skulle ligge i smallere band.

12.2.2 Modeltjek med linjer fra Poisson-linjeproces

I dette afsnit udfgres et modeltjek med linjer fra en Poisson-linjeproces med den
estimerede intensitet A. Modeltjekket udfgres pa samme méade som for, dvs. vi-
suelt, ved parkorrelationsfunktionen og ved fordelingen af vinklerne, blot med den
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Figur 12.8: (a). Graenserne af det grd omrade er svarende til gverste og nederst
envelope for vinkelfordelingen af modellen. (b) Vinkelfordelingen af
dataszttet gravhgje (Samme plot som Figur 12.5(a)).

@ndring at linjerne bestemmes udfra parameteren A. Sattet af parametre, der
benyttes i realiseringen, er fra (12.3).

Visuel sammenligning

Pa Figur 12.9(a) ses et plot af en realisering af modellen. P& figuren ses 1133
punkter, der stammer fra baggrundprocessen og fra fordelingen af punkter langs
63 linjer, der er plottet pa Figur 12.9(b).

Ved sammenligning af datasaettet gravhgje fra Figur 9.2 og Figur 12.9(a) ses det,
at der er en nogenlunde overenstemmelse mellem realisationen af modellen og
datasattet gravhgje. Ved sammenligning af Figur 12.6 og Figur 12.9(a) ses det,
at linjetendenserne ikke er neer si fremherskende pa Figur 12.9(a) som pa Figur
12.6. Dette skyldes, at pa Figur 12.6 er linjerne tilpasset dataseettet ved benyt-
telse af BDM-algoritmen, og dermed ligger linjerne taettere. Hvorimod at pa Figur
12.9(a) er linjerne tilfzeldige spredt udover hele observationsvinduet, da de fglger
en Poisson-linjeproces med konstant intensitet, som ses pa Figur 12.9(b).

Ved at lave 39 simuleringer af modellen, fas det, at den nedre-envelope for antallet
af punkter er 643 og den gvre-envelope er 1440. Hvilket betyder, at da datasattet
gravhgje indeholder 1147 punkter, ligger dette indenfor envelopes for modellen.
Ved sammenligning af antallet af punkter med modellen for de fastholdte linjer
fra Afsnit 12.2.1, ses det, at der i denne model er en stgrre variation i antallet af
punkter. Dette skyldes, at linjerne ikke ligger fast, og dermed kan give en stgrre
variation i de 39 realiseringerne. Nedre- og gvre-envelope for antallet af linjer fra
modellen er hhv. 46 og 84, men da der ikke haves noget linjedata for datassettet
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gravhgje, er det ikke muligt at afggre, hvor godt modellen beskriver data udfra
dette.

(a) (b)

Figur 12.9: (a) Realisering af model for gravhgje med linjer fra Poisson-
linjeproces. (b) Realisering af Poisson-linjeprocessen, der ligger bag
plottet (a).

Parkorrelationsfunktion

Pa Figur 12.10 ses et plot af parkorrelationsfunktionen. Den fuldtoptrukne linje
er estimeret ud fra dataszttet, mens envelopes, markeret med (---) er beregnet
udfra de 39 realiseringer af modellen. Det ses pa figuren, at endnu engang ligger
den estimerede parkorrelationsfunktion ikke indenfor envelopes fra modellen. Dog
ses det, at modellen er i stand til at beskrive clustertendenser for sméa r, men dog
ikke i tilstraekkelig grad til at kunne beskrive datasaettet gravhgje.

Ved sammeligning af envelopes fra Figur 12.7 og parkorrelationsfunktionen for
denne model, ses det at envelopes for denne model er bredere end for Figur 12.7.
Dette skyldes, ligesom ved de bredere envelopes for antallet af punkter, at linjerne
i dette tilfelde ikke ligger fast.

Vinkelfordelingen

Pa Figur 12.11(a) ses et plot af envelopes for vinkelfordelingen af 39 simuleringer
fra datasattet. Den nedre- og gvre-envelope afgraenses af det gra omrade pa figuren.
Ved sammenligning af de to figurer pa Figur 12.11 ses det igen, at den opstillede
model ikke er i stand til at beskrive den helt samme type af linjetendenser, som
datasattet gravhgje indeholder. Igen ses det, at envelopes for vinkelfordelingen
ligger hgjere og lavere end i modellen med de fastholdte linjer.
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Figur 12.10: Parkorrelationsfunktionen. Den fuldtoptrukne linje er estimatet
fra datasaettet gravhgje. Linjerne beskrevet ved (---) er envelopes
for modellen og (- - -) er den forventede veerdi af de 39 simu-
leringer. Den gré linje betegner den teoretiske veerdi af parkorre-
lationsfunktionen.
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Figur 12.11: (a). Graenserne af det grd omrade er svarende til gverste og nederst
envelope for vinkelfordelingen af modellen. (b) Vinkelfordelingen
af dataseettet.

12.2.3 Opsummering af modeltjek

Der har nu veret foretaget et modeltjek af modellen fra Afsnit 11.3 bade med
de linjer, der var opnaet fra BDM-algoritmen, og med linjer genereret som en
realisering af en Poisson-linjeproces med intensitet A.

Realiseringen af modellen med de estimerede linjer viste sig at ligne punktmgnstret
mest. Det skyldes, at linjerne er tilpasset vha. BDM-algoritmen, og dermed ligger
de steder, hvor linjetendenserne ogsa forekommer i datasattet. I modellen med
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det varierende antal linjer, fglger linjerne en Poisson-linjeproces og gennemskaerer
derfor omradet mere tilfaeldigt. Ved sammenligning af summary statistics viste
begge modeller ikke de store overensstemmelser med datasattet.

Eftersom modellen med de estimerede linjer fra BDM-algoritmen umiddelbart
beskriver datasattets linjetendenser bedst, ma det konkluderes, at det er de es-
timerede linjer, der skal benyttes sammen med de estimerede parametre til beskri-
velse af datasaettet. Dette gaelder specielt, nar de enkelte linjer sammenlignes med
forhistoriske veje. Nar dette ggres antages modellen at vaere acceptabel.
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AFRUNDING

Der er nu opstillet en model til beskrivelse af linjetendenserne i datasaettet gravhg-
je. For at kunne ggre dette har det vaeret ngdvendigt med overvejelser omkring
punktprocesser og linjeprocesser, herunder summary statistics og simulering. Til
opstillingen af modellen har teorien om punktprocesser og linjeprocesser veeret
benyttet til at lave linjeprocesser, baggrundsprocesser og punktprocesser langs lin-
jer.

13.1 KONKLUSION

Hovedformalet med denne rapport er at opstille modeller til beskrivelse af datasaet-
tet gravhgje. I fgrste omgang forsgges det at tilpasse traditionelle punktprocesser i
form af Poisson-, Thomas- og Matérn-processen til datasaettet. Efter et modeltjek
er det klart, at de forskellige punktprocesser ikke er i stand til at beskrive datasaet-
tet i tilstraekkelig grad, eftersom linjetendenserne fra datasattet ikke er gengivet
ved realiseringer af modellen.

For at kunne beskrive datasattet er det ngdvendigt at inkludere mekanismer, der
kan producere linjetendenser. I indledningen er forskellige teorier om, at gravhgje
angiveligt skulle veere placeret langs forhistoriske veje beskrevet. Det vides ikke med
sikkerhed, hvor disse veje praecist har gaet, men placeringen af gravhgjene er kendt.
Vejteorierne er benyttet i forbindelse med opstillingen af en model til beskrivelse
af linjetendenserne af gravhgjene. Modellen er opstillet under antagelse om, at
punkterne fordeles langs rette linjer, hvor disse linjer forestilles som forhistoriske
veje. Dette er en lidt grov antagelse, da linjetendenserne i dataseettet tydeligt ses
at veere buede som pa Figur 9.2.

De rette linjer antages i modellen at fglge en Poisson-linjeproces med intensitet
A. Omkring hver linje er der antaget at veere en Poisson-proces med intensiteten
Bf(-), hvor f(-) er en ligefordelt teethed pa [—R, R]. I modellen beskrives punkter,
der ikke har nogen direkte forbindelse med linjerne ved en Poisson-proces med
intensiteten Gy. Med de antagelser er det muligt at opstille en likelihoodfunktion
for parametrene, der er givet ved (11.9)

A\ 2)d n
L(X\, 8,50, Rlz,y) = <ﬂ_> exp <_ﬂ) exp <—d2ﬂ0 _ ﬁ;h)

m

X 1_[1 (ﬁo + % z; 1[|p; — x1 cos(6;) — z2sin(6;)] < R]) ,
j= i=

hvor = og y betegner hhv. gravhgje og linjer.

De fire parametre A, 3, By og R i likelihoodfunktionen er ukendte, og det samme er
placeringen og antallet af linjer, dvs. y = (p,0). Ved implementering af en BDM-
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algoritme i R, som beskrevet i Algoritme 6.3 og implementeret i Appendiks B, er
det muligt at estimere parametrene og linjerne udfra datasattet.

Ved benyttelse af den implementerede BDM-algoritme estimeres antallet af linjer,
der gennemskaerer observationsvinduet til ca. 60. Dette er dog ikke et udtryk for, at
der er ca. 60 veje, da der gar flere linjer til beskrivelse af en enkelt vej. Dette skyldes,
at modellen forsgger at beskrive de buede linjetendenser med flere rette linjer. Pa
Figur 13.1(a) ses de estimerede linjer fra datassettet, sammen med gravhgjene.
Det er antagelsen om, at linjetendenserne kan beskrives ved rette linjer, der er
skyld i, at antallet af linjer er hgjt. Desuden ses det pa figuren, at visse linjer ikke
ligger langs linjetendenserne i datasattet, men naermere er placeret for at beskrive
vilkarlige punkter, som i princippet kunne vaere beskrevet ved en hgjere intensitet
af baggrundsprocessen.

Gravhgjene er oprettet over en periode pa 4000 ar, men betragtes alle som sam-
tidige. Det kan forestilles, at befolkningen i omradet har lavet nye veje og nedlagt
gamle veje i et vist omfang i denne lange tidsperiode. Det vil sige, at antallet
af veje, der gar gennem landskabet, ikke beskriver antallet af veje til et bestemt
tidspunkt, men over hele tidsperioden, hvor der blev oprettet gravhgje. Dette kan
vaere en yderligere arsag til de mange linjer, men det vil ogsa kunne vaere skyld i,
at der estimeres veje i omrader, hvor der aldrig har eksisteret veje.

Da parametrene X\, 0 og fy er intensiteter for Poisson-linjeprocesser og Poisson-
processer er disse kun interessante i forbindelse med plots af modellen. Den pa-
rameter, der er lettest at fortolke, er R, da denne angiver den vinkelrette afstand
som gravhgjene maksimalt kan ligge fra linjerne. Parameteren R er estimeret til at
ligge omkring 260m, svarende til at urfolket, der har benyttet vejene, har oprettet
gravhgje i en maksimal afstand af ca. 260m fra vejen. Denne afstand kan virke stor
i forhold til, at en gravhgj i denne afstand skulle have en relation til vejene. Da
vejene sandsynligvis har ligget i de omrader, hvor befolkningen boede, og hvor de
begravede de dgde, kan det godt teenkes at parameteren R er stor, da befolkningen
kun boede i naerheden af vejene og ikke pa vejen. Desuden kan det store antal af
linjer, der ligger ovenpa hinanden, have betydning for parameteren R, og derfor
skal fortolkningen af R som maksimumsafstand tages med forbehold.

Ved realiseringer af modellen med de estimerede parametre og estimerede linjer
er det muligt at opna punktmgnstre, der tilnarmelsesvist indeholder de samme
linjetendenser som dataszttet gravhgje, som det ses pa Figur 12.6. Selvom linje-
tendenserne synes at vaere beskrevet i tilstraekkelig grad ved realiseringer, ses det
pa plot af parkorrelationsfunktionen og vinkelfordelingen, at der ikke er helt samme
type af clustertendenser mellem punkter fra modellen i forhold til datasaettet. Dog
ses der pa plots af parkorrelationen, at modellen til en vis grad beskriver samme
type vekselvirkning som data. Overordnet vurderes modellen at veaere acceptabel.

En anden tilgangsvinkel til modellen er at lade placeringen og antallet af linjer
vaere stokastisk ved benyttelse af den estimerede A til at skabe linjerne, frem-
for at benytte de estimerede linjer fra BDM-algoritmen. Ved linjerne fra BDM-
algoritmen, hvor flere linjer anvendes til beskrivelse af en enkelt linjetendens, vil
dette medfgre, at A er for stor i forhold til det egentlige antal linjetendenser i
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datasaettet. Ved realisering af en Poisson-linjeproces med denne A, vil dette be-
tyde mange linjer, der ligger spredt over hele observationsvinduet, hvilket udvisker
linjetendenserne. Til at beskrive datasattet kan det dermed konkluderes, at de
estimere linjer fra BDM-algoritmen skal bruges for at fa passende realiseringer.

En generel mangel ved modellen er, at den ikke er i stand til at gengive de mindre
clustertendenser, der er ved linjetendenserne i datasaettet. Dette kommer dog ikke
som nogen overraskelse, da modellen ikke inddrager disse clustertendenser, men
kun fokuserer pa linjetendenserne.

Da det ved at opstille en model, der inkluderer linjetendenser, er muligt at beskrive
datasaetttet til en vis grad, kan det konkluderes at gravhgjene fglger linjetendenser.
Det vides selvfglgelig ikke med sikkerhed om, gravhgjene fglger veje, eller hvilke
andre, f.eks. religgse eller kulturelle arsager, der skyldes, at gravhgjene ligger langs
linjer. For at undersgge om linjetendenserne stammer fra veje, kan de estimerede
veje sammenlignes med de forhistoriske veje. Eftersom de estimerede veje ikke er
seerligt veldefinerede, er dette besveerligt, og sammenligningen kan derfor kun fore-
tages pa et overordnet plan. Kun de steder, der beskrives ved flere linjer, betragtes
som veje, og vejene antages at ligge mellem grupperne af de estimerede linjer. Ved
sammenligning skal det ogsa bemazerkes, at det nogle steder kun er en halv linje,
der beskriver en linjetendens.

Pa Figur 13.1(a) ses de estimerede linjer og pa (b) ses fund af forhistoriske veje
inden for omradet. Ved sammenligning ses det, at mange af de fundne forhistoriske
veje ligger i samme omrader som de estimerede veje. Generelt ses det, at de steder
der er fundet flest rester fra forhistoriske veje, er i de omrader, hvor modellen
anslar, at der skulle have ligget veje.

(a) (b)

Figur 13.1: Veje indenfor observationsomride. (a) Estimerede linjer (Sam-
me plot som Figur 11.9(b)). (b) Forhistoriske veje. Scan fra
[Johansen, 2009].

Overordnet kan det konkluderes, at den opstillede model er i stand til at beskrive
datasattet for gravhgje til en vis grad. Dette vurderes udfra realiseringer, model-
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tjek og sammenligning af veje. Afhaengig af hvor preecis information, der gnskes
fra modellen, er modellen derfor acceptabel. Med hensyn til teorien om gravhgje
langs veje kan det konkluderes, at dette er en sandsynlig teori. Modellen giver
dog ikke pracise informationer om, hvor vejene kunne have ligget, men den giver
indikationer af i hvilke omrader, der kunne have veeret veje.

Malet for projektet er hermed opnéaet, da problemformuleringen er blevet behand-
let, og de opstillede delmal er undervejs blevet opfyldt. Modellen levner dog plads
til forbedringer, hovedsageligt mht. beskrivelse af de buede veje og mindre cluster-
tendenser, hvilket beskrives i fglgende perspektivering.

13.2 PERSPEKTIVERING

I det foregaende blev det vist, at det ved benyttelse af modellen, der inkluderer lin-
jetendenser, var muligt at beskrive datasattet gravhgje. I dette afsnit introduceres
hvilke muligheder, der er i modellen og hvilke muligheder, der er i forbindelse med
udvidelse af modellen.

Modellen tilpasser linjetendenserne i datasattet gravhgje ved rette linjer, der
gennemskaerer hele observationsvinduet. De enkelte linjetendenser i datassettet
beskrives ved flere rette linjer, da linjetendenserne er buede. I stedet for at lin-
jetendenserne beskrives ved rette linjer, kan det forestilles, at linjetendenserne
beskrives bedre af mindre linjestykker. En enkelt linjetendens i datasaetet vil da
kunne besta af en sammensaetning af linjestykker med forskellig orientering og
leengde.

Den opstillede model er i stand til at danne linjetendenser, der bestar af mindre
linjestykker fremfor hele linjer. Dette kan ggres ved at dele observationsvinduet op
i mindre observationsvinduer, indenfor hvilke linjetendenserne er tilnsermelsesvist
rette. Derefter kan disse mindre vinduer betragtes som nye observationsvinduer.
Ved benyttelse af BDM-algoritmen er det muligt at tilpasse linjestykker til grav-
hgjene i hver af de sméa observationsvinduer og estimere de forskellige parametre.
Ved at sammensatte de forskellige sma observationsvinduer til det store observa-
tionsvindue opnas en beskrivelse af datasattet gravhgje med linjetendenser.

Der virker umiddelbart som en bedre beskrivelse af linjetendenserne at benytte
linjestykker i stedet for hele linjer, da linjestykkerne ved sammensatning ville
kunne beskrive buede veje. Det bgr dog bemaerkes at ved sammensatningen af de
sma observationsvinduer, kan der opsta blinde veje, da linjetendenserne indenfor
det lille observationsvindue stadig er beskrevet af rette linjer.

En anden méade at beskrive de buede linjetendenser pa er ved en type processer
kaldet linjestykkeprocesser, som kort er omtalt i [Barndorff-Nielsen et al., 1999].
I disse processer er linjerne givet ved linjestykket mellem to punkter i R2, og
linjestykkerne kan eventuelt veere sammenheengende. Pa Figur 13.2(a) ses tilfeeldige
linjestykker, der er fordelt over datasattet gravhgje. Som for linjeprocesserne er
det eventuelt muligt at lave en BDM-algoritme, der kan tilpasse disse linjestykker
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til linjetendenserne. Dermed kan der skabes et billede som Figur 13.2(b). Dette
billede er dog skabt ved manuelt at tilpasse linjestykker til datasaettet gravhaje, og
dermed er linjestykkerne placeret udfra en personlig vurdering af linjetendenserne.
Men det ses, hvordan det er muligt at tillade, at vejene skifter retning.

(a) (b)

Figur 13.2: (a) Tilfseldige linjestykker p& datasaettet. (b) Linjestykker der ligger
langs linjetendenserne.

I konklusionen er det beskrevet, at da alle gravhgje bliver betragtet som iden-
tiske, kan modellen kun beskrive linjetendenser over ca. 4000 ar og ikke kortere
tidsperioder. Hvis vejene til en kortere tidsperiode gnskes bestemt, kan gravhgjene
inddeles i tidsperioder, der angiver, hvornar gravhgjene blev oprettet. Ved at tilfgje
et marke til de gravhgje, der tilhgrer en bestemt tidsperiode, er det muligt at be-
tragte de maerkede gravhgje som en maerket punktproces. Dermed er det muligt at
beskrive gravhgje for en bestemt tidsperiode ved en punktproces, hvorved det ogsa
er muligt at beskrive linjetendenserne for gravhgjene hgrende til denne bestemte
tidsperiode.

Ved at betragte parkorrelationsfunktionen estimeret fra datasaettet og modellen fas
det, at vekselvirkningen mellem punkterne ikke er den samme for modellen som for
datasaettet. Eksempelvis er det ikke muligt for modellen at genskabe den samme
type af clustertendens i forbindelse med linjetendenserne som for dataseettet. En
made at opnd en anden vekselvirkning mellem punkterne er ved at sndre den
made, hvorpa punkterne fordeles vinkelret pa linjerne. En mulig made at ggre
dette pa er ved at beskrive taetheden vinkelret pa linjerne ved anden fordeling end
ligefordelingen. Dette kunne f.eks. vaere en endimensionel normalfordeling vinkelret
pa linjerne, hvilket ville betyde at intensiteten af punkterne ville veere storre inde
omkring selve linjen og aftagende vinkelret vaek fra linjen. Dette ville formentlig
kunne betyde en anden interaktion mellem punkter, og der ville maske kunne
opnas en parkorrelationsfunktion for modellen, der er i bedre overenstemmelse med
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data. En anden taethedsfunktion vil dog ikke medfgre de mindre clustertendenser.
Hvis disse skal beskrives, er det ngdvendigt at inddrage en clusterproces som eks.
Thomas- eller Matérn-processen fra Kapitel 5.

I modellen beskrives linjetendenserne som identiske band af punkter i den for-
stand, at de er beskrevet ved den samme intensitet 5f(-) for Poisson-processen, og
at alle band er af bredde 2R. Pa datasattet gravhgje ses det, at det ikke er alle
linjetendenser, der indeholder det samme antal punkter eller er af samme bredde.
For at kunne beskrive disse tendenser i datasatte kan der betragtes inhomogene
punktprocesser, istedet for de homogene som modellen indeholder. Ved de inhomo-
gene punktprocesser kan der medtages forskellige kovarianter som jordbundstype,
hgjdeforskelle osv., som er beskrevet i indledningen, hvilket formentlig ogsa ville
kunne give en bedre beskrivelse af dataseaettet. Det kan veere sveert at inkludere
disse kovariater, da disse skal oversattes fra linjerummet, hvor gravhgjene ligger, til
reprasentationsrummet for linjerne, nar modellen opstilles. Desuden kunne bag-
grundprocessen ogsa beskrives ved en inhomogen Poisson-proces istedet for den
homogene Poisson-proces som modellen indeholder.

Som det ses i det foregaende, er der flere muligheder for at forbedre den opstillede
model. Hvis nogle af de ovenstaende forslag blev inddraget i modellen, ville en
bedre model for datasattet maske kunne opnas.
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APPENDIKS A

MATEMATISKE DEFINITIONER

I dette appendiks er der angivet to definitioner, der er brugt i forbindelse med
rapporten.

Definition A.1 (Konveks maengde)
Lad S veaere en meengde i R™. S er en konveks mangde, hvis der for alle x1,z2 € S
geelder, at \x1 + (1 — N)zg € S, for alle A € [0,1].

Det vil sige, at to punkter indeholdt i en konveks maengde kan forbindes med en
ret linje, der er indeholdt i den konvekse maengde.

Definition A.2 (Stgtte)
For en funktion f : R¥ — R defineres stotten til at veaere maengden

supp(f) = {z € R¥|f(x) # 0},

hvor {-} betyder at maengden er lukket. Stotten af en funktion er altsa en mzaengde
i R*, hvor udenfor funktionen er nul.
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APPENDIKS B

R-KODE

Dette appendiks indeholder kildekoden, der er benyttet i rapporten. Kildekoden
er skrevet i R [R Development Core Team, 2008]. Det er BDM-algoritmen, der er
benyttet til estimering af parametre og linjer i Afsnit 11.3, som er gengivet her.
Kommandoerne benyttet til at generere figurene igennem rapporten er forholdsvis
simple og kan findes i spatstat-manualen [Baddeley, 2008]. Koden kan eventuelt
bruges som inspiration til eget arbejde med punktmegnstre med R. Undervejs i
koden er der forklaringer, og for yderligere forklaringer af de forskellige funktioner,
der benyttes i koden, kan kommandoen help() benyttes i R.

B.1 MobpEL BDM

Dette afsnit indeholder R-koden til implementering af BDM-algoritmen fra Afsnit
11.3. Algoritmen fplger fremgangenmaden i Algoritme 6.3. Sidelgbendende med
BDM-algoritmen opdateres parametrene med en Metropolis-algoritme.

FHAH A A R A S A R A R A R R R A
### BDM — algoritme ##########HFFHFHHHIHIHS SR HRRRHHHHHHASSSSSSSSHSHHHHHHS
FHEFHH R R R R

rm(list=1s()) # clear all

m=100000 # antal iterationer af algoritmen
library (spatstat)

barrows = read.table ("barrowscoor.dat")

bar=subset (barrows, 460000<V1 & V1<475000 & 6175000<V2 & V2<6190000)
bb=as.matrix (bar)

b=matrix (nrow=1147, ncol=2)

b[,1]1= bb[,11—467500

b[,2]= bb[,2]1—6182500

# Initialisering af konstanter

d=15000 # bredde af vindue

k=1147 # antal punkter
W=owin (c (0,2xpi), c(0,d/sqgrt(2))) # observationsvindue pad strippen
YO=rpoispp (0.00003, win=wW) # det nesten—tomme punktmgnster
n=Y0$n # antal linjer

# startverdier af parametre
lambda=0.006

beta=0.0015

beta0=0.5e—6

R=270

# Angivelse af hvordan parametrene skal gemmes
tracel=numeric (length=m)
trace2=numeric (length=m)
trace3=numeric (length=m)
traced=numeric (length=m)
traceS5=numeric (length=m)
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# funktion til beregning af laengden af en linje

li=function (theta,p) {alpha= theta + pi/2
yf=function (x) {tan (alpha) *x+p/sin (theta) }
xf=function (y) {y/tan (alpha)—p/ (sin(theta) *tan (alpha))}

#Skeringspunkter mellem x og observationsvinduet
xll=c(—d/2,yf(—=d/2))

x12=c(d/2, yf(d/2))

x21=c (xf(—d/2),—d/2)

x22=c(xf(d/2),d/2)

k=c(x11,x12,x21,x22)

#Sortér x—verdier
mt=matrix (nrow=4,ncol=2)

mt[1l,]=x11
mt[2,]=x12
mt[3,1=x21
mt [4, ]=x22

sor=mt [order (mt[,1]),]

#fjern fgrste og sidste rekke af matrix
sorl=sor[—1,]
sor2=sorl[—3,]

1li= sqgrt((sor2[l,]—sor2[2,]) ¢+%(sor2[1,]—sor2[2,]))
return(1li)

}

# udtryk der skal bruges til acceptsandsynligheder
a=0
aa=0
aaa=0
aaaa=0
al=0
a2=0
a3=0
a4=0
a5=0
a6=0
a7=0
a8=0
a%=0

FHEH A S
####4## Hastingsratioer#########4#H#4H444H4HH4HHFHEHHHHSFHHHHHSHHHHERHHSSHS
FHEHAH A A R R
lh.move=function (YO0, Y1) {
suml=matrix (nrow=k,ncol=Y1$n)
for(j in 1:k) {suml[7,]=c(abs (Y18y
—b[j,1]*cos (Y1$x)
—b[j,2]*sin (Y1$x))<R) }
sumll=numeric (length=k)
for(w in 1:k){sumll[w]=sum(suml[w,])}
sumll=beta/ (2%R) *sumll
sumll=sumll+betal

sum2=matrix (nrow=k,ncol=Y0$n)
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for(j in 1:k) {sum2[7, ]=c (abs (Y0$y
—b[j,1]*cos (YO$x)
—b[j,2]*sin (Y0$x))<R) }
sum22=numeric (length=k)
for(w in 1:k) {sum22[w]=sum(sum2[w,])}
sum22=beta/ (2+R) *sum22
sum22=sum22+betal

r.ratio =(—beta* (sum(ll)—sum(l))
+ sum(log(sumll))
— sum(log(sum22)))
return(r.ratio)

1h.fod=function (YO0, Y1) {

}

sum3=matrix (nrow=k, ncol=Y1%n)
for(j in 1:k){sum3[7, ]=c(abs(Y18y
—b[j,1]*cos (Y1$x)
—b[73,2]*sin(Y18x))<R) }
sum33=numeric (length=k)
for(w in 1:k) {sum33[w]=sum(sum3[w,])}
sum33=beta/ (2«R) sum33
sum33=sum33+betal

sum4=matrix (nrow=k,ncol=Y0%n)
for(j in 1:k){sum4[7, ]=c(abs (Y0S8y
—b[Jj,1]*cos (Y0$x)
—b[j,2]*sin (Y0$x) ) <R) }
sumé44=numeric (length=k)
for(w in 1:k) {sumd44[w]=sum(suméd[w,])}
sum44=beta/ (2+«R) xsum44
sumd44=sumd4+betal

rb

(log((1—pfod) /pfod)

+log ((2+pixd/sqrt (2))/(Y0$n+1))
+log ((lambda) / (pi))

—betax*1i (s1$x, s18y)

+ sum(log (sum33))

— sum(log(sum44)))

return (rb)

lh.dod=function (Y0, Y2) {

sumS=matrix (nrow=k,ncol=Y2%n)
for (3 in 1:k) {sum5[7, ]=c (abs (Y28y
—b[]j,1]*cos (Y2%x)
—b[]j,2]*sin (Y2%x))<R) }
sum55=numeric (length=k)
for(w in 1:k) {sum55[w]=sum(sum5[w,]) }
sum55=beta/ (2+R) *sumb55
sum55=sum55+betal

sumé6=matrix (nrow=k,ncol=Y0$n)

for (3 in 1:k) {sum6[7, ]=c (abs (Y0S$y
—b[]j,1]*cos (Y0$x)
—b[]j,2]*sin (Y0$x))<R) }
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149 sum66=numeric (length=k)

150 for(w in 1:k) {sum66[w]=sum(sumé6[w,]) }
151 sum66=beta/ (2+R) xsum66

152 sum66=sum66+betal

153

154 rd = (log(pfod/ (l—pfod))

155 +1og (YO$n/ (2+pix*d/sqrt (2)))
156 +1log (pi/ (lambda))

157 +betaxli (YO$x[s2],Y08y[s2])
158 + sum(log (sumb55))

159 — sum(log (sum66)))

160 return (rd)

161}

163 1h.lambda=function (Y0) {

164 LH.lambda=(log (lambda.prime)—1log (lambda)
165 — (lambda.prime—lambda) /0.1
166 +Y0$n*log (lambda.prime/lambda)
167 —2+d/sqgrt (2) * (lambda .prime—lambda) )
168 return (LH. lambda)

169 }

170

171 lh.beta=function (Y0) {

172

173 sum7=matrix (nrow=k,ncol=Y0$n)

174 for(j in 1:k) {sum7[7, ]1=c (abs (Y0Sy

175 —b[j,1]*cos (YO$x)

176 —b[j,2]*sin (Y0$x))<R) }

177 sum77=numeric (length=k)

178 for(w in 1:k) {sum77[w]=sum(sum7[w,]) }

179 sum77=beta.prime/ (2*R) xsum77

180 sum77=sum77+betal

181

182 sumlO=matrix (nrow=k,ncol=Y0$n)

183 for(j in 1:k) {sumlO[]j, ]=c (abs (Y0S$y

184 —b[j,1]*cos (Y0$x)

185 —b[j,2]*sin(Y0$x))<R) }

186 suml00=numeric (length=k)

187 for(w in 1:k) {sumlO00[w]=sum(sumlO[w,])}

188 suml00=beta/ (2xR) *suml00

189 suml00=suml00+betal

190

191 LH.beta = (log(beta.prime)—log(beta)— (beta.prime—beta) /0.1
192 + (beta—beta.prime) xsum(1l)

193 + sum(log (sum77))

194 — sum(log(suml00)))

195 return (LH.beta)

196}

197

198 lh.betaO=function (YO0) {

199 sum8=matrix (nrow=k,ncol=Y0$%n)

200 for(j in 1:k) {sum8[7, ]1=c (abs (Y0S$y

201 —b[j,1]*cos (Y0$x)

202 —b[j,2]*sin (Y0$x))<R) }

203 sum88=numeric (length=k)

204 for(w in 1:k) {sum88[w]=sum(sum8[w,]) }

205 sum88=beta/ (2+R) xsum88

206 sum88=sum88+betal.prime
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sumlO=matrix (nrow=k,ncol=Y0$n)
for(j in 1:k){sumlO[7, ]=c(abs (Y0Sy
—b[],1]*cos (YO$x)
—b[j,2]*sin (Y0$x))<R) }
suml00=numeric (length=k)
for(w in 1:k) {sumlO0[w]=sum(sumlO[w,]) }
suml00=beta/ (2*R) xsuml100
suml00=suml00+betal

LH.betal=(log (betal.prime)—log (betal)— (betal.prime—betal) /0.1
+d" 2+ (betal0—betal.prime)
+ sum(log (sum88))
— sum(log(suml00)))
return (LH.betal)
}

lh.R=function (YO0) {

sum9=matrix (nrow=k,ncol=Y0%n)

for(j in 1:k){sum9[7, ]=c(abs (Y08y
—b[j,1]*cos (Y0$x)
—b[7j,2]*sin(Y0$x) ) <R.prime) }

sum99=numeric (length=k)

for(w in 1:k) {sum99[w]=sum(sum9[w,])}

sum99=beta/ (2*R.prime) xsum99

sum99=sum99+betal

sumlO=matrix (nrow=k,ncol=Y0%n)
for (j in 1:k){suml0[7, ]=c(abs(Y0S$y
—b[j,1]*cos (Y0$x)
—b[Jj,2]*sin (Y0$x))<R)}
suml00=numeric (length=k)
for(w in 1:k) {sumlO00[w]=sum(sumlO[w,])}
suml00=beta/ (2+R) *sum100
suml00=suml00+betal

LH.R=(log (R.prime)—log (R)— (R.prime—R) /50
+sum (log (sum99))
— sum(log(suml00)))
return (LH.R)
}

FHEFHA A R R R R R R
####44 Algoritmen H####HHHFHHHHEHFERAFAHFFHAHERHHRASSHFESSERHASRFARS SRS
FHER A R
for(i in 1:m) {

qgg=0.8 # til at finde ud af hvilken algoritme der skal kgres
pfod=0.8 # sandsynlighed for fgdsel

#H##

#1.4

#HH#

u=runif(1,0,1)

FHEF HHHHHREAE A

#2.%  ##### MOVE

FHES HHHHEEEEE A R
if (u<qq) {
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276
277

279
280
281
282
283
284

286
287
288
289
290
291
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300
301
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#HHH
#3.4#
#HHH

if (YO$n==0) { # fordi et ikke—eksisterende punkt
# ikke kan flyttes
YO=Y0
al=al+l}

if (YO$n>0) {
#1.
Rm=runif (1,0,1)

#2.

Im=sample (1:Y0%n, 1)
s=runifpoint (1, W)
Y1=Y0

Y1$x [Im]=s$x

Y18y [Im] =s$y

l=numeric (length=Y0%n)
for(g in 1:Y0$n) {1[g)=11(Y0$x[qgl, Y08y [ql)}

ll=numeric (length=Y1%n)
for(g in 1:Y1$n) {11 [qgl=1i(Y1$x[q]l,Y18yIqgl)}

#3.

if(log(Rm) < lh.move(YO,Y1l) ){
YO=Y1
al2=a2+1

}

if(log(Rm) > lh.move (Y0,Y1l) ) {
YO=Y0
a3=a3+1l
}
}
} # Her slutter MOVE

FHAE AR AR A AR AR A
###4## BIRTH-DEATH
AR
if (u>qq) {

#1.
uu = runif(1,0,1)
uuu = runif(1,0,1)
#2.

if (uu<pfod) {#####HHHH#H##HFHEHHHHHHHHHHHHFHERHHHHHHHHHHH IS

##### fodsel

i
if (YO$n==0) { # fordi der ikke kan beregnes
# Hasting—forhold med nul linjer

YO0=Y0
ad=ad4+1}

if (YO$n>0) { #1h.fod (Y0, Y1)

sl = runifpoint (1, W)
Yl=superimpose (Y0, sl)

if (log(uuu)<lh.fod(Y0,Y1)) {
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YO=Y1
ab=ab5+1
}

if (log(uuu)>1h.fod (YO0, Y1)) {

YO=Y0
a6=a6+l
}
}
} # Her slutter fgdsel
#3.
if (uu>pfod) {#######H##HFHHHHHHHHHFHRHHEHSHHHHHRFHRHHRS SRS
####4 dod
FHEH A AR A AR A
#a:

if (YO$n<1.5){ # fordi der ikke kan beregnes
# Hasting—forhold med nul linjer
YO0=YO0
a7=a7+1}

#b:

if (Y0$n>1.5) { #1lh.dod (Y0, Y2)
s2=sample (1: (YO$n—1),1)
Y2=Y0[—s2]

if (log(uuu)<lh.dod (Y0,Y2)) {
YO=Y2
ag8=ag8+1l
}

if (log(uuu)>lh.dod(Y0,Y2)) {
YO=YO0
a9=ad%+l
}

}

} # Her slutter ded
}# Her slutter BD

[iidddtaddsssddsdsssisstssdtddtssdasstasttsddaddaddtid st st adatddikdddidi
##### Opdatering af parametre ########4#4HHHHHFHFHFHHHHHRHSFHSHHFHHHHHSHS
FHEHH A AR AR AR A R R R

# forslag til parametrene fra normalfordelinger

lambda.prime = rnorm(l, lambda,0.0009)

beta.prime = rnorm(l,beta,0.00003)

betal.prime = rnorm(l,betal, 5e—07)

R.prime = rnorm(1l,R,10)

# vektor med langde af linjer efter BDM—algoritmen
l=numeric (length=Y0%n)
for(g in 1:Y0$n) {1[gl=11i(Y0$x[gl, Y08y [ql)}

# ligefordelte tal til at afgegre om forslag skal accepteres

uuuu = runif(1,0,1)
uuuuu = runif(1,0,1)
uuuuuu = runif(1,0,1)
uuuuuuu = runif(1,0,1)

# Alle vores parmetre skal vere positive
if (lambda.prime>0) {#1h.lambda (Y0)
if (log(uuuu)< lh.lambda (Y0)) {lambda = lambda.prime
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}

al
a2
a3
a4
ab
a6
a7
a8
a9

a/
aa
aa
aa

a=a+tl}}

if (beta.prime>0) {#1h.beta (Y0)
if (log(uuuuu)< lh.beta(Y0)) {beta =
aa=aa+tl}}

if (betal.prime>0) {#1h.betal (YO)
if (log(uuuuuu) < lh.betal(Y0)) {betal =
aaa=aaa+l}}

if (R.prime>0) {#1h.beta (YO0)
if (log(uuuuuuu) < 1h.R(Y0)){R = R.prime
aaaa=aaaatl}}

# Parametrene gemmes 1 vektorer
tracel[i]=lambda

trace2[i]=beta

trace3[i]=betal

trace4[1i]=R

trace5[i]=Y0%n

print (i)
flush.console ()

ind
ind
ind
ind
ind
ind
ind
ind
ind

antal
antal
antal
antal
antal
antal
antal
antal
antal

er
er
er
er
er
er
er
er
er

algoritmen
algoritmen
algoritmen
algoritmen
algoritmen
algoritmen
algoritmen
algoritmen
algoritmen

gange
gange
gange
gange
gange
gange
gange
gange
gange

HE oW % W S e S e e

af lambda
af beta
af betal
af R

m
/m
a/m
aa/m

acceptsandsynlighed
acceptsandsynlighed
acceptsandsynlighed
acceptsandsynlighed

4o = e

e T S e

beta.prime

betal.prime

# viser hvor langt algoritmen er kommet

Move med nul linjer

Move og flyttet

Move og blevet staende
Fgdsel med nul linjer
Fgdsel og flyttet

Fegdsel og blevet staende
Dgd med under 2 linjer
Dgd og flyttet

Dgd og blevet stdende
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