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Synopsis:

For en begranset operator A har udviklingen af
llpn (A)|l, hvor p,, er et polynomium af grad n,
stor interesse bade for et givet n og asymptotisk.
I denne forbindelse bevises bl.a. Kreiss’ matrix-
saetning og nogle forskellige generaliseringer her-
af. Denne del af rapportens resultater tager ud-
gangspunkt i kompleks funktionsteori, og Dun-
fordkalkulen bliver en vigtig metode til at forbin-
de kompleks funktionsteori med Hilbertrum.

Udvidelsen af Kreiss’ matrixsetning kraever
kendskab til Faberpolynomier, som er taet forbun-
det med Riemanns afbildningssatning. I den for-
bindelse bevises en raekke resultater fra kompleks
funktionsteori.

Det har stor interesse at bestemme pseudospekt-
rer for matricer, da der er ssmmenhang mellem
pseudospektrer og operatorers og dynamiske sy-
stemers opfgrsel. Et eksempel pa en operator er
differentialoperatoren, der kan diskretiseres ved
hjeelp af spektrale differentiationsmetoder. Som
et eksempel herpa betragtes Chebyshevdifferen-
tiationsmatricer. Dele af teorien bag beskrives,
og forskellige egenskaber vises. Endvidere beskri-
ves implementering heraf i Maple og MATLAB, og
pseudospektrerne betragtes.

Desuden gennemgas teori om og eksempler pa
numerisk bestemmelse af den pseudospektrale
abscisse ved hjzlp af de sakaldte criss-cross-
algoritmer. Disse algoritmer er baseret pa egen-
skaber ved singulaere vaerdier og hamiltoniske ma-
tricer.

© Gruppe G3-109, forar 2009
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FORORD

Denne rapport er skrevet som speciale ved Aalborg Universitet.

Projektet er ment som en udredning og preesentation af generaliseringer af
Kreiss’ matrixssetning og resultater angaende pseudospektrer for begraensede
operatorer pa separable Hilbertrum. Alle vektorrum i denne rapport benytter C
som skalarlegeme. Rapporten forudsatter kendskab til kompleks funktionsteori og
dennes generalisering til Hilbertrum.

Kapitel 1 og 2 er skrevet i faellesskab, mens kapitel 3 er skrevet af Dan V. Jensen,
kapitel 4 af Lars V. Iversen og kapitel 5 af Ove L. Sandau.

Vi gor leeseren opmaerksom pa, at der benyttes to slags henvisninger. Nar nummeret
er i parentes, som f.eks. (1.2), henvises der til det matematiske udtryk med dette
nummer, mens f.eks. “s@tning 1.2” henviser til en hel satning med dette nummer.
Sidstnaevnte henvisning findes ligeledes til algoritme, definition, figur, korollar og
lemma.

Kilder anfgres med notationen [forfatter(e), udgivelsesar, placering i kilde].

Aalborg, den 5/6 2009

Lars V. Iversen Dan V. Jensen

Ove L. Sandau
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ABSTRACT

Let A be a bounded operator in a Hilbert space. It is of interest to give estimates for
[[f(A)]], in particular when f is a polynomial. The objective of this report is to give
such bounds for ||f(A)|| based on pseudospectra and the Kreiss matrix theorem, of
which the latter is generalized to bounded operators with spectrum o (A) in arbitrary
compact sets o(A) C Q C C, and to address the question of computation of quantities
related to norm bounds, particularly related to pseudospectra.

To associate an operator with a continuous function, the Dunford calculus is used,
and complex analysis and in particular the Cauchy integral formula will play an
important role. In the first chapter we will present some classical results from complex
analysis, e.g. the maximum modulus principle, the open mapping principle and the
Riemann mapping theorem. In the second chapter we associate pseudospectra and
the Kreiss constant, and through the conformal mapping from the Riemann mapping
theorem another definition of the Kreiss constant is presented, and it is shown that
the two definitions are equivalent in a sense.

The Faber polynomials, too, are related to the Kreiss constant in the sense that
they, too, are defined through the conformal mapping from the Riemann mapping
theorem. These are defined in the third chapter, and generalizations of the Kreiss
matrix theorem to Faber polynomials and polynomials in general are proven.

Pseudospectra are particularly useful for non-normal operators. In chapter four
a discretization of the differential operator by Chebyshev differential methods is
considered, and implementation and some properties of the non-normal Chebyshev
differentiation matrix are presented.

The last chapter considers computation of the pseudospectral abscissa, which e.g.
yields a lower bound for the transient behavior of || exp(tA)||. The criss-cross algo-
rithm is presented, and some properties concerning convergence are proven.
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KAPITEL 1

RIEMANNS
AFBILDNINGSSATNING

I dette kapitel preesenteres og bevises en raekke geometrisk funderede resultater fra
kompleks funktionsteori samt en raekke generelle resultater angaende holomorfe funk-
tioner. Notationen H(G) henviser til meengden af holomorfe funktioner f: G — C,
og hvor intet andet naevnes, er G C C aben og sammenhaengende. Kapitlet er ba-
seret pa [Conway, 1978] og [Apostol, 1974] og tager sigte pa at bevise Riemanns
afbildningssaetning.

1.1 Det udvidede komplekse plan

Senere i rapporten betragtes komplementzermaengden til kompakte meengder i C.
Det bliver i den forbindelse naturligt at betragte oo som et punkt. Inden for de reelle
tal er det praktisk at udvide med bade +oo, da de reelle tal har en ordning, men da
de komplekse tal ikke har en siddan ordning, udvides blot med co.

Det gnskes at tillade, at komplekse funktioner antager vaerdien co. I det fglgende
udvides det metriske rum C derfor til et metrisk rum C, = CU {00}, s konvergens
i C er xkvivalent med konvergens i C,. Saledes vil blandt andet kontinuitet og
analyticitet nedarves. Det vil ofte veere praktisk at betragte C., som enhedskuglen
S = {(z1,22,23) € R® : 2% + 23 + 2% = 1}, og vi vil benytte den metrik, der fglger
deraf. Hvordan dette ggres, konkretiseres i det fglgende.

Afbildningen z = a + ib — (a,b,0) € R3 er en isometri mellem C og z;xs-planet.
Det vises forst, at der eksisterer en homeomorfi mellem x;z2-planet og S\ {N}, hvor
N = (0,0,1). For ethvert punkt ¢ = (a,b,0) i zixe-planet eksisterer en entydigt
bestemt linje gennem ¢ og IV, der kan parametriseres ved

t— (1 —=1t)a, (1 —1t)b,t) for t € R. (1.1)

Denne skarer S for ¢t = 1, og det vises nu ved indsattelse i kuglens ligning, at der
eksisterer ét andet skaeringspunkt. For ¢ # 1 er fglgende udsagn aekvivalente:
1= (1-t)%a*+ (1 —t)%b* + ¢
112 = (1—1t)?22
T+t=(1-1t)z?
e
|27 +1°

(1.2)

Ved indsaettelse i (1.1) fas

2a 2b IRERE!

=, T9=——— O0g2IT3= —5——
TR TRy BT Eprr
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1. RIEMANNS AFBILDNINGSSATNING

eller aekvivalent

L L S |t PO .
EEEE 22+ 1 EEESE

(1.3)

Omvendt, hvis ¢ = (z1, 22, x3) er kendt, og z skal bestemmes, fas ved indsattelse
af t = x3 1 (1.1)
I T2

= b
a T og

B 1—1)3’

da z3 =t # 1. Afbildningen mellem z og ¢ = (21,22, x3) er dermed en bijektion, og
da den er kontinuert, er det en homeomorfi, og dermed er C og S\ { N} homeomorfe
ved afbildningen givet ved

ZH( z4+z —i(z—2) |22—1>.

[22+17 |2]2+1 7|22+ 1

Hvis |z| gar mod oo, fas ifglge (1.2), at ¢ gar mod 1, og dermed gar ¢ = (z1, z2, z3)
mod N. Derfor lader vi IV svare til punktet co i C,. Betragt metrikken pa S induceret
af den sedvanlige metrik pa R3. Da geelder for 2z +— ¢ = (21, 22,23) og 2’ — (' =
(), xh, x5) pa S, at

A(C.¢) = [ (an — £4)2 + (22 — 25)% + (w5 — 2})?

= \/2 — 2(x1 2y + woh + x37%),

hvilket ved hjeelp af (1.3) giver

2|z — 2|

V(P + D22 +1)

for z,z € C. Med ovenstaende som motivation benyttes d(¢,(’) som metrik pa Cy
med nedenstaende graensetilfaelde.

d(¢,¢) =

Saetning 1.1
Funktionen d: Co, X Coo — [0, 00) givet ved
2z—2'| f !
iR s et
22 for 2/ = o0
d(Z,Z’) = \/|z|2 +1
f =
N or z = 00
0 for z =2 =00

er en metrik pd C,.

Det bliver ngdvendigt at betragte maengder, specielt veerdi- og definitionsmangder
for funktioner, som delmangder af bade C og C.,. Derfor far vi brug for falgende
setning. En folge {z,} i C siges at konvergere mod oo, hvis der for alle ¢ > 0
eksisterer et N € N, sd n > N medfgrer |z,| > e~

Saetning 1.2
En fplge er konvergent i C (evt. mod oc), hvis og kun hvis fplgen er konvergent med
samme graense 1 Co.
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1.1. DET UDVIDEDE KOMPLEKSE PLAN

Bevis
Antag, at der for alle € > 0 eksisterer et N € N, san > N medforer |z, —a| < 5, hvor

a,zn € C. Bemark, at 1/(|z,]2 + 1)(Ja]? + 1) > 1. Der geelder dermed for n > N, at

2|z —
d(zp,a) = [2n — a <25 =¢
VzP+1)(a? +1) 2
Hvis {z,} konvergerer mod oo i C, eksisterer et N € N, s n > N medfgrer |z,| >
2e1. Da fas

P F1 Ve

Antag, at {z,} er konvergent mod a # 0o i C. Det vises, at folgen er Cauchy
i C. At folgen si vil konvergere mod samme graense i C, folger af forste del af

. . s 2 2
. —_— >

beviset. Da a # oo, eksisterer et § > 0, sa i 2 0 for store n, og dermed ogsa

% — 12> [z,/%. Da fas

d(zp, 00)

VEFTIEFD < (5) =5

og deraf fglger
| < 4|z — 2| 2
Zn T Zm| > =
32/ (lzn? + 1)(Jzm 2 +1) &2

Givet et 6 > 0 eksisterer der et N € N, sd n,m > N, hvilket medfgrer, at d(z,, z;m) <

§%¢ h . . . 2
%%, hvormed fglgen konvergerer i C. Hvis z, — oo i Co, geelder Ve < g, og
|zn|2+1

d(zn, 2m)-

2 2

dermed 4672 —1 < |2,|?. For sma ¢ geelder 1 < 3¢ 2, og dermed e~! < |2,|, hvormed
zp — 001 C. O

Af ovenstaende fglger, at enhver kontinuert funktion ind i C er kontinuert, hvis og
kun hvis den er kontinuert som funktion ind i C., hvis funktionen ikke antager
vaerdien oco.

Definition 1.3 (Funktioner og oc)
En dben mangde A C C, hvor {z € C: |z| > r} C A for et r > 0, kaldes en dben
omegn af co. Hvis f er en kompleks funktion defineret pa en aben omegn af co, og
graenseveerdien a = lim,_,, f(2) eksisterer, defineres f(oo) = a. Tilsvarende, hvis
lim, ., f(z) = oo, defineres f(a) = co.

Funktionen f(z) siges at veere holomorf pd en dben omegn af oo, hvis og kun hvis

der for w = 2~ ' geelder, at f(w) er holomorf pa en dben omegn af 0. I bekraeftende

fald defineres <L f(z) |.—oo= 7= f(w) |w=o-

Hvis funktionen f(z~') er holomorf pa en aben omegn af 0, har den dermed en
potensraekke f(z71) =3 _a,2", og dermed er f(z) =Y, o anz"". Hvis f(z71)
har en pol i 0 af orden m, siges f(z) at have en pol i co af orden m, og der ma galde
f(c0) = co. Funktionen 2™ f(z~!) er sa holomorf pa en aben omegn af 0, og der
geelder dermed f(2) = @ 2™ + -+ ag+ D o a_pz” " efter en omnummerering af
konstanterne. Fglgende definition kan udvides til Cn.

Definition 1.4 (Simpel kurve)
En kontinuert funktion ~: [a,b] — X, hvor X er et metrisk rum, og hvor v: [a,b) —
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X er injektiv, kaldes en simpel kurve. Hvis v(a) = ~(b), kaldes kurven lukket. Ved
~* forstas kurvens billede v* = {~(t) : t € [a, b]}.

Det antages endvidere, at simple kurver i C er kontinuerte og stykkevis glatte. Fgl-
gende definition gaelder ogsa tilsvarende i C.

Definition 1.5 (Enkeltsammenhangende)
Lad G C X, hvor X er et metrisk rum, og v1: [a,b] — G og ¥2: [a,b] — G vare
simple kurver, og enten

a) 71(a) = y2(a) og y1(b) = 2(b)

eller

b) v1(a) =1(b) og v2(a) = 12(b).

Kurverne ~; og 2 siges at vaere homotope i G, hvis der eksisterer en kontinuert
funktion h: [0,1] x [a,b] — G, sd

1. h(0,t) = y1(t) for t € [a,b]

2. h(1,t) = y(t) for t € [a, b

og i tilfzelde a):

3.a) h(s,a) =1(a) og h(s,b) =~1(b) for s € [0,1]
og i tilfaelde b):

3.b) h(s,a) = h(s,b) for s € [0,1].

Hvis G er aben og sammenhangende, og enhver simpel, lukket kurve ~y i G er homotop
med et punkt £ € G, dvs. homotop med kurven t — £, kaldes G enkeltsammenhaen-
gende.

Det vises for god ordens skyld, at der eksisterer enkeltsammenhangende omrader.

Saetning 1.6
En aben, stjerneformet mangde G C C er enkeltsammenhangende.

Bevis

Da G er stjerneformet, eksisterer der et £ € G, sa linjestykket mellem £ og z ligger
i G for alle z € G. Lad « veaere en simpel, lukket kurve i G. Da ligger linjestykket
mellem £ og v(¢) i G for alle ¢, og funktionen h(s,t) = (1 — s)y(t) + s& opfylder det
gnskede. (]

Saetning 1.7

Lad f: Goo — G, hvor bade G, C C 0g G C C er abne og sammenhaengende,
veere bijektiv og holomorf. Da er G, enkeltsammenhangende, hvis og kun hvis G er
enkeltsammenhangende.

Bevis
Antag, at G, er enkeltsammenhangende, og lad 7: [a,b] — G veere en simpel, lukket
kurve. Da er f~! o~ = 7 en simpel, lukket kurve i G, og der eksisterer dermed en
funktion h, der opfylder kravene i definition 1.5, s& 4 er homotop med ¥(a) i Goo-
Saledes er v homotop med v(a) i G ved funktionen f o h.

Antag omvendt, at G er enkeltsammenhangende, og «v er en simpel, lukket kurve
i Go.Daer fovy =4 en simpel, lukket kurve i G, hvoraf resultatet folger analogt.(]




“master” — 2009/6/3 — 10:27 — page 5 — #11 EF

1.2. ARGUMENT OG LOGARITME

1.2 Argument og logaritme

Gennem rapporten benyttes bade argument og logaritme, der som udgangspunkt
ikke er entydigt bestemte for komplekse tal. I dette afsnit defineres disse stgrrelser
stringent. Bemaerk, at det er maengder, der defineres.

Definition 1.8 (Argument og logaritme)
Lad z € C\ {0}. Der defineres folgende meengder:

argz = {vER: 2z = |2]e™}
logz={weC:z=e"}.

Maengden arg z kaldes argumentet til z, og maengden log z kaldes logaritmen til z.

Det ses ved at vise inklusion begge veje, at der gaelder meengderelationen
logz =1In|z| +iarg z.
Her betegner In den saedvanlige reelle naturlige logaritmefunktion.

Definition 1.9 (Kontinuert determination)
Lad G C C\{0} veere en dben og sammenhangende mangde. En funktion 9: G — R
kaldes en kontinuert determination af argumentet i GG, hvis 9 er kontinuert, og der
for alle z € G geelder, at z = |z]e™"(%).

Tilsvarende kaldes en funktion l: G — C en kontinuert determination af logaritmen

i G, hvis | er kontinuert, og der for alle z € G gaelder, at z = e'(*),

Det er en umiddelbar konsekvens af definitionerne, at hvis ¢ er en kontinuert de-
termination af argumentet i G, sa er In|z| + i9(z) en kontinuert determination af
logaritmen i G. Omvendt, hvis [ er en kontinuert determination af logaritmen i G,
er Im/(z) en kontinuert determination af argumentet i G.

Saetning 1.10
Lad G C C\ {0} veere en dben og sammenhangende mengde. Hvis en funktion

¥: G — R er en kontinuert determination af argumentet i G, sa er =10+ 2kn en
kontinuert determination af argumentet i G for ethvert k € Z.

Hvis bdde ¥ og ¥ er kontinuerte determinationer af argumentet i G, si eksisterer
der et k € 7, sa 9 = ¥ + 2km.

Bevis
Forste del er triviel. Antag nu, at 9 og 9 er kontinuerte determinationer af argumentet
i G, og betragt funktionen

I(z) -0
ey = P =96)
2m
Da geelder
2w _ e“ﬁ(z) _
etd(2)
for alle z € G. Det folger heraf, at h(z) er et heltal for alle z € G. Da h(z) er
kontinuert, og G er sammenhangende, er h(z) konstant i G. O
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Saetning 1.11
Lad G C C\ {0} veare en dben og sammenhangende mangde. Hvis en funktion

l: G — C er en kontinuert determination af logaritmen i G, sa er I =1+ 2kim en
kontinuert determination af logaritmen i G for ethvert k € Z.

Hvis bade | ogl er kontinuerte determinationer af logaritmen i G, s& eksisterer der
etkeZ,sal =10+ 2kim.

Dette fglger af seetning 1.10 og bemarkningen fgr denne.

Saetning 1.12

Lad G og Q) veere abne delmangder af C. Antag, at f og g er kontinuerte pa hhv.
G og Q, at f(G) C Q, og at g(f(z)) = z for alle z € G. Hvis g er differentiabel, og
g'(z) #£0, er f differentiabel, og

Altsa, hvis g er analytisk, er f analytisk.

Bevis
Lad a € G veere fast, og lad h € C, hvor h # 0, og a+h € G. Bemark, at a = g(f(a))
og a+h = g(f(a+ h)) medfgrer, at f(a) # f(a+ h). Derudover er

ath—a_g(fla+h)) —g(fa))

=== h
_ 9(fla+h)) —g(f(a)) fla+h)— f(a)
fla+h) — f(a) h '

Pa grund af ligheden eksisterer der en graensevaerdi for h — 0 pa hgjresiden, og da
limp_o(f(a+h) — f(a)) =0, er
Lo 90 (@ + 1) — g(f(a)
o Flath) - fla)
Da ¢'(f(a)) # 0 per antagelse, eksisterer

f/(a)ziinlof(a+h}sz(a)’

=g'(f(a)).

og vifar,at 1 = ¢’(f(a))f'(a). Da G er aben, er dette uathangigt af valget af a € G,
da et h som det anvendte altid vil eksistere. Dermed er f/(z) = m for alle z € G.
Hvis g er analytisk, er ¢’ kontinuert, og f'(z) vil derfor altid eksistere. Dermed er f

holomorf og dermed analytisk. O

Korollar 1.13
Lad G C C\ {0} veere dben og sammenhzengende. Enhver kontinuert determination

af logaritmen i G er analytisk, og dens afledede er %

Bevis
Lad g veere eksponentialfunktionen, og f veere en kontinuert determination af loga-
ritmen. Da g er analytisk, er f analytisk, og

S B )
FO =)~ .
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Definition 1.14 (Hoveddetermination)

For G =C\{z € C:Rez <0, Imz = 0} betegnes med Arg z den kontinuerte
determination af argumentet, der ligger i intervallet (—m, 7). Denne determination
kaldes hoveddeterminationen af argumentet. Tilsvarende er hoveddeterminationen af
logaritmen, Log z, givet ved

Logz =In|z| +iArg z.

Det ses, at Arg z kan bestemmes ved

arccot (Eﬁ;) for Imz >0
Argz=<0 for Imz=20 (1.4)
— arccot (%) for Imz < 0.

Det bemarkes ogsa, at der til enhver cirkelskive, der ikke indeholder nul, findes en
determination af argumentet, da cirklen enten er indeholdt i G = C\ {z € C :
Rez <0, Imz = 0} eller kan roteres 7 radianer omkring origo, hvorefter Argz kan
bestemmes og 7 legges til.

Definition 1.15 (Determination langs kurve)

Lad v: [a,b] — C vere en kurve, der ikke gar gennem nul. En kontinuert funktion
9¥: [a,b] — R kaldes en kontinuert determination af argumentet langs ~y, hvis der
galder, at

(0 = b
for alle t € [a,b].

Man kan ligeledes indfgre begrebet en kontinuert logaritmefunktion langs en kurve.

Saetning 1.16
Lad ~: [a,b] — C vaere en kurve, der ikke gar gennem nul. Sa geelder fplgende:

(i) Der eksisterer en kontinuert determination af argumentet langs .

(ii) Hvis en funktion 9: [a,b] — C er en kontinuert determination af argumentet

langs ~y, sa er ¥ = ¥ + 2k7 en kontinuert determination af argumentet langs
for ethvert k € 7.

(iii) Hvis bade ¥ og U er kontinuerte determinationer af argumentet langs -y, sa
eksisterer der et k € 7, sa ¢ = ¥ + 2kin.

Bevis

Lad «: [a,b] — C vaere en kurve, s 0 € v*. Da eksisterer der et p > 0, s& dist(0,v*) =
p. Da [a, b] er kompakt, er 7 ligeligt kontinuert pa intervallet, og der eksisterer dermed
et § > 0, sd der for t1,t5 € [a,b] gaelder, at |t; —t2| < & medfgrer, at |y(t1) —v(t2)| < p-
Bemerk, at der for alle ¢ € [a,b] geelder, at 0 ¢ B,(v(t)), og dermed eksisterer
der en kontinuert determination af argumentet i B,(y(t)). Betragt nu en inddeling
a=17<Tm1 < - <T, = b, sa|r;, — i1 < d. Lad 9; betegne en kontinuert
determination af argumentet i B,(y(7;)). Da B,(v(7;)) N B,(y(7i+1)) # 0, og 9, og
¥;41 begge er kontinuerte determinationer af argumentet pa maengden, eksisterer der
et ki1 € Z, sa ¥; = V441 + 2k;1m, hvor kg seettes lig med nul. Funktionen bestemt
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Figur 1.1: Illustration af vinkel mellem kurver.

ved

ﬁ(t):ﬁi(t)+z2/€jﬂ' for t € [TZ‘,TZ‘+1)
j=0
er da en kontinuert determination af argumentet langs ~.
Anden og tredje del vises som i seetning 1.10. (]

Bemerk, at da en kontinuert determination af argumentet er en funktion fra G C C
til R, kan den ikke vaere holomorf. Lad 7: [a,b] — C\ {0} veere en simpel, glat kurve,
hvor v(t) = v1(t) + iv2(t), sd v1(t),y2(t) € R for alle t. Da giver (1.4) en kontinuert
determination af argumentet langs «. Endvidere er funktionen ¢ — Arg(+y(t)) en reel
differentiabel funktion med den afledede

(71 (t)) _ 2600 () =71t (t)
72(t) N>+

d
— arccot

dt

1.3 Mobiustransformationen

Moébiustransformationer er en klasse af funktioner med klare geometriske fortolknin-
ger, som sammens&tninger af translationer, inversioner, skaleringer og rotationer.
Derudover afbilder Mobiustransformationer cirkler over pa cirkler, og derudfra kan
egenskaber som orientering og symmetri defineres.

Definition 1.17 (Konform afbildning)
En analytisk funktion f: G — C siges at veere konform, hvis der for ethvert zy € G
og alle simple kurver 71 : [a,b] — G og v2: [¢,d] — G, der opfylder

* 71(t1) = 12(t2) = 20
* 7i(t1) # 0 0g 75(t2) # 0
o arg7i(t1) # argy5(t2),
galder, at f er vinkelbevarende. Se figur 1.1. Der skal altsd gaelde
arg 7y (t1) — arg s (t2) = arg f'(1(t1))71(t1) — arg f'(72(t2))v3(t2)-

Det ses af definitionen, at der skal gaelde f/(29) # 0. Folgende saetning viser, at dette
er en tilstraekkelig betingelse.

Saetning 1.18
En funktion f € H(G) er konform, hvis f'(z) # 0 for alle z i G.
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Figur 1.2: Et eksempel pd en konform afbildning er f(z) = e®. Rette linjer med konstant real-
eller imaginaerdel bliver afbildet over pa hhv. cirkler og halvlinjer, men vinklen bevares.

Bevis
Lad 71 og 72 veere givet som i definition 1.17, og antag, at f'(z9) # 0. Da geelder

arg f'(71(t1))71(t1) = arg f'(20) + arg 71 (t1)
og
arg f'(72(t2))75(t2) = arg f'(z0) + arg v5(t2),
da 71(t1) = y2(t2) = 20, 71 (t1) # 0, og V4 (t2) # 0. Saledes fas
arg f'(1(t2))71(t1) — arg f'(72(t2))12(t2) = argy1 (t) — arg v (ta),
hvormed f er konform. O

Et eksempel pé en konform afbildning er f(z) = e*. Som det ses pa figur 1.2, bliver
rette linjer med konstant real- eller imagineerdel afbildet over pa hhv. cirkler og
halvlinjer, men vinklen bevares.

Med ovenstaende satning som motivation siges en funktion f: Go, — Cu, hvor
Goo C Cu, at veere konform, hvis f'(z) # 0 for alle z € G. Det ses umiddelbart,
at f(z) = 27! er konform pa en aben omegn af oo, da der for w = z~! gealder, at
% (w) = 1.

Lemma 1.19
Sammensatninger af konforme afbildninger er konforme.
Bevis
Lad f: G; — G5 og g: G2 — C4 veere konforme, hvor G1,Gs C C. Da gealder
f'(z) 0 0g ¢'(2) # 0 for alle z, og dermed er (f o g)'(z) = f'(9(2))g'(2) # 0. O
Definition 1.20 (Mgbiustransformation)
En afbildning S: Co, — Co, pa formen
az+b

S =

(2) cz+d’

hvor a,b,c,d € C, og ad — bc # 0, kaldes en Mobiustransformation. Der gelder
S(o0) =2 og S(%d) = 00.

c

De sidste udsagn kraever et argument. Antag forst, at ¢ # 0. Det ses, at S(z) — oo
for = — =%, og tilsvarende lim, .. S(z) = 2. Hvis ¢ = 0, fis S(c0) = oo, hvilket
betragtes som et graensetilfaelde af ovenstaende. Fglgende satning eftervises nemt.




“master” — 2009/6/3 — 10:27 — page 10 — #16

1. RIEMANNS AFBILDNINGSSATNING

Saetning 1.21

Mgébiustransformationen er en bijektion pd C,, med invers
dz—b
—cz+a’

S7(z) =

der ogsa er en Mdébiustransformation. Hvis T er en Mdébiustransformation, er S oT
det ogsa. For funktionerne

fils) ==+ fale) = -
ad — be a
fg(z):sz f4(z):z+g

galder S = fy0 f3o fyo fi. Altsa er Mébiustransformationer sammensatninger af
translationer, inversioner, skaleringer og rotationer.

Saetning 1.22
Mgoébiustransformationen er konform pé C.

Bevis
Antag forst, at ¢ # 0. Det ses, at Mobiustransformationen S(z) = ‘c’jis er holomorf
for z # _Td og z # 00, og der galder
ad — be
S'(2) = —.
() (cz +d)?

For = — =% gar S'(z) mod oo, og dermed er S'(=%) = oo ifglge definition 1.3. For
w=2z"" geelder S(w) = 842 og dermed L S(0) = besod,

— dw+c? c2
Hvis ¢ = 0, geelder S(z) = %2 + 2, og dermed fas S'(w) = =%, og dermed for
w — 0, at §'(00) = co. Saledes er S konform ifplge seetning 1.18. O

Saetning 1.23
Lad a,b,c € C,, veare forskellige, og S(a) = «, S(b) = 8 og S(¢) = . Daer S den
eneste Mébiustransformation med denne egenskab.

Bevis

Bemark, at hvis S ikke er identitetsafbildningen, har S hgjst to fikspunkter, da
gjig hvis og kun hvis cz? + (d — a)z — b = 0. Antag, at T ogsa opfylder kravene
til S, da har sammensaetningen T~! o S bade a, b og ¢ som fikspunkter, og dermed

erS="T. O

Definition 1.24 (Dobbeltforhold)
Lad zs, z3 og z4 vaere forskellige punkter i C,, og definer S: Co, — C, ved

z =

Z— 2322 — 24

S(z) = hvis zo, 23,24 € C
Z — 24 22 — Z3
S(z) = i hvis zg = 00
Z — Z4
S(z) = 2" 4 hvis z3 = o
Z— Z4
S(z) = FTE hvis z4 = 0.
Z9 — 23

Da er S den entydigt bestemte Md6biustransformation, sd S(z2) = 1, S(z3) = 0, og
S(z4) = 00, og dobbeltforholdet defineres som (21, 22, 23, z4) = S(z1).
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Saetning 1.25
Dobbeltforholdet er invariant under Md&biustransformation. Det vil sige, at

(21, 22,23, 24) = (T21, T2, T23,T24)
for enhver Mébiustransformation T.

Bevis

Lad S(z) = (2, 22, 23, 24), og definer M = SoT 1. Da geelder M (Tz) = 1, M(Tz3) =
0 og M(Tz4) = 00, og dermed M(z) = (z,Tz2,Tz23,Tz4) for alle z € Cy. Veelg nu
z = Tz, hvilket giver det gnskede. O

Satning 1.26

Lad zs, 23,24 € Co veere forskellige, og wo,ws,wy € Co vaere forskellige. Da eksis-
terer en entydigt bestemt Mobiustransformation S, sd S(z2) = wa, S(z3) = ws, og
S(z4) = wy.

Bevis

Definer T'(z) = (z,22,23,24) 0g M(2) = (z,wa,w3,wy). Da har S = M~ o T de
gnskede egenskaber. Hvis R ogs& opfylder egenskaberne, har S~! o R tre fikspunkter,
hvormed S = R. O

Bemark, at i Co, betragtes linjer som cirkler gennem oo.

Saetning 1.27
Lad z1, 22, 23 0g z4 veere forskellige punkter i Co,. Da er (21, 22, 23, 24) reel, hvis og
kun hvis z1, 29, z3 0og z4 ligger pa en cirkel.

Bevis
Forst vises, at for en vilkarlig Mobiustransformation S~! er billedet af den reelle
akse en cirkel i C,.,. Antag, at z € R, og S™!(z) = w, si hverken z eller w er co. Da

geelder S(w) = S(w), det vil sige
aw+b  aw+b
C!

cw+d Ew4d
og dermed
(ac — ac)|w|? + (ad — be)w + (be — ad)w + (bd — bd) = 0.
Bemerk, at hvis 2 = oo, geelder w = S~ 1(c0) = _Td, som ogsa opfylder ovenstaende

ligning. Antag forst, at ac = ac. Da gaelder
0 = (ad — be)w — (ad — bé)w + (bd — bd)
= (ad — be)w + bd — ((ad — be)w + bd),

hvoraf det fas, at
Im((ad — be)w + bd) = 0,

og dermed ligger S™!(R U {oo}) pa en linje. Under antagelse af, at a¢ = ac, og at
w # 00, er ovenstaende udsagn akvivalente, og dermed udggr S—(R U {co}) hele
linjen. Bemaerk, at der eksisterer et 2o, € R U {00}, s& S7!(2s0) = 00, hvis og kun
hvis zo, = S(00) = 2 € R, hvilket er skvivalent med a¢ = ac. Et sidant z, kan
altsa kun eksistere, hvis maengden S™1((RU{o0}) \ {2 }) udggr en linje, og dermed
er S(RU{o0}) en cirkel i Cy.
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bd—bd

ac—ac’

bc—da

ac—ac

|w|? + w4+ v — § = 0,

Hvis ac¢ # ac, defineres v =

og § =

sa der gaelder

og dermed fas ved simple udregninger

lw+v =V +d=

Da |y|? + § er uafhaengig af 2, svarer dette til, at S~1(R U {co}) ligger pa en cirkel.
Da ovenstaende udsagn er aekvivalente under antagelse af, at a¢ # ac, udggr S~ (RU
{o0}) hele cirklen.

Auntag nu, at (z1,292,23,24) € R U {oo}. Specielt gelder saledes for S(z1) =
(21, 22,23, 24), hvor 21,20,23,24 € STHR U {o0}), at 21, 22, 23 0g 24 ligger pa en
cirkel.

Antagnu, at 21, 22, 23 0g 24 ligger pa en cirkel. Da 2y, 23 0og 24 ligger i S~1(RU{o0}),
og da dette er en cirkel, ma ogsa z; ligge pa denne cirkel, og dermed (21, 22, 23, 24) €
R U {o0}. O

ad — be

ac

> 0.

Saetning 1.28
En Mbobiustransformation afbilder cirkler over pa cirkler.

Bevis
Lad T' € C vaere en cirkel, og z2,23,24 € I' vaere forskellige. For w; = S(z;)
bestemmer wsy, w3 og wy en cirkel IV. Der gaelder ifglge seetning 1.25

(Zv 22,23, 24) = (S(z)7w27w37w4)7
sd z € I, hvis og kun hvis S(z) € I ifplge setning 1.27, og dermed S(I') =1". O

Saetning 1.29

Lad T og TV veere cirkler i C,. Da eksisterer en Mébiustransformation S, si S(I') =
I". Hvis der for tre forskellige punkter zo,z3,2z4 € T fastsaettes S(z;) = w;, hvor
w; €IV, sd er S entydigt bestemt.

Bevis

Lad T'(2) = (2, 22, 23, 24), 0g R(2) = (2,wa,ws,ws), og definer S = R~1oT. Da S(I")
er en cirkel, og da S(z;) = w;, ma der geelde S(T') = I'. Antag, at M ogsé opfylder
kravene til S. Da gaelder M ! o S(z;) = z; for i € {2,3,4}, hvormed M = S. O

Orienteringsprincippet

Det er vist i det foregaende, at Mobiustransformationen afbilder cirkler over pa
cirkler. Det vises nu, at omradet pa den ene side af cirklen bliver pa samme side i en
passende forstand.

Definition 1.30 (Symmetri)
Givet en cirkel I' C C, og tre forskellige punkter 2o, z3, z4 € I siges to punkter z og
z* at vaere symmetriske mht. I', hvis

(Z; 22,23, 2:4) - (Z*a 22,23, ’2:4)'

Da Mobiustransformationen er en bijektion pa Cg, vil z* eksistere for ethvert z.
Bemeerk, at z er symmetrisk med sig selv, hvis og kun hvis z € I ifglge saetning 1.27.
Efter fglgende saetning vises, at definitionen er uafthaengig af zo, 25 og 24.
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Figur 1.3: Illustration af symmetriske punkter mht. linjen I.

Seetning 1.31 (Symmetriprincippet)
Lad I’y og 'y veere cirkler i C,, sa S(I'1) = I's. Hvis z og z* er symmetriske mht.
Ty, er S(z) og S(z*) symmetriske mht. T's.

Bevis
For 29, 23,24 € T’y geelder

(S(2),S(22),S(23),S(24)) = (2, 22, 23, 24)
= (222,23, 24)
= (S(2*),5(22),5(z3),5(24)),
hvormed S(z) og S(z*) er symmetriske mht. I's. O

Korollar 1.32
HvisT' C C, er en cirkel, og (z,za, 23, 24) = (2%, 22, 23, 24) for 29, 23,24 € T, geelder

(Z7 427 <3a <4) = (Z*a CQ) 437 C4) for V1]kérl1ge punkter <27 C37 C4 el.

Bevis

Det Vises7 at (2'72272'3,24) = (Z*,ZQ,Z3,Z4) medfﬁrer (27C2aC3;C4) = (Z*,<27<3a<4)‘
Lad S(T') =T, sa S(¢;) = z;- Da geelder

(2,C2, (3, Ca) = (S(2), 22, 23, 24)
= (S(2*), 22, 23, 21)

= (Z*aCQ,C37C4)' O

Det vises nu, at definitionen stemmer overens med, hvad der normalt forstas ved
symmetri. Lad T veere en linje i C, og z og z* vaere symmetriske mht. I'. Bemaerk,
at z = 2z*, hvis og kun hvis z € T'. Hvis 29, 23 og z4 veelges pa I, sd z4 = oo, fas
= = ; ;3, og dermed |z — z3| = |2* — z3]|. Da z3 kan veelges v11kar11gt pa lanen
har z og z* samme afstand til ethvert punkt pa linjen, hvormed punkterne ma ligge
som pa figur 1.3.

Lad nu I veere en cirkel, I' = 9BRr(a), R € (0,00). Ved hjelp af setning 1.25 fas

(2", 22, 23, 24) = (2 29,23, 24)

—Q,29—Q,23 — A,24 — Q)

2 2
( r_R > (1.5)
ZQ—CL Z3—CL zZ4 — Q

R2
( — +a, 22723724)
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Figur 1.4: Illustration af symmetriske punkter mht. cirklen I'.

hvor (1.5) folger af definition 1.24. Saledes geelder z* = ;iza + a. Dermed méa der
geelde |2* — al|z — a] = R?, sa hvis z ligger inden for cirklen, mé z* ligge uden for
cirklen, og jo taettere z er pa a, desto lzengere ma z* veere fra cirklen. Tilsvarende
geelder z* = a + %(2 —a), s z* ligger pa halvlinjen fra a gennem z. Dette er

illustreret pa figur 1.4.

Definition 1.33 (Orientering)
Givet en cirkel T' C C kaldes en tripel (21, 29, 23) af forskellige punkter i T' en
orientering pa I'.

az+b

Lad z1, 22 og 23 veere tre forskellige punkter i R. For T'(2) = (z, 21, 22, 23) = v

kan a, b, ¢ og d velges reelle ifglge definition 1.24. Da galder

az+b

cz+d
az+b , _

(2,21722723) =

= m(acM2 + adz + bez + bd)

ad—bc
|cz+d|?
29)(z3 — z1) > 0, hvis og kun hvis en af fglgende gaelder:

og dermed Im(z, 21, 22, 23) = Im 2. Tallene 21, 22 og 23 opfylder (2o — 21)(23 —
21 < z9 < 23

23 < 21 < 29

z2o < 23 < 21.

Det vil sige, at hvis den reelle akse betragtes som en cirkel i C,, skal punkterne ligge
i reekkefglge. Ifplge definition 1.24 kan a, b, ¢ og d veelges, sa

ad —be = (21 — 2z3)23(22 — 21) — 22(23 — 21) (21 — 22)
= —(22 — 21)(23 — 22) (23 — 21),

og dermed ligger z til venstre for den reelle tallinje, hvis Im(z, 21, 22, 23) < 0, og 21,
zo 0g z3 ligger i den naturlige rackkefglge. Saledes defineres den venstre side af en
cirkel ' € C som {z : Im(z, 21, 22, 23) < 0}, og tilsvarende defineres den hgjre side

som {z : Im(z, 21, 29, 23) > 0}. Bemaerk, at et punkt ligger hverken pa venstre eller
hgjre side, hvis og kun hvis punktet ligger i I".
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Saetning 1.34 (Orienteringsprincippet)

Lad Ty og Ty veere cirkler i C, s S(I'1) = 'y, og lad (21, 29, 23) veere en orientering
paT'y. Da vil den hgjre og den venstre side af I'y mht. (21, z2, z3) blive afbildet over
pa hhv. den hgjre og den venstre side af I'y mht. orienteringen (S(z1), S(#2), S(#3)).

Bevis
Hvis z ligger pa venstre side, ligger z* pa hgjre side. Da (z,21,292,23) =
(S(2),5(21), S(22), S(z3)), fas det gnskede. O

Betragt nu enhedscirklen 0B; med orientering (—i,1,7), hvilket intuitivt svarer
til positiv omlgbsretning. Da geelder der, at (z,—i,1,i) = S(z) = 2= =20 =

z—1 —i—1
% Det kan saledes afggres, om z = a + ib ligger pa hgjre eller
venstre side ved at bestemme fortegnet for imaginaerdelen af telleren. Der gaelder
(a+ib—1)(a—ib+1i)(1+1i) = a®> +b*> —2a — 2b+ 1 +i(a® + b? — 1). Saledes geelder
ImS(z) < 0 for z € By, og dermed svarer det indre af cirklen til venstre side ved
positiv omlgbsretning.

Saetning 1.35
Til enhver adben kugle B i Co, eksisterer en Mobiustransformation T, sa T(B) = By.

Bevis

Lad T" = 9B, og velg orientering (21, 22, 2z3) pa I', s& B udger venstre side. Da eksis-
terer en entydigt bestemt Mdbiustransformation T, sa T(I') = 0By, og T(z1) = —i,
T(z2) =1, T(23) = 1, ifolge setning 1.29, og dermed gelder ifplge orienteringsprin-
cippet, at T'(B) = B;. O

Bemeerk, at B bade kan veere en aben kugle B,.(a) og et halvplan i C.

1.4 Det metriske rum H(G)

Gennem rapporten benyttes de forskellige maksimumprincipper og aben afbildnings-
saetningen for holomorfe funktioner flere gange. I naeste kapitel skaerpes aben afbild-
ningssatningen for holomorfe og injektive funktioner i Koebes %—sa%tning.

Lemma 1.36 (Lokalt maksimumprincip)
Lad S C C vaere aben, og f € H(S), hvor f ikke er konstant. S& har |f| ikke lokalt
maksimum i S, dvs. enhver B,.(a) C S indeholder et z, sa | f(z)| > |f(a)|.

Bemerk kontrapositionen af lemmaet: Hvis |f| har lokalt maksimum i S, si er f
konstant.

Bevis

Antag, at for alle z € B,.(a) er |f(2)] < |f(a)|, dvs. at |f| har lokalt maksimum
i By(a), og betragt B,/ (a), hvor 0 < r’ < r. Bemerk, at for alle § € R er a +
e € B.(a), sa |f(a+1r'e?)| < |f(a)|. Antag nu, at uligheden er skarp for et 6.
Dermed vil der pa grund af kontinuitet eksistere et € > 0 for alle § € I C [0, 27], s&
|f(a+7"e?)| < |f(a)| —e. Ved hjzlp af Cauchys integralformel fas, at

2m
i@l [ 15 re?)as

0
= |f(a+r’ei9)|d9+/ |f(a+1"e)|db
I [0,2x]—1
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< h(|f(a)] =) + (2m = h)|f(a)| = 27[f(a)| — he
< 27| f(a)l,

hvor h er leengden af I. Dette er en modstrid for sma r/, sa |f(z)| = |f(a)]| for alle
z € B.(a). Men sa er |f| konstant pa kuglen. Skriv f(z + iy) = u(z,y) + iv(x,y).
Hvis |f| = ¢, er u® + v? = ¢?, hvoraf

Ved hjalp af Cauchy-Riemann-ligningerne fas det konsistente, homogene ligningssy-

- -

Dermed er de afledede af u, og dermed ogsa af v, konstant lig nul. St a = (z¢, o),
og lad ¢’ ligge mellem y og yo, og x’ ligge mellem x og xg. Fra middelveerdisaetningen
fas, at

0 /
u(z,y) — u(w,y0) = (y — yo)afu(x,y ) =0,
Y
og
9 .,
u(z,yo) — u(zo,yo) = (x — Io)a*yu(l’ ;Y0) = 0.

Dermed er u(z,y) = u(xo, yo) for alle z,y € B,(a). Samme argument kan laves for v.
Dermed er f konstant pa kuglen. Dette udvider nu til hele S jf. identitetssatningen
for analytiske funktioner. O

Lemma 1.37 (Absolut maksimumprincip)
Lad T C C veere kompakt, og f € H(intT) og kontinuert pd T. Sa antages det
absolutte maksimum af |f| pd randen af T

Bevis

Lad |f| antage sit maksimum i a € T. Dette eksisterer, da T er kompakt. Hvis | f]
er konstant, antages maksimum pé randen. Hvis |f| ikke er konstant, kan |f| ikke
antage sit maksimum i et indre punkt ifglge lokalt maksimumprincippet, hvormed a
ligger pa randen. (]

Lemma 1.38 (Minimumprincip)
Lad S C C vere dben, og f en ikke-konstant analytisk funktion pa S. Hvis |f| har
lokalt minimum i a € S, er f(a) = 0.

Bevis

Hvis f(a) # 0, kan lemma 1.36 anvendes pa g = %, der er analytisk pa en aben kugle
omkring a. Dermed har |g| lokalt maksimum i a. Men sé er g, og dermed f, konstant
pa kuglen omkring a, og dermed pa hele S. (]

Satning 1.39 (Aben afbildningssztning)
Hvis f € H(G), hvor G C C er dben, ikke er konstant, vil f(A) vare dben, hvis
A C G er aben.
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Bevis
Lad b = f(a) veere et vilkarligt punkt i f(A) for et a € A, hvor A C G er aben.
Bemark, at a ikke er et forteetningspunkt i urbilledet af b, da f saledes ville veere
konstant pa hele A, jf. identitetssaetningen. Dermed eksisterer en kugle B,.(a), hvis
aflukning ligger i A og kun indeholder a fra urbilledet af b.

Da f(0By(a)) er en kompakt meengde ikke indeholdende b, er m = inf{|f(z) — b| :
z € 0B,(a)} > 0. Lad w vaere et vilkarligt punkt i Bm (b), og g(2) = f(2) —w. Nuer

|g| kontinuert pa B, (a), der er kompakt, sa der findes et zg € B,.(a), hvor |g| antager
sit minimum. Da a € B,.(a), er

l9(20)] < lg(a)] = [f(a) —w] = |b —w| <

m
2 )
men for z € 0B, (a) er
m m
9] = £(2) = b+ b—w| = [7(z) b —fw— b >m— 2 =T
Dermed ligger zj ikke i 9B, (a), men kun i B,.(a). Da g er analytisk og ikke-konstant,

kan minimumprincippet anvendes, hvorved g(zg) = 0. Dermed er w = f(2g), s hele
B (b) er indeholdt i f(B,(a)), og dermed er f(A) aben, da f(B,(a)) C f(A). O

Definition 1.40 (C(G, 2))
For en aben maengde G C C og et fuldstandigt metrisk rum (2, d) betegner C(G, <)
meangden af alle kontinuerte funktioner fra G til ).

Medmindre andet naevnes, vil G i dette afsnit veere en aben delmeengde af C, og i
de fleste tilfaelde vil C eller C, optraede som 2. Det bemarkes i den forbindelse, at
mengden af analytiske funktioner pa G betegnet med H(G) kan betragtes som en
delmaengde af C(G, C).

Definition 1.41 (Konvergens i C(G, Q) og H(G))

En folge {f.} i C(G,C) konvergerer mod f, hvis {f,} konvergerer ligeligt mod f pé
alle kompakte delmeengder af G. Konvergensbegrebet nedarves fra C(G,C) til H(G).
Det vil sige, at en folge { f,} 1 H(G) konvergerer mod f, hvis { f,,} konvergerer ligeligt
mod f péa alle kompakte delmaengder af G.

Der findes en metrik, der realiserer disse konvergensbegreber, og udstyret med
denne er meengden C(G, ) et fuldstendigt metrisk rum. Detaljer kan findes i
[Conway, 1978, §VII.1]. Udstyret med denne metrik er maengden H(G) et metrisk
rum, og felgende saetning giver yderligere oplysninger om dette.

Saetning 1.42
Hvis {f,} er en folge i H(G), og f tilharer C(G,C), saledes at f, — f, sa er f

analytisk, og f,(lk) — ) for ethvert heltal k > 1.

Bevis

For at vise, at f er analytisk, anvendes Moreras satning. Lad A vaere en udfyldt
trekant, der er helt indeholdt i G C C. Den udfyldte trekant A er kompakt, sa i
henhold til definition 1.41 konvergerer {f,} ligeligt mod f pa A. Pa grund af den
ligelige konvergens fas, at [\ f = [jx liMp oo fr = limy, oo [y fn = 0, hvor det
sidste lighedstegn folger af Cauchys integralsaetning, idet hver af funktionerne f,, per
antagelse er analytisk. Det fglger si af Moreras satning, at f er analytisk pa G.
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Nu vises det, at f\") — f®.Lad D = B,(a) C G. Definer m > 0 ved r + m =
dist(a, G) og R = r + 3, saledes at Br(a) C G. Betingelserne for at anvende
Cauchys integralformel for den k’te afledede er opfyldt, da det i forste del af beviset
er vist, at f € H(G), hvor G C C er en aben delmaengde. Hvis v er 0Bg(a), fas, at

19) = 10) = oo [ L gy

for z € D C Bpg(a). For et fast punkt z € D C Bgr(a) og et fast k er naevneren i
integranden konstant for hvert punkt w € v*. Ifglge antagelsen konvergerer f,, mod
f, sa i henhold til definition 1.41 konvergerer {f,} ligeligt mod f pa alle kompakte
delmeengder af G og dermed ogsé pa ~. Det vil sige, at {f,, — f} konvergerer ligeligt
mod 0, og ved udnyttelse af disse bemaerkninger fas

. ) LR [ falw) - f(w)
0= / i fu(w) = f(w)dw = o / Jim e

. K fa(w) = f(w) . k k
= dm o | B v = Jm 06 - 100
det vil sige, at ffzk) — £ ligeligt i B,(a), da det sidste lighedstegn netop geel-
der for z € D = B,(a). Hvis K er en vilkirlig kompakt delmangde af G, og
0 < r < d(K,0G), hvor d(K,0G) = inf{d(z,2') : z € K,z € 0G}, findes der
{a1,...,an} C K, séledes at K C U§V=1 B, (aj), disse abne kugler udger altsi en en-

delig aben overdeekning af K. Det er vist ovenfor, at f¥) — f*) ligeligt i en vilkarlig
lukket kugle B,.(a) C G. Saledes er der en tilsvarende ligelig konvergens i hver af de
abne kugler B,(a;) C G og dermed ogsa pa K. Det galder altsa for alle kompakte
delmeengder af G, hvilket 1 henhold til definition 1.41 giver det gnskede resultat. O

Ovenstaende satning viser, at H(G) indeholder alle sine graensepunkter, eller med
andre ord, at H(G) er lukket i C(G,C). Da C(G,C) er et fuldstendigt metrisk
rum, medfgrer dette, at H(G) ogsa er et fuldsteendigt metrisk rum, hvilket vises pa
tilsvarende vis som for C(G,C). Satningen giver ogsa, at afbildningen f — [’ fra
H(G) ind i sig selv er kontinuert, for hvis f,, — f, geelder f/ — f’.

Nu indfgres nogle begreber, som indgar i Arzela-Ascolis setning.

Definition 1.43 (Normal)
En mangde F C C(G,Q) er normal, hvis enhver fplge i F har en delfplge, der
konvergerer mod f € C(G,Q).

Dette minder om definitionen pa en fglgekompakt mangde, dog med den forskel,
at for en fglgekompakt maengde skal greensen for enhver fglge i meengden tilhgre
mangden. Det ses umiddelbart, at hvis F er normal, er F kompakt.

Definition 1.44 (ZEkvikontinuert)

En meaengde F C C(G, Q) er xkvikontinuert i et punkt zg € G, hvis der for ethvert
e > 0 findes et § > 0, sdledes at der for |z — zp| < 6 geelder, at d(f(z), f(z0)) < € for
ethvert f € F.

En mangde F C C(G,9) er akvikontinuert pa en mangde E C G, hvis der for
ethvert € > 0 findes et § > 0, siledes at der for alle z,2' € FE og |z — 2/| < § gelder,
at d(f(z), f(2")) < € for ethvert f € F.
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Det samme ¢ skal altsd kunne bruges for alle f € F. Hvis F kun bestar af én
funktion f, vil det, at F er &ekvikontinuert i et punkt zg, blot sige, at f er kontinuert
i zg, hvilket allerede er opfyldt. For samme F vil det, at F er &kvikontinuert pa en
mangde F, sige, at f er ligeligt kontinuert pa E. Der er altsa en vaesentlig forskel
mellem de to definitioner. Hvis F bestar af flere funktioner, skal der vaere ligelig
kontinuitet bade med hensyn til punkter og funktioner. Fglgende satning anfgres
uden bevis. For bevis, se [Conway, 1978, Theorem VII.1.23].

Seetning 1.45 (Arzela-Ascoli)
En mengde F C C(G,Q) er normal, hvis og kun hvis fglgende to betingelser er
opfyldt:

(i) For ethvert z € G har mangden {f(z) : f € F} en kompakt aflukning i (.
(ii) Meengden F er akvikontinuert i ethvert punkt i G.

For at opna en alternativ karakterisering af normale maengder i H(G) indfores fgl-
gende begreb.

Definition 1.46 (Lokalt begrznset)
En mangde F C H(G) er lokalt begraenset, hvis der for ethvert punkt a € G findes
konstanter M og r > 0, s B,.(a) C G, og s der for alle f € F gelder, at

|f(2)| < M for z € B,(a).

Dette kan ogsa formuleres som, at der for ethvert punkt a € G eksisterer et M, > 0
oget ry > 0,84 By, (a) C G, og sd F er ligeligt begranset af M, pa B, (a).

Lemma 1.47
En meengde F C H(G) er lokalt begraenset, hvis og kun hvis der for enhver kompakt
mangde K C G findes en konstant M, sa

|f(2)| < M for alle f € F og alle z € K.

Bevis

Antag forst, at F er lokalt begraenset, det vil sige, at F er ligeligt begraenset af M, pa
B, (a) C G for ethvert punkt a € G. For enhver kompakt delmaengde K af G findes
en aben overdakning bestiende af en dben kugle B,, (b) C G om hvert punkt b € K,
altsd K C (Jyc i Br, (b). Per antagelse er F ligeligt begraenset af M; pa B, (b) C G.

Der findes en endelig deloverdaekning, s K C Ufil By, (b;), og dermed er F ligeligt
begraenset pa K af M = max;cq1,... Ny Mp,-

Antag omvendt, at F er ligeligt begraenset pa enhver kompakt mangde K C G,
det vil sige, at der findes en konstant M, sa |f(z)] < M for alle f € F og alle z € K.
For enhver aben kugle om et punkt a € G, sd B,(a) C G, gelder der, at B.(a) C G.
Sidstnaevnte kugle er lukket og begraenset og dermed kompakt, sa per antagelse er F
ligeligt begreaenset pa enhver af disse B,(a) og dermed ogsa pa B, (a), hvilket netop
vil sige, at F er lokalt begraenset. O

Setning 1.48 (Montel)
En mengde F C H(G) er normal, hvis og kun hvis F er lokalt begraenset.
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Bevis

Forst vises det ved et modstridsbevis, at normal medfgrer lokalt begranset. Lad
F CH(G) C C(G, ) veere normal, og antag, at F ikke er lokalt begraenset. Det vil
sige, at der findes en kompakt maengde K C G, sa der for enhver konstant M findes
et f € Fogetze K,sa|f(z)] > M. Med andre ord eksisterer der en kompakt
maengde K C G, sa sup{|f(z)| : f € F,z € K} = oo, hvilket vil sige, at der ma
findes en folge {f,} 1 F, sa sup{|fn(2)| : 2 € K} > n. Da F er normal, findes der per
definition en delfglge {f,,} i F C H(G) og en funktion f € C(G,Q), s fn, — f.
Ifplge setning 1.42 er f sd analytisk, altsa f € H(G). Ovenstaende giver, at

sup{|fn,(z) = f(z)| : 2 € K} — 0 (1.6)

for k — oo. Delfplgen opfylder analogt med folgen, at sup{|fn, ()| : z € K} > ng.
Antages det, at |f(z)] < M for z € K, kan der foretages fglgende omskrivninger.
Denne antagelse kan ggres, da en kontinuert funktion pa en kompakt maengde antager
sit maksimum, og det bemarkes, at den heller ikke er i modstrid med antagelsen om,
at F ikke er lokalt begreenset. Omskrivningerne er

nie < Sup{ o (2] 2 € K} = sup{ [ (2) — F() + F(2)] : 2 € K}
< sup{|fn.(2) = f(2)| + [f(2)] : 2 € K}
< sup{[fn.(2) = f(2)] : 2 € K} +sup{|f(2)| : 2 € K}
<sup{|fn,(2) — f(2)] : 2 € K} + M.

Det folger af (1.6), at hgjresiden gar mod M for k — oco. Da venstresiden gar mod
oo for k — oo, er dette en modstrid, s F ma vaere lokalt begraenset.

For at vise, at lokalt begreenset medfgrer normal, antages det nu, at F C H(G)
er lokalt begraenset. Til at vise, at F s& er normal, anvendes Arzela-Ascolis satning,
setning 1.45. Punkt (i) i seetningen geelder, da alle funktionerne f i den normale
familie F per definition er ligeligt begraensede i punkter i en aben cirkelskive omkring
ethvert punkt i den abne mangde G. Aflukningen af meengden {f(z) : f € F} er
dermed lukket og begranset og dermed kompakt i C for ethvert z € G. Nu vises
punkt (ii). Veelg et punkt a € G og et ¢ > 0. Maengden F er antaget at veere lokalt
begraenset, si dermed findes der per definition et » > 0 og et M > 0, sd B,.(a) C G
og |f(z)| < M for alle z € B,(a) og alle f € F. Lad |z —a| < 3r, og lad f € F.
Ved at anvende Cauchys integralformel med kurven () = a + re', 0 < t < 27, der
gennemlgber 0B,.(a) en gang i positiv omlgbsretning, fas nedenstaende. Situationen
er illustreret pa figur 1.5. Betingelserne for at anvende Cauchys integralformel i dette
tilfzelde er opfyldt, da f € F C H(G), hvor G C C er en aben delmeaengde, B,.(a) C G

20



“master” — 2009/6/3 — 10:27 — page 21 — #27

1.5. RIEMANNS AFBILDNINGSSATNING

N

Figur 1.5: Kurven ~, der anvendes i beviset for saetning 1.48.
som konstateret ovenfor, og a, z € B,.(a). Der gelder altsi, at

)= 16631 = gy [ T = [ T

R O A O] i) B (0 (Gl OB
o /W(w—a)(w—z)d [,(w—z)(w—a)d ’
_ L[ f)(w=2) = (w=ad))
‘%/7 (w—a)(w-2) d‘
L[ w2,
S 2m /y(wa)(wz)d

i ax Lw) 2Tr ! a =2z
§27T'w€7* (w—a)(w—2) /0 [ (#)ldt - | |
:i¥271'7’|a72|:7|a—z|

2w rsr

For |a — 2| < § = 5j;¢ fas fra ovenstaende, at

2M 2M 2M r
[fla) =)l s ——la—z| < —=0=—=crre=¢
Det folger, at |a — z| < § medferer, at |f(a) — f(2)| < € for alle f € F. Punktet a € G
er tilfaeldigt valgt, sa det vil sige, at F er akvikontinuert i ethvert punkt i G, hvilket
er punkt (ii) i Arzela-Ascolis s@tning. Dermed fglger det af denne, at F er normal,
og den sidste implikation og dermed hele Montels sztning er bevist. (]

1.5 Riemanns afbildningsssetning
Ud over at Riemanns afbildningssaetning har selvstaendig interesse, vil den ogsa spille
en afggrende rolle i definitionen af den generelle Kreisskonstant.

Satning 1.49 (Rouché)
Lad f og g veere meromorfe pa en dben omegn af B,.(a) uden nulpunkter eller poler

21
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pa 0By (a). Hvis Zy,Z, og Py, P, er antallet af nulpunkter hhv. poler af f og g i
B, (a), talt med multiplicitet, og hvis
1£(2) +9(2)| < [f(2)] + 1g(2)]
pd 0B, (a), sa er
Zy—Py=24—P,.
Bevis
Fra antagelsen fas, at
EORRATCIIS
9(2) 9(2)
pa 9B,(a ) Hvis Ej; er et positivt reelt tal, fas en modstrid, s den meromorfe
funktion £ 5 afbilder 0B, (a) pa & = C\ [0,00). Hvis [ er en kontinuert determination
af logaritmen pa 2, er [ (g Ej; ) veldefineret for alle z € OB, (a). Af kaedereglen fas
Do (3 0= 0
lo=) ()=l === &) == = z),
< g ) 9(2) ) \g ) g )
sa l( (z ) er en veldefineret stamfunktion til 5) (7) pa en aben omegn af
B, (a). Dermed er
i ()
2mi Jop, ) \9(2) ) \g(2)
_ b (f’(z g Z)>dz
2mi Jop, ) \ f(2)  9(2)
=(Zs — Py) — (Zy — Py),
hvor sidste lighed fplger af argumentprincippet [Conway, 1978, Theorem V.3.4]. O
Seetning 1.50 (Hurwitz)
Lad G C C veere dben, og {fn,} C H(G) konvergere mod f med metrikken fra
C(G,Q). Hvis f #0, By(a) C G, og f(z) # 0 for z € B, (a), da eksisterer et N € N,
sd n > N medfgrer, at f og f, har samme antal nulpunkter i B, (a).
Bevis
Da f(z) #0 for z € 9B,.(a), er
0 = inf{|f(2)|: z € 0B,(a)} > 0.
Da 0B, (a) er en kompakt maengde, konvergerer {f,,} ligeligt mod f pa denne maeng-
de. Derfor findes et NV € N, sa
1
f(2) = fu(2)l < 50 <|f ()] < [f(2)[ + [ fu(2)]
for n > N og z € 0B,.(a). Af Rouchés satning felger det nu, at f og f, har samme
antal nulpunkter i B,.(a). O
22
—3
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Korollar 1.51
Hvis {f,} C H(G) konvergerer mod f, og f.(z) # 0 for alle n og alle z € G, da er
f=0eller f(z) #0 for alle z € G.

Lemma 1.52 (Schwarz)

Lad f vaere analytisk pd By med f(B1) € By og f(0) = 0. Sd er |f'(0)] < 1, og
|f(2)| < |z| for alle = € By. Hvis enten |f'(0)| = 1, eller |f(z)| = |z| for et z # 0,
eksisterer en konstant ¢ med |c| = 1, si f(z) = cz for alle z € By.

Bevis

Definer g: By — C ved g(z) = fiz) og ¢(0) = lim,_, @ = f/(0). Dermed er g
analytisk pa B;. Lad z € B, C B;. Anvendes absolut maksimumprincippet pa @
fas, at der eksisterer et z,. € OB,., sa

o)1 = |22

For r — 1er |g(z)| < 1foralle z € By. Men sa er |f(2)| < |z|, 0g |f'(0)| = |¢g(0)] < 1.

Hvis |f(2)| = |z| for et z # 01 By, eller |f/(0)| = 1, s& antager |g| sit maksimum
i B1. Men jf. kontrapositionen af lokalt maksimumprincippet er g dermed konstant
lig ¢, med |¢| = 1. Men sa er f(z) = cz. O

<

1
r

< [fe
Zr

Lemma 1.53
Lad G C C vaere aben og enkeltsammenhangende. Da eksisterer for enhver funktion
f € H(G), som opfylder f(z) # 0 for alle z € G, folgende funktioner:

(i) Der eksisterer g € H(G), sa f(z) = exp(g(z)) for alle z € G.
(ii) For ethvert n € N eksisterer h € H(G), sa f(z) = h(z)™ for alle z € G.

Bevis
Da f er forskellig fra nul pa G, er funktionen fTI holomorf pa G. Da G er enkeltsam-

menhangende, eksisterer en funktion ¢ € H(G), sa ¢’ = fT/ Betragt nu funktionen
¥1(2) = exp(¥(z)). Denne er holomorf og forskellig fra nul pa G. Saledes er funktio-
nen ﬁ holomorf med differentialkvotient
fror —fo fexp(¥) —exp(¥)f
2 = 2 =0,
(G ¥
og saledes gelder f(z) = cp1(z) = exp(¥(z) + ¢) for alle z € G, hvilket var kravet
til g. Nar o1 € H(G), er exp(Z (1 + ¢’)) ogsé holomorf, og der gelder dermed
exp(L (v + )" = exp(¥y + ') = f, hvilket var det gnskede. O

n

Lemma 1.54
For f € H(G) er funktionen

IES@)  for gy £ 5
9z w) = f'(2) forw =z

kontinuert pa G x G.

23
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Bevis

Da f er kontinuert, er g kontinuert, nar z # w. Valgnu a € G og € > 0. Da eksisterer
et r > 0,84 By(a) C G, og |f'(§) — f'(a)] < e for alle £ € B,(a), da f’ er kontinuert.
For z,w € B,(a) defineres den konvekse linearkombination &(t) = z + (w — 2)t for
t € [0, 1], som ogsa ligger i B,.(a). Der gaelder for z # w

| ey - sande= 2 [ rewema - £
0 0

= L[ - /()

= L ()~ f(2)) ~ f'a)

g(Z,w) - g(a,a),

og for z = w, og dermed &£(t) = z,
| (en = sande = [ () - ranat = gzw) - glaa.
0 0
Da [f(€) - f'(a)] < e, fas
l9(,w) — gla,a)| < / () — F(a)ldt < e,

hvilket viser det gnskede. O

Definition 1.55 (Orden af nulpunkt)

Hvis f € H(G) opfylder f(a) = 0 for et a € G geelder enten f(™(a) = 0 for alle
n € N eller der eksisterer et mindste n, siledes at f(™ (a) # 0. I sidstnaevnte tilfzelde
siges a at vaere et nulpunkt af orden n for f.

Det er velkendt, at hvis a er et nulpunkt af orden n for f, eksisterer der en funktion
g € H(G), hvor g(a) # 0, sa f(z) = (z — a)"g(z) for alle z € G.

Lemma 1.56

Lad f € H(G) veere en ikke-konstant funktion, der opfylder f(zo) = wq. Hvis m er
ordenen af nulpunktet for f — wqg i zg, eksisterer der en dben mangde O C G, der
indeholder zy, og en funktion p € H(O), sa der gzlder:

(i) f(z) =wo+ p(2)™ for alle z € O.
(ii) ¢’ har ingen nulpunkter i O.
(iii) ¢ er injektiv pa O.
(iv) Der eksisterer et £ € f(O), sd f(z) = £ for m forskellige vaerdier af z i O, og

ingen veerdi antages oftere end m gange af f pa O.

Bevis

Der eksisterer en aben og enkeltsammenhaengende mangde 01 C G, sa zg € Oq, og
s& f(z) # wo for z € O1\ {20}, da f er holomorf. Der eksisterer tillige en funktion
g € H(G), sa f(z) —wo = (2 — 20)™g(2), hvor ¢g(z) # 0 for z € Oy. Da eksisterer
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ifplge lemma 1.53 en funktion h € H(O), s& g(z) = exp(h(z)) for alle z € O;. For
¢(2) = (2 — 20) exp < (z )) geelder da

f(z) =wo = (2 = 20)" g(2)
= (2 = 20)" exp(h(2))

(e (1))

= ()™

hvilket giver punkt (i). Da ¢ € H(O1), og ¢'(20) = exp( (ZO)) # 0, eksisterer en
aben meengde Oy C 04, 84 zg € Og, 0g sd ¢'(2) # 0 for z € Oy, da ¢’ er kontinuert,
hvilket er punkt (ii).

For ¢ defineres analogt med lemma 1.54 funktionen ¢, og da g er kontinuert, og
|©'(z0)| > 0, eksisterer en aben meengde O C O, sa zg € O, og sa

1
l9(20, 20) — g(22,21)| < §|80/(ZO)|

for alle z1, 22 € O. Da geelder |g(zo, 20)| — |g(22,21)| < %|<p’(zo)|, og da g(z0,20) =
' (20), fas for z1 # 29

lp(z2) = p(z1)]

L,
— VA <
|§0(0)|— ‘22_2:1'

2
hvilket giver

1
lo(z2) — w(21)| > §|§0'(Zo)||22 - z1],

og da |¢'(z0)| > 0, viser dette, at ¢ er injektiv pa O, hvilket er punkt (iii).

Der gaelder f(z) —wo = ¢(2)™, ¢ € H(O), og da f(z0) —wo = 0, gaelder p(z) = 0,
jf. punkt (i). Da eksisterer ifplge aben afbildningssatningen, sztning 1. 39 et r >0,
si B, C p(0), og dermed eksisterer Ci,...,(m € O, s& ¢((x) = ret™m , hvilket
giver f((x) — wo = ©()™ = r™, og dermed f((x) = r™ + wo. Bemaerk, at der
eksisterer netop m veerdier af ¢, der opfylder dette, da ¢ er injektiv ifglge punkt (iii).
Tilsvarende gaelder ¢(z;)™ = ¢(z;)™, hvis og kun hvis ¢(z;) og ¢(z;) er m’te rgdder,
hvilket er opfyldt for hgjst m veerdier af z € O. Dette viser punkt (iv). O

Lemma 1.57
Hvis f € H(G) er injektiv, gaelder f'(z) # 0 for alle z € G.

Bevis

Antag, at der eksisterer et zg € G, sa f'(z) =

af zp og en funktion ¢ € H(O), sa f(z) = wo + <p( )™ for et m € N ifplge lemma
1.56, punkt (i), og dermed er f'(z) = mp(z)™ 1¢'(z) for z € O. Hvis m = 1, fas
ifplge lemma 1.56, punkt (ii), at 0 = f'(20) = ¢ (zo) # 0, hvilket er en modstrid.
Hvis m > 1, er f ikke injektiv pa O ifglge lemma 1.56, punkt (iv), hvilket ogsa er en
modstrid, og der eksisterer dermed ikke zy € G, s& f'(z9) = 0. O

= 0. Da eksisterer en aben omegn O

Bemeerk, at ovenstaende lemma specielt gaelder for Mdbiustransformationer, hvilket
ogsa kan eftervises direkte.
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Saetning 1.58
Betragt Mobiustransformationen

zZ—a

#a(z) = 1—az’

Hvis |a|] < 1, er ¢, en bijektion pd B; med invers ¢_,. Desuden galder
(i) ¢a(0B1) = 0By
(i) ¢4 (0) =1—]al?

(iii) ¢(a) = (1—laf*)~".

Bevis
Bemzerk, at ¢, er holomorf pi B; og kontinuert pa B;. Da galder ifplge absolut
maksimumprincippet, lemma 1.37, at |p,| antager sit maksimum et sted pa 9B;. Da
der gealder

it _

et —a e a

ity
|<pa(e )| - eit(e_it _ (—l)

=1,

1 — aett
fas ¢q(B1) C Bj. Det vises let, at ¢_, er invers pa Bj for ¢,, der dermed er en
bijektion pa Bi. Der galder
1—|af
/ j—

SOG(Z) - (1 _ (_lZ)Q,
og deraf fas punkt (ii) og (iii). O
Satning 1.59
Lad f € H(By) vaere bijektiv pa By, og f(a) = 0. Da eksisterer et ¢ € C, hvor |c| = 1,
sa f = cpq.
Bevis
Lad f veere givet som ovenfor, og definer

9(2) = ¢a(f71(2)) o0g h(z) = f(o-a(2)).
Disse funktioner opfylder kravene i Schwarz’ lemma, lemma 1.52, og derved fas
1> [0 (0)] = |f'(a)lwq(a) ™" og derved | f'(a)] < (1 - |a*)7", (1.7)
da ¢ ,(2) = ¢’ (¢_a(2))"L. Analogt fas
1> 1g'(0)| = [(f71)(0)|(1 — |al*)™" og derved |(f ) (0)] < (1 —a*).  (1.8)

Der geelder derved 1 = |f/(a)||(f~1)'(0)] < 1, s& der mé geelde lighed i (1.7) og (1.8).
Da fas |h/(0)| = 1, s& der eksisterer ifplge Schwarz’ lemma, lemma 1.52, en konstant
el = 1, 58 c2 = f(p_a(2)), og dermed cia(2) = £(2). O

Den konforme &kvivalens mellem enkeltsammenhangende omrader, som Riemanns
atbildningsseetning garanterer, er en egenskab, der kun hgrer til enkeltsammenheaen-
gende omrader. For eksempel eksisterer der en analytisk bijektion mellem to ringom-
rader {z € C:ry < |z| < R1} og {#z € C:ry < |z| < Ry}, hvis og kun hvis %1 = %,
jf. [Rudin, 1987, Theorem 14.22].
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Seetning 1.60 (Riemanns afbildningssaetning)
Lad G C C vaere aben og enkeltsammenhangende. Til ethvert a € G eksisterer da
en entydigt bestemt funktion f € H(G), som opfylder

(i) f(a) =0, f'(a) >0
(ii) f er injektiv
(iii) f(G) = Bi.

Bevis
Definer maengden

F ={f € H(G) : f er injektiv, f(a) =0, f'(a) > 0, f(G) C B1}.

Forst vises, at F ikke er tom. Veelg b € C\ G. Da er z — z — b holomorf og forskellig
fra nul pd G, hvormed der ifglge lemma 1.53 eksisterer en funktion g € H(G), sa
g(2)? = 2 — b. Bemzerk, at g(z) # 0 for alle z € G, og da 1 = 2g(z)¢’(2) for alle z, er
g'(2) saledes ogsa forskellig fra nul. Da g(2)? = 2z — b, geelder

9(21)* = g(22)* & 21 = 2, (1.9

hvilket viser, at g er injektiv. Ifglge aben afbildningssaetningen, satning 1.39, ek-
sisterer et r > 0, sd B,(g(a)) C ¢g(G). Antag, at der eksisterer et ( € G, sa
g(¢) € By(—g(a)). Da geelder

r > 19(¢) + g(a)| = |-g(¢) — g(a),

altsd —g(¢) € B, (g(a)), og dermed eksisterer et w € G, s& —¢g({) = g(w). Dermed er
¢ = w ifplge (1.9), men da ma der geelde g({) = 0, hvilket strider imod g(z) # 0 for
alle z € G. Saledes gelder g(G) N B,.(—g(a)) = 0.

Ifplge saetning 1.35 eksisterer en Mdbiustransformation T, s& T(Coo \ Br(—g(a))) =
Bj. Definer nu g1 = Tog. Da |a| < 1, er g1 injektiv og holomorf pa G, og ¢1(G) C B;.
For a = g1(a) veelges g2 = pq 0 g1, jf. setning 1.58. Da er go injektiv og holomorf
pa G, og tillige er go(G) C By, og g2(a) = 0. Da bade T” og ¢ er forskellige fra nul,
gaelder g5 (a) # 0, og der eksisterer dermed et ¢ € C, hvor |¢| = 1, s& cgh(a) > 0. Da
ligger g3 = cg2 1 F.

Det vises nu, at F = F U {0}. Lad {f,} C F, og fn. — f. Det skal derfor vises,
at f € F eller f = 0. Der geelder f(a) = 0 og f'(a) > 0 ifglge saetning 1.42. For
vilkarlige 21, 22 € G, hvor z1 # z9, defineres v = f(z1) og v,, = fn(z1). Der eksisterer
et r > 0, s4 21 ¢ Br(22), dvs. fn(2) — v, # 0 for z € B,.(22) ifolge definitionen
af F. Da B,(z2) er kompakt, konvergerer f,(z) — v, ligeligt mod f — v pa B,(z2),
og hvis f # v, geelder ifplge korollar 1.51, at f(z) # v pd B,(z2). Da galder, at
f(z1) # f(z2), og da dette geelder for vilkarlige z1, 22, er f injektiv, og dermed er
f'(2) # 0 ifplge lemma 1.57. Hvis f = v, ma dette udvide til hele G, og dermed
f=v=f(a) =0.Da|f,(2)| <1, geelder |f(z)| < 1. Antag, at der eksisterer et z, s&
|f(2)| = 1. Der eksisterer dermed et r > 0, s& B,.(f(2)) C f(G), og dermed eksisterer
et p € f(G), sd |p| > 1, hvilket er en modstrid, nar f,, er punktvis konvergent. Altsa
mé der geelde f(G) C By, og dermed f € F, hvormed F = F U {0}.

Ifplge Montels saetning, setning 1.48, er F normal, da |f(2)| < 1 for alle f € F og
z € G. Altsa er F kompakt, og da funktionen f — f’(a) er kontinuert fra H(G) til
R, antager funktionen sit maksimum, dvs. der eksisterer et f € F, s& f/(a) > ¢'(a)
for alle g € F.
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Det skal nu vises, at f(G) = By. Antag, at w € By \ f(G). Da er afbildningen
_ [ -w
@w(f(z)) - 1 —(Df(Z)

analytisk og forskellig fra nul pa G, og der eksisterer dermed ifplge lemma 1.53 en
funktion h € H(G), s&

2 f(z) —w
=27 = 1.1
h(z) T of ) (1.10)
ifplge seetning 1.58 gaelder s h(G) C By. Definer nu
h'(a)| h(z) —h(a

sy = W@ HE) e

W(a) 1 — h(a)h(z)
Der geelder saledes ogsa g(G) C B, og desuden g(a) = 0, si ved hjalp af saetning

h'(a)]|

1.58 er g € F. Der geelder ¢'(a) = ll‘hw, men |h(a)]? = |wl|, da f(a) = 0, og ifslge
(1.10) geelder 2h(a)h/(a) = (1 — |w|?)f'(a). Bemark, at for reelle tal a # b geelder
2ab < a® + b%. Der gaelder saledes

|7 (a)

g%ﬁzl_w

_ (= |wP)f'(a)

2[h(a)|(1 = |wl)
(1 —|w*)f'(a)
(1= w)2/[w]
o (W)
f'(a) N
> f'(a),

hvilket er en modstrid, da f’(a) var maksimal, og dermed er f(G) = By.

Det vises nu, at f er den eneste funktion med disse egenskaber. Antag, at g ogsa
opfylder det gnskede. Da er f o g~': By — B en holomorf bijektion, og da f o
g 10) = f(a) = 0, eksisterer dermed ifglge satning 1.59 en konstant |c| = 1, s&
fog 1(z) = cz, og dermed f(z) = cg(z). Da bade f og g opfylder punkt (i), og
f'(a) = cg’(a), ma der da geelde ¢ = 1. O

Bemeerk, at 2° er enkeltsammenhzengende i Co, hvis og kun hvis €2 er enkeltsam-
menhangende i C ifplge [Conway, 1995, Proposition 13.1.1]. Notationen Bi benyttes
for meengden {z € C: |z| > r} U {oo}.

Setning 1.61 (Riemanns afbildningssaetning pa Coo)
Lad Q vere kompakt i C, og 2¢ vaere enkeltsammenhangende i C,. Da eksisterer

en afbildning ®: Q° — Ei, sS4
(i) @ er konform
(ii) ®(c0) = 0
(iii) ®(z) =dz+do+ Y ooy dnz"", hvor d > 0 for store z € Q°
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o Wo z:) = U(wp)

Figur 1.6: Afbildningen W.

(iv) ® er invertibel med invers U, der opfylder ¥(w) = cw+co+ Yoy cow™", hvor
¢ =d! for store w € B},

og afbildningen ®: Q¢ — B; er entydigt bestemt ved kravene (i)—(iv).

Afbildningen W er illustreret pa figur 1.6.

Bevis
Der eksisterer et d € C, sa 0 € 1 —d, s for funktionerne f1(z) = z+d og fa(z) = 271
geelder oo ¢ fo(f1(Q°)) og fa(f1(00)) = 0. Da fs o f1 er en Mobiustransformation,
er denne en konform bijektion ifplge setning 1.22, og fa(f1(Q°)) er enkeltsammen-
hangende i C. Da eksisterer ifglge Riemanns afbildningsseetning, setning 1.60, en
konform bijektion f: fo(f1(Q2°)) — B, sa f(0) = 0 og f'(0) > 0. Betragt nu funk-
tionen ® = fy 0 f o fy o fi. Dette er en konform bijektion ifglge lemma 1.19, og den
opfylder ®(00) = f(0)~! = oo, hvilket giver punkt (i) og (ii).

Da ®(c0) = oo, geelder lim, .o ®(27!) = oo. Ved brug af L'Hopitals regel gaelder

z 1 1
lim 2®(27!) = lim ———— = lim == €
o () () 7O
og dermed er z®(z7!) analytisk pi en aben omegn af 0, sd hi(z) = 2®(z71) =
> g anz™, hvor hi(0) = ag = % > 0, og dermed er ®(z) = 2 00 a2z ",
hvoraf punkt (iii) fglger efter omnummerering.

Nar ® = fyo fofao f1, 08 fo(fa(2)) = 2z, ma der geelde ¥ = f; ' o fa0go fo, hvor
g er invers for f. Bemeerk, at f; '(z) = z — d, og dermed

1
gz
Da ®(00) = oo, geelder ogsi ¥(oo) = oo, og dermed er lim, o ¥(z71) = lim, .o ﬁ*
d = oo. Der geelder dog

(0, 00),

U(z) =

lim 2¥(21) = lim —— = li = £/(0) € (0, ),

z50 z—0 g(2) ey g'(z)
hvor sidste lighed fglger af saetning 1.12, og dermed er funktionen ho(z) = 2¥(z71)
analytisk, og punkt (iv) folger analogt med punkt (iii).

Det star nu tilbage at vise, at ® og ¥ er entydigt bestemte ved kravene (i)-(iv).
Antag at d og v ogsa opfylder det gnskede. At U er konform pa Ei i Coo giver,
at U(w™1) er holomorf for 0 < |w| < 1 ind i C. Dermed er funktionen g(w) =
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(W (w1)) ! holomorf for 0 < |w| < 1. Der galder
Hmog(w) = lim ®(¥(w))~' =0,

hvormed ¢ udvider til en holomorf funktion pa B;. Bemzrk, at g er en bijektion pa
By, og der geelder dermed ifplge setning 1.59, at der eksisterer £ € C, hvor || = 1,

s& g(w) = &w for alle w € By. Da geelder ®(¥(w~!)) = (¢w)™! for alle w € By, og

dermed ®(V(w)) = % for w € B;. For alle w € B eksisterer et z € Q°, s ®(z) = w,

T f
og dermed ®(z) = %Z) for alle z € Q°, og af punkt (iii) fglger, at £ = 1, og dermed
gaelder ®(z) = ®(z) for alle z € Q° og U(w) = ¥(w) for alle w € B. O

At bevise randegenskaber for Riemanns afbildningssaetning vil fore for vidt, sa resul-
tatet anfores med henvisning til [Conway, 1995, Theorem 14.5.6].

Saetning 1.62

Lad G veare aben og enkeltsammenhangende i C, og f: G — B; veare funktionen
givet i Riemanns afbildningssetning, seetning 1.60. Hvis OG er en simpel, lukket
kurve, udvider f til en homeomorfi, f: G — By, sa f(0G) = 0B.

Tilsvarende, hvis Q2 er kompakt i C og Q¢ er enkeltsammenhzngende i C,, og
hvis @: Q¢ — Ei er afbildningen givet i Riemanns afbildningsseetning, seetning 1.61,
s& udvider ® til en homeomorfi ®: Q° U IQ — BY, sa ®(0Q) = 0B, hvis 9Q er en
simpel, lukket kurve.
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KAPITEL 2

KREISSKONSTANTER

I dette kapitel praesenteres og bevises en raekke resultater med forbindelse til Kreiss-
konstanten. Gennem rapporten betegner B(H) maengden af begransede lineare ope-
ratorer pa det separable Hilbertrum H over de komplekse tal, og det antages, at
A € B(H). Spektret for A betegnes o(A), mens p(A) betegner resolventmangden,
og Ra(z) = (A — 2I)7! resolventen. Det er ligeledes en gennemgaende antagel-
se, at maengden ) er enkeltsammenhaengende og kompakt, si o(A) C Q C C, og
det indre produkt er linezrt i anden variabel. Kapitlet tager sigte pa resultater fra
[Toh og Trefethen, 1999].

2.1 Pseudospektrer og Kreisskonstanten

For resultater, der ikke er bevist i neervaerende rapport, findes bevis eller henvisning
i [Trefethen og Embree, 2005].

Definition 2.1 (Pseudospektrum)
For ¢ > 0 er e-pseudospektret for A € B(H) givet ved

0o(4) = o(A) U{z € p(4) : |Ra(2)]| > =},

Saetning 2.2
Lad ¢ > 0. Da er fplgende tre udsagn akvivalente:

(i) z € o-(4).
(ii) Der eksisterer et B € B(H) med |B| < ¢, sd z € 0(A + B).

(iii) z € o(A), eller der eksisterer et v € H med |[v|| =1, sa

(A—zD| <e.

Det ses siledes, at z € 0.(A) kan tolkes som, at z ligger i spektret for en operator
teet ved A, og som, at z nasten er en egenvaerdi i den forstand givet ved punkt (iii).

Seetning 2.3
(i) For z ¢ o(A) gaelder
1

[Ra(2)]| > dist(z, 0(A))”

(ii) Hvis A er normal, galder endvidere

1

[Ra(2)]| = dist(z, o (A))"

Ovenstaende satning viser, hvorfor pseudospektrer ikke er szrlig interessante for
normale operatorer.
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Definition 2.4 (Numerisk veerdimaengde)
For A € B(H) defineres den numeriske vaerdimaengde for A som

W(A) = {(u, Au) : [|ul| = 1}.

Saetning 2.5
For A € B(H) galder

o(A) CW(A).

I det endeligdimensionale tilfeelde er W(A) kompakt, da enhedskuglen i H er kom-
pakt, og da afbildningen u — (u, Au) er kontinuert, og aflukning er dermed overflg-
digt.

Definition 2.6 (Spektral- og pseudospektralradius)
For en operator A € B(C"™) og ¢ > 0 kaldes

r(A)= sup |z|] og 7r(A)= sup |z7|
z€0(A) z€0:(A)

henholdsvis spektralradius og pseudospektralradius for A.

Folgende satning er et eksempel pa, hvorledes pseudospektrer kan give graenser for
| A]].

Saetning 2.7
Der geelder for alle k € N oge > 0

k+1
jak) < EAT

Definition 2.8 (Kreisskonstanten)
Lad Q vare en enkeltsammenhangende og kompakt mangde, sa o(A) C Q C C.
Givet en operator A € B(H) defineres Kreisskonstanten mht. 2 som

K(Q) = sup ||Ra(z)| dist(z, ).
zEQe

Bemark, at hvis o(A) € Q; C Qy C C, gaelder £() > K(Q). Dette folger di-
rekte af definitionen, da supremum over en delmangde er mindre end eller lig med
supremum over hele maengden. Der vil senere i rapporten blive praesenteret en anden
Kreisskonstant, men det er den ovenfor definerede, der er lettest at beregne, og det
vises 1 satning 2.31, at de to definitioner adskiller sig fra hinanden med hgjst en
faktor to.

Saetning 2.9
For A € B(H) galder

K(©Q) > 1.
Hvis A er normal, geelder endvidere K(o(A)) = 1.
Bevis
Der geelder [|[Ra(2)[| < (2] = [|A)™ og [[Ra(2)l| > dist(z, 0(A))™" = (l2| + Al

for store z. Hvis % < g, geelder

1 A= 1Al
2l 2L+ 1Al 2zl + 1Al (=[] = 1AlD

<eg,
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og tilsvarende

11 _ L=l +]Al
el 123 I = B [ el | 2 Y ) A

og dermed 1 — e < ||[Ra(2)] < ﬁ + ¢ eller akvivalent

K]

1 1
21+ <|[[Ra(2)]| < =%

for et passende valgt 6. Da € er kompakt, eksisterer et ¢ € Q, sa dist(z, Q) = |z —(|.
Deraf fas

|z = ¢

2] =6’

|z — (|
|z| + 6

og dermed fas, ved at lade z g mod uendelig,

< ||Ra(2)| dist(z, Q) <

K(Q) > 1.

Antag nu, at A er normal. Da geelder

_ dist(z,0(A))
 dist(z,0(A))
og dermed K(o(A)) = 1. O

Korollar 2.10
Hvis A er normal, geelder

[Ra(2)]| dist(z,0(A)) =1,

k() =1.
Resultatet folger af ovenstaende sztning, da o(A4) € Q medfgrer, at 1 < K@) <
K(o(A)) =1.

Saetning 2.11
Hvis A er en diagonaliserbar matrix, s& A = VDV~ og v(V) = |[V||[|[V7Y er
konditionstallet for V, gaclder

K(o(A)) < &(V).

Bevis
For z € p(A) geelder
I(A =2~ < s(V)I(D = =) 71|
(V)
minyeq(a) [A — 2|

__ &(V)

 dist(z,0(A))’
og dermed [|R(z)| dist(z,0(A4)) < k(V), hvilket giver det gnskede. O

Saetning 2.12

For alle z ¢ W(A) gelder

[Ra(2)] < m7
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og dermed

Bevis
For u € H, hvor |u|| = 1, geelder

dist(z, W(A)) < |(u, Au) — z| = |{u, (A — zI)u)|.

Da z € p(A) ifplge seetning 2.5, er A — zI invertibel, og dermed er R (z)v # 0, nar
Ra(z)v
ek
ol T < [(Ba(2)v, )] 1
dist(z, W(A)) < < .
[Ra(2)v]* ~ [|Ra(2)v]|

Da dette gelder for alle v € H, hvor ||v|| = 1, fas ||Ra(z)] dist(z, W(A)) < 1, og
dermed (2.1) og (2.2) ifplge saetning 2.9. O

Da fas af ovenstaende

lo]l = 1. Veelg u =

Folgende satning fastlaegger sammenhangen mellem pseudospektrer og Kreisskon-
stanten. Ligning (2.3) viser saledes, at Kreisskonstanten kan tolkes som, hvor meget
o-(A) streekker sig ud over Q i forhold til e.

Saetning 2.13
For A € B(H) og 0(A) C Q C C, hvor Q er enkeltsammenhangende og kompakt, er
folgende tre udsagn akvivalente givet en positiv konstant C':

(i) ||Ra(z)] dist(z,Q) < C for alle z €
(ii) dist(z,) < Ce for allee > 0 og z € 0.(A)
(iii) 0c(A) CQ+ CB. for alle e > 0.

Dermed er

K(Q) = sup dist(0e(4), &) (2.3)

e>0 €
—
hvor dist(0-(A), Q) = sup,¢,_(a) dist(z, Q).
Bevis
Forst vises aekvivalensen mellem punkt (i) og (ii). Antag, at ||Ra(z)]| dist(z, Q) < C

for alle z € Q¢ og lad € > 0. Hvis 0.(A) C Q, er punkt (ii) opfyldt, da dist(z,Q) =0
for z € 0.(A). Hvis der eksisterer et z € 0.(A), sa dist(z,Q) > 0, fas

dist(z, Q) < Ce,

da |Ra(2)|| 7! < & for 2z € 0.(A), hvilket giver punkt (ii).
Antag nu, at punkt (ii) geelder, og veelg 2z € Q°. Der eksisterer et ¢ > 0, si

|Ra(2)|]| = 7!, og dermed eksisterer der en folge {z,} C 0.(4), sa z, — z for
n — 0o. Da ma der per antagelse galde dist(z,,2) < Ce, og dermed for n — oo, at
C
dist(z,Q) < ,
[Ra(2)]l

hvilket giver punkt (i).

34



“master” — 2009/6/3 — 10:27 — page 35 — #41

2.2. KREISS' MATRIXSATNING

Antag igen, at punkt (ii) er opfyldt. Da © er kompakt, eksisterer der for ethvert
z € a.(A) et ¢ €9Q,sadist(z,Q) = |2 — (| < Ce. Saledes mé der eksistere et £ € B.,
s& z — ( = C¢, og dermed z = ¢ + C¢, hvilket giver punkt (iii).
Antag nu, at punkt (iii) er opfyldt, og skriv z € o.(A) som z = (+ C¢, hvor ¢ € Q,
og ¢ € B.. Da gaelder |z — (| < C¢, og specielt, hvis der tages infimum over ¢ € Q,
dist(z,Q) < Ce,

hvilket netop er punkt (ii).

Ligning (2.3) vises ved ulighed begge veje. For alle z € Q¢ geelder der ifglge defini-
tionen pa Kreisskonstanten, at ||[R4(2)]|| dist(z, Q) < K(Q), og dermed gzlder ifglge
zkvivalensen mellem punkt (i) og (ii), at

. Q -
% < K(2) for alle e >0 o0g z € 0. (A).

Tag nu forst supremum over z € o.(A), og dernast over € > 0. Da fas

dist(o.(A),
o d5H(0:(4).2)
e>0 9

< K(Q). (2.4)

For alle € > 0 og for z € 0.(A) gaelder

dist(0.(4),2) dist(0!(4),2)

i i

dist(z, Q) < AN CIELY < esup 8057/’.
€ e'>0 €

Hvis dette supremum er endeligt, gaelder ifplge sekvivalensen mellem punkt (i) og
(ii), at

dist(0.(A), Q
1Ra(2)] dist(z, Q) < sup %
>0

for alle z € Q°,

som ogsa geelder, hvis hgjresiden er uendelig. Ved at tage supremum over z fas

8 dist(o-(A), Q
K(Q)SsupdlSt(U( ), Q)
e>0 &

)

hvilket sammen med (2.4) giver det gnskede. O

2.2 Kreiss’ matrixsaetning

I dette afsnit preesenteres og bevises de to normvurderinger ved Kreisskonstanten
mht. enhedscirklen, som senere skal generaliseres. Afsnittet er baseret pa
[Trefethen og Embree, 2005].

Seetning 2.14
Hvis 0(A) C By, geelder der for alle k > 0, at

IAM]] < e(k + 1)K(BY).

Bevis
Bemerk, at szetningen er trivielt opfyldt for k = 0. Veelg ¢ > 0, sa 7.(A4) = 1+ kL.
Da eksisterer der et z € C, sa |z| = 1 + k71, og |Ra(2)|| = 1. Der gelder saledes
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ifplge saetning 2.7, at

Te (A)k+1

| A% < = 1A+ EHA+EHE

Det kan vises, at (1 + k~1)* er en voksende funktion af k, der gar mod e, og der
geelder dermed
1AM < e(1+&"Y)e™
e(k+ 1)k~ Ra(2)]|
e(k+1)(|z] = D[IRA(2)]]
(

< e(k+ 1)K(By). O

Folgende lemma er fra [Trefethen og Embree, 2005] og benyttes implicit flere steder
gennem denne rapport. Bemark, at v = || A altid kan benyttes.

Lemma 2.15
Lad A € B(H), og antag, at der eksisterer M > 1 og~v > 0, sé

|A™|| < M~™ for alle n > 0.

Da tilhgrer de z € C, hvor |z| > ~, resolventmaengden for A, og

o0

1

k=0

Folgende er Kreiss’ matrixseetning som givet i [Trefethen og Embree, 2005] Denne vil

2z = [} 1F (@) (1)t

senere blive generaliseret. Bemaerk skrivemaden fv*

Szetning 2.16 (Kreiss’ matrixszetning)
Lad A € B(CY), si 0(A) C By, og definer p(A) = sup, > ||A"|. Da galder

K(B1) < p(A) < eNK(By).

Bevis

Forst vises venstre ulighed. Antag, at p(A) er endelig, da der ellers ikke er noget at
vise. Da gelder [|A"|| < p(A) for alle n > 0, og dermed Ra(z) = — Y 1oy Z‘,?% for
alle z € C, der opfylder |z| > 1, ifglge lemma 2.15. Der gelder saledes

|[Ra(2)| S,;)@(’ﬁ:ﬁil)l,

og dermed (|z] — 1)||Ra(2)|| < p(A), hvilket giver det gnskede ved at tage supremum
over |z| > 1.
Det star nu tilbage at vise hgjre ulighed. Ifglge Dunfordkalkulen gaelder

-1
A= — "R d
2 Jyp, © AL
hvor k > 1. For enhedsvektorer u,v € CV gelder

n -1 n
(u, A™v) = 27Ti/83k 2"r(2)dz,
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hvor r er den rationale funktion z — (u, Ra(z)v), der kan skrives som en brgk mellem
to polynomier af grad mindre end eller lig med N, hvilket vises i lemma 3.18. Ved
delvis integration opnas
1
An — n+1_./ d
(u, A™v) it 1) /aBk 2" (2)dz,
og dermed
1
An < n+1_./ d )
4] < 5oy | @l

Veelg nu k =1+ (n+1)~!. Da fas

n —1\n+1
(1, A™0)| < (H;w(j;i)n) /83 Ir(2)][dz]. (2.5)

Der eksisterer ifglge setning 1.29 en Mdbiustransformation S, s& S(0B1) = 0By, og
dermed valges parametriseringen af 9By, som t — S(e') for ¢ € [0, 27]. Da geelder

/8 LCLEE / ()8 (¢ Yiei|dt = /8 RELICIE!

og da sammensatningen af en rational funktion med en Md&biustransformation igen
er en rational funktion, hvor polynomierne i teeller og neevner har samme eller lavere
grad, gelder der ifplge [Spijker, 1991], at

/ [7"(2)||dz| < 27N sup |r(S(z))| =27N sup |r(z)].
OBy z2€0B1 2€0By,

Da (14 271)% er en voksende funktion giende mod e for  — oo, fas af (2.5), at

| < 2reN ir(2)|
< — sup |r(2)].
27T(77,+1) 2€8By,

Da |r(z)| = [(u, Ra(2)v)| < [[Ra(2)], fas
[{u, A™0)| < eN(n+1)7" sup ||Ra(2)].

[{(u, A™v)

z€0By,
Da|z| =1+ (n+1)7%, fas (n + 1) "' |Ra(2)| = dist(z, B1)||Ra(2)|| < K(B;). Velg
nu u = ||A"v|| 1A, og tag supremum over ||v|| = 1. Da opnés
A7) < eNK(By). O

2.3 Koebes %L-saetning

I dette afsnit bevises Koebes i—saetning, som senere skal anvendes til at vise aekviva-
lens mellem Kreisskonstanterne. Hvor intet andet er nzevnt, er afsnittet baseret pa

[Conway, 1995, kapitel 14].

Definition 2.17 (Univalent)
En funktion pa en aben mangde siges at vaere univalent, hvis den er analytisk og
injektiv. Meengden U er defineret som maengden af alle funktioner f, der er univalente
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pa Ei og har en Laurentrazkkeudvikling pa formen

a
f(z):z+a0+71+~~~.

At f har denne Laurentraekkeudvikling pa en aben cirkelring om 0 med indre radius
r og ydre radius oo, svarer til, at f for w = z~! pa den abne cirkelring om 0
med indre radius 0 og ydre radius r~! har Laurentrakkeudviklingen f(w) = w=! +
ag + aqw + - - -. Folgende satning giver en karakterisering af i/, der ikke inddrager
Laurentrackkeudviklingen.

Seetning 2.18
En funktion f tilhgrer mangden U, hvis og kun hvis f er en univalent funktion pa

B}, siledes at f(c0) = oo, og funktionen f(z) — z har en haevelig singularitet i oc.

Bevis
Auntag forst, at f € U. Da geelder f(o0) = lim,_ f(2) = 00, og

lm(f(z71) =271 =limag+ a1z +--- = g,
z—0 z—0

hvilket viser, at singulariteten i co er haevelig.
Antag nu, at f(z) — z har en heevelig singularitet i co. Da har f(z7!) — 27! en
potensraekkeudvikling omkring 0 givet ved

fzhH -2t = Z anz"”,
n=0
og dermed er
f(z):z+ozo+%+-~ ;
hvilket viser det gnskede. U

Det fglger af Riemanns afbildningsseetning, setning 1.60, at der for enhver enkelt-
sammenhaengende og aben maengde G C C findes en analytisk og injektiv, altsa
univalent, funktion f: G — C, sdledes at f(G) = Bj, og at denne funktion er enty-
digt bestemt. Der findes dermed ogsa en tilsvarende invers, si f~!(B;) = G. Saledes
svarer det at betragte univalente funktioner pa Bj til at betragte univalente funktio-
ner pa en vilkarlig enkeltsammenhangende og dben mangde, idet sammensatningen
af en univalent funktion pa B; med den ovenfor beskrevne f~! bliver en univalent
funktion pa en enkeltsammenhaengende og aben maengde. I beviset for setning 2.26
argumenteres der i detaljer for, at sammensatningen af to univalente funktioner er
univalent.

Ved at betragte Ei som en delmaengde af C,, bliver Ei ogsa enkeltsammenhaen-
gende, og da der endvidere gzlder, at B; er kompakt i C, fglger det af Riemanns
aftbildningsseetning pa C,, satning 1.61, at det at betragte univalente funktioner
pa B ogsa svarer til at betragte univalente funktioner pa Ei. Ved at normalise-
re de sidstnaevnte funktioner, sa de opfylder betingelserne i definition 2.17, svarer
dette til at betragte funktioner i meengden . Inspireret af ovenstdende defineres
nu en mangde af funktioner, hvis ngjagtige sammenhaeng med U vil blive klarlagt
nedenfor.
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Definition 2.19 (Schlicht)
Mzengden af alle funktioner, der er univalente pa By, siledes at f(0) =0, og f'(0) =
1, betegnes med S, og funktionerne kaldes schlichte funktioner.

Det fplgende eksempel er ud over den tidligere navnte kilde baseret pa [Rudin, 1987,
Example 14.11]. Et eksempel pa en schlicht funktion er Koebefunktionen givet ved
flz)= ﬁ, at den virkelig er schlicht, vises i det folgende. Funktionen ses at veere
analytisk pa B, og for at vise injektivitet pa4 By betragtes f(z) = f(w), som er
zkvivalent med

z w

0=f(z) = flw) = (1-22 (1-w)?

Ved at sxtte pa felles brgkstreg og betragte teelleren ses dette at veere sekvivalent
med

0=2(1+w?—2w) —w(l+2*—2z2) = (z —w)(l — 2w).

Den anden faktor i det sidste produkt er aldrig nul for 2| < 1 og |w| < 1, s& under
denne antagelse er ligningen kun opfyldt for z = w. Det vil sige, at f(z) = f(w) for
z,w € By medfgrer, at z = w. Det ses ved indsattelse, at f(0) = 0. Den afledede

af f er givet ved f/'(z) = (172)27(1”_22()1{2)(71) = (11;';2)3, sd f'(0) = 1. Dette viser
tilsammen, at f € S. Det ses ogsé, at f/'(z) # 0 for alle z € By, sa ifplge seetning
1.18 er f konform pa Bj.

h—h(0)

Betragt for en vilkirlig univalent funktion h pa B; funktionen f = = R Ifglge

lemma 1.57 er h'(z) # 0 for alle z € Bj, si navneren er aldrig 0, og dermed er

f ligesom h univalent pad Bj. Det ses, at f(0) = 0. Den afledede af f er givet
ved f'(z) = % sd f'(0) = 1. Ovenstéaende giver tilsammen, at f er schlicht.
Alle univalente funktioner pa B; hanger saledes sammen med funktioner i S i den
forstand, at de kan normaliseres til at tilhgre S. For f € S er potensrakkeudviklingen

for f omkring 0 ifglge Taylors formel pa formen

f(z) =24 a22® +azz®>+ -

Folgende saetning angiver sammenhaengen mellem S og U.
Saetning 2.20

(i) Hvis g € U, og g aldrig er nul, s& tilhgrer f(z) = (g(27!))~! mangden S af
schlichte funktioner.

(ii) Hvis f € S, sa tilhgrer g(z) = (f(27!))~! mangden U af univalente funktioner
pa Bl, og g er aldrig nul.

(iii) Hvis f € S med potensrzkken f(z) = z+axz®+azz®+- -+, og (f ( )) = g(w)
for w = z=! € B}, hvor g har potensrakken g(w) = w + ag+ A4, saer
Qp = —ag.

Bevis

Antag, at g € U, at g aldrig er nul, og at f(z) = (g(z71))~! for z € By. Det fglger
af seetning 2.18, at g(co) = 0o, og dermed er

F(0) = lim(g(=~")) ™" = 0.
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Da g er analytisk pa Ei, gelder f € H(B1), og da f(z1) = f(22), hvis og kun
hvis g(z7 ') = g(2z3 '), er f ogsa injektiv. Det star nu tilbage at vise, at f’(0) = 1.
Funktionen g € U har ifglge definition 2.17 en Laurentraekkeudvikling pa formen
9(2) = 2+ ag + % +---. Det folger heraf, at
—1yy-1
z
-1

-1 (“)

og dermed er f € S.

Antag nu, at f € S, og at g(z) = (f(z71))~!. Ifglge definition 2.19 er £(0) = 0,
og da ses det analogt med forste del, at g(co) = 0o, og ¢ er univalent pa Ei. Tillige
geelder g(z) = 0, hvis og kun hvis f(27!) = oo, og det ses af Laurentraekkeudviklingen
af f, at dette kun kan lade sig gore for z = 0, som ikke ligger i B}, og dermed er g(z) #
0 pa Fi. Da g er analytisk pa en aben omegn af oo, har g en Laurentraekkeudvikling,
g(z) =307 a_pz", og der mé gelde, at

1=g(2)f(z7") = < i anz"> (i+j§+>

n=—oo

og da dette skal geelde for alle z € Ei, ma der gelde, at a—,, = 0 for n > 2, og sa er

aq 1 as
1=(a,12+a0+—+---) S+t
z z oz

g+ Q_1a9
= _1 4+ —

Heraf ses, at a_; = 1, og dermed er g € U ifplge saetning 2.18. Da av_y = 1, méa der
ogsa geelde, at ag = —as. O

Det fremgar saledes af saetningen, at der er en bijektion mellem S og den delmaengde
af U, der bestar af funktioner, der aldrig er nul.

Saetning 2.21
For f € U, hvor f aldrig er nul, og ethvert positivt heltal n findes der en funktion
g € U, som aldrig er nul, sa g(z)™ = f(z"), og denne funktion er entydigt bestemt.

Bevis
For f € U, som aldrig er nul, galder

[ =2z"4+ataz" + -,
som er analytisk, injektiv og forskellig fra nul for 0 < |z| < 1. Der geelder

lim 2" f(z7") = lirr%J 1+ a2 +a2?" 4+ =1, (2.6)
z—

z—0

og dermed eksisterer der en funktion ¢g; € H(Bp), som stemmer overens med
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2"f(z7™) for z # 0, og ¢1(0) = 1, og denne funktion er entydigt bestemt,
jf. identitetsseetningen for analytiske funktioner. Bemseerk, at dette giver ¢y
potensrakken givet i (2.6). Da ¢1(0) = 1, og 2"f(z~™) # 0 for 0 < |z| < 1,
eksisterer der ifglge lemma 1.53 en funktion h € H(By), sd h(z)™ = ¢g1(z) for alle
z € Bj, og denne funktion er entydigt bestemt, og dermed er (zh(z71))" = f(2")
for z € B). Det skal nu vises, at funktionen givet ved g(z) = zh(z~') er i U og
aldrig er nul. Bemaerk fgrst, at da f(z) # 0, gelder ogsa g(z) # 0. Desuden geelder
o0 = f(o0) = g(o0)™, og dermed g(o0) = oo. Ifplge saetning 2.18 star der saledes
tilbage at vise, at funktionen g(z) — z har en hevelig singularitet i co, hvormed
g € U. Betragt forst funktionen h € H(Bj), der opfylder

h(z)" = 2"f(z=™) for z#0
2= 1 for z = 0.

Der geelder dermed, at h(z)" = 2"f(27") = 1 + apz" + a12®® + - - -, hvilket giver
nh(z)" W (2) = napz""t + 2nap 2?71 + . Da h(0)" = 1, er h(0) = w, hvor w
er en n'te enhedsrod. Der geelder siledes nw™ 1h’(0) = 0, og dermed h/(0) = 0. At
funktionen g(z) — z har en havelig singularitet i co, ses nu ved

. . h(x)—1 _ h(z)
Jim (9(2) = 2) = limy =—— = i} == =0,
hvilket viser det gnskede. O

Satning 2.22
For f € U med Laurentraekkeudviklingen f(z) = z + ag + %% + - - - geelder der, at

oo

> nlon|? < 1. (2.7)

n=1
For bevis, se [Conway, 1995, Theorem 14.6.3].

Korollar 2.23
For f € U med Laurentraekkeudviklingen f(z) = z + ao + % +--- er |aq| < 1.

Bevis

At summen af ikke-negative led i (2.7) er mindre end eller lig med 1, medfgrer, at
hvert af leddene er mindre end eller lig med 1. Det vil for n = 1 sige, at 1|a;|? < 1,
hvilket medfgrer, at |a;| < 1. O

Saetning 2.24
For g € U, som aldrig er nul, med Laurentraekkeudviklingen g(z) = z+ag+ayz~ 14 -
er |a0| < 2.

Bevis
Lad g € U have Laurentraekkeudviklingen g(2) = z+ag+ a2z 1 +---, oglad h € U,

saledes at h(z)? = g(z2) for z € Bj. En sadan funktion h eksisterer ifolge satning
2.21. Lad Laurentraekkeudviklingen af h veere givet ved h(z) = 2+ 8o+ B1z 71 +-- .
Det ses, at

hz)? = (24 Bo+ Bzt + )2 =22 + 200z + (B3 +261) +--- .
Fra udtrykket for Laurentraekkeudviklingen af g fas, at
2242802+ (8] +261) + - =h(z)? =g(z*) =22+ a0+ a1z >+
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Dette giver, at By = 0, og at ap = 32 + 261 = 23;. Ifglge korollar 2.23 geelder der for
en sadan funktion h € U, som aldrig er nul, med den givne Laurentraekkeudvikling,
at |61|§1 S4 idet 040:261,61“ |Oé()‘§2. O

Korollar 2.25
For f € S med potensraekkeudviklingen f(z) = z + a2 + az2® + -+ - er |as| < 2.

Dette folger direkte af sztning 2.24 og satning 2.20, punkt (ii) og (iii). Korollaret
kan anvendes til at bevise Koebes %—saetning.

Seetning 2.26 (Koebes i-smtning)
For f € S galder der, at

Bevis

Veelg et fast f € S, og lad (p veere et komplekst tal, s& (o ¢ f(B1). Det skal vises,
at [Co| > %. Det folger af definitionen pa S, definition 2.19, at f(0) = 0, si (o # 0.
Dermed er g(z) = f(2)(1—¢; ' f(2))~" en analytisk funktion pa B;. Det vises nu, at
g er schlicht. Det ses direkte, at g(0) = 0, s&

4/(0) = Tim 9(2) —9(0)

z—0 z
= lim &
2=02(1 = ¢of(2))
= | lim _ im f(z)
= Q—»o 1— Cof(Z)) <i_,0 > ) (2.8)
=1f(0)
=1,

hvor (2.8) er mulig, da begge graenseveerdier eksisterer. Desuden er g = M o f, hvor
M(z) = 2(1 — ¢y '2)~" er en Mobiustransformation med a = 1, b = 0, ¢ = —(;'!,
d=1,0gad—bc=1-1-0-(=(;") =1 # 0. En Mdbiustransformation er konform
pa C ifglge setning 1.22 og dermed analytisk pa C,, ifslge definition 1.17. Ifglge
saetning 1.21 er en Mobiustransformation en bijektion pa C,, og dermed specielt
injektiv pd C,. En sammensatning af analytiske funktioner er analytisk, og en
sammensatning af injektive funktioner er injektiv, sa g er bade analytisk og injektiv,
det vil sige univalent, i henhold til definitionen pa f nsermere bestemt univalent pa
B;. Dermed er g schlicht.

Da f(0) = 0, findes der et r > 0, saledes at |f(2)| < |(o| for |z| < r, hvilket er
ensbetydende med, at |(; ! f(2)] < 1 for |2| < 7. P4 denne omegn af 0 er Taylorraek-
keudviklingen i variablen f(z) givet ved

S S
1—¢ ' f(2)

Ved at indsatte potensraekkeudviklingen f(2) = 2z + a22? +az2® + - - - fas for |2| < r,
at

=1+¢ f(R)+ G2 f()P+

f(z)
1=¢ ' f(2)
—(zta?+- ) (1+G FHa+ )+ (+az®+--) )

9(z) =

42



“master” — 2009/6/3 — 10:27 — page 43 — #49

2.4. FEKVIVALENS MELLEM KREISSKONSTANTER

=2+ (G +az)a? 4o

Ved at anvende korollar 2.25 pa g € S fas, at |C0_1 +as| < 2. Anvendt pa f € S giver
det samme korollar, at |as| < 2, 0g 2 >[5 + asl, 52 0 < [¢;!] < 4. Dette giver, at
[Co| > i. Det er hermed vist for et f € S, der kan veelges vilkarligt, at hvis et punkt
ikke ligger i f(B1), ligger det ikke i B 1, hvilket svarer til, at hvis et punkt ligger i

B, ligger det i f (B1), hvilket netop er det gnskede. O

Denne s@tning er @kvivalent med, at dist(0,0f(B1)) = dist(f(0),0f(B1)) > 1 for
f € S. Som omtalt pa side 39 findes der for en vilkarlig funktion A, som er univalent
pa By, en schlicht funktion f givet ved f = h;,?é;)). Koebes i—saetning forudseaetter,
at f er schlicht, men giver saledes et tilsvarende resultat for univalente funktioner pa
Bj. Hvis funktionen h er univalent pa By, kan den udtrykkes ved h = h/(0) f+h(0), s&
h(By) er en skalering med h'(0) og en translation med h(0) af f(B). Det samme méa
ske med den kugle, der er indeholdt i billedet af enhedskuglen, hvilket giver falgende

korollar til Koebes %—saetning.

Korollar 2.27 (Koebes %-saetning for univalente funktioner pa B)
For en univalent funktion h pa B, geelder der, at

Bl (h(0)) € h(By),

eller wkvivalent at dist(h(0),0h(By)) > +|h/(0)].

2.4 Akvivalens mellem Kreisskonstanter

I denne rapport arbejdes med to definitioner af Kreisskonstanten, K(Q) og (). Den
forste, K(Q), har klare beregningsmaessige fordele frem for (), men det er (),
der generaliserer resultaterne for matricer med spektrum i den lukkede enhedscirkel
i seetning 2.14 og satning 2.16 til resultater pa samme form. I dette afsnit vises
dog, at K(Q) og K(Q) er akvivalente i passende forstand. Afsnittet er baseret pa
[Toh og Trefethen, 1999].

Lemma 2.28 (Cirkelbue- og intervalafbildning) B
For et fast wy € B} kaldes afbildningerne g: B; — QS og h: By — QS givet ved

(w — wp)(1 — wow)
4w(|wg| — 1)2

hhv. en cirkelbueafbildning og en intervalafbildning. Begge disse opfylder kravene til
U | Riemanns afbildningssaetning, ssetning 1.61, hvor € er en cirkelbue af en cirkel

1 1 _(Jwol+1)? }
VIwol?—1 '

w — Wo

g(w) = o9 h(w) =

w———
1 — wow

med radius 1 med vinkel 8 = 4 arctan , og )y er intervallet [

47 4(Jwo[-1)?
Séledes er bade g og h konforme bijektioner, der udvider kontinuert til g: B —
Q§ U0 og h: B — Q5 U 0Q,. Se figur 2.1 og figur 2.2.

Bevis
Det vises forst, at g og h er konforme. Ved direkte udregninger fas
—2w + wow? + wy

g/(w) = (wow — 1)2 og
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()

wo
g _
— T g(wo)AP ;0

Figur 2.1: Cirkelbueafbildningen g.

® W !

|

|

|

h |

0 __ yh(wo), .- .

L (wol+1)?
! 1 2(Jwo 1)

|

Figur 2.2: Intervalafbildningen h.
wo — 1170’11)2
h' (w)

= 4w (Jwo| — 1)

Lad wo = re? og bemeerk, at /- g(we™%) = g'(we="%)e~*. Multiplikationen af w
med e~ er blot en rotation af w, hvilket ikke sendrer pa modulus af nulpunkterne
til den afledede. For at opna 0 = ¢’ (we™ ) = w? — 2e2¥w + € kreeves det, at

we (220 [ a0 _ youin
2 \r r2

_ i (1 n m)
= ¢i2 (i + zm) :
Da1— 772> 0, geelder, at
! iim‘z =r24+1-72=1,
s& begge lgsninger ligger pa enhedscirklen, og dermed er ¢'(w) # 0 for w € Bj. For
at opnd, at h'(w) = 0, kraeves det, at w? = o, sa h'(w) # 0 for w € B{. Dermed er

bade g og h konforme. Det bemaerkes, at g(c0) = co = h(c0).
Cirkelbueafbildningen kan skrives som

w|* =

1 lwo|? — 1 ) > 1
= —_—— _———_—_—,—— — 1 —_—
g(w) o w 11702 + (|U)0| ) ngl 1170"“‘2111" )

hvilket kan eftervises ved fgrst at omskrive rackken til en geometrisk reckke og dernaest
sammenligne med det oprindelige udtryk. Den geometriske raekke konvergerer, da
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|wow| > 1. Intervalatbildningen kan skrives som

’lUO \wo\z —+ ]. wo 1
B W 2 W
4(lwo| — 1) A(lwol = 1)*  4(lwo| — 1)

Dermed kan bade g og h skrives pd samme form som ¥ i punkt (iv) i Riemanns
afbildningssaetning, seetning 1.61.

Det gnskes nu at finde en invers til g p4 samme form som & i punkt (iii) i Riemanns
afbildningssaetning. Da rotation er bijektiv, kan g(we™") = z, hvor wy = re',
betragtes. Lgses dette for w, fas

h(w) =

1 . ’ . - ,
w= ~¢e' (reze — e 0, 4 \/r2e2i0 — 22, 4 p22i0,2 4 42)

2
_ 262@‘9 (1 20, 4 \/1 F (4 — 2r2)r—2e—2i05 1 22) .
Loses (1+¢)(1 —2)2 =14 (4 —2r?)r—2e72; + 22 mht. , fas, at
) ) 2z
— 1 2 —1_-2i60 _ —2i0
C=(1+2r""e e )1 —

der ses at ga mod nul for z — co. Dermed kan w skrives som

w = ge%e (1 —e M4 (1-2)4/1 () .

Her er det den positive lgsning der valges, da det ses, at denne ligger uden for
enhedscirklen for store z. Da z — /1 + z er analytisk for z med |z| < 1 med rakke-
udviklingen

VIte- i (7).

og da [¢] < 1 for store z, kan g~! netop udtrykkes pa samme form som ® i punkt

(iii) i Riemanns afbildningssaetning. Lignende udregninger kan foretages for h.
Det undersgges nu, hvorledes enhedscirklen afbildes under g og h. Betragt derfor
w=e". Saer

0

61-9 eie — Wo e — Wy - wo — ew

i6
e’ — = — , >
9(e”) 1—wee?? e —apy wo—e W

hvor ¢ = wy — €. Men da er |g(e?)| = % = 1, hvoraf g(0B;) C 9B;. Skrives

¢ = re'?, er g(e’?) = e?%, sa et udtryk for mulige veerdier af ¢ gnskes. Da ( =
wo — €9 = wy + !0 for § € [0,27] og |wo| > 1, ses det, at ¢() er en cirkel med
centrum i wg og radius 1, der ikke indeholder 0. Men da er Arg{ = ¢ begraenset for
alle 6 ved

Arg(wg) — v < o < Arg(wp) + v,

hvor v er det halve af vinklen, som cirklen udspeender i forhold til origo. Se figur 2.3.
Dermed varierer ¢ med 2v, og da tanv = \/ﬁ, vil g(e?) udspzende en cirkelbue

med vinkel 4 arctan ﬁ Endepunkterne for cirkelbuen er hhv.
wol|?—

i2 Arg wo ; 1
e’ . 12 arctan —————
> - . Og ez?Argwoe /‘w0‘2,1 .
12 arctan ——————
e Viwol2 -1
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Figur 2.3: Vinklen v til cirklen med centrum i wgo og radius 1.

Hvis f.eks. wg = 2, betyder dette, at cirkelbuen starter i e=*3 og slutter i ¢'5.
For intervalafbildningen fas
h(e) (€ —wo)(1 —wpe?) 1 —2Re(wpe’?) + |wol?
e = — =
4e™(fwo| — 1)? A(Jwol — 1) ’

da woe=1 = wye®. Heraf ses det, at h(e?’) er reel, og da
—2|wo| < 2Re(wpe'®) < 2Jwy|
for alle 0, er

1 (lwol +1)°
4 4(|wo| — 1)
hvilket var det gnskede. ([

< h(e?) <

Satning 2.29
Lad Q C C vaere kompakt og enkeltsammenhangende, og 0f2 veere en simpel, lukket
kurve. For ¥ som givet i Riemanns afbildningssatning, satning 1.61, og ethvert
|wo| > 1 geelder

1 dist(¥(wo), 0)
§(|w0| -1 < W < 2(|wo| — 1). (2.9)

Hvis ¥ er en intervalafbildning, antages faktoren % i venstre ulighed for |wg| — 1,

og hvis U er en cirkelbueafbildning, antages faktoren 2 i hgjre ulighed for |wg| — 1.

Bevis
Betragt forst uligheden til hgjre. Lad |w| = 7, og 1 < r < |wg|. Da randen af
enhedskuglen bliver afbildet over pa randen af € ifglge seetning 1.62, gaelder der, at

l,ini | (w) — ¥(wo)| = lirq | (w) — 20| > dist(zg, 0Q).

Lad g veere cirkelbueafbildningen fra lemma 2.28, og bemaerk, at |g(w)| = 1 for
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Figur 2.4: Afbildningen f fra den adbne enhedskugle til det ydre af Q U L.

|w| = 1, og pa grund af kontinuiteten er sa lim,_,; |g(w)| = 1 for |w| = r. Dermed er

o [9(w) = W (wo)|
P glw)]

()= (wo)
g()

> dist(zp, 09Q) (2.10)

er analytisk og ikke antager vaerdien nul i Ei,

q’(‘)—(‘ll)(wo)
aC
pa randen. Dermed gaelder (2.10) for alle w med r > 1, og ikke kun for w med r — 1.

Specielt gelder, at
|9 (wo)| _

|9 (wo)| — w—wo

for |w| = r. Da funktionen

kan minimumprincippet, lemma 1.38, anvendes, sa

har minimum netop

U (w) — ¥ (wo)
g(w)
hvor der opnas lighed, hvis ¥ er en cirkelbueafbildning, da der sa gelder, at zg =

U(wg) =0, og Q2 C IB;. Bemark, at

_ wpl? — 1 wol + 1) (lwo| — 1
|g/(,w0)| 1 — | 0| _ (| 0| )(| 0| )
|wol |wol

> dist(zg, 09),

1
= |w0| -1 + —(|w0| — 1) S 2(|’(U0| — 1).

|wol
Dermed er
dist(zo, 0)
[0’ (wo)|
hvor ligheden opnés for |wg| — 1, hvis ¥ er en cirkelbueafbildning.

Betragt nu den venstre ulighed i (2.9). Lad wg veere fast, og h veere intervalafbild-
ningen fra lemma 2.28. Betragt den konforme afbildning f = ¥ o h=! o &, hvor den
konforme afbildning x: By — C\ [, 00) givet ved k(&) = ﬁ er Koebefunktionen
med modsat fortegn. Dermed afbilder f den abne enhedskugle pa det ydre af QU L,
hvor L = Vo h~! {(%, oo)} er en kurve fra randen af €2 til co. Se figur 2.4.

Da f er en sammensatning af funktioner, der er konforme, og dermed analytiske,
og injektive pa passende mangder, er f univalent pa B;. Dermed fas fra Koebes
%—saetning for univalente funktioner pa Bj, korollar 2.27, at

ast((0),0/(B)) > 17 (O)] (2.11)

< 2(|”UJ0| - 1)7
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I dette tilfzelde er
£(0) = ¥(h™1(0)) = ¥(wy),

/ r(p—1 —1y/ / \I//(’LUO)
F10) =¥ (h™(1(0)(h™") (k(0)x"(0) = =7~ 08
h' (wo)
Of(By) = QU L,
hvor anden linje fglger af, at (h=1)'(0) = W, og at x'(0) = —1. Da
dist (¥ (wq), Q) > dist(¥(wg), 0 U L), fas ved indseettelse i (2.11), at
: 1|9 (wo)|
dist (¥ ,00) > ———=
ist (¥ (wp) ) 1 7 (wo)]
(W' (wo)|
= V0 g

> 31 wo)|(1 = [wo)).

Hvis ¥ er en intervalafbildning, er dist(¥(wp),00) = 1, da ¥(wy) = 0, og Q =

[%, %}, sa fgrste ulighed i ovenstaende dermed bliver en lighed. Ydermere er
den sidste ulighed en lighed for |wg| — 1, hvormed saetningen er bevist. O

Nu defineres den anden Kreisskonstant, der i fglgende saetning vises at veere &kviva-
lent med den forste i passende forstand.

Definition 2.30 (Kreisskonstanten)

Lad A € B(H) opfylde o(A) C Q C C, hvor Q er enkeltsammenhangende og kom-
pakt, og lad ® veere funktionen givet i Riemanns afbildningssactning, satning 1.61.
Da defineres Kreisskonstanten mht. €2 som

i) = mp AN 1)

Saetning 2.31
Lad A € B(H) med o(A) C Q. S& er Kreisskonstanterne relaterede med

)
(©2)

Hvis Q er et interval, antages faktoren % til venstre i gransen, nar ) gar mod et

uendeligt langt interval i det komplekse plan. Hvis ) er en cirkelbue, antages faktoren
2 til hgjre i graensen, nar ) gar mod en hel cirkel.

i
—~

< <2. (2.12)

M| —
o)

Bevis
Bemaerk fgrst de sekvivalente definitioner pa Kreisskonstanterne:

c
. : <
zlens;fc {C 1RaG)Il < dist(z,Q)}

= sup ||Ra(2)|| dist(z, Q)
z€Q¢°

K(Q)

og

k@) = ing {esIraol < G
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R P -1
 p IR 1)
eQe |27 (2)]
Lad @' = ¥, og w = ®(2). Bemerk, at ®'(2) = \I,/(ql)(z)) = \I,,%w). For et fast wy

fas, at

1 |eGo)l=1 _ [¥(wo)|(lwo| ~1) _,

2 7 |®'(20)| dist(z0, Q) dist(®(wp), 002) —
hvor ulighederne folger af saetning 2.29. Af dette og de ackvivalente definitioner pa
Kreisskonstanterne fas nu, at

K() __ Sup.eqe [|Ra(2)]| dist(z, £2)
K(©) inf,cqe {c: [|Ra(2)]] < @g)(‘z_)ll}
|| R4 (20)|| dist(20, )

~IRAGo)II(1@(20) = )| (20)| "

)

og
K@) infzeq {c: IRa(2)]] < m}
K(©) sup, . LEAGNIZEI)
|[R4(20)]| dist (20, ©2) 1 -
" [1Ra(20)]1(|®(20)| — 1)[ @ (20)] 7" T 2
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KAPITEL 3

KREISS” MATRIXSATNING

Resultaterne givet i seetning 2.14 og saetning 2.16 gaelder kun for begraensede opera-
torer med spektrum i den lukkede enhedscirkel, og satning 2.16 kun for endeligdi-
mensionale Hilbertrum. I dette kapitel generaliseres disse resultater til ogsa at give
en normvurdering for begraensede operatorer med spektrum i kompakte mangder
pa uendeligdimensionale Hilbertrum. Gennem kapitlet betegner ® og ¥ afbildnin-
gerne givet i Riemanns afbildningsseetning, seetning 1.61, og ¥ benavnes den ydre
afbildning. Det er en generel antagelse gennem kapitlet, at 2 C C er enkeltsammen-
hangende og kompakt, og at 9€) er en simpel, lukket kurve. Kapitlet er hovedsageligt
baseret pa [Toh og Trefethen, 1999].

3.1 Generaliseringer

I dette afsnit gives en rackke generelle udvidelser af Kreiss’ matrixsatning, der bade
involverer Faberpolynomier og polynomier generelt.

Definition 3.1
Givet Q) og den tilhgrende konforme afbildning ® givet i Riemanns afbildningssaet-
ning, saetning 1.61, defineres folgende for ethvert r > 1:

e 0, =QU{zeC:|P(2)| <r}
e O, ={ze€C:|®(z)| =r}.

Bemaerk, at C,. er en simpel, lukket kurve, da den er billedet af en cirkel under den
injektive og kontinuerte funktion W. Tilsvarende er €2, kompakt, da den er forenings-
mengden af den kompakte maengde  og billedet af ringomradet A(1,7) ={z € C:
1 < |z| < r} under den kontinuerte funktion W.

Saetning 3.2
Hvis 02 er en simpel, lukket kurve, er (), enkeltsammenhangende i C.

Bevis

Det er tilstreekkeligt at vise, at Q, og QF er sammenhzngende i C* ifglge
[Conway, 1995, Proposition 13.1.1]. Der gelder Q¢ = W(B.), og da B, er
sammenhaengende, og ¥ er kontinuert, er Q¢ sammenhangende.

Bemeark, at Q, = QU ¥(A(1,7)), hvor A(1,7) = {z € C: 1 < |z| < r}. Per
antagelse er ) sammenhangende, og da A(1,r) er sammenhangende, og ¥ er kon-
tinuert, er W(A(1,r)) sammenhaengende. Antag, at ), ikke er sammenhsngende.
Da eksisterer der ikke-tomme relativt abne mangder A, B C C, sa Q. C AU B,
ANB=0,ANQ,. #0, og Q.NB # 0. Da Q) er sammenhsngende, ma denne veere
helt indeholdt i enten A eller B. Antag uden tab af generalitet, at Q C A. Ligeledes
ma PU(A(1,r)) veere helt indeholdt i enten A eller B, men hvis (A(1,r)) C A, ma
der geelde Q. N B = (), hvilket er en modstrid, s derfor er W(A(1,r)) C B, men
N = QNYAQ,r)) € An B = (), hvilket ogsa er en modstrid. Dermed er €,
sammenhaengende, hvilket viser det gnskede. (]
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Folgende lemma er fra [Gaier, 1980]. For en kontinuert funktion f: X — C, hvor
X C C, betegner ||f||x = sup,ex |f(2)| supremumsnormen.

Lemma 3.3 (Bernsteins lemma)
For ethvert polynomium p af grad hgjst n geelder

Iplle, < r*|pllo
for alle r > 1.

Bevis
Det antages forst, at [p(z)| < 1 for z € Q. Da Q°UIQ er kompakt i C, vil funktionen

p(2)
P(z)™

0g zp # 00, er z)y et lokalt maksimum, og dermed geelder p(z) = ¢®(z)" foret ¢ € C
ifglge lokalt maksimumprincippet, lemma 1.36. Da funktionerne er holomorfe pa Q¢
og kontinuerte pa Q¢ U 01, udvider dette til hele Q¢ U 99, og der geelder dermed
for ¢ € 99, at |p(Q)| = |c]|®()"] = |¢|, da ®(9Q) = IBy, og dermed er |c| < 1, da
Ip(z)| <1 for z € Q°UIN. Dermed fas

Z ’ antage sit maksimum i et punkt z;; € Q°UOS). Hvis z)s er et indre punkt,

p(z)
P(z)"
Hvis zp; = oo, mé der geelde p(z) = 0, da ®(c0) = oo, og ¢ ikke er konstant, og
dermed er |p(zar)| < 1. Saledes geelder (3.1) altsa ogsa.

Hvis z); € 092, geelder

<1 for z € Q°. (3.1)

ECK IR
()| T @l T
da |®(zpr)| = 1, og dermed geelder (3.1) generelt for alle z € Q° U 9N. For z € C,
geelder |®(z)"| = ", og ifplge absolut maksimumprincippet, lemma 1.37, geelder
max.cq, [p(2)] = max.cc, [p(z)|, og dermed ||p||q, < r™. For et vilkarligt polynomi-
um erstattes p med ||p||o"p, hvilket giver det gnskede. O

Den folgende saetning er en udvidelse af seetning 2.14 til operatorer med spektrum i
en vilkarlig kompakt og enkeltsammenhangende maengde €.

Saetning 3.4
Givet A € B(H), sd o(A) C Q, gaelder for ethvert polynomium p,, af grad n, at

Ipn (A < e(n + 1)K(Q)[|pnllo-

Bevis

Ifplge Dunfordkalkulen gaelder

for r > 1, og dermed

— 27

lpn (A < i/C [P (2)[[[Ra(2) | |dz].

Der geelder |p,(2)| < ||pnllq,. for z € C,, og ifslge definitionen pa Kreisskonstanten

fas % < K(Q), og dermed ||Ra(2)| < % for z € C,. Dette
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giver

()] < e [ o

Der gelder C, = ¥(9B,), og dermed

r

/C|<1> (z)||dz\:/0 1 (U (rei)) W (reityirei|dt
d‘b(\P(reit))‘ dt

' 2m
- /0 dt
2m )
= / |ire"|dt
0

= 27r.

(3.2)

Deraf fas

,
<
Ipn(A)]] < —=K(@)Ipulle,.

og ifglge Bernsteins lemma, lemma 3.3,

rn—‘—l

r—1
Vealg nu 7 = 1+ (n+ 1)~1. Den reelle funktion z — (1 + 271)® er voksende mod e,
og der geelder dermed

lpn (A} < K()llpnlla-

P (Al < e(n + DR [[palle- O

3.1.1 Faberpolynomier

Mange af kapitlets folgende resultater benytter Faberpolynomier, som defineres her.
Disse har den egenskab, at de hgrer til et givet omrade, hvilket uddybes senere,
og dette bliver nyttigt i forbindelse med Kreisskonstanten. Afsnittet er baseret pa
[Smirnov og Lebedev, 1968].

Definition 3.5 (Faberpolynomium)

Givet et kompakt og enkeltsammenhangende omrade Q@ C C med ydre afbildning
®(z) =dz+do+ dz—l +--- givet i Riemanns afbildningssatning, seetning 1.61, defineres
F,, som polynomialdelen af ®".

Det ses, at F,, er et polynomium af grad n med hgjestegradskoefficienten d™. Der
geelder saledes ®(2)" = F,(2) + Y5 2, og dermed for r > 1, si z € int 2., og for
R > |7|

1 ®(w)" - 1
‘ (w) dw = F,(z) + Z Sk / ———dw,
270 Jo, w— 2z = 2mi Jop, w (w—2)

hvor sum og integration kan ombyttes, da rackken er ligeligt konvergent. Disse inte-
graler kan nu vurderes ved

/ 1 i ‘ < 2R
—  dw| <
o W (w — 2) RE(R — |2])

— 0 for R — o0,
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hvormed integralet er nul, og der gzelder

1 D (w)"
Fo(z) = —/ )" o, (3.3)
21 Jo, w—2
nar z € int €2,.. Dette kan omskrives til
1 D(w)" 1 o’
F,.(2) = —/ (w) dw=— ﬂw”dw. (3.4)
21 Jo, w—z 270 Jop, ¥(w) — 2
Funktionen w \I:I(’;U(;‘i)z er holomorf for |w| > r, og der geelder
o’ )
lim W) _ € w? —0,

wooo U(w) —2  —z+cwtcog+ LA
T’ (w)
U(w)—z
Ifplge (3.4) er koefficienten til w~("*1) givet ved F,(z), og der geelder dermed

V() _ & Fa()
W)=~ 2wl (3.5)

og dermed indeholder Laurentraekken for

kun led med negative eksponenter.

Dermed er venstresiden en frembringerfunktion for Faberpolynomierne. Bemzerk, at
den fglgende sztning sammen med rodkriteriet giver, at raekken er ligeligt konvergent
for |w| > |®(2)].

Satning 3.6
For z € Q¢ og r > 1 gaelder

L(C)r™
27 dist(z, C,.)’
hvor L(C,) er leengden af kurven C,.. Endvidere gaelder

nll_)I{.lo VFE,(z) = ®(z). (3.7

[Fn(2)] < 12(2)[" +

Bevis
Lad R og r vaere valgt, s&a R > r > 1, og z € QF Nint Qr. Da geelder ifglge Cau-
chys integralformel [Conway, 1978, Theorem IV.5.6], at ®(2)" = 5= [= L) oy +

w—z
s [ 29 gy hvor G, er kurven C, med modsat omlgbsretning. Saledes gi
omi JCOr w—2 w, hvor C, er kurven C, med modsat omligbsretning. Saledes giver

(3.3), at
1 O (w)" 1 O(w)"
) = g [ M aw— e+ o [ T,
21t Jo, w—2 21t Jo, w— 2

hvilket giver ligningen

211 w—z

1 D (w)"™
Fo(z) = ®(2)" + —/ LG (3.8)
c,
Normen af integralet kan nu vurderes ved

L[ s,/ L
o,

271 w— 2z — 2rdist(z,C,)’
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hvoraf (3.6) folger. Veelg nu R, sé z € Cr. Af (3.8) fas

F,(2) 1 O (w)"
=1 d
d(z)n + & (2)2mi /C w_z

og ifglge ovenstaende normvurdering fas
1 . / D(w) duwl < 4(0,,) "
O(2)"27i Jo, w—z 2r dist(z,Cr) \ R

- 27rd£(t?)0> (~> = ?(>T)‘ =1 2wd£is(tf;)cr) (N)

Deraf fas, at lim,, . g( (f) = 1, eller sekvivalent lim,, o, /F,(z) = ®(z O

Saledes fas

Beviset for saetning 3.4 benytter sig af normvurdering af et integral, og for at lave
tilsvarende for Faberpolynomier benyttes folgende omskrivning.

Lemma 3.7
For Faberpolynomiet F,, hgrende til ) geelder

-1 ny!
,/aBTw U (w)RA(¥(w))dw

211

F.(4) =

for r > 1.

Beviset forlgber analogt med udregningerne ved (3.3) og (3.4).
Af frembringerfunktionen for Faberpolynomierne kan man ogsa udlede en rekur-

sionsformel for disse. For W(w) = cw + > ° ; <& er folgende udsagn sekvivalente:

Y(w)—z = w"
o0 oo
ney, Cn F,(2)
N I CRES o Dot
n=0 n=0 n=0
o0 oo oo oo n
ne, cF(z) z2F,(2) crFn_k(z)
DD Bl =D Dl D DD Bl
n=0 n=0 n=0 n=0 k=0
+ Z —MNCp, o Z CFn+1(Z) _ i ZFn(Z) i i Can_k(Z)
o wr wn wn wr
n=0 n=-—1 n=0 n=0 k=0

hvor det benyttes, at begge rakker i den dobbelte raekke er ligeligt konvergente
for store z, og formlen for produkt af raekker, [Wade, 2004, Theorem 7.33]. Ved
at sammenligne potensraekkerne fas for n > 1, at —nc, = cF,y1(2) — 2F,(2) +
> neo CkFn_i(2), eller mkvivalent for n > 2, at F,(z) = 2F,_1(z) — n“t —
Sz g & F_k—1(2), hvilket giver rekursionsformlen

n—2

3.9

Fo(z) = %Fn_l(z) - nc"c—l -y %Fn_k_l(z) for n > 2. (3.9)
k=0
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Det er klart, at ethvert Faberpolynomium er en hel funktion, uanset hvilket omrade
og hvilken tilhgrende ydre afbildning, det er defineret ud fra. At et Faberpolynomi-
um hgrer til et bestemt omrade, bunder dog i det problem, som Georg Faber lgste i
[Faber, 1903], nemlig om der til et givet omrade i det komplekse plan eksisterer en
folge af polynomier, si enhver funktion, der er holomorf pa omradet, kan skrives som
en rakke af disse polynomier, hvor kun koefficienterne afhaenger af funktionen. Fgl-
gende sztning og bevis er dog fra [Smirnov og Lebedev, 1968, section 2.1.3, Theorem
1].

Seetning 3.8
Lad F,, betegne Faberpolynomiet af grad n hgrende til ), og lad f veere holomorf
pé int Qg for et R > 1, men ikke pa int Q,. for v’ > R. Da gaelder

Z anFy(2) for z € int Qp, hvor

1
n = = 7f( (w))dw forl <r <R.
27i Jop, wntl

(3.10)

Denne Faberrakke er entydigt bestemt ved (3.10) og er ligeligt konvergent pa enhver
kompakt delmeengde af int Qr, og divergent uden for.
Ovenstaende er opfyldt, hvis og kun hvis

1

nh—>r2<> Ylan| = = (3.11)
Bevis
Valg z € int Qp, og bestem 71 og 2 ved z € CT2 og o < 11 < R. Da galder
_ Jlw)
Ry
V' (w)
- W(w)) g —dw
u 9B, W (w )
) oo (3.12)
27 Jop,,

:0

‘ZmAwa) Fal2)

hvor ombytning af sum og integration er mulig, da den oprindelige rackke er lige-
ligt konvergent, hvormed Faberrakken ogsa bliver det. Dette er netop (3.10). Be-
maerk, at integrationskurven kan veaelges frit, si leenge 1 < 1 < R. For M(r) =
SUP|y|=ry |f(T(w))| geelder, at |a,| < 77 "M(r1), og dermed

1 1
lim {/|a,| < lim — 3/ M(r) = —.

n—oo 1q 71

Da dette gaelder for alle 1 < ry < R, fas

1
hrn Vlan| < =

Antag nu, at uligheden er skarp. Da eksisterer et ro, si lim, . V/|a,| = %, og
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dermed ry < R < rg. Da fas ifplge saetning 3.6, at

1
lim /Jan B (2)] = -18(2)] = % <1, (3.13)

n—oo

da z € Cy,. Veelg nu ¢, sa 12 < g < 1. Da {|a, F\,(z)|} er voksende for store n, fas,
at |a, Fn,(2)| < ¢". Ved sammenligning med den geometriske raekke fas dermed, at
reekken i (3.10) er konvergent. Da dette argument kan gennemfgres for alle ro < 7o,
er reekken konvergent pa int(2,,, hvormed f er holomorf pa int 2,,, hvilket er en
modstrid. Dermed mé (3.11) veere opfyldt. Bemerk, at hvis z € C, for et 7 > R
geelder tilsvarende {/|a,F,(z)] = £ > 1, og dermed |a,F,(z)| > 1 for store n,
hvormed raekken divergerer.

Det vises nu, at rackkeudviklingen er entydig. Antag, at f er holomorf pa int Qg
og har en Faberraekke f(2) = > 7 apFi(z). Bemeerk, at da Fj, er polynomialdelen
af ®F) gelder Fi(z) = ®(2)* + Z]oil ﬂ](-k)w*j, hvor raekken er ligeligt konvergent.
Saledes fas

O few)

27i Jop, wntl

- Z:: 271 /aB w”Jrl

(077 (I)(\I/(U)))k - (k) —(j+n+1)
Tm \/aBr 7’[1)71""1 dU}‘i’;BJ w J dw

Ay = w

Mr T

=0 9B,

o
k o
——E —2‘/ wF " dw
o)
=0 9B,

= Qp,

da w™ har en stamfunktion for m # —1, og faBT w™ldw = 27i. Det er saledes vist,
at rakken er entydig.

Antag nu, at f opfylder (3.11). Ved samme argument som ved (3.13) ses, at raekken
>0 o anFl(2) konvergerer, og af (3.12) ses, at (3.10) er opfyldt. Det star nu tilbage at
vise, at f ikke kan vaere holomorf uden for int Q2. Antag omvendt, at f er holomorf pa
int Q,., hvor r > R. Da gaelder ifplge forste del af beviset, at lim,, o, ¥/|an| = % % %,
hvilket er en modstrid. (]

3.1.2 Generaliseringer med Faberpolynomier

Analogt med satning 3.4 vises nu vha. lemma 3.7, at ssetning 2.14 ogsd har en
anden udvidelse til operatorer med spektrum uden for enhedscirklen. Bemeaerk, at
Faberpolynomiet af grad n hgrende til enhedscirklen netop er 2™, da der i dette
tilfeelde geelder ®(z) =

Satning 3.9
Hvis A € B(H), sd 0(A) C Q, og F,, er Faberpolynomiet af grad n hgrende til {2,
galder, at

[1F2 (Al < e(n + 1)K(Q).
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Bevis
Fra lemma, 3.7 fas, at

F,(A) = — w U (w)RA(¥(w))dw
21 9B,
for r > 1. Da gaelder
TTL
IEn (A = o [0 (w)[[|[ Ra(¥(w)) ] |dw]
T JoB,

Tn
= 57 . 1RAG),

da ¥(0B,) = C,. Ifglge definitionen pa Kreisskonstanten, definition 2.30, geelder
[RA(2)| < % for z € C,, og ifplge udregningen ved (3.2) fas

" T"+1
I< %(fﬂ)/ 1D (2)]|dz| = %iﬂ)

([ (A)

Ved at veelge r = 1+ (n+ 1)1 fas
[1F2 (A < e(n + 1K(Q). O
Analogt med Kreiss’ matrixsaetning, saetning 2.16, gnskes ogsa en nedre graense ved

Kreisskonstanten. Faktisk benytter beviset for en sidan samme strategi som det
oprindelige bevis. Fglgende lemma benyttes.

Lemma 3.10 ,
Forz € Q¢ gaelder (E—2)" = -7 %Fn(@ for alle £ € Q, og dermed geelder
for A € B(H), hvor o(A) C Q, at

Ra()=-3 qmnw
n=0

for alle z € Q°.

Bevis
Lad z € Q¢ veere fast. Funktionen f(¢) = (¢ — 2z)~! er holomorf pa Q, for r > 1.
Ifplge seetning 3.8 geaelder, at f(£) = Y. " ,anF,(§) for alle £ € Q, \ C;, hvor

L[ )
T M

oM wntl

for 1 < r; < r. Saledes fas for ro > r, at

1 W(w 1 1
e M M T
o ¥ (w)
2mi Jo,, (w—2)®(w)"+!
1 ' (w)

" 2 Jo, (w— 2)0(w)r 1

1 / Y

2mi Jo, (w— 2)@(w)"+!
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1 o’
SR N o .
2mi J&, (w— 2)®(w)"+t

Ved <CT2 forstas kurven C,, med modsat omlgbsretning. Indekstallet for disse kurver
skal nu vurderes. For alle ( € 2 gaelder

1 1 1 1
— ——dw = — ——dw=1
211 Jo,, w—=¢ 2mi Jop.(o) W =G

for et passende lille s, og tilsvarende
1 1 1 1

— ——dw = — ——dw = —1.
2mi J&, w— ¢ 2mi JoB o w—¢
For z gaelder endvidere 3 [, —dw = 0 0g 55 [5— s dw = —1, jf. singulari-
7‘1 7‘2

teternes placering. Se figur 3.1. Saledes giver Cauchys integralformel [Conway, 1978,
Theorem IV.5.6], at

3'(2) 1 Yw)

“ T T 2 S (w2 @(w)

Dette integral skal nu vurderes. Der gaelder

1 &' (w) 1 1
— 2 g = = . 4w
2mi J&, (w— 2)®(w)"+! 2m | J5m,, (P(w) — 2)wrt!
1
<7y sup —_———
fwl=rs [¥(w) — 2[ry ™!
1 1

=— sup ——.
TS Jwl=ry [P (W) — 2|

Da ¥(w) — oo for ro — oo, gar denne normvurdering mod nul, hvormed integralet
er nul. Saledes fas

og dermed for A € B(H), hvor o(4) C Q,

hvilket var det gnskede. O
Folgende satning er en udvidelse af den venstre ulighed i Kreiss’ matrixseetning,
seetning 2.16, og benytter sig grundlaeggende af samme ide.

Seetning 3.11

Lad A € B(H). Givet Q C C, hvor sup,, || F,(A)|| er endelig, geelder o(A) C €, og

K(2) < sup [|[F,(A)].
n>0
Bevis

Forst vises o(A) C Q. Antag omvendt, at der eksisterer et A € o(A4) N Q°. Der
gelder o(p(A)) = p(c(A)) for et vilkarligt polynomium p ifglge spektralafbild-
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__?i@%)

Figur 3.1: Illustration af kurverne i beviset for lemma 3.10.

ningssatningen [Reed og Simon, 1980], og dermed fas ifplge spektralradiusformlen,
[Reed og Simon, 1980], at supye,(a) [P(A)| = supyco(pea) 1Al < lIp(A)]]; og dermed
specielt, at |F,(A)] < ||Fn.(A4)|. Dermed geelder sup,,~q |[Frn(A\)| < sup,,>o | Frn(4)],
hvilket viser, at venstresiden er endelig. Tillige gelder ifplge seetning 3.6, at
lim, oo | F(V)]Y™ = |®(N)], og da |®(N)| > 1, ma der gaelde sup,,q |F(\)] = oo,
hvilket er en modstrid, og dermed er J(A) C Q. Ifglge lemma 3.10 geelder

[Ra(z n+1 [En(A)]
(2)
: (Sup'F ) |56 | e
|2'(2)]
= ————sup ||F.(4)],
o - 15 A
og dermed
[RA(2)[I([®(2)| = 1)
<sup ||F.(A)|,
e el
hvormed det gnskede opnéas ved at tage supremum over z. O

Ovenstaende sztning findes i en analog udgave med vilkarlige polynomier i stedet
for Faberpolynomier. For at vise dette kraeves fglgende tekniske lemma.

Lemma 3.12
Lad {pi }r>0 veere en fplge af polynomier, sd py, er af grad k. Da eksisterer konstanter
Qkj, sa

k
A) =" ar Fi(A). (3.14)
Jj=0

Lad nu a vaere den nedre trekantsmatrix a = [akj]n+1Xn+1 bestaende af koefficienter
til de n + 1 forste polynomier, og lad b = [byj]n+1xn+1 betegne dens inverse. Da
galder

A) = ijkpk(A)~ (3.15)
k=0
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Bevis
Ligning (3.14) er akvivalent med
[po(A) Fo(A)]
: =a :
[ Pn(A) Fo(A)]
Hvis a er invertibel med invers b = [by;]nt+1xn+1, geelder dermed
[ Fo(A) Po(A)]
: =b : .
LFn(A) Pn(A)]
Da b ogsé er en nedre trekantsmatrix, giver dette (3.15). O

Hvis p,, veelges til F),, giver nedenstaende satning samme resultat som satning 3.11.
Det ses, at hvis p,, har netop grad n for alle n, sa eksisterer b, men dette sikrer ikke,
at ||blly := sup;>¢ Y j—o |bjx| er endelig.

Saetning 3.13
Lad {pn}n>0 vare en fplge af polynomier, si p, er af grad n, og lad a og b vare

defineret som i lemma 3.12. Hvis der endvidere geelder ||b||; := sup, >, Zi:o bjk| <
00 08 SUp, > ||Pn(A)| < oo for A € B(H), da geelder

() < bl sup [ (4]

Da geelder, at sup,,~q || Fr(A)|| < oo, og endvidere er o(A) C Q.

Bevis
Ifplge lemma 3.12 geelder

Fj(A) =Y bjnpa(A),
n=0

og dermed

n

£ < (sup ()1 ) D
= k=0

Ved at tage supremum over j opnas
J
sup | F5(A)]| < sup [pa(A)| sup Y [bjel,
J>0 n20 720,

og dermed gelder ifglge saetning 3.11, at o(A) C Q, og
K() < sup [P (A)[I[B]1- O

At beregne Kreisskonstanten kraever kendskab til afbildningen ®, og det kan derfor
veere en beregningsmaessig fordel at benytte uligheden K() < 2K(Q) givet i seet-
ning 2.31. At bestemme den numeriske veerdimaengde kan ggres hurtigt og numerisk
stabilt, sa hvis man kan bestemme et r > 1, s& W(A) C Q,, kan K(2,) erstattes af
2 i den fglgende s@etning, jf. setning 2.12.
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Satning 3.14
Hyvis p, er et polynomium af grad hgjst n, og F, er Faberpolynomiet af grad n
hagrende til ), gaelder

(@) [lpn(A)] < e(n + 1)rmK(Qr)[[pnlla
(i) [[Fn(A)] < e(n+ 1)rmL (),

[ (A

og hvis sup,, > L er endeligt, gaelder

rn

(iii) /C(QT) < SUp, >0 M

rn

Endvidere geelder

_ o RaG)([2(z)[ =)
K<) = :;1{12)7% (2] )

Bevis
Da o(A) C Q C Q,, gelder ifplge saetning 3.4, at ||p,(A4)] < e(n + 1)K(Q)|Ipn .,
og dermed fas ifplge Bernsteins lemma, lemma 3.3,

o (A < e(n + D)r"K(2)[[pallo;

hvilket er punkt (i). For at vise punkt (ii) og (iii) benyttes, at afbildningen givet

i Riemanns afbildningssatning, setning 1.61, hgrende til €2, er %'). Det vises, at

?: Q8 — Ei er en bijektion, hvormed det gnskede er opfyldt. For z € Q¢ gaelder

[@(2)] 20)

>~ =1, og da ® er bijektiv, er injektiv, og der eksisterer for ethvert w €

Bj et z € Q°, sa ®(z) = rw. Bemaerk, at z € QF, da [w| > 1, og dermed er 2&) = 4,

o) !

T

hvormed er bijektiv. Lad i resten af beviset o betegne Faberpolynomiet af

grad n hgrende til Q, og ESQ"') betegne Faberpolynomiet af grad n hgrende til €Q,.
Da F,(LQT) er polynomialdelen af (dz + dT" + % + )", geelder r”F,(LQT) = F,S”). Da

giver satning 3.9, at ||F,(LQT)(A)|| <e(n+1)K(Q,), og dermed er
IESD (A < e(n+ 1)r"K(Q),

IFS Al
por

hvilket er punkt (ii). Hvis sup,>g = sup,> ||F7SQ")(A)|| er endelig, fas
punkt (iii) direkte af sztning 3.11.

40)

Da den konforme afbildning hgrende til €2, er ==, gaelder
|RaAG)I (2 - 1) [RAGI(2()] 1)
K(9,) = \ - A . 0
() = sup e T )

r

3.2 Resultater for endeligdimensionale rum

I dette afsnit bevises nogle udvidelser af Kreiss’ matrixsatning, der kun gaelder
for operatorer pa endeligdimensionale Hilbertrum. Saledes vil A € B(H) ofte blive
betragtet som en matrix pa CV. For disse resultater bliver det afggrende, hvor glat
O) er. Afsnittet er baseret pa [Toh og Trefethen, 1999].
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Den totale rotation, V', af +: [a,b] — C\ {0}, hvor ~v(¢) = y1(t) + iv2(t), defineres
som den totale variation af en kontinuert determination, 9, af argumentet langs ~.

Dermed er
)| at = / Iw Nn®r@)]
+72(t)

For en udvidet definition af den totale variation, se [Conway, 1978].

dt

Lemma 3.15
For f € H(Q°) gaelder

/ W (w)? (U ()] [duo] < / |0 (w) £ (T ()]
OB, OB

27
d
\IJ it
+ /0 (re")— pr
for alle r > 1, hvor h(re't) = 9(re!* W (re')? f'(¥(re'))), hvor ¥ er en kontinuert
determination af argumentet. Bemaerk, at bade W' og V" er afledede i kompleks
forstand, mens h kun er reelt differentiabel.

[h(re™)If (W (re™))| dt

Bevis
Bemerk, at da |w| = r > 1, er integralet pa venstre side veldefineret. Da gaelder

27
[ W @p el = [ 19 et et ire e
oB, 0
27
:/ ||| W (re)2 £/ (U (re't))re't|dt
0
27 "
— / _,L-2\Ij/(,reit)Zf/(qj(reit)),reitefih(re’ )dt,
0
hvor h(re') = 9(W/(re)2 f/(U(rett))re'). Saledes fas
27 ” )
| W rr el = i [ wrete e L et d
oB, 0 dt
og ved delvis integration opnas

[ wrs el |
9B,

2m

\I,//(Teit)ireite—ih(re”)f(q/(,reit))dt

o 10 ity —ih(reit) 4 it it
+/O T’ (rett)e )%[h(re (U (re ))dt’

< /8 ) ()

27
+/
0

hvilket er det gnskede. O

() gy Ilre (e )t

Folgende to lemmaer er anfgrt uden bevis. For bevis, se [Toh og Trefethen, 1999].

62



“master” — 2009/6/3 — 10:27 — page 63 — #69

3.2. RESULTATER FOR ENDELIGDIMENSIONALE RUM

Lemma 3.16
Ladr = o veere en rational funktion, s p og q er polynomier, hvor p er af grad hgjst
N —1 og q er af grad N. Hvis q ikke har nogen rgdder i ¢, da galder

/277 d
0

dt
for alle o > 1, hvor h(ge™) = J(0e" W' (ge™)?r' (¥ (ge'))), og V, er den totale rotation
af C,.

h(oe™)|dt < (4N + 1)V,

Lemma 3.17
For ethvert o > 1 gaelder

"
/ ‘\I//(w)‘ |[dw| < e <1+arcsinh <Q+1>) ,
o, | V' (w) 77 o—1

hvor V,, er den totale rotation af C,.

Lemma 3.18

For A € B(H), hvor dimH = N < oo, og u,v € H, geelder, at funktionen givet ved
r(z) = (u, Ra(z)v) er en rational funktion, der kan skrives som r = 2 hvor p er et
polynomium af grad hgjst N — 1, og q er det karakteristiske polynomium for A, og
dermed af grad N og med rgdder i o(A).

Bevis

Ifglge |Reed og Simon, 1980, Theorem I1.7| er ‘H isomorf med CV ved en uniteer
operator. Det er dermed tilstraekkeligt at vise resultatet for CV. Da Ra(z) = (A —
2I)~1 gealder ifslge Cramers regel [Lay, 2002], at Ra(z) = (det(A — 2I))~!R, hvor
R = [rijlnxn, og rij = (—1)" det((A — zI);;), hvor (A — 2I);; er matricen hgrende
til operatoren A — zI, hvor raekke j og sgjle i er fjernet. Bemeerk, at ¢ = det(A — 21)
er det karakteristiske polynomium for A, og at r;; er et polynomium af grad hgjst
N — 1. Da gelder for u = (u1,...,uny) og v = (v1,...,vN), at

(u, Ra(2)v) = ¢~ ' {u, Rv)

N N
—1 _
=q E (73 E vjrij
i=1 j=1

—

q
hvor p = Zivzl Z;VZI w;v;r;; er en sum af polynomier af grad hgjst N — 1. O
Saetning 3.19

Lad A € B(H), hvor dim’H = N < oo, og o(A) C Q. Lad V, betegne den totale
rotation af C,. Da gaelder for allen > 0

KV, 1
IE (A € S (AN 14 a),
2m
hvor
2 / \I’”(w)‘ 4 .
oy = - dw| < —(1 4 arcsinh(2n 4 1)). (3.16)
Virs fooss | W) | 1155 )
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Bevis
Der geelder ifplge lemma 3.7, at
-1

=5 wRA(Y(w)) ¥’ (w)dw
0B,

F.(4)

for o > 1. Lad u,v € H opfylde ||u| = ||v]] = 1. Da galder

(1, Fy(A)v) = — /a (@) ¥ (w)dw,

" 2mi

hvor r(z) = (u, Ra(z)v) er uden poler i Q¢ ifglge lemma 3.18. Delvis integration giver

2rmilu, Fy(A)v) = nil /8 ) wn+1%[r(\ll(w))\1ﬂ(w)]dw,

og dermed er

27| (u, Fn (A)v)| < ot (/ |r’(\If(w))\I/’(w)2lldw|+/ IT‘(‘I’(w))‘I’”(w)ldW>-
0B, OB

n+1 )

Da kan lemma 3.15 benyttes, s&

QnJrl 2
<
2, Fa(A)o)] < £ (/O

dmwwnvwww@@wnht

dt

+2L¥|mwmwm%wnmU)

Qn+1 ,

< T I (W) ¥ (w) o,
. 27 d eit \IJ”(U/) w
(/O hlo )dt+2/aBg wm"d |>,

hvor h(ge™) = J(0e™ W' (pe')?r' (¥ (pe'))). For alle w € OB, eksisterer et z € C,, si
w = ®(z), og dermed er

sup  [(u, Ra(¥(w))v)¥'(w)]

sup |(u, Ra(2)v)¥'(2(2))|

weDB, zeC,
IRA(2)]
= 20 w0
_ U IRa@I0RE)] -
T o—1.e 19/(2))]
< kKO
<o
Da geelder
0" E(Q) Tl v
2ﬂ@uEAAWHS(n+1xQ_1)<A Zohie )dv+gé& WW@‘M 0.
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Vaelgnu o =1+ % Da fas ifglge lemma 3.16

n(1+ 1)"HE(Q)
n+1

27| (u, Fa(A)) AN+ 1)V +2

— 1
|w|=1++

\I]//(w)
W%M‘WM>

n(l+ LK@V,
ARy
n+1
U’ (w)

) |dw|. Bemerk, at uligheden i (3.16) opnas vha.

2
Vig1 f|w|:1+%

lemma 3.17. Da den reelle funktion z +— (1 + 271)* er voksende mod e, fas
eV 1
{w, Fu(A)v)] € ———=

Velg nu u = || F,(A)v|| 71 F,(A)v, og tag supremum over ||v|| = 1. Derved opnés det
gnskede. 0

hvor «,, =

(AN + 1+ ap).

Der er endnu ikke givet en gvre graense for || F},(A)]|, der er uatheengig af n. Fglgende
resultat er af denne type, men forudsaetter, af 0 er passende glat.

Saetning 3.20
Lad A € B(H), hvor dim’H = N < oco. Antag, at o(A) C Q, og 9Q er C?. Da geelder

sup [[F(A)|| < CaeNK(9),
n>0

hvor Cq er en konstant.

Bevis
Ifplge saetning 3.19 geelder

el(Q)
[Fn.(A)] < <4NV1+,,1L + V1+% +2/ ' (w)

2m w|=1+1

v (w) ’ |dw|> .

Ifplge [K6vari og Pommerenke, 1967, s. 197] vokser V1 mod V, nar n vokser. Ifglge
[Gilbarg og Trudinger, 1983, Theorem 6.19] udvider ¥’ og ¥” kontinuert til 92, nar

denne er C?. Daer M = max;<|y|<2 ‘%’ endelig, og der geelder saledes || F,, (A)]] <
elC(Q)NCq, hvor

1
NCq = 5~ (4N + 1)V +47M). O
T

De to ovenstaende satninger kan, analogt med saetning 3.14, skaleres til €2,.. Beviset
forlgber ogsa analogt ved at benytte r"Fr(LQ"') = FT(LQ). Dette kan f.eks. vaere en fordel,
hvis C, har mindre total rotation end 9. Selvom C, = ¥(9B,) er en C%-kurve, er
det ved skalering ikke muligt at give en graense, der er uafthaengig af n, da skaleringen

giver en faktor r”.

3.3 Rational ydre afbildning

I dette afsnit vil Kreiss’ matrixsaetning og Faberpolynomierne blive kadet
sammen med Chebyshevpolynomier, og beregneligheden af Faberpolynomier
og Kreisskonstanten kommenteres ogsa. Afsnittet er baseret péa [Liesen, 2001],
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[Toh og Trefethen, 1999], [Mason og Handscomb, 2003] og [Achieser, 2003]. Kun
nar ) er glat, er der indtil videre givet en gvre graense, der er uafheengig af n,
analogt med satning 2.16. Her gives en anden graense, der gealder, hvis W er en
rational funktion.

Saetning 3.21
Lad A € B(H), hvor dimH = N < oo, opfylde, at c(A) C Q. Hvis den ydre atbildning
hgrende til ) er pa formen

Cm, wm+1+umwm+.+uo

C
\I/(w)zcw—‘rCo-i-*l‘F""‘l‘im: — , (3.17)
w w rw

galder
sup | F(A)]| < eNK(Q),
n>0

hvor N = max{(m + 1)N, (N + 1)m + 1}.

Det ses af raekkeudviklingen af ¥ i szetning 1.61, punkt (iv), at dette svarer til ¢,, =0
for n > m, og at v = ¢!, der er positiv.

Bevis
Fra lemma 3.7 fas

-1

" 2mi

F.(A) /63 w" U (w)Ra(¥(w))dw

for £ > 1, og dermed for enhedsvektorer u,v € H

(1, Fp(A)) = — /8 ) (9w,

" 2mi

hvor r(z) = (u, Ra(2)v) = 522 er en rational funktion, hvor p er af grad hgjst N —1,

og q er af grad N ifplge lemma 3.18. Ved delvis integration opnéas

2mi({u, F,(A)v) = n—li— . /85 w”+1%[\1//(w)r(\11(w))]dw,

og dermed

n+1
2o By < 2 [ VR o),

hvor R(w) = ¥'(w)r(¥(w)). Af (3.17) ses, at U er en rational funktion, hvor graden
af taellerpolynomiet er m+ 1, og graden af nezevnerpolynomiet er m, hvormed ¥’ ogsé
er en rational funktion, og ved udregning ses, at bade teller- og navnerpolynomiet
kan valges af grad m + 1. Saledes er R = £ en rational funktion, hvor p er af grad
hgjst m+1+(N—-1)(m+1) = (m+1)N, og x er af grad m+1+Nm = (N+1)m+1.
Da gelder ifglge [Spijker, 1991], at faBk |R (w)]|dw]| < 27TN||R||aBk. Der gaelder

[Rllop, = sup [¥'(w)(u, Ra(¥(w))v)|

|w|=k

< sup W (2(2))|| Ra(2)]|

L [Ra(2)[(12(2)| = 1)
k-1 2€C} |CI)/(Z)|

66



“master” — 2009/6/3 — 10:27 — page 67 — #73

3.3. RATIONAL YDRE AFBILDNING

_K®
k-1
Saledes gaelder
4 fn+1 -
< —m .
(A} € sy V()

Velg nu k = 1+%. Da fas
IF(A)] < eNK()

ved at veelge u = || Fy, (A)v|| =1 F, (A)v og tage supremum over ||v| = 1. Da hgjresiden
er uathengig af n, fas det gnskede. O

Polynomierne p og g defineres nu ved

m+41 m ..

q(w) vwm™

Det ses, at p og ¢ ikke har falles faktorer. Hvis z € Q,., og w er rod i p(w) — zq(w),
geelder ¥U(w) = z, og dermed |w| < r. En sadan rod noteres w;(z). Der eksisterer
fglgende faktorisering
I(2) I(z)
p(w) = zq(w) = [T(w —w;(z))™?, m;(z) €N, Y my(z) =m+1.  (3.19)
j=1 j=1

Lemma 3.22
Med konventionerne (3.19) opfylder Faberpolynomiet af grad n hgrende til Q folgende
1(2)
F.(z) = ij(z)wj(z)” forn >1,
j=1

nar ¥ er pa formen (3.18).

Bevis
Givet z € Q, bestemmes w, s& |w| > r. Lad f veere en kontinuert determination af
logaritmen. Da fas

Viiw) d

T T
_ % ; (p(IU)qEMZ)Q(w)>
— e Tplw) — zaw) - 1o r (1)
-4 ﬁ Fltw = wy(2)™) = L pam)
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2w, )/u
1 w;(z)" m
_E, m](z)z ot w
j=1 n=0

Bemeerk, at da |w;(2)| < |w]|, er reekken absolut konvergent, dermed kan summerne
ombyttes. Saledes fas

Vi) S Sw)" m
T(w) > —;mj<z>2 e .

n=0

00 )

n —(n m

=3 | X mi@wy ) | w2
n=0 \j=1

Ved at sammenligne med (3.5) fas resultatet. O

Chebyshevpolynomier

Nogle rationale funktioner af ovenstaende type har forbindelse til Chebyshevpolyno-
mier, som defineres her. Nogle karakteristiske egenskaber for disse skal ogsa bevises.

Definition 3.23 (Chebyshevpolynomier)
Chebyshevpolynomiet T, (x) af grad n defineres for x € [—1,1] ved

T, (z) = cos(n#), hvor x = cosb,
eller sekvivalent
T, (z) = cos(n arccos(z)).

Det er ud fra definitionen ikke tydeligt, at 7;, er et polynomium. Dette vises i en
saetning for sig, hvorefter andre egenskaber udledes.

Saetning 3.24

Chebyshevpolynomiet T,, er et polynomium af grad n.

Bevis
Det ses, at saetningen geelder for n = 0 og n = 1. Det vises, at cos(nf) er et polyno-
mium i cosd. Hvis n = 2k, geelder

cos(2kf) = 2cos(kf)* — 1,
hvilket giver det gnskede, og hvis n = 2k + 1, geelder
cos((2k + 1)0) = cos(2k0) cos 6 — sin(2k0) sin 0
= cos(2k0) cos 0 — cos((2k — 1)0) + cos(2k6) cos b,
hvilket viser det gnskede. O

Den sidste udregning i beviset kan omskrives til

cos(nd) = 2 cos @ cos((n — 1)0) — cos((n — 2)6).
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For x = cos § fas dermed rekursionsformlerne for Chebyshevpolynomierne
To(x) =1, Ti(z)=u,

T, (x) = 22T _1(z) — Th_o(x) for n>2. (3.20)

Det ses heraf, at hgjestegradskoefficienten er 2”1 for n > 1, og at T}, er hhv. lige og
ulige, nar n er hhv. lige og ulige. Rgdderne er givet ved nf = 3 + jm, eller akvivalent

i1
x:cos((an)ﬂ), for j € {1,...,n}.

Dette giver netop n forskellige rgdder, og dermed alle rgdderne i C. Tilsvarende
kan ekstremumspunkterne for « € (—1,1) beregnes ved 0 = - cos(narccos(z)) =

%, og dermed n arccos x = jm, eller aekvivalent

xzcos(jﬂ-), for je{l,...,n—1},
n

og da T;, er et polynomium af grad n, ma dette veere alle ekstremumspunkterne i C.
Det ses, at veerdien i disse punkter er &1, hvilket er det absolutte maksimum for T,
pa intervallet [—1,1]. Bemerk, at ekstremummet ogsd antages for x = £1, hvilket
svarer til hhv. j =0 og j = n.

I definitionen af Chebyshevpolynomier forudsaettes, at « € [—1, 1], men polynomi-
erne kan naturligvis betragtes som funktioner af en kompleks variabel. Chebyshev-
polynomierne kan ogsa udledes ved at betragte enhedscirklen i det komplekse plan,
hvilket ogsa vil bidrage til at udlede sammenhangen mellem Chebyshevpolynomier
og den ydre afbildning hgrende til en ellipse, og dermed Faberpolynomier.

Betragt et w = cos + isin 6 med realdel cosf = 5 + 2%) = z. Saledes gaelder for
w pa enhedscirklen

w" 1
2 * 2wm
Derfor kan Chebyshevpolynomierne ligeledes defineres ved, at der for w pa enheds-
cirklen geelder

= Rew™ = cos(nb) = T,,(2).

w" 1 w 1
To(z) = % 4~ hvor @4 — — 2. 321
(2) = 5+ g Wvor 5+ 5 =2 (3.21)

Ekstremumspunkterne for Chebyshevpolynomier kaldes Chebyshevpunkter, og det
ses, at punkterne ligger tattere i enderne af intervallet [—1,1], da punkterne kan
betragtes som projektioner af punkter, der er skvidistante pa enhedscirklen, ned pa
den reelle akse. Benyttes disse som interpolationspunkter, svarer dette til en hgjere
vaegtning mod intervallets endepunkter.

Inden der udledes en sammenhaeng mellem Chebyshevpolynomier og Faberpoly-
nomier, vises en af Chebyshevpolynomiernes vigtigste egenskaber ved hjelp af de
folgende to s@tninger. I det folgende betegner || - || supremumsnormen pé [—1, 1],
og et polynomium siges at vaere monisk, hvis hgjestegradskoefficienten er 1.

Satning 3.25
Lad P,, betegne maengden af moniske polynomier af grad n med reelle koefficienter.
Der eksisterer et polynomium T, € Py, sa

H=inf |pllec = [|T0]oe. 3.22
pg;)anll 17| (3.22)
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Bevis
Lad {p,} vaere en fglge i P, sa ||p;|lcc — H for j — oo. Der eksisterer et K > 0, sa
der for store j gaelder

H < |pjlls < K.

For p;j(z) = 2" + ay—1;2" "1 + -+ + ao; er folgen {ax ;};>1 dermed begrenset for
k € {0,...,n — 1}. Saledes eksisterer der en konvergent delfplge ay ;,, og dermed
kan der konstrueres en diagonalfglge, sa ax,j, — ar oo for i — oo og for alle k €
{0,...,n—1}, og dermed geelder {p;,} — p, hvor p(x) = 2" +an—1,002" 4+ -+0a0,00-
Da lim [[pj, |oc = lim [[pj oo = H, geelder

[Plloe < llPjilloe + [P — Py

og dermed fas ||p|lcc < H ved at lade i — oo. O

o0y

Saetning 3.26

Det polynomium T,,, der opfylder (3.22), er entydigt bestemt ved, at polynomiet skal
antage sit absolutte maksimum ||T, ||~ mindst n+ 1 gange med skiftende fortegn pa
intervallet [—1,1].

Bevis

Antag, at p opfylder (3.22), men kun antager sit maksimum N < n + 1 gange. Da
eksisterer et a > 0 og en opdeling —1 = & < & < -+ < &y = 1, sa der geelder
skiftevis

—H <p(z)<H-a forzel{_1,&] (3.23)
—H+a<p(x)<H for z € [¢-1,&;]. (3.24)

Definer nu polynomiet g(x) = (x — &) -+ (x — En—1), som er af grad hgjst n — 1.
Det ses, at dette skifter fortegn ved hver rod. Betragt nu polynomiet p(z) + wg(x)
for w € R, som er monisk og af grad n. Valg w, sd wq(z) er positiv i intervaller af
typen (3.23), og dermed negativ i intervaller af typen (3.24). Tillige veelges w sa lille,
at |wq(x)| < § for x € [-1,1]. Da geelder for begge typer intervaller

—H + 5 < p(a) +wala) < H -3,
hvormed p ikke kan opfylde (3.22). Bemerk, at for n > 1 svarer n + 1 ekstremums-
punkter til, at det absolutte maksimum skal antages i £1, hvor der ikke ma geelde
p’ = 0, og derudover skal polynomiet antage sit absolutte maksimum, hver gang
p’ = 0, hvilket medfgrer, at p har n rodder i [—1, 1], og at det absolutte maksimum
ma antages med skiftende fortegn.

Det skal nu vises, at polynomiet bestemmes entydigt ved ovenstaende egenskab.
Antag derfor omvendt, at bade p og ¢ opfylder (3.22). Begge polynomier ma derfor
antage sit absolutte maksimum mindst n + 1 gange. Antag uden tab af generali-
tet, at p antager sit absolutte maksimum oftest, og benavn ekstremumspunkterne
Aly.. .y AN, hvor N > n + 1, og definer A(z) = p(z) — g(x). Det skal nu vises, at A
er nulfunktionen. Det ses, at hvis A();) # 0, har A(\;) samme fortegn som p(X\;).
Det vil sige, at hvis A();) # 0, 0og A(Aj+1) # 0, sa eksisterer der et nulpunkt mellem
dem. Tilsvarende, hvis der gaelder A(\;) #0, 0g 0 = A(Aj41) =--- = A(Aj+x), men
A(Njtr+1) # 0, eksisterer der mindst k nulpunkter mellem A; og Ajyr41. Saledes
har A mindst n nulpunkter, men da det er et polynomium af grad hgjst n — 1, da p
og q er moniske, er det nulfunktionen. O
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Korollar 3.27
Lad T,, betegne Chebyshevpolynomiet af grad n. Da er 2'~"T,, monisk og opfylder

inf [lploc = 21T

Simpel ydre afbildning
I dette afsnit antages det, at ¥ er pa formen

w? + pw + o
vw '

U(w) = (3.25)

For omrader med sddanne ydre afbildninger er Faberpolynomierne skalerede Che-
byshevpolynomier, som det vises i den fglgende satning. Rekursionsformlen svarer
til den ssedvanlige for Faberpolynomier (3.9) i tilfeeldet, hvor den ydre afbildning
er pa formen (3.25). Bemark, at for ¥ pa formen (3.17) har rekursionsformlen for
Faberpolynomierne m + 1 trin.

Saetning 3.28
Lad U veere pé formen givet i (3.25). Faberpolynomierne hgrende til ) er givet ved

Fu() = 2(y/ii0)" T, (2@7“)

for n > 1, hvor T,, betegner Chebyshevpolynomiet af grad n.
Endvidere kan Faberpolynomier bestemmes rekursivt ved

Fo(z) =1, Fi(2) =2v —p,
Fo(2) = (zv — 1) Fn_1(2) — poFr—2(z) forn > 2.

Bevis
Nar W er givet som i (3.25), geelder ifplge lemma 3.22, at

Fo(2) = wi(2)" + wa(z)" for n > 1. (3.26)
Da p(w) — zq(w) = w? + (u1 — 2v)w + po, geelder
wy(2) +we(z) = 2v — g
w1 (2)wa(z) = po

Definer (;(z) = wjfl(j)) for j € {1,2}. Der kan ikke gaelde pp = 0, da p og ¢ i s fald

ville have en felles rod i z = 0, hvilket er en modstrid. Der gaelder ¢;(2)(2(z) = 1,
og dermed (1 (2)7! = (2(2). Saledes giver (3.26)
Fa(2) = (Vio)" (G(2)" + G(2)7")
— 2(\/170)71 (Cl(z)n ‘;CI(Z) n)

sy, (S0

hvor (3.21) benyttes. Tilbage star nu at vise rekursionsformlen. For n = 0 gaelder

7



“master” — 2009/6/3 — 10:27 — page 72 — #78

3. KREISS’ MATRIXSATNING

Fo.(2) =1=T,(2), og for n = 1 geelder F,(z) = 2,/10Tx (ZQ"\/_%) = zv — p ifglge

rekursionsformlen for Chebyshevpolynomier (3.20). Denne giver endvidere for n > 2

Ful2) = 2(/0)" T, (W‘uﬁ)

w65 (522) 7 (32)
= (o= )2 T (S ) 2 T ()

2/Io 2o
= (zy — ,Ul)Fn—l(Z) - MOFn—Q(Z)' =

Ydre afbildning for ellipser

Det er i det foregaende forudsat, at den ydre afbildning er af passende grad. Det
vises nu, at der findes en klasse af interessante omrader, der faktisk opfylder dette.
Betragt afbildningen

1
U(w) = gw—i—% for r > 1.
Den afledede er ¥'(w) = 5 — 5=, og dermed er ¥ konform for w # +1. For w = ¢
geelder
. ro 1.
i 0y L if = —ib
(") 5¢ + o
— " (cos + isin) + —(cos0 — isin)
= 5(cosf +isin 5, (cos 6 —isin
1 1
= (; + 27’) cosf +i <; — 27") sin 6, (3.27)
hvilket netop er en parametrisering af ellipsen med halvakser (4 + 5-) og (5 — &)-

Saledes er billedet af enhedscirklen under W en ellipse med brandpunkter

:I:\/§ + ﬁ + % - (% + ﬁ - %) = =£1. Bemark, at hvis r = 1, giver (3.27),
at ¥(e') = cosf, hvormed billedet af enhedscirklen bliver linjestykket [—1,1].

Ovenstaende udregning kan gentages for ke' for alle k& > 1, hvilket, viser, at billedet

af By, bliver ellipsen med brandpunkter +1 og halvakser (%’ + ﬁ) og (% — ﬁ)
Dette viser, at billedet af E(lz under W er givet ved
. u? v? o,
utiv: ———a s >1 for r > 1 eller {u +dv:u” > 1} for r =1.
G+ G-3)

Lad nu ¥ veere defineret for |w| > 1. Der geelder 2 = ¥(w), hvis og kun hvis r?w? —
2rzw + 1 = 0. Da konstantleddet er 1, har dette enten to lgsninger pa enhedscirklen
eller en lgsning uden for og en inden for. Lgsningerne er pa formen w = %z—l—%\/ 22 — 1.
Da w ligger pa enhedscirklen, hvis og kun hvis z ligger pa ellipsen, vil der for z uden
for ellipsen eksistere et entydigt bestemt w uden for enhedscirklen, s z = ¥(w).
Endvidere vil w vaere pa formen w = %z + V22 — 1. Det kan vises, at der eksisterer
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en rekkeudvikling
1/2
z+ 1_2z+§ </> 122k for |2 > 1. (3.28)

Det skal nu vises, at dette er den rigtige gren af kvadratroden, dvs. at
2z + 222021(—1)’“(1,42)2*% ligger uden for enhedscirklen. Det er nok at vise dette
for |z| > 2, da funktionen er analytisk for alle |z| > 1. Der geelder

’(_1)k<11/€2> 3G DG - k- 1)

k!
da normen af den k’te faktor er mindre end k, og dermed

(o) 1
1/2\ o B |2
< fr— .
D O e e

k=1

<1,

Saledes fas

1/2
22+Z (/) 1-2k 22|z|—| ||2z| 1
212 _

for |z| > 2, hvilket var det gnskede. Reekken (3.28) opfylder kravene til Riemanns
afbildningssaetning, saetning 1.61, hvilket viser, at ¥ er den ydre afbildning for ellipsen
med halvakser (5 + 5-) og (5 — 3:). Da ¥ er en rational funktion pa formen (3.25),
geelder fglgende saetmng

Saetning 3.29

Lad Q betegne ellipsen med halvakser (5 + 5=) og (5 — 5=) for et r > 1, eller i
gransen r = 1 intervallet [—1, 1]. Faberpolynomiet af grad n hgrende til Q er givet
ved

F,(z) =2T,(rz).
For A € B(H), hvor dim'H = N < oo, geelder
sup [|F, (A)]| < eNK(€), (3.29)
n>0

hvor N = max{2N, N + 2}, og endvidere

sup [T, (A)]) < K ([-1,1)

n>0

Uanset dimensionen af H gaelder

e(n+1) _
1T (] = =———K([=1,1]) < e(n + E([~1, 1)). (3.30)
Bevis S,
Da den ydre afbildning for Q er givet ved ¥(w) = Lw + 5= = “2H galder ifplge

saetning 3.28, at F,(z) = 2T, (rz), og (3.29) fas ved indseettelse af m = 1 i saetning
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3.21. For r = 1, svarende til Q = [—1,1], geelder F,,(2) = 2T}, (2), og dermed ifglge
seetning 3.21

eN
sup [T,(4)] < 2K ([-1,1),
n>0
og tilsvarende fra sztning 3.9 og sztning 2.31 fas (3.30). O

Kommentarer til normvurderingerne

Der er gennem dette kapitel givet en raekke resultater angaende normvurderinger for
forskellige operatorer. Disse resultater sigter efter to ting, nemlig at generalisere de
oprindelige resultater fra Kreiss’ matrixsaetning, saetning 2.16, side 36, og generelt at
give normvurderinger for en stgrre klasse af operatorer. De fleste af resultaterne er
for Faberpolynomier, der generelt er svaere at beregne. For eksempel kan Faberpoly-
nomier bestemmes vha. rekursionsformlen (3.9), selvom der for en raekke omrader,
f.eks. ellipser, findes lettere mader at bestemme dem pa. Tilsvarende er generali-
seringen af Kreisskonstanten heller ikke sarlig beregningsvenlig. En noget simplere
normvurdering er f.eks. fplgende fra [Trefethen og Embree, 2005, s. 139], der benytter
pseudospektrer.

Saetning 3.30
For A € B(H) med pseudospektralradius r-(A) = sup,¢,_a) |2| geelder

A< =Y max (5(re®)

€ tel0,27]

for alle e > 0 og f € H(B,.).

Bevis
Da o(A) ligger inden for B,_4), geelder ifglge Dunfordkalkulen
1
IF (AN = 5~ f(z)Ra(z)dz
T ||/ 0B (4)
<r.(A R
sre(d) | max [N Ra(2)]]
A
] 0

€ z€0B,_(a)

Det ses af beviset, at dette resultat kan skarpes ved at valge en kurve, der ligger
teettere omkring pseudospektret, men grundet simpliciteten er ovenstaende valgt.
Ved hjzlp af setning 2.31 og setning 2.13 kan satning 3.4 skrives som

—
dist(o.(A),
Ipa(A)] < 26(n -+ 1) ol s %
€

som jo er klart mere kompliceret.

Dog er der ingen oplagt made at lave en generel normvurdering for en fglge af
polynomier af stigende grad, der er uathzengig af graden. Resultaterne angaende
Faberpolynomier opnar dette i nogen grad, og generaliserer dermed Kreiss’ matrix-
saetning pa en made, der er fint i trad med den oprindelige, dog er atheengigheden af
omradet blevet mere eksplicit, men at afgraensningen af en givet operators spektrum
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indgar i en normvurdering, er selvsagt ngdvendigt i en eller anden form. Der er ik-
ke opnaet en generel dobbeltulighed for sup, > |[pn(A)||, men en sadan ulighed kan
heller ikke forventes for operatorer med spektrum uden for enhedscirklen.
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KAPITEL 4

CHEBYSHEVDIFFERENTIATION

Dette kapitel omhandler Chebyshevdifferentiation som et eksempel pa spektral dif-
ferentiation. Metoden beskrives, og forskellige egenskaber ved Chebyshevdifferen-
tiationsmatricer vises. Desuden betragtes forskellige implementeringer i Maple og
MATLAB, og pseudospektrer for Chebyshevdifferentiationsmatricer bade uden og med
graensebetingelser undersgges.

Kapitlet er baseret pa [Jensen, 2008, afsnit 9.2], [Trefethen, 2000, kapitel 6] og
[Trefethen og Embree, 2005, §30]. Til at udfgre beregninger og fremstille figurer er
der anvendt Maple 12 og MATLAB 7.6.0 (R2008a) med toolboxen EigTool, version
2.04 fra 20. december 2002. Der er ogsa udgivet en version 2.1 beta af EigTool den
16. marts 2009, men da dette er en betaversion, er der her anvendt den sidste stabile
udgave, version 2.04.

4.1 Chebyshevdifferentiationsmetoden

I numeriske beregninger indgar ofte numerisk differentiation, hvor den afledede af en
funktion approksimeres ved en diskretisering. Et eksempel pa anvendelse af numerisk
differentiation er numerisk lgsning af differentialligninger, hvor man er interesseret
i at approksimere den afledede af en funktion i en raekke punkter, hvor man ken-
der funktionsveerdien. Neermere bestemt er der givet en sgjlevektor af punkter x =
(xo,...,zN) og en spjlevektor af funktionsveerdier u = (ug, ..., un), hvor u; = f(z;)
for j € {1,..., N}, og man gnsker at approksimere f'(z;) for j € {1,...,N}.

En type metoder til at lgse denne opgave, som er effektive i den forstand, at der
skal relativt fa punkter til for at nedbringe fejlen i approksimationen, er spektra-
le differentiationsmetoder. Til gengeeld anvender disse metoder punkter, der ikke er
xkvidistante. Det viser sig, at differentiationsmatricer baseret pa et gitter af sddanne
punkter ofte er ikke-normale matricer, hvilket kan have stor indflydelse pa4 metodens
numeriske stabilitet og opfgrsel. Det var blandt andet dette, der i begyndelsen af
1990’erne gav anledning til gget interesse for ikke-normale matricer og pseudospek-
trer.

I det folgende betragtes intervallet [—1, 1], som gvrige intervaller kan transformeres
til ved et variabelskift. Et eksempel pa spektrale differentiationsmetoder er Cheby-
shevdifferentiationsmetoden. I denne metode indgar Chebyshevpunkterne, som er
ekstremumspunkterne for Chebyshevpolynomierne pa intervallet [—1,1], der ifplge
definition 3.23 er defineret som Ty (x) = cos(N arccos(z)). For N = 0, hvor Che-
byshevpolynomiet er konstant 1, og alle punkter i intervallet [—1,1] dermed er ek-
stremumspunkter, er der dog kun det ene Chebyshevpunkt xy = 1. Chebyshevpunk-
terne er som beskrevet pa side 69 givet ved

:Ej:cos%forje{o,...,N}. (4.1)

Argumentet til cosinus, det vil sige jﬁﬂ, varierer fra 0 til 7, hvilket vil sige, at
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— T

el R N
AN AN

0,4+

0,2

Figur 4.1: Chebyshevpunkterne for N = 10.

x; = cos% varierer fra 1 til —1. Da cosinus er strengt aftagende pa intervallet
[0, 7], bliver Chebyshevpunkterne nummereret fra hgjre mod venstre pa den reelle
akse, og af samme grund er de ogsa forskellige. Punkterne % er ligeligt fordelt pa
cirkelbuen af enhedscirklen med vinkler i intervallet [0, 7], hvilket betyder, at Cheby-
shevpunkterne, som er cosinus af disse punkter, ligger med mindre indbyrdes afstand
ved endepunkterne af intervallet [—1,1]. Dette ses pa figur 4.1 for N = 10. Punk-
terne nummereres fra 0, men indgangene i vektorerne og matricerne i for eksempel
Maple eller MATLAB nummereres fra 1. Det er imidlertid kun, nar det er ngdvendigt
eksplicit at tilgd en indgang ved hjxlp af dens nummer, at der direkte skal tages
hgjde for dette.

En anden del af grundlaget for Chebyshevdifferentiationsmetoden er fglgende saet-
ning om det polynomium, der generelt kaldes det interpolerende polynomium. Beviset

er baseret pa [Turner, 2000, afsnit 4.2].

Saetning 4.1
Givet N + 1 forskellige punkter xg,...,xny og N + 1 tilhgrende funktionsvaerdier
ug, ..., uyn eksisterer der et polynomium af grad hgjst N, som interpolerer disse

funktionsvaerdier i disse punkter, det vil sige, at p(z;) = u; for j € {0,..., N}. Dette
polynomium er entydigt bestemt.

Bevis

Hvis der findes polynomier [;(z) for j € {0,..., N} af grad hejst IV, sa

1 forj=k

_ (4.2)
0 forj #k,

Li(wk) = 05k = {

er polynomiet p(z) = Z;VZO f(z;)l;(z) af grad hejst N og opfylder, at p(zx) = f(xx)
for k € {0,...,N}. At p er af grad hejst N, folger af, at p er en sum af polynomier
af grad hgjst N, der hver iszer bliver ganget med en skalar. At p(xy) = f(ay) for
k € {0,...,N}, folger af, at der ved indsattelse af x i udtrykket for p(x) under
udnyttelse af (4.2) fas p(xp) = Z;V:O flx)li(zg) = Z;V:o flz;)0k = f(zx). Nu
konstrueres polynomier, der opfylder (4.2). At I;(x;) = 0 for j # k, vil sige, at x
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er et nulpunkt for I; for k£ # j, hvilket svarer til, at der indgar faktoren x — x, i
l; for k # j. Der er N forskellige veerdier af k, der opfylder, at k # j, s& [; er et
polynomium af grad N givet ved

N
i) =c[](@—a) =cl@—mz0) - (& —zj1) (@ — 2551) - (. — 2n),
=
der opfylder, at [;(zx) = 0 for j # k. For at opfylde den anden del af kravet i (4.2),

skal konstanten c veelges, sa I;(xy) = 1 for j = k. Ved at indseette x) i det netop
fundne udtryk for [;, seette lig med 1 og isolere c fas, at

Dermed er [; givet ved

N
k=0 — X
Moo = )

_ (z—mo) - (x—zj )@ —xj41)- - (z —zN)

H%Q(asj —xp) (@ —@0) (25— @) (25 — @y41) - (25 —aN)

J
Disse polynomier kaldes Lagrangebasispolynomier, og polynomiet p, hvori de indgar,
kaldes Lagrangeinterpolationspolynomiet.

Nu bevises det, at det naevnte polynomium er entydigt bestemt. Per konstruk-
tion er Lagrangebasispolynomierne for et givet sat af punkter og funktionsvaerdier
linezert uathaengige og udspaender vektorrummet Py af polynomier af grad N, og
dermed udggr de en basis for Py. En liste af vektorer i et vektorrum er en basis for
vektorrummet, hvis og kun hvis ethvert element i vektorrummet kan skrives entydigt
som en linearkombination af elementerne i listen. I dette tilfzelde betyder dette, at
Lagrangeinterpolationspolynomiet for det givne seet af punkter og funktionsveerdier
er entydigt bestemt. O

Li(z)

Chebyshevdifferentiationsmetoden forlgber pa fglgende made. Lad der vaere givet
punkter som Chebyshevpunkterne i (4.1) og funktionsveerdier u = (ug, ..., uy). Lad
p veere det entydige polynomium af grad hgjst IV, der interpolerer (x;,u;) for j €
{0,..., N}, det vil sige, at p(z;) = u; for j € {0,..., N}. Sgjlevektoren af afledede
w = (wo,...,wy) bestemmes s ved at tage den afledede af det interpolerende
polynomium i punkterne z;, altsd w; = p'(z;) for j € {0,...,N}.

4.2 Chebyshevdifferentiationsmatricer

Da differentiation er linezert, og rummet af polynomier af grad IV er et vektorrum af
dimension N +1, findes der en ((N+1) x (N +1))-matrix Dy kaldet Chebyshevdiffe-
rentiationsmatricen, saledes at w = Dywu, hvor w er sgjlevektoren af afledede, og u er
sgjlevektoren af funktionsveerdier. Som et lettere alternativ til at udregne indgange-
ne i denne matrix ved hjalp af Lagrangeinterpolationspolynomiet findes der formler
for indgangene. Disse vil ikke blive udledt her, men ifglge [Trefethen, 2000, Theorem
7] geelder der for ethvert N > 1, at indgangene i Chebyshevdifferentiationsmatricen
Dy med raekker og sgjler nummereret fra 0 til NV er givet ved folgende. Indgangene
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pa diagonalen er givet ved

2N2 +1 2N? +1
(D)oo = 5 (Dn)NN = 5 (4.3)
.
D =— __forj 1,...,N —1}. 4.4
( N)]J 2(1-.’1}?) OI‘]G{, ) } ( )
Indgangene uden for diagonalen er givet ved
C; (—1)i+j . . .o
(Dn)ij = ————fori#jogi,je{0,...,N}, (4.5)
Cj Ty — Xy
hvor ¢g = ¢y = 2,08 ¢; =1fori € {1,..., N —1}. For funktionsveerdierne u; = 1 for

j €{0,...,N} er det interpolerende polynomium, der ifplge s@tning 4.1 er af grad
hgjst N, givet ved p(x) = 1. Den afledede af denne konstante funktion er p’(z) = 0 for
alle z, hvilket i henhold til tidligere vil sige, at w = 0. Opskrevet for hver indgang i w
vil dette for ¢ € {0,..., N} i henhold til definitionen af matrix-vektor-multiplikation
sige, at 0 = w; = (Dnu); = Z;VZO(DN)ijuj = Z;VZO(DN)Z-J-, altsd at summen af
indgangene i hver raekke skal vaere 0. Dette giver

N

(Dn)ii = — Y _(Dn)ij» (4.6)
§=0
J#i
der kan anvendes som en alternativ formel til at beregne indgangene pa diagonalen.
Denne formel er en lille smule nemmere at programmere, da der kun er én formel for
alle indgangene pa diagonalen og ikke tre forskellige tilfszelde som med (4.3) og (4.4).
For (2 x 2)-matricen er der dog kun de to tilfzelde i (4.3).

For N = 0 fas fra (4.1) med konventionen 3 = 0, at z9 = cos &* = cos0 = 1.
Summen af indgangene i en raekke i Dy skal vaere 0, s& (1 x 1)-matricen Dg er
givet ved Doy = 0, hvilket ogsa folger af (4.6), som giver (Dp)gp = 0. Formlerne i
(4.3) gaelder som tidligere beskrevet ikke for N = 0. De ville nemlig give henholdsvis

(Do)oo = % = % og (Dg)oo = —&6"'1 = —%, hvilket dels ikke passer sammen,
og dels ikke passer med, at summen af indgangene i en raekke skal veere 0. Indgange-
ne i Chebyshevdifferentiationsmatricerne Dy kan som tidligere naevnt efter at have
fundet Chebyshevpunkterne ved hjelp af (4.1) findes ved at anvende (4.5) og deref-
ter bestemme indgangene pé diagonalen enten ved hjelp af (4.6) eller ved hjalp af
(4.3) og (4.4). I begge tilfeelde fas for de forste N € {1,2,...} nedenstdende resul-
tater. For N = 1 er Chebyshevpunkterne o = cos T =1 og z; = cos 1% = —1.
Chebyshevdifferentiationsmatricen bliver da

11
o=l ]
2 2
For N = 2 er Chebyshevpunkterne zy = COS(J'TTF =1z = (:081'77r =0o0g a2 =
cos 27” = —1. Chebyshevdifferentiationsmatricen bliver da
I
Dy=1| 5 0 —3
42
For N = 3 er Chebyshevpunkterne zy = COSO'T7r =1,z = cosl'T’r = %, Ty =
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cos 27” = —% 0g T3 = COS 37” = —1. Chebyshevdifferentiationsmatricen bliver da
19 4 1
s 4 3 3
1 -1 -1 3
D —

371 1 1 4

3 3
1 4 19
3 3 4 -%

Det ses ved udregning, at disse matricer ikke er normale, pa nar for N = 0, og
dermed heller ikke hverken symmetriske eller skaevsymmetriske.

Ved at gange (N 4+ 1 x N + 1)-matricen Dy fra hgjre med en enhedssgjlevektor
af lengde N + 1 i Py givet ved eg = (1,0,...,0) fas en sgjlevektor bestaende af
sgjle 0 fra Dy. Ved derefter at tage det indre produkt af ey og denne sgjlevektor
fas indgang 0 i denne sgjlevektor. En delmatrix bestdende af raekke 0 og sgjle 0
fra Dy er altsa givet ved Dy[0,0] = (eg, Dneg). Denne (1 x 1)-delmatrix er det
samme som indgangen (Dy)oo, der ifglge (4.3) er givet ved (Dy)oo = 21\/6& for
N > 1. Dette giver tilsammen ved udnyttelse af egenskaber ved operatornormen og
Cauchy-Schwarz-uligheden, at normen af Dy for N > 1 kan vurderes ved

DNl = lleollll Dnlllleall > [{e0, Dneo)| = [Dn][0,0]]
_2NP+1 N 1 N (4.7)
6 3 6 3

Alle matricerne Dy er nilpotente, nzermere bestemt er (D )N *! = 0, hvilket ses pa
fplgende made. Som tidligere naevnt er Dyu den sgjlevektor, der fremkommer ved
at interpolere funktionsvaerdierne u og differentiere det fremkomne interpolerende
polynomium. Ved at gange Dy pa u i alt N+1 gange differentieres det interpolerende
polynomium N + 1 gange. Ifplge saetning 4.1 er dette interpolerende polynomium
hgjst af grad N, sd denne afledede er 0, uanset hvad u er, hvilket viser resultatet.

Hvis man i for eksempel Maple eller MATLAB forsgger at verificere dette resultat
ved at udregne (Dy)N*L, eller gnsker at beregne ||(Dy)*|| som funktion af k, far
man ikke de forventede resultater. Dette sker selv for forholdsvis sma N. Maple og
MATLAB repraesenterer tal med flydende komma, hvilket kort fortalt vil sige, at cifrene
og kommaets placering lagres hver for sig, dette er nsermere omtalt i [Turner, 2000,
Chapter 1]. Det er denne flydende regning, der giver anledning til forskellen, som
illustreres i det fplgende med figurer fremstillet i Maple, hvor det er nemmere at
variere den beregningsmaessige preecision end i for eksempel MATLAB.

I Maple angiver variablen Digits som forklaret i hjeelpefunktionen til Maple det
antal cifre, Maple anvender ved udregninger i softwaren med tal med flydende kom-
ma, standardveerdien af Digits er 10. Pa figur 4.2 ses et plot af || (Dy)*|| som funktion
af k for N = 10 med tre forskellige praecisioner, Digits € {8, 16, 32} repraesenteret
med henholdsvis bla, gren og rod, for k € {0,...,22}. Bemaerk, at andenaksen er
logaritmisk inddelt, og at kK = 11 og k = 22 er markeret med stiplede linjestykker.
Vardien k = 22 er netop det dobbelte af k = 11, hvor matricen (D10)* skulle veere
nulmatricen. For k& = 22 er ||(Dyo)¥|| for Digits € {16,32} mindre end udgangs-
punktet 1, selvom den for Digits = 16 er stgrre end 1 for k € {13,...,21}. For alle
tre vaerdier af Digits aftager ||(Dio)¥|| fra k = 10 til k = 11, hvorefter den vokser.
For Digits = 8 aftager ||(D10)"| fra k = 20 til k = 21, hvorefter den vokser igen,
mens den for de andre to vaerdier af Digits aftager fra k = 21 til k = 22.

Hvis man for den laveste pracision Digits = 8 fortsaetter med at afbilde ||(Dy)*||
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Figur 4.2: Plot af |(Dy)*|| som funktion af k for N = 10 med tre forskellige praecisioner, Digits €
{8, 16, 32} repraesenteret med henholdsvis blé, gren og red, for k € {0, ..., 22}. Bemeaerk,
at andenaksen er logaritmisk inddelt, og at k = 11 og k = 22 er markeret med stiplede
linjestykker.

som funktion af k for N = 10 til hgjere k, for eksempel k € {0,...,45}, som det ses pa
figur 4.3, igen med logaritmisk inddeling af andenaksen, ses det, at selvom ||(D10)*||
har lokale minima for k£ € {11,21,31,41}, er tendensen, at den vokser eksponentielt
i stedet for at aftage.

Som tidligere vist er Dy nilpotent, sa spektret af Dy kan bestemmes ved hjalp
af fglgende seetning, som gaelder for alle matricer.

Saetning 4.2
Chebyshevdifferentiationsmatricen Dy er nilpotent, hvis og kun hvis o(Dy) = {0}.

Bevis

Spektralafbildningssaetningen [Reed og Simon, 1980, Theorem VII.1], der generelt
lyder, at o(f(A)) = f(o(A)), hvor f(c(A)) er defineret som {f(A) : A € o(4)},
giver i dette tilfeelde o((Dy)V*Y) = (0(Dn))V*E, hvor (o(Dy))V+! er defineret
som {A\NF1: X\ € o(Dy)}. Antag forst, at Dy er nilpotent med (Dy)V*+! = 0. Sa
giver spektralafbildningsseetningen, idet spektret af nulmatricen er {0}, at

{0} = 0(0) = o((DN)*™) = (o(Dn)V ™ = (AT X € o(D)}-

Det eneste tal, der oplgftet i N + 1 giver 0, er 0, sd o(Dy) = {0}.

Antag omvendt, at o(Dy) = {0}. Ifglge [Axler, 1997, Theorem 8.47] kan enhver
kvadratisk matrix i et komplekst vektorrum skrives pa Jordan-normalform, det vil
sige som summen af en diagonalmatrix med egenvaerdierne for matricen pa diagonalen
og en nilpotent matrix. Hvis alle egenveerdierne er 0 som for Dy, er matricen lig med
en nilpotent matrix, hvilket viser det gnskede. O
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Figur 4.3: Plot af ||(Dn)*|| som funktion af k for Digits = 8 for N = 10 for k € {0,...,45}.
Bemeark, at andenaksen er logaritmisk inddelt.

Dermed er spektralradius 7(Dy) = supye,(p,)[Al = 0. Det folger af spektralradi-

usformlen, at r(Dy) < 1 medfgrer, at limy_||(Dn)*|| = 0 [Meyer, 2000, (7.10.5)],
hvilket ses at veere noget ganske andet end den opfgrsel, der ses pa figur 4.3.

4.3 Implementering

I dette afsnit kommenteres kildekode af forskellig oprindelse til implementering af
Chebyshevdifferentiationsmatricer i dels Maple og dels MATLAB. Opsatningen af kil-
dekoden er visse steder aendret lidt af pladshensyn.

Figur 4.2 pa naer de to stiplede linjestykker samt figur 4.3 er dannet ved hjalp
af fplgende Maple-kildekode, der hgrer til [Jensen, 2008] og kan hentes fra http:
//www.math.aau.dk/ matarne/traef08/.

1 # Computations for exact Chebyshev matrix and plots of powers
> # with varying value of Digits

3 > with(LinearAlgebra): with(plots):

4+ > chebpoint:=proc(N)

5 > local k;

6 > Vector(N+1, [seq(cos(Pixk/N),k=0..N)]1);
7 > end proc;

9 > chebmatrix:=proc(N)

10 > local i,j,A,x,c,k;

11 > x:=chebpoint (N);

12 > c:=Vector(N+1,[2,seq(1,k=1..N-1),2]);
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A:=Matrix(N+1,N+1,fil1=0);

for i from O to N do

for j from O to N do

if not(i=j) then
Ali+1,j+1]:=c[i+11*(-1)~(i+j)/c[j+1]1/(x[i+1]-x[j+11);
end if;

end do;

end do;

for i from O to N do

Ali+1,i+1]:=-add(A[i+1,j+1], j=0..i)-add(A[i+1,j+1],j=i+1..N);
end do;

A

end proc;

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24
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25

chebpowerplot :=proc(ND,N,P,farve)

# ND is the order of the Chebyshev diff matrix and
# N the highest power computed.

# P is the number of digets.

#option autocompile;

local A,Alist, k, Al;

Digits:=P;

A:=Map(evalf,chebmatrix(ND));
Alist:=[[0,11];
Al:=TIdentityMatrix(ND+1);

for k from 1 to N do

Al:=A.A1;

Alist:=[op(Alist), [k,MatrixNorm(A1,2)]1];
end do;

logplot (Alist,color=farve);

end proc;

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

41
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42

pl:=chebpowerplot(10,22,2°3,blue);
display([p1l);

p2:=chebpowerplot (10,22,274,green) ;
display([p2,p1]l);

p3:=chebpowerplot (10,22,2"5,red) ;
display([p1,p2,p3]);
ql:=chebpowerplot(10,45,2"3,blue);
display([qll);

44

45

46

a7

48

49

50

V V V V V V V vV

51

Efter at have indleest pakkerne LinearAlgebra og plots defineres tre procedurer,
der tager et antal argumenter og har et antal lokale variable, som kun bruges internt
i proceduren. Den fgrste procedure chebpoint i linje 4-7 tager et argument N og
danner en sgjlevektor af laengde N + 1 indeholdende Chebyshevpunkterne udregnet i
henhold til (4.1). For N lig med 0 divideres der med 0, hvilket gor, at Maple returnerer
en fejl. Dette bevirker, at de naeste to procedurer, der kalder chebpoint, ogsa giver en
fejlmeddelelse, nar det tilsvarende argument er lig med 0 med henvisning til division
med nul i chebpoint.

Den anden procedure chebmatrix i linje 9-25 tager ogsa et argument N og dan-
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ner fgrst en sgjlevektor x bestdende af N + 1 Chebyshevpunkter ved at kalde den
foregaende procedure chebpoint med argumentet N. Dernzest dannes en sgjlevek-
tor c af lengde N + 1 bestdende af koefficienterne co,...,cy fra (4.5) samt en
(N +1x N + 1)-matrix A bestaende af 0. I de fglgende for-lgkker i denne procedu-
re, hvor indgangene tilgas enkeltvis, er der taget hgjde for, at raekkerne og s@jlerne
i Maple som tidligere neevnt nummereres fra 1 og ikke fra 0. S& gennemlgbes alle
indgangene i matricen A ved hjalp af to for-lgkker over henholdsvis raekkeindeks i
og s@jleindeks j, og for de indgange, hvor i er forskellig fra j, overskrives indgangen
med en veerdi udregnet efter (4.5) ved hjeelp af sgjlevektorerne ¢ og x. Efterfglgende
gennemlgbes indgangene pa diagonalen af A ved hjeelp af en for-lgkke, og i overens-
stemmelse med (4.6) saettes A1 41 = — Z;‘:o A1 g1 — Z;.V:H_l Ai11 41 svarende

til (Dn)is = —>25—o(Dn)ij — Z;.v:H_l(DN)ij. Der kunne spares nogle enkelte be-
regninger ved ikke at fratraekke diagonalindgangen, som ved summens udregning pa
grund af konstruktionen af A er 0, eller ved at samle de to summer i en sum. Til sidst
kaldes A, sa denne bliver outputtet fra proceduren.

Den tredje procedure chebpowerplot i linje 27-42 tager fire argumenter ND, N, P
og farve og har en option autocompile, som dog er udkommenteret. Denne option
ville bevirke, at proceduren ved fgrste gennemlgb ville blive kompileret til en rutine
i programmeringssproget C, som derefter vil blive anvendt i stedet for proceduren.
Proceduren satter Digits, som er forklaret ovenfor, lig med P, hvorefter matricen A
dannes ved med flydende regning numerisk at udregne hver af indgangene i Cheby-
shevdifferentiationsmatricen fremkommet ved at kalde proceduren chebmatrix med
argumentet ND. Derefter dannes Alist som en liste, det vil sige en samling af ordnede
elementer, bestaende af en liste indeholdende elementerne 0 og 1 i naevnte raekkefglge,
det vil sige [[0,1]] = [[0, |[Z]|]] = [[0, [|(A)°||]] svarende til [[0, ||(Dxp)°|l]]- Derudover
dannes matricen A1 som en identitetsmatrix af samme dimension som A.

Efter dette startes en for-lgkke, som gennemlgbes N gange. I denne lgkke sattes
matricen A1l til at vaere produktet af matricen A og den aktuelle veerdi af matricen
A1, som ved forste gennemlgb er en identitetsmatrix, hvorefter Alist saettes til at
vaere listen bestaende af bade elementerne i den aktuelle veerdi af Alist og listen
bestaende af nummeret pa gennemlgbet og den euklidiske norm af matricen A1. Efter
det sidste gennemlgb af lgkken er Alist en liste af koordinatsaet, der svarer til den
numeriske udgave af [[0,1],[1, |[[(Dnp)*|],---, [N, [[(Dnp)¥|]]. Til sidst dannes et
plot af disse koordinatsat med farven farve, som skal vare det engelske navn pa en
farve, som Maple genkender, i et todimensionalt koordinatsystem, hvor andenaksen
er logaritmisk inddelt. Med proceduren chebpowerplot kan der saledes dannes plots
af ||(Dx)¥|| som funktion af k, som kan vises ved hjalp af kommandoen display,
enten med et enkelt plot eller en liste af plots som argument.

Folgende er MATLAB-kildekoden fra [Trefethen, 2000] til at generere Chebyshev-
differentiationsmatricer.

1 % CHEB compute D = differentiation matrix, x = Chebyshev grid

s function [D,x] = cheb(N)

4 if N==0, D=0; x=1; return, end

5 x = cos(pi*x(0:N)/N)’;

6 ¢ = [2; ones(N-1,1); 2].*%(-1).~(0:N)?;
7 X = repmat(x,1,N+1);

8 dX = X-X’;
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s D (c*x(1./c)?)./(dX+(eye(N+1))); % off-diagonal entries
10 D =D - diag(sum(D’)); % diagonal entries

I linje 3 defineres det, at funktionen hedder cheb og tager et argument N og giver
et output bestaende af D og x, der som forklaret i linje 1 er henholdsvis en differenti-
ationsmatrix og et endimensionalt gitter bestaende af Chebyshevpunkter. Indholdet
af if-konstruktionen i linje 4 kommer kun i brug, hvis N er lig med 0. I sa fald saettes
differentiationsmatricen lig med 0, og x seettes lig med 1, svarende til at der kun er
et Chebyshevpunkt, og at dette er lig med 1, hvorefter funktionen afsluttes. Uden
denne handtering af specialtilfeeldet N lig med 0 ville der blive divideret med 0 i
linje 5. I sidstnaevnte linje udregnes en raekkevektor bestaende af de N + 1 Che-
byshevpunkter efter formlen i (4.1), og derefter transponeres rackkevektoren til en
s@jlevektor x. Chebyshevpunkterne er reelle, sa der sker ikke noget ved at anvende ?,
som tager den kompleks konjugerede transponerede, i stedet for .?, som blot tager
den transponerede.

I linje 6 ganges en sgjlevektor bestaende af cy,...,cy fra tidligere komponentvis
med en sgjlevektor bestéende af (—1)" for i € {0,...,N}. Dette giver siledes en
sgjlevektor c, hvor den i’'te indgang er givet ved ¢;(—1) for i € {0,..., N}. Dernaest
dannes i linje 7 en matrix X bestaende af sgjlevektoren af Chebyshevpunkter x gen-
taget 1 gang lodret og N + 1 gange vandret, hvilket giver en (N + 1 x N 4 1)-matrix
med rakkevis ens indgange. Fra denne matrix traekkes i linje 8 dens transponere-
de, hvilket giver en matrix dX af differenser mellem Chebyshevpunkter, hvor der i
indgang (4, j) star z; — x;, det vil sige, at der star 0 pa diagonalen. Udregningen er

Xo i) i) g X1 ... N

T T 1 o X1 ... N
AX=X-Xx=. . |-

rN TN ... N o X1 ... N

i 0 o — 1 o — TN

xr1 — To 0 ... IT1— TN

N — Lo ITN — X1 0

I linje 9 bliver sgjlevektoren c fra linje 6 fgrst ganget med en rakkevektor, hvor
hver af indgangene er det reciprokke af den tilsvarende indgang i c, det vil sige, at
den j’te indgang i rackkevektoren er givet ved Cij(—l)_j for j € {0,..., N}. Dette
giver en (N + 1 x N + 1)-matrix, hvor der i indgang (i, j) star 5—;(—1)i_j, hvilket
betyder, at der pa diagonalen star 1. Derefter divideres denne matrix komponentvis
med summen af matricen dX og identitetsmatricen af samme stgrrelse. Ved at laegge
identitetsmatricen til undgas der at dividere med 0, og der star ogsa 1 pa diagonalen
af den resulterende matrix D. I de gvrige indgange i denne matrix, altsa for i # j, star
i—j

der ¢ CY" Dette er ikke pi samme form som i (4.5), men da (—1)7 = (=1)77,

Cj X;—Xj
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giver det samme resultat. Udregningen er

2
-1
D— ! 111 S N
- : 2 —1 1 (—1)N-1 2(—1)N
(_1)N—1
2=V
[ 1 To—T1 ... To—ITN
1 — 2o 1 N 1 —ITN
V4
| TN — %o TN —T1 ... 1
21 2 1 2 1
21 —1 ro—T1 e 2(—1)N To—ITN
—-1_1 —11 —1 1
2 r1—Io —11 e 2(71)1\] T1—ITN
= )
21N 1 2((=1N) 1 2(=1)N 1
2 ITN—I0 —1 IN—T1 e 2(—1)N 1

hvor ./ angiver komponentvis division. Endelig udregnes i linje 10 summen af ind-
gangene i hver sgjle i D efter transponering, svarende til at udregne summen af ind-
gangene i hver rackke i D. En diagonalmatrix, hvor der pa indgang (4,4) star summen
af indgangene i den i’te rackke i D, treekkes fra D for at fa den endelige Chebyshev-
differentiationsmatrix D, hvor der pa diagonalen, altsa for i = j, star

N N N

1= (Dn)ij =1—=(1+ Y (Dn)ij) = — Y _(Dn)ij
=0 7=0 7=0
i#i i

i overensstemmelse med (4.6).

Kildekoden til MATLAB-funktionen cheb uden kommentarerne optraeder ogsa i let
bearbejdet form i [Trefethen og Embree, 2005, s. 290]. Her er specialtilfeeldet N lig
med 0 udeladt, hvilket resulterer i, at cheb(0) returnerer x = NaN (Not a Number)
og en (2 x 2)-matrix D bestadende af NaN, da argumentet til cosinus bliver % ved
udregningen af x. De gvrige forskelle mellem kildekoderne er, at linje 7 og 8 er
samlet pa en linje, stadig adskilt af semikolon, og at sum(D’) i linje 10 er erstattet
af sum(D,2). Det vil sige, at i stedet for at transponere D og udregne summen af
indgangene i hver sgjle udregnes summen af indgangene i hver raekke af D, hvilket
ogsa er, hvad MATLAB foreslar.

I stedet for at generere Chebyshevdifferentiationsmatricerne ved hjelp af cheb.m
ved at skrive cheb(N), som giver matricen, eller [D,x]=cheb(N), som giver bade ma-
tricen og en sgjlevektor bestaende af Chebyshevpunkter, kan man anvende funktionen
gallery i MATLAB ved at skrive gallery(’chebspec’,N), hvor N er dimensionen af
matricen og dermed 1 stgrre end det N, der indgar i cheb.m. Dette er kildekoden til
funktionen, der under gallery i MATLAB genererer Chebyshevdifferentiationsmatri-
cer.

1 function C = chebspec(n, k, classname)
> %CHEBSPEC Chebyshev spectral differentiation matrix.
s % C = GALLERY(’CHEBSPEC’,N,K) is a Chebyshev spectral
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44

% differentiation matrix of order N.

% For K = 0 ("no boundary conditions", the default), C is

% nilpotent, with C°N = 0 and it has the null vector

% ONES(N,1). C is similar to a Jordan block of size N with
% eigenvalue zero.

% For K = 1, C is nonsingular and well conditioned, and its

% eigenvalues have negative real parts.

%  For both K, the computed eigenvector matrix X from EIG is

% ill-conditioned (MESH(REAL(X)) is interesting).

%  References:
% [1] C. Canuto, M. Y. Hussaini, A. Quarteroni and T. A. Zang,

% Spectral Methods in Fluid Dynamics, Springer-Verlag,
% Berlin, 1988, p. 69.

% [2] L. N. Trefethen and M. R. Trummer, An instability

% phenomenon in spectral methods, SIAM J. Numer. Anal.,
% 24 (1987), pp. 1008-1023.

% [3] D. Funaro, Computing the inverse of the Chebyshev

% collocation derivative, SIAM J. Sci. Stat. Comput.,
YA 9 (1988), pp. 1050-1057.

%  Nicholas J. Higham

%  Copyright 1984-2005 The MathWorks, Inc.

% $Revision: 1.10.4.1 $ $Date: 2005/11/18 14:14:43 $
if isempty(k), k = 0; end

% k = 1 case obtained from k = O case with one bigger n.

if k == 1, n =n + 1; end

n = n-1;

C = zeros(n+1,classname) ;

x = cos( (0:n)? * (pi/mn) );

d = ones(n+1,1,classname); d(1) = 2; d(n+l) = 2;

% eye(size(C)) on next line avoids div by zero.
C = (d * (ones(n+1,1,classname)./d)?’) ./ (x(:,ones(1,n+1))
-x(:,ones(1,n+1))’ + eye(size(C),classname));

% Now fix diagonal and signs.
C(1,1) = (2*xn~2+1)/6;
for i=2:n+1
if rem(i,2) == 0
C(:,i) = -C(:,1);
C(i,:) = -C(i,);
end
if i < n+1
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52 C(i,i) = -x(i)/(2*x(1-x(1)"2));
53 else

54 C(n+1l,n+1) = -C(1,1);

55 end

56 end

58 if k ==

59 C = C(2:n+1,2:n+1);

0 end

I linje 1 defineres det, at funktionen hedder chebspec, tager argumenterne n, k
samt classname og giver outputtet C, der som forklaret i kommentarerne i kildekoden
er en Chebyshevdifferentiationsmatrix. Argumentet n angiver dimensionen af denne
matrix, og argumentet k kan antage veerdierne O eller 1, der angiver henholdsvis
“uden greaensebetingelser” eller “med gransebetingelser”, hvilket forklares neermere i
afsnit 4.4. Argumentet classname kan antage veerdierne single eller double, der an-
giver, at flydende komma-repraesentationen af matricen skal vaere henholdsvis enkelt
praecision eller dobbelt precision. Disse begreber er ogsé forklaret i [Turner, 2000,
Chapter 1].

I linje 29 sattes argumentet k lig med 0, hvis der ikke indtastes en veerdi. Hvis ar-
gumentet k er lig med 1, settes n derneest lig med n+ 1 med henblik pa at konstruere
den Chebyshevdifferentiationsmatrix, der har en rackke og en sgjle mere. Uanset hvad
k er, saettes n efterfglgende lig med n — 1, hvilket gor, at de saedvanlige formler for
indgangene kan anvendes, men det n, der blev givet som argument, bliver stgrrelsen
af matricen og ikke det tal, der indgar i symbolet for matricen. Derefter udregnes
Chebyshevdifferentiationsmatricen, som her kaldes C, og sgjlevektoren af Chebyshev-
punkter x, som dog ikke bliver et output fra programmet. Dette sker dybest set pa
samme made som i cheb.m indtil konstruktionen af diagonalelementerne, dog med
den forskel, at fortegnene ogsa forst behandles til sidst.

I linje 45 udregnes indgangen gverst til venstre ved hjelp af (4.3), hvorefter den
forste rackke og den fgrste sgjle ikke betragtes i resten af programmet. Dernaest
skiftes fortegn for indgangene i de sgjler, der efter denne nummerering har indeks,
der har rest 0 ved division med 2, altsa sgjler med lige indeks. Det samme ggres for
de tilsvarende raekker, hvilket betyder, at nogle af indgangene far skiftet fortegn to
gange. Dette har siledes den samme virkning som (—1)""7 i (4.5). Si udregnes de
“indre” diagonalindgange ifglge (4.4), og indgangen nederst til hgjre seettes lig med
indgangen gverst til venstre med modsat fortegn. Hvis k er lig med 1, fjernes fgrste
raekke og fgrste sgjle fra C, sa dimensionen bliver den samme som for k lig med 0.

For matricen af dimension 1, altsa for n lig med 1, bliver x ogsa i denne funktion
NaN, men pa grund af konstruktionen af vektoren med koefficienter, som her hedder
d, bliver X en (1 x 1)-matrix, dog stadig i forste omgang med indgangen NaN. Derefter
overskrives denne indgang med resultatet af 0 indsat i (4.3), hvorefter fgrste rackke
og forste sgjle ikke betragtes mere. Den fejlagtige anvendelse af (4.3) betyder, at
Chebyshevdifferentiationsmatricen C bliver 1, men det ville selvfglgelig kraeve ekstra

6
programmering at handtere dette forholdsvis ubetydelige specialtilfzlde.
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Figur 4.4: Pseudospektrer for Ay = N=2Dy for N =20 for € € {10*2, ey 10*10}.

4.4 Pseudospektrer

Nu betragtes pseudospektrerne for Dy. Som det fremgar af (4.7), er ||Dy|| > NTQ, det
kan endda som naevnt pa [Trefethen og Embree, 2005, s. 291] vises, at | Dy || asymp-
totisk vokser i stgrrelsesordenen N2 for N — oo. For tydeligere at kunne se egenskab-
er, der ikke haenger sammen med denne vakst, er det saledes en fordel at betragte en
skaleret udgave af matricen ved beregning af pseudospektrer. Pa figur 4.4 ses pseu-
dospektrer for matricen Ay = N=2Dy for N = 20 afbildet for ¢ € {1072,...,10719}
ved hjelp af toolboxen EigTool til MATLAB. Afbildes pseudospektrerne for den oprin-
delige Chebyshevdifferentiationsmatrix, ses det, at resolventnormen for Dy er stor
langt veek fra spektret o(Dy) = {0}. Det vil ifglge de to akvivalente definitioner af
pseudospektret i punkt (i) og (ii) i saetning 2.2 sige, at smé perturbationer kan fgre
egenvaerdierne for Dy langt vaek. De numerisk beregnede egenveerdier for Ay ligger
relativt langt veek fra 0, i EigTool med et gitter bestaende af 200 gange 200 punkter
fas spektralradius 7(A1g) = 2,943-1073, r(Ag) = 8,260-1073 og r(A3) = 1,091-10~2.
Dette er saledes endnu et eksempel pa forskellen mellem eksakt regning og flydende
regning.

De hidtil betragtede differentiationer har veeret uden graensebetingelser. Et ek-
sempel pa en gransebetingelse er at sztte ug = 01 = 1 for den partielle differen-
tialligning %7; = %. Dette kan indfgres ved at fjerne den fgrste raekke og den fgrste
sojle fra Dy, hvilket giver matricen Dy . Pa figur 4.5 ses pseudospektrer for matricen
Ay = N72Dy for N = 20 afbildet, for € € {1072,...,107'°} ved hjalp af toolboxen
EigTool til MATLAB. Det bemearkes, at enkelte af egenvaerdierne ligger relativt langt
vak fra 0 i forhold til de andre, samt at den hgjre del af randen af pseudospektrerne
ligner lodrette linjestykker. Det kan vises [Trefethen og Embree, 2005, Theorem 5.1],
at for differentialoperatoren % pa intervallet [—1, 1] med graensebetingelsen u(1) = 0
er spektret den tomme maengde, mens pseudospektrerne er halvplaner afgreenset af
lodrette linjer. Med denne approksimation af eksakt differentiation ved diskretisering
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Figur 4.5: Pseudospektrer for Ay = N~2Dy for N = 20 for ¢ € {1072,...,10710}.

er det altsa lykkedes at opna en god tilneermelse til pseudospektret.

Filen cheb.m indgar ogsa i EigTool, hvor den dog kun bliver kaldt lokalt som
led i dannelsen af matricerne i fire af de medfglgende eksempler. Chebyshevdiffe-
rentiationsmatricen Dy af dimension 19 med greensebetingelser indgar ogsa som et
eksempel i EigTool, dog ikke dannet ved hjeelp af cheb.m. Her er det imidlertid den
sidste raekke og den sidste sgjle, der bliver fjernet, sa pseudospektret bliver spejlet i
den imaginaere akse i forhold til det generelle eksempel i [Trefethen og Embree, 2005,
§30] anvendt pa matricen af samme dimension, hvor det er den forste raekke og den
fgrste sgjle, der bliver fjernet. Pseudospektret for sidstnaevnte svarer pa naer forskel-
len i dimensionen af matricen og en skalering af matricen til figur 4.5.

I eksemplet i EigTool bliver den sidste raekke og den sidste sgjle fjernet fra den
matrix, der fremkommer ved at skrive gallery (’chebspec’,N), graensebetingelsen
svarende til at fjerne den forste rackke og den forste sgjle kan ogsa opnas ved at skrive
gallery(’chebspec’,N,1). Der er dermed uoverensstemmelse mellem kommenta-
rerne til eksemplet i filen chebspec_demo.m i EigTool og det faktiske output. Dels
ved, at der star, at der er tale om graensebetingelsen u(1) = 0, mens kommandoerne,
der anvendes i eksemplet, som naevnt viser, at det er den sidste raekke og den sidste
sgjle, der fjernes. Dels ved, at der star, at den hgjre del af randen af pseudospektrerne
er en ret linje, mens outputtet tydeligt viser, at det er den venstre del af randen, der
ligner et lodret linjestykke. Outputtet er ikke afbildet her, men som tidligere naevnt
minder det om pseudospektrerne i figur 4.5 spejlet i den imaginere akse.
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KAPITEL 5

NUMERISK BESTEMMELSE AF
PSEUDOSPEKTRAL ABSCISSE

Dette kapitel omhandler numerisk bestemmelse af den pseudospektrale abscisse, der
blandt andet er et veerktgj til at opna viden omkring et dynamisk systems transiente
opfgrsel. Da kapitlet omhandler numeriske metoder betragtes ikke lzengere generelle
begransede operatorer i separable Hilbertrum, men blot operatorer pa C". Kapitlet
er primert baseret pa [Burke et al., 2003b].

Ofte er det ikke ngdvendigt at finde hele pseudospektret for en matrix. Betragt
f.eks. vurderingen i saetning 2.7, s. 32, hvor det kun er ngdvendigt at kende pseu-
dospektralradius for at finde en gvre graense for ||A¥||. En anden vigtig veerdi er den
pseudospektrale abscisse.

Definition 5.1 (Spektral og pseudospektral abscisse)
For en operator A € B(C") og ¢ > 0 kaldes

a(A) = max Rez o9 a.(A)= max Rez
z€0(A) z€0.(A)

henholdsvis den spektrale og den pseudospektrale abscisse for A.

Bemeerk, at a.(A) — a(A) for ¢ — 0. Den spektrale abscisse anvendes ofte til at
bestemme, om et dynamisk system er stabilt. Da || exp(tA)|| for store ¢ opfgrer sig
som e'™(4) ifglge [Trefethen og Embree, 2005, Theorem 15.3], vil et system netop
stabilisere sig, hvis den spektrale abscisse er negativ. Den spektrale abscisse udtaler
sig dog ikke om, hvor store udsving der kan komme, fgr systemet stabiliserer sig.
Dette kan den pseudospektrale abscisse derimod udtale sig om, som for eksempel i
folgende sztning fra [Trefethen og Embree, 2005, Theorem 15.4].

Saetning 5.2
For A € B(C™) og € > 0 gelder der, at

a.(A
sup || exp(tA)| > ( )
>0 €

Malet er nu at finde algoritmer, der kan finde punkterne med stgrst realdel pa randen
af e-pseudospektret, do.(A). De sakaldte criss-cross-algoritmer udviklet af Burke,
Lewis, Overton og Mengi er procedurer til numerisk at finde pseudospektral abscisse
og radius [Burke et al., 2003b, Mengi og Overton, 2005]. Netop disse algoritmer er
implementeret i MATLAB’s EigTool-toolbox. Criss-cross-algoritmerne ggr brug af at
finde skeeringer mellem linjer i det komplekse plan og randen af pseudospektret,
hvortil de i stor stil anvender singuleere veerdier og hamiltoniske matricer.
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5.1 Singuleere vaerdier

For at opna viden omkring matricer er det naerliggende at diagonalisere dem, hvilket
for kvadratiske matricer ofte foregar ved en egenvaerdidekomposition, s A = PAP~!,
hvor alle matricer er kvadratiske, og A er en diagonalmatrix bestaende af egenvaerdier.
Der er dog visse ulemper her, da ikke alle matricer har en egenvaerdidekomposition, og
P og P~ ! ikke ngdvendigyvis er unitzere. Derimod vil en singulzaer veerdi-dekomposition
altid eksistere, hvorfor denne er mere anvendelig. Dertil kommer, at blandt andet
den stgrste og mindste singulaere veerdi indeholder megen information om matricen.
Afsnittet er primeert baseret pa [Trefethen og Bau, 1997].

Definition 5.3
De singuleere vaerdier for A € C™*™ defineres som kvadratroden af egenveerdierne
for A*A.

Lemma 5.4
Egenvardierne forskellige fra nul for A* A er de samme som for AA*, det vil sige, at

o(ATA)\ {0} = 0(AA") \ {0}

Bevis
Lad A veere en (m X n)-matrix, og A € g(A*A) \ {0}. Da eksisterer der en vektor
u # 0, sa

A* Au = du. (5.1)
Multiplikation med A fra venstre giver
AA*(Au) = M(Au).

Hvis Au # 0, er A netop en egenvaerdi for AA*. Hvis Au = 0, er enten A\ = 0 eller
u = 0 ifplge (5.1), hvilket strider mod antagelsen. Lignende udregninger kan foretages
for AA*. O

De singuleere veerdier forskellige fra nul for A kan da netop beregnes som kvadrat-
roden af egenveerdierne forskellige fra nul for enten A* A eller AA*.

Saetning 5.5
Om de singulaere veerdier gaelder:

(i) De singulaere veerdier er ikke-negative.
(ii) Smax(A) = [|A][l.
Hvis A er invertibel, geelder desuden
(iti) (smin(4))~" = A7,
hvor spax(A) 0g Smin(A) betegner hhv. den storste og den mindste singulsere vaerdi.

Bevis
Hvis Av = A*Av for et v med ||v|| = 1, er

A = (v, \v) = (v, A* Av) = ||Av||* > 0,

hvilket viser punkt (i). Lad Apnax(A*A) veere den storste egenveerdi for A*A. Da A*A
er normal, fas vha. spektralradiusformlen [Reed og Simon, 1980], at

52 ax = Amax(A*A) = 7(A*A) = [|A* A]| = ||A]|%

max
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Antag nu, at A er invertibel, og v # 0. Da er Av = \v, hvis og kun hvis A~v =
A=Yy, Séledes fas o((A~1H)*A~) = {A71 : X € 0(4%A)}, og dermed er ||[A7Y]| =
(smin(A)) ™1 ifglge punkt (ii). O

Definition 5.6 (Singulser vaerdi-dekomposition)
For en matrix A € C™*" kaldes faktoriseringen

A=UXV", (5.2)
hvor

U e C™ ™ er uniteer,
V e C"*™  er unitaer, og
3 € R™*™  er en diagonalmatrix,

en singulaer vaerdi-dekomposition.

Folgende seetning omkring eksistens og entydighed af singuleer veerdi-dekomposition
anfgres uden bevis. Seetning med tilhgrende bevis findes i [Trefethen og Bau, 1997,
Theorem 4.1].

Saetning 5.7

Enhver matrix A € C™*" har en singuleser veerdi-dekomposition pa formen (5.2).
Ydermere er indgangene, s;, i ¥ entydigt bestemte, ikke-negative og i ikke-voksende
reekkefplge, dvs. s > -+ > s, > 0, hvor p = min(m, n).

At indgangene i ¥ netop er de singuleere vaerdier, eftervises let.

Satning 5.8
Lad A € C"™*", og A = UXV™* veere den tilhgrende singuleer vaerdi-dekomposition.
Da er indgangene i X netop de singulare vaerdier for A.

Bevis
Da

A*A = UV ULV =V(E*D)V7,

er A*A similzer med ¥*Y. og har derfor de samme egenvaerdier. Egenveerdierne for
diagonalmatricen ¥*3 er s2,..., sf, med yderligere n — p egenveerdier pa nul, hvis

n > p. Lignende udregning geelder for AA*, hvorved der findes m egenveerdier. [
I resten af kapitlet betragtes kun kvadratiske matricer, hvoraf det blandt andet fglger,
at X* = 3.

Lemma 5.9
Lad A € C"*", og H veere givet ved

0 A*
H = { 04 ] |

Da er de singulaere vaerdier for A absolutvaerdien af egenveerdierne for H.
Bevis
Da A=UXV"*, fas, at AV =UX og A*U = VX, da X* = X. Men da er

0 A%V V| |V V[ 0 (5.3)

A o0||U -U| |U -U||0 -X|° '
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Da U og V begge er unitare (n x n)-matricer, er

v v ur]_[2, o0
U -u||v: —ur|T |0 25|

sa

B 2I, 0|  _on
—det[o 21”]—2 # 0.

Dermed er matricen invertibel, si (5.3) svarer til en egenveerdidekomposition af H,

hvor egenvaerdierne for H er indgangene i [%3 702]. Absolutvaerdien af disse er netop

de singulare vaerdier for A. O

v v]?
U —U

det {

5.2 Hamiltoniske matricer

I det fglgende betragtes en speciel klasse af matricer, de sakaldte hamiltoniske matri-
cer. Disse har visse egenskaber, der udnyttes i criss-cross-algoritmerne, for eksempel
at egenvaerdierne for hamiltoniske matricer er symmetriske omkring den imaginare
akse. Det er i [Van Loan, 1984] vist, at der til reelle hamiltoniske matricer findes al-
goritmer, der kan udregne egenvaerdier for disse saledes, at sma perturbationer sasom
afrundingsfejl ikke gdelaegger symmetrien i de fundne egenveerdier.

Definition 5.10 (Hamiltoniske matricer)

Lad J € C?"*2" ygere givet ved
0o I,
o5

En matrix H € C?>"*2" kaldes hamiltonisk, hvis (HJ)* = HJ. En matrix N €
C2n*2n kaldes skeev-hamiltonisk, hvis (NJ)* = —NJ.

Folgende seetning anvendes ofte som definition pa hamiltoniske og skaev-hamiltoniske
matricer.

Saetning 5.11

En matrix H € C?"*2" er hamiltonisk, hvis og kun hvis H er pa formen

H= [é _i*}, hvor A,B,C € C"*",B = B*, 0gC=C".

En matrix N € C?"*?" er skaev-hamiltonisk, hvis og kun hvis N er pa formen

N = [é ﬂ . hvor A,B,C€C"™ B=—B* ogC=—C". (5.4)

Bevis
Lad H vere en (2n x 2n)-blokmatrix dannet af fire (n x n)-matricer, s& H = [4 B].
Ved direkte udregninger fas, at

w=[ 315 =15

og
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Det fglger nu, at (HJ)* = HJ, hvis og kun hvis B = B*, C = C*, og D = —A*.
Lignende udregninger kan foretages for skeev-hamiltoniske matricer. O
Lemma 5.12

Lad H og N veere hhv. en hamiltonisk og en skav-hamiltonisk matrix. Da gelder
folgende:

(i) Multiplikation med i er en isomorfi mellem hamiltoniske og sksev-hamiltoniske
matricer.

(ii) Hvis X er en egenveerdi for H, er ogsa —\ en egenveerdi for H. Dermed er
egenvaerdierne symmetriske omkring den imaginzere akse.

(iii) Hvis \ er en egenvaerdi for N, er ogsi \ en egenveerdi for N. Dermed er egen-
vaerdierne symmetriske omkring den reelle akse.

Bevis

Per definition opfylder H, at (HJ)* = HJ. Deraf fas, at (iHJ)* = —iHJ, hvorfor
tH per definition er sksev-hamiltonisk. Ligeledes fas, at (iNJ)* = iNJ, saledes at
¢N er hamiltonisk.

Det folger af opbygningen af J i definition 5.10, at J=! = J* = —J, og af at
(HJ)* = HJ, at H = J~Y(—H)*J, s H er simileer med —H*. De har dermed
samme egenveerdier. Resultatet i punkt (ii) fglger nu, da en egenveerdi for H* er den
kompleks konjugerede af en egenvaerdi for H. Ligeledes er N similaer med N*, hvoraf
punkt (iii) fglger. O
Korollar 5.13
Hvis \ er en egenvardi for en reel hamiltonisk matrix H, er ogsa —\,—\ og A
egenvaerdier for H.

Artiklen [Van Loan, 1984] udtaler sig om at finde egenveerdier for reelle hamiltoniske
matricer og kvadratet pa sddanne. Kvadratet pa en reel hamiltonisk matrix er pa
formen

i [Nn le] _ {A B ]2_ [ A%+ BC  AB— BAT

N=\Ny Na| = |C —aT| = |ca-aTc CB+(AT?|

Det ses, at
N22:Ni117 N12:—N17; og N21:—N2Tl.

Dermed er {H? : H er reel og hamiltonisk} en delmaengde af de reelle skaev-
hamiltoniske matricer. I [Fakbender et al., 1999] vises det, at de to meengder
er ens, hvoraf det fglger, at der for reelle sksev-hamiltoniske matricer findes
egenvaerdisolvere, der bevarer egenveerdiernes symmetri. Dette vil blive anvendt til
at finde egenvaerdier for komplekse hamiltoniske matricer. Det fglgende er inspireret
af [Benner et al., 1999]. Lad N vaere en sksev-hamiltonisk (2n x 2n)-matrix, og
opdel hver blok i N i realdel og imaginardel. Da N kan skrives pa formen (5.4), fas

_[Ar+iA; Br+iB;| [ Ag+iA; —BL+iBT
T |Cr+iCr AL —iAT| T |-CE+iCT AL —iAT |7

hvorfor B = —B%, By = BF, Cr = —C%, og C; = C¥. Ved at indfgre den uniteere

matrix
1 IQn 'LI2n
Yin = —= ;
* \@ |:I2n _'Ll2n:|

N
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og permutationsmatricen

I, 0 0 0
0 0 I, 0
P=lo 1, 0 o
0 0 0 I,
fas, at
AR —A[ BR _BI
s [N OO | Ar Ar| B; Brp | [ A]
N'_PY%[O N}Y‘*"P_ Cn —Cr| AL AT |~ [CAT '
Cr  Cr|-A" AT

Det ses, at B = —BT,0gC = —CT, saledes at N € R*"*4" er en reel skaev-hamiltonisk
matrix. P& grund af blokstrukturen med de to nulmatricer er en egenveerdi for N
netop en egenvaerdi for bade N og N. Dermed findes egenveerdisolvere for N, der
bevarer symmetrien af egenveerdierne. Jeevnfor lemma 5.12; punkt (i), gor multipli-
kation med 4 en hamiltonisk matrix til en skaev-hamiltonisk matrix. Seaettes N = iH,
fas, at o(N) = o(iH) = io(H), saledes at 0(H) = —io(N). Dermed findes egenvaer-
disolvere for en generel kompleks hamiltonisk matrix, der bevarer egenvaerdiernes
symmetri. Bemaerk, at symmetriegenskaben for H omkring den imaginare akse er
bevaret, da o(N) = o(N).

5.3 Skeeringer med pseudospektret

Der indfgres fgrst en hjelpefunktion for at lette senere beregninger.

Definition 5.14 (Funktionen h.(x,y))
Lad h.: R? — R veaere givet ved

he(xay) = Smin(A - (LL’ + Zy)l) — &,
hvor sy, angiver den mindste singuleere vaerdi.

Med indfgrelsen af h. kan pseudospektret og aflukningen af dette aekvivalent med
definition 2.1 skrives

0=(A) = {(z,y) € R? : he(z,y) < 0} og

o-(4) = {(z,y) € R? : he(,y) < 0},
da smin(A — (z +iy)I) = ||(A — (z +iy)I)~||7'. Med denne notation er den pseu-
dospektrale abscisse givet ved

ae = max{z : (v,y) € R? h.(z,y) < 0}.

De fgrste skeeringer, der gnskes fundet, er skaringer mellem lodrette linjer i det
komplekse plan og randen af pseudospektret, hvilket svarer til, for et fast reelt x, at
finde reelle nulpunkter for h.(z,-). Hertil er fglgende lemma fundamentalt.

Lemma 5.15 (Lodret sggning)
For reelle tal x og y har matricen A — (x +iy)I en singulaer vaerdi € > 0, hvis og kun
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hvis iy er en egenveerdi for den hamiltoniske matrix

xl — A* el
H(x) = { —el A—xl]'

Resultatet geelder specielt, hvis h(z,y) = 0.

(5.5)

Bevis
Hvis iy er en rent imaginaer egenveerdi for (5.5), eksisterer der en vektor u, s& (H(z)—
iyl)u = 0, der er raekkeakvivalent med systemet

—el A—(z+wy)I| 0
A* — (x —iy)] —el v=">
Men sa er € en egenvaerdi for matricen
0 A— (x4 )l
A* — (z —iy)] 0 ’

hvilket er akvivalent med, at € er en singulaer veerdi for A — (x + iy)I ifplge lemma
5.9. Hvis h.(x,y) = 0, er € netop den mindste singulaere vaerdi, og resultatet folger
klart. O

Lad nu x veere et fast reelt tal. Fra lemmaet fas, at h(z,-) hgjst kan have 2n reelle
nulpunkter, da H(z) er en (2n x 2n)-matrix. For at finde nulpunkterne beregnes
alle de rent imaginzere egenveerdier {iy;} for H(xz). De y;’er, hvorom der gelder, at
Smin(A — (z +1y;)I) < ¢ er uden interesse, da det er lighed, der sgges. Der eksisterer
ikke y;’er, hvor smin(A — (x 4 iy;)I) > €, da € netop er en singulaer veerdi.

Der skelnes mellem to typer nulpunkter for den kontinuerte funktion y — h.(x,y).
Ved krydsende nulpunkter skifter funktionen fortegn, og ved ikke-krydsende nul-
punkter ggr den ikke. Bemzerk, at da spmin(A— (z+iy)I) = ||(A— (x+iy)]) "L, er
he(z,y) > 0, nar |y| er tilstraekkelig stor. Dermed kan der opskrives en ikke-aftagende
liste af lige laengde, 2m(x), hvis ikke-krydsende nulpunkter skrives to gange, dvs. li-
sten kan skrives som

Liz) Sui(e) <la(x) Sug(x) < -0 < (o) (). (5.6)
Det ses umiddelbart, at he(z,y) < 0 for

ye J @), u@),
j=1

der netop er de lodrette linjestykker indeholdt i pseudospektret for et fast . Ligeledes
er he(z,y) > 0 for

m(z)—1
y € (—oo,i(@)u ([ (w(@),Li41(2)) U (thyn () 00).
j=1
Pa figur 5.1 ses et eksempel pa et omrade opdelt i intervaller. Det skraverede svarer
til et pseudospektrum. Fglgende lemma bestemmer, om et nulpunkt er krydsende
eller ej, og anfgres uden bevis. Seetning og bevis findes i [Burke et al., 2003b, Lemma
2.4]. Bemaerk, at en singuleer veerdi s for en kvadratisk matrix B er simpel, hvis s? er
en simpel egenvaerdi for B* B, det vil sige har algebraisk multiplicitet 1. Hvis s > 0,
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Figur 5.1: Eksempel pa et omrdde opdelt i intervaller som i (5.6).

er dette xkvivalent med, at s er en simpel egenveerdi for den selvadjungerede matrix

0 B
B* 0|
Lemma 5.16

Lad x,y0 € R, og antag, at iyo er en rent imaginaer egenvaerdi for den hamiltoniske
matrix H(x), og at den singuleere vaerdi spmin(A — (x +1iyo)I) = € er simpel. Si er yg
et krydsende nulpunkt for funktionen he(x,-), hvis og kun hvis egenvaerdien iy har
ulige algebraisk multiplicitet.

Ud over den lodrette sggning efter skaeringer er der ogsa brug for en vandret sggning.
Her er fplgende lemma fundamentalt.

Lemma 5.17 (Vandret sggning)
For reelle tal x og y har matricen A — (x +iy)I en singulaer vaerdi € > 0, hvis og kun
hvis iz er en egenvaerdi for den hamiltoniske matrix

~ o |iA* =yl el

Hly) = —el 1A+ yl|” (5.7)

Resultatet gaelder specielt, hvis h.(z,y) = 0. Ydermere er x det storste reelle nul-

punkt for h.(-,y) hvis og kun hvis iz er den rent imaginaere egenveerdi for H(y) med
storst imagingerdel.

Bevis
De singulare veerdier for A — (x 4 iy)I er de samme som for

(A — (x+iy)l) =iA — (—y +izx)],

da multiplikation med en konstant pa enhedscirklen ikke pavirker de singulaere veerdi-
er, da o((e? A)*e? A) = o(A* A). Anvendes lemma 5.15 med A, x og y erstattet med
hhv. iA, —y og z er forste del af lemmaet bevist, og at det galder for h.(z,y) = 0,
fglger som en direkte konsekvens. B

Lad iz’ veere en rent imagineer egenveerdi for H(y), si ¢ er en singuler veerdi for
A — (¢ +iy)I. Daer

€ > smin(A— (&' +iy)I) = ho(a',y) +e,

84 he(z',y) < 0. Men da funktionen z +— h.(z,y) er kontinuert og positiv for store
x, ma der findes et z > 2’, 83 h.(z,y) = 0.
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Antag nu, at z er det stgrste reelle nulpunkt for h.(-,y), hvorved iz er en rent
imaginaer egenvaerdi for H (y). Af ovenstéende fas, at for enhver anden rent imaginzger
egenveerdi iz’ findes et andet nulpunkt z” > /. Men per antagelse er x > z”, 84 ix
mé veere den rent imaginzere egenveerdi med stgrst imaginaerdel.

Antag omvendt, at iz’ er den rent imaginaere egenveerdi for H(y) med storst imag-
inzerdel. Igen fas af ovenstaende, at h.(-,y) har et reelt nulpunkt = > 2’. Men dermed
er iz en rent imaginaer egenveerdi for H (y), s& per antagelse er x = 2’. Men dermed
er ' netop et reelt nulpunkt for h.(-,y). Hvis 2” er et vilkarligt reelt nulpunkt, er

iz’ en rent imaginzr egenveerdi for H(y), si per antagelse er z” < z. O

Som forlaengelse af lemma 5.15 kan det med samme bevisstrategi som til lemma
5.17 vises, at y € R er det storste hhv. mindste reelle nulpunkt for h.(z,-), hvis
og kun hvis iy er den rent imaginare egenveerdi for H(x) med sterst hhv. mindst
imaginaerdel. Dermed er det ikke ngdvendigt at undersgge, hvorvidt den stgrste og
mindste egenveerdi for H(z) skal frasorteres, da disse to netop er de to ekstreme
skaeringer.

Folgende to intuitive lemmaer anfgres uden bevis. Disse kan findes som
[Burke et al., 2003a, Theorem 4.4 og 5.1].

Lemma 5.18
Givet zy € o-(A) eksisterer der en reel-analytisk kurve p: [0,1] — C, sd p(0) = zo,
og p(t) € o.(A) for alle t € (0,1].

Lemma 5.19
Enhver dben og sammenhzngende delmaengde af pseudospektret for A bestaende af
alle punkter, der kan forbindes med en kontinuert kurve, indeholder en egenveerdi for

A.

Folgende tekniske saetning bekraefter blot den intuitive tanke, at enhver lodret linje af
punkter med fgrstekoordinat mellem den spektrale abscisse og den pseudospektrale
abscisse vil skaere pseudospektret.

Saetning 5.20
For ethvert reelt x i intervallet (o, o) eksisterer et reelt y, sa he(z,y) < 0.

Bevis

Ifplge lemma 5.18 og lemma 5.19 eksisterer der en kontinuert kurve i det komplekse
plan fra en egenveerdi for A til et endepunkt med realdel a.. Fraregnet dette ende-
punkt ligger kurven helt i pseudospektret. Dermed vil en lodret linje af punkter med
forstekoordinat x skesere denne kurve, og resultatet folger, da h.(z,y) < 0 netop i
pseudospektret. O

5.4 Beregning af pseudospektral abscisse

Veerktgjerne til criss-cross-algoritmen er nu indfgrt.

Algoritme 5.21 (Criss-cross-metoden)
(i) Initialisering: Szt 2! = o, og r = 1.
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(ii) Lodret sggning: Find alle nulpunkterne
H<ui <lh<uy<--- < -
for funktionen h.(z",-), hvor ikke-krydsende nulpunkter skrives to gange.
(iii) Vandret sggning: Szt for ethvert j € {1,...,m"}
P bty
Y; = T
og find herefter det stgrste nulpunkt z} for funktionen h.(-,y7).

(iv) Opdatering: Szt

r+1

2" =max{z] :j€{l,...,m"}}, og r=r+1,

og fortsaet ved punkt (ii).

Bemark, at denne notation stemmer overens med (5.6), med Ij = I;(z"), u} = u;(2")
og m" = m(z"). Bemeerk ogsd, at hvis 2”1 = 2 er blevet udvalgt i trin (iv), vil yj,
optraede som nulpunkt for h.(z"+1,.) i trin (ii) ved neeste iteration.

Som naevnt i forrige afsnit foretages en lodret sggning ved fgrst at beregne de
rent imaginaere egenveerdier for H(a"), hvorefter de vaerdier, der ikke har mindste
singuleer veerdi lig e, fjernes. Den vandrette sggning foretages ved at beregne de
rent imaginaere egenveerdier for H (y;) Her er det dog ikke ngdvendigt at analysere
hver udvalgt veerdi, da den rent imaginare egenvaerdi med stgrst imaginaerdel er den
gnskede i henhold til lemma 5.17.

Folgende saetning sikrer konvergens af algoritmen.

Seetning 5.22 (Global konvergens)
Criss-cross-metoden genererer en voksende folge af reelle vaerdier " med den pseu-
dospektrale abscisse o, som gransevaerdi.

Bevis
Bemerk, at 2! = o < a., og antag, at 7 < a.. Da en itereret veerdi 2"t er et
nulpunkt for h.(-,y7) for et indeks j, er 2" < a., hvorfor " < a. for alle r.

Hvis I} = uj for alle j, vil den lodrette linje af punkter med fgrstekoordinat z7
ikke ramme pseudospektret. Dermed er z” = «. ifglge seetning 5.20, og der er ikke
mere at vise. Omvendt, hvis I < uj for et j, er he (2", yj7) <0, sd 2™t > 2", Dermed
er {z"} strengt voksende og opadtil skarpt begranset ved a..

Antag nu, at {a"} konvergerer mod en graense z>° < «a.. Da de naturlige tal m"
er ligeligt begreensede ved n, da h.(z",-) hgjst har 2n nulpunkter, findes en delfglge
S af de naturlige tal, sa 2m” = m for alle r € S, og sa der for fortaetningspunkter

15, u3® og y;° geelder, at

A i

forr — 0coi S ogforje{l,...,m}. For ethvert reelt u € [0,1] er
hE(ZL'T,,U,lJT- + (1 - :u‘)u;) <0,

hvoraf det pga. kontinuiteten af h fglger, at
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he(z,y) <0 for 157 <y <wj.
Hvis I3° < uj° for et indeks j, er [2° < y7° < u3°, og dermed
172 <yj <wuj° for alle store r € S.

For et sadant r ma he(z>,y7) < 0. Men derved vil 2"t som minimum veere det
storste nulpunkt for h.(-,y%), sd 2"+ > 2°°. Men dette strider mod, at {z"} er en
strengt voksende fglge med graenseveerdi £°°. Dermed kan det antages, at

152 =wu3® for ethvert j € {1,...,m}. (5.8)

Per antagelse er a < > < ., sa ifglge seetning 5.20 eksisterer der et reelt y°°, sa
he(x®,y*>°) < 0. Dermed vil der pga. kontinuitet eksistere et 6 > 0, sa

he(z,y) <0 for |z — 2| <6, og |y — y=°| < 4.
Da z" — 2z, vil der for alle store r galde, at
he(a",y) <0 for [y —y>[ <,

hvorfor der mé eksistere et indeks j, si I] <y < uf, hvoraf det fas, at uj — 17 >0
for alle store r. Men der gaelder ligeledes vha. (5.8), at

luj — 7] < Juf —ug®[ + |17 = 15°] = 0 for r — oo,
hvorfor der opstar en modstrid. Dermed er fgrste antagelse forkert, sa {z"} kan ikke

konvergere mod en graense mindre end a.. O

Det kan ydermere vises, at konvergensen er kvadratisk. Seetning og bevis findes i
[Burke et al., 2003b, Theorem 5.2].

5.5 Numerisk implementering

Dette afsnit omhandler implementeringen af criss-cross-algoritmen til bestemmelse
af den pseudospektrale abscisse i MATLAB. Implementeringen vil blive eksemplificeret
med (6 x 6)-matricen givet ved

-6 -30 -120 -360 -720 -720
1 0 0 0 0 0
0 0

1 0 0
A= 0 0 1 0 0 0 (5.9)
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0

Pseudospektrer for A kan ses pa figur 5.2. Den betragtede implementering er en
udvidelse af den, der findes i EigTool-toolboxen. Forskellen pa de to er, at den
simple udgave kun anvender MATLAB’s egen eig-funktion til at finde egenvaerdier
for de hamiltoniske matricer. Denne implementering bestemmer egenvardier op til
en given tolerance. Herved kan der opsta problemer med at finde de rent imaginaere
egenveerdier, der ifglge lemma 5.15 og lemma 5.17 skal bruges i bestemmelsen af
skeeringspunkter mellem rette linjer og pseudospektrets rand. Den udvidede udgave
giver muligheden for at anvende egenvaerdisolvere specielt udviklet til hamiltoniske
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j— 125

j— 175

j— -2 25

-0 dim=6
. -2.75

L L L " L L L L L
-14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8

Figur 5.2: Pseudospektrer for A.

matricer. Disse bevarer den hamiltoniske struktur, og de rent imaginaere egenvaerdier
vil derfor selv med afrundingsfejl stadig vaere rent imaginare. Den udvidede kode
kan findes pa http://www.cs.nyu.edu/faculty/overton/software/, og er sidst
opdateret 10. marts 2005.

Antag, at samtlige nulpunkter til en given iteration r alle er krydsende nulpunkter,
og dermed forskellige. Antag ydermere, at nulpunkterne ligger med en vis afstand,
og at den tilhgrende rent imaginsere egenveerdi H(x") er simpel. Da vil en
hamiltonisk egenveerdisolver som output give de rent imaginaere egenveerdier med
realdel lig 0, upavirket af afrundingsfejl, da perturbationer af z" ikke flytter en
simpel, rent imaginer egenveerdi for H(z") veek fra den imaginare akse. Dette
gelder dog ikke i graensen, nar algoritmen konvergerer. Lad (a.,y) veere et
maksimum over den reelle akse i det aflukkede pseudospektrum. Dermed er g et
ikke-krydsende nulpunkt for h.(a.,-), hvorfor den rent imagineere egenveerdi iy
for H(a.) har lige algebraisk multiplicitet jeevnfgr lemma 5.16. For alle 2" < o,
findes et par af krydsende nulpunkter [",u", for hvilket der gelder, at u”™ — " — 0
for r — oco. Dermed bliver det svaerere og svaerere numerisk at bestemme, om den
hamiltoniske matrix har to forskellige, men tatte egenvaerdier, en dobbelt rent
imaginar egenveerdi eller, grundet afrundingsfejl, et par af taetliggende egenveerdier
med samme imaginaerdel. Dette vil ske, selvom en hamiltonisk egenvardisolver er
valgt. Derfor er implementeringen af criss-cross-algoritmen indrettet saledes, at
den terminerer, enten nar egenveerdisolveren ikke kan returnere en rent imaginaer
egenvaerdi i den lodrette spgning i punkt (ii) i algoritmen, eller nar den vandrette
sggning i punkt (iii) returnerer et z"t! < 2. Hvis et af tilfzeldene opstar, indikerer
dette, at programmets praecision er naet. Et af tilfeeldene vil opsta pa et tidspunkt,
da {z"} er monotont voksende mod «., og typisk sker dette inden for 3 til 5
iterationer ifglge [Burke et al., 2003b].

Implementeringen er delt op i tre filer. En hovedfil pspa.m og to beregningsfiler
pspa_imag.m og pspa_real.m, der er hhv. lodret og vandret sggning. Begge disse
filer bliver kaldt af hovedfilen. Hovedfilen tager op til 6 argumenter, hvor de fgrste
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selviglgelig er matricen A, for hvilken den pseudospektrale abscisse gnskes fundet, og
det valgte . De resterende argumenter angiver blandt andet, om der skal plottes, og
ikke mindst hvilken egenverdisolver der skal anvendes. Hvis ingen egenvaerdisolver
angives, benyttes MATLAB’s egen eig. I dette afsnit omtales de dele af koden, der
indeholder plotfunktioner og -kommandoer ikke, da disse ikke har beregningsmaessig
interesse. Hovedfilen bestar primeert af initialiseringer, som for eksempel 2! = «,
og det er blandt andet i denne fil, at det bliver kontrolleret om argumenterne er pa
korrekt form, som for eksempel om en matrix er kvadratisk. Derudover er det denne
fil, der kalder de to beregningsfiler, der er den interessante del af implementeringen.
Hovedfilen kalder forst pspa_imag.m, der er den lodrette sggning til en given x-vaerdi.
Folgende kode anvendes til at bestemme egenvaerdierne for den hamiltoniske matrix
M = [*_BE* g], hvor B= A —zl, og E = eI, svarende til H(z) fra lemma 5.15, alt
efter hvilken egenverdisolver der er valgt. Der er 3 valgmuligheder, hvor 0 er MAT-
LAB’s egen eig, 1 er en hamiltonisk egenveerdisolver udviklet af Benner, Mehrmann

og Xu [Benner et al., 1998], og 2 er en metode baseret pa [Van Loan, 1984].

1 if eigsolver ==

2 eM = eig([-B’ E; -E Bl);
3 else

4 [Am,QG] = haconv(-B’,E,-E);
5 if eigsolver == 1

6 eM = haeig(Am,QG);

7 else

8 eM = Hameig(Am,QG);

) end

10 end

Matricen A i (5.9) har 2! = a ~ 0,80, og med ovenstaende fas de 12 egenvardier
o(H () = eM ~ {-£4,634; £3,024; £3,27 £ 0,774; £2,24 + 2,274},

Den numerisk mindste vardi af realdelen af egenvaerdierne findes ved
minreal = min(abs(real(eM))). Hvis minreal er stgrre end tolerancen imagtol
ved forste iteration, der er 0, med mindre MATLAB’s egenveaerdisolver er valgt,
sattes tolerancen op til minreal+imagtol. De egenveerdier, hvor minreal er mindre
end tolerancen, betragtes fremover som vaerende rent imaginaere. Den resterende
del af pspa_imag.m er en if-else-lgkke, der terminerer med en tom vektor, hvis
minreal>imagtol. Else-delen indeholder udvalgelse og sortering af de fundne
egenvaerdier. Den starter med fgrst at indeksere og sortere egenveerdierne med
absolutveerdi af realdelen mindre end eller lig imagtol.

11 indx = find(abs(real(eM)) <= imagtol);
12 y = sort(imag(eM(indx)));

For matricen A fas i forste iteration af dette, at y ~ {—4,63; —3,02; 3,02;4,63}.

En stor fordel ved de hamiltoniske egenvaerdisolvere er egenskaben, at antallet af
rent imaginaere egenveerdier er lige pa trods af afrundingsfejl. Dette er vigtigt for
criss-cross-algoritmen, for hvis ikke par-strukturen fra (5.6), s. 97, er bevaret, kan
algoritmen fejle. Den lodrette sggning i den ideelle algoritme uden afrundingsfejl vil
frasortere alle de rent imaginzre egenveerdier iy;, for hvilke syin (A — (z+iy;)I) < e.
For at frasortere egenvaerdierne kan der indfgres en tolerance i denne ulighed, men
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dette kan give problemer, hvis flere singulaere veerdier ligger teet pa e. Derfor un-
dersgges i stedet for, om syin(A — (z + 4y;)I) er den singuleere veerdi, der er teet-
test pa €. De iy;, hvor dette ikke geelder, frasorteres. Implementeringen ggr brug af
blandt andet s=svd(), der her returnerer en vektor bestadende af singulaere vaerdi-
er, og [C,I]=min(), der returnerer argumentets mindste vaerdi C og dets indeks I.
Hvis minimum antages flere steder, angives kun det forste sted, det optraeder. Det
bemaerkes, at n svarer til n’et 1 A € C"*",

13 indx2 = 1;
14 for check = 2: length(indx)-1

15 j = check;

16 Ashift = A - (x + ixy(j))*eye(n);

17 s = svd(Ashift);

18 [minval,minind] = min(abs(s-epsln));
19 if (minind == n)

20 indx2 = [indx2; j];

21 end

22 end

23 indx2 = [indx2; length(indx)];

24 removed = length(indx) - length(indx2);
25 1f removed > 0

26 y = y(indx2);

27 end

Bemerk i linje 19-20, at der bliver tilfgjet et element til indx2, dvs. en egenvaerdi
bliver accepteret, netop hvis den singulaere veerdi, der er taettest pa e, er den
mindste. Dermed bestar y nu af de y-vaerdier, der er blevet accepteret. For matricen
A er ingen veaerdier blevet sorteret fra, hvorfor y er den samme som fgr.

Det sikres nu, at der er fundet et lige antal skeeringer, og at der i det hele taget
er fundet skeringer. Bemaerk, at et ikke krydsende nulpunkt giver anledning til et
lige antal skaeringer pga. egenvaerdiens lige algebraiske multiplicitet, jeevnfor lemma
5.16. Ellers returneres en fejlmeddelelse.

Der er endnu et tilfeelde, der ber tages hgjde for. Antag, at den fgrste lodrette sog-
ning ved matricen A for ¢ = 0,1 kun finder et enkelt szt af skaeringer, saledes at
midtpunktet af intervallet er y] = 0, da matricen er reel. Dermed vil den efterfglgen-
de vandrette spgning finde punktet (z2,0), hvor 22 ~ 4,82. Hvis den efterfglgende
lodrette sggning igen kun finder et enkelt par af skeeringer, er 32 = 0, og den ef-
terfglgende vandrette sggning finder derfor 23 = 22, og algoritmen terminerer med
det forkerte resultat. For at sikre mod tilfaelde som dette indferes en simpel foran-
staltning, efter de lodrette intervaller er fundet. Lad yj veere y-veerdierne til 2"+
fundet ved en lodret spgning, og kontroller, om y;; er et nulpunkt i den efterfplgende
lodrette sggning. Grundet afrundningsfejl skal det mere praecist undersgges, hvorvidt
mangden af nulpunkter ved iteration r 4+ 1 er ikke-tom, og om

T

hvor 5;“

= T(u?“ — Z;H) for et j € {1,...,m" "1} og et fast 7 < 1. Hvis det er
tilfzeldet, splittes intervallet [I"** u" "] op i de to intervaller [l;“,y,g] og [yg,ugﬂ],

hvortil midtpunktet af hvert findes. Ifglge [Burke et al., 2003b] er 0,01 et fornuftigt
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valg for 7, da dette er lille nok til at bryde et interval i to om ngdvendigt, men stort
nok til kun at bryde intervallet, hvis det er ngdvendigt. Dette foregar i fglgende del
af implementeringen, hvor npairs er antallet af intervaller.

28 ind = 0;

20 for j=1l:npairs

30 ylow = y(2%j-1);

31 yhigh = y(2*j);

32 inttol = .01 * (yhigh - ylow);

33 if ywant > ylow + inttol & ywant < yhigh - inttol

34 ind = ind + 1;

35 ynew(ind,1) = (ylow + ywant)/2;
36 ind = ind + 1;

37 ynew(ind,1) = (ywant + yhigh)/2;
38 else

39 ind = ind + 1;

40 ynew(ind,1) = (ylow + yhigh)/2;
41 end

42 end

Det sidste, der sker i pspa_imag.m, er, at symmetrien af pseudospektret for reelle
matricer udnyttes. Det vil sige, at hvis A er reel, er det kun ngdvendigt at betragte
y-veerdier fra den gvre halvplan.

43 if Areal

11 indx = find(ynew >= 0);
a5 ynew = ynew(indx) ;
46 end

Hovedfilen gemmer ynew som y, s der eksisterer nu en vektor y bestaende af y-
veerdier, der til det givne x er midtpunkter af lodrette linjestykker i pseudospektret.
Disse y-veerdier anvendes nu som argument i pspa_real.m. I henhold til teorien
findes nu de rent imaginare egenveerdier for H(y}), hvor y; er elementerne i y. Pa
samme made som i den lodrette sggning kan der her veelges, hvilken egenvaerdisolver
der gnskes anvendt. Egenveerdierne gemmes som eM2. Fglgende lgkke udfgres ogsa
for hvert element i y.

a7 if min(abs(real(eM2))) <= imagtol

a8 indx = find(abs(real(eM2)) <= imagtol);
49 xnew(j) = max(imag(eM2(indx)));

50 else

51 xnew(j) = -inf;

52 end

Hvis der netop findes rent imaginaere egenvaerdier indekseres disse i linje 48 og den
stgrste gemmes som et element i xnew, siledes at xnew kommer til at besta af den
stgrste x-veerdi i det aflukkede pseudospektrum pa en vandret linje ud fra hver y-
vaerdi fundet ved pspa_imag.m. Til sidst findes den stgrste af disse z-veerdier og den
tilhgrende y-veerdi.

53 [xbest,ind] = max(xnew);
sa ybest = y(ind);
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Figur 5.3: Pseudospektrer for matricerne A og A’ med € = 0,1 med tilhgrende plot fra criss-cross-
algoritmen til bestemmelse af pseudospektral abscisse.

Hovedfilen kgrer de to beregningsfiler, sd lange der findes rent imaginaere
egenveerdier for H(z), det nyfundne z er skarpt stgrre end det tidligere, og der
ikke opstar fejl. Derudover er algoritmen sat til at terminere med en fejl, hvis et
resultat ikke er opnaet efter 20 iterationer. Pseudospektret for A med ¢ = 0,1
med tilhgrende plot fra criss-cross-algoritmen kan ses pa figur 5.3(a), og de
numeriske vaerdier for de tilhgrende iterationer kan ses i tabel 5.1. Der er anvendt
bade den hamiltoniske egenveerdisolver udviklet af Benner, Mehrmann og Xu og
MATLAB’s egen egenvardisolver. Det ses, at med den hamiltoniske egenvaerdisolver
terminerer algoritmen efter 4 iterationer, hvor den anden skal bruge 7, og her er
forskellen mindre end 10713, Det ses ogsd, at uden hamiltonisk egenveerdisolver
findes flere skaeringer ved de lodrette sggninger, nar algoritmen nsermer sig o..
Det bemerkes, at med den hamiltoniske egenveerdisolver er algoritmen termineret,
da den ikke lengere fandt rent imaginaere egenveerdier til H(«"), hvor den i det
andet tilfelde er termineret, da 2" +! < 2. Sidstnaevnte skyldes med stor sandsyn-
lighed, at der efter iteration 6 er fundet en for hgj xz-vaerdi pa grund af afrundingsfejl.

Som et sidste eksempel betragtes en kompleks perturbation af matricen A. Lad A’
vaere (6 X 6)-matricen A fra (5.9) med indgang (4, 3) perturberet fra 0 til . Dermed
er pesudospektret ikke leengere symmetrisk omkring den reelle akse. Pseudospektret
for A’ med ¢ = 0,1 med tilhgrende plot fra criss-cross-algoritmen kan ses pa figur
5.3(b), og de numeriske vaerdier for de tilhgrende iterationer kan ses i tabel 5.2, hvor
der igen bade er anvendt hamiltonisk egenveerdisolver og MATLAB’s egen eig. Ved
begge egenveerdisolvere er algoritmen termineret, da der er fundet et 2"*! < 2. Det
ses, at forskellen pa de to i dette tilfzelde giver en differens pa mindre end 10~'3. Dog
har algoritmen med den hamiltoniske egenvaerdisolver brugt en iteration faerre.
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Hamiltonisk egenveerdisolver
v 7 m" vi v
1 | 0,803611571031847 | 1 | 6,173287203322284 -
2 | 5,842966386848187 | 1 | 4,156182973663508 -
3| 6,181597017738199 | 1 | 4,142563524599984 -
4 | 6,181612089038407 | 1 | 4,142562887808657 -
5 | 6,181612089038424 | 0 - -
MATLAB’s egenverdisolver
v 7 m" vi v
1 | 0,803611571031847 | 1 | 6,173287203322282 -
2 | 5,842966386848172 | 1 | 4,156182973663518 -
3 | 6,181597017738196 | 1 | 4,142563524599986 -
4 | 6,181612089038379 | 2 | 4,142562840897468 | 4,142563571511165
5 | 6,181612089038423 | 2 | 4,142562806231783 | 4,142562922474343
6 | 6,181612089038425 | 1 | 4,142562887808653 -
7 | 6,181612089038435 | 2 | 4,142562866205854 | 4,142562909411446
8 | 6,181612089038435 | 0 - -
Tabel 5.1: De numeriske veerdier for iterationerne til bestemmelse af ac(A).
Hamiltonisk egenveerdisolver
r " m" v v
1] 2,062075012029518 | 2 | —5,658703480680666 | ©5,241063217289241
2 | 6,138847493891285 | 1 | —3,656209665611319 -
3 | 6,513210712938557 | 1 | —3,591852430025272 -
4 | 6,513584679801937 | 1 | —3,591792498437352 -
5 | 6,013584680126223 | 1 | —3,591792578941133 | —3,591792417881605
6 | 6,013584680126223 | 0 - -
MATLAB’s egenverdisolver
r 7 m’ vi v
1| 2,062075012029518 | 2 | —5,658703480680648 | 6,268294852535324
2 | 6,138847493891275 | 1 | —3,656209665611323 -
3 ] 6,513210712938542 | 1 | —3,591852430025273 -
4 | 6,513584679801937 | 1 | —3,591792498437356 -
5 | 6,013584680126216 | 2 | —3,591792652324909 | —3,591792344497834
6 | 6,013584680126234 | 1 | —3,591792498385379 -
7 | 6,513584680126234 | 0 - -

Tabel 5.2: De numeriske veerdier for iterationerne til bestemmelse af ac(A’).

107



“master” — 2009/6/3 — 10:27 — page 108 — #114

5. NUMERISK BESTEMMELSE AF PSEUDOSPEKTRAL ABSCISSE

5.6 Perspektivering

Criss-cross-algoritmen konvergerer hurtigt, og beregningsmaessigt er det bereg-
ningerne af egenveerdierne for H(x) og H(y), der tager tid. Der kan dog veere
beregninger at spare ved fgrst at foretage en vandret sggning, da a. ofte antages i
omradet ud for egenveerdien med storst realdel, som er tilfaeldet ved bade A og A'.
Dette er ligeledes tilfzeldet for alle normale matricer, da pseudospektrerne ligger
som cirkler med samme radius omkring hver egenveerdi ifplge saetning 2.3 punkt (ii).

Criss-cross-algoritmen kan ogsa med modifikationer anvendes til at beregne pseu-
dospektralradius. Her er det dog ikke lodrette og vandrette sggninger, men radise-
re og cirkulzere sggninger, der skal anvendes. Algoritmen initialiseres med p' = r.
og med 01, der er hovedargumentet til egenveerdien, hvortil spektralradius antages.
Derefter findes skaeringen med randen af pseudospektret pa linjen ud fra origo igen-
nem egenvaerdien. Herefter foretages en cirkulaer sggning ud fra skeeringen, dvs. alle
skaeringer mellem cirklen med centrum i origo og den fundne radius og randen af
pseudospektret. Til hver cirkelbue i pseudospektret findes midtpunktet 07, og der fo-
retages nu en ny radizer sggning efter skaeringspunkter mellem linjestykket fra origo
igennem midtpunkterne og det aflukkede pseudospektrum. Dette fortsaettes, indtil
pseudospektralradius er fundet op til en given tolerance.

P4 figur 5.4 ses pseudospektrer for A og A’ med ¢ = 0,1 med tilhgrende plot fra
criss-cross-algoritmen til bestemmelse af pseudospektralradius. De tilhgrende nume-
riske vaerdier for iterationerne findes i tabel 5.3 og 5.4.

Sggningerne foregar, som ved algoritmen for bestemmelse af pseudospektral abscis-
se, ved at finde egenveerdier for hamiltoniske matricer, men modsat bestemmelse
af pseudospektral abscisse kan der ved en cirkuleer sggning findes uendeligt mange
skaeringer, hvilket der skal tages hgjde for. Implementeringen i EigTool anvender
i gjeblikket, ligesom implementeringen for bestemmelse af pseudospektral abscisse,
MATLAB’s egen egenveerdisolver, og udnytter derfor ikke den hamiltoniske struktur
af matricerne.
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5.6. PERSPEKTIVERING
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Figur 5.4: Pseudospektrer for matricerne A og A’ med € = 0,1 med tilhgrende plot fra criss-cross-
algoritmen til bestemmelse af pseudospektralradius.
r p" m” 07
1| 3,784017681762119 | 0O 1,356796751660823
2 | 10,47717409593682 1 —3,141592653589793
3 | 12,48598739423252 | O -
Tabel 5.3: De numeriske vaerdier for iterationerne til bestemmelse af r.(A).
r p" m” 07
1| 5,012522020849668 | 0 1,391383295988042
2 | 10,71816304001210 1 | 3,091584166702382
3| 12,50731411608825 | 1 | 2,912658763122895
4| 12,54632997579909 | 1 | 2,903800832735430
5 | 12,54642933487869 | 1 | 2,903779823189943
6 | 12,54642933543778 | O -
Tabel 5.4: De numeriske veerdier for iterationerne til bestemmelse af r.(A’).
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