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Synopsis:

Dette projekt omfatter approksimation af
losninger til systemer af ordineere forste or-
dens differentialligninger. Metoderne an-
vendt er Eulers metode, Forbedret Euler,
Heuns metode og Runge-Kutta metoden
af orden fire, RK4. Peanos eksistenssaet-
ning og Osgoods entydighedsseetning be-
vises. Brugen og effektiviteten af de nu-
meriske metoder, illustreres ved eksempler,
hvor den generelle losning er kendt. Der-
udover udferes numeriske eksperimenter,
med henblik pa at sammenligne metoder-
ne. Et storre eksempel gennemregnes af-
slutningsvis. Dette eksempel omhandler
hvorledes banekurven for en tennisbold
pavirkes, nar tennisbolden paferes et top-
spin.

Majbritt Sloth Thomassen

Rapportens indhold er frit tilgengeligt, men offentliggorelse (med kildeangivelse) md kun ske efter aftale.







Abstract

This project deals with approximation of solutions for systems of ordinary first-order differen-
tial equations. Peano’s existence theorem and Osgood’s unigeness theorem will be proved. The
following methods; Euler’s method, the Improved Euler method and Heun’s method, will be ex-
plained and supported by underlying theory. A short general introduction to methods based on
Taylor expansion will be made. Furthermore Runge-Kutta methods will be introduced, among
these the classical Runge-Kutta formula of order 4, RK4. Numerical experiments concerning Eu-
ler’s method, the Improved Euler method, Heun’s method and RK4, will be carried out, to illu-
strate the underlying theory. Throughout the project the use and effectiveness of the mentioned
methods will be illustrated by small examples, in which the general solution is known. Finally an
example will be carried out, in which no general solution exists. This example shows the effects a
topspin will have on the trajectory of a tennisball.
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Lasevejledning

Efter hvert kapitel vil det fremgd hvilke referencer, der er anvendt i det pdgeeldende kapitel.
Bagerst i rapporten forefindes en litteraturliste.

Kildehenvisninger er angivet efter Harvardmetoden, og noteres med [Efternavn, ar, sidetal]. I
litteraturlisten er kilderne angivet med forfatter, ar, titel, forlag og ISBN-nummer og derudover
URL for internetsider. Figurer og tabeller er nummereret i henhold til kapitel, sdledes at den forste
figur i kapitel 2 har nummer 2.1, den neeste, nummer 2.2 osv.

Matematiske beviser vil blive afsluttet med [J og eksempler afsluttet med A.

Alle implementeringer er foretaget i programmet Maple 17.00.
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Introduktion

Differentialligninger spiller ofte en vigtig rolle indenfor videnskaben. De differentialligninger,
der behandles i dette projekt, er pa formen

dy
I =) (L.1)
hvor y er en funktion fra et interval I C R ind i R?, hvor d er et positivt heltal. En lesning til (1.1)
er en funktion ¢(x) : I — R, der opfylder at

¢'(x) =f(x,9(x)) , xel

Et simpelt eksempel pé en sadan differentialligning er positionen af en partikel. En partikel bevee-
ger sig langs x-aksen med hastighed givet ved den kontinuerte funktion f(t) til et givet tidspunkt
t. Ved tidspunktet ¢y er partiklens position x¢. Hvis en fysiker ensker at beskrive partiklens be-
veegelse, skal han dermed lose differentialligningen

dx
T f(t) (1.2)

hvor lesningen antager veerdien x( ved tispunktet f5. Losningen er givet ved

Kt =x+ [ flx)ar

Dette ses tydeligt ved direkte indseettelse i (1.2). Fysikeren kan saledes bestemme partiklens posi-
tion til ethvert tidspunkt ¢. En differentialligning som (1.1) er ikke i sig selv nok til bestemmelse af
en entydig lesning. Der er derfor brug for supplerende betingelser, som i eksemplet med partik-
len, hvor det var givet at positionen ved tidspunktet fy var xp. En sddan ekstra betingelse kaldes
en begyndelsesbetingelse. Eksistens og entydighed af en lgsning til en given differentialligning,
er yderst relevante emner at tage op. I kapitel 3 behandles disse emner derfor, i form af to vigtige
resultater: Peanos eksistenssaetning og Osgoods entydighedssaetning.

Det er desveerre ikke altid muligt at bestemme en generel losning til en differentialligning. I sa-
danne tilfeelde er det derfor nodvendigt at anvende en eller flere numeriske metoder til at approk-
simere en losning. Det er netop disse ,uloselige” differentialligninger og metoder til at approk-
simere en lgsning dertil, der er omdrejningspunktet for dette projekt. Der vil blive gennemgaet
folgende approksimationsmetoder

¢ Eulers metode (kapitel 2)

Metoder baseret pa Taylorudvikling (kapitel 4)
Forbedret Eulers metode (kapitel 5)

¢ Heuns metode (kapitel 5)

* Runge-Kutta metoder, herunder RK4. (kapitel 6)
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KAPITEL 1. INTRODUKTION

Der er naturligvis forskel pd, hvor effektive de forskellige metoder er, hvilket derfor bereres un-
dervejs for hver enkelt metode. Brugen og effektiviteten af de forskellige metoder vil undervejs
blive illustreret vha. mindre eksempler, hvor den eksakte losning er kendt, sdledes at der er no-
get at sammenholde de approksimerede losninger med. Derudover vil et storre eksempel afslut-
ningsvist blive gennemregnet. En introduktion til dette eksempel er givet nedenfor.

1.1 Tennisbold med topspin

Et af de steder, hvor disse ,uleselige” differentialligninger opstar, er nar der seettes spin pd en
tennisbold. Nar en tennisspiller udferer et slag med topspin tilferer han bolden en hastighed,
i form af en vektor v, rettet mod modspillerens banehalvdel. Derudover tilferer han bolden en
vinkelhastighed, i form af en vektor w, der far bolden til rotere. Boldens placering under turen
fra den ene banehalvdel til den anden, angives som en positionsvektor, 7. Der er tre forskellige
kreefter, der pavirker tennisbolden under flyvningen, disse er:

¢ Tyngdekraften F;
e Luftmodstanden D
* Magnuskraften M

Disse er illustreret pa figur 1.1

e '

Figur 1.1. llustration af de kreefter, der pavirker en roterende tennisbold.

Tyngdekraften

Tyngdekraften virker altid lodret pa et legeme og er, nar den angives som en vektor i 3 dimensio-
ner, givet ved
Fr = mg

hvor m er tennisboldens masse og g er en vektor, der angiver tyngdeaccelerationen, dvs. g =
(0;0; —9,82)T.

Luftmodstanden

Luftmodstanden, D, for et legeme virker i den modsatte retning af hastighedsvektoren v, og er
givet ved
v
D = Dy (v) oy
[o]]

hvor Dj bestemmer sterrelsen af luftmodstanden, og er pd formen

1 71>
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1.1. TENNISBOLD MED TOPSPIN

hvor p er luftmassefylde, d er tennisboldens diameter og A er tveersnitsarealet af det givne lege-
me, dvs. for en tennisbold lig med 7td? /4. Koefficienten Cp kan findes eksperimentielt og afheen-
ger for en tennisbold af v og w. Formen af Cp bliver behandlet i kapitel 8.

Magnuskraften

Magnuskraften, M, er ortogonal pa hastighedsvektoren v og vinkelhastighedsvektoren w, og er

givet ved
w v
— X

M= M i
[l {loll

hvor M| bestemmer storrelsen af magnuskraften, og er pa formen
1 md?
My = Cuiz Apllol® = Cu “g-pllol?

og athenger saledes af de samme parametre som luftmodstanden, blot med koefficient Cp; i
stedet for Cp. Cps atheenger ligeledes af v og w og kan findes eksperimentielt.

Differetialligninger for positionsvektoren

For at fa opstillet et system af differentialligninger, der beskriver positionsvektorer r, skal anven-
des Newtons anden lov. Denne siger at:

Hvis et objekt med masse m bliver pavirket af en ydre kraft F,, vil denne forarsage en
acceleration, g, af objektet i samme retning, som den ydre kraft:

Foet = ma

Den anden ordens afledede af tennisboldens positionsvektor, mht. til tiden ¢, er lig med accelera-
tionsvektoren for tennisbolden, sdledes kan Newtons anden lov anvendes til at opstille felgende
differentialligning for tennisbolden

md—zr =F+D+M (1.3)
az ! ‘
Indseettes formlerne for F;, D og M, fés
d?r(t) v w v
M= = F — Dy + My X
d? [o]] ]l o]l
nd? v md? w v
=F—Cp—pllol*— + Cu—(plol*— X ==
8 9] 8 wll ~ [loll
sa
d*r(t) d*p||o|| md*pl|o||
=¢—-Cp——— Cy——ir— 14
ar D gm O T Mg © XY (14)

Ligningen (1.4) er et system af tre anden ordens differentialligninger med begyndelsesbetingel-
serne

r(0) =rg og E(O) =17 (1.5)

hvor vy er tennisboldens starthastighed. Systemet (1.4) har ingen generel losning og skal derfor
loses numerisk. I praksis kan problemet betragtes i to dimensioner i stedet for 3. Dette gores ved
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KAPITEL 1. INTRODUKTION

at antage, at vinkelhastighedsvektoren w ligger i det horisontale plan, parallelt med y-aksen og
er vinkelret pa hastighedsvektoren v. For en illustration af dette se figur 1.2. Bemeerk at angivelse
af x- og y-akse er byttet for figur 1.1 og figur 1.2.

Figur 1.2. Illustration af magnuskraft ved topspin og bagspin.

Disse antagelser gor, at magnuskraften vil ligge i det vertikale plan, da den som tidligere naevnt
er ortogonal pa v og w. Retningen af magnuskraften bestemmes af, hvorvidt tennisbolden paferes
et topspin eller et bagspin, som illustreret pa figur 1.2, hvor My, angiver magnuskraftens retning
for topspin og Mg, for bagspin. Angives hastighedsvektoren ved

Da kan de to mulige magnuskrafter skrives som

1 Uy UTop
M, = M; — =
or = o [ —0y ] Holl
1 —0y UBag
M = Mj;—- =M
Bog = o] [ Ux } Mol

Tilsvarende til (1.4), fas der i to dimensioner med topspin

dr(t) _ o7 ndp|[v] nd?p|[v]

az —8 ~Cp—g, vt g~ np (1.6
og med bagspin

dr(t) _ o7 nd’p|[v] nd?p|[v]

a2 —8 DTy UM g, b (17

Indfer nu et 5, hvor B = 1 ndr tennisbolden er udsat for topspin og B = —1 ved bagspin. Indfer
derudover et a givet ved
_ ndp
8m

Sé kan (1.6) og (1.7) skrives som et system af to anden ordens differentialligninger

Px(t) dx(t) dz(t)

o —Cpallv|| It +,BCM‘X||U||7 (18)
dZZ(t) B dz(t) dx(t)

Froa —9,82—CD0¢||U||7 — BCwmallo| dt



1.1. TENNISBOLD MED TOPSPIN

hvor [[v]| = /x/(t)? + z/(t)%. For at definere begyndelsesbetingelser, lad da vy angive vektoren
for begyndelseshastigheden og 6 angive vinklen mellem vy og x-aksen. Da haves felgende be-
gyndelsesbetingelse herende til (1.8)

dx dz .
x(0)=0, z(0)=H, —(0)= [vofcos(8), —(0)= [vo] sin()
hvor H angiver tennisboldens starthejde. Dermed en introduktion til det problem, der skal lases
i denne rapport. Inden dette kan gores skal teorien bag de forskellige approksimationsmetoder

gennemgas.

Referencer

Introduktionen er inspireret af [Petrovski, 1973, s. 3-4]. Afsnit 1.1 er primeert skrevet pd baggrund
af [Gander og Hfebitek, 2004, s. 27-29], hvor teorien omhandlende vindmodstand er uddybet vha.
[Faber, 1995, s. 264]. Derudover er Newton anden lov skrevet vha. [Bauer og Westfall, 2011, s. 107].






Eulers metode

Eulers metode er en forholdsvis simpel metode til at approksimere en losning til en differenti-
alligning. Eulers metode er en sakaldt one-step metode. Indledningsvis indferes derfor relevante
definitioner for one-step metoder.

2.1 Lokal beskrivelse af one-step metoder

Det onskes at approksimere en losning til begyndelsesveerdiproblemet

d

= flry), a<x<b y(a) =y, 2.1)
Givet et punkt x; € [a,b] og et y, € RY, skrives et enkelt skridt i en one-step metode generelt pa
formen

Y1 = Yk +hO(xp, i ) (2.2)

hvor i > 0 angiver skridtleengden. Funktionen &® i (2.2) er altsa definerende for approksima-
tionsmetoden og angiver den approksimerede tilveekst per skridt. Udover vektoren y; 1 betrag-
tes losningen u(t) til (2.1), der passerer igennem punktet (xy, yy), sdledes at der haves et lokalt
begyndelsesvaerdiproblem givet ved

du
o =ftu), x<t<xeth uln) =y (2.3)

hvor u(t) kaldes referencelosningen. Vektoren yy, 1 har til formal at approksimere u(x; + h). For at
kunne vurdere hvor god en approksimation er, indferes begrebet trunkeringsfejl.

DEFINITION 2.1
Lad (xi, yx) € [a,b] x R%. Den lokale trunkeringsfejl for approksiamtionsmetoden ® i punk-
tet (xx, yx) er defineret ved

Tk, yii ) = 7 (st — (i + 1) 4)

Indseettes udtrykket (2.2) for yy.1 i (2.4) fas
1
T(xe yih) = 7 (e + h(xi, yi ) — uxe + h)) (2.5
1
= @(x, yist) + 7 (e — ulxx + 1))

= CD(Xk,]/k; h) — %(”(xk +h) —u(xy))



KAPITEL 2. EULERS METODE

Den lokale trunkeringsfejl, T'(xy, yy; h), er altsa differensen mellem den approksimerede funktion-
stilveekst og den eksakte tilvaekst per skridt. Det vil sige storrelsen af den fejl, der opstér hver gang
der foretages et enkelt skridt under approksimationen af lgsningen til (2.1). Den neeste definition
anvendes til at afgere om en given approksimationsmetode er konsistent.

Bemeerk at anvendes (2.3) vil } (u(x¢ + /) — u(x)) = f(xk, yx) nar h — 0, s& betragtes omskriv-
ningen (2.5), er en approksimationsmetode ® konsistent hvis og kun hvis

@ (xg, yi;0) = f(xg,yx) foralle xi € [a,b] og yx € RY 2.7)

Egenskaben (2.8) i definitionen ovenfor skrives T(x, yi; i) = O(h?), h — 0. Bemeerk derudover
at (2.8) og p > 0 vil medfore at metoden ® er konsistent.

2.2 Eulers metode

Eulers metode er som sagt en one-step metode. Her er funktionen & i (2.2) givet ved

@(x,y;h) = f(x,y)

Sa givet et punkt x; € [4,b] og et y; € RY, skrives et enkelt skridt for Eulers metode

Yyt = Yk + hf (xe, vi) (29)



2.2. EULERS METODE

Euler foreslog denne metode i 1768 baseret pa simple geometriske overvejelser, hvor haeldningen
f(xk, yx) i et givet punkt (xg, yx) folges over et interval med leengde h. Derefter evalueres heeld-
ningen i punktet (x 11 = xx + I, yx11) og folges til neeste punkt (xy 2, Yki2), osv. For der tages
hul pa en generel behandling af Eulers metode, illustreres metoden med et eksempel.

EKSEMPEL 2.5
Det onskes at approksimere en lgsning til begyndelsesveerdiproblemet

% =4x%, 0<x<1, y=1 (2.10)

Approksimationen veelges udfert med 6 skridt, sa h = 1—g0 = %. Dermed er et skridt i approksi-
mationen pé formen

1
yk+1=yk+g'4'x2‘yk
2 3
hvor
X = xg + hk = hk

Sé det forste skridt i approksimationen bliver

1 2
m=yotz R yo=1+301=1

OSV.
wo=ntha =143 (1) -2 ~1,0031
ys —p+iodyy =242.20.2 = 20978 ~1,0279
va =ys+323 Y3 Z%Jr%'(%)gﬁg%ﬁ = $t493 ~1,1135
s =yatdogoy =RE 3 (H)BER - EBE ~10:
Yo =yst+ioxdoys =R 2. (3)7 M — L2 ~ 18479

Approksimationsveerdierne for punkterne (xi, yx), fork = 0,1, ..., 6, er plottet pa figur 2.1 sammen
med den eksakte losning y = exp(x*).

2.6
eksakt

2.4+

2.2

X

Figur 2.1. Approksimation af lesning til begyndelsesveerdiproblemet (2.10), foretaget vha. Eulers metode
med 6 skridt, samt den eksakte losning y = exp(x*).



KAPITEL 2. EULERS METODE

Dette eksempel illustrerer brugen af Eulers metode. Det er dog nedvendigt at anvende mere end
6 skridt for at opna en tilfredstillende approksimation af det pageeldende begyndelsesveerdipro-
blem. Eksempler med et hojere antal skridt vil forekomme senere i rapporten. A

I Eulers metode er ®(xy, yx; ) = f(xg, yi), sa da f(x, yx) ikke atheenger af i1, m& Eulers meto-
de veere konsistent jeevnfer (2.7). Betragtes omskrivningen af den lokale trunkeringsfejl (2.5) og
anvendes det at 1/ (x;) = f(xg, u(xx)) = f(xx, yx), haves

Tt yig ) = f (i) — 7 (u(x + ) — () 1)
= () — 3 (g ) — ()

Antagnu at f € Cl[a,b] x R%. Sd mé& u € C?[x;, x; + h]. Dermed kan Taylors seetning (se setning
A4) anvendes pa u(x; + h), s&

u"(g)
2!

w(xg +h) = u(xe) +u' () (x +h — x) + (xp+h—xx)?

2
= () + hud () + (@)

for et ¢ € (xg, xx + h). Ved denne notation bemeerkes det at dette ¢ kun er et enkelt tal hvis u er
en funktion ind i R. Hvis u er en vektorfunktion, haves et { € (x, xx + h), for hver af indgangene
i u. Denne notation vil dog blive anvendt i det folgende. Indseettes dette i (2.11), fas

T(xk, Y h) = ' (xk) — % (“(xk) + hu' (x) + h;”"(é) - u(xk)) (2.12)

h
= *5”//(5)

for et ¢ € (xy, xx + h). Betragt nu igen det lokale begyndelsesvaerdiproblem (2.3). Differentieres
(2.3) vha. keedereglen mht. t, fas

d2u

S = U fufl(tu(t)

hvor fy er den partielle aflede af f mht. x og f, er Jacobimatricen af f mht. y. Seet nu t = ¢, sa
(2.12) bliver

T yish) = —hlfe+ fuf (G (), € € (xpxe 1) .13)

Omskrivningen (2.13) af den lokale trunkeringfejl, viser, at hvis alle de partielle afledede af f er
ligeligt begreensede i [, b] x RY, sa findes en konstant C, siledes at

| T(xx, yi; )| < Ch

Hvilket medferer at Eulers metode er af orden 1, jeevnfer definition 2.3, sdfremt de nevnte an-
tagelser vedrerende de partielle afledede holder. Hvis det ydermere antages, at alle de anden
ordens partielle afledede af f er ligeligt begreensede i [a,b] x RY, findes et C saledes at

W'(@) = u"(x¢) + Ch
da ¢ € (xg, x; + h). Indseettes dette i (2.12), fés

h _
T(xk ;1) = =5 (u” (xe) + Ch) (2.14)

2~
= et Ay - €

= Dl fufl ) £ O02) B0

10



2.3. IMPLEMENTERING

Af (2.14) ses det at den principielle fejlfunktion for Eulers metode er givet ved

Ok, 96) = — 2 fe + fuf (ot )

Sa Eulers metode har eksakt orden 1, medmindre at fx + fy f = 0.

2.3 Implementering
Euler metode er implementeret i algoritme 1. Denne algoritme anvender fglgened inputs

* f - hojresiden i differentialligning % = f(x,y)

e xnul,ynul - begyndelsesbetingelserne ynul = y(xnul).

* a,b - detinterval [g, b] losningen skal approksimeres over.
* 1 - antallet af skridt der anvendes.

ALGORITME 1 (Eulers metode med 1 inddelinger).

eulersmetode :=proc(f, xnul,ynul,a,b,n)
b—a

h = o

x[0] := xnul;

y[0] := ynul;

Lx := [x[0]];

Ly == [ylo]};

forifromQOton — 1do
x[i+1] = x[i| + 4k
yli+1) = yli) + - FCxll, yli))s
Lx := [op(Lx), x[i +1]];
Ly := [op(Ly), y[i +1]]

end do;

return {Lx, Ly}

end proc;

Outputtet af algoritme 1, er en et seet indeholdende en liste Lx = [xo, X1y eees xn} og en liste med
approksimationerne Ly = [yo, Y1, .., Yn]. Algoritmen kan nu anvendes til at udfere eksempler med
et hojere antal skridt n.

EKSEMPEL 2.6
Det onskes at approksimere en lgsning til begyndelsesveerdiproblemet fra eksempel 2.1

&y _ 4%y, 0<x<1, y=1 (2.15)

I Maple skal funktionen f(x,y) defineres med kommandoen

fi=(xy) =4’y
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KAPITEL 2. EULERS METODE

Derefter kan losninger med det onskede antal inddelinger approksimeres vha. Eulers metode
vha. algoritme 1. Ved fire inddelinger anvendes kommandoen eulersmetode(f,0,1,0,1,4), hvor-

efter der fas
05,221, (11,2, 202925
4’2" 4 64" 512 32768
Pa figur 2.2 er approksimationer med henholdsvis 4, 8, 16 og 32 inddelinger plottet sammen med
den eksakte losning

2.6
eksakt [ ,n=32
2.4
n=16
2.2
2 n=8
Y 1.8
1.6 n=4
1.4+
1.24
1 T
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

X

Figur 2.2, Approksimation af lesning til begyndelsesveerdiproblemet (2.15), foretaget vha. Eulers metode
med 4,8,16 og 32 skridt, samt den eksakte losning y = exp(x*).

Pa tabel 2.1 ses approksimerede veerdier i x = 1, samt afvigelse fra den eksakte i x = 1.

n  Approksimation Eksakt  Fejl

4 1.6246 27183 1.0937
8 1.9955 2.7183 0.7228
16 2.2874 2.7183  0.4309
32 2.4799 27183 0.2384

Tabel 2.1. Approksimeret veerdi, eksakt veerdi og approksimationsfejli x = 1.

Eksemplet illustrerer hvorledes de approksimerede lgsninger lader til at konvergere mod den
eksakte losning, nar antallet af skridt n eges. A

Det er ikke altid tilfeeldet, at numeriske approksimationsmetoder fungerer sa godt som i eksempel
2.6. I det naeste eksempel haves et begyndelsesvaerdiproblem, hvor Eulers metode bliver sat pa
prove.

EKSEMPEL 2.7
Betragt begyndelsesveardiproblemet

dy _
ax Y

NI
o
N
=
IA
Nt
<
(=)
|
—_

(2.16)
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2.3. IMPLEMENTERING

Den eksakte losning til begyndelsesvaerdiproblemet (2.16) er givet ved

16

Sa i intervallet [0, 3] er losningen altsd ikke defineret i x = 2. Dette er problematisk nar lgsningen
onskes approksimeret, da den approksimerede losning ikke vil veere istand til at passere x = 2
pé en hensigtsmaessig made. Algoritme 1 er anvendt til approksimere lgsninger til (2.16) med
henholdsvis 4,8 og 16 inddelinger. Disse er plottet pa figur 2.3 sammen med den eksakte losning
(2.17).

1007

801

601

Eksakt
40

20

Figur 2.3. Approksimation af lesning til begyndelsesveerdiproblemet (2.16), foretaget vha. Eulers metode
med 4,8 og 16 skridt, samt den eksakte losning (2.17)

Af figur 2.3 ses det, hvordan de approksimerede losninger ikke formdr at passere x = 2 hen-
sigtsmeessigt. I tabel 2.2 er de approksimerede losninger og den eksakte losning (2.17) evauleret i
x = 3. Derudover er forskellen mellem disse angivet, altsé fejlen.

n  Approksimation Eksakt Fejl
4 16.0620 0.6400 -15.4220
8 258.172 0.6400 -257.532

16 6.85592-10° 0.6400 -6.85592 -10°

Tabel 2.2. Approksimeret veerdi, eksakt veerdi og approksimationsfejl i x = 3.

Af tabel 2.2 fremgar det, at storrelsen af fejlen i dette tilfeelde ikke bliver mindre, nar antallet af
skridt eges. A

Referencer

Dette kapitel er skrevet pa baggrund af [Gautschi, 1997, s, 272-275].
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Eksistens og entydighed 3

I dette kapitel behandles eksistens og entydighed af losninger til differentialligninger. I forhold til
eksistensen af en losning bevises Peanos eksistensseetning. Entydighed af lesning belyses ved at
bevise Osgoods entydighedssaetning. Det bemeerkes at disse resultater omhandlende, eksistens
og entydighed af losninger til differentialligningen ' = f(x,y), kun vises for tilfeeldet hvor y €
R.

3.1 Peanos eksistenssatning

For at forstd og bevise Peanos eksistensseetning, skal to relevante begreber defineres.

Beviset for Peanos eksistenssaetning anvender en anden vigtig setning af Arzeld og Ascoli, der
derfor bevises i det folgende.




KAPITEL 3. EKSISTENS OG ENTYDIGHED

BEVIS

Da familien {f(x)} er ligeligt begraenset, findes en konstant M saledes at for enhver funktion
f(x) € {f(x)}er|f(x)| < Mforalle x € [a,b]. Dermed m4 enhver funktion f(x) € {f(x)} ligge
i rektanglet med bredde b — a og hejde 2M, se eventuelt figur 3.1.

Lad « vere et ikkenegativt heltal og konstruer den uendelige folge

M M M
el—zaﬁ, GQ—W, cesy ek—m,

Lad ydermere 1, = 1(ex) veere tallet tilknyttet €;, som i definitionen af aekvikontinuitet (se defi-
nition 3.2).

Lad nu & = 1 og inddel rektanglet i mindre rektangler, hver med hejde €; og bredde 7; som pa
figur 3.1.

1 2
= € 1{
=M a b
€ 1{ i}
a =
" b
rM
Figur 3.2. lllustration, hvor det skra-
] verede omrade i kolonne
1 vil indeholde uendelig
Figur 3.1. Inddeling af rektanglet med mange funktioner f(x) €
bredde b — a og hejde 2M. {f(x)}.

P& grund den uniforme akvikontinuitet, geelder det for alle x,y € [a,b] og f(x) € {f(x)}, at
hvis [x —y| < er [f(x) - f(y)| < e 3.1

Dermed kan ingen af funktionerne i { f (x) } straekke sig over mere end to rektangler i hver lodrette
kolonne. Se f.eks. figur 3.2, hvor det skraverede omrade i kolonne 1 vil indeholde uendelig mange

funktioner f(x) € {f(x)}.

Nar disse funktioner forlader kolonne 1, kan de kun passere fire rektangler i kolonne 2 (se figur
3.2) og hver enkelt funktion kun igennem 2 regtangler i kolonne 2.
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3.1. PEANOS EKSISTENSSZATNING

1 2
€21{
€1 2
2
I b i b
Figur 3.3. Konstruktion af et band, Figur 3.4. Konstruktion af et band,
b1, med hejde 2¢;. by, med hejde 2¢;.

Fortseaettes denne fremgangsmade, kan et band med hejde 2¢; konstrueres, som det pa figur 3.3,
der indeholder uendelig mange funktioner f(x) € {f(x)}. Angiv dette band by, oglad { f1(x)} C
{f(x)} angive den uendelige familie af funktioner i band b;.

{f1(x)} kan behandles med samme metode som { f(x)}, med e, og 7, istedet for henholdsvis €;
og 171 Saledes konstrueres et band b, med hejde 2¢;, som pa figur 3.4.

Lad {f2(x)} € {f1(x)} angive den uendelige familie af funktioner i band b,. Fortseettes denne
konstruktion haves en uendelig folge af funktioner

fi(x), fa(x), ., fr(x), .. (3.2)

hvor fi(x) € {fi(x)}, fa(x) € {fa(x)}, ..., fu(x) € {fx(x)} og hvor alle funktioner efter fi(x)
er indeholdt i et bdnd med hejde 2¢; = W% Dermed er folgen (3.2) ligelig konvergent og
setningen er bevist. g

SZATNING 3.4 (Peanos eksistenssatning)

Lad funktionen f(x,y) veere begraenset og kontinuert pa definitionsmeengden G. Da gaelder
det for ethvert punkt (xp, y0) € G at mindst en integralekurve herende til differentiallignin-
gen

W~ fxy) (3)

passerer igennem punktet (xo, yo) € G.
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KAPITEL 3. EKSISTENS OG ENTYDIGHED

BEVIS

Da f(x,y) er begrenset, findes en konstant M sédledes at |f(x,y)| < M. Tegn to linjer med heeld-
ning M og —M, der begge passerer igennem punktet (xo,9) € G. Tegn derneest to linjer x = a
og x = b, sdledes at der konstrueres to trekanter indeholdt i G, som illustreret pa figur 3.5

N

] G

x=a  (xo,yo) x=b

Figur 3.5. Konstruktion af to trekanter indeholdti G.

Konstruer nu en uendelig folge af polygonlinjer, der alle passerer igennem punktet (xg, o), vha.
Eulers metode, som beskrevet i afsnit 2.2. Angiv denne folge

Ly, Ly, .., Ly, - (3.4)

hvor leengden af linjestykkerne herende til L; gar mod nul nar k — oo. Polygonlinjerne (3.4)
skeerer alle linjer parallelle med y-aksen en enkelt gang. Dermed er polygonlinjen L, k = 1,2, ...,
en graf for en kontinuert funktion af x. Angiv denne folge af kontinuerte funktioner

4)1(36), ¢2(X), ey ¢k(x), (3.5)

funktionerne (3.5) kan kun forlade trekanterne ABC og ADE pa figur 3.5 gennem siderne BC og
DE, da den absolutte veerdi for heeldningen af Ly er begreenset af M, for alle k = 1,2, .... Dermed
er funktionerne (3.5) alle defineret pa intervallet [a, b].

Derudover er folgen (3.5) ligeligt begraenset pé [a, b], da alle funktionerne indenfor dette interval
ligger i trekanterne ABC og ADE.

Da heeldningen af ¢;(x), ¢2(x), ..., ¢x(x), ... er begrenset, er

P(x2) = (1) | _
Xo — X1 -

forallek =1,2,..0g x1,xp € [a,b], s&
P (x2) — Pre(x1)| < M[xz —x1
saet 17 = 17,54 vil [xo — x1| < 17 medfere at
|9 (x2) = r(x1)| <e

for alle k = 1,2,.. og x1,x2 € [a,]]. Dermed er folgen (3.5) aekvikontinuert. Dermed opfylder
folgen {¢y(x)} alle betingelser i seetning 3.2, s& der eksisterer en uendelig delfolge

{r(x)} < {e(x)}

der er ligelig konvergent pé intervallet [a, b]. Angiv den tilherende graensefunktion

9(x) = lim ¢r(x) (36)
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3.1. PEANOS EKSISTENSSZATNING

Da alle funktioner i folgen {¢(x)} passerer punktet (xo, o), opfylder ¢(x) tydeligevis begyndel-
sesbetingelsen ¢(xp) = ypo.

Det skal nu vises at (3.6) er en losning til differentialligningen (3.3) i intervallet [a, b]. Betragtes
intervallet [xo, b], skal det alts4 vises, at for et vilkarligt x1 € [x¢, b] og vilkarligt e > 0 er

P2) =01) _ £ o(xy)

Xy — X1

<e

givet at |xy — xq| er tilstreekkelig lille. Da det haves at
lim @i (x1) = ¢(x1) og lim fi(x2) = ¢p(x2)
k—o0 k—ro0

er det tilstraekkeligt at vise

Pr(x2) — Pi(x1)

3.7
g <e (3.7)

= f(x1,9(x1))

for tilstreekkelig stort k og tilstraekkelig lille [x; — x1|. f(x,y) er kontinuert pa G, sa givetete > 0
og punkter (x,y), (x1,y1) € G, findes et 7 > 0 sédledes at

|x—x1| <2y og |y—yi| <4My (3.8)
medferer at

flx,y1) —e < flxy) < f(x1,y1) +€ (3.9)

Seettet af punkter (x,y) € G, der opfylder ulighederne (3.8) og (3.9) er indeholdt i et regtangel Q
med bredde 47, hojde 8 My og centrum i (x1,y1), som illustreret pa figur 3.6.

Q
-
()
1 T (X
(x11¥1) Yty T Pr(x)
M771
5
x
Figur 3.6. Regtangel Q, der indeholder
de funktioner der opfylder Figur 3.7. Skraveret omrade indeholdende
ulighederne (3.8) og (3.9). Pr(x).

Velg nu et K, saledes at k > K medferer at leengden af linjestykkerne i Eulerlinjen L er mindre
end 1 og
[p(x) = i(x)| < My

for alle x € [a,b]. Hvis |x — x1| < 25 og k > K vil ¢ (x) dermed veere indeholdt i Q, da den
absolutte heeldning af ¢y (x) er begreenset af M og afstanden mellem ¢ (x) og ¢(x) maksimalt er
M. Dermed ligger ¢y (x) indenfor det skraverede omréade pa figur 3.7 og dermed i Q. S& hvis
|XQ — X1| <up,er

[f (x1,y1) — €] (a2 — x1) < Pre(x2) — Pre(x1) < [f(x1,y1) + €] (x2 — x1) (3.10)
O

Det er ikke nok at bevise at der eksisterer en losning til en given differentialligning. Det er yder-
mere essentielt at give betingelser for, hvornar en given lgsning er entydig.
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KAPITEL 3. EKSISTENS OG ENTYDIGHED

3.2 Entydighed af losning

Den typiske betingelse der kraeves for entydighed af en lesning er Lipschitz betingelsen

Der forer til en af mest kendte seetninger vedrerende entydighed af lesning for en differentiallig-
ning

Denne seetning vil ikke blive bevist her. I stedet bevises en mere generel saetning der kaldes Os-
goods entydighedsseetning.

Inden Osgoods entydighedsseetning behandles, bliver der i det felgende set neermere pa enty-
digheden af losninger til to simple typer af differentialligninger, da resultater udledt heraf, skal
anvendes for at bevise Osgoods entydighedsseetning.

Differentialligningen % = f(x):

Betragtes den simple differentialligning

dy _
= =f (3.12)

og antages det, at f(x) er kontinuert pd det &bne interval (a,b), sa er en af lgsningerne til (3.12)
tydeligvis givet ved

y(x) = /x:f(z)dz ,hvor  xp,x € (a,b) (3.13)

Resten af losningerne til (3.12) vil veere lig (3.13) plus en vilkarlig konstant C. den generelle los-
ning til (3.12) kan altsa skrives som

y(x) = /x:f(z)dz +C ,hvor xp,x € (a,b) (3.14)
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3.2. ENTYDIGHED AF LOSNING

Hyvis det kraeves at lesningen til (3.12) skal passere igennem et bestemt punkt (x0, yo), ses det ved
indseettelse af x¢ i (3.14) at yo = y(xp) = C. Det vil altsa sige at der kun eksisterer en losning til
(3.12), der passerer igennem punktet (xo, yo), som er givet ved

y(x) :/ f(z)dz+yo ,hvor xg,x € (a,b)
X0

Differentialligningen % = f(y):

Betragt nu den simple differentialligning pa formen

dy _
L (315)
Denne er naesten pa samme form som (3.12), blot med en hejreside lig f(y) istedet for f(x). Dog

kan (3.15) omskrives, séfremt f(y) # 0, til
dx 1

dy — f(y)
Antages det at f(y) er kontinuert pa det abne interval (4,b), kan resultaterne udledt ovenfor
anvendes. Dermed findes der til ethvert punkt (xo,yo), hvor yo € (a,b), en entydig lesning der
passerer igennem, givet ved

v 1
X = ——dz+xy ,hvor ,y € (a,b (3.16)
/y0 @ 0 Yo,y € (a,b)

SZATNING 3.7 (Osgoods entydighedssatning)
Lad f(x,y) veere en funktion defineret p4 en meengde G og ¢(u) vaere positiv og kontinuert
pa (0,a]. Lad ydermere f(x,y) opfylde

If (%, y2) = fx,y1)| < @ (ly2 — wal) (3.17)

for ethvert par af punkter (x,11), (x,y2) € G, oglad ¢(u) opfylde at

o1
lim /e F = (3.18)

e—0t

Da eksisterer der ikke mere end en losning til Z—Z = f(x,y), der passerer gennem hvert punkt
(x0,%0) € G.

BEVIS
Lad funktionen f(x,y) opfylde betingelserne givet i seetning 3.7. For et vilkarligt punkt (xg, yo) €

G, antag at der eksisterer to forskellige losninger, i1 (x) og y2(x), til differentialligningen % =
f(x,y), séledes at

y1(x0) = y2(x0) = vo (3.19)

Det kan antages at xp = 0, da x blot kan udskiftes med x + x(. Definer nu en funktion z(x), givet
ved

z(x) = y1(x) = ya(x)

Da y1(x) og y2(x) er forskellige, eksisterer der et punkt x;, siledes at z(x;) # 0. Antag nu at
z(x1) > 0. Dette medforer ikke tab af generalitet, da et modsat tilfeelde kan handteres ved at
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KAPITEL 3. EKSISTENS OG ENTYDIGHED

seette z(x) = y2(x) — y1(x). Antag ydermere at x; > 0. Her kan det modsatte tilfeelde handteres
ved at udskifte x med —x. Da f(x,y) opfylder (3.17), geelder det for z(x), at

dz  d(y, —

= = (yzdx 1) (3.20)
= f(x,y2) — f(x,y1)
<¢(ly2—wnl)
<2¢ (ly2 —y1l)

Betragt nu differentialligningen givet ved

dy _
- =200 (321)

Det onskes at finde en losning hertil, der opfylder at y(x1) = z(x1) = z;. Losningen skal altsa
passere gennem punktet (xq,z;). Sddan en losning eksisterer og er entydig, da (3.21) er pa samme
form som (3.15), og dermed har en losning pa formen (3.16). Da funktionen ¢ opfylder (3.18) vil
grafen for lesningen, y(x), til (3.21), g& mod den negative x-akse uden nogensinde at skeere x-
aksen (se evt. figur 3.8).

y(x)

217 N Z(x)

I X
X

Figur 3.8. Illustration af y(x) og z(x).

Da losningen y(x) opfylder at y(x1) = z(x7) og z(x) opfylder (3.20), geelder det at
Z'(x1) <2¢(z1) = 20(y(x1)) = ¥'(x1)
Der eksisterer altsé et € > 0 saledes at der pd intervallet (x; — €, x1), geelder at
z(x) > y(x)

Dette geelder faktisk for alle 0 < € < x7. Dette ses ved at lade x; veere lig X1 — €ax, hvor €y er
den storste veerdi, for hvilken det geelder at z(x) > y(x). Derved fés

2'(x2) >y (x2) = 2¢(y(x2)) = 2¢(2(x2))
Hvilket er i modstrid med (3.20), der siger at

2/ (x2) < 29(2(x2)) (3.22)

Dermed er
z(x) > y(x) Vx € [0,xq] (3.23)
Det blev antaget tidligere at xo = 0, sd (3.23) medferer at z(0) = z(xg) > 0, hvilket er i modstrid
med (3.19). Dermed kan der ikke findes to forskellige losninger til differentialligningen % =
f(x,y), og setningen er dermed bevist. O

Eksempler pa funktioner der opfylder betingelserne for phi-funktionen i seetning 3.7 er
Ku, Kul|ln(u)|, Ku|ln(u)|ln(|In(u)|)
hvor K er en positiv konstant. Tilfeeldet hvor funktionen er lig Ku er eekvivalent med Lipschitz

betingelsen defineret i definition 3.5, s seetning 3.6 folger af Osgoods entydighedsseetning.
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3.2. ENTYDIGHED AF LOSNING

Referencer

Definition 3.1 er skrevet pa baggrund af [Petrovski, 1973, s. 28]. Definition 3.2 er fra [Moller,
2012, s. 329], dog tilfejet egenskaben uniform. Seetning og bevis er skrevet pa baggrund af [Pe-
trovski, 1973, s. 28-29]. Seetning med bevis er skrevet pa baggrund af [Petrovski, 1973, s. 29-31].
Definition 3.5 af Lipschitz betingelsen [Butcher, 2008, s. 22]. Seetning 3.6 stammer fra [Butcher,
2008, s. 23]. Teorien vedrerende entydighed af losninger til de to simple differentialligninger, er
skrevet pa baggrund af [Petrovski, 1973, s. 10-13]. Osgoods entydighedssaetning med bevis er
skrevet pa baggrund af [Petrovski, 1973, s. 34-35].
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Metoder baseret pa
Taylorudvikling

Betragtes Eulers metode beskrevet i afsnit 2.2, ses det at hvert skridt (2.9) approksimeres vha.
Taylorudvikling med to led

Det er derfor oplagt at overveje yderligere approksimationsmetoder baseret pa Taylorudvikling
med mere end to led. Sdledes at hvert enkelt skridt er givet ved

h hp-1
Y1 =Yk +h (f[o](xk/ yk) + Efm(xkryk) + ot o f[p_l](xkryk)> (4.1)

Hvor de totale afledede af f er givet ved

fO(x,y) = f(x,y)
U y) = felxy) + fy () f(x,y)

P y) = P y) + AP () f ()

Formen af (4.1) kan altsa hurtigt kraeve en hel del udledninger af partielle afledede af funktionen
f, hvilket tidligere udgjorde en stor arbejdsbyrde. I dag kan dette dog klares vha. computere, sa
metoden er igen en mulighed.

Funktionen & for en metode baseret pa Taylorudvikling, er altsa givet ved
hp-1

o G

h
@ (xyih) =f0 (g, yi) + Efm (%K, yk) + -+

s

S
1
= (l I 1)!f (xkryk)
For at vurdere metodens orden, betragtes den lokale trunkeringsfejl
1
T(x yiih) = Py h) — 5 (e +h) —u(xi)) 42)
Det er nedvendigt at omskrive funktionen ®. Dette gores ved at udnytte at

w0 (1) = It u(t))
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KAPITEL 4. METODER BASERET PA TAYLORUDVIKLING

som for t = x bliver

WP () = ¥ (x,)

sa
o h i

Antagnuat f € CP pa [a,b] x RY, s& kan Taylors seetning (A.4) anvendes pa %(u(xk +h)—u(xg)),
sa (4.2) bliver

i hP
T(xk,yih) = @(xg,yh) = ) (i+ 1),”(1+1)(xk) - ”(pH)(C)W (4.4)
i=0 ' :
hP
= —yptD)
u (C)(;H—l)! , X <{<x+h

Bemeerk at der igen med notationen u(P+1) (&) forstdes, at der eksisterer et x; < & < x; + h for
hver af komponenterne i funktionen u. Antages det, at den p’te totale afledede af f er ligeligt
begreenset i [a,b] x RY, da eksisterer der en konstant Cp saledes at

") < Cy

hvilket medforer at

C
T(xp, v h)|| < P pp
T (xk, v )H—(p+1)!

Sé ordenen af en metode defineret ved (4.1) har altsa orden p jeevnfer definition 2.3. Den eksakte
orden kan findes ved yderligere at antage at den (p + 1)’te totale afledede af f er ligeligt begraen-
seti [a,b] x RY, s& der findes en konstant Cp41 saledes at

PV (x0) = uP V@) < Cpaah
Hvilket medferer at der eksisterer et 6!’“ < Cpyq sdledes at
w0 (@) = uP D (x) + Gy
= uP*D(x) + O(h)

Indseettes dette i (4.4) fas

T(xe, yiih) = — (u(’“rl)(xk) +O(h)) (plfl)!

+OhP*2) , h—0

hP
= —yptD)

P
= —fl¥ (xk'yk)m +O(P*?) , k=0

Hvilket viser at metoden er har eksakt orden p, medmindre fIP! = 0, og at den principielle fejl-
funktion, jeevnfer definition 2.4, er givet ved

o(xk, yx) = —f[’“](xk,yk)m

Referencer

Dette kapitel er skrevet pa baggrund af [Gautschi, 1997, s. 275-276].
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Forbedring af Eulers metode

I dette kapitel betragtes to forbedringer af Eulers metode; Forbedret Euler og Heuns metode.
Disse bygger pa den samme idé, som Eulers metode, men i stedet for at folge den samme heelding
over en skridtleengde h, foreslar disse metoder andre mere effektive heeldinger.

5.1 Forbedret Euler

Istedet for at evaulere heeldningen i det punkt hvor et givet linjestykke starter, kan heeldningen
evauleres halvejs gennem linjestykket. Forst evauleres haeldningen altsa i linjestykkets startpunkt
(xk, yx ), derefter folges denne heeldning, f(xk, yx), over en halv skridtleengde &, hvorefter heeld-
ningen reevalueres. Den reevaluerede heeldning f(x; + 37,y + 2h(f(xt, yx)) anvendes herefter
over hele intervallet [xy, X 1]. Dette er illustreret pa figur 5.1.

1
et §hf(xk:yk)—
Ye+1 T

Yi

Yoo omrgh Mkl

Figur 5.1. Illustration af idéen bag Forbedret Euler.

Et skridt med denne forbedring af Eulers metode kan altsa skrives som

1 1
Ykr1 =Yk thf (xk oyt Ehf(xk/ yk)) (5.1)
sa
1 1
O(x, yh) = f (xk + oyt Ehf(xk/ yk)) (5.2)

Bemeerk at der forekommer en indlejring af f(xg, yx) i (5.1). Nar dette skal programmeres kan det
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derfor veere en fordel at anvende nedenstadende notation istedet.
ke (xi yi) = f (X, yi)
ko (%, yiih) = f (xk + %h/yk + ;hh)
sa (5.1) bliver

Yk+1 = Y + hkz

Bemeerk ydermere at funktionen ® i (5.2) opfylder at ®(x, yx; 0) = f(xx, k), og er dermed kon-
sistent jeevnfor (2.7).

En anden tilgang til at forbedre Eulers metode er Heuns metode, som beskrives i det folgende.

5.2 Heuns metode

Ved Heuns metode findes hvert linjestykkes heeldning ved at tage gennemsnittet af haeldningen
i linjestykkes startpunkt og haeldningen i linjestykkets endepunkt. Ferst evauleres heaeldningen
altsé i punktet (xg, yx), hvorefter denne haeldning felges over skridtleengden h, hvor heeldningen
reevalueres i punktet (x; + &, yx + hf(xy, yx)). Til sidst tages gennemsnittet af de to haeldninger
f(xx, yx) 0g f(xx + h, yx + hf(x, yx)). Sé et skridt i Heuns metode er altsd defineret ved

Y1 = Yx + %h (f (ko yi) + f (e + By +1f (X, y))) (5.3)

sa
®(xi,yis) = 5 (£, ) + FOxk i+ Rf (o i) 64)

Bemeerk igen at funktionen @ opfylder at @ (xx, yx; 0) = f(xk, yx), s& Heuns metode er altsa konsi-
stent. Der sker igen en indlejring af f(xy, yx) 1(5.3), sd der anvendes igen en omskrivning af (5.3),
givet ved

k1 (e, yi) = £k, vi)
ko (X, Y h) = f(xx + h,yi + hkq)

1
Ye+1 = Yk + Eh (kg +k2)

Det er nu relevant at se pa effekten de to ovenstdende sendringer af Eulers metode. I afsnit 2.2,
blev det vist, at Eulers metode er af orden 1. De to metoder i dette afsnit er begge af orden 2,
hvilket vil blive vist i neeste afsnit.

5.3 Two-stage metoder

De to forbedringer af Eulers metode ovenfor er begge two-stage metoder. Generelt har disse meto-
der en ®-funktion pé formen

D(xk, yr h) = arky + azky
hvor

ki (xk, yi) =f (%, i) (5.5)
ka2 (X, yis h) =f (xx + ph, yi + phky)

Parametrene a1, ap og p ovenfor, er alle reelle tal, der kan velges saledes at ordenen af metoden
maksimeres. Det vises nu, hvorledes parametrene kan velges, sa den givne metode bliver af
orden 2.
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5.3. TWO-STAGE METODER

Forst udvides funktionerne ® og u(xy + h), hvorefter disse anvendes til at udlede et udtryk for
den lokale trunkeringsfejl T(x, yi; 1), der kan omskrives, s& det fremgar hvilket valg af a1, og
i, der er optimalt. For at lette notationen, angives det punkt, der tidligere er angivet (x, yx), nu

med (x,y).

For at udvide funktionen ® anvendes Taylor udviklingen for en vektorfunktion af flere variable
(se evt. seetning A.6)

Fx+ Axy+ Ay) = o+ febxt fyby+ 5 (fee(2) + 2ty + (8y) iy (By)) +.. (56)

Hvor f, er den partielle afledede af f mht. x, f, er Jacobimatricen for f mht. y-variablene og fyy
en vektor med Hesse matricer af f. Ydermere bemzerkes det at alle funktionerne for de partielle
afledede ovenfor evalueres i (x,y).

Formlen (5.6) kan nu anvendes pa ky i (5.5) ved at seette Ax = puh og Ay = uhf, sa

a5 = f 4 futth + fyphf + 5 (Fex(uh)? + 2fypihehf + (uhf)T fyypihf ) +O()  (57)
= F4 Fh(fe+ fuf) 128 (Fex+ 2feuf + £ Ff ) +O0R)

Anvendes Taylor udvikling ligeledes pa u(x + h), fas

h? h3
u(x+h) = u(x) + h' (x) + 7u”(x) +5 u" (x) +O(h*)
hvilket medferer at
1 / h " h2 /// 3
E(u(x +h)—u(x)) =u'(x)+ i (x)+— ol (x) +O(h°) (5.8)
Her er funktionerne u/(x), u”(x) og u’"(x) givet ved
u'(x)=f (5.9)
u”(x) = fx +fyf
u///(x) (fx +fyf)(t u( ))
afx +fyfdt ofx + fyf du
ox dt ' oy dt
= (fr+ fuf), + (fx ‘f’fyf)yf

= fuet (uf) o+ (Foo + (525), ) £
:fxx +fyXf+fyfx +fxyf+ (fyf)yf

For at omskrive u"’(x) yderligere, anvendes det at fy» = fxy jf. korollar A.3 i Appendiks. Derud-
over anvendes det at

(fyf)yf = (fyyf+fyfy)yf:foyyf+fy2f

sa

" (x) = fox +2fyf + fufs + f7 fyyf"‘fyf fox+2fwy + f fyyf + fy (fe + fyf) (5.10)

Betragt nu den lokale trunkeringsfejl (se evt. definition 2.1) for en two-stage metode

T(x,y;h) = arky + agky — %[u(x +h) — u(x)] (5.11)
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KAPITEL 5. FORBEDRING AF EULERS METODE

Indseettes k; = f, (5.8) og (5.7) 1 (5.11), fas
1
T(x,y:h) = f+ [f + uh(fe+ fuf )+ 5002 (fox+ 2faf + £ funf ) + owﬂ
h 1 T 3
— | F+ 53U+ fof) + 5 (fox+ 2y + FThuf + fy (fe+ fuf)) + O
1
= f +aof +aoph(fa+ fyf) + 50‘2#2}12 (fxx +2fxyf+foyyf)
h? T h? 3
= (Pt 2f T hf) = (s e+ £uf)) +O0)
1
— (o= )f + (oap = 3 ) W+ £
Lo 21 T 1 3
517 | (02 = 5 ) (fux +2ff + £ Tfnf ) = 3fulfe+ fuf )| +O0F)
Betragtes ovenstaende omskrivning af den lokale trunkeringsfejl, ses det, at de forste to led kan
give nul vha. et passende valg af a1,a; og . For at fa det tredje led til at give nul, skal der indferes

strenge betingelser for funktionen f og dennes afledede. Den maksimale orden er derfor 2. En
two-stage metode er altsd af orden 2 hvis felgende ligningssystem er opfyldt

w1 +ap—1=0
1
oczy—§:0

Der kan altsa veelges et vilkarligt ap # 0, hvorefter a1 og y er givet ved
a1 =1—ap (5.12)
1
H= E , wp #0

Forbedret Euler, beskrevet i sektion 5.1, er en two stage metode, hvor a; = 0, a0 = 1 og u = %
Heuns metode, beskrevet i sektion 5.2, anvender parametrene a1 = %, Ny = % og u = 1. Bade
Forbedret Euler og Heuns metode opfylder dermed (5.12), sa disse to modifikationer af Eulers

metode har altsd kunne haeve metodens orden fra 1 til 2.

5.4 Implementering

Forbedret Euler er implementeret i algoritme 2 og Heuns metode i algoritme 3. Begge algoritmer
tager samme parametre son input, som algoritme 1 fra tidligere. Disse inputs er

¢ f -hojresiden i differentialligning Z—Z = f(x,y)

e xnul,ynul - begyndelsesbetingelserne ynul = y(xnul).

* 4,b-detinterval [a, b] losningen skal approksimeres over.
* 1 - antallet af skridt der anvendes.

Outputtet er ligeledes som ved algoritme 1; et seet indeholdende en liste Lx = [xo, X1y eens xn} og en
liste med approksimationerne Ly = [yo, Y1, -- Yn]-
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ALGORITME 2 (Forbedret Euler med n inddelinger).

forbedreteuler_1 :=proc(f, xnul,ynul,a,b,n)

h:= b- a;
n

x[0] := xnul;

y[0] := ynul;

Lx := [x[0]]; Ly := [y[0]];
forifromOton — 1do

x[i+1] == x[i] + I;

k1 := f (x[i],y[i]);

k2= f x[i]+;'hr]/[i]+;'h'kl);

yli+1]:=y[i]+h-k2;

return {Lx, Ly}

end proc;

ALGORITME 3 (Heuns metode med n inddelinger).

heun_1 :=proc(f, xnul,ynul,a, b, n)

h:= b 11;
n

x[0] := xnul;

y[0] := ynul;

Lx := [x[0]]; Ly := [y[0]];
forifromQOton — 1do
x[i+1] := x[i] + I
k1 := f (x[i],y[i]);
k2= f (x[i] + h,y[i] + h - k1);
yli +1] = y[i] + g (k1 +k2) ;
Lx := [op(Lx), x[i +1]];
Ly := [op(Ly),y[i +1]]
end do;
return {Lx, Ly}

end proc;
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EKSEMPEL 5.1
I dette eksempel approksimeres en lgsning til begyndelsesveerdiproblemet fra eksempel 2.1 og
2.6, vha. Heuns metode.

d—y = 4x3y, 0<x<1, yo=1 (5.13)
dx A

Lesningen er approksimeret ved anvendelse af algoritme 3 med 4, 8 og 16 skridt. De tre approksi-
merede losninger er plottet pa figur 5.2. Derudover kan den eksakte lgsning til (5.13) ses pa figur
5.3.

2.6, = [F=ig
2.4 a6 ksakt
.61 eksa
2.2 — n=16
2.4
2,
2.2]
Y 1.8
1.6 ’
’ Y 1.8
1.41
1.6
1.2
1 1.41
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.21
x 1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figur 5.2. Approksimation af losning til (5.13) o

foretaget med Heuns metode med
4, 8 og 16 skridt. Figur 5.3. Eksakt losning til (5.13)

Umiddelbart virker Heuns metode bedre til at approksimere en losning til (5.13) end Eulers me-
tode i eksempel 2.6. Den absolutte afvigelse fra den eksakte losning for de tre appoksimationer
foretaget vha. Heuns metode er plottet pa figur 5.4. Derudover er den absolutte afvigelse fra den
eksakte losning for de fire approksimationer foretaget vha. Eulers metode fra eksempel 2.6 plottet
pa figur 5.5.

1
0.25]
0.8
0.20
.. 0.6
0.15] [Fejl|
[Feil 04
0.10]
0.21
0.051
0 = ‘ ‘ ‘
0 _ - 0 02 04 06 08 1
0 02 04 06 08 1 x
x
Figur 5.5. Plot af den absolutte afvigelse fra
Figur 5.4. Plot af den absolutte afvigelse fra den eksakte losning for lesninger
den eksakte losning for lesninger approksimeret vha. Eulers meto-
approksimeret vha. Heuns metode. de.
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Af figur 5.4 og 5.5, ses det at den absolutte afvigelse ved Heuns approksimationer er veesenlig
mindre end ved Eulers metode. Et helt tydeligt billede af denne forskel, ses ved at plotte den
absolutte fejl for Eulers metode med 32 skridt og Heuns metode med 16 skridt, i det samme
koordinatsystem. Dette plot kan ses pa figur 5.6

0.20]
— Heun, n=16
0.15]
Fejl]
0.101
0.051
0 AM\/\/V\

0 02 04 06 08 1
X

Figur 5.6. Plot af den absolutte afvigelse fra den eksakte losning for lesninger approksimeret vha. Eulers
metode med 32 skridt og Heuns metode med 16 skridt.

EKSEMPEL 5.2
I dette eksempel betragtes begyndelsesveerdiproblemet

Z—Z = —ysin(x), 0<x<d4m, yo=1 (5.14)

Den eksakte losning til (5.14) er givet ved

exp(cos(x))

YT T ep(1)

Et plot af den eksakte losning kan ses pa figur 5.7

I
eksakt
0.8
0.6
y
0.4
0.2
0 - - - . ,
m ® 3m 2n Sm 3m 7m 4=
2 2 2 2

X

Figur 5.7. Eksakt losning til (5.14).
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Forbedret Euler (5.1) anvendes til at approksimere losninger til (5.14). For at gore dette anvendes
algoritme 2, hvor n = 4, 8, 16, 32. De approksimerede lasninger er plottet pa figur 5.8, 5.9, 5.10 og

5.11, for hendholsvisn =4,n =8, n = 16 og n = 32.

o] N=4

60
504
y 40
30

20

Figur 5.8. Approksimation af lesning til (5.14)
foretaget vha. Forbedret Euler med
4 skridt.

0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3

0.2

Figur 5.10. Approksimation af lesning til
(5.14) foretaget vha. Forbedret
Euler med 16 skridt.

y 0.5

-0.51

Figur 5.9. Approksimation af lesning til
(5.14) foretaget vha. Forbedret

Euler med 8 skridt.
1.0
n=32
09
0.8
0.71
061
y
051
0.4
03
02
0 n 2n 3n an

X

Figur 5.11. Approksimation af lesning til
(5.14) foretaget vha. Forbedret
Euler med 32 skridt.

Af figur 5.8 og 5.9 ses det, at en approksimation af lesningen til (5.14), foretaget vha. forbedret
Eulers metode, langt fra er tilfredstillende ndr der kun anvendes 4 og 8 skridt. Pa figur 5.10 og
5.11, hvor n er henholdsvis 16 og 32, ses det, at de approksimerede lesninger i hojere grad opforer
sig som den eksakte losning pa figur 5.7.For at sammenligne de fire approksimerede losninger
ovenfor er disse plottet sammen med den eksakte lgsning pa figur 5.12.



5.4. IMPLEMENTERING

— n=4
— n=32
— eksakt

T 3n 2r Sm 3m Tn  4m
2

J 20, .
2 2 2

P

Figur 5.12. Samlet plot af approksimerede losninger sammen med den eksakte lgsning.

Af figur 5.12 fremgér det tydeligt at en foregelse af antallet af skridt, n, medferer at den approk-
simerede losninger er teettere pa den eksakte lgsning. A

Referencer

Afsnit 5.1 og 5.2 er skrevet vha. af [Gautschi, 1997, s. 276-278]. Afsnit 5.3 er skrevet pa baggrund
af [Gautschi, 1997, s. 278-280].
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Runge-Kutta metoder

I kapitel 5 blev Eulers metode forbedret i form af to forskellige two-stage metoder, henholdsvis
forbedret Euler og Heuns metode. Ideen bag two-stage metoder kan udvides til r-stage metoder.
Ved en r-stage metode er ®-funktionen givet ved

T
D (xp, v h) = Y asks (x, yi; ) (6.1)
s=1

hvor

ki = f(xx yk) (6.2)
ka = f (xx + poh, yi + hAr1ks)

—1

ZAMQ , §=3,4,5,.7

S
ks = f <xk +psh,ye +h
=

Her indferes der folgende betingelser for ys, As; 0g as

s—1
s =) A
=1

Med k-funktioner som i (6.2) kaldes metoden for en eksplicit r-stage Runge-Kutta metode. Den-
ne metode kreever r evalueringer af funktionen f. En implicit r-stage Runge-Kutta metode har k-
funktioner defineret ved

r

ks = f (xk + Fsh/yk +h Z /\s]k]> , s=1,2,3,.,r (63)
=1

Implicit Runge-Kutta er mere generel end den eksplicitte. Den producerer dog r ligninger med r
ubekendte i form af de r k-funktioner. Hver af disse k-funktioner en en vektor i ]Rd, sa det er reelt
set rd ligninger med rd ubekendte der skal loses for at bestemme et udtryk for ®-funktionen (6.1).
Der findes ydermere semi-implicit r-stage Runge-Kutta metoder, hvor

S
h—f<m+mh%+h2A¢O , §=1,2,3,.,r 6.4)
j=1

Her gar summen i (6.4) fra j = 1til j = s i stedet for fra j = 1til j = r som i (6.3). Dermed
produceres der r ligninger med hver d ubekendte.
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Fordelene ved implicit og semiimplicit, er at metodens orden kan geres hojere end ved eksplicitte
metoder. Den storre arbejdsbyrde der er forbundet med implicitte og semiimplicitte metoder gor
dog, at disse kun anvendes ved specielle typer af problemer, som der ikke vil blive gennemgaet
her.

Parametrene a5 og Ag; i (6.1) og (6.2) kan veelges sd metoden far den hejst mulige orden. Frem-
gangsmaden til at finde disse parametre er illustreret i afsnit 5.3, hvor det bedste valg af &1, a» og
u for en two-stage metode blev udledt. Analoge udledninger for en r-stage metode er langt mere
kraevende, grundet det store antal partielle afledede af f, der fremkommer.

Kutta viste i 1901 at den maksimale orden for eksplicitte Runge-Kutta metoder med r = 1,2,3,4
er lig med r. Butcher viste i 1960’erne de maksimale ordener for r > 4. Lad p(r) angive den
maksimale orden af en eksplicit r-stage Runge-Kutta metode, s har Kutta og Butcher vist at

for 1<r<4
1 for 5<r<7

-2 for 8<r<9
2 for r>10

6.1 RK4

I denne rapport anvendes Runge-Kutta formlen af orden 4, ofte angivet RK4, hvor ®- og k-
funktionerne er defineret ved

—_

D (xy, yis h) = g(kl + 2ky + 2k3 + ky) (6.5)
ke (xie, yi) = f (X, yi)

ka(xx, yi ) = f (xk + %hryk + ;hh)

ka(xk, yi ) = f (xk + %h/ Yk + ;hk2>

ka(xk, Yy h) = f (xx + h, yx + hks)

S3 et skridt ved RK4 er altsa defineret ved

h
Yer1 =Ykt g (k1 (xk, yi) + 2k (x, yie) + 2k3 (xp, Yi) + ka (X, yx)) (6.6)

6.2 Implementering

RK4 er implementeret i algoritme 4, efter samme princip som implementeringen af Eulers metode
(algortime 1), med samme inputs og form af output.
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ALGORITME 4 (RK4 med n inddelinger).

RK4_1 :=proc(f,xnul,ynul,a,b,n)

. b—a/_

x[0] := xnul;
y[0] := ynul;
Lx := [x[0]];
Ly := [y[0]);

forifromOton —1do
xli+1] = x[i] + 1
k1 = f(x[i], y[i]);

k2 :—f(x[i]+;-h,y[i]+;-h~k1);
k3 ::f(x[i]+;-h,y[i]+;'h~k2);
k4 := f(x[i] +h, h-k3+y[i]);

yli+1] := y[i]+%-h-(k1+2-k2+2-k3+k4);
Lx := [op(Lx), x[i + 1]];
Ly = lop(Ly), yli +1]};

end do;

return {Lx, Ly}

end proc;

EKSEMPEL 6.1
I dette eksempel anvendes algoritme 4 til at approksimere en losning til begyndelsesveerdi pro-
blemet fra eksempel 5.2, givet ved

% =—y sin(x), 0<x<d4rm, yo=1 (6.7)

hvor den eksakte lgsning er givet ved
_exp(cos(x)) A
 exp(1)

Et plot af den eksakte losning kan ses pa figur 5.7 i afsnit 5.4. Algortime 4 er anvendt til at ap-
proksimere en lgsning til (6.7) med 4, 8, 16 og 32 inddelinger. Disse losninger er plottet pa figur
6.1,6.2,6.3 0g 6.4.
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6 n=4
5
4]
Yy 3
’
1
0 : :
0 T 2n 3n 4

X

Figur 6.1. Approksimation af lesning til (6.7)
foretaget vha. RK4 med 4 skridt.

0.8;
0.6
0.4

0.2

0 T 27 3w 41
X

Figur 6.3. Approksimation af lesning til (6.7)
foretaget vha. RK4 med 16 skridt.

0.8]

0.61

0.4

0.2

0 T 27 3n 4w
X

Figur 6.2. Approksimation af lesning til (6.7)
foretaget vha. RK4 med 8 skridt.

0.81
0.6
0.4

0.2

0 T 27 3m 41
X

Figur 6.4. Approksimation af lesning til (6.7)
foretaget vha. RK4 med 32 skridt.

Pa figur 6.2 ses det at den approksimerede lesning foretaget med kun 8 inddelinger, allerede
begynder at opfere sig som den eksakte losning (se figur 5.7 i afsnit 5.4). I eksempel 5.2 blev For-
bedret Euler anvendt til at approksimere lgsninger til (6.7). For at sammenligne de to metoder,
Forbedret Euler og RK4, plottes den absolutte afvigelse fra den eksakte losning. Pa figur 6.5 ses
den absolutte afvigelse fra den eksakte losning for approksimationer foretaget med 8 inddelinger
vha. henholdsvis, Forbedret Euler og RK4. Samme plot er foretaget for 16 inddelinger pa figur
6.6. Af figur 6.5 fremgar det, at approksimationen foretaget vha. RK4 er tydeligt bedre end ap-
proksimationen foretaget vha. Forbedret Euler. Anvendes 16 inddelinger, ses det pa figur 6.6, at
den absolutte afvigelse fra den eksakte lgsning, er vaesentligt mindre for begge metoder.
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n = 8, Forbedret
Euler
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Figur 6.5. Den absolutte afvigelse fra den ek-
sakte lesning for approksimatio-
ner foretaget med 8 inddelinger
vha. henholdsvis, Forbedret Euler
og RK4.
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Figur 6.6. Den absolutte afvigelse fra den ek-
sakte lesning for approksimatio-
ner foretaget med 16 inddelinger
vha. henholdsvis, Forbedret Euler
og RK4.

Dette kapitel er primeert skrevet pa baggrund af [Gautschi, 1997, s. 280-282]. Derudover er [But-
cher, 1965, s. 410] og [Butcher, 1985, s. 521], til at angive de ordenen Butcher har udledt i forbin-

delse med eksplicitte Runge-Kutta metoder.

41






Numeriske eksperimenter

Approksimationsmetoderne gennemgdet i denne rapport har alle tilknyttet en orden p, som de-
fineret i definition 2.3, hvor en metode siges at have orden p, hvis der eksisterer et C saledes
at

IT(x, yi: h) || < CHP 7.1)

ligeligt pa [a, b] x R?. Her er T(xy, yi; h) den lokale trunkeringsfejl, som defineret i definition 2.1.
Fra teorien i de foregdende kapitler vides det at

¢ Euler metode har orden 1

¢ Forbedret Euler har orden 2

¢ Heuns metode har orden 2

* Runge-Kutta metoden, RK4, har orden 4

Lad skridtleengden veere h = bn;“, hvor n er antal skridt pé intervallet [, b]. Fordobles antallet af
skridt bliver h = bz;n”, sa af (7.1), kan det forventes at den gvre greense af den lokaletrunkeringsfejl
for eulermetode Ch halveres. Ligeledes vil en fordobling af antal skridt ved Forbedret Euler og
Heuns metode medfere at Ch? bliver fire gange mindre. Ordenen for RK4 er lig 4, sa Ch*, bliver
altsa 16 gange mindre, ved en fordobling af antallet af skridt #.

I de folgende eksempler betragtes forholdet

E?’l
= (7.2)

hvor E" angiver fejlen for n inddelinger. Forholdet (7.2) kan efter teorien forventes at ga mod 2

for Eulers metode, 4 for Forbedret Euler og Heuns metode, og 16 for RK4. Der eksperimenteres

med to typer af fejl. Den forste type fejl er den fejl der opstar i intervallets endepunktet b, dvs.
E?ndepunkt = ‘y(b) - app(b)|

hvor y er den eksakte lgsning og app er den approksimerede lgsning. den anden type fejl er den
maksimale approksimationsfejl der opstar over hele intervallet, dvs.

Efax = MmaXieon,...,n] (|y(xz) —app(x;)|)

7.1 Algoritmer

2n
endepunkt

n
endepunk

Til at beregne forholdet mellem E
Algoritmens input er

; 0g E for Eulers metode anvendes algoritme 5.

e f-hojresiden af differentialligning % = f(x,y).
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y - den eksakte lgsning til differentialligningen.

xnul, ynul - begyndelsesbetingelser horende til differentialligningen

[a,]] - intervallet losningerne approksimeres over.

m - antallet af gange algoritmen korer.
e ABC - antal betydende cifre algoritmen anvender.

Bemezerk at algoritmen undervejs kalder algoritme 1 fra afsnit 2.3. Algoritme 1 har dog féet tilfojet
inputtet ABC, samt kommandoen evalf(..), der evaluerer funktionsveerdier undervejs, hvilket
ikke fremgdr her.

2n

endepunkt for Eulers metode).

ALGORITME 5 (Forholdet mellem E?ndepunkt ogE

fejlendepunkt_euler := proc(f,y, xnul,ynul,a,b,m, ABC)
Digits := ABC;
eksakt := y(b);
app = [J;
fejl = [];
forhold := [1];
forifrom1tomdo
app = [op(app), eulersmetode(f, xnul, ynul, a, b, 2!, ABC)];
fejl == [op(fejl), abs(evalf (eksakt — appli][2][2 + 1]))];
end do;
forifrom2tomdo
_ Feilli—1)]
forhold := |op(forhold), Fell |’
end do;
forifrom2tomdo
printf (“%4d% + 1.5f % + 1.5f %1.5e%1.5f n”, 2!, appl[i][2][2 + 1], eksakt, fejl[i], forhold]i])
end do;

end proc;

Outputtet af algoritme 5 er en tabel med 5 kolonner, indeholdende antal indelinger, approksi-

meret veerdi app(b), eksakt veerdi y(b), fejl Egndepunkt = |y(b) — app(b)| samt forholdet mellem
/2

Eanepunkt 08 E?ndepunkt'

Algoritmer til at beregne forholdet mellem E , epunkt ©8 E21, epunkt for Forbedret Euler, Heuns

metode og RK4 findes i appendiks B.1.

Til at beregne forholdet mellem E,,, og E2. for Eulers metode anvendes algoritme 6. Inputpa-

rameterne er de samme som ved algoritme 5.
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ALGORITME 6 (Forholdet mellem E.,,. og E2. for Eulers metode).

fejlmax_euler := proc(f,y, xnul,ynul,a,b,m, ABC)
Digits := ABC;
app = []; fejlmax := []; forhold := [1];
foritomdo
app := |op(app), eulersmetode(f, xnul, ynul, a, b, 2', ABC)];
end do;
forn from1tomdo
fejl = [};
ap := app(n};
k:=2"+1;
forlfrom1tokdo
feil = lop(fejl), abs(eoalf (y(ap[1][1]) — ap[2][1)))];
end do;
fejlmax = [op(fejlmax), max(fejl)];
end do;
forifrom2tomdo
fejlmax[i — 1]
fejlmaxli]

forhold := |op(forhold),

end do;
forifrom2tomdo

printf (“%4d%1.5e%1.5f*, 2!, fejlmax[i], forhold[i])
end do;

end proc;

Outputtet af algoritme 6 er en tabel med tre kollonner, indeholdende antal inddelinger 7, den

maksimale approksimationsfejl Ej,, = maxic(1,. ) (|y(x;) — app(x;)|) samt forholdet mellem
En2 og EI' .. Algoritmer til at beregne forholdet mellem E”,,, og E2%.. for Forbedret Euler, Heuns

metode og RK4 findes i appendiks B.2.

EKSEMPEL 7.1
I det forste eksempel betragtes det simple begyndelsesvaerdiproblemet

Z—Z:xZ, 0<x<5 y=1 (7.3)
hvor den eksakte lesning er givet ved
1
y= §x3 +1
Hajresiden og den eksakte losning defineres i Maple med kommandoerne
= (xy) = 2
=X — 1x3 +1

3
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Forst betragtes forholdet mellem E] ;. punkt 08 E2 punkt: FOT Eulers metode anvendes algoritme 5
med 12 gennemkersler. For Forbedret Euler, Heuns metode og RK4 anvendes algoritme 9, 10 og

11. Outputs for de fire algoritmer ses pa tabel 7.1,7.2,7.3 og 7 4.

n | Appr. Eksakt Fejl Forhold

4 | 28.34375 42.66667 1.43229e+01 1.81818

8 | 35.17969 42.66667 7.48698e+00 1.91304

16 | 38.84180 42.66667 3.82487e+00 1.95745
32 | 40.73389 42.66667 1.93278e+00 1.97895
64 | 41.69519 42.66667 9.71476e-01  1.98953
128 | 42.17966 42.66667 4.87010e-01  1.99478
256 | 42.42284 42.66667 2.43823e-01  1.99739
512 | 42.54468 42.66667 1.21991e-01  1.99870
1024 | 42.60565 42.66667 6.10153e-02  1.99935
2048 | 42.63615 42.66667 3.05126e-02  1.99967
4096 | 42.65141 42.66667 1.52575e-02  1.99984

Tabel 7.1. Tabel for fejl i endepunkt ved Eulers metode; fejlendepunkt_euler(f,y,0,1,0,5,12,30).

n

Appr.

Eksakt

Fejl

Forhold

4

8

16
32
64
128
256
512
1024
2048
4096

Tabel 7.2. Tabel for fejl i endepunkt ved Forbedret Euler; fejlendepunkt_forbeuler(f,y,0,1,0,5,12,30).

42.01562
42.50391
42.62598
42.65649
42.66412
42.66603
42.66651
42.66663
42.66666
42.66666
42.66667

42.66667
42.66667
42.66667
42.66667
42.66667
42.66667
42.66667
42.66667
42.66667
42.66667
42.66667

6.51042e-01
1.62760e-01
4.06901e-02
1.01725e-02
2.54313e-03
6.35783e-04
1.58946e-04
3.97364e-05
9.93411e-06
2.48353e-06
6.20882e-07

4.00000
4.00000
4.00000
4.00000
4.00000
4.00000
4.00000
4.00000
4.00000
4.00000
4.00000

n | Appr. Eksakt Fejl Forhold

4 | 4396875 42.66667 1.30208e+00  4.00000

8 | 4299219 42.66667 3.25521e-01  4.00000

16 | 42.74805 42.66667 8.13802e-02  4.00000
32 | 42.68701 42.66667 2.03451e-02  4.00000
64 | 42.67175 42.66667 5.08626e-03  4.00000
128 | 42.66794 42.66667 1.27157e-03  4.00000
256 | 42.66698 42.66667 3.17891e-04  4.00000
512 | 42.66675 42.66667 7.94729e-05  4.00000
1024 | 42.66669 42.66667 1.98682e-05  4.00000
2048 | 42.66667 42.66667 4.96705e-06  4.00000
4096 | 42.66667 42.66667 1.24176e-06  4.00000

Tabel 7.3. Tabel for fejl i endepunkt ved Heuns metode; fejlendepunkt_heun(f,y,0,1,0,5,12,30).
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n | Appr. Eksakt Fejl Forhold
4 | 42.66667 42.66667 0.00000e+00 Inf
8 | 42.66667 42.66667 2.00000e-28  0.00000
16 | 42.66667 42.66667 2.00000e-28  1.00000
32 | 42.66667 42.66667 5.00000e-28  0.40000
64 | 42.66667 42.66667 9.00000e-28  0.55556
128 | 42.66667 42.66667  2.00000e-27  0.45000
256 | 42.66667 42.66667 3.90000e-27  0.51282
512 | 42.66667 42.66667 7.90000e-27  0.49367
1024 | 42.66667 42.66667  7.90000e-27  1.00000
2048 | 42.66667 42.66667 1.20000e-27  6.58333
4096 | 42.66667 42.66667  4.00000e-28  3.00000
8192 | 42.66667 42.66667 0.00000e+00 Inf

Tabel 7.4. Tabel for fejl i endepunkt ved RK4; fejlendepunkt_RK4(f,y,0,1,0,5,12,30).

Betragtes tabel 7.1, ses det at forholdet mellem fejlene i endepunkterne gar mod 2, nar antallet af
inddelinger fordobles, som teorien antyder. Af tabel 7.2 og 7.3, ses det ligeledes at fejlforholdet
gar mod 4, som forventet. For RK4 ses det pa tabel 7.4 at fejlforholdet ikke gar mod 16. Dog er
RK4 meget hurtig til at ramme den eksakte losning, hvor fejlen allerede ved 4 inddelinger er lig
nul.

Nu behandles forholdet mellem E,,. og E2". for begyndelsesveerdiproblemet (7.3). For Eulers
metode anvendes algoritme 6, for Forbedret Euler anvendes algoritme 12, for Heuns metode
algoritme 13 og for RK4 algoritme 14. Alle algoritmerne keres igennem 16 gange. Outputs for

algoritmerne ses péd tabel 7.5, 7.6, 7.7 og 7.8.

n El .y Forhold n El o Forhold

4 | 1.43229e+01 1.81818 4 | 6.51042e-01  4.00000

8 | 7.48698e+00 1.91304 8 | 1.62760e-01  4.00000

16 | 3.82487e+00 1.95745 16 | 4.06901e-02  4.00000

32 | 1.93278e+00 1.97895 32 | 1.01725e-02  4.00000

64 | 9.71476e-01  1.98953 64 | 2.54313e-03  4.00000

128 | 4.87010e-01  1.99478 128 | 6.35783e-04  4.00000

256 | 2.43823e-01  1.99739 256 | 1.58946e-04 4.00000

512 | 1.21991e-01  1.99870 512 | 3.97364e-05 4.00000

1024 | 6.10153e-02  1.99935 1024 | 9.93411e-06  4.00000

2048 | 3.05126e-02  1.99967 2048 | 2.48353e-06  4.00000

4096 | 1.52575e-02  1.99984 4096 | 6.20882e-07  4.00000

8192 | 7.62908e-03  1.99992 8192 | 1.55220e-07  4.00000

16384 | 3.81462e-03  1.99996 16384 | 3.88051e-08 4.00000

32768 | 1.90733e-03  1.99998 32768 | 9.70128e-09  4.00000

65536 | 9.53669e-04  1.99999 65536 | 2.42532e-09  4.00000
Tabel 7.5. Tabel for maksimale fejl ved Tabel 7.6. Tabel for maksimale fejl ved For-
Eulers metode, der viser output af bedret Euler, der viser output af

fejlmax_euler(f,y,0,1,0,5,16,30). fejlmax_forbeuler(f,y,0,1,0,5,16,30).
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n El oy Forhold n Elax Forhold

4 | 1.30208e+00  4.00000 4 | 1.00000e-29 10.00000

8 | 3.25521e-01  4.00000 8 | 2.00000e-28  0.05000

16 | 8.13802e-02  4.00000 16 | 2.00000e-28  1.00000

32 | 2.03451e-02  4.00000 32 | 5.00000e-28  0.40000

64 | 5.08626e-03  4.00000 64 | 9.00000e-28  0.55556

128 | 1.27157e-03  4.00000 128 | 2.00000e-27  0.45000

256 | 3.17891e-04  4.00000 256 | 3.90000e-27  0.51282

512 | 7.94729e-05  4.00000 512 | 7.90000e-27  0.49367

1024 | 1.98682e-05 4.00000 1024 | 7.90000e-27  1.00000

2048 | 4.96705e-06  4.00000 2048 | 1.30000e-27  6.07692

4096 | 1.24176e-06  4.00000 4096 | 5.00000e-28  2.60000

8192 | 3.10441e-07  4.00000 8192 | 5.00000e-28  1.00000

16384 | 7.76102e-08  4.00000 16384 | 2.30000e-27  0.21739

32768 | 1.94026e-08  4.00000 32768 | 3.40000e-27  0.67647

65536 | 4.85064e-09  4.00000 65536 | 7.30000e-27  0.46575
Tabel 7.7. Tabel for maksimale fejl ved He- Tabel 7.8. Tabel for maksimale fejl ved
uns metode, der viser output af RK4, der viser output af

fejlmax_heun(f,y,0,1,0,5,16,30). fejlmax_RK4(f,y,0,1,0,5,16,30).

Nar fejlforholdet for den maksimale fejl betragtes, ses det at tabel 7.5, 7.6, 7.7, at dette opforer sig
som forventet. Igen konvergerer fejlforholdet ikke for RK4 pa tabel 7.8, hvor den maksimale fejl
igen er meget lille allerede ved 4 skridt. A

EKSEMPEL 7.2
I det naeste eksempel betragtes begyndelsesveerdiproblemet fra eksempel 6.1, givet ved

d :
% = —ysin(x), 0<x<dnm, yo=1
hvor den eksakte lgsning er givet ved
_exp(cos(x))
o exp(l)

Hgjresiden og den eksakte losning defineres i Maple

fi= (xy) = —ysin(x)

R exp(cos(x))

exp(1)
Herefter anvendes algoritme 5 til at finde forholdet medllem E] , epunkt O8 E, epunie for Eulers
metode. Antal gennemkersler af algoritmen seettes til m = 14. Outputtet kan ses pa tabel 7.9.
Det samme er gjort for Forbedret Euler, Heuns metode og RK4, vha. algoritme 9, 10 og 11. Disse
outputs ses pa tabel 7.10, 7.11 og 7.12.
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n | Appr. Eksakt Fejl Forhold

4 | 1.00000 1.00000 0.00000e+00  NaN
8 | 2.15327 1.00000 1.15327e+00  0.00000
16 | 0.03358 1.00000 9.66419e-01  1.19334
32 | 0.26932 1.00000 7.30680e-01  1.32263
64 | 0.53475 1.00000 4.65254e-01  1.57049
128 | 0.73378 1.00000 2.66220e-01  1.74763
256 | 0.85697 1.00000 1.43030e-01  1.86129
512 | 0.92578 1.00000 7.42247e-02  1.92698
1024 | 0.96218 1.00000 3.78215e-02  1.96250
2048 | 0.98091 1.00000 1.90922e-02  1.98099
4096 | 0.99041 1.00000 9.59202e-03  1.99043
8192 | 0.99519 1.00000 4.80755e-03  1.99520
16384 | 0.99759 1.00000 2.40667e-03  1.99759

Tabel 7.9. Tabel for fejl i endepunkt ved Eulers metode, fejlendepunkt_euler(f,y,0,1,0,4 - Pi, 14,30).

n | Appr.  Eksakt Fejl Forhold
4 | 78.66988 1.00000 7.76699e+01  0.00000

8 | 0.28193  1.00000 7.18067e-01  108.16517
16 | 1.03331  1.00000 3.33127e-02  21.55538
32 | 1.01013 1.00000 1.01250e-02  3.29014
64 | 1.00143 1.00000 1.43197e-03  7.07068
128 | 1.00018  1.00000 1.84090e-04  7.77864
256 | 1.00002 1.00000 2.31707e-05  7.94494
512 | 1.00000  1.00000 2.90135e-06  7.98621
1024 | 1.00000 1.00000 3.62825e-07  7.99655
2048 | 1.00000  1.00000  4.53580e-08  7.99914
4096 | 1.00000  1.00000 5.66990e-09  7.99978
8192 | 1.00000  1.00000 7.08743e-10  7.99995
16384 | 1.00000 1.00000 8.85930e-11  7.99999

Tabel 7.10. Tabel for fejl i endepunkt ved Forbedret Euler, fejlendepunkt_forbeuler(f,y,0,1,0,4 - Pi, 14,30).

n | Appr. Eksakt Fejl Forhold
4 | 1.00000 1.00000 0.00000e+00  NaN
8 | 0.02155 1.00000 9.78449e-01  0.00000
16 | 0.83033 1.00000 1.69672e-01  5.76669
32 | 098521 1.00000 1.47931e-02 11.46967
64 | 0.99842 1.00000 1.58030e-03  9.36100
128 | 0.99981 1.00000 1.88758e-04  8.37209
256 | 0.99998 1.00000 2.33171e-05  8.09523
512 | 1.00000 1.00000 2.90593e-06  8.02398
1024 | 1.00000 1.00000 3.62968e-07  8.00601
2048 | 1.00000 1.00000 4.53625e-08  8.00150
4096 | 1.00000 1.00000 5.67004e-09  8.00038
8192 | 1.00000 1.00000 7.08747e-10  8.00009
16384 | 1.00000 1.00000 8.85931e-11  8.00002

Tabel 7.11. Tabel for fejl i endepunkt ved Heuns metode, fejlendepunkt_heun(f,y,0,1,0,4 - Pi, 14,30).
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n | Appr. Eksakt Fejl Forhold

4 | 6.80785 1.00000 5.80785e+00  0.00000
8 | 0.61305 1.00000 3.86951e-01  15.00927
16 | 0.99509 1.00000 4.91402e-03  78.74422
32 | 0.99988 1.00000 1.15626e-04 42.49935
64 | 1.00000 1.00000 3.29261e-06 35.11674
128 | 1.00000 1.00000 1.00340e-07  32.81446
256 | 1.00000 1.00000 3.11559e-09  32.20587
512 | 1.00000 1.00000 9.72054e-11  32.05161
1024 | 1.00000 1.00000 3.03644e-12  32.01291
2048 | 1.00000 1.00000 9.48793e-14  32.00323
4096 | 1.00000 1.00000 2.96490e-15  32.00081
8192 | 1.00000 1.00000 9.26527e-17  32.00020
16384 | 1.00000 1.00000 2.89539%e-18  32.00005

Tabel 7.12. Tabel for fejl i endepunkt ved RK4, fejlendepunkt_RK4(f,y,0,1,0,4 - Pi, 14,30).

Tabel 7.9 viser at Eulers metode opferer sig som forventet. Tabel 7.10, 7.11 og 7.12, viser at fejlfor-
horholdet i endepunkterne for de tre andre metoder konvergerer mod det dobbelte, af hvad der
forventes. Det er interessant at se om den samme tendens finder sted for forholdet mellem E};,,,
og E2" . For Eulers metode anvendes algoritme 6, for Forbedret Euler anvendes algoritme 12, for
Heuns metode algoritme 13 og for RK4 algoritme 14. Alle algoritmerne keres igennem 14 gange.
Outputs for algoritmerne ses pa tabel 7.13,7.14, 7.15 og 7.16.

n El oy Forhold n El oy Forhold

4 | 8.64665e-01  0.00000 4 | 7.76699¢+01  0.00000

8 | 2.46740e+00 0.35044 8 | 1.53097e+00 50.73236

16 | 9.66419e-01 2.55314 16 | 4.66607e-02  32.81079

32 | 7.30680e-01 1.32263 32 | 1.01250e-02  4.60846

64 | 4.65951e-01 1.56815 64 | 2.17966e-03  4.64523

128 | 2.68410e-01  1.73597 128 | 5.07677e-04  4.29340

256 | 1.44502e-01 1.85749 256 | 1.22714e-04  4.13705

512 | 7.50577e-02  1.92521 512 | 3.02212e-05  4.06054

1024 | 3.82638e-02 1.96158 1024 | 7.49591e-06  4.03169

2048 | 1.93200e-02  1.98053 2048 | 1.86666e-06  4.01569

4096 | 9.70765e-03  1.99019 4096 | 4.65762e-07  4.00775

8192 | 4.86580e-03  1.99508 8192 | 1.16328e-07  4.00388

16384 | 2.43590e-03  1.99753 16384 | 2.90678e-08  4.00194
Tabel 7.13. Tabel for maksimale fejl ved Tabel 7.14. Tabel for maksimale fejl ved For-
Eulers metode, der viser output bedret Euler, der viser output af

af  fejlmax_euler(f,y,0,1,0,4 - fejlmax_forbeuler(f,y,0,1,0,4

Pi, 14,30). Pi, 14,30).
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n Elx Forhold

4 | 8.64665e-01  0.00000 n Efox Forhold

8 | 9.78449¢-01  0.88371 4 | 5.80785e+00  0.00000
16 | 1.69672e-01  5.76669 8 | 3.86951e-01 15.00927
32 | 1.47931e-02 11.46967 16 | 4.91402e-03  78.74422
64 | 2.81542e-03  5.25432 32 | 1.15626e-04 42.49935
128 | 7.07235e-04  3.98088 64 | 3.29261e-06 35.11674
256 | 1.77002e-04  3.99564 128 | 1.57863e-07 20.85738
512 | 4.42636e-05 3.99881 256 | 9.96994e-09  15.83391
1024 | 1.10672e-05  3.99954 512 | 6.25817e-10  15.93109
2048 | 2.76688e-06  3.99987 1024 | 3.91795e-11  15.97305
4096 | 6.91726e-07  3.99997 2048 | 2.45064e-12  15.98744
8192 | 1.72932e-07  3.99998 4096 | 1.53223e-13  15.99395
16384 | 4.32331e-08  3.99999 8192 | 9.57823e-15 15.99703
16384 | 5.98694e-16 15.99852

Tabel 7.15. Tabel for maksimale fejl ved
Heuns metode, der viser output  Tabel 7.16. Tabel for maksimale fejl ved
af  fejlmax_heun(f,y,0,1,0,4 - RK4, der wviser output af
Pi, 14,30). fejlmax_RKA4(f,y,0,1,0,4- Pi,14,30).

Forholdet mellem E7,,, og E2% for de fire metoder pa tabel 7.13, 7.14, 7.15 og 7.16, konvergerer
altsd mod de forventede veerdier. A

Referencer

Der er ikke anvendt referencer i dette kapitel.
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Tennisbold med topspin

I dette kapitel bliver eksemplet beskrevet i kapitel 1 regnet igennem. Her gnskes det at beregne
hvorledes en tennisbold pavirkes nar den bliver pafert et spin. I kapitel 1 blev felgende differen-
tialligningssystem for tennisboldens position til tiden ¢, udledt

dx(t) dx(t) dz(t)
5 = —Coallo) 75, + BCmallol] (®.1)
d’z(t) dz(t) dx(f)
ar - _9/82_CD0(HUH dt —‘BCMUCHUH dt
hvor
[oll = /%" (8)2 +2'(£)?
nd?p
“= am
=1 fortopspin
B = —1 forbagspin
og begyndelsesbetingelserne er givet ved
dx dz ,
X(0) =0, 2(0)=h, “3(0) = ool cos(8), % (0) = o] sin(6) 52

Cp og Cp er bestemmende for sterrelsen af henholdsvis vindmodstanden og magnuskraften.
Disse kan, som tidligere neevnt, bestemmes eksperimentielt.
8.1 Formen af Cp og Cyy

Formler for Cp og Cy for en tennisbold, er undersogt eksperimentielt af Stépanek [1988]. Malin-
ger blev udfert for hastigheder ||v|| € [13.6;28]m /s og antal rotation n € [800, 3250]rpm.

Stépanek foretog malinger af Cp og Cys og plottede dem mod ||w||/||v||, som vist pa figur 8.1.
Bemaerk at Stépének anvender notationen Cy for Cy;.

P4 figur 8.1 ses ydermere en regressionslinje. Forskrifter for disse regressionslinjer udledte Stépa-
nek, til at veere

1

Cp = 0508 + —
22,503 +4.196 (4} )

[[o
1

o= 2.202 + 0.981 (M) !

[[o]]
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Cp.C,
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Figur 8.1. Stépaneks malinger af Cp og Cr(Cy) plottet mod ||w||/||v||

For en tennisbold kan det antages at rotationen ikke decelererer, hvilket medferer at vinkelhastig-
heden ||w|| er konstant.

8.2 Approksimationsmetoderne

Approksimationsmetoderne der er gennemgaet i denne rapport, er alle beregnet til forste ordens
differentialligninger, derfor er det nedvendigt at omskrive (8.1). Systemet (8.1) omskrives til et
system af 4 forste ordens differentialligninger. Dette gores ved at seette vy = x’ og v, = 2/, sd

/

X' = Uy (8.3)
vl = —Cpay/v2 + 020y + BCpa/ 2 + 020,
7z =uv,

v, = —9,82 — Cpay/v2 + 020, — BCpraey/ 02 + 020y

Ligeledes omskrives begyndelsesveerdierne til
x(0) =0, z(0)=H, vx(0)=19vpcos(f), ©v:(0)=vgsin(6) (8.4)

Algoritmerne til Eulers metode, Forbedret Euler, Heuns metode og RK4, gennemgaet i de forrige
kapitler, tager alle udgangspunkt i at vektoren y tilherer R. Det er derfor nedvendigt at foretage
et par modifikationer af algoritmerne, siledes at de kan anvendes for y € R*, som skal anvendes
i system (8.3). Neermere betegnet en vektor (x, vy, z,v;).

I algoritme 7 er algoritme 4 for RK4 tilpasset et y € IR*. Her er indgangene i funktionen f sendret,
de steder hvor denne skal evalueres. Det forudseettes at f angives som en vektor. Dette gores i
Maple ved at skrive
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f(x,y1,y2,y3,y4) := (x,y1,y2,y3,y4) — Vector([f1, f2, f3, fa]);

hvor fi, f2, f3 og f4 er funktioner af x,y1,y2,y3,y4. Derudover skal ynul angives som en vektor.
Denne bliver for begyndelsesverdierne (8.4)

ynul := Vector([0, v cos(theta), H, v sin(theta)]);

Udover at tilpasse algoritmen for y € R*, er kommandoen eval f(..) anvendt, saledes at funktio-
nens verdier bliver evalueret undervejs. Hvis eval f(..) ikke anvendes kommer algoritmen hur-
tigt til at arbejde med meget store eksakte udtryk, hvilket kan forege tiden anvendt til beregning
vaesentligt. For at imedekomme det praecissionsproblem, der kan opstd ved at evaluere funk-
tionsveerdierne, er der til algoritmen tilfgjet inputtet ABC, der angiver det antal betydende cifre
algoritmen skal anvende. Standard for Maple er 10 betydende cifre.

ALGORITME 7 (RK4 med 7 inddelinger fpr y € R?).

RK4_1 := proc(f,xnul,ynul,a,b,n, ABC)
Digits :== ABC;

h = b—a/_

x[0] := xnul;
y[0] := ynul;
Lx := [x]0]];
Ly = [y[o]];

forifromOton —1do
x[i+1] := x[i] +k;
k1 := eval f(f(x[i], y

i [1), yli)[2], vl (3], ylil[4]));

K2 = ol f(F(xli] + o, yli[1] + A1), 2] + SR, yli)3] + 2k1(B), yli[4] + ak14])
K8 = eonlf(f(xli] + 5, yiJ[1] + SR2[1], yli)2) + 2R2[2], ylB] + k2(3], 8] + 2k2l3])
k4 := eval f(f (x[i] + h, h - k3[1] + y[i][1], h - k3[2] + y[i][2], h - k3[3] + y[i][3], I - k3[4] + y[i][4]))

yli+1] := y[i] +%-h- (k1 4+2-k242-k3 +k4);
Lx := [op(Lx), x[i + 1]];
Ly = lop(Ly), yli +1]];

end do;

return {Lx, Ly}

end proc;

8.3 Tennisbold i vakuum

Det simpleste tilfeelde er kurven for en tennisbold i vakuum uden spin. Det vil sige at hverken
vindmodstanden eller magnuskraften pavirker tennisbolden. Seettes D og M begge lig nul, redu-

55



KAPITEL 8. TENNISBOLD MED TOPSPIN

ceres (8.1) til det simple system

2
a — ) _y (85)
dz(t) _

= 9,82 (86)

med begyndelsesbetingelserne (8.2). Da systemet (8.5) er linezert kan Maple finde en generel los-
ning. Dette gores ved at definere systemet (8.5) i Maple, med kommandoen

ode :=dif f(x(t),t,t) = 0,dif f(z(t), t,) = —g;
2 d2
ode = ﬁx(t) =0, ﬁz(t) =g

Derefter defineres begyndelsesbetingelserne (8.2), ved
ics :== x(0) = 0,z(0) = H, (D(x))(0) = v0 - cos(theta), (D(z))(0) = ©v0 - sin(theta);

ics := x(0) =0,z(0) =H, D(x) (0) =90 cos (6), D(z) (0) = v0 sin (9)

Dernzest anvendes kommandoen dsolve til at lose begyndelsesveerdiproblemet

dsolve({ics,ode});
{x (t) =v0 cos (0)¢t,z(t) = —%gt2 +v0 sin (0) t + H}

hvor g = 9,82. Velges folgende begyndelsesvaerdier

157

v0=25m/s, H=1m, 6=15 :ﬁm

d

kan tennisboldens flyvetid beregnes ved at lose z(t) = 0. Dette kan gores i Maple med komman-
doen

g:=—-982:00:=25: H:=1:theta := 1fégi :
eval f(solve(—% - g - 12 + 00 - sin(theta) - t + H = 0,1));

—0.1397319392, 1.457547851

Det forste tal —0.1397319392 er ikke interessant, da dette er skaeringen med den negative x-akse.
Flyvetiden for en tennisbold i vakuum uden spin er, med de valgte begyndelsesveerdier, saledes
1,4576 sekunder. Dette anvendes til at plotte tennisboldens banekurve, med kommandoen

plot([t - v0 - cos(theta), —} - g - t> + v0 - sin(theta) - t + H, t = 0..1.457547))

0 5 10 15 20 25 30 35
x(t)

Figur 8.2. Plot af banekurve af tennisbold i vakuum, med begyndelsesverdier: vg = 25m/s, H = 1m og
6 = 15°.
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8.4 Tennisbold i luft

For en tennisbold i luft behandles to tilfeelde; uden spin og med topspin. En tennisbold i luft
uden spin pavirkes kun af tyngdekraften og luftmodstanden. Differentialligningssystemet i dette
tilfeelde svarer altsa til systemet (8.3) med B = 0. Lesninger til de to tilfeelde approksimeres i
Maple vha. algoritme 7.

Indledningsvist defineres Cp og Cy, som funktioner af vy og v,, samt koefficienten alpha i Maple

5

1

Cp := (vx,vz) — 0.508 +

[S1S]

22.503 + 4.196 (w) -

sqrt(vx240z2)

1
Cm = (vx,0z) — W\ '
2202 +0.981 (gl )
alpha := % :

Herefter defineres et differentialligningssystem for en tennisbold i luft uden spin (8 = 0) og et for
en tennisbold med topspin (B = 1). Disse angives henholdvis fluft og fspin.
fluft := (t,x,0x,z,0z) — Vector([vx, —CD(vx, vz)alpha - sqrt(vx® + vz*)vx),
vz, —g — CD(vx,vz)alpha - sqrt(vx® + vz*)vz]);
fspin := (t,x,vx,z,0z) — Vector([vx,alpha - sqrt(vx* + vz?)(—CD(vx, vz)vx + CM(vx, vz)vz),
vz, —g — alpha - sqrt(vx* + vz%)(CD(vx, vz)vz + CM(vx, vz)vx)));

Ligeledes angives begyndelsesvaerdierne som en vektor. Denne angives ics.
ics := Vector([0,v0 - cos(theta), H,v0 - sin(theta)]);

Herefter veelges veerdier for starthastigheden vy, starthejden H, startvinklen 6 og vinkelhastighe-
den ||w||. Disse veelges i trdd med vaerdierne anvendt for tennisbolden i vakuum
15
v0=25m/s, H=1m, 6=15°= Fgmd, |lw|| = 20m/s
Derudover haves folgende kendte verdier for tennisboldens diameter d og masse m, samt luft-
massefylden p og tyngdeaccelerationen g.

d=0,063m, m=0,05kg, p=1,29kg/m>, g=9,82m/s>

Herefter kan lgsninger til de to tilfeelde approksimeres vha. algoritme 7. Approksimationen veel-
ges udfert med n = 200 skridt over intervallet t € [0;1,45]. Intervallets egentlige endepunkt er
ikke kendt, derfor veelges flyvetiden 1,45 for tennisbolden i vakuum beregnet tidligere. Antal
betydende cifre seettes til ABC = 30. Der anvendes dermed folgende kommandoer i Maple

Loesnluft := RK4_4(fluft,0,ics,0,1.4,200,30) :
Loesnspin := RK4_4(fspin, 0,ics,0,1.4,200,30) :

Outputtet af ovenstdende kommandoer er pa formen

x(to) x(t) x(ty)
ot | ) || (6)
v(to) 1 L vz(t) 0. (tn)
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Vektorer indeholdende approksimationerne af x(t) og z(t), kan herefter udtrackkes ved at forst at
definere 4 tomme lister; en x og en z vektor horende til Loesnluft, samt en x og en z vektor heren-
de til Loesnspin. Derneest anvendes en forlekke til at tilfoje de relevante elementer fra Loesnlu ft
og Loesnspin til de tomme lister. Dette kan geres i Maple med felgende kommandoer

Loesnspin_x := [ |; Loesnluft_x := [ |; Loesnspin_z := | |; Loesnluft_z := [ |;
for i from 1 to 201 do

Loesnluft_x := [op(Loesnluft_x), Loesnlu ft[2][i][1]];

Loesnspin_x := [op(Loesnspin_x), Loesnspin|2][i][1]];

Loesnluft_z := [op(Loesnluft_z), Loesnluft[2][i][3]]

Loesnspin_z := [op(Loesnspin_z), Loesnspin|2][i][3]];

end do:

De approksimerede losninger i de tre tilfeelde (i vakuum samt i luft med og uden spin) er plot-
tet pa figur 8.3. Udover de approksimerede losninger er leengden af en tennisbane tilfgjet samt
placering og hejde af nettet.

— Vakum
2 — [ luft uden spin
(1) | — | luft med topspin
0+
0 5 10 15 20 25 30 35
x(1)

Figur 8.3. Plot af banekurve af tennisbold i vakuum, i luft uden spin og i luft med topspin, med begyndel-
sesveerdier: vy = 25m/s, H = 1m, 8 = 15° og ||w|| = 20m/s.

Beregning af flyvetid og skudlengde

Ved tennisbolden i vakuum blev flyvetiden beregnet til at veere 1,4576 sekunder, dermed ma
flyveleengden veere

I_vakum = x(1,4576) = v0 cos (0) 1,4576 = 35,2m (8.8)

Flyvetiden blev fundet ved at lose ligningen z(t) = 0. Der haves intet udtryk for z(¢) ved approk-
simationerne Loenslu ft og Loesnspin. Istedet konstrueres en algoritme der kan finde indekset for
det skridt hvor z() er tilneermelsesvis nul. Herefter anvendes det fundne indeks til at udtreek-
ke flyvetiden og flyveleengden fra approksimationsoutputtet (8.7). Algoritmen tager en vektor
med approksimerede veerdier for z(t) som input, f.eks. listerne Loesnluft_z og Loesnspin_z fra
tidligere. Algoritmen kan i Maple skrives som

ALGORITME 8 (Algoritme til at finde indeks n hvor z(t,) = 0).

findindeks :=proc(L :: list)
n:=1,
while L[n] > 107" do
n=n+1
end do;
returnn;

end proc :
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Algoritme 8 anvendes nu til at bestemme flyvetid og flyveleengde for en tennisbold henholdvis
med og uden spin

nluft := findindeks(Loesnluft_z) : t_luft := Loesnluft[1|[nluft];1_luft := Loesnluft_x[nluft|;
t_luft := 1.328000000

I_luft:= 2211153650

nspin := findindeks(Loesnspin_z) : t_spin := Loesnspin[1][nspin|;1_spin := Loesnspin_x[nspin|;

t_spin := 0.9520000000
I[_spin := 17.35194367

En tennisbold der sendes afsted med 25m /s med en vinkel pa 15° med x-aksen, vil altsé flyve
22,11 meter pa 1, 328 sekunder. Tilfores der yderligere et topspin, der far bolden til at rotere med
20m /s vil den flyve 17,354 meter pa 0,952 sekunder. Tilferslen af topspin far altsd tennisbolden
til at tilbagelaegge en kortere distance pa kortere tid. Derudover antyder figur 8.3 at topspinnet far
bolden til at dykke hurtigere nar den neermer sig modspillerens banehalvdel. For at illustrere det-
te yderligere regnes flere tilfeelde hvor starthastighed og vinkel eendres. Beregningerne foretages
efter samme metode som ovenfor.

Det forste eksempel der betragtes, er en sammenligning af banekurver for en tennisbold i luft
med og uden spin, hvor startvinklen 6 og skudleengden har samme vaerdier for de to tilfeelde.
Seet 6 = 6° for begge tilfeelde. For tennisbolden uden spin seettes vg = 32m/s. For tennisbolden
med spin seettes vy = 49, 1m/s og ||w|| = 17m/s. Derved fas banekurver som plottet pa figur 8.4.

— | luft uden spin
— | luft med topspin

0 5 10 15 20

Figur 8.4. Banekurve for tennisbold i luft (bla) med begyndelsesveerdier: vy = 32m/s og 6 = 6°, samt
banekurve for tennisbold med topspin (sort) med begyndelsesveerdier vy = 49,1m/s, ||w| =
17m/s, 6 = 6°.

Ved beregning af flyvetid og skudleengde for de to tilfeelde fas folgende veerdier
t_luft := 0.8880000000

I_luft := 20.42289024

t_spin := 0.5670000000
I_spin := 20.42375238

Veerdierne af I_luft og I_spin viser at tennisbolden i begge tilfeelde flyver tilneermelsesvis 20, 42
meter. Der er dog markant forskel pa flyvetiden for de to tilfeelde, hvor tennisbolden uden spin
bruger 0, 888 sekunder og med spin bruger 0, 567 pa at tilbageleegge de 20, 42 meter. Dette skyldes
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den hgje starthastighed, vy, der kan péferes tennisbolden med spin. Det fremgér ydermere af figur
8.4 at den vinkel tennisbolden med spin rammer modstanderens banehalvdel med, er skarpere
end for tilfeeldet uden spin, hvilket gor bolden sveerere at returnere for modstanderen.

I det neeste eksempel holdes starthastigheden og startvinklen fast og startvinkelhastigheden va-
rieres. Starthastigheden, vy, seettes til 30m /s og startvinklen, 6, seettes til 15°. Der plottes herefter
banekurver for vinkelhastigheder ||w|| € [0,5,10,15,20]m/s. De approksimerede banekurver er
plottet pa figur 8.5

0 5 10 15 20 25 30

Figur 8.5. Banekurver for fast vy = 30m/s og 0 = 15°, samt varieret veerdi af ||w|| € [0,5,10,15,20]m/s.

Af figur 8.5 ses det at, hvis en tennisspiller ensker at sende bolden afsted fra en 15 graders vinkel
med 30m /s, skal han tilfere bolden et topspin for at holde bolden indenfor banens leegnde. Det
ses at jo hejere topspin, jo kortere distance tilbageleegger bolden.

Referencer

Dette kapitel er primeert skrevet pd baggrund af [Gander og Hrebicek, 2004, s. 27-30]. Afsnit 8.1
er skrevet pa baggrund af [Stépanek, 1988, s. 140].

60



Afrunding

Dette projekt har beskeeftiget sig med metoder til at approksimere losninger til systemer af forste
ordens differentialligninger, pa formen

= foy) 1)

hvor y kan veere en vektor. Det primaere fokus har veeret rettet mod metoderne; Eulers metode,
Forbedret Euler, Heuns metode og Runge-Kutta metoden af orden 4, RK4. Det er vist at Eulers
metode er af orden 1, og Forbedret Euler samt Heuns metode er af orden 2. Metodernes orden
blev illustreret ved numeriske eksperimenter, hvor felgende fejlforhold blev betragtet

n
Eendepunkt Eﬁmx 9.2
2n 0 E2n ( : )
endepunkt max

For Eulers metode gik ovenstdende forhold mod 2, dvs. at fejlen blev halveret ved en fordobling
af antallet af skridt n. For Forbedret Euler og Heuns metode var dette tal 4, og for RK4 16. RK4 er
givet vist den mest effektive metode af de fire. Det skal dog bemaerkes at RK4, kraever en hojere
grad af differentiabilitet for funktionen f i (9.1).

Afslutningsvist blev et storre eksempel gennemregnet. Her blev det illustreret hvorledes bane-
kurven for en tennisbold pavirkes, nar tennisbolden tilferes et topspin. Her viste beregningerne
at givet en starthastighed vy vil tilferslen af et topspin forkorte bade skudleengden og flyvetid.
Det betyder at en tennisbold med topspin, kan sendes afsted med en sterre hastighed, i forhold
til en bold uden spin, og stadig ramme jorden inden modstanderens baglinje.

Det vil ydermere veere interessant at betragte det modsatte tilfeelde, hvor topspinnet udskiftes
med et bagspin. Et bagspin anvendes af golfspillere, der netop ensker den modsatte effekt af
topspinnet, sdledes at golfbolden flyver leengere ved en givet starthastighed, end den ville have
gjort uden spin.

61






Appendiks

A.1 Definitioner

Folgende definition stammer fra [Fitzpatrick, 2006, s. 245]

A.2 Partielle afledede

Folgende saetning og korollar er fra [Rudin, 1976, s. 235-236]

Taylors saetning

Folgende seetning stammer fra [Edwards og Penney, 2008, s. 748]



BILAG A. APPENDIKS

Definition A.5 og seetning A.6 er fra [Trench, 2013, s. 349-351].




Algoritmer

B.1 Forholdet mellem fejl i endepunkt

2n
endepunkt

n

endepunkt for

Algoritmer til at beregne forholdet mellem E og E

* Forbedret Euler - algoritme 9
* Heuns metode - algoritme 10
* RK4 - algoritme 11

ALGORITME 9 (Forholdet mellem E), ;. ., 08 E?:zldepunkt for Forbedret Euler).

fejlendepunkt_forbeuler := proc(f,y, xnul,ynul,a,b,m, ABC)
Digits := ABC;
eksakt := y(b);
app = []; fejl := []; forhold = [1];
forifrom1tomdo
app := |op(app), forbedreteuler_1(f, xnul, ynul, a, b, 2, ABC)];
fejl == [op(fejl), abs(evalf (eksakt — appli][2][2} + 1]))];
end do;
forifrom2tomdo
_ Fejlli—1]7.
forhold := |op(forhold), Feilll |
end do;
forifrom2tomdo
printf (“%4d% + 1.5f % + 1.5f %1.5¢%1.5f n”, 2!, appli][2][2' + 1], eksakt, fejl[i], forhold]i])
end do;

end proc;
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2n

endepunkt for Heuns metode).

ALGORITME 10 (Forholdet mellem Egndepunkt og E

fejlendepunkt_heun := proc(f,y, xnul,ynul,a,b,m, ABC)
Digits := ABC;
eksakt := y(b);
app = []; fejl := []; forhold := [1];
forifrom1tomdo

app := lop(app), heun_1(f, xnul, ynul, a, b, 2!, ABC)];
fejl == [op(fejl), abs(evalf (eksakt — app[i][2][2 4+ 1]))];

end do;
forifrom2tomdo
fejlli —1]
orhold := |op(forhold), ————|;
f p(f ) Feilli
end do;
forifrom2tomdo
printf (“%4d% + 1.5f % + 1.5f %1.5e%1.5f n”, 2\, appli][2][2 + 1], eksakt, fejl[i], forhold]i])
end do;
end proc;
ALGORITME 11 (Forholdet mellem EJ} ;. ., 08 Ex%. i for RK4).

fejlendepunkt_RK4 := proc(f,y, xnul,ynul,a,b,m, ABC)
Digits := ABC;
eksakt := y(b);
app = []; fejl := []; forhold := [1];
forifrom1tomdo

app = [op(app), RK4_1(f, xnul, ynul, a, b, 2f ABQ)J;
fejl == [op(fejl), abs(evalf (eksakt — appli][2][2 + 1]))];

end do;
forifrom2tomdo
. feilli—1]7] .
forhold := |op(forhold), W ;
end do;
forifrom2tomdo
printf (“%4d% + 1.5f % + 1.5f %1.5¢%1.5f n*, 2!, appli][2][2' + 1], eksakt, fejl[i], forhold]i])
end do;

end proc;
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B.2 Forholdet mellem maksimal fejl
Algoritmer til at beregne forholdet mellem E7,,. og E2%.. for

¢ Forbedret Euler - algoritme 12
¢ Heuns metode - algoritme 13
¢ RK4 - algoritme 14

ALGORITME 12 (Forholdet mellem E”,,, og E2" . for Forbedret Euler).

fejlmax_euler := proc(f,y, xnul,ynul,a,b,m, ABC)
Digits := ABC;
app = []; fejlmax := []; forhold := [1];
foritomdo
app = [op(app), forbedreteuler_1(f, xnul, ynul, a, b, 277, ABC)]
end do;;
fornfrom1tomdo
fejl = 1[];
ap := app|n];
k:=2n+1;
forlfrom1tokdo
feil = [op(fejt), abs(eoalf (y(ap[1][1]) — ap[2][1)))]
end do;;
fejlmax := [op(fejlmax), max(fejl)]
end do;;
forifrom2tomdo
forhold := |op(forhold), fej]fler]’?l?;a[;[i}l]
end do;;
forifrom2tomdo
printf (“%4d%1.5e%1.5f", 2, fejlmax|i], forhold][i])
end do;

end proc;
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ALGORITME 13 (Forholdet mellem E7,,, og E2. for Heuns metode).

fejlmax_euler := proc(f,y, xnul,ynul,a,b,m, ABC)
Digits := ABC;
app = []; fejlmax := []; forhold = [1];
foritomdo
app = [op(app), heun_1(f, xnul, ynul, a, b, 27, ABC)]
end do;;
fornfrom1tomdo
fejl = 1[1;
ap := app[n];
k:=2n+1;
forlfrom1tokdo
feil = lop(fejl), abs(evalf (y(ap[1][1]) — ap[2][1}))]
end do;;
fejlmax := [op(fejlmax), max(fejl)]
end do;;
forifrom2tomdo
forhold := |op(forhold), fej]rler;,;ifa[;[_i]l]
end do;;
forifrom2tomdo
printf (“%4d%1.5e%1.5f“, 2!, fejlmax[i], forhold[i])
end do;

end proc;
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ALGORITME 14 (Forholdet mellem E”,,, og E2" for Eulers metode).

fejlmax_euler := proc(f,y, xnul,ynul,a,b,m, ABC)

Digits := ABC;
app = []; fejlmax := []; forhold := [1];
foritomdo
app = [op(app), RK4_1(f, xnul, ynul, a, b, 2i, ABC)]
end do;;
fornfrom1tomdo
fejl = 11;
ap = app[n);
k:=2n+1;
forlfrom1tokdo
feil = lop(fefl), abs(eonlf (y(ap[1][1]) — ap[2][1)))]
end do;;
fejlmax := [op(fejlmax), max(fejl)]
end do;;
forifrom2tomdo
forhold := |op(forhold), fejjrl;;ifa[;[;] 1
end do;;
forifrom2tomdo
printf (“%4d%1.5e%1.5f“, 2!, fejlmax[i], forhold]i])
end do;

end proc;
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