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Dynamiske systemer

Menneskelige aktiviteter og naturfeenomener giver i mange tilfeelde anlaeg til tidsaftheengig
belastning pa konstruktioner som simple elementaere bjaelker eller avancerede multietage
bygninger. Ved tidsathzengig belastning eller rettere dynamisk belastning, f(t), palagt en
konstruktion, forekommer der tidsafheengige inertikraefter, hvormed det er muligt, at gore
overvejelser omkring analyse og design af en given konstruktion. Design og analyse af en
konstruktion sker med henblik pd modstandsevnen mod flytningsresponset, z(t), hvilket
ma inkludere kraefter, der er funktion af flytningsresponset og evt. andre responstyper,
sasom hastighed, #(t), og acceleration, Z(t). Ovenstaende er defineret ved den sékaldt sv-
ingningsanalyse, hvor forméalet er at bestemme f.eks. z(¢) pa baggrund af ydre belastning
eller anden form for betingelse med anledning til svingninger.

Det er muligt, at beskrive et svingende massesystem ved brug af beveegelsesligninger
beskrevet ved linesre partielle differentialligninger, der rent matematisk er besveaerlige
at bestemme. Disse er i stand til, at beskrive et fysiske system repraesenteret ved et ide-
aliseret system. Normalt omtales SDOF-systemer (Single Degree Of Freedom) og MDOF-
systemer (Multi Degree Of Freedom), hvor et SDOF-system er det simpleste tilfaelde. De
to typer systemer er beskrevet i kommende afsnit, hvor sammenhzengen mellem et dempet
og udempet system er beskrevet.

For et idealiseret system er der foretaget en raekke antagelser omkring;:

1. Materialer
2. Belastning

3. Geometri

Materialeantagelser er baseret pa hvorvidt materialeegenskaber er defineret som homogent,
isotropt eller pa anden made karakteriseret. Desuden spiller det en rolle om et ma-
teriales opforsel er beskrevet som lineser-elastisk. Antagelser ved belastning er overve-
jelser omkring, hvordan eksempelvis belastning antages at virke pa konstruktionen i
et geometrisk henseende. Ydermere hvordan belastningen teenkes at virke ved pludselig
pavirkning samt om belastningen er karakteriseret som konstant, periodisk eller tilfaeldig.
Den fysiske geometri for en given konstruktion er idealiseret til, at besta af enkelte el-
ementer sammensat i knuder, hvori flytninger, belastninger og retninger er beskrevet.
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A Dynamiske systemer

Dette er gennemgaet i afsnit [A1l og [A.2l Ved betragtning af en kontinuert bjelke, er
det ngdvendigt ved overgangen til en idealiseret model, at foretage en diskretisering af
systemet.

A.1 SDOF-system

Beskrivelsen af SDOF-systemet er gennemfgrt med udgangspunkt i en fysisk konstruktion.
I det folgende er betragtet en simpelt understgttet og kontinuert bjeelke, som illustreret
pa figur [A.1] hvilken det i grove traek er mulig at sekvivalere til en idealiseret matematisk
model, et SDOF-system. Et SDOF-system eller ét frihedsgrads-system er f.eks. karak-
teriseret ved, at besidde kun ét knude-koordinat og dermed ét enkelt flytningskoordinat.

l f@)

| < |

> o »

Figur A.1: Simpelt understgttet og kontinuert bjalke.

Den kontinuerte bjzelke, figur [AT], er i den idealiserede model, illustreret pa figur [A.2] sek-
vivaleret til at besta af, en masse, m, der repraesenterer inerti-karakteristikken i systemet,
et fjederelement med en fjederkonstant, k, der repraesenterer konstruktionens ophobning
af potentiel energi og en dempningskonstant, c, der repraesenterer f.eks. konstruktionens
friktionskarakteristik samt energidissipationen.

—= x(t) ,
|_’ f(t) k c
k| i
c m '[ m B
77 () K

a) b)

Figur A.2: To eksempler pa et idealiseret ét frihedsgrads-system af en kontinuert bjaclke. a)
Eksempel 1. b) Eksempel 2.

Figur[A2b illustrerer et linear deempet SDOF-system, hvor massen angiver den dynamiske
frihedsgrad. Massen er palagt en fjeder samt en lineser viskos demper og systemet er
antaget at veere lineart. Hastighed og acceleration er forudsat virkende i samme positiv-
retning, illustreret péa figur [A.2b, som flytningen. Systemets energidissipation er propor-
tional med hastigheden af masse og stivheden med flytningen af massen. Den lineare
viskose deemper repraesenterer ogsa dissipationen af mekanisk energi, der bliver til varme,
nar fjederen forlenges. For det beskrevne system er beveegelsesligningen givet ved fgl-
gende kraftligeveegt:

mi + ci + kx = f(t) for t>0 (A.1)

Systemet er hidtil defineret som deempet. Ved at betragte tilfeeldet, hvor ¢ = 0, er systemet
karakteriseret som udempet. Hermed er der set bort fra dissipation af energi i systemet,
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A.1 SDOF-system

hvilket betyder mulighed for energibevarelse i systemet. Er f(t) = 0 séledes, at systemet er
fri for ydre belastning, sa er systemet karakteriseret som veerende i fri vibration. Flytning
af massen og dermed et svingende system er kun forarsaget af begyndelsesbetingelsen til
tiden t = 0, hvor massen er flyttet afstanden xzg i positiv-retningen. Et sadant SDOF-
system er beskrevet som den simple udempede oscillator.

A.1.1 Egensvingninger af udaempet system

Bevaegelsesligningen, formel (A, for et udeempet system, er ved antagelserne for den
simple udeempede oscillator, omskrevet til:

m + kxr =0 for t>0 (A.2)

Udtrykket for bevaegelsen, beskrevet ved formel (A.2), er klassificeret som en homogen
differentialligning med konstante koefficienter. Formel (A.2)) er ogsa beskrevet ved:

Ptwir=0 for ¢t>0 (A.3)

I formel ([(A3)) er wy defineret som den cirkulere egenfrekvens eller den naturlige frekvens,
og er givet ved:

oy — \/g (A1)

For ligningen, formel ([A.2)), geelder fglgende to antagelser for lgsninger til den homogene
differentialligning.

x = Acoswt v x = Bsinwt (A.5)

Losningerne antaget i formel (AR, er defineret som harmoniske, og konstanterne, A og
B, er afhsengige af begyndelsesbetingelserne. Systemet er tidligere defineret til at veere
linezert, hvorfor superpositionsprincippet er geeldende, og formel (A0 er omskrevet til:

x = Acoswt + Bsinwt (A.6)

Hermed er den generelle lgsning for en 2. ordens partiel differentialligning defineret, |Zill
& Cullen 2005]. Vha. formel (A6) er & bestemt til:

& = —Awsinwt + Bw coswt (A.7)

Konstanterne, A og B, er bestemt ved begyndelsesbetingelserne for ¢t = 0, hvor fglgende
er defineret:

[2(0),£(0)] = [zo, &o] (A.8)

Det beskrevne problem er karakteriseret som et begyndelsesverdiproblem (BVP) og ved
substitution af formel (A.8) i formel (A.6) og (A7), hvoraf fplgende er bestemt:

[A, Bw] = [0, & (A.9)



A Dynamiske systemer

Ved substitution af formel (A9) i formel (A6G]) er z(¢) for det definerede system bestemt
ved:

x(t) = xo coswt + 0 Sinwt for t>0 (A.10)
wo

A.1.2 Egensvingninger af deempet system
Er systemet i afsnit [A.T.T]udvidet til ogsa at veere deempet, er bevaegelsesligningen, formel

(A), givet ved:

mi +ct+kx =0 for t>0 (A.11)

Formel (A7) er omskrevet til:

i+ 2w +wir =0 for t>0 (A.12)

Parameteren, (, er karakteriseret som dempningsforholdet, som er defineret pa fglgende
vis, [Nielsen 2004]:
c c

c
Cwo m ¢ 2wom 2Vkm ( )

For den, i formel (AT1]) definerede differentialligning, er det givet, at formel (A5) og (A6)),
ikke er lgsninger til formel (AII]), hvorimod = = Ce*' er en lgsning, |Zill & Cullen 2005].
Ved substitution er fglgende bestemt:

mCze + cCze® + kCe™ =0 (A.14)
mz>4+ep+k=0 (A.15)

Af formel (AIE) ses det, at resultatet er den karakteristiske ligning, der simpelt er lgst
ved:

21 c c k
_ + _ A.16
22} 2m (2m> m ( )

Det er siledes muligt, at opskrive lgsningen til formel (A.IT]) vha. superpositionsprincip-
pet, [Zill & Cullen 2005]:

z(t) = Cre®t + Che™ (A.17)

Konstanterne, C'y og Cb, er bestemt vha. begyndelsesbetingelserne. Formuleringen af
formel (AI7) er ikke endegyldig, idet veerdien under rodtegnet kan antage tre forskel-
lige veerdier - nul, positiv eller negativ. Tilfeeldene karakteriserer systemet som vaerende
hhv. kritisk dempet, overkritisk dempet og underkritisk dempet, hvor sidstnaevnte er at
betragte i den virkelige verden, hvorfor det alene i det fglgende er detaljeret beskrevet. Ved

-6 -



A.1 SDOF-system

kritisk deempning antager ¢ den kritiske veerdi, c.,., hvorfor forholdet imellem vaerdierne
er defineret som dempningsforholdet, (. Hermed er de tre tilfselde formuleret ved:

Cc = Cer A (=1 kritisk deempet
¢ > Cor A ¢ €]1,00[ overkritisk deempet (A.18)
¢ < Cor A ¢ €]0,1] underkritisk deempet

For det underkritiske tilfeelde, ¢ < ¢, er det givet, at veerdien under rodtegnet, formel
(A.17), er negativ, hvorfor rgdderne, z1 og 29, til den karakteristiske ligning er kompleks
konjugerede, og formel (A.I6]) er omskrevet:

al__c /(o) k
22}_ Qmil <2m> m (A-19)

Rgdderne er saledes givet pa formen, z; = a + i3 og zo = a — i3. Der er indfgrt det
komplekse tal, i = v/—1, hvoraf det folger at lgsningen er givet ift. Eulers formel, |Zill &
Cullen 2005]. Eulers formel er givet ved:

et =cost+isint =

A ) A.20
Pt = cos Bt + i sin Bt A et = cos Bt — isin Bt ( )

Ved substitution af de komplekse rgdder, og formel (A20) indsat i formel (AIT), er
folgende lgsning for responset givet:

x(t) = e *(Acos Bt + Bsin 3t) (A.21)

Ved substitution af formel (A4), (AI3]) og (AI9) i formel (A.21) er folgende bestemt:

x(t) = e~ owol (A cos(woy/1 — (2 ¢) + Bsin(wpy/1 — ¢2 t)) (A.22)

Konstanterne, A og B, i formel (A.22), er ud fra begyndelsesbetingelserne, formel (Ag]),
for ¢ = 0 bestemt til:

(A.23)

[A B] _ |:x0 $0+$0Cw0:|

woy/1 — ¢2

Flytningsresponset, x(t), for det underkritisk deempede SDOF-system er saledes ende-
gyldigt defineret:

x(t) = e~ owot <$0 cos(woy/1—C2t) + o+ Tobwo sin(wpy/1 — ¢2 t)) (A.24)

V1= 0

A.1.3 Frekvens og periode

I det fglgende er der kort redegjort for egenfrekvenser og egensvingningsperioder. Svingn-
ingsperioden er defineret ud fra den cirkulere egenfrekvens:

A (A.25)

wo



A Dynamiske systemer

I afsnit [A.T.2] blev det deempede system introduceret, hvorfor definitionen pa den dem-
pede egensvingningsperiode, Ty, er givet som en harmoniske varierende faktor i udtrykket
for det underkritisk deempede respons, formel (A.24)). T er defineret pé folgende vis:

2
woy/1—¢2

Af formel (A.26) er den cirkulere dempede egenfrekvens givet ved:

wyg = 2 = w1 —¢? (A.27)

Ty

T, = (A.26)

A.1.4 Tvungne harmoniske svingninger

Betragtes et af de illustrerede SDOF-systemer pa figur [A.2] givet som linezere og fysisk
realisable, er det muligt at beskrive de dynamiske karakteristika ved den sakaldte frekven-
sresponsfunktion, H(w), hvilket er beskrevet i det folgende. I dette tilfeelde er bevaegelsen
af det deempede system, formel ([A12]), styret af en lastvektor, f(t), som er givet ved:

f(t) = Re <Eem> (A.28)

m

Det er givet, at F' i formel (A.28]) er en kompleks lastamplitude. Denne tvungne beveegelse
af systemet er saledes givet ved:

m

jol
ma + c& + kx = Re (—el‘“t> for t>0 (A.29)

Der er sggt en partikulser lgsning til den inhomogene differentialligning pa folgende form,
[Nielsen 2004]:

z(t) = Re(Xe™?) (A.30)

Her er X en kompleks flytningsamplitude. Formel (A.30) indsat i formel (A29]) giver
fglgende:

Re <[(wg — w? 4 2¢wowi) X — %] eiwt> =0 (A.31)

Det er saledes vist, at det mulige respons, formel (A.30]), er en lgsning til formel (A29),
hvis, og kun hvis argumentet i de kantede paranteser i formel (A.31]) er lig nul hvormed
amplituden X er givet ved:

X = Hw)F (A.32)

Hvormed frekvensresponsfunktionen, af formel (A.31]) og (A.32)), er defineret som:

1
Hw) = m(wg — w? + 2Cwowi) (4.33)




A.1 SDOF-system

Formel (A33)) er omskrevet til folgende frekvensnormaliserede udtryk.

e

H(w) = (A.34)

I (2)2+2(Zi

Frekvensresponsfunktionen skrevet pa kompleks-poleer form er givet ved en forggelsesfak-
tor, |H(w)|, samt fasefaktor, ¢(w), og er givet ved:

H(w) = |H(w)|e W) (A.35)

hvor

(A.36)

Ved udtrykkene givet i formel (A36]), er det muligt at beskrive iseer tre vigtige karakter-
istika. Forpgelsesfaktoren, |H (w)|, opnar maksimum ved en cirkuleer frekvens mindre end
wp for ¢ < % At den er mindre introducerer en fejl, der ifplge |Nielsen 2004], er negli-
gibel for let deempede konstruktioner, ( < 1. Frekvensen, hvor |H (w)| opnar maksimum,
er den sikaldte resonansfrekvens. Desuden angiver |H (w)| den relative forggelse af den
komplekse amplitude, X, idet belastningen har indflydelse pa flytningsresponset. Maksi-
mum er opnaet ved wio = /1 —2¢?, geeldende for ¢? < 0,5, hvormed resonansfrekvensen
er givet ved:

w=uwpy1—2¢? (A.37)

Pa figur [A3] er der vist et plot af |H(w)| for forskellige veerdier af ¢ til at illustrere
ovenstaende beskrivelse.




A Dynamiske systemer

Naeste karakteristika er halvbandsbredden, B, for |H (w)l, og er givet ved:
BT = w2 — W1 (A38)

hvor

[H (w1)? = |H(ws2)|* = %IH(w)I2 (A.39)

Vha. formel (A38), (A39) og (A34) er det ifplge [Bendat & Piersol 2000] muligt at
definere det modale deempningsforhold ved fglgende:

B,

= L A.40

(= (A40)

Daempningsforholdet bestemt af formel (A40) er geeldende for let deempede konstruk-
tioner, hvor ¢ < 0, 1. pa figur [A.4 er definitionen af halvbandsbredden vist.

Figur A.4

Sidste karakteristika er fasevinklen ¢(w), varierende fra 0 til 180°, for cirkuleere frekvenser,
som er hhv. mindre eller stgrre end den cirkulasere egenfrekvens. Fasen er ved resonans-
frekvensen 90° grader, hvor wio = 1. Hvor forholdet, wio < 1, er bevaegelsen af systemet
i fase med eksitationen, og modsat er bevaegelsen af systemet i modfase idet wio > 1.

Fasevinklen er illustrativt vist pa figur [A5l

180

135

90

P(w)

45




A.2 MDOF-system

A.2 MDOF-system

MDOF-systemet er opstillet analogt med SDOF-systemet beskrevet i afsnit [ALDl Med
udgangspunkt i figur [A.6ler MDOF-systemet i dette afsnit beskrevet. Figur [A.6lillustrerer
et 2DOF-system svarende til systemet vist pa figur [A.2b, der er dog pélagt systemet en
ekstra dimension i form af en masse, et fjederelement og en viskos deemper.

—=x1(t) — 22(t)
C1 r. fl (t)CQ r fQ(t)
T 1
ky my ko ma

Figur A.6: Idealiseret 2 DOF-system.

Systemet har som beskrevet to frihedsgrader, valgt som flytninger i de to massers posi-
tivretning, som illustreret pa figur[A.6l Ved fritskeering af masserne i systemet, er bevaegelses-
ligningerne opstillet ved brug af D’Alemberts princip og Newtons 2. lov, [Nielsen 2004].
For senere opbygning af systemer pa matriceform er systemets bevaegelse opstillet for hver
af de to masser:

mid1 = —kjx1 + kz(xg — a:l) —cx1 + Cg(i'g — jfl) + fl(t) (A 41)
maiiy = —ky(wg — x1) + c2(d2 — &1) + f2(t) '
Systemet, formel (A.4T), er skrevet péa folgende matriceform:
Mx(t) + Cx(t) + Kx(t) = f(t
(1) + Cx(1) + Kx(1) = 1) i

X(O) =X0 , X(O) = XO

De styrende matricer (systemmatricer) i formel (A.41), er n x n matricer samt respons- og
lastvektorer har dimensionen n x 1, hvor n repraesenterer antallet af frihedsgrader. M er
en diagonal positiv definit massematrice. Stivhedsmatricen, K, er symmetrisk og positiv
definit. Deempningsmatricen, C, der repraesenterer dissipationen af energi fra systemet er
positiv semi-definit. Matricer og vektorer er skrevet som fglger:

(A.43)

—ko ko

<
I
&
[a)
®
I
s
_|._
8
|
S
~
I

[krl-k?z —kz}

A.2.1 Egensvingninger af udaempet 2 DOF-system

Egensvingningerne bestemt for et 2DOF-system tager udgangspunkt i matrice differen-
tialligningen givet ved formel (A42]). For det udempede system er C = 0 og f(t) = 0,
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A Dynamiske systemer

hvorfor eneste indflydelse er begyndelsesbetingelserne zg og #(. Differentialligningen er
nu beskrevet ved:

Mx(t) + Kx(t) =

0
x(0)=x9 , %(0)=x%o (A.44)

For det udeempede system, er det muligt opstille et udtryk for et harmonisk respons pa
kompleks notation, [Nielsen 2004], hvor notationen har udgangspunkt i Eulers formel,

formel (A.20]):

z(t) = Re (Beiwt)

. (A.45)
= Re(B) cos(wt) — Im(B) sin(wt) for BeC"

Som lgsning til formel (A44) er benyttet formel (A45) samt indfgrelsen af en ukendt
kompleks amplitude vektor, ®, og hermed er fglgende lgsning til systemet sggt:

x(t) = Re(®e™") (A.46)

Amplitudevektoren, ®, angiver ligeledes formen pa systemets svinging. Ved substitution
af formel (A.46) i formel ([A.44) er folgende bestemt:

Re((—w’M + K)®e™") =0 (A.47)

Det ses af formel (A.47), at formel (A.46]) er en lgsning for V¢ € R, hvis og kun hvis
fglgende er gacldende:

(K — w’*M)® =0 (A.48)

Hermed repreesenterer formel (A.48) et system af n linezre ligninger til bestemmelse af
systemets egensvingningsformer. En ngdvendig betingelse for ikke at opna den trivielle
losning, ® = 0, er at determinanten af koefficientmatricen, formel (A.48]), er lig nul:

det(K — w?*M) =0 (A.49)

Ved formel (A.49) er der saledes opnéet et egenverdiproblem (EVP) af orden n med
egenveerdierne, w?, der er bestemt ud fra det opnaede karakteristiske polynomium ogsa
benaevnt frekvensbetingelsen. Ikke-trivielle lgsninger, bestemt af formlerne (A.48)) og (A.49),
giver, at der eksisterer ®™ egensvingningsformer for det givne system.

A.3 Rayleigh deempning

Generering eller bestemmelse af deempningsmatricen, C, er muligt ved brug af forskellige
deempningsmodeller afhsengig af bl.a. antallet af det betragtede systems frihedsgrader.
I det fglgende er betragtet Rayleighs dempnings model, for hvilken der indledningsvist
er foretaget nogle antagelser for et givet system. Ved udvikling af formel (A4]]), er det
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A.3 Rayleigh deempning

muligt at opstille de sakaldte ortogonalitetsbetingelser, [Nielsen 2004], for et udsempet
MDOF-system.

i for 1=j

0 for i#j
w?Mi for i=j

(A.50)
POTKMPU) — {

Disse betingelser, formel (A50), angiver hvorvidt den i’te egensvingningsform, &) er
associeret med den i'te egenveerdi, w?, bestemt af frekvensbetingelsen, formel (A49]).
Rayleighs deempningsmodel er defineret ved, at to eller flere deempningsforhold, (; er
tilgaengelige, hvilke evt. er bestemt af méalinger fra eksisterende bygninger ved brug af
passende systemidentifikationsmetode. Deempningsmodellen er givet ved:

C = aoM + ;K (A.51)

Modellen, formel (A.51)), er beskrevet ved systemmatricerne samt deempningskonstanterne

ag og aj. Af formel (A50) og (A5I) folger det:

dOTCe) = @ IVTMPY) + ;P WTKPI =
0 for i#j (A.52)
aoM; + alwiZMi for i=j

Introduktion af modal dekobling, der om muligt kan beskrives fysisk. Dekoblingsbetingelsen
er skrevet:

, : 0 for i#j
POTCpl) — A.
c 2C,~wiMi for 7= ] ( 53)

Af formel [A52]) og (A53) er det givet, at deempningsmodellen tillader modal dekobling,
hvorfor de tilhgrende egensvingningsformer orthogonalt til alle tre systemmatricer M, C
og K. Ved sammenligning af de to formler er det muligt at beskrive de modale deempn-
ingsforhold, hvilket er givet ved fglgende:

1 ap ai

(ap 4+ a1w?) = + —w; for i=1,...n (A.54)

G = 205 2%w; | 2

Idet deempningsforholdene (; og (o er kendt, er konstanterne, ag og a1, bestemt af formel

B5):
[ ag ] B 22w1w22 [ wp ] [ G } (A.55)

1
w2 W
Den beskrevne Rayleighs deempningsmodel er begraenset ved, at den estimerer eksakte
deempningsforhold for de to forste egensvingningsformer. Er et system med flere end to

modes defineret vil resultatet for disse ikke have nogen fysisk signifikans ift. malte eller
pa anden vis beregnede former.
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Logaritmisk dekrement

Det logaritmiske dekrement, 0, er en metode, der ofte er anvendt i praktisk henseende
til bestemmelse af deempningsforhold. Metoden er brugbar for fysiske systemer, der kan
ekvivaleres til et idealiseret fritsvingende deempet SDOF-system, hvilket er beskrevet i af-
snit og repraesenteret ved formel ([A24]). Definitionen af § er givet ved den naturlige
logaritme af forholdet mellem to successive amplituder, som vist pa figur [B.1l

0.8 . r
G o 3T,
o f| IO S b
/\ NP pe pe £
S B ‘ IV Vg v
\Z \/ Miﬂ:\/’ B AN Cleunt
—04 F\J-- ,/:_‘_: ..................................
-7 Td
—0.8 . . L . .
0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Figur B.1: Flytningsrespons fra et fritsvingende underkritisk deempet system.
Ved beskrivelsen af det logaritmiske dekrement er formel (A.24]) alternativt omskrevet til:
x(t) = Ce 5“0t cos(wgt — ®) (B.1)

I formel (B) er ¥ systemets fase, der er gaeldende for alle ¢, givet ved:

T+ C(U(]ZE(]
Lowd

tan W = (B.2)

Konstanten, C, i formel (B er givet ved:

. 2
0= s+ (2 om) 3
Wy
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B Logaritmisk dekrement

Cosinus-leddet i formel (B ses, at veere harmonisk varierende, hvorimod faktoren,
e~¢wol giver en formindskelse af amplituden, C, angivet i formel (B.3). Den harmonisk
varierende del er saledes periodisk med T, hvilket har muliggjort erstatning af ¢ med
t +nTy, hvor n angiver antal dempede perioder. Flytningsresponset, formel (B.), er ved
erstatning af ¢ reformuleret til:

z(t +nTy) = Ce™ 0t cog(wy(t 4+ nTy) — W)
= g(t)e wonta (B.4)
(727rn—C )
= z(t)e Vi-¢?

Ved reformuleringen, formel (B.4]), er amplituden aftaget med en faktor:

a:(t + an) _ 6(—27rn
x(t)

Det logaritmiske dekrement er af formel (BA) bestemt som funktion af ¢, og er bestemt
for tiden ¢ + nTy:

#)
Vi (B.5)

1 x(t) ¢
— =2 B.
o n n(x(t+an)) ﬂ-1/1_<2 (B.6)
Deempningsforholdet er bestemt vha. formel (B.6):
5
(= 277T2 (B.7)
)
1+ (35)

Som det blev beskrevet i starten af afsnittet, er § ogsé defineret ved et forhold mellem to pa
hinanden fglgende amplituder i det betragtede flytningsrespons. Betragtes figur [B.1l er det
illustreret, hvordan amplituden aftager eksponentielt ved funktionen, z(t) = Ce~¢“0!, Det
er antaget, at denne kurve skerer responset i amplitude peak-vaerdierne, hvilket ikke er
tilfeeldet, da kurven tangerer i et punkt, cos(wgt—¥), lige til hgjre for peak-veerdien. Denne
introducerede fejl er antaget negligibel, [Paz & Leigh 2004]. Det logaritmiske dekrement
er saledes ogsa med udgangspunkt i figur [B.1] defineret ved:

5= %m(%) (B.8)
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Random data

Dette kapitel omhandler random data eller rettere tilfeeldige data. Random data er det
modsatte af deterministisk data, der indbefatter, at noget er deterministisk bestemt, ek-
sempelvis et svingende pendul, som explicit er repraesenteret ved en matematisk formuler-
ing. Det er givet, at data, der repraesenterer et tilfaeldigt fysisk feenomen (bglgeaktivitet),
ikke kan beskrives explicit ved matematisk formulering. I det fglgende er betragtet et
fysisk og tilfeeldigt faenomen, der er repraesenteret ved en enkelt tidsserie eller rettere
tidshistorie, som er defineret over et begreenset tidsinterval. Ved opsamling af alle mulige
tidsserier det tilfeeldige faeenomen er i stand til at producere, er den sakaldte random proces
eller en stokastiske proces defineret. Det er normalt anvendt, at en tidsserie for et tilfseldigt
fysisk feenomen er givet og realiseret som en stokastisk proces. For senere tolkning er in-
troduceret ensemble af tidsserier, hvilket er en samling af tidsserier der repraesenterer
den stokastiske proces. En stokastisk proces er karakteriseret som enten stationcer eller
tkke-stationcer.

C.1 Stationaer stokastisk proces

Betragtes et fysisk faenomen i form af en stokastisk proces, er det hypotetisk muligt, at
bestemme faenomenets egenskaber til en given tid ved beregning af gennemsnitsveerdier
for tidsserier, som udggr den stokastiske proces. Givet en stokastisk proces, {z(t)}, for
hvilken der til tiden, ¢1, er bestemt en middelveerdi, p,(¢1), (forste moment) er det be-
tragtet, at middelveerdien varierer som tiden varierer, er processen defineret som ikke-
stationger. Er tilfseldet det modsatte, at p,(t1) ikke varierer, nar ¢; varierer, er processen
defineret som svag stationeer eller stationsger i vid forstand. Det samme er galdende, hvis
en auto-korrelationsfunktion, Ry, (t1,t1 + 7), (joint moment) defineret mellem tiden, t;
og t1 + 7. For {x(t)} er det muligt at bestemme hgjere ordens momenter og joint mo-
menter, der tilsammen kan etablere en komplet familie af sandsynlighedsfordelingsfunk-
tioner, der beskriver processen. For tilfzeldet, hvor alle disse momenter og joint momenter
er tidsinvariante, er {z(t)} defineret som sterk stationer eller stationeer i streng forstand.
I praktisk henseende er det ofte benyttet, at verificering af svag stationger proces godtggr
antagelsen omkring steerk stationser proces.

For en ensemble proces er det givet, at de stokastiske processer er defineret som ergodisk
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C Random data

og stationger, hvis den n’te tidsserie giver veerdier for pi,(n) og Ry, (7,n), som ikke varierer
sammenlignet med andre tidsserier. Yderligere er der en definition kaldet Gaussisk proces,
for hvilken det er geeldende, at et seet af tider, ¢,, givet ved tilfeeldige variabler zy(t,,)
folger en multidimensional normalfordeling.

C.2 Ikke-stationzer stokastisk proces

Den ikke-stationaere stokastiske process er i afsnit kort defineret som en proces for
hvilken egenskaberne umiddelbart er tidsvarierende. Egenskaberne er tilsyneladende kun
mulige at bestemme for et fysisk ikke-stationsert faenomen ved, at betragte et gjebliks-
billede, hvor der foretages midling over tidsserierne, der repraesenterer den stokastiske pro-
ces. Denne tilgang til problemet er i praksis ofte ikke opnaelig, hvorfor en ikke-stationser
stokastisk proces, {y(t)}, om muligt er beskrevet ved tidsserier givet ved y(t) = a(t)u(t),
hvor u(t) er en tidsserie svarende til en stationaer proces, og a(t) er en deterministisk mul-
tiplikator. Med naevnte fremgangsmade er det givet, at ikke-stationaer data repraesenterer
en passende model af denne beskrevne type, er det om muligt ikke ngdvendigt med en
ensemble proces, men derimod en enkelt tidsserie.

C.3 Stationaere stokastisk processer og behandling

Folgende afsnit er givet som en opfglgning og videreudvikling af omtalte stationsere
processer. Der vil fortlgbende veere en gennemgang af korrelationsfunktioner og spek-
tralteethedsfunktioner. Med disse egenskaber er det muligt at repraesentere og analysere
stationaere stokastiske processer.

Der er i det folgende betragtet samplerum med meengden k tidsserier, hvortil der tilhgrer
to stokastiske processer, {x(t)} og {yr(t)}, for hvilke det er gnsket at estimere statis-
tisk brugbare egenskaber. Er {x(t)} og {yr(t)} betragtet som et par arbitreere process-
er, er den forste statistiske egenskab af interesse middelveerdier til tiden, t. Betragtes
tidsserierne, x(t) og y(t), indeholdt i parret af stokastiske processer, er middelvaerdierne
givet ved:

(C.1)

Ved normal betragtning af middelvaerdierne i formel (C)) er disse karakteriseret ved at
variere idet t varierer, for hvilket fglgende er geeldende:

pa(t1) # pa(te)  for t1 #to

C.2
My(tl) = #y(t2) for t; #to ( )

Kovariansfunktioner for tiderne, t1 = 1 og t9 = t 4+ 7, er den neeste statistiske storrelse
og er givet ved:

Caa(t,t +7) = El(zi(t) — pa(t)) (@t + 7) = pia(t + 7))]
Cyy(t,t +7) = El(ye(t) — py (1) Wkt + 7) = py (1 + 7))] (C.3)
Cay(t,t +7) = El(wi(t) — pa(t)) (Yt +7) — py(t + 7))]
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C.3 Stationaere stokastisk processer og behandling

For storrelserne i formel (C3) er det givet, at de normalt vil variere ved forskellige kom-
binationer af ¢1 og t9. Det ses, at for 7 = 0 er t; = t5 = t, hvilket medfgrer folgende:

Cua(t,t) = Bl(zx(t) — pa(t))?] = 02(t)
Cyy(t,1) = E[(y(t) — 11y(£))%] = 02(t) (C.4)
Cay(t,t) = El(zx(t) — pa(t)) (n(t) — 11y(£))] = Cay(t)

Af formel (C4)) ses det, at Cypy(t,t) og Cyy(t,t) repraesenterer den ordinsere varians af
{zk(t)} og {yk(t)}, hvorimod Cyy(t,t) direkte repraesenterer kovariansen mellem {x(t)}
og {yx(t)}. Er det tilfeeldet, at xi(t) og yx(t) udspender en to-dimensional Gaussisk
fordeling til tiden ¢, er x(t) og yr(t) ogsa seperat defineret som Gaussiske.

C.3.1 Korrelationsfunktioner

For de stokastiske processer, {x(t)} og {yx(t)}, er middelveerdierne givet ved formel (C.),
hvor de ifplge afsnit er konstante for alle ¢. Yderligere er det givet at kovariansfunk-
tionerne, formel (C.3)), er uathaengige af t. Sammenhaengen mellem kovariansfunktionerne
og korrelationsfunktionerne er senere vist. Korrelationsfunktionerne er givet ved fglgende,
og det ses, at der let drages parallel mellem kovariansfunktionerne:

Ry (1) = Elrk(t)xp(t + 7)]
Ryy(T) = Elyr(t)yr(t + 7)] (C.5)
R:py(T) = E[xk (t)yk(t + 7—)]

Det er givet af formel (C.3) og (C.H), at de er identiske for middelveerdier lig nul. R, (7)
og Ryy(7) er de sakaldte auto-korrelationsfunktioner for {zy(t)} og {yx(t)} og Rauy(T)
er defineret som kryds-korrelationsfunktionen mellem {zx(t)} og {yx(t)}. Sammenhaen-
gen mellem kovarians- og korrelationsfunktionerne for arbritreere veerdier af p, og py,
forskellige fra nul, er givet ved:

Cyy(1) = Ryy(7) — /%2/ (C.6)

Korrelationsegenskaberne for {z ()} og {yr(t)} eri det folgende defineret. De to processer
er ukorrelerede hvis Cyy(7) = 0 for alle 7, hvilket ses af formel (C.6) idet Ryy = fiqpy for
alle 7, og samme definition er givet for R,, = 0 for alle 7 hvis og kun hvis p, = p, = 0.
Auto-korrelationsfunktionerne er lige funktioner af 7 og er givet ved fslgende relationer:

Ryy(—7) = Ryr(7)

C.
Ryy(—T) = Ryy(T) (©.1)

Herimod er kryds-korrelationsfunktionen hverken en lige eller ulige funktion af 7, men er
givet ved fglgende relation:

Ryy(—7) = Rya(7) (C.8)
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C.3.2 Spektraltaethedsfunktioner

I det folgende er der taget udgangspunkt i to metoder til bestemmelse af spektraltaetheds-
funktioner. Fgrste metode er ved brug af korrelationsfunktioner beskrevet i afsnit
og anden metode er ved brug af Fourier Transformation beskrevet i afsnit

Spektra ved korrelationsfunktioner

Folgende metode er en matematisk metode, hvor der er foretaget en enkelt Fourier trans-
form af en korrelationsfunktion. For denne fremgangsmade er der bestemt to-sidet spek-
tralteethedsfunktioner, S(f), i intervallet [—oo, c0]. Relationerne mellem funktionerne i
formel (CH) og den transformerede er givet ved:

Suu(f) = / T Rua(r)e2IT g

Syy(f) = /_ Ryy(T)e_i%fT dr (C.9)
S:cy(f) = /oo ny(T)eiiZWfT dr

Ovenstaende integraler er altid galdende for begraensede tidsserier. Stgrrelserne S, og
Syy er ilighed med R, og Ry, kaldet auto-spektralteethedsfunktioner for {xy(t)} og {yx(t)}
og saledes er Sy, kaldet for kryds-spektralteethedsfunktionen mellem {x(t)} og {yr(t)}.
Den inverse relation mellem R(7) og S(f) er givet ved:

Roa(r) = /_ " Sua(fe T gf
Ryy(7) = /°° Syy(f)e= 2™ df (C.10)
Ry () = / " Say(f)e 2T df

Relationerne, formel (C.9) og (C.10)), er de sdkaldte Wiener-Khintchine relationer. Egenskaber
og symmetri for spektralteethedsfunktionerne er givet i lighed med formel (C7)) og (C3),
dog er S;, en kompleks funktion af f.

Sea(—=f) = Sz(f) = Saa(f)
Syy(—=f) = S;y(f) = Syy(f) (C.11)
S:cy(—f) = S;y(f) = Sxy(f)

Relationerne for auto-spektralteethedsfunktionerne i formel ([C9) er simplificeret til fol-
gende:

Sez(f) = /00 Ry (T)cos 2w frdr = 2/00O Ry (7)cos 2w frdr

o oo (C.12)
Syy(f) = / Ryy(T)cos2nfrdr = 2/ Ryy(7)cos 2w frdr
—00 0
Hvoraf den inverse relation af formel (C.12) er givet ved:
Ryx(T) —2/ Sz (f) cos 2w frdf
0 (C.13)

Ry, (1) = 2/000 Syy(f)cos2m frdf
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C.3 Stationaere stokastisk processer og behandling

Af formel (CI2) og (CI3]) er de sakaldte en-sidet spektralteethedsfunktioner udledt. De
en-sidet auto-spektraltaethedsfunktioner er givet ved fglgende:

Gaa(f)

25,2 (f) for f €]0,00]

(C.14)
Gyy(f) = 25yy(f) for  f €]0,00]
Den en-sidet kryds-spektralteethedsfunktion er ligeledes givet ved:
G:py(f) = 2S:ch(f) for f E]O, OO[ (0.15)

P& figur er sammenhangen mellem S(f) og G(f) illustreret.

G(f)

Figur C.1: Sammenhangen mellem en-sidet og to-sidet spektraltaethedsfunktion.

Spektra ved Fourier transformationer

Folgende metode, hvilken er en anden metode, er ogsa af matematisk ophav. Meto-
den er baseret pa Fourier transformation af ubehandlede tidsserier, hvorfor der er taget
udgangspunkt i to tidsserier, zj(t) og yk(t), tilhgrende to stokastiske processer, {zj(t)}
og {yk(t)}, i tidsintervallet [0,T]. Ved introduktion af stgrrelserne X (f,T) og Yi(t), der
repraesenterer de Fourier transformerede af xx(t) og yx(t), heraf er spektralteethedsfunk-
tionen, S, givet ved:

Sy, T k) = 2 XE (. TIVi(£,T) (C.16)

hvor

T
Xu(f,T) = /0 e (t)e= 2Tt gt
(C.17)

T .
Yi(f,T) = /0 ye (D)= dt

Idet x(t) og yk(t) er begraenset i tidsintervallet [0, 7], er der tale om begrsenset Fourier
transformation, idet der ikke eksisterer ubegraenset eller rettere normal Fourier transfor-
mation for stationger data, eftersom denne er ubegrzenset/uendelig, og er dermed ikke
periodisk, som er en af flere restriktioner for brugen af Fourier transformation. Heraf er
det givet at folgende tilgang til problemet er utilfredsstillende i statistisk sammenhaeng:

Smy(fa k) = Tlgréo S:ch(fv T, k) (0'18)
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Istedet er benyttet folgende formulering:
Say(f) = TIEEO E[Sey(f, T, k)] (C.19)

I det fplgende er sammenheengen mellem formel (C.9) og (C.19) vist. Formel (C.17) indsat
i formel (C16) samt nyindferte integrationsgreenser (o, 3), og formel (CIG) er saledes
bestemt til:

1 [T 4 T 4
Sm ,T,k? S —i2n fa d —i2n f B d
ST = 5 [ antee 2 b [ a0 ds o

/I " @y (B)e 20 dadg
0

1
T
Ifplge [Bendat & Piersol 2000] er det muligt at sendre integrationsgraenserne fra (a, 3) til

(a, 7), hvor 7 = 8 — v og dr = df3, illustreret pa figur [C.2] og stadig fa samme resultat.
Hermed er formel (C.20) omskrevet til:

0 T ;
Say(f, T, k) —/_T[% /_T z()yp(o+7) da} e 2T dr c21)

T T—1 )
+ / {— / z(a)yk(a + 1) da} e 2T dr
0 T 0

B B
T T
0 KN T—— «
0 T «
T - - - = \

Figur C.2: Andring af integrationsgreenser fra (o, §) til (o, 7), hvor 7 = § — « og d7 = df8

Af formel (CHl) er R,y (1) givet ved folgende forventningsveerdi:
Ryy(1) = Elzg(a)yr(a + 7)] (C.22)

Der er taget forventningsveerdien pa begge sider af lighedstegnet i formel (C.21) samt
indsat formel (C.22)), for hvilket fglgende er bestemt:

E[Suy(f, T, k)] = /_ OT[% /_ i Ry (7) da} e~i2mIT
o e / T Ruylr) da] e s (C.23)

= /T (1 — me (T)e_iQWfT dr
7 T ™
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C.3 Stationaere stokastisk processer og behandling

For T' — oo er det givet, at:

fim ESey (1K) = [ Ruyfr)e " ar (C.24)
o —infty

Det ses af venstresiden i formel (C.24)), at denne er lig Sy, (f), hvormed sammenhangen
mellem formel (C9) og (CI9) er bestemt. Heraf er det muligt, at beskrive den en-sidet
kryds-spektralteethedsfunktion, G4, (f), ud fra formel (C.16]) og (C.19), er bestemt til:

Cy(F) = 2 Jim_LEIX}(F, T)Vi(f, ) (C.25)

T—o00

Auto-spektralteethedsfunktionerne, G, (f) og Gyy(f), er saledes to specialtilfeelde bestemt

af formel (C25)) til:

1

1
Gyy(f) =2 Jim —E[[Yi(f,T)]

—

Af formel (C9) er fplgende givet:

Gay(f) =2 / N Ryye ™7 dr
= Czy(f) - ZQ:cy(f)

(C.27)

Her er Quy(f) defineret som den kvadratiske-spektralteethedsfunktion, og Cyy(f) den
co-spektraltethedsfunktionen. Disse funktioner er ligeledes defineret som hhv. reelle- og
imaginaere del af krydsspektret, og er givet ved:

C:cy(f) =
me(f) =

[ny(f) + ny(f)] = ‘G:cy(f)‘ COs exy(f)
[Gay(f) = Gya(f)] = |Gay(f)|sin by (f)

(C.28)

N = DN =

Af formel (C28)), er givet fasevinklen, 0,,(f), som saledes er defineret ved relation ift.
Cory(f) 08 Quy(f), hvilket er givet ved:

0y (f) = tan™! Quy(f) (C.29)

Cay(f)

I forbindelse med teorien krydsfunktioner, er fglgende defineret koheerensfunktionen, v, (f),
som angiver den statistiske afthsengighed mellem to processer. Den sékaldte kvadrerede
koheerensfunktion er givet ved:

2 ooy Gl 18wl

’ny(f) - Gq;xny - Sxa;Syy (C?)O)

I det folgende er det valgt kort, og definere en rackke fejlparametre for spektralestimeringer
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behandlet i dette kapitel. Fejlparametrene, €, og €,, er hhv. statistiske og systematiske
fejl i de spektrale estimater. De statiske fejl er givet ved:

A 1
€[Sz (f)] \/TTl
A 1
er[|Szy ()] = ENGING (C.31)
22
o2, = Y20 Tnlh)

Yy () /70"

I formel (C.31]) er ng svarende til antallet af spektrale midlinger.

blualf)] = —2 (5)

:1)’ ? ) (C.32)
wllSn =3 (5)

Som det fremgar i formel (C.32) er den systematiske fejlparameter for auto- og kryds-
funktionerne defineret som forhold mellem bandbredden, B., af signalet samt halvbands-

bredden, B, defineret i afsnit [A.T.4]
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Fast Fourier Transformation (FF'T)

Fouriertransformation er et stykke veaerktgj, som er benyttet inden for al signalbehan-
dling. Fouriertransformationen af f.eks. et datasignal, beskriver frekvensgangen i selve
signalet, hvorfor fouriertransformationen giver mulighed for tolkning af egenskaber fra
et evt. fysisk feenomen, hvorfra datasignalet stammer. I dette kapitel er det Fast Fouri-
er Transform (FFT) med udgangspunkt i standard fourierserier, som er betragtet. Der
er skelnet mellem begraenset og ubegraenset fouriertransform, hvilket kommer af, at et
datasignal altid vil veere begraenset. Yderligere skelnes mellem den kontinuerte og den
diskrete fouriertransform, der kommer af at datasignalet ikke er kontinuert i f.eks. tid,
men derimod bestédende af en lang raekke datapunkter. Et af hovedomraderne omkring
FFT er, at det er muligt at bestemme spektralteetheds- og korrelationsfunktioner, kapitels
I afsnit [D.1] er beskrevet processen omkring sampling af data til analyse bl.a. igen-
nem fouriertransformation. Det er ogsa denne data der, er repraesenteret ved de forskellige
typer af data i afsnit

D.1 Diskret data

Sampling af responset fra et fysisk faeenomen, er udfgrt digitalt til brug ved diskret signal-
analyse. Signalet er dermed af endelig udstraekning og diskret med datasset samplet ved et
passende tidsinterval, At, i tiden ¢ € [0, T]. Tidsintervallet, At, for samplingen er bestemt
vha. Nyquist-frekvensen, fnyquist, som er den maksimale frekvens, der om muligt kan de-
tekteres ved en fourieranalyse. Yderligere ved implementering af Nyquist-frekvensen er det
muligt at forebygge foldningsproblemer kaldet aliaserings. Det er pa figur [D.1] illustreret,
hvordan malingen af det diskrete signal er foretaget.
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D Fast Fourier Transformation (FFT)

(t)

N AN N
v I VARG

At

p T v

A A

Figur D.1: Sampling af respons i regulaere intervaller, At.

Betragtes samplingsfrekvensen, f,, er tidsintervallet bestemt af:

At = — (D.1)

Dette svarer til et total antal af datapunkter, IV, nar samplingsperioden er T, der er givet
ved:

Samplingsfrekvensen er hovedsageligt valgt ud fra Nyquist-frekvensen, som ofte er de-
fineret ved, at veere den halve af samplingsfrekvensen. Derpa er valget af Nyquist-frekvensen
ofte givet ud fra forskellige valg afhaengig af signalets egenskaber. Det er muligt at veelge
Nyquist-frekvensen som den hgjeste frekvens i et signal. Idet en frekvens i et diskret
tidssignal overstiger Nyquist-frekvensen, men stadig befinder sig under den faktiske sam-
plefrekvens, optraeder der en foldning af frekvensen i det samplede signal, tidligere de-
fineret som aliasing. Det er saledes muligt, ved beregning af f.eks. auto-spektraltaethedsfunktioner
vha. fouriertransform, at dele frekvensbandet op i to lige store dele, Nyquist-bandet. Her
repraesenterer den forste del de wvirkelige data og anden del foldningsdata. De to dele er
definerede intervaller ud fra N, forste n = 0,1,2, ..., % — 1 og anden n = g, % + 1, % +
2,...,N — 1, hvilket er illustreret pa figur [D.2b.
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D.2 Fourierserier

Figur D.2: Princippet for korrekt opsamling af data. tekst a) To typer respons repraesenteret ved
samme tidsskridtinddeling. b) Foldet spektralestimering.

P4 figur [D.2k er det yderligere illustreret, hvordan et samplet signal kan repracsentere to
forskellige responstyper i form af aliasing.

Konklusionen heraf er séledes, at korrekt sampling er ngdvendig. For hgj samplefrekvens
resulterer i kraftigt korrelerede data samt overflgdig data der giver anledning til forleenget
beregningstid. En for lav samplefrekvens giver anledning til overlapning ved foldningen
omkring Nyquist-frekvensen, figur [D.2k.

D.2 Fourierserier

Indledende forudssetning for brugen af fouriertransformation og fourierserier er, at det
repracsenterede data x(t) er kontinuert og stationzer, afsnit [C] og periodisk med perioden,
T,, og dermed har den fundamentale frekvens, f, = 7% Herved er x(t) givet ved folgende
fourierserie:

oo
= ?0 + Z ay, cos 27k ft + by sin 27k fpt) (D.3)
k=1
hvor
2 [T
T/ x(t) cos 2k fit dt for k=0,1,2...
pJo
5 T, (D.4)
—/ x(t) sin 27k f,t dt for k=1,23..
Ty Jo
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D Fast Fourier Transformation (FFT)

I det folgende er der betragtet en begraenset tidsserie, x(t), med tidsleengde svarende til
T, og et lige antal, N, af datapunkter lige fordelt med tidsskridtet, At, svarende til en
passende Nyquist-frekvens, afsnit [D.Il Forste datapunkt er passende defineret til tiden
At. Herved er det muligt at beskrive den begraensede fourierserie ved udtryk af summe
af cosinus- og sinusfunktioner. Den begreensede fourierserie for ¢ € [0,T,] er givet ved:

N/2 (N/2)—1

2mkt 2kt
t)y=A A — By, si D.
x(t) 0—1—;:1 kcos< T >+ kZ:l ksm( T ) (D.5)

Igen er det muligt, for t = nAt,n =1,2,3,..., N og T, = NAt, at beskrive den begraensede
fourierserie for x(t):

N/2 (N/2)—1

2rk 2rk
x(nAt) = Ao + ZAk cos< 7;\7”) + By, sin< 7;\7”) (D.6)
k=1 k=1
hvor
1 N
Ay = N an =0 for x, = z(nAt)
n=1
N
2 N
A = i an cos nm for k=1,2,3,..., 5 = 1 (D.7)
n=1
N
2 . N
Bkzﬁzzlxnsmmr for k:1,2,3,...,5—1
n—=

D.3 Kontinuert fouriertransform

Den kontinuerte fouriertransform er den teoretiske tilgang til emnet, hvor der f.eks. er
betragtet en tidsserie, z(t), af ubegreenset leengde samt endvidere antaget at veere nu-
merisk integrabel, [* |z(t)|dz < oco. Den kontinuerte fouriertransformerede af x(t),
F{xz(t)} = X(f), er pa kompleks form givet ved:

X(f) = / T eI gy (D.8)

— 00

Det er heraf ogsd muligt, at beregne den inverse fouriertransform, x(t) = F~1{X(f)},
hvilket er givet ved:

o) = [ x(peetar (D.9)

Idet X (f) er kompleks, er denne ogsa givet pa formen:
X(f) = Re(X(f)) +ilm(X(f)) (D-10)
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D.4 Diskret fouriertransform

Heraf er det muligt, at skrive fasevinklen ved folgende:

—1 Im(X())

Re(X(f)) (D11

¢ = tan

D.4 Diskret fouriertransform

For den diskrete fouriertransform er det givet, at formel (D.8)) ikke vil eksistere for en
tidsserie, x(t), med ubegraenset meengde data. Betragtet en stationser stokastisk proces
givet ved z(t) i intervallet ¢ € [0,T], hvorved de ubegreensede integrationsgreenser er
andret til at veere begreenset, er det muligt at skrive den begraensede fouriertransform
ved:

X(f,T)= /OT x(t)e 2Tt dt (D.12)

Analogt med den begrzensede fourierserie, afsnit[D.2] haves N datapunkter med tidsskridtet,
At. Det er benyttet, at de individuelle datatider er t,, = nAt, samt at starttid for fgrste
datapunkt er n = 0 modsat n = 1. Den diskrete omformulering af formel (D12)) er givet
ved:

N—-1
X(f,T)=At Y wpe 3 for n=0,1,2,...,N -1 (D.13)

n=0

Den normalt valgte made, hvorpa de diskrete frekvenser, fi, er bestemt, er ud fra den
fundamentale frekvens, f = %, hvilket er defineret som fglgende:

1 1
= =k—=k— f =1 -1 D.14
fe=kf kT kNAt or k ,2,3,...,N ( )

Resultatet af de diskrete frekvenser er sigende ift. k = %, hvilket svarer til Nyquist-
frekvensen. Nedenstaende udtryk er for den diskrete fouriertransform (DFT), og de diskrete
fourier koefficienter er givet ved:

X(f)) N~
X = At’“ —nzoxnemk% for k=1,2,3,..,N —1 (D.15)

D.5 Basis FFT algoritme

Fast Fourier Transform ogsa kaldet FFT, har sin bund i, hvordan den programmel im-
plementerede FFT algoritme opererer i kontrast til den diskrete fouriertransform DFT.
Algoritmer for FFT i den digitale verden, har det hovedmal at reducere antallet af sum-
mationer samt multiplikationer foretaget ved DFT. En af de mest anvendte algoritmer, er
den sakaldte radix-2 algoritme, som er baseret pa, at antallet af datapunkter i en tidsserie,
er en potens, r, af 2, N = 2",
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D Fast Fourier Transformation (FFT)

Radix-2 algoritmen opdeler en betragtet tidsserie, xj, i to dele, en sum over de lige
diskrete tidsveerdier, og ligeledes en sum over de wulige diskrete tidsveerdier. Herefter er
der foretaget DFT pa de to tidsserier i intervallet, K = 0,1,2,. (];7 — ), eftersom der
efterfglgende er foretaget en spejling af de komplekst konjugerede komponeneter. Ved

infgrelse af WN = N , er den transformerede defineret ved fglgende:

X(k) = Xlige(k) + W]%Xulige(k) (D16)

Herved er antallet, N2, af multiplikationer ved DFT reduceret til N logy(N), for radix-2
algortimen svarende til ca. en faktor 100. [ 2008a].
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Random Decrement - RD

En alternativ metode til dataanalyse, i kontrast til FFT, er RD-metoden Random Decrement,
som er en metode til analyse af stationaere stokastiske processer. Betragtes to stationzere
stokastisk processer, x(t) og y(t), af en eksiteret konstruktion, er essensen i RD-metoden,
at den transformerer den stokastiske proces til et frit henfald af konstruktionen, inde-
holdende information omkring konstruktionens egenskaber. Det ggr det let tilgeengeligt
at bestemme modale parametre vha. af f.eks. logaritmisk dekrement. Der er i afsnittet
givet en gennemgang af den matematiske baggrund for RD-metoden samt den teoretiske
implementering i et praktisk henseende.

RD-metoden tager udgangspunkt i stokastiske stationsere processer, der ofte er antaget
ergodiske eller Gaussiske, der efterfglgende er udsat for midling og resulterer i et estimat af
korrelationsfunktioner. RD-metoden transformerer séledes stokastiske processer til korre-
lationsfunktioner. Betragtes x(¢) opdelt i tidssegmenter eller sakaldte tidsvinduer af leeng-
den 7, udtaget pa baggrund af en triggerbetingelse, T(t), er den matematiske udformning
af RD-signaturen for auto- og krydsfunktioner formuleret ved fglgende forventningsveerdi
operationer:

D
D, (r) = Ely(t + 7)|T, (1) (£.1)
D

Det ses af formel (E.I), at Dy, er defineret som en midling af en proces, x(t), betinget
af en anden proces, y(t). Ved praktisk implementering af formel (E.II) er estimater af
RD-signaturen, D(7), bestemt ved midling af N tidssegmenter, svarende til antallet af
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E Random Decrement - RD

gange triggerbetingelsen er opfyldt. RD-signaturen er givet ved:

. 1 X
Dia(7) = N Z (ti + 7)o (ts)
. 1 ;f
Dy, (1) = N Z (ti +7)|Ty () (E.2)
A 1 z]_V1
Day(r) = > a(ti + )Ty (%)
i—1

I det folgende er triggerbetingelsen valgt til at veere et niveau, a, i den betragtede pro-
cess, mere specifikt én niveau-krydsningsbetingelse. a er ofte valgt til et multiplum af
standardafvigelsen, o,, af z(t). Der er saledes udtaget et datasegment af leengden 7, idet
processen har enten op- eller nedkrydsning ift. valgte niveau. P4 figur [E 1l er princippet
for RD-metoden illustreret.

x(t)

| Segment

a + 1

AN\

L e e e - - e = — - -
1 1
2T 5T
|74 V4 74
A A A
a)
re=-=-=-"=-=-=-=== = re=-=-=-"=-=-=-=== =

>::'
Z
e

>

Figur E.1: Princip for bestemmelse af RD-signaturen. a) Stokastisk proces, z(t), med udvalgt
triggerbetingelse, T,(t;) = 2(0) = a =. b) N Tidssegmenter betinget af a og af
leengden 7. ¢) RD-signatur ved midling af N segmenter.

Det er ngdvendigt, at antallet af tidssegmenter, NV, er tilstrackkelig stor. Dette bevirker,
at den stokastiske del fra belastningen, hidrgrende det frie henfald, er midlet veek for til

sidst antaget negligibel. Det er heraf gnsket formel (E.2) konvergerer mod formel (E.I]).
Dette er skrevet ved:

th +7)|Ty(t;) = Day (E.3)
i=1

Det er vigtig, at der ikke er introduceret bias i formel (E.2]), hvilket af formel (E3]) er vist
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ikke at veere tilfseldet.

Implementering af andre alternativer for triggerbetingelse er muligt. Eksempelvis er det
muligt at benytte en middel op- eller nedkrydsningsbetingelse. Problemet med disse, og
tidligere naevnte betingelser, er at de i praksis skal tilpasses et diskret signal, hvilket giver
anledning til bias, idet tidssegmenterne i signalet vil variere, og det vil sjeeldent veere
tilfeeldet, at et datapunkt vil veere i overensstemmelse med triggerbetingelsen.

Af Wiener-Khintchine relationerne, formel (C.9) og (C10Q)), er det givet, at der er fuld sam-
menhzeng mellem Rd-signaturen og korrelations- og spektraltaethedsfunktionerne. Det er
muligt at skrive formel (E]) som funktion af korrelationsfunktioner, hvor 0% er variansen
af den stokastiske proces:

Dwz(T) = RIE;:%(T)

Dyy(7) = Ry;/Q(T)a (E.4)
y

Doy(r) = Tl
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Korrelationsfunktion via FFT

Dette afsnit omhandler estimering af korrelationsfunktioner uden introduktion af bias.
Dette kan dog afhjeelpes ved, at tilleegge det betragtede datasignal nuller (zero-padding),
som det vil fremga senere. Betragtet de to stokastiske processer, x(t) og y(t), begraenset i
tidsintervallet, [0, T']. Korrelationsfunktionerne er for stationaere stokastiske processer som
beskrevet i formel (CH)) givet ved:

R (1) = Elzk(t)zk(t + 7)]
Ryy(T) = Elyr(t)yr(t + 7)] (F.1)
ny(T) = E[xk(t)yk(t + 7—)]

For at benytte er FFT eller rettere DFT er det antaget, at de betragtede data er peri-
odisk, herved er det periodiske estimat for korrelationsfunktionerne udtrykt ved, [Brincker,
Krenk, Kirkegaard & Rytter 1992]:

T

Ryw(7) = %/0 x(t+7)x(t)dt
T

Ryy(r) = % /0 y(t+ 7)y(t) dt (F.2)
T

Ray(r) = /0 2t +7)y(t) dt

Problemet ved formel (E.2) er, at der er introduceret bias idet antagelsen omkring pe-
riodicitet sjeeldent er opfyldt i praksis. Det hjeelper heller ikke, at grundideen omkring
zero-padding sammen med DFT er, at opdele den betragtede proces N lige store seg-
menter, hver med laengden T, efterfulgt af estimerede spektralteethedsfunktioner, Sy (f),
for hvert datasegment og folgende midlet for at negligere upalidelig data. Dette efterfulgt
af invers DFT af den midlede S(f) og hermed bestemte korrelationsfunktion. Er der forst
introduceret bias, vil det altid veere der, afhsengig af, hvor god antagelsen er omkring
periodicitet er det muligt, at benytte et passende vindue, som kan reducere, men ikke
fijerne den introducerede bias. Hvis argumentet ¢ + 7, ift. formel () er storre end T,
er argumentet erstattet med ¢t + 7 — T, hvilket medfgrer wrap around bias omkring en-
derne i det periodiske estimat af korrelationsfunktionen. Det er muligt at erstatte dette
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F Korrelationsfunktion via FFT

estimat med introduceret wrap around bias med et andet estimat, Rw(T), hvor der dog
ogsé er introduceret bias, men det er muligt at fjerne ved division med det sakaldte basic
lag vindue. Metoden, hvorpa det sidstnsevnte estimat er bestemt, er ved brug af zero-
padding-metoden, hvor fglgende er introduceret:

o) ={ FOPO € 0T o

Ved introduktionen af formel ([.3)) er leengden af korrelationsfunktionen fordoblet, hvilket
giver den neevnte R (7), som er givet ved:

T—1

RY,(r) = %/0 x(t + 7)x(t) dt
T—1

Ry, (7) = %/0 y(t+7)y(t) dt (F.4)
T—1

Ry =7 [ et nu

Argumentet T'— 7 i den gvre integrationsgraense er indfgrt for et tilsvarende estimat, ikke
udsat for bias, og er givet ved folgende:

T—1

Rua(r) = L - /0 ot + 7)a(t) dt
T—1

Ro(r) == [ wte = (F.5)
T—1

Ry () = 7 /0 a(t +7)y(t) dt

Af formel (E4) og (28 ses det, at de er givet ved relationen, R*(r) = w(r)R(7), hvor
w(T) er basic-lag vinduet givet ved:

(F.6)

Forlgbet af denne proces med zero-padding er illustreret pé figur [Fl
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Maling

Segment

Zero padding

FFT ‘

Korrelations-
funktion uden bias

Division med
basic lag vindue

Korrelations-
funktion med bias

Midling
Spektrum — - Spektrum med bias

Figur F.1: Forlgb for bestemmelse af korrelationsfunktion via. FFT.

P4 figur [F1l er det desuden illustreret, hvordan en af enderne i estimatet af korrelations-

funktionen er mulig og kassere.
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Stochastic Subspace Identification - SSI

Der er taget udgangspunkt formuleringen af et MDOF-system, som det er vist i afsnit[A.2]
Resultaterne er her medtaget til fremstilling af SSI-metodikken. State space repraesentatio-
nen er givet i afsnit [L4.2l Den generelle lgsning til repracsentationen er givet ved folgende:

x, = exp A kAtxg = Aljazo

(G.1)
Y = CAfl:I}Q

Lgsningen i formel (GI)) er givet i diskret tid, hvor y, = y(kAt).

I diskret tid, hvor antallet af datapunkter er NN, er systemets response givet ved fgl-
gende:

Y = [y1y2- - yn) (G.2)

Af responset i formel (G2]) er Block Hankel-matricen givet ved fglgende:

YYv(l:Nf2s)
B (2N=-2s+1) | | Yy,
Yn = : = [ Y, ] (G.3)
}f(2s:N)

En Block Hankel-matrice, er en kvadratisk matrice med konstant sksevdiagonal. Skaevdi-
agonalen er opbygget af blokke. I formel (G3]) er den gverste halvdel af matricen tidligere
veerdier, "the past", som er benzevnt Y}, og nederste halvdel er fremtidige veerdier, "the
future", som er benzevnt Y}, ;. Det totale dataskift er 2s.

Fglgende matrice er projektionen af fremtidige veerdier péa tidligere veerdier:

O = E(Yis|Yhp) (G.4)
Det er ogsa muligt, at bestemme projektionen ved folgende:
O = Yi Yy, (YipYip) ' Yirp (G.5)
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G Stochastic Subspace Identification - SSI

De fgrste fire matricer giver covariancen mellem malekanalerne ved forskellige tider og den
sidste matrice definerer betingelserne. Ved brug af formel (G er de enkelte kolonner i
formel (G.0) givet ved folgende:

Ocol = I‘smo

C
CA,

G.6
T, — CA?l ( )

| cAy!

Kendes T, er det muligt at beregne startbetingelserne xg ved brug af formel (G.6). Umid-
delbart kendes denne matrice ikke, hvorfor den er sggt estimeret.
Kalman states, X, er startbetingelserne for alle kolonner i O. Dermed er fglgende gacldende:

0 =T,X, (G.7)

Ved en singular value decomposition af O-matricen er folgende gaeldende:

o=Usv?T (G.8)
Estimater af I' og Kalman state-matricen, X, er givet ved fglgende:

r=us

. G.9
X, =SvT (G9)

X, er Kalman state-matricen for tidsforsinkelsen nul. Ved at fjernes en blok-rzekke fra
toppen af O og en blok-reekke fra bunden af I'y, er det muligt at bestemme Kalman
state-matricen til tidsforsinkelsen en, X;. Det er dermed muligt at bestemme Kalman
states. Pa samme made er det muligt, at estimere system-matricen A, ved at fjerne en
blok-raekke fra toppen og en blok-raekke fra bunden:

Lo Aa =T, 1) (G.10)

Ligeledes er det muligt at estimere observationsmatricen, C’, ved den fgrste blok-rackke
af I':

Ved en egenvaerdi dekomposition af den estimerede system-matrice, Ay, ved fglgende:

Ay = o[ ®7 (G.12)

Sammenkoblingen mellem egenveerdierne bestemt af den diskret system-matrice, Ay, og
egenveerdierne til det kontinuerte system, A;, er bestemt efter samme princip som ved
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ARMA, ved formel ([[93]). Egenfrekvensen og deempningsforholdet er bestemt ved brug
af hhv. formel ([96) og (L97), som er angivet i afsnit [L4.4]

Som ved ARMA-modelleringen er det muligt, at sendre antallet af egenveerdilgsninger
til systemet. Ved ARMA gges ARMA-ordnen, indtil en god, stabil lgsning er sikret. Som
beskrevet tidligere angiver s stgrrelse af Block Hankel-matricen og dermed ogsa stgrrelsen
af projektionsmatricen, O. Antallet af egenveerdier er givet ved sM, hvor M er antallet
af malekanaler, og sM angiver dermed model-ordnen. Istedet for at varierer stgrrelsen
af Block Hankel-matricen, er det muligt at variere antallet af singulesere veerdier i formel
(G.9), hvormed storrelsen af Block Hankel-matricen angiver den maksimale orden, og den
aktuelle orden er givet ved antallet af singulaere vaerdier, ved den singulsere dekomposition
af projektionsmatricen. Den maksimale orden, sM, skal justeres, saledes at et passende
range af modeller er valgt.
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Frequency Domain Decomposition - FDD

I det fglgende er FDD teknikken beskrevet for modal identificering af output-only sys-
temer. Denne teknik er en udvidelse af den klassiske Basic Frequency Domain (BFD)
teknik. Fordelen ved den forbedrede FDD teknik er, at den er i stand til estimering
af frekvens og egensvingningsformer, nar sidstnaevnte er teet placerede. FDD teknikken
tager udgangspunkt i estimerede spektralteethedsfunktioner eller spektralteethedsmatrice,
G(iw), hvor der er taget en Single Value Decomposition (SVD) af denne. Dette resulterer
i en raekke auto-spektralteethedsfunktioner, hver svarende til ét SDOF-system, dog under
den forudsaetning, at der er belastet med hvid stgj. Den teoretiske baggrund for dette
kapitel er baseret pa [ 2008b].

I det fplgende er betraget den ukendte lastproces, x(t), samt det opsamlede respons,
y(t), hvor relationen imellem disse er givet ved:

Gy (iw) = H*(iw) Gy (iw) H (iw) " (H.1)

Af formel (HLI)), er G, (iw) defineret som energi spektralteethedsmatricen af inputet, som
har dimensionen r x r, svarende til antallet af lastinput i systemet. Ligeledes er det givet
for Gy (iw) som har dimensionen m x m, svarende til antallet af output. Sidste er H (iw),
som er frekvensresponsfunktionsmatricen med dimensionen m x r. Folgende er H (iw)
givet ved:

, Ry R
H(iw) = H.2
(i) ;iw—Ak+iw—Az (H.2)

Af formel ([H.2) er n antallet af egensvingningsformer, og A\, er den sékaldte pol og Ry
residualen, hvor sidstneevnte er defineret ved:

Ry, = &7 (H.3)

Her er 7, defineret som den participationsvektoren tilhgrende ®;. Er det betragtet, at
lastinputet er ren hvidstgtjsbelastning, svarende til konstant spektraltzethed over hele
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H Frequency Domain Decomposition - FDD

frekvensomradet, er det fplgende givet at G, (iw) = C, hvormed formel (H.I), idet formel
(H2) er medregnet, er omskrevet til:

) =33 [55 +  © [ + mw) (1.

w— A w — \F w— A\ w— \f
=1 k=1 k k k k

Ved multiplicering af to partielle brgker og samtidig gor brug af det sakaldte Heaviside
partial fraction teorem, er det muligt at reducere formel (H.4) til folgende:

A Ax By R;

Gyyliw) =
v (i) iw—)\k+iw—)\,’;+iw—)\k+iw—)\,’;

(H.5)

Af formel (ELH), er Ay den k’te residualmatrice af dimension m x m og er Hermitisk, samt
givet ved:

~_ & By
Ay, = RC Z_Ak_Aer_Ak_AS =

s=1 (HG)
B RkC'Rf
O 2ay
Af formel ([H.G) er o den negative realdel af polen, A\, = —ay, + iwy, som er dominerende

for tilfeeldet ved let deempning, hvilket resulterer i, at residualen, Ay, bliver proportional
med P, hvormed folgende er defineret, hvor der er indfert en skalar konstant dj:

A, x RLOR; = ®prf Oy @l =

(H.7)
= d, @, ®F

Er det betragtet, at w definerer et frekvensomrade, hvor kun et begraenset antal egensv-
ingningsformer har bidrag af karakter, er disse defineret ved Sub(w). Hermed er, under
forudsaetning af let deempede konstruktioner, responsets spektraltaethed givet ved:

, d®p®l  d; 0@l
Gyy(iw) = Z W — A T o= " (H.8)
keSub(w)

Den essentielle formel (L8], er saledes defineret som den modale dekomposition af spek-
tralteehedsmatricen. Efter som dette er den teoretiske udledning for output spektralteeheds-
matricen, er denne istedet sggt pa formen:

éyy(iwi) = UijUJH (Hg)

Af formel (H.9) er U; en matrice defineret ved [uj1, uj2, ..., Ujm|, hvor u;; er de singuleere
vektorer og S; er diagonalmatrice indeholdende de skaleere singuleere veerdier sj;;. Er der
betragtet en klokke svarende til den k’te egensvingningsform vil denne veere dominerende,
hvorfor formel (EL8) af denne grund er reduceret til ét led. Heraf er det givet, at den forste
singulaere vektor, w1, er et estimat af egensvingningsformen:

A

¢ = Uj1 (HlO)

Den til formel (HL.I0) tilhgrende singuleere veerdi, er auto-energiteethedsspektret svarende
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til SDOF-systemet for en betraget klokke. Spektret omkring denne klokke, er identificeret
ved sammenligning af d med de singuleere vektorer for frekvenslinierne omkring klokken.
Hertil kommer det sakaldte Modal Assurance Criterion (MAC), som angiver veeriden for
stgrrelsen af de singuleere veerdier der er medtaget auto funktionen for SDOF systemet.
Efter sidstnaevnte er bestemt, er denne transformeret tilbage til tidsdomaenet, hvormed
denne er defineret som en korrelationsfunktion givet ved et frit henfald. Af denne korre-
lationsfunktion er de modale parametre estimeret.
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Autoregressive Moving Average - ARMA

ARMA-modellering er analysemetode af en given tidsserie og er i denne rapport anvendt
som en systemidentifikationsmetode af responset fra dynamisk pavirkede konstruktioner.
Modellen bestar af en autoregressive, AR(n) og en moving average, MA(m), del, hvor
ordnen for AR-delen er givet ved n og for MA-delen er givet ved m. Der er i dette kapitel
redegjort for den grundlaeggende teori for ARMA-modeller og hvordan systemidentifika-
tion af responset fra dynamiske pavirkede konstruktioner er foretaget. Som udgangspunkt
er der pa figur [l illustreret responset, X;, fra et deekelement, som er pavirket af et frit
henfald.

x10™*

0 0.05 0.1 015 02 025 03 035 04 045 05 055
t, [s]

Figur I.1: Response af daekelement pavirket af frit henfald.

Ved en ARMA-modellering er det normalt at fratraekke middelveerdien af det datasset, som
der analyseres pa. I [og Shien Ming Wu 1983| er det vist, hvordan den fratrukkede mid-
delveerdi simplificerer regressionen. Pa figur [[2 er der illustreret afhsengigheden mellem
to forskellige responsdata, X, og Y;.
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Figur 1.2: Afhaengighed mellem responsedata, X, og Y;.

Ved normal linear regression er muligt at udtrykke et response, Y;, som funktion af et
andet response, X;, ved fglgende:

Y, = 8o+ (1 Xs + &4 for t=1,2,...,N (L.1)

Skeeringen med Yj-aksen er givet ved fplgende:

Bo=Yi—BY (I.2)
Haeldningen pa fittet er givet ved folgende least square estimat:

YL (=YK - X)

B — (1.3)
YL (X - X)?
Middelveerdierne er givet ved:
1 X
X = Z_; X,
= (1.4)

Y

I
2|~
[]=

~.

“
Il
—_

Umiddelbart er det muligt at forsimple metoden, ved at fratraekke middelveerdien, hvormed
responset, X; og Y;, er sendret til folgende:

X =X, - X
. (L5)
i =YY
Dermed er formel ([T]), omskrevet til folgende, da [y = 0:
Yi=05X:+¢e (1.6)
hvor
N
N (Y3 X
Doim1 Xi
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I.1 Praesentation af AR-model

1.1 Prasentation af AR-model

Som det fremgér af figur [], er det ikke muligt at tyde en direkte tendens for kurven, men
umiddelbart forekommer det, at punkterne i kurven fluktuerer omkring et givet niveau.
Ligeledes er der et overordnet mgnster i responset, da de enkelte malinger ikke ikke er
hhv. over eller under niveauet, men at flere pa hinanden foglgende malinger kan veere over
niveauet, fgr kurven falder under. Dette viser, at der mulighed for afhaengighed mellem de
enkelte data. Dermed er det ikke muligt at anvende normale statistiske metoder, som eks.
linizer regression, da disse metoder antager at de enkelte data er statistisk uaftheengige. En
ARMA-model tager hensyn til tidligere veerdier for responset, idet modellen er autore-
gressive. Det folgende er baseret pa [og Shien Ming Wu 1983], som anvender at responset
til tiden t er givet ved X; og tidligere malinger af responset er givet ved X; 1, Xz o, -,
som X; er af statistisk afhaengig af. P4 figur [[3] er det illustreret, hvordan X; afhsenger
af den tidligere veerdi X; 1, hvoraf det fremgar at datapunkterne fluktuerer omkring en
ret linie.

x107
R
06
£ o2}
1 02}
_0.6 L
X

_1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1]

-1 08 -06 -04 02 0 02 04 06 08 1

Xi [m] x107*

Figur 1.3: Afhaengighed mellem X; og X; 1.

Linien er givet ved formel (LG) og angiver en AR(1)-model, hvor de enkelte fluktationer
er medregnet og modellen er givet ved folgende:

X =01 Xp1 +ay (I.8)

Det er muligt at gge ordenen for AR(n)-modellen, n, hvormed flere af tidligere veerdier er
medtaget. Dermed er veerdien X; afheengige af flere tidligere veerdier og er dermed bedre
bestemt. AR(n)-model er dermed givet ved fplgende formel:

Xi=01 X1+ 02Xy o+ -+ 0 Xon + a4 (L.9)

Formel (L9) er en muliregressionsmetode, idet afheengigheden mellem flere af de tidligere
veerdier for responset er medtaget. Bemeerk, at der ingen afhsengighed mellem X; og
tidligere fluktuationer, a;_1.

I.1.1 Parameterestimering ved AR-model

For en AR(1)-model er parameteren ¢, givet som haeldningen af middelveerdikurven pa
figur XXX og er relativ let at bestemme. Anderledes er det for AR(n)-modeller, hvor
n > 1. Her er parametrene ikke muligt at bestemme ved samme fortolkning af grafer, men
er bestemt som et least square-minimum af fluktuationerne pa estimatet af parametrene,
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som beskrevet i [og Shien Ming Wu 1983]. For en tidsserie med N maélinger er AR(n)-
modellen i formel ([9) omskrevet til folgende:

Y=X¢+a (I.10)

hvor

Y = (L11)

Xn anl Xl

X, X, - X
x=| 7o (112)

o
| e
o= (113)

| ¢4

Den rigtige parametervektor, ¢, vil indeholde de parametre, som giver den mindste fejl,
hvilket i dette tilfzelde er fluktuationerne. Som angivet i [og Shien Ming Wu 1983] er det
muligt at bestemme least square-estimatet, ved at omskrive formel ([L10) til folgende sum
af fluktuationerne:

2 o =aa (L14)
= (Y - X¢) (Y - X¢)

Den mindste fejl er givet, hvor formel (LI4]) har opniet minimumsveerdi. Formel ([14]) er
differentieret mht. parameterne i parametervektoren og sat lig nul:

0 62(;% - % [Y'Y - Y'X¢ — ¢'X'Y + ¢'X'X¢] (I.15)
= —2X'Y + 2X'X ¢ (1.16)
. (L.17)

Af formel ([I7) er estimatet pa parametervektoren, ¢, bestemt ved fglgende:

é=(XX)"'XY (1.18)

Formel ([18) er et estimat pa parametervektoren, da der er sggt et minimum af fejlen pa
parametervektoren ved least square-metoden. Andre metoder kan give et andet resultat
og den valgte metode kan derfor afvige ift. disse. Estimatet givet ved formel (LI8)) er et
hurtigt estimat pa parametervektoren og der er ikke sggt andre lgsninger herpa.
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1.2 Prasentation af ARMA-model

AR-modellen tager hensyn til den afhsengighed, der er mellem responset til forskellige
tidspunkter, men ikke den afhzengighed der er mellem fluktuationerne til forskellige tid-
spunkter. Pa figur er det vist, hvordan fluktuationerne er athsengig af hinanden til
forskellige tidspunkter. Som vist pa figur [[.3] er tendensen illustreret med en ret linie,
som her har en positiv heeldning. Pa figur er det vist, hvordan fluktuationerne a,
afhaenger af responset, X; o, og der er ligeledes en afheengig mellem de enkelte data.

x107 x107
1 1
0.6 0.6
£ o2 £ o2}
= &
L -02 L -02
S <
-0.6 -0.6
-1 ' ' . ' ; -1 ' ' . ' ;
- -0.6 -0.2 0.2 0.6 1 - ~0.6 -0.2 0.2 0.6 1
ag, [m] <10~ ag, [m] <107
a) b)

Figur 1.4: a) Afheengighed mellem a; og a;—1. b) Afheengighed mellem a; og X;—_o.

Med udgangspunkt i en AR(1)-model [og Shien Ming Wu 1983 er formel (L8) omskrevet
til folgende:

Xt = ¢1Xt_1 + a; (119)

Den eneste forskel mellem formel ([8) og (LI9) er at a; er erstattet med a}, hvor a er
afheengig af savel tidligere fluktuationer som tidligere veerdier for responset. Som i formel
(L9) er der udfert en multiregression af a;, hvor dennes afhzengighed mellem hhv. X; o
og a;_1 er defineret. Ligeledes er medregnet en del a;, som ikke har athsengighed:

ay = o X2 — Or1a4-1 + ay (1.20)

Formel ([20) er indsat i formel (L§]), hvilket giver folgende model:

Xi = 1 Xi1 + 92Xy + a1 + (I.21)

Ved at sammenligne formel (L2I)) med formel (L8) er AR(2)-modellen nu udvidet til at
omfatte afhaengighed mellem X; og to tidligere vaerdier for responset, X; 1 og X; o, dvs.
en AR-orden, n = 2. Ligeledes er afthaengigheden mellem X; og den fluktuation, a; 1, dvs.
en MA-orden, m = 1. Modellen er dermed en ARMA (2, 1)-model, men kan udvides til en
model af vilkarlig orden n og m ved fglgende:

Xe =01 Xeo1 + 02Xy o+ -+ 0 Xy +ap — 01001 — boap—2 — -+ - — Oy, (1.22)
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I.2.1 Parameterestimering af ARMA-model

Parametrene i en ARMA-model er ikke umiddelbart til at bestemme, som det er tilfseldet
med en AR(n)-model, hvor formel (LI8]) er anvendt. Idégrundlaget er dog det samme, idet
det er gnsket, at minimere fejlen pa estimatet af parametrene og least squarer-metoden er
ligeledes anvendelig. Fejlen pé estimatet er betemt ved formel ([14]), hvormed udfordrin-
gen er at bestemme stgrrelserne af fluktuationerne ved estimatet. Ved at omskrive formel
(L21)) er fluktuationen for det aktuelle tidsskridt bestemt ved fglgende:

ar = Xy — 01 Xi—1 — 2 Xy—2 + 01a:1 (1.23)

Som det fremgar af formel ([L23) er det ngdvendigt at kende a;—1 for at bestemme a;.
Det er derfor ngdvendigt at anvende en ikke-linizer least square-metode til estimering af
ARMA-parametrene.

I [og Shien Ming Wu 1983| er det angivet, at det er muligt at bestemme parametrene
ved en kombineret least square og retningsangivelse ved eks. steepest descent-metoden.
Som udgangspunkt er der valgt et begyndelsesgaet pA ARMA-parametrene, ¢1, ¢o og 601,
ved fglgende parametervektor:
]T

' =1[¢1 ¢ 0 (1.24)

Den tidligere fluktuation, a;_1, er bestemt af ®° ved at omskrive formel ([23) til folgende:

a1 = Xi—1 — 1 X2 — ¢ Xy 3+ O1a4—2 (L.25)

Umiddelbart er det ikke mulig at lgse formel ([25]), da hverken Xt — 1, X;_ o, X;_3 eller
a¢—_9 er kendte. Problemet fortseetter derfor indtil den fgrste maling. For at kunne starte
iterationen, er det i [og Shien Ming Wu 1983| angivet, at a; = 0 kan anvendes, hvilket
er dermed er anvendt og gvrige veerdier af fluktuationerne er bestemt ved formel ([23))
og fejlen pa estimatet er bestemt ved formel ([L14]). Umiddelbart kan startgeettet veere
godt som darligt, hvorfor det er ngdvendigt at varierer parametrene mod en bedre veerdi.
Hertil er der anvendt steepest descent-metoden, som anvender en retning for sendringen
af det oprindelige parametergeet. Retningsvektoren, c, er givet ved fglgende:

c=Va (1.26)
hvor
dar O, dar |
ag ag ag
Va,=| — — — 1.27
“ [ 0P Op2 00 ] (1.27)
Den normaliserede retningsvektor er givet ved folgende:
c
c= 1.28
= (1.28)
Det nye parametergaet, &1, er bestemt ved fglgende:
d! = &% 4 ac (1.29)
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Der er i formel ([29) anvendt step-stgrrelsen, «, som angiver, hvor meget retningsvek-
toren, c, skal sendre péa det tidligere parametergaet. Umiddelbart skal o veelges med stor
forsigtighed, da en for lille veerdi vil give en langsommere konvegens, mens en for stor veer-
di vil medfgre, at parametergaettet bliver overestimeret og iterationen derfor bevaeger sig
fra de rigtige parametre. Fremgangsmaden for parameterestimering ved steepest descent
metoden er illustreret pa figur [L5l Som det fremgar, er mélet at bestemme den mindste
fejl pa estimatet, hvilket dermed vil give den bedste lgsning til ARMA-parametrene.

Retning for nyt geet

Begyndelsesgeet pa ved steepest descent Nyt geet for
ARMA-parametre Fejl pa estimat metoden af tidligere ARMA-parametre

ARMA-parametre

Fejl pa estimat

Nej Minimum af fejl?

L e |

ARMA-parametre
til videre beregning

Figur I.5: Fremgangsmade ved estimering af ARMA-parametre ved steepest descent metoden.

Umiddelbart har startgsettet ogsa betydning, da iterationen ellers kan g& mod en forkert
veerdi. I [og Shien Ming Wu 1983 er der redegjort for, hvordan det er muligt at beregne et
startgaet pa ARMA-parametrene, ud fra en parametrene i en AR-model, da det er muligt
at beregne disse ved en linear least-square metode. Metoden krzever, at AR-modellen,
der anvendes, er af orden p = max (n, m) + m. Dermed er det for en ARMA(2,1)-model
geeldende, at p = 3.

ARMA (2, 1)-modellen i formel ([2I]) er omskrevet til folgende:

(1—¢1B—¢oBH)X; = (1 —60,B)ay (1.30)

Der er i formel (L30) anvendt en backshift-operator, B, som angiver sammenhaenget
mellem det tidligere response, X;_1, og responset til den aktuelle tidspunktgivet, X —t,
ved fglgende:

BX; =X

.31
B%2X, = X, (I31)

I[L4.6 er Greens funktion for en ARMA (2, 1)-model udledt. Den inverse funktion af Greens
funktion, I;, er givet ved fglgende:

[ee]
X => LXij+a (1.32)
j=1
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Det er dermed muligt at beskrive fluktuationerne, a;, ved folgende:

ar = (1-1B - 1L,B*)X, (1.33)

Formel ([33) er indsat i formel ([30]), som dermed er omskrevet til fglgende:

(1—¢1B—¢2B*) = (1 - 60:B)(1 — ,B,B?) (1.34)

De led som indeholder samme B-veerdi, er sat lig hinanden, hvormed er AR-parametrene
givet ved folgende:

o =0+1 (1.35)
P =00 — 0111 + I» .

Det er dermed muligt, at bestemme AR-parametrene, ¢; og ¢2, som funktion af MA-
parameteren, 6. I en ARMA(n, m)-model er §; = 0 for j > m og ¢; = 0 for j > n,
dermed er det for en ARMA(2,1)-model geeldende, at:

(1-6,B)I; =0 (1.36)
Is— 6011, =0 ’

Der er i formel ([36]) anvendt backshift-operatoren, B, som er defineret i formel (L98g]).
Dermed er MA-parameteren givet ved fglgende:

I3

0, = =2
1 2

(L.37)

1.3 Stabilitet af ARMA-parametre

Umiddelbart har beregningen af parametrene givet det bedste fit til datassettet, men
parametrene i sig selv, giver ikke en fortolkning af systemets deempning og egenfrekvens,
hvilket inddragelsen af ARMA-modellen har veere grunden til. De bestemte parametre
kan derfor have misfortolket systemet og give forkerte fysiske resultater. Det er derfor
undersggt om parametrene ligger indenfor et stabilt omrade, som er naermere defineret i
[og Shien Ming Wu 1983], og er efterfplgende beskrevet.

I afsnit [AJ] angiver formel (A.J)) bevaegelsesligningen for et SDOF-system. Formel (A12),

afsnit [A1] er i det fglgende anvendt, dog pa folgende form, hvor D angiver forste afledede,

d 2 ; d? .
7i» 08 D* angiver anden afledede, Z:

1
(D? + 2¢w, D + w?) X(t) = 2k (1.38)
Det homogene ligningssystem af formel ([38) er givet ved folgende:
(D*+ 1D+ ag) X(t) =0 (1.39)
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hvor

a1 = 2Cwn,

2
n

(.40)

g = W

Formel ([39) er en anden ordens linizer differentialligning med konstante koefficienter,
som har fglgende lgsning:

X (t) = CreMt + Coer?t (1.41)

hvor

C; er arbitraere konstanter, som kan lgses ved at indsaette randbetingelser
w; er distinkte karakteristiske rgdder til lgsningen af den karakteristiske ligning

Den karakteristiske ligning for formel (L41]) er givet ved folgende:

(D? + 2¢wnD +w?) = (D — 1) (D — p2) = 0 (1.42)

hvor

p1 = —Cwn + wpy <2 -1 (1'43)
po = —Cwp —wp/C2—1 (1.44)

Rgdderne, p og pe, er kompleks konjugerede rgdder, hvormed:
1, 1 = —Cwp Twp/ (2 -1 (1.45)

For ¢ # 1, dvs. hvor deempningen ikke er lig den kritiske deempningen, og hvor rgdderne,
{1 og pa, er distinkte, er lgsningen i formel (L41)) omskrevet til folgende ved at indsaette

formel (L44):
X(t) = e cent <Cle(w<2-1 )ty Cze(“nV<2—1)t> (1.46)

For bygningskonstruktioner er 0 < ¢ < 1, hvormed lgsningen i formel ([46) skal veere
begraenset heraf. Af formel (L46]) fremgér det, at lgsningen gar asymptotisk mod nul, nar
t stiger og w,( > 0. Dette er forventet, da udsvingene i konstruktionen med tiden skal

veere nul pga. deempning. Systemet vil dermed veere asymptotisk stabil. Ligeledes fremgar
det af realdelen i formel (L60Q)), at folgende er geeldende:

Cwn = —Re(u1) = —Re(ua) (1.47)

Da det kraeves, at ¢ > 0 ma det kraeves, at folgende er geeldende for at lgsningen til
parametrene er asymptotisk stabil:

Re(u1) <0, Re(ug) <0 (1.48)
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Formel ([48]) angiver dermed, at stabiliteten af lgsningen kommer til udtryk i realdelen
af rodderne.

1.4 Systemindentifikation ved ARMA

Safremt et minimum af fejlen pa parameterestimatet er opnaet, har modellen opnéet et
godt fit til det aktuelle datasaet og fysikken i parametrene skal beregnes. I dette tilfselde er
det deempningsforholdet og den deempede egenfrekvens, som er interessante. Der er i denne
rapport anvendt sdvel ARV (n)- som ARMA (n,n — 1)-modeller for sammenligninghedens
skyld mellem de forskellige modelopbygninger. For at identificere systemparametrene er
der i denne rapport anvendt state space, som er naermere beskrevet i det folgende. I afsnit
[[4.2 er den velkendte beveegelsesligning for et et-frihedsgradssystem opskrevet til state
space og en egenvaerdilgsning er bestemt. I afsnit[[L43ler bade ARV (n)- og ARMA(n,n—1)
defineret i state space og egenvaerdilgsning er ligeledes bestemt. Sammenligningen mellem
egenveerdilgsningerne er foretaget i afsnit [4.41

1.4.1 Definition af state space

En state space (tilstandsrum) repraesentation er en matematisk model af et fysisk system,
som udggres af et sat af input, output og state variable, og som er udtrykt af fgrste
ordens differentialligninger. Metoden er sarligt anvendeligt, nar et system er bestaende
af multi-input og -output, eks. m input og p output, hvor det med normal bevaegelsesteori
vil kreeve m x p Laplace transformationer at afkode systemet og dermed fremskaffe de
sggte informationer omkring systemet. Med state space er det muligt at opstille state
variable i vektorform og differentialligningerne er opstillet i matriceform. Navnet "state
space"hentyder til det rum, hvor akserne er state variablene, og hvor tilstanden af sys-
temet er repraesenteret som en vektor i rummet. State variablene behgver dermed ikke
at veere malbare eller have en fysisk mening for at rummet er anvendeligt, men der er i
det fglgende anvendt flytningsmalinger som state variable. Antallet af state variable, og
dermed ogsa antallet af indgange i statevektoren, angiver dimensionen af state rummet.
Bestar statevektoren af m indgange er state rummet m-dimensional. En linear og tids-
invariant, diskret system er repraesenteret i state space, med dimensionen m, ved fglgende
opbygning [Pandit 1991]:

x; = Az 1 + Bus (1.49)
Yi-1 = Cxi1 + Duyy

Forste ligning i formel ([L51]) kaldes stateligningen, da ligningen beskriver den dynamiske
opforelse i det diskrete tidssystem. Anden ligning er observationsligningen, da denne del
af ligningen kontrollerer hvilken del af repraesentationen, der er observeret. A er en over-
gangsmatrice, ogsa kaldet transitionmatricen, som har dimensionen, m x m. B er input-
matricen, som har dimensionen m x p, hvor p er stgrrelsen pa inputvektoren u(t). C
er observationsmatricen, som har dimensionen p x m. D er en matrice indeholdende di-
rekte term, som oftest seettes lig nul, medmindre systemet er pavirket af Gausisk hvidstgj.

Det er muligt at bestemme systemparametre, som eksempelvis deempningsforhold og e-

genfrekvens, ved en ARMA-modellering. Systemparametrene er oftest defineret i et kon-
tinuert system og det er muligt at opstille udtryk for disse ved en egenveerdilgsning. Dog
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er det ikke muligt, at bestemme de sggte systemparametre, da disse indgar i lgsningen, og
dermed er kun den trivielle lgsning tilgeengeligt. ARMA-modellen er defineret i et diskret
system og det er ogsa muligt at bestemme en egenveerdilgsning til dette system. Sam-
menkoblingen mellem disse to systemer, og dermed de to egenveerdilgsninger, er essentiel
og sikrer, at det er muligt at bestemme systemparametrene ved en ARMA-modellering. 1
det folgende er SDOF-system opstillet i state space, og der er bestemt en egenveerdilgsning
for dette system.

1.4.2 Et-frihedsgradssytem i state space

Definitionen af et SDOF-system er givet ved formel (AJ]) i afsnit [AJ] er omskrevet til
folgende form [Pandit 1991]:

. c . k 1

Det er muligt, at omskrive formel (L50) til state space ved fglgende:

& = Ax + Bu (I.51)

Af formel (LA0) fremgar det, at de enkelte dele af formel (L5I) er givet ved fglgende:

RS N [ AU

0
State variablene er indeholdt i statevektoren, x, og som det fremgér af formel (L5]) giver
forste ligning af bestanddelene i (L52]) flytningen som funktion af tiden, men giver ikke
megen information, da den blot udtrykker at x = z. Fgrste ligning er derfor reelt over-
fladig, men giver sammen med anden ligning, som udtrykker hastigheden som funktion
af tiden, fysisk mening.

Pa matrice- og vektorform er forste del af formel ([L50) omskrevet til fplgende [Andersen
1997|:

Mi + Ci + Kz = f(t) (L.53)

Fordelen ved at anvende matriceform af formel (L50) er, at det er muligt, at beskrive
systemer med m frihedsgrader. Formel ([53]) i state space er givet ved folgende:

Az +Bx =u (I.54)

De enkelte bestanddele af formel (L54) er givet ved folgende:

e[ e[ B[

Frie vibrationer af systemet givet i formel (L55), dvs. hvor u = 0, er givet ved:
Az +Bx =0 (1.56)
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Lgsningen til formel (L56) er givet pa folgende form:

x = et (L.57)

1), er en kompleks vektor og i er en kompleks konstant. Formel (L57)) kun er en lgsning til
formel (L56]), hvis og kun hvis 1) er en lgsning til fplgende forste ordens egenveerdiproblem:

(LA + By =0 (158)
Formel (L58)) har fglgende karakteristiske ligning:

det (pA+ B) =0 (1.59)

Bestemmelse af rgdderne, p, er givet ved en polynomie af 2p orden, som har 2m rgdder,
w;, hvor ¢ = 1,2...2p. For hver af disse egenveerdier findes en ikke-triviel lgsning, ),
som er egenvektoren. Egenveerdierne og dermed egenvektorerne kan veere reelle eller kom-
plekse, men hvis alle egenvaerdierne er givet som kompleks konjugerede par, er systemet
underkritisk deempet, hvilket er tilfseldet for stort alle bygningskonstruktioner. De kom-
pleks konjugerede egenveerdipar er tidligere givet ved fglgende:

iy fii = —Cw; Fwiy /(2 —1 for i=1,3...(2m — 1) (160)
= a; £ jb;
De enkelte storrelser i formel (L60Q) er den cirkulere egenfrekvens, w, og deempnings-

forholdet, ¢, for den 7’te underdeempede egenmode af systemet. Umiddelbart ma egenvek-
torerne have formen:

P; = [ )\ZI:IZ)Z ] for i=1,2,...,2m (1.61)

®, er den deempede, komplekse modeshape vektor, og alle egenvektorer, 1;, er samlet i
fglgende komplekse modalmatrice:

e P - Doy
U = 1.62
[ 1P pe®r o pomPom (162)
Den komplekse modalmatrice opfylder ortogonal betingelserne:
UTAY = M,;, $'BY = —uM;,, (1.63)

M, er en diagonalmatrice, som indeholder de 2m dsempede modalmasser og p er en
diagonalmatrice, som indeholder de 2m egenvaerdier.

1.4.3 ARMA-modeller i state space

En AR(1)-model er givet ved formel (L8], hvoraf det fremgar at X til ¢ = 1 er givet ved
folgende [Pandit 1991]:

X1 =¢mXo+a (1.64)
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Det er muligt at beskrive X til hgjereliggende tider, t = 2,3..., ved formel (L64]) ved
fglgende:

Xo = g1 X1 +az = ¢1Xo + dr1a1 + az

3 9 (1.65)
X3 = 01Xy + a3 = ¢1Xo + ¢1a1 + draz + a3
Dermed er folgende generalisering muligt for AR(1)-modellen:
=1
X; = ¢1 X0 + Z Plat; (1.66)
=0

Formel (L66) er den komplette lgsning til den ikke-homogene lineare differens ligning
angivet i formel (LJ). Forste del af formel (LGG) er betegnet som homogen, transient
deterministisk stgj, og anden del er partikuleer, patvunget stokastisk stgj. Umiddelbart
er en muligt lgsning af formel (LGG]) i state space givet ved folgende:

t—1
X; =l X0+ > ¢la (1.67)
=0

P& standard, diskret form er formel (L67]) givet ved folgende i state space:

X; = ¢Xt71 + ay (168)

Formel (L68) er geeldende for en vilkarlig AR(n)-model, hvilket er vist ved folgende, hvor
indholdet af matricerne og vektorerne i formel (LG8]) er givet ved folgende:

X o1 P2 o Pp—1 On a
X 1 0 -~ 0 0 0

X,;=| Xi2 |, 6= 0 1 - 0 0 | g, =]": (1.69)
Xint1 0 0 - 1 0 0

Som det fremgér af formel (L69) er forste reekke blot den alm. ligning for en AR(n)-
model, mens de gvrige reekker blot udtrykker, at X;_; = X;_1, Xy—2 = Xy, osv. Dette er
naturligvis sandt, men er en overflgdig information. Som det fremgar, er det ngdvendigt
med en state space-dimension af n, for at reprzesentere systemet for AR(n)-model. State
variablene er indholdet i statevektoren X;. Modellen i formel (LG9) er en univariate mod-
el, hvilket betyder, at modellen udelukkende bygger pa responsedata, X —t, fra en enkelte
maéling, eller malekanal. Bi- og multivariate modeller er muligt at anvende for en AR(n)-
model, blot kaldes de ARV (n)-modeller, hvor V’et star for variate. Med en ARV (n)-model
med p malinger til stede er fglgende ligningssystemer galdende:

Xt = onuXy—1 + 012 X1i—2 + -+ d10 X1p—n +ane
Xot = 921 Xop—1 + P20 Xop—o + - + P2, Xop—p +an; L70)
.70

Xpt = gbplXptfl + ¢p2Xpt72 + -+ Qsanptfn + Qpt
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Der er i formel (L75) anvendt, at fgrste indices angiver malenummeret, mélingen eller
malekanelen, dvs. at eks. ¢,1 angiver AR-parameteren ¢; for malenummer p. Formel
(LZQ) er opskrevet pa vektor- og matriceform ved folgende:

Xi=p1 Xi 1+ P2 X4 o+ + 0 Xip, +ay (L.71)

Det er muligt, at omskrive formel (L)) til formel (LGT), saledes at formel (L7I)) er
repracsenteret i state space. De enkelte matricer i formel (LE7) er omskrevet til fglgende:

X1y ait

Xot [ ¢1 b2 @3 Gn1 Do ] ag

: I 0 o0 0 o0 :

X 0 I o0 0 o0 4y
X; = pt 5 — , At = Pt L72
t Xy, ["®=] o0 I 1 0 o = o, | @™

Xoi-1 S 0

: . 0 0 o0 I 0 :

| Xpt—nt1 | | 0 ]

Som det fremgér indeholder parametermatricen i formel (L72)) en rakke nye parameter-
matricer, men har samme opbygning som i formel (L69), gaeldende for en AR(n)-model.
Hver enkelte parametermatrice, ¢;, i formel (LT2)) har stgrrelsen p x p og indeholder AR-
parametrene for de enkelte malenumre. Dermed vil de enkelte parametrematricer have
fglgende opbygning:

[ G b2 o Dp—1i Dipi
G210 P22i 0 D2p-1i D2pi
G = | P3i P32 - Op-1i Ppi | for i=1,2...n (1.73)
| Pp1i D2 Pp3i 0 Dppi |

De enkelte veerdier i parametermatricen, i formel (L73]), anvender samme fremgangsmade
for indices, som for formel (L70)). i hvilken angiver AR-orden, der er betragtet, og p angiver
méalenummeret. Parametermatricen i formel (L73) er gyldig for alle parametermatricer,
men for de enkelte AR(n)-modeller i formel (L7Q) er geeldende, er en del af indgangene i
formel ([L73]) nodvendigvis 0. Eksempelvis vil ¢1 have fglgende indgange:

¢11 0 o 0 0
0 ¢21 --- 0 O
pr=| 0 0 -0 0 (1.74)

0 0 0 0 ¢p
Det er ogséd muligt at udtrykke en ARMA(n,n — 1)-model i state space, efter samme
princip som i formel ([69). Den generelle ARMA (n,m)-model er angivet i formel ([22]),
men for en ARMA (n, n—1)-model, hvor m = n—1, er formel (LG68) omskrevet til fglgende:

Xt = ¢Xt,1 + Bat (175)

Det fremgar af formel (LT7H), at opbygningen foregar efter samme princip som for en
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AR(n)-model, men der er tilfgjet moving average-delen. Andringen er givet ved fglgende:

L 6 02 -+ Op at
o o0 o -- 0 ar_1

o= |0 0 0 - 0 | a=]| (L76)
o o0 o -- 0 At—n+1

Som det fremgar af formel (L76) er den ngdvendigt dimension for state space repreesen-
tation n, ligesom for en AR(n)-model.

Egenvaerdilgsning

Pa samme made som for det kontinuert, et-frihedsgradssystem er det muligt at bestemme
en egenvaerdilgsning for ARMA-modellerne. For at kunne sammenholde det diskret sys-
tem, givet ved ARMA-modellerne, med det kontinuerte system, givet ved SDOF-systemet,
folgende omskrivning af ARMA-modellen ngdvendigt, hvor der er taget udgangspunkt i

formel (L51)):

T = Az

(L.77)
Y1 =Cx
Lgsningen pa denne problemstilling er antaget at veere pa fglgende form:
X, =t (1.78)

1 er en kompleks vektor med stgrrelsen m x 1 og A er en kompleks konstant. Dermed
haves, at:

PA' = Ay

1.79
Y1 = CPpA ! (L.79)

Som det fremgar af formel (L79) er formel (L78) er kun en lgsning, safremt at @) er en
lpsning til folgende forsteordens egenveerdiproblem:

(I — A)yp =0 (1.80)

Ikke-trivielle lgsninger findes kun hvis den karakteristiske polynomie opfylder fglgende
betingelse:

det(Ip—A)=0 (1.81)

Den komplekse modalmatrice, ¥, er givet ved fglgende:

=1 P2 - P ] (1.82)
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Den karakteristiske ligning for formel (LT1)) er givet ved folgende:

16— A= (A — N2 — Ao O — A) (1.83)

Egenveerdierne, \;, som er givet ved formel (L83)), er samlet i en diagonalmatrice, A, som
fglgende:

A =diag{\;} for i=1,2...p (1.84)

Dermed haves: at:

T LATN, X =diag{)\;} for j=1,2,...,p (1.85)

Den modale dekomposition af A er dermed givet folgende, hvor formel (L8E]) er omskrevet;

A=Tpd1! (1.86)

1.4.4 Sammenkobling mellem kontinuert og diskret system

I afsnit (L42) er det vist, at for et kontinuert, et-frihedsgradssystem er det muligt at
bestemme en egenvaerdilgsning, men at denne lgsning indeholder de sggte parametre. I
afsnit [[L43] er det vist at det er muligt, at bestemme en egenveerdilgsning af ARMA-
modellerne, men at dette er bestemt for et diskret system. Da begge systemer indeholder
transitionsmatricen, A, kraeves det, at:

Adiskret = Akontinuert (I . 87)

Sammenkoblingen sker ved transitionmatricen, A, for det kontinuerte system ogsa kan
skrives:

Ajyontinuert = eFAt (188)

At er tidsintervallet mellem hver sampling og F' defineret ved folgende:

F=-A"B (1.89)
Af formel ([63) fremgar det, at folgende er geeldende for det kontinuerte system:

A =M OT B=—-0TAM P! (1.90)
Ved anvendelse af formel (L90) er det muligt at bestemme F som fglgende:

F =920 (1.91)
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Ved at indseaette formel (L) i formel (L8]]), og anvende at A er defineret i formel ([L36))
er defineret for det diskrete system, er formel (L87) omskrevet til folgende:

‘I’)\‘I’_l _ e\Ilu\Il_lAt

1.92
= eyt (192

Af formel ([L92]) er sammenkoblingen mellem det diskret og det kontinuerte system givet
ved folgende relation mellem egenveerdierne:

1
Mi:KIHAi, for i =1,2,...,m (1.93)

Formel ([93) er den vigtigste formel for ARMA-modelleringen, da denne netop sikrer
denne sammenkobling mellem det kontinuerte og diskrete system, hvilket sikrer, at det er
muligt at anvende egenvaerdierne bestemt ved en ARMA-model til bestemmelse af sys-

temparametre i en kontinuert model. Af formel (L60) og (L93) er det muligt at bestemme
real- og imaginserdelen af formel (L6Q), hhv. a; og b; ved fglgende:

1 _
a; = 2_A hl()\z)\z) (1.94)
by = — 1 I
A tan ReOn) (1.95)

Daempningsforholdet og den deempede egenfrekvens er bestemt ved fglgende:
wni = y/as + b? (1.96)

6= (L97)

Wnj

1.4.5 ARV eller ARMA?

Sporgsmalet hvorvidt der skal anvendes en ARMA(n,n — 1) eller en ARV(n)-model
afheenger af, hvorvidt flere malekanaler er tilgaengeligt. Da begge modeltyper anvende s-
tate space, er spgrgsmalet dermed begraenset til hvilken metode giver den bedste repraesen-
tation af den méalte tidsserie. Som det fremgar af afsnit [L4.3]vil en ARMA (n,n—1)-model
i state space vaere 2-dimensional, hvor den fgrste dimension er den aktuelle tidsserie,
X —t, mens den anden dimension er tidsserien til det foregaende tidsskridt, X;_ ;. Ved
en ARV(n)-model udggres de gvrige dimensioner af andre, forskellige méleserier. En p-
variate ARV(1)-model, dvs. med p malekanaler tilgeengeligt, vil veere sekvivalent til en
ARMA(p,p — 1)-model for hver enkel méalekanal. Dermed vil det kreeve en betydelig
storre ARMA-model, som jo ligeledes skal modelleres for alle mélekanaler, at beskrive
dette p-variate system. Dermed bgr der anvendes en ARV(n)-model, nar der er flere
mélekanaler tilgeengeligt. Omvendt er en ARMA (n,n — 1)-model bedre safremt der kun
er en méalekanal tilgeengeligt, hvilket skyldes, at ARV (n)-modellen reduceres til en AR(n)-
model, nar p = 1. I dette tilfeelde vil en ARMA(n,n — 1)-model bedre repreesentere sys-
temet, da der er medtaget moving average-delen, hvilket er en konsekvens af at den anden
dimension i state space er den tidsserien til det foregaende tidsskridt [Pandit 1991].
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I1.4.6 Greens funktion for ARMA (2, 1)-model

Greens funktion for en ARMA (2, 1)-model er i det fglgende udledt efter [og Shien Ming Wu
1983]. Af formel ([L2]]) fremgér det, hvordan en ARMA(2,1)-model er opbygget af hhv. en
AR- og MA-del. I det folgende er anvendt en backshift-operator, B, som angiver sammen-
haenget mellem det tidligere response, X;_1, af responset til den aktuelle tidspunktgivet,
X —t, ved folgende:

BX; =X
2 (1.98)
B*X; = Xo
Formel ([2I)) er dermed omskrevet til folgende, ved brug af formel (L98]):
Xt — 1 X1 — po Xy 0 = ar — Oay (1.99)
(1—¢1B — ¢2B*)X; = (1 — 61B)ay (1.100)

Afsnit [[4.6] angiver sammenhaeng mellem Greens funktion og ¢ for AR(1)-modellen. Ved
anvendelse af backshift-operatoren er formel (LI08]) omskrevet til folgende:

Xt == ZGjat,j == (Z B]> Q¢ (1101)
j=0 J=0

Formel ([I01)) er indsat i formel (L100]), som dermed er omskrevet til folgende:

(1— ¢ B — ¢B?) (Z Bj> a; = (1 —6,B)ay (1.102)
j=0
(1—¢1B — ¢oB*)(Go+G1B+ GoB* +G3B*>+...) = (1-60,B) (1.103)

Alle led, som har samme potens for B, er sat lig hinanden, hvormed det er muligt at
beregne de enkelte komponenter i Greens funktion som fglgende:

Go=1
Gi = ¢ — 6, (1.104)
Go = $1G1 — ¢

Det fremgar af formel ([I04), at der er fplgende sammenhaeng for G, for j > 3:

Gj = 1Gj1+ 092Gy (1.105)

For j > 2 er formel ([103) reduceret til fplgende:

(1 —¢1B — ¢2B*)G; =0 (1.106)

Formel (LI06]) er en homogen differentialligning af orden n med begyndelsesbetingelserne
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som angivet i formel ([L.103]). Losningen til formel (LI06]) er givet som en linearkombination
af exponentialfunktioner. Ligeledes er det geeldende, at lgsningen til en differensligning
af orden n er en linearkombination af led indeholdende de karakteristiske rgdder. De
karakteristiske rgdder for formel (LI0G) er givet ved A1 og Aa, hvormed Greens funktion
er givet som fglgende:

Gj =N + g2\ (1.107)
Konstanterne, g; og go, er bestemt ved begyndelsesbetingelserne angivet i formel ([104):

Go=g1+g2=1

(1.108)
Gi=giM+@pro=d1—bh =M+ -6
Lgsningen af formel (LI08]) er dermed bestemt til:
g A — 0
1 =

AL — A2
s (1.109)

g2 = N — M

Greens funktion dermed bestemt ved at indsaette formel ([I09) i formel (LIO0T) til fol-
gende:

B )\1 —01 j )\2—91 J
Gj= (ﬁ) A+ (AQ - M)AQ (1.110)
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Reverse arrangement test

Reverse arrangement testen, [Bendat & Piersol 2000|, behandlet i det folgende, er en
stationaritetstest der illustrerer om det er muligt, og betragte en given tidsserie som
veerende stationser. Testen er ikke-parametrisk, og er i stand til vise hvis der er skjulte
tendenser i en malt tidsserie. Betragtes en tidsserie, x(t), og denne delt op i N segmenter,
hvor der for hvert segment er estimeret mean square veerdier, 12, givet ved:

P=3 (1.1)
=1

Ved efterfolgende plotte en sekvens af disse mean square veerdier, for antallet af segmenter,
N, er det visuelt muligt, at bedgmme om der er en skjult tendens i z(t). Dette er umid-
delbart en lille test, hvor reverse arrangement testen tager udgangspunkt i disse N mean
square veerdier, 10;. Ved at teelle antallet af gange 1); > 1, for 7 < j, er én reverse arrange-
ment opfyldt for hver gang dette er tilfaeldet. Det totale antal reverse arrangements er
defineret A, som er givet ved:

N—-1 N
A= hy (J.2)

i=1 j=i+1
Af formel (L2) fremgar h;;, som er defineret ved:

L >

hij = { 0 ellers (J.3)

Er mean square veerdierne betragtet at veere tilfeeldige uatheengige observationer, for hvilke
der ikke er observeret nogen tendens, er intervallet for det totale antal reverse arrange-
ments givet ved:

[Ay,_a <A< AN%] (J.4)

N1-$

Intervallet der fremgér af formel (I4), er baseret pa en normalfordeling, hvor « er sig-
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nifikansniveauet. I denne sammenhaeng er middelveerdi, p4, og varians, 0%, givet ved:

N(N - 1)
S (3.5)
s N@2N+5)(N —-1) ’
7A= 72
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I det folgende er der kort redegjort for hvordan beveaegelsesligningerne er lgst numerisk
vha. Newmark algoritmen. Algoritmen er anvendt som integrationsfunktion i forbindelse
med integrering af acceleratoinsdata til flyningsdata, Bilag [l Iseer er algoritmen anvendt i
forbindelse med FEM-programmet, [DVD\sti...\dynbeam.m|, beskrevet i Bilag @l I New-
mark algoritmen er det forudsat at flytningen, xq, og hastigheden, i, til tiden ¢y er kendt.
Hvoraf fglgende er geeldende:

M)"(Q = fo - CXQ - KXO (Kl)

Den indledende veerdi %X( er bestemt af formel (KJ), og med denne som yderligere in-
put er bevaegelsesligningen lgst. Det er folgende delt op i tre step, som alle er udfgrt for
j =0,1,...,n, hvor n er antallet af datapunkter og dermed tidsskridt, At¢. For den nu-
meriske Newmark integration er stabilitetsveerdierne, 3 og v, fastsat saledes den numeriske
stabilitet og ngjagtighed er mest fordelagtig. Disse veerdier indikerer accelerationens vari-
ation for ét tidsskridt. Veerdierne er valgt til § = i og vy = %, svarende til konstant
acceleration og betinget stabilitet. Fglgende er baseret pa [Nielsen 2005|. Forste step er

hvor sakaldte predictors for flytning og hastighed er bestemt:

)_(j—i—l = Xj + XjAt + (% — ,B)At2)"(j

. (K.2)
Xjt1 = Xj + (1 = 7)At%;
Andet step er estimeringen af en ny veerdi for accelerationen, hvilket er givet ved:
(M + ’)/Atc + ﬁAt2K))"(j+1 =141 — C)EjJrl — KijJrl (K3)
Ved tredje og sidste step er ny flytning og hastighed bestemt, hvilket er givet ved:
Xj1 = Xj11 + BALK,
1 = Xjp1 + BATX 1 (K.4)

Xjr1 = Xjp1 + YA

I ovenstaende er fremgangsmaden for Newmark algoritmen defineret, og stabilitetsveerid-
erne, 3 og v, er holdt fast for alle tilfaclde.
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Statistik

Der er i denne rapport anvendt diskrete datasset og resultater, hvorfor folgende gennem-
gang af anvendte statistiske metoder er beskrevet ud fra dette. Der er skelnet mellem
estimater, som er veegtet ens og estimeter, som er vaegtet ifht. hinanden.

For n antal estimater x;, som er vaegtet lige, er middelveerdien, X, givet ved:

X=1%"u (L.1)

1

2 o A=

ot = Z(xlx) (L.2)
i=1

Middelveerdien bestemt ved formel (L)) er baseret pé, at alle estimater er vaegtet ens. I

denne rapport er middelveerdien af flere estimater ligeledes bestemt ved en vaegtet midling,

dvs. hvor estimaterne ikke er veegtet ens, hvilket er vist pa figur [

T1, errory  —

Io, ETTOTY

Y

: o 2
Veegtning Xoegts Oyeqt

T3, errors jp—~

Figur L.1: Vaegtning af estimaterne x1, z2 og x3.

Som det fremgér af figur [[] har estimater, z;, hver en fejlfaktor, error;, som kan veere
spredningen pé estimaterne, o;, regressionskoefficienten, R;, eller anden fejlparameter.
En midling ved brug af formel ([LI]) vil medfgre, at de estimater bliver vaegtet ens. Er
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eksempelvis errory betydelig stgrre end errory og errors, bgr midlingen ikke baseres
ligeligt mellem de tre estimater. Derfor er der anvendt en veegtningsfaktor, A;, for hvert
estimat, hvormed formel ([LI]) er omskrevet til folgende:

_ 1 —
Xvwgt = E Z Azxz (L3)
=1
Ligeledes er en vaegtet spredning bestemt ved fglgende:
1 n
ot = —7 D Ni(wid) (L.4)
i=1

Vaegtningsfaktoren veegter veerdier, der er godt bestemt, hgjere end veerdier der er mindre
godt bestemt. Safremt estimaterne er bestemt som middelveerdi af flere underliggende
vaerdier og en spredning for hver veerdi, o;, er bestemt ved formel ([.2)), er veegtningsfak-
toren, A;, for de enkelte estimater givet ved fglgende:

n 01
A; =—\1l - =— L.5
lspred n — 1 ( z;l::l Uz) ( )

Formel (L.E) er opbygget saledes, at en lille spredning medfgrer en stor vaegtningsfaktor
og en stor spredning medfgrer en lille veegtningsfaktor. Veegtningsfaktoren for de enkelte
veerdier er beregnet i forhold til de gvrige, hvorfor veegtningsfaktoren kan veere stgrre end
1, hvorimod veerdier med en stor spredning kan have vaegtningsfaktorer mindre end 1.

En anden mulighed er, at veerdierne, hvortil der skal bestemmes en veegtet middelvaerdi,
er bestemt ved en linear regression, med en tilhgrende regressionskoefficient, R;, hvormed
veegtningsfaktoren er bestemt ved fglgende:

nk;

= e (L.6)

Nipegres
e S TR,

Formel ([.6)) er opbygget siledes, at en stor regressionskoefficient giver en stor veegtnings-
faktor, da tecttere regressionskoeflicienten er pa 1, desto bedre er den lineare regression.
Dermed giver sma regressionskoeflicienter ogsa sma vaegtninger.
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