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Forord
Dette projekt er udarbejdet af Morten Grotkjær Hansen på B-sektorens 10. semesterved Aalborg Universitets Ingeniør-, Natur- og Sundhedsvidenskabelige Fakultet. Rap-porten er udarbejdet i forbindelse med spe
ialisering omkring vindpåvirkning af slankehængebroer med lange spænd. Rapporten henvender sig til læsere med erfaring indenforstrømningsberegninger vha. CFD samt strukturel dynamik.I forbindelse med projektet er tekniske data fra Storebæltsbroen anvendt til valider-ing af de opnåede resultater. Dataene er gjort tilgængelige af Lars Tørrild Thorbek,Rambøll A/S. En spe
iel tak til Lars for de udleverede rapporter og tilbudet omkringyderligere assistan
e.Kildehenvisninger er udført vha. Harvard-metoden på følgende måde:

• [Forfatterens efternavn, udgivelsesår, p. xx ℄Til rapporten er vedlagt en DVD som der er henvist til på følgende måde:
• [DVD\sti\�lnavn℄, hvor "sti" er stien af mappen til den henviste �l,"�lnavn" er det fulde navn af �lenI de tilfælde hvor der er henvist til �ere �ler, er der kun henvist til den sti hvor �lernebe�nder sig.Den vedlagte DVD indeholder:
• Rapporten og udvalgte referen
er fra litteraturlisten
• Alle de�nitions�ler fra de anvendte simuleringer
• Udvalgte resultat�ler fra simuleringerne
• Enkelte animationer af resultaterne fra CFD simuleringerne
• Alle programmer som er fremstillet til databehandling i forbindelse meddette projekt
• Alle grafer som er fremstillet i forbindelse med databehandlingen
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1Summary
In this proje
t the 
riti
al �utter velo
ity for long span suspension bridges are 
al
ulatedon the basis of a linearized des
ription of the wind loads, using �utter derivatives as�rst proposed by R. H. S
anlan [S
anlan, 1978℄. The �utter derivatives are 
al
ulatedfrom the wind-generated for
es on the bridge 
ross-se
tion. The for
es on the bridge areevaluated by CFD-simulations with full turbulent �ow around the bridge.In part I of this report the 
ross-se
tion of the bridge is des
ribed by 2 degrees of free-dom (DOF) whi
h leads to a need for a linearized des
ription of the 2 mat
hing for
es.The for
es are des
ribed by 6 �utter derivatives whi
h is 
al
ulated on the basis of 2types of CFD-simulations with respe
tively for
ed verti
al translation or for
ed rotationof the 
ross-se
tion. The results are 
ompared with results from windtunnel tests fromthe Great Belt Bridge.In part II the model is expanded by a third DOF and the linarized des
ription of the 3loads are expanded to 
ontain all 18 �utter derivatives. This new model also requires anextra type of simulation with for
ed horizontal translation of the 
ross-se
tion.By using an expression with a simpel displa
ement �eld the 
riti
al velo
ity is 
al
u-lated from both the CFD-models. It show good agreement with the windtunnel resultsfrom the Great Belt Bridge. It also shows that the most signi�
ant part of the load isdes
ribed by the �rst 6 �utter derivatives.It is 
on
luded that CFD is a strong tool whi
h may play an important role is de-sign of suspension bridges in the future. In the short term CFD may be used to testdi�erent 
ross-se
tion in the early design fases thus leading to a signi�
ant redu
tion ofthe number of windtunnel tests. In the long term CFD might be the primary design toolfor aeroelasti
 stability analyses of bridge 
ross-se
tions and similar proje
ts.
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2Indledning
I forbindelse design af hængebroer gennemføres �ere forskellige aeroelastiske stabilitets-analyser for både pyloner, bærekabler og brodækket. De forøgede spænd samt de stadigstigende krav til slanke og optimerede konstruktioner medfører, at nye hængebroer blivermere følsomme overfor aeroelastiske instabilitet.Dette projekt omhandler en aeroelastisk stabilitetsanalyse af fænomenet "�utter". Flutter-analyser udføres i dag vha. en ingeniørmodel som første gang blev beskrevet af R. H.S
anlan [S
anlan, 1978℄. Stabilitetsanalyserne udføres ofte ved at broen beskrives med ensimpel modalmodel med relativt få egensvingningsformer. R. H. S
anlan introdu
eredeen linearisering af lastleddet, som er afhængigt af brodækkets bevægelser. Han foreslogat lasten kunne beskrives som en sum af led med modalkoordinaterne multipli
eret medforskellige faktorer, de såkaldte "�utter-a�edede".De �utter-a�edede som S
anlan har foreslået er afhængige af vindens hastigheden ogfrekvens samt broens geometri og �ytninger. Traditionelt er de �utter-a�edede blevetbestemt vha. vindtunnelforsøg. I vindtunnelen udsættes en skaleret model af brodækketfor en tvungen harmonisk bevægelse, enten translation eller rotation, mens kræfterne,lift, drag og moment, på brosektionen måles. Der registreres kun kræfter og �ytninger ibroens tværsnitsplan, hvilket betyder at der reelt kun tages højde for en 2D-strømningvinkelret på broen.Teknikken har været udsat for et stort antal analyser og er blevet udvidet med �ereled og dermed også �ere �utter-a�edede, men er ellers blevet anvendt til �utter-analyseraf broer uden ændringer i forhold til det oprindelige forslag. I sin simpleste form medtagesbidrag fra lift-kraften og momentet samt de tilhørende �ytninger. Hver kraft er beskrevetvha. min. 3 �utter-a�edede og kræver en seperat forsøgsserie med en tvungen �ytningsvarende til den enkelte kraft. Dermed indeholder modellen mindst 6 �utter-a�edede ogder skal mindst udføres målinger med 2 forskellige tvungne �ytninger (lodret translationog rotation). - 3 -



2 IndledningEt vindtunnel forsøgsprogram for en ny hængebro kan indeholde mange forskellige tvær-snit, som alle skal testes. Hvert tværsnit skal testes ved �ere forskellige vindhastighed-er eller frekvenser, for at give mulighed for at etablere et funktionsudtryk for hver afde �utter-a�edede. Funktionsudtrykkene for de �utter-a�edede anvendes i løsningen af�utter-betingelsen. Dermed stiger antallet af nødvendige vindtunnelforsøg kraftigt, forhvert tværsnit der skal testes.Hvis modellen gøres mere kompli
eret f.eks. ved at inkludere drag-kraften i beregningerne,øges antallet af forsøg med 50%. De tidligere omtalte udvidelser af R. H. S
anlans oprin-delige forslag inkluderer �ere led i beskrivelsen af hver kraft og dermed øges antallet af�utter-a�edede hurtigt fra 6 til 12 eller 18. Forøgelsen af antallet af �utter-a�edede gørmålingerne i hvert vindtunnelforsøg mere kompli
erede og dermed øges usikkerheden påmålingerne. Derfor anvendes modellen næsten altid på den simpleste form, som R. H.S
anlan foreslog i 1978.2.1 Tidligere forskningAeroelastiske stabilitets analyser af lange hængebroer er traditionelt udført vha. vind-tunnelforsøg, men spe
ielt indenfor de sidste 10 år er forskellige forskere begyndt at sepå alternativer. Alternativerne kan deles ind i 3 hovedgrupper: Dis
rete Vortex metoder,FEM-analyser med tids- eller frekvensdomæne analyser af vinden og CFD-analyser medeller uden "Fluid Stru
ture Intera
tion" (FSI). Derudover er der enkeltstående tilfældehvor forskerne har udviklet egne analytiske metoder til beregning af vindfeltet omkringbroen. Generelt er de alternative metoder blevet testet på eksisterende konstruktioner,som er dimensioneret på baggrund af vindtunnel forsøg, eller på idealiserede tværsnitsom ikke er anvendt i praksis.Som et eksempel på anvendelse af Dis
rete Vortex metoden har [Larsen and Walther,1998℄ testet 5 forskellige brodæk, som tidligere er blevet testet i en vindtunnel. Larsenog Walther har anvendt en model med 8 �utter-a�edede samt både tvungen bevægelseaf brodækket og et frit bevægeligt brodæk.Tids- og frekvensdomæne analyser er velkendte indenfor bølgeteori og sammen med 3DFEM-modeller af broerne, er der �ere eksempler på gode resultater i forhold til vindtunnelforsøg. Generelt er der anvendt en fuld beskrivelse af lastern med alle 18 �utter-a�edede ide efterfølgende eksempler. For Tsing Ma broen i Hong Kong, med et spænd på 1.377m,har [Zhu and Xu, 2005℄ udført beregninger på en fuld 3D model af broen med koblingaf egensvingningsformer. Forskningens formål var at beskrive de e�ekter som opstår nårbroen påvirkes af vind fra skæve angrebsvinkler f.eks. under tyfoner. I et andet eksempleimplementeres en ikke lineær relation for bro-vind interaktionen idet der tages højde forstrukturens deformationer med dertil hørende ændrede dæmpning, stivheder og angreb-svinkler [Zhang et al., 2002℄. Resultaterne er valideret i forhold til vindtunnel forsøg påen unavngiven bro med et spænd 1.490m. Det kunne være Runyang broen over �odenYangtze, som blev vedtaget i 2002 og bygget færdig i 2005. Som et sidste eksempel har[Katsu
hi et al., 1998℄ laver multi-mode analyser, med kobling mellem de enkelte modes,på verdens længste hængebro, Akashi-Kaikyo broen i Japan, med et spænd på 1.990m.- 4 -



2.2 FormålCFD simuleringer er en anden fremgangsmåde som er ved at vinde indpas og som spe
ieltindenfor de sidste 5 år er blevet mere populær hos forskellige forskere. Der skelnes genereltmellem to metoder: tvungen bevægelse af brodækket eller et frit bevægeligt brodæk. Defølgende eksempler er alle udført på 2D udsnit af broen, ligesom dette projekt. For etfrit bevægeligt brotværsnit fra Storebæltsbroen har [Frandsen, 2004℄ udført analyser medimplementering af FSI for et laminært �ow, i et domæne på 100m× 200m, med et groftnet på 3.438 elementer. Parallelt med dette projekt har [Simonsen and Stevens, 2008℄arbejdet med et projekt vedr. �ow i et 3D-domæne med FSI omkring Storebæltsbroen.For den tvungne bevægelse af tværsnittet er der i de følgende to eksempler anvendt 6�utter-a�edede til beskrivelse af lasten. [Shirai and Ueda, 2003℄ har testet en revideretudgave af k-ε modellen for et fuldt turbulent �ow i et domæne af størrelsen 16B × 7B.For Storebæltsbroen har [Stærdahl et al., 2007℄ udført en analyse med et stort bereg-ningsdomæne og et meget �nt net omkring brotværsnittet. Der blev anvendt et turbulent�ow, styret af en k-ω model.2.2 FormålFormålet med dette projekt er at simulere de tidligere omtalte vindtunnelforsøg vha.CFD beregninger for en simpel model med 2 frihedsgrader svarende til en lift-kraft og etmoment, beskrevet ved 6 �utter-a�edede ialt. Resultaterne valideres i forhold til målingerfra en vindtunnel på en kendt konstruktion. Når CFD-modellen giver resultater, som ersammenlignelige med tidligere opnåede resultater skal denne udvides til at inkludere en3. frihedsgrad svarende til drag-kraften.Dermed er alle påvirkninger af den plane brosektion inkluderet i modellen og det ermuligt at vise, om den fulde beskrivelse af lasten ændrer resultatet af beregningernevæsentligt. Samtidigt gives et indblik i 
omputermodellernes styrke i forhold til model-forsøg, når modellerne bliver mere kompli
erede.Som 
ase anvendes data fra Storebæltsbroen til sammenligning af de opnåede resultater.Det er udført et stort og grundigt arbejde i forbindelse med vindtunnelanalyser af detendelige brotværsnit på Storebæltsbroen, hvilket giver et godt sammenligningsgrundlag.
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3Storebæltsbroen
Da Storebæltsbroen anvendes som 
ase i dette projekt, er det muligt at sammenligneresultaterne fra dette projekt, med de aktuelle data som er anvendt til at designe broenud fra. Kapitlet beskriver generelt broens konstruktioner og geometri, samt de dynamiskedata som er anvendt til beregningerne i dette projekt.3.1 Konstruktioner og geometriDette afsnit bygger på [Sund & Bælt Holding A/S, 2007℄ hvis ikke andet er nævnt. Store-bæltsbroen består af 2 pyloner konstrueret af armeret beton og pylonerne bærer de tohovedkabler over det frie spænd. Hovedkablerne er fastgjort til ankerblokke konstrueret afbeton 535m fra pylonerne. Fra ankerblokkene ind mod land �ndes på østsiden et 1.567mtilslutningsfag inkl. landfæste, som er understøttet af 7 bropiller af beton. På vestsidener tilslutningsfaget 2.529m og står på 12 bropiller. Brodrageren hænger i hængekablerover hele spændet fra ankerblok til ankerblok. Hovedspændet mellem de 2 pyloner er
1.624m. Broens frie spænd mellem de to ankerblokke er symmetrisk omkring midten.
Figur 3.1: Illustration af den østlige del af Storebæltsbroens spænd [Sund & Bælt HoldingA/S, 2007, p. 22℄Med en højde på 254m over havet er pylonerne det højeste punkt i Danmark. Pylonernebærer de 2 hovedkabler med en diameter på 820mm via kabelsadler, som er pla
eret ia�ugtede kabelhuse. Hovedkablerne er i hver ende fastgjort til en ankerblok som vejer
325.000 ton inkl. ballast i form af sand og jernmalm. Ankerblokkene er designet som- 7 -



3 Storebæltsbroenmeget luftige konstruktioner, for at bevare det slanke indtryk af den samlede bro og der-for er 
a. halvdelen af "selve massivet" [Sund & Bælt Holding A/S, 2007, p. 24℄ pla
eretunder vand.Brodrageren er udført som en lukket stålkonstruktion med alle afsvtininger udført ind-vendigt. Således er det kun 
a. 20 � 25% af det samlede stålareal som er udsat for vind ogvejr og derfor skal over�adebehandles med maling. Brodrageren hænger i parvise hæn-gekabler pr. 24m over hele det frie spænd. Diameteren for hængekablerne varierer fra
65mm til 98mm.

Figur 3.2: Illustration af Storebæltsbroens tværsnit i brodrageren [Sund & Bælt HoldingA/S, 2007, p. 26℄Brodragerens indvendige hulrum er a�ugtet for at beskytte konstruktionen mod rustog der er monteret en monorail som bruges af servi
epersonalet under vedligeholdelse.På ydersiden er der monteret "�aps" til at ødelægge hvirvler og dermed undgå ryt-misk hvirvela�øsning. Brodrageren er udført i et stykke for hele det 2, 7 km lange spændmellem de to ankerblokke. Over ankerblokkene er der pla
eret to dilatationsfuger somkan optage bevægelser på op til ±1m. Brodrageren over de to sidefag er ligeledes udført iet stykke med dilatatoinsfuger ved ramperne. Dermed er de i alt 6, 8 km brodrager udførti 3 stykker med 4 dilatationsfuger, som er verdens største af sin art.Yderligere detaljer samt �gurer og billeder �ndes i [Sund & Bælt Holding A/S, 2007℄som ligger på den vedlagte DVD: [DVD\Litteratur\℄.3.2 Dynamiske dataI dette afsnit er de tilgængelige dynamiske data for Storebæltsbroen præsenteret. Afsnit-tet bygger på [Thorbek, 1997℄, hvis der ikke er angivet andet. Der er kun præsenteretdata som kan anvendes i forbindelse med beregning af den kritiske hastighed for broen ide senere afsnit. - 8 -



3.2 Dynamiske dataDe dynamiske data er knyttet til broens forskellige egensvingningsformer. Egensving-ningsformerne er de�neret vha. programmet [DVD\Programmer\bridge_plotting\Plot_-bridge.m℄ som er udviklet af J. W. Stærdahl i 2007. Programmet anvendes data fra pro-grammet BEASTS som ligeledes �ndes på [DVD\Programmer\℄ og som er udviklet afL. Andersen og C. J. C. Jones, ISVR, i 2001.

(a) Første symmetriske translations-egensvingningsform

(b) Første symmetriske rotations-egensvingningsformFigur 3.3: De første symmetriske egensvingningsformer (�) med udeformeret geometri(� �)Den første symmetriske vertikale translations og rotations egensvingningsform er vist på�gur 3.3. For både den første symmetriske og asymmetriske translations- og rotations-egensvingsform er der genereret en animation, som viser bevægelsen. Animationerne�ndes på [DVD\Video\Egenvsigninger\℄.De svingende masser og de tilhørende frekvenser for de vertikale translations-egensving-ningsformer er givet i tabel 3.1

- 9 -



3 StorebæltsbroenTabel 3.1: Svingende masser og frekvenser for de vertikale translations-egensvingnings-former [Thorbek, 1997, p. 26, A3℄Egensvingningsform Masse, [kgm ] Frekvens, [Hz]1. symmetriske 19.562 0,09851. asymmetriske 21.310 0,08142. symmetriske 19.145 0,13082. asymmetriske 21.701 0,1301Tilsvarende er de svingende masser og de tilhørende frekvenser for de for de roterendeegensvingningsformer givet i tabel 3.2.Tabel 3.2: Svingende masser og frekvenser for de roterende egensvingningsformer [Thor-bek, 1997, p. 26, A3℄Egensvingningsform Masse, [kgm2m ] Frekvens, [Hz]1. symmetriske 2.342.625 0,25491. asymmetriske 2.645.065 0,2984I del II af dette projekt anvendes en 3. frihedsgrad i form af vandret translation. Frekvensernefor de horisontalt translaterende egensvingningsformer er givet i tabel 3.3.Tabel 3.3: Frekvenser for de horisontale translations-egensvingningsformer [Thorbek,1997, p. A3℄Egensvingningsform Masse, [kgm ] Frekvens, [Hz]1. symmetriske - 0,03781. asymmetriske - 0,04662. symmetriske - 0,04492. asymmetriske - 0,1324Som det fremgår af tabel 3.3 er der ikke opgivet nogle svingende masser for den horison-tale translationsbevægelse i de tilgængelige kilder.Konstruktionens dæmpning, ζ , består af summen af den strukturelle dæmpning, ζs, og deaerodynamiske dæmpning, ζa. På baggrund af [Thorbek, 1997℄ og [Thorbek and Hansen,1996℄ er dæmpningen vurderet til ζ = ζs + ζa = 0, 01 for alle egensvingsformer. De toenkelte bidrag fra strukturel- og aerodynamisk dæmpning er ikke spe
i�
eret i de an-givne kilder. - 10 -



3.2 Dynamiske dataI forbindelse med er møde hos Rambøll A/S fredag d. 14. marts 2008 har [Thorbekand Bennetsen, 2008℄ udtalt at den kritiske hastighed for Storebæltsbroen er 
a. 73 ms .
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4Dynamiske ligninger for 2 frihedsgrader
Det følgende kapitel omhandler udledningen af de dynamiske ligninger for et brotværsnitmed 2 frihedsgrader. Som nævnt i afsnit 2.2 anvendes data fra Storebæltsbroen som 
asei dette projekt. Dermed er egensvingsningsformer, svingende masser, geometri mv. kendti forvejen. Figur 4.1 viser en skematisk tegning af broens frie spænd med angivelse af detglobale koordinatsystem samt de modelerede understøtninger.

PSfrag repla
ements
x1

x2

x3

LFigur 4.1: Skematisk tegning af Storebæltsbroen med angivelse af globalt koordinatsystemSymmetriplanet for broens egensvingninger er x2x3-planet som skærer broen på midten.Tværsnittet i x2x3-planet er anvendt som udgangspunkt for beregningerne i hele detteprojekt.Ligningerne tager udgangspunkt i det generelle tilfælde med 6 frihedsgrader for heletværsnittets stivlegeme bevægelse omkring origo. Tværsnittet er vist på �gur 4.2.
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4 Dynamiske ligninger for 2 frihedsgraderPSfrag repla
ements
27 22

66 19
0,

34

1
3 (a) Brotværsnittets dimensioner

PSfrag repla
ements
x1

x2

x3

B(b) Brotværsnit med globalt koordinatsystemFigur 4.2: Brotværsnit med angivelse af globalt koordinatsystem og dimensioner, mål i[m℄I den følgende beskrivelse af de aeroelastiske laster ses der bort fra laster på kabler ogpyloner. Der inkluderes masse-, stivheds- og dæmpningsbidrag fra pyloner og kabler isystemmatri
erne.4.1 TeoriFølgende afsnit bygger på [Stærdahl et al., 2007℄, som er baseret på de oprindeligeligninger af [S
anlan, 1978℄, formuleret i generaliserede koordinater, medmindre andet erangivet. Ud fra det globale koordinatsystem de�neret på �gur 4.2b er de globale �ytnings-og rotations 
omponenter uk(x1, t) og θk(x1, t) samlet i vektoren u(x1, t):
uT (x1, t) = [u1(x1, t), u2(x1, t), u3(x1, t), θ1(x1, t), θ2(x1, t), θ3(x1, t)] (4.1)Flytningsvektoren opløses vha. de udæmpede modalkoordinater qj(t) og egensvingsnings-formerne Φ(j)(x1):
u(x1, t) =

∞
∑

j=1

Φ(j)(x1)qj(t) [Nielsen, 2004, p. 133℄ (4.2)hvor den j'te egensvingsningsform er givet ved følgende �ytnings- og rotationskompo-nenter:
Φ(j)(x1) = [U

(j)
1 (x1), U

(j)
2 (x1), U

(j)
3 (x1), Θ

(j)
1 (x1), Θ

(j)
2 (x1), Θ

(j)
3 (x1)] (4.3)På �gur 4.3 er den første symmetriske translations- og rotations-egensvingningsformvist. Egensvingningsformerne er symmetriske omkring x2x3-planet.
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4.1 Teori

(a) Første symmetriske translations-egensvingningsform

(b) Første symmetriske rotations-egensvingningsformFigur 4.3: De første symmetriske egensvingningsformer (�) med udeformeret geometri(� �)Idet der er antaget modal dekobling, svarende til ζij = 0, bestemmes de udæmpedemodelkoordinater som løsningen til den følgende ordinære partielle di�enrentialligning[Nielsen, 2004, p. 133℄ :
q̈j + 2ζjωj q̇j + ω2

j qj =
1

Mj

Fj(t) , j = 1, 2, . . . , t > 0 (4.4)hvor
ωj er den udæmpede 
irkulære egenfrekvens
ζj er dæmpningsforholdet
Mj er modalmassen
Fj er modallasten
()j repræsenterer j'th egensvingningsformPga. lav strukturel dæmpning i broen og god adskillelse mellem de væsentlige egen-frekvenser er modal dekobling antaget [Nielsen, 2004, p. 76℄. Broen betragtes som etplant tværsnit beskrevet ved de 2 frihedsgrader u2(x1, t) og θ1(x1, t). Brotværsnittet medde 2 frihedsgrader er vist på �gur 4.4.
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4 Dynamiske ligninger for 2 frihedsgrader
PSfrag repla
ements

B

u2, p2

θ1, m1Figur 4.4: Brotværsnit med angivelse af frihedsgraderSom vist på �gur 4.4 er det kun den lodrette last pr. længdeenhed, p2(x1, t), og vrid-ningsmomentet pr. længdeenhed, m1(x1, t) som medtages i beregningerne. Dermed re-du
eres udtrykket for modallasten til følgende:
Fj(t) =

∫ L

0

(U
(j)
2 (x1)p2(x1, t) + Θ

(j)
1 (x1)m1(x1, t))dx1 (4.5)hvor L er den fulde længde af brodækket som er de�neret på �gur 4.1. Lasterne erantaget selvforstærkende af brodækkets bevægelse. De angivne laster beskrives vha. desåkaldte �utter-a�edede og en 2D linarisering af strømningen foreslået af R. H. S
anlan[S
anlan, 1978℄:

p2(x1, t) =
1

2
ρV 2B

(

KH∗
1 (K)

u̇2

V
+ KH∗

2 (K)B
θ̇1

V
+ K2H∗

3 (K)θ1

) (4.6)
m1(x1, t) =

1

2
ρV 2B2

(

KA∗
1(K)

u̇2

V
+ KA∗

2(K)B
θ̇1

V
+ K2A∗

3(K)θ1

) (4.7)hvor
ρ er densiteten af luft
V er middelvindhastigheden
B er bredden af brodækket jf. �gur 4.2
H∗

i (K) er �utter-a�edede for den lodrette translation, i = 1, 2, 3
A∗

i (K) er �utter-a�edede for rotationen, i = 1, 2, 3Den redu
erede frekvens, K, er beskrevet ved følgende formel:
K =

Bω

V
(4.8)De to �ytningskomponenter u2(x1, t) og θ1(x1, t) fra formel (4.2) er givet ved:
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4.1 Teori
u2(x1, t) =

∞
∑

j=1

U
(j)
2 (x1)qj(t) (4.9)

θ1(x1, t) =

∞
∑

j=1

Θ
(j)
1 (x1)qj(t) (4.10)Formel (4.9) og (4.10) indsættes i formel (4.6) hvorefter leddene ordnes efter modalko-ordinaterne:

p2(x1, t) =
1

2
ρ V 2B

(

KH∗
1 (K)

∑∞

j=1 U
(j)
2 (x1)q̇j(t)

V

+KH∗
2 (K)B

∑∞

j=1 Θ
(j)
1 (x1)q̇j(t)

V
+ K2H∗

3 (K)
∞
∑

j=1

Θ
(j)
1 (x1)qj(t)

)

=

∞
∑

j=1

1

2
ρ V 2BK

(

H∗
1 (K)

U
(j)
2 (x1)q̇j(t)

V
+ BH∗

2 (K)
Θ

(j)
1 (x1)q̇j(t)

V

+ KH∗
3 (K)Θ

(j)
1 (x1)qj(t)

)

=

∞
∑

j=1

(

q̇j(t)
1

2
ρ V BK

(

H∗
1 (K)U

(j)
2 (x1) + BH∗

2 (K)Θ
(j)
1 (x1)

)

+ qj(t)
1

2
ρ V 2BK2H∗

3 (K)Θ
(j)
1 (x1)

)

(4.11)

Tilsvarende er formel (4.9) og (4.10) indsat i formel (4.7):
m1(x1, t) =

∞
∑

j=1

(

q̇j(t)
1

2
ρ V B2K

(

A∗
1(K)U

(j)
2 (x1) + BA∗

2(K)Θ
(j)
1 (x1)

)

+ qj(t)
1

2
ρ V 2B2K2A∗

3(K)Θ
(j)
1 (x1)

) (4.12)
Formel (4.11) og (4.12) indsættes i formel (4.5):

Fj(t) =

∞
∑

k=1

kjk(ω, V )qk(t) + cjk(ω, V )q̇k(t) (4.13)- 19 -



4 Dynamiske ligninger for 2 frihedsgraderhvor
kjk(ω, V ) =

∫ L

0

(

1

2
ρ V 2BK2H∗

3 (K)Θ
(k)
1 (x1)U

(j)
2 (x1)

+
1

2
ρ V 2B2K2A∗

3(K)Θ
(j)
1 (x1)Θ

(k)
1 (x1)

)

dx1

=
1

2
ρ V 2BK2

(

H∗
3 (K)

∫ L

0

U
(j)
2 (x1)Θ

(k)
1 (x1)dx1

+ BA∗
3(K)

∫ L

0

Θ
(j)
1 (x1)Θ

(k)
1 (x1)dx1

)

(4.14)
cjk(ω, V ) =

∫ L

0

(

1

2
ρ V BK

(

H∗
1 (K)U

(k)
2 (x1) + BH∗

2 (K)Θ
(k)
1 (x1)

)

U
(j)
2 (x1)

+
1

2
ρ V B2K

(

A∗
1(K)U

(k)
2 (x1) + BA∗

2(K)Θ
(k)
1 (x1)

)

Θ
(j)
1 (x1)

)

=
1

2
ρ V BK

(

H∗
1 (K)

∫ L

0

U
(j)
2 (x1)U

(k)
2 (x1)dx1

+ B

(

H∗
2 (K)

∫ L

0

U
(j)
2 (x1)Θ

(k)
1 (x1)dx1

+ A∗
1(K)

∫ L

0

Θ
(j)
1 (x1)U

(k)
2 (x1)dx1 + BA∗

2

∫ L

0

Θ
(j)
1 (x1)Θ

(k)
1 (x1)dx1

)

)(4.15)Som tidligere nævnt er broen, og dermed også nogle af egensvingsningsformerne, sym-metriske omkring x2x3-planet. Integralerne af symmetriske og asymmetriske egensving-ningsformer annullerer hinanden i formel (4.14) og (4.15). Yderligere er Θ
(j)
1 (x1) ≡ 0for symmetriske eller asymmetriske translations-egensvingningsformer og tilsvarende er

U
(j)
2 (x1) ≡ 0 symmetriske eller asymmetriske rotations-egensvingningsformer. Bidragenefra de første 8 egensvingsningsformer er illustreret i tabel 4.1.
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4.1 TeoriTabel 4.1: Rækkefølgen af de første 8 egensvingningsformerEgensvingsningsform U
(j)
2 (x1) Θ

(j)
1 (x1)1 1. symmetriske 02 0 1. symmetriske3 1. asymmetriske 04 0 1. asymmetriske5 2. symmetriske 06 0 2. symmetriske7 2. asymmetriske 08 0 2. asymmetriskePå matrix-form ser bevægelsesligningerne, som følge af de ovenstående udregninger,således ud:mq̈(t) + 
q̇(t) + kq(t) = 
0(ω, V )q̇(t) + k0(ω, V )q(t) (4.16)hvor qT (t) = [q1(t), q2(t), q3(t), q4(t), q5(t), · · · ] (4.17)m =









M1 0 · · ·

0 M2... . . .  (4.18)

 =









2ζ1ω1M1 0 · · ·

0 2ζ2ω2M2... . . .  (4.19)
k =









ω2
1M1 0 · · ·

0 ω2
2M2... . . .  (4.20)

Hvis der tages højde for tabel 4.1 samt integration af symmetriske og asymmetriske
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4 Dynamiske ligninger for 2 frihedsgraderegensvingningsformer redu
eres 
0(ω, V ) og k0(ω, V ) til:
k0(ω, V ) =









































0 k12 0 0 0 k16 0 0 · · ·

0 k22 0 0 0 k26 0 0

0 0 0 k34 0 0 0 k38

0 0 0 k44 0 0 0 k48

0 k52 0 0 0 k56 0 0

0 k62 0 0 0 k66 0 0

0 0 0 k74 0 0 0 k78

0 0 0 k84 0 0 0 k88... . . .









































(4.21)


0(ω, V ) =









































c11 c12 0 0 c15 c16 0 0 · · ·

c21 c22 0 0 c25 c26 0 0

0 0 c33 c34 0 0 c37 c38

0 0 c43 c44 0 0 c47 c48

c51 c52 0 0 c55 c56 0 0

c61 c62 0 0 c65 c66 0 0

0 0 c73 c74 0 0 c77 c78

0 0 c83 c84 0 0 c87 c88... . . .









































(4.22)

0(ω, V ) og k0(ω, V ) repræsenterer lastled som er proportional med hhv. hastighedenog �ytningen. Yderligere er k0(ω, V ) og 
0(ω, V ) afhængige af ω og V samt af lasten påtværsnittet, som er repræsenteret ved de 2 laster hørende til de 2 frihedsgrader, der ervist på �gur 4.4. Lasterne er beskrevet vha. de 6 �utter-a�edede H∗

1 , H∗
2 , H∗

3 , A∗
1, A∗

2 og
A∗

3 som er udledt senere i dette kapitel. Alle matri
erne fra formel (4.16) har dimensionen
n × n, hvor n er antallet af egensvingningsformer som er medtaget i beregningen.Ved små vindhastigheder er systemet stabilt således at afvigelser fra ligevægtstilstandenq(t) = q̇(t) = 0 dæmpes bort som harmoniske svingninger med faldende amplitude pga.den strukturelle dæmpning. Ved store vindhastigheder er systemet ustabilt og svingermed en harmonisk svingning med stigende amplitude. Dermed �ndes der et kritiskpunkt hvor systemet bevæges med en harmonisk svingning med konstant amplitude.For denne tilstand de�neres en kritisk hastighed, Vc. I den kritiske tilstand har løsningentil modalkoordinaterne formen:q(t) = q0 eiωt (4.23)hvor - 22 -



4.2 Simpelt �ytningsfeltq0 er svingningens konstante amplitude
ω er den 
irkulære �utter frekvensFormel (4.23) indsættes i formel (4.16):mq0

∂2 eiωt

∂t2
+ 
q0

∂ eiωt

∂t
+ kq0 eiωt = 
0(ω, V )q0

∂ eiωt

∂t
+ k0(ω, V )q0 eiωt

(∂2 eiωt

∂t2
m+

∂ eiωt

∂t

(
− 
0(ω, V )
)

+ eiωt
(k− k0(ω, V )

)

)q0 = 0
(

−ω2m+ iω
(
− 
0(ω, V )

)

+
(k− k0(ω, V )

)

)q0 = 0 (4.24)
Den kritiske vindhgastighed Vc med tilhørende 
irkulær �utter frekvens kan bestemmesved løsning af det ikke-liniære egenværdiproblem fra formel (4.24). Ikke-trivielle løsninger�ndes kun når q0 6= 0, hvilket fører frem til �utter-betingelsen:

det
(

−ω2m+ iω
(
− 
0(ω, Vc)

)

+
(k− k0(ω, Vc)

)

)

= 0 (4.25)Af formel 4.25 �ndes to ikke-liniære ligninger af hhv. den reelle og den imaginære del tilløsning af de to ubekendte, Vc og ω.4.2 Simpelt �ytningsfeltFor det simple tilfælde hvor broens antages at bevæge sig som et sift legeme falderafhængigheden af x1 ud af ligningerne. Dermed kan bevægelsesligningerne opstilles di-rekte uden omskrivning til modalkoordinater. Bevægelsesligningene er derefter givet ved:mü+ 
u̇ + ku = f (4.26)hvor u =

[

u2(t)

θ1(t)

] (4.27)f =

[

p2(t)

m1(t)

] (4.28)m =

[

M1 0

0 M2

] (4.29)- 23 -



4 Dynamiske ligninger for 2 frihedsgrader
 =

[

2ζ1ω1M1 0

0 2ζ2ω2M2

] (4.30)k =

[

ω2
1M1 0

0 ω2
2M2

] (4.31)Lastvektoren fra formel (4.28) skrives på følgende form:f =

[

p2(t)

m1(t)

]

= 
0u̇+ k0u (4.32)
0 og k0 opstilles på baggrund af udtrykkene for lift-kraften og momentet i hhv. formel(4.6) og (4.7):

0 =

1

2
ρV 2B

[

KH∗
1 (K) 1

V
KH∗

2 (K)B
V

KA∗
1(K)B

V
KA∗

2(K)B2

V

]

=
1

2
ρV BK

[

H∗
1 (K) BH∗

2 (K)

BA∗
1(K) B2A∗

2(K)

]
(4.33)

k0 =
1

2
ρV 2B

[

0 K2H∗
3 (K)

0 BK2A∗
3(K)

]

=
1

2
ρV 2BK2

[

0 H∗
3 (K)

0 BA∗
3(K)

]
(4.34)

Nullerne i første kolonne af k0 skyldes at lasterne er beskrevet uden et �ytningsledmed en ekstra tilhørende �utter-a�edede.Som tidligere antages det at bevægelsen er harmonisk med konstant amplitude og kanbeskrives ved:u(t) = u0 eiωt (4.35)hvor u0 =

[

ũ2

θ̃1

] (4.36)- 24 -



4.3 Flutter-a�edede
ũ2 og θ̃1 er de konstante reelle amplituder for hhv. translations- og rotationsbevægelserne.Ved indsættelse af formel (4.35) i formel (4.26) redu
eres bevægelsesligningerne til føl-gende determinant:

det
(

−ω2m+ iω
(
− 
0(ω, V )

)

+
(k− k0(ω, V )

)

)

= 0 (4.37)Formel (4.37) er magen til formel (4.25) bortset fra at til formel (4.37) anvendes system-matri
erne fra formel (4.29) til (4.31) samt formel (4.33) og (4.34) frem for matri
erneangivet tidligere.4.3 Flutter-a�ededeFor at kunne løse formel (4.25) kræves et funktionsudtryk for hver af de 6 �utter-a�edede.Disse funktionsudtryk �ndes numerisk ved hjælp af CFD-modellen, idet det antages atbroens bevægelser er harmoniske:
u2(t) = ũ2 eiωt

θ1(t) = θ̃1 eiωt
(4.38)hvor

ω er bevægelsens 
irkulære egenfrekvens
ũ2, θ̃1 er bevægelsens konstante reelle amplitudeIdet formel (4.38) indsættes i formel (4.6) og (4.7) og det antages at lasterne variererharmonisk med samme frekvens som bevægelsen og faseforskudt med φ, i forhold tilbevægelsen, �ndes følgende:
p2(x1, t) =

1

2
ρV 2B

(

KH∗
1 (K)

1

V

∂ ũ2 eiωt

∂t
+ KH∗

2 (K)B
1

V

∂ θ̃1 eiωt

∂t

+ K2H∗
3 (K)θ̃1 eiωt

)

=
1

2
ρV 2B

(

KH∗
1 (K)

ũ2iω

V
+ KH∗

2 (K)B
θ̃1iω

V
+ K2H∗

3 (K)θ̃1

)

eiωt

=
1

2
ρV 2BK2

(

iH∗
1 (K)

ũ2

B
+ iH∗

2 (K)θ̃1 + H∗
3 (K)θ̃1

)

eiωt

=
1

2
ρV 2BcL

(4.39)
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4 Dynamiske ligninger for 2 frihedsgrader
ml(x1, t) =

1

2
ρV 2B2

(

KA∗
1(K)

1

V

∂ ũ2 eiωt

∂t
+ KA∗

2(K)B
1

V

∂ θ̃1 eiωt

∂t

+ K2A∗
3(K)θ̃1 eiωt

)

=
1

2
ρV 2B2cM

(4.40)
hvor

cL =K2

(

iH∗
1 (K)

ũ2

B
+ θ̃1

(

iH∗
2 (K) + H∗

3 (K)

)

)

eiωt

cM =K2

(

iA∗
1(K)

ũ2

B
+ θ̃1

(

iA∗
2(K) + A∗

3(K)

)

)

eiωt

(4.41)
Idet det tidligere er antaget at kræfterne varierer harmonisk med konstant amplitudevil Liftkoe�
ienten, cL, og momentkoe�
ienten, cM , ligeledes variere harmonisk medkonstant amplitude. cL og cM kan derfor i lighed med tidligere beskrives af følgendeudtryk, idet faseforskydningen, φ, i forhold til bevægelsen, indføres:

cL = c̃L ei(ωt−φL)

cM = c̃M ei(ωt−φM )
(4.42)hvor

c̃L, c̃M er koe�
ienternes konstante amplituderVed indsættelse af formel (4.42) i (4.41) �ndes følgende udtryk for de 6 �utter-a�edede:
H∗

1 = Im

(

c̃LB e−iφL

K2ũ2

)

, H∗
2 = Im

(

c̃L e−iφL

K2θ̃1

)

, H∗
3 = Re

(

c̃L e−iφL

K2θ̃1

)

A∗
1 = Im

(

c̃MB e−iφM

K2ũ2

)

, A∗
2 = Im

(

c̃M e−iφM

K2θ̃1

)

, A∗
3 = Re

(

c̃M e−iφM

K2θ̃1

) (4.43)
De første 2 udtryk, H∗

1 og A∗
1, beregnes ud fra en simulering med lodret translationaf tværsnittet, mens de resterende 4 udtryk beregnes vha. en simulering med rotation aftværsnittet.
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5Modelopbygning - Grundmodel
Det følgende kapitel omhandler beskrivelsen af CFD-modellen, som anvendes til de nu-meriske simuleringer af vindfeltet omkring broen. Kapitlet beskriver de nødvendige inputtil netgenereringsprogrammet samt simuleringsprogrammet. Yderligere præsenteres geo-metrien for den plane virtuelle vindtunnel. Det anvendte brotværsnit er vist på �gur4.2. Dette tværsnit anvendes til alle simuleringer i hele dette projekt. Grundmodellener bygget op med et beregningsdomæne af størrelsen 9B × 6B hvor tværsnittets 
enterer pla
eret 3B fra hhv. Inlet RB, top og bund af domænet samt 6B fra Outlet RB.Randbetingelserne er nærmere beskrevet i afsnit 5.2.1. Det aktuelle domæne er vist på�gur 5.1.
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RB: Outlet
RB: Bund

RB: SymPRB: Bro

Figur 5.1: Grundmodellens beregningsdomæne- 27 -



5 Modelopbygning - GrundmodelDet er valgt at anvende et "skævt" domæne efter indspiration fra [Frandsen, 2004℄.Dermed er der mulighed for at se broens e�ekt på strømningen længere nedstrøms fradenne.Geometrien til modellen er bygget op med programmet Designmodeller, som er et stan-dard program under ANSYS Workben
h. Med indstillingerne beskrevet i dette kapitelkan resultaterne fra de beskrevne simuleringer genskabes. Filen som er anvendt til atde�nere modellens geometri, �ndes på den vedlagte DVD under:[DVD\CFD\01 Geometri\SB_1m_3B_6B.agdb℄.5.1 NetGenereringen af net foregår ligeledes med et ANSYSWorkben
h standard program kaldetMeshing. Som net-type vælges "CFX-Mesh" hvormed er underprogram, med træstruk-turen som er vist på �gur 5.2, åbnes.

Figur 5.2: Grundmodellens beregningsdomæneIndstillingerne for nettet tastes ind under punktet "Mesh". I de følgende tabeller er deenkelte indstillinger listet en af gangen. Både standard og ikke standard indstillinger erlistet så der senere kan henvises til disse tabeller når der foretages yderligere ændringer.I tabel 5.4 er indstillingerne for de første underpunkt, "Spa
ing", listet:
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5.1 NetTabel 5.1: Indstillinger for "Spa
ing"Punkt Indstilling VærdiDefault Body Spa
ing Maximum Spa
ing [m℄ 15Default Fa
e Spa
ing Option Angular ResolutionAngular Resolution [Degree℄ 10Minimum Edge Length [m℄ 0,01Maximum Edge Length [m℄ 15Edge Spa
ing 1 Option ConstantConstant Edge Length [m℄ 0,2Radius of In�uen
e [m℄ 0Expantion Fa
tor 1,2Lo
ation 7 Edges∗
∗ De "7 Edges" er de 7 steder hvor brotværsnittet skærer et af symmetriplanerneDe indtastede værdier for "Default Body Spa
ing" og "Default Fa
e Spa
ing" angiverstandard værdier som programmet bruger til at de�nere nettet ud fra. "Edge Spa
ing 1"de�nerer nogle spe
ielle forhold omkring brotværsnittet.Tabel 5.2 viser indstillingerne for underpunktet "In�ation", som ligeledes de�nerer noglespe
ielle forhold omkring brotværsnittet. Begrebet "In�ation" dækker over et regulærtnet af elementer med rektangulære ende�ader og som gradvist bliver højere.Tabel 5.2: Indstillinger for "In�ation"Punkt Indstilling VærdiIn�ation Number of In�ation layers 15Expansion Fa
tor 1,2Number of Spreading Iterations 0Minimum Internal Angle [Degree℄ 2,5Maximum Internal Angle [Degree℄ 10In�ation Option Option First Layer Thi
knessDe�ne First Layer By First Prism HeightFirst Prism Height [m℄ 0,01Extended Layer Growth YesLayer By Layer Smoothing NoIn�ated Boundary 1 Lo
ation 1 Composite Region∗
∗ Skal være tilføjet de 7 �ader som udgør brotværsnittet- 29 -



5 Modelopbygning - GrundmodelSom det fremgår af tabel 5.2 er det første lag af elementer sat til at være 10mm tykt.Da værdien for "Expansion fa
tor" er sat til 1, 2, er det næste lag af elementer 
a.
1, 2 · 10mm tykt. Med "Extended Layer Growth" slået til sikres det at alle de ønskedelag kan genereres ved at den maksimale højde af elementerne låses til at være lig breddenaf elementerne. Dermed vil de yderste lag evt. blive dannet af elementer med kvadratersom ende�ader.Tabel 5.3 refererer til de generelle indstillinger som de�neres under "Options".Tabel 5.3: Indstillinger for "Options"Punkt Indstilling VærdiOptions Global Mesh S
aling 1Surfa
e Meshing Option DelaunayMeshing Strategy Option Extruded 2D Mesh2D Extrusion Option Option Full2D Extrusion Option Number of Layers 1Fra tabel 5.3 er den væsentligste indstilling at "Meshing Strategy" er sat til "Extruded2D Mesh" hvilket bevirker at nettet genereres på symmetri�aderne og derefter extrud-eres til et 2D Mesh af et elements tykkelse. "2D Extrusion Option" er sat til "Full"og "Number of Layers" er sat til 1 lag, hvilket bevirker at den extruderede tykkelse afnettet bliver lig dybden af geometrien som er de�neret vha. Design modeller. Dvs. i dettetilfælde bliver nettet 1m tykt.Med disse indstillinger er der genereret et groft net med 8.694 elementer. Nettet ervist på �gur 5.3.

(a) Net af prismatiske elementer omkringbrotværsnittet (b) In�ation layer omkring brotværsnittetFigur 5.3: Grundmodellens beregningsnet bestående af 8.694 elementerPå den vedlagte DVD �ndes net�len som er anvendt til grundmodellen under:[DVD\CFD\02 Mesh\GM.gtm℄. I samme bibliotek �ndes �len "GM.
mdb" som er �len- 30 -



5.2 Simuleringmed indstillingerne til programmet "CFX-Mesh" hvormed "GM.gtm" kan genereres.5.2 SimuleringSimlueringerne de�neres vha. ANSYS CFX, som er et selvstændigt program til løsning afstrømningsligningerne. CFX består af 3 dele: CFX-Pre, CFX-Solver og CFX-Post. CFX-Solver og CFX-Post er hhv. selve beregningsprogrammet samt en del til efterbehandlingaf de opnåede resultater. CFX-Pre anvedes til at de�nere alle indgangsparametre tilsimuleringen og CFX-Solver.Til styring af forskellige bruger-input i simuleringerne er det såkaldte CFX ExpressionLanguage (CEL) udviklet. Det giver mulighed for at de�nere ekstra udtryk, variable ogfunktioner, som f.eks. kan styre bevægelsen af brotværsnittet.Der �ndes to forskellige typer af simuleringer: Stationære og tidsafhængige simuleringer.De mest interessante simuleringer i sammenhæng med dette projekt er de tidsafhængige,da de styrende ligninger for broens bevægelser er dynamiske. De stationære simuleringeranvendes som begyndelsesbetingelser for de tidsafhængige simuleringer. Dermed opnåesbedre startgæt på begyndelsesbetingelserne hvilket kan forbedre konvergensen og øge ro-bustheden af simuleringen [ANSYS In
., 2006a, p. 14℄. Begyndelsesbetingelerne beskrivesnærmere, senere i dette afsnit.I dette kapitel er der omtalt 2 typer af tidsafhængige simuleringer som indeholder entvungen bevægelse af tværsnittet. De to typer af simuleringer benævnes i det efter føl-gende efter den tvungne bevægelse af tværsnittet, som er: Lodret translation eller rota-tion. De tvungne bevægelser for de to typer af simuleringer er vist på �gur 5.4.
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5 Modelopbygning - GrundmodelPSfrag repla
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) De tvungne bevægelser beskrevet ved en sinus-kurveFigur 5.4: Illustration af de tvungne bevægelser af tværsnittet med forskellig skalering aftranslationen og rotationenSom illustreret på �gur 5.4 er de tvungne bevægelser beskrevet ved en sinuskurve på for-men a = ã sin(ωt). Bevægelsernes amplituder er omtalt senere i dette afsnit. Frekvensen,

ω, og dermed også periodetiden, Tperiod, varierer for de forskellige simuleringer. Simu-leringerne med bevægeligt brotværsnit bruges til at beregne �utter-a�edede, ved forskel-lige frekvenser, efter formlerne beskrevet i afsnit 4.3. Simulerings-�lerne til grundmodel-len �ndes på [DVD\CFD\2DOF\Grundmodel\SIM\*.
fx℄.Indstillingerne for de forskellige typer af simuleringer vil nu blive præsenteret i denrækkefølge, som de opstæder i træstrukturen i CFX-Pre. I det følgende er det kun deindstillinger, som afviger fra standardindstillingerne der er præsenteret. Det første punkter "Simulation Type", som har forskellige indstillinger for stationære og tidsafhængigesimuleringer. For de stationære simuleringer anvendes standardindstillingerne, mens derfor tidsafhængige simuleringer anvendes indstillingerne listet i tabel 5.1.
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5.2 SimuleringTabel 5.4: Indstillinger for "Simulation Type" ved tidsafhængige simuleringerFaneblad Indstilling VærdiBasi
 Settings Simulation type > Option TransientSimulation type > Time duration > Option Total timeSimulation type > Time duration > Totaltime tmaxSimulation type > Time steps > Option TimestepSimulation type > Time steps > Timestep dtSimulation type > Initial Time > Option Automati
 with ValueSimulation type > Initial Time > Time 0 [s]Værdierne for tmax og dt er importeres via. CEL og for grundmodellen er de:
tmax = 8 Tperiod

dt =
∆t∗B

V
= 0, 03 s (5.1)hvor

Tperiod er periodetiden for de tvungne harmoniske svingninger,
Tperiod = 15, 20, 25 s

∆t∗ er et dimensionsløst tidsstep, ∆t∗ = 0, 01
B er brotværsnittets bredde, jf. �gur 4.2a er B = 31m
V er hastigheden i det uforstyrrede vindfelt, V = 10 msDet dimensionsløse tidsstep sikrer at en luftpartikels passage af brotværsnittet sker over

(∆t∗)−1 = 100 tidsstep. Dermed sikres det at luftpartiklen "opdager" brotværsnittetinden den er passeret.Det andet punkt i træstrukturen er "Default Domain" hvor indstillinger for strømn-ingsdomænet skal de�neres. Indstillingerne for strømningsdomænet er listet i tabel 5.2:
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5 Modelopbygning - GrundmodelTabel 5.5: Indstillinger for "Default Domain" for både stationære og tidsafhængige simu-leringerFaneblad Indstilling VærdiGenerel Option Basi
 Setting > Domain Type Fluid DomainBasi
 Setting > Fluids List Air at 25 CDomain Models > Pressure > Referen
ePressure 1 [atm]Domain Models > Mesh Deformation >Option Regions of MotionSpe
i�ed∗Domain Models > Mesh Deformation > MeshMotion Model > Option Displa
ementDi�usion∗∗Domain Models > Mesh Deformation > MeshMotion Model > Mesh Sti�ness > Option Value∗∗Domain Models > Mesh Deformation > MeshMotion Model > Mesh Sti�ness > MeshSti�ness 1m3s
Wall Distance

∗∗

Fluid Models Heat Transfer > Option IsothermalHeat Transfer > Fluid Temperature 25 [C℄Turbulen
e > Option Shear Stress Trans-portTurbulen
e > Transitional Turbulen
e >Option Fully TurbulentAdditional Variables Details > Lift Sele
ted∗∗†Additional Variables Details > Lift > Option Algebrai
 Equation∗∗†Additional Variables Details > Lift > Value p2
∗∗†Additional Variables Details > Lodret�ytning Sele
ted∗∗†Additional Variables Details > Lodret�ytning > Option Algebrai
 Equation∗∗†Additional Variables Details > Lodret�ytning > Value u2
∗∗†

∗ For stationære simuleringer samt simuleringer med fastholdt tværsnit vælgesstandardindstillingen: None
∗∗ Skal ikke de�neres for stationære simuleringer
† Indstillingen gælder kun for tværsnit udsat for lodret translation. For andre bevægelserse tabel 5.6 - 34 -



5.2 SimuleringVariablerne "Lift" og "Lodret �ytning" er de�neret vha. CEL. Ved at tildele dem værdierfra en algebraisk ligning inkluderes disse variabler i resultat�lerne og kan dermed ek-sporteres. Variablerne tildeles udtrykkene p2 og u2 der ligeledes er de�neret vha. CELtil:
p2 =

1

d

n
∑

i=1

Fy

u2 = ũ2 sin (ωt) for 0 < t < tmax

(5.2)hvor
d er dybden af den virtuelle vindtunnel i x1-retningen, [m]
Fy er x2 komposanten af den aeroelastiske kraft på brotværsnittet i de enkelteelementer, [N]
n er antallet af elementer langs brotværsnittet, [−]
ũ2 er amplituden for translationen, ũ2 = 0, 5m
ω er den 
irkulære frekvens, ω = 2π

Tperiod
, [rad]

t er tiden, [s]Indstillingerne fra tabel 5.2 gælder kun for lodret translation af tværsnittet. For simu-leringer med roterende bevægelse af tværsnittet skal punkterne markeret med "†" i tabel5.5 erstattes med indstillingerne de�neret i tabel 5.6:Tabel 5.6: Indstillinger for "Default Domain" for tidsafhængige simuleringer med rota-tion af tværsnittetFaneblad Indstilling VærdiFluid Models Additional Variables Details > Moment Sele
tedAdditional Variables Details > Moment >Option Algebrai
 EquationAdditional Variables Details > Moment >Value m1Additional Variables Details > Rotation Sele
tedAdditional Variables Details > Rotation >Option Algebrai
 EquationAdditional Variables Details > Rotation >Value θ1Udtrykkene for m1 og θ1 er vha. CEL de�neret til:
m1 =

1

d

n
∑

i=1

(Fzx2 − Fyx3)

θ1 = θ̃1 sin (ωt) for 0 < t < tmax

(5.3)- 35 -



5 Modelopbygning - Grundmodelhvor
x2, x3 er koordinaterne til brotværsnittet, [m]
Fz er x3 komposanten af den aeroelastiske kraft på de enkelte elementerlangs brotværsnittet, [N]

θ̃1 er amplituden for den roterende bevægelse, θ̃1 = 0, 07 rad5.2.1 RandbetingelserRandbetingelserne til modellen de�neres som underpunkter til "Default Domain". Tilmodellen er der de�neret 6 randbetingelser som er listet herunder:� Bro� Bund� Inlet� Outlet� SymP� TopAf de seks randbetingelser er "Bund" og "Top" ens. Indstillingerne for randbetingelsernefølger i de næste 5 tabeller.
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5.2 SimuleringTabel 5.7: Indstillinger for randbetingelsen "Bro"for både stationære og tidsafhængigesimuleringerFaneblad Indstilling VærdiBasi
 settings Boundary Type WallBoundary Details Wall In�uen
e On Flow > Option No SlipWall In�uen
e On Flow > Wall Velo
ity >Option CartesianComponentsWall In�uen
e On Flow > Wall Velo
ity >Wall U 0 [ms ]Wall In�uen
e On Flow > Wall Velo
ity >Wall V 0 [ms ]Wall In�uen
e On Flow > Wall Velo
ity >Wall W 0 [ms ]Mesh Motion > Option Spe
i�edDispla
ement∗Mesh Motion > X Component 0 [m]∗†Mesh Motion > Y Component u2
∗†Mesh Motion > Z Component 0 [m]∗†

∗ Skal ikke de�neres for stationære simuleringer samt simuleringer unden bevægelse aftværsnittet
† Indstillingen gælder kun for simuleringer med lodret translation af tværsnittetIndstillingerne i tabel 5.7 gælder ikke for simuleringer hvor tværsnittet udsættes foren rotation. For simuleringer med roterende tværsnit skal punkterne markeret med "†"erstattes med indstillingerne i tabel 5.8:Tabel 5.8: Indstillinger for randbetingelsen "Bro"ved tidsafhængige simuleringer med ro-tation af tværsnittetFaneblad Indstilling VærdiBoundary Details Mesh Motion > X Component 0 [m]Mesh Motion > Y Component x2,RotMesh Motion > Z Component x3,RotUdtrykkene x2,Rot og x3,Rot er de�neret vha. CEL til:

x2,Rot = x2 cos(θ1) − x3 sin(θ1) − x2

x3,Rot = x2 sin(θ1) + x3 cos(θ1) − x3
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5 Modelopbygning - Grundmodel
Randbetingelserne "Top" og "Bund" er de�neret på domænets øverste og nederste vand-rette �ade med følgende indstillinger:Tabel 5.9: Indstillinger for randbetingelserne "Top" og "Bund" gældende for alle typeraf simuleringerFaneblad Indstilling VærdiBasi
 settings Boundary Type WallBoundary Details Wall In�uen
e On Flow > Option Free SlipMesh Motion > Option Stationery∗

∗ Skal ikke de�neres for stationære simuleringer samt simuleringer unden bevægelse aftværsnittetFor inløb og udløb er indstillingerne for randbetingelserne de�neret i tabel 5.10 og tabel5.11:Tabel 5.10: Indstillinger for randbetingelsen "Inlet" gældende for alle typer af simu-leringerFaneblad Indstilling VærdiBasi
 settings Boundary Type InletBoundary Details Flow Regime > Option Subsoni
Mass And Momentum > Option Cart. Vel. ComponentsMass And Momentum > U 0 [ms ]Mass And Momentum > V 0 [ms ]Mass And Momentum > W −VTurbulen
e > Option k and OmegaTurbulen
e > Turb. Kineti
 Energy 0, 005 m2s2Turbulen
e > Turb. Eddy Frequen
y 500.000 s−1Mesh Motion > Option Stationary∗
∗ Skal ikke de�neres for stationære simuleringer samt simuleringer unden bevægelse aftværsnittet
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5.2 SimuleringTabel 5.11: Indstillinger for randbetingelsen "Outlet" gældende for alle typer af simu-leringerFaneblad Indstilling VærdiBasi
 settings Boundary Type OutletBoundary Details Flow Regime > Option Subsoni
Mass And Momentum > Option Average Stati
 PressureMass And Momentum > RelativePressure 0 [Pa]Pressure Averaging > Option Average Over Whole OutletMesh Motion > Option Stationary∗
∗ Skal ikke de�neres for stationære simuleringer samt simuleringer unden bevægelse aftværsnittetFor de to symmetriplaner er der ligeledes de�neret en randbetingelse kaldet "SymP".Tabel 5.12: Indstillinger for randbetingelsen for de to symmetriplaner "SymP" gældendefor alle typer af simuleringerFaneblad Indstilling VærdiBasi
 settings Boundary Type SymmetryBoundary Details Mesh Motion > Option Unspe
i�ed∗
∗ Skal ikke de�neres for stationære simuleringer samt simuleringer unden bevægelse aftværsnittet5.2.2 BegyndelsesbetingelserSom tidligere beskrevet anvendes løsningen fra en konvergeret stationær simulering sombegyndelsestilstand for de tidsafhængige simuleringer. Alternativt skal alle løste vari-abler have de�neret en begyndelsesværdi vha. indstillingen "Automati
 with Value" fortidsafhængige simuleringer [ANSYS In
., 2006b, p. 83℄. Dvs. der skal manuelt de�neresen værdi. Hvis der de�neres en værdi som ikke passer til den aktuelle simulering ved

t = 0, kan de første dele af resultaterne ikke bruges. Resultaterne kan først bruges, nåre�ekten af begyndelsesværdien er dæmpet væk. Hvis der de�neres en begyndelsesværdisom ikke passer til den aktuelle situation, er der risiko for at simuleringen bliver ustabil.For at undgå disse problemer kan der anvendes en konvergeret løsning fra en stationærsimulering som begyndelsesbetingelser [ANSYS In
., 2006b, p. 83℄. Konvergens for denstationære løsning opstå når alle værdier i beregningen har "normaliseret" sig og ind-�ydelsen af evt. forkert de�nerede begyndelsesbetingelser er dæmpet bort. For at enkonvergeret løsning fra en stationær simulering med su

es kan anvendes som begyndel-- 39 -



5 Modelopbygning - Grundmodelsesbetingelser til en tidsafhængig simulering skal følgende være overholdt [ANSYS In
.,2006b, pp. 94 - 95℄:1. Antallet af de�nerede randbetingelser i den nye simulering skal være det sammesom i resultat�len2. Navne og pla
eringer for randbetingelserne skal være ens3. Det anvendte beregningsnet skal være det samme4. Referen
etrykket skal være ens i begge modellerDer �ndes dog en undtagelse fra punkt 3, hvis nettet f.eks. er blevet for�net men domæn-erne ellers er ens. I dette tilfælde har CFX-Solver en mulighed for at interpolere begyn-delsesbetingelserne fra den stationære løsning over på det nye net til den tidsafhængigeløsning.For den stationære løsning er begyndelsesbetingelserne lidt mindre væsentlige da enkonvergeret løsning ikke skulle være påvirket af begyndelsesbetingelserne [ANSYS In
.,2006b, p. 83℄. Derimod kan der hurtigere opnås konvergens med fornuftige begyndelsesbe-tingelser. For de stationære simuleringer er der anvendt følgende begyndelsesbetingelser:
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5.2 SimuleringTabel 5.13: Begyndelsesbetingelser for de stationære simuleringerFaneblad Indstilling VærdiGlobal settings Initial Conditions > Velo
ity Type CartesianInitial Conditions > Cartesian Velo
ityComponents > Option Automait
 with ValueInitial Conditions > Cartesian Velo
ityComponents > U 0 [ms ]Initial Conditions > Cartesian Velo
ityComponents > V 0 [ms ]Initial Conditions > Cartesian Velo
ityComponents > W −VInitial Conditions > Stati
 Pressure > Option Automati
 with ValueInitial Conditions > Stati
 Pressure >Relative pressure 1 [Pa]Initial Conditions > Turbulen
e Kineti
Energy > Option Automati
 with ValueInitial Conditions > Turbulen
e Kineti
Energy > Turbulen
e Kineti
 Energy Sele
tedInitial Conditions > Turbulen
e Kineti
Energy > Turbulen
e Kineti
 Energy > Value 10−5 [m2s2 ]Initial Conditions > Turbulen
e EddyDissipation Sele
tedInitial Conditions > Turbulen
e EddyDissipation > Option Automati
 with ValueInitial Conditions > Turbulen
e EddyDissipation > Omega Sele
tedInitial Conditions > Turbulen
e Ed-dy Dissipation > Omega > Turb. EddyFrequen
y 107 [1s ]
5.2.3 LøsningsbetingelserTil styrig af CFX-Solver skal der de�neres forskellige løsningsbetingelser som bl.a. inklu-derer et konvergenskriterie. For de tidsafhængige simuleringer anvendes indstillingerne itabel 5.14:
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5 Modelopbygning - GrundmodelTabel 5.14: Indstillinger for "Solver Control" gældende for alle tidsafhængige simu-leringerFaneblad Indstilling VærdiBasi
 settings Adve
tion S
heme > Option High ResolutionTransient S
heme > Option Se
ond Order Ba
k-ward EulerTransient S
heme > Timestep Initialization >Option Automati
Convergen
e Control > Max. Coe�. Loops 5Convergen
e Control > Fluid Times
ale Con-trol > Times
ale Control Coe�
ient LoopsConvergen
e Criteria > Residual Type RMSConvergen
e Criteria > Residual Tangent 10−5For de stationære simuleringer anvendes indstillingerne i tabel 5.15:Tabel 5.15: Indstillinger for "Solver Control" gældende for stationære simuleringerFaneblad Indstilling VærdiBasi
 settings Adve
tion S
heme > Option High ResolutionConvergen
e Control > Max. Iterations 100Convergen
e Control > Fluid Times
ale Control >Times
ale Control Auto Times
aleConvergen
e Control > Fluid Times
ale Control >Length S
ale Option ConservativeConvergen
e Control > Fluid Times
ale Control >Times
ale Fa
tor 1, 0Convergen
e Criteria > Residual Type RMSConvergen
e Criteria > Residual Tangent 10−5For de tidsafhængige simuleringer er det yderligere nødvendigt at de�nere indstillingerfor "Output Control", som styrer hvilke output der skal være for hvert tidsstep.
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5.2 SimuleringTabel 5.16: Indstillinger for "Output Control" gældende for tidsafhængige simuleringerFaneblad Indstilling VærdiTrn Results Transient Results > Add New Item Transient Results 1Transient Results > Transient Results 1 >Option Sele
ted VariablesTransient Results > Transient Results 1 >File Compression DefaultTransient Results > Transient Results 1 >Output Variables List ∗Transient Results > Transient Results 1 >Output Frequen
y > Option Time IntervalTransient Results > Transient Results 1 >Output Frequen
y > Time Interval 10dt

∗ Density, Dynami
 Vis
osity, Eddy Vis
osity, Lift, Moment, Lodret �ytning∗∗, Pressure,Turbulen
e Eddy Dissipation, Turbulen
e Eddy Frequen
y, Turbulen
e Kineti
 Energy,Velo
ity, Vorti
ity X og Yplus
∗∗ Gælder kun for lodret translation af tværsnittet. For rotation af tværsnittet vælges:Rotation
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6Resultater - Grundmodel
Dette kapitel omhandler behandling af resultaterne fra simuleringerne med grundmodel-len som er beskrevet i Bilag 5. Der er lavet 3 typer af simuleringer med grundmodellen:En stationær og to tidsafhængige simuleringer med tvungne bevægelser af brotværsnit-tet, som er hhv. lodret translation og rotation. I det efterfølgende er nogle resultaternefra de 3 typer af simuleringer præsenteret. Yderligere vises resultatet af beregningen afde 6 �utter-a�edede, som er beskrevet i afsnit 4.3.Hver af de 3 typer af simuleringer er udført med de 3 værdier af Tperiod, som er beskreveti forbindelse med formel (5.1), Tperiod = 15, 20, 25 s. Det er nødvendig med �ere periode-tider for at kunne beregne �ere punkter på kurven for hver enkelt af de 6 �utter-a�edede.Derimod er resultaterne fra de enkelte simuleringer af samme type (Statinær, lodrettranslation eller rotation) næsten ens for de 3 periodetider og der vil generelt kun blivepræsenteret resultater for en af periodetiderne. I det følgende er der udelukkende præsen-teret resultater fra simuleringerne med Tperiod = 15 s. For de resterende 2 periodetider ertendenserne de samme som for de præsenterede resultater.6.1 Stationær simuleringSom beskrevet i afsnit 5.2.2 anvendes den stationære simulering som begyndelsesbetin-gelser for de tidsafhængige simuleringer. De stationære simuleringer er yderligere et godtværktøj til at kontrollere at alt er som det skal være, uden forstyrrelserne fra et brodæksom bevæger sig.Et af de væsentlige forhold som skal kontrolleres er den indkomne turbulens omkringbrotværsnittet. Turbulensen er væsentlig fordi den påvirker luftens egenskaber omkringbroen. I simuleringerne beskrives turbulens vha. den såkaldte Eddy Viskositet, µT , somadderes til luftens molekylære viskositet, µ. Hvis der en høj turbulensintensitet i denindkomne luftstrøm vil brodækket reagere, som om den omstrømmende �uid har en hø-jere viskositet end luft, hvilket f.eks. kunne være olie. Derfor kontrolleres det at µT er- 45 -



6 Resultater - Grundmodelvæsentlig mindre end µ opstrøms fra brotværsnittet. Figur 6.1 viser et konturplot afEddy Viskositeten fra 5 · 10−9 Pa s til 2 · 10−8 Pa s.

Figur 6.1: Eddy viskositet, µT , som konturplot fra 5 · 10−9 Pa s til 2 · 10−8 Pa sSom det fremgår af �gur 6.1, er der et stort område bag ved broen, i forhold til strøm-retningen, som falder udenfor det plottede interval. Det skykldes turbulens genereretat brotværsnittet, som er væsentlig højere end turbulensen i den indkomne vind. Foranbroen er der et svagt henfald af Eddy Viskositeten, som sikrer en lav værdi umiddelbartfør broen.Rent numerisk kontrolleres turbulensen i den indkomne vind ved at eksportere µT langsen ret linie fra Inlet RB til brotværsnittets forkant. Linien er markeret med sort på �gur6.1. På �gur 6.2 er µT plottet langs linien fra �gur 6.1 sammen med µ
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6.1 Stationær simuleringi den indkomne vind negligeres og dermed måles kun turbulens, som er genereret afbrotværsnittet.Bag broen stiger Eddy Viskositeten hurtigt, hvilket fremgår af konturplottet på �gur6.3a, som viser Eddy Viskositeten fra 2 · 10−8 Pa s til 0, 1Pa s. Det skal bemærkes at detmørkeblå område dækker over et relativt stort interval, 2 · 10−8 Pa s til 6, 667 · 10−3Pa s,hvilket indikerer at der, spe
ielt i nærheden af broen, �ndes høje gradienter i dette om-råde.

(a) Konturplot af Eddy Viskositeten fra
2 · 10−8 Pa s til 0, 1Pa s (b) Konturplot af den turbulente kinetiskeenergi for et udsnit af domænetFigur 6.3: Eddy viskositet og turbulent kinetisk energiYderligere bemærkes det, at lige bag broen �ndes et område, hvor Eddy Viskositetener højere end 0, 1Pa s som er den maksimale grænse for plottet. Sammenlignes detteområde med det røde område på �gur 6.3b, fremgår det at det er i dette område at denturbulente kinetiske energi er kon
entreret.Dernæst er det kontrolleret om vindens hastighed forløber som forventet gennem heledomænet. På �gur 6.4 er strømlinierne plottet med det formål at kontrollere strømnin-gens forløb.
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6 Resultater - Grundmodel

Figur 6.4: Strømlinier gennem hele domænetSom forventet er strømlinierne vandrette i toppen og bunden af domænet. Omkring broenkrummer strømlinierne lidt op eller ned hhv. over eller under broen. Dermed er det kon-stateret at der ikke er væsentlige forstyrrelser i middelvindhastigheden og dennes retning.Efterfølgende er det kontrolleret, om modellen udvikler et tilfredsstillende hastighed-spro�l i grænselaget omkring brodækket. Vindhastighederne til fremstilling af hastig-hedspro�let er udtaget langs en linie vinkelret på en af brodækkets over�ader, langt frahjørner eller andre uregelmæssigheder i pro�let.
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6.2 Tidsafhængige simuleringerer spe
i�
eres til 0 ms vha. Bro RB fra tabel 5.7.Derudover kan det konstateres at hastighedspro�let har den form som det var forventeti ud fra grænselagsteori, eksempelvis [Brorsen, 2005, kap. 4℄. Med de indstillinger for"In�ation Layer" som er de�neret i tabel 5.2 er dette ≃ 0, 7m tykt. Da hastigheds-pro�let på �gur 6.5 har næsten lodret tangent i en afstand af 0, 7m fra brotværsnitteter hastighedsgradienterne små og dermed betragtes tykkelsen af "In�ation Layer" somtilstrækkelig.Når beskrivelsen af hastighederne tæt på brodækket er gode antages det at beskriv-elsen af lasterne på broen også er gode. Når lasterne er godt beskrevne kan der beregnespræ
ise parametre på baggrund af simuleringen.6.2 Tidsafhængige simuleringerSom tidligere beskrevet er der udført to forskellige typer af tidsafhængige simuleringermed grundmodellen: Lodret translation og rotation. Tværsnittet tvingens til at udførebevægelserne og hvilket medfører at strømningen omkring tværsnittet ændres og dermedogså lasterne på tværsnittet. Kræfterne på brosektionen fremkommer ved at integreretrykket omkring brosektionen over arealet. På �gur 6.6 er trykket omkring brosektionenvist for simuleringen med lodret translation til t = 0 s.

Figur 6.6: Trykfordeling i domænet for simuleringen med lodret translation til t = 0 sSom forventet opstår der områder med forøget tryk umiddelbart foran og bag vedbrotværsnittet. Foran broen, hvor trykforøgelsen er størst, skyldes det at vinden brem-ses når den skal forsøge at komme udenom broen. Bag broen opstår der en forøgelseaf trykket når strømningerne fra over- og undersiden af broen støder sammen. Figur6.6 viser yderligere at der opstår områder med undertryk omkring tværsnittets hjørnersamt at trykket over pro�let er mindre end trykket under pro�let. Dermed forventes detat den totale lift-kraft på tværsnittet er positiv for t = 0 s. Da trykfordelingen ikke ersymmetrisk omkring x2-aksen forventes yderligere at m1 6= 0.- 49 -



6 Resultater - GrundmodelNår tværsnittet bevæges i strømningen ændres trykfordelingen og der genereres turbulensi form af store eller små hvirvler i strømningen. Hvirvlerne beskrives ved parameterenvorti
ity, w, som er givet ved:
w =

∣

∣

∣

∣

∂V3

∂x2
−

∂V2

∂x3

∣

∣

∣

∣

(6.1)hvor
V2, V3 er vindhastighedens komponenter i hhv. x2- og x3-retningenFigur 6.7 viser et kontorplot af w i strømningen for simuleringen med lodret translationtil 4 forskellige tider.

(a) Vorti
ity i strømningen til t = 7, 5 s (b) Vorti
ity i strømningen til t = 11, 4 s

(
) Vorti
ity i strømningen til t = 15 s (d) Vorti
ity i strømningen til t = 18, 6 sFigur 6.7: De turbulensgenererede hvirvler i strømningen beskrevet ved vorti
ity, w, forsimulering med lodret translationTil t = 7, 5 s er bevægelsen af tværsnittet halvvejs gennem første periode og har dermednået nulpunktet for �ytningen. Herfra fremgår det af �gur 6.7 at hvirvlerne begyn-der at vandre væk fra broen i strømningens retning samt at intensiteten langsomtmindskes. Hvirvlen dannes ved maksimal negativ �ytning, svarende til t = 11, 4 s,og vandrer bagud mens broen bevæges opad igen. Da der ikke opstår en tilsvarendehvirvel ved maksimal positiv �ytning, er der ikke tale om rytmisk hvirvela�øsning. På- 50 -



6.2 Tidsafhængige simuleringer[DVD\Video\Grundmodel\℄ �ndes videoklip med trykfordeling og vorti
ity for simu-leringerne med lodret translation og rotation. Af disse videoklip fremgår det tydeligt atder ikke er tale om rytmisk hvirvela�øsning.For simuleringen med lodret translation af brotværsnittet er følgende signaler plottet på�gur 6.8: Den beregnede tvungne translationsbevægelse, u2 = ũ2 sin(ωt), den simuleredelift-kraft, p2, og det simulerede moment, m1. Den 
irkulære frekvens ω er givet ved:
ω = 2π
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Figur 6.8: Lodret translation, u2, lift-kraft, p2, og momentet, m1Som det fremgår af �gur 6.8 er p2- og m1-signalerne uregelmæssige i starten af simulerin-gen. For at undgå at disse uregelmæssigheder fører til fejl i de videre beregninger, er alleregistreringer indenfor den første periodetid udeladt i den videre behandling af resul-taterne. Det bemærkes at lift-kraften, p2, ser ud til at svinge sammen med bevægelsen aftværsnittet, u2, blot med lille faseforskydning. Derudover svinger momentet, m1, modsat
p2 og dermed også u2.Da �gur 6.8 viser, at både p2 og m1 varierer harmonisk med konstant amplitude, erantagelserne beskrevet i forbindelse med afsnit 4.3 gyldige. Ud fra p2- og m1-signalerneer lift- og moment-koe�
ienten bestemt vha. formel (4.39). Lift- og moment-koe�
ientener plottet på �gur 6.9.
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6 Resultater - Grundmodel
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B = 31m, jf. �gur 4.2, V = 10 ms , jf. kommentarer til formel (5.1) og ω = 2π

Tperiod
.Således resterer der kun 2 parametre fra formel (6.3) som ikke er de�neret: faseforskyd-ningerne, φL og φM . Faseforskydningerne bestemmes ved �tning af en kurve på sammeform som bevægelsen er de�neret ud fra. Dermed er formen på den �ttede kurve:

c = ±c̃ sin(ωt− φ). Som det også fremgår af �gur 6.10 svinger cL og cM næsten modfasemens cL svinger tilsvarende bevægelsen. Således �ttes signalet for cL til en kurve påformen cL = c̃L sin(ωt − φL), mens signalet fra cM (som er i modfase) �ttes til en kurvepå formen cM = −c̃M sin(ωt − φM). De �ttede kurver er vist på �gur 6.10 sammen medsignalerne fra cL og cM , som er fratrukket deres respektive middelværdier.
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6.2 Tidsafhængige simuleringerPSfrag repla
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φM =1, 63 rad (6.2)Ud fra resultaterne af simuleringerne med lodret translation er de første 2 �utter-a�ededefra formel (4.43) beregnet. Det er H∗

1 og A∗
1 som er givet ved:

H∗
1 = Im

(

c̃LB e−iφL

K2ũ2

)

A∗
1 = Im

(

c̃MB e−iφM

K2ũ2

) (6.3)
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6 Resultater - GrundmodelFor simuleringen med rotation af tværsnittet er signalerne for rotationen, θ1, lift-kraften,
p2, og momentet, m1, plottet på �gur 6.11.PSfrag repla
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Figur 6.11: Rotation, θ1, lift-kraft, p2, og moment, m1Af �gur 6.11 fremgår det at lift-kraften, p2, næsten svinger i modfase med bevægelse mensmomentet, m1, næsten svinger i fase med bevægelsen. Det er således lift-koe�
ienten, cL,som skal �ttes til en kurve på formen cL = −c̃L sin(ωt−φL) mens moment-koe�
ienten,
cM , �ttes til en kurve på formen cM = c̃M sin(ωt − φM). Ellers er fremgangsmåden idatabehandligen den samme som beskrevet for simuleringen med lodret translation. Deresterende 4 udtryk fra formel (4.43) anvendes til at beregne H∗

2 , H∗
3 , A∗

2 og A∗
3:

H∗
2 = Im

(

c̃L e−iφL

K2θ̃1

)

, H∗
3 = Re

(

c̃L e−iφL

K2θ̃1

)

A∗
2 = Im

(

c̃M e−iφM

K2θ̃1

)

, A∗
3 = Re

(

c̃M e−iφM

K2θ̃1

) (6.4)
Værdierne til formel (6.4) �ndes på tilsvarende vis som værdierne til formel (6.3).- 54 -



6.3 Flutter-a�edede6.3 Flutter-a�ededeDe �utter-a�edede som er beregnet vha. formel (6.3) og (6.4), er sammenlignet med deaktuelle �utter-a�edede fra projekteringen af Storebæltsbroen. De oprindelige �utter-a�edede fra projekteringen af Storebæltsbroen er beregnet på baggrund af vindtun-nelforsøg udført hos Danish Maritime Institute (DMI). Vindtunnelforsøgene er udførtpå en 1:100-model og udleveret som bilag til [Thorbek, 1997℄. De oprindelige �utter-a�edede fra Storebæltsbroen er i det efterfølgende omtalt som DMI's resultater.
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Figur 6.12: DMI's �utter-a�edede, (∇) samt et 3. grads polynomie�t til data fra DMI(� �) [Thorbek, 1997℄På �gur 6.12 er der ligeledes plottet et 3. grads polynomium�t til DMI's data. Koe�-
ienterne til polynomiet er ligeledes udleveret som bilag til [Thorbek, 1997℄.På �gur 6.13 er de beregnede �utter-a�edede fra formel (6.3) og (6.4) plottet. På samme�gur er resultater fra vindtunnelforsøg udført af DMI plottet in
l. det tilhørende �ttedepolynomium. Figur 6.13 viser ligeledes polynomie�t til de nye CFD data, som er udførtvha. mindste kvadraters metode.
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6 Resultater - Grundmodel
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Figur 6.13: Flutter-a�edede for grundmodellen. (2) CFD-resultater fra dette projekt, (�)2. grad polynomie�t til CFD-resultater fra dette projekt, (•) Vindtunneldatafra DMI, (� �) 3. grads polynomie�t til data fra DMISom det fremgår af �gur 6.13, er der forskel på hvor godt de beregnede �utter-a�ededeligger i forhold til DMI's resultater. De �este punkter fra CFD-simuleringerne ligger tætpå resultaterne fra vindtunnelen. For A∗
1, A∗

3 og spe
ielt A∗
2 stiger afvigelsen fra DMI'sresultater med øgede værdier af Vr. De �ttede kurver afviger mere, men det skyldes detfå antal punkter kurverne er �ttet efter.Som et mål for nøjagtigheden af de opnåede resultater er punkterne, som er bereg-net vha. CFD, �ttet til kurverne fra DMI's resultater vha. mindste kvadraters metode.I tabel 6.1 er den samlede fejl for hver af de 6 �utter-a�edede samt deres sum listet.
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6.3 Flutter-a�ededeTabel 6.1: Fejlen fra simuleringerne med grundmodellen (GM) i forhold til DMI's dataGM (2)
H∗

1 0,43
H∗

2 0,05
H∗

3 0,22
A∗

1 0,14
A∗

2 0,13
A∗

3 0,23Total 1,20Som det fremgår af tabel 6.1 stammer det væsentligste bidrag til den totale fejl fra H∗
1 .Det skyldes at intervallet på aksen er højere end eksempelvis aksen for A∗

2 som umiddel-bart har den største afvigelse. Forskellen på aksen betyder f.eks., at fejlen for punktetsvarende til Vr = 8, 06 er af samme størrelsesorden for A∗
1 end for A∗

2. Derfor beregnesfejlen for H∗
1 større, selvom punkterne umiddelbart ligger tættere på DMI's resultter endpunkterne for A∗

2. Den totale fejl giver således et mål for forskellen mellem de beregnedepunkter, men samtidig skal det kontrolleres, om tendenserne i de �ttede kurver er desamme.En eksporteret light udgave af resultat�lerne samt programmet der er anvendt til databehan-dling �ndes på: [DVD\CFD\2DOF\Grundmodel\RES\℄. Her �ndes ligeledes alle degrafer som er fremstillet under databehandlingen.
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7Parametervariation
Dette kapitel behandler resultaterne af forskellige ændringer i de inputparametre, somer de�enret i kapitel 5. Ændringerne sker i forhold til indstillingerne de�neret i afsnit 5.1for at optimere beregningsnettet. De parametre som varieres er listet herunder:1. Tæthed af beregningsnet(a) In�ation Layers omkring broen(b) For�net net omkring broen(
) For�net net nedstrøms fra broen(d) Generel for�ning af hele nettet2. Domænets størrelseGenerelt udføres parametervariationen således at for hvert nyt punkt i ovenståendeliste de�neres 2 nye CFD-modeller som sammen med grundmodellen giver i alt 3 resul-tater at sammenligne. For hver model køres der simuleringer med 3 forskellige 
irkulærefrekvenser svarende til de 3 som blev anvendt til grundmodellen der er beskrevet i kapitel5.7.1 In�ations LayersDen første input parameter som kontrolleres er, jf. punkt 1.a i ovenstående liste, detsåkaldte In�ation Layer omkring broen. Da hastighedspro�let fra grundmodellen, �gur6.5, har en relativt høj værdi som første punkt over over�aden på broen er det valgt atde�nere to modeller med en �nere inddeling af In�ation Layer. Det kan således vurderesom elementstørrelsen fra grundmodellen er tilstrækkelig eller om den skal gøres mindre.De to modeller omtales i det følgende som "Inf1" og "Inf2". De præsenterede resultateri dette afsnit er, ligesom i kapitel 6, fra simuleringen med Tperiod = 15 s.- 59 -



7 Parametervariation7.1.1 Modelopbygning - Inf1 og Inf2Ændringerne i forhold til grundmodellen hører alle under punktet "In�ation", som erde�neret i tabel 5.2. Da der er tale om ændringer af nettet, de�neres de nye indstillingeri programmet "CFX-Mesh". De nye indstillinger er listet i tabel 7.1 og 7.2 for hhv. Inf1og Inf2. Tabellerne viser kun de punkter, som skal ændre i forhold til grundmodellen.Tabel 7.1: Nye indstillinger for "In�ation" for Inf1Punkt Indstilling VærdiIn�ation Number of In�ation layers 20In�ation Option First Prism Height [m℄ 0,005Tabel 7.2: Nye indstillinger for "In�ation" for Inf2Punkt Indstilling VærdiIn�ation Number of In�ation layers 30In�ation Option First Prism Height [m℄ 0,001I forhold til grundmodellen er tykkelsen for det første lag ændret fra 10mm til 5mm og
1mm for hhv. Inf1 og Inf2. For at bevare en samlet tykkelse af In�ation layer på ∼ 1mer antallet af lag øget fra 15 til 20 og 30 for de to nye modeller. Dermed øges antallet afelementer fra 8.694 til 10.052 og 12.708. Alle resterende indstillinger er de samme somder er de�neret for grundmodellen i kapitel 5.7.1.2 Resultater - Inf1 og Inf2For de stationære simuleringer består kontrollen af resultaterne hovedsageligt i at kon-trollere, om løsningen er konvergeret tilfredsstillende, samt om Eddy viskositeten er hen-faldet til en værdi, som er væsentlig lavere en den molekylære viskositet. Begge disseforhold er overholdt for de stationære simuleringer og føres dermed videre over i de tids-afhængige simuleringer.Den væsentligste forskel mellem grundmodellen og Inf1 samt Inf2 er at antallet af megettynde lag tæt ved brotværsnittet er forøget væsentligt, hvilket giver en bedre beskrivelseaf hastighedspro�let tæt ved tværsnittet.

- 60 -



7.1 In�ations Layers
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Figur 7.1: Hastighedspro�ler fra grundmodellen, Inf1 og Inf2På �gur 7.1 er hastighedspro�lerne fra grundmodellen, Inf1 og Inf2 plottet. E�ekten af atminimere tykkelsen af det første In�ation layer betyder umiddelbart at det første punktpå hastighedspro�lerne kommer tættere på 0 ms uden helt at blive det. Umiddelbart seralle 3 kurver dog ud til at kunne fortsætte mod 0 ms hvis der blev foretaget en yderligerefor�ning af nettet i dette område. I den anden ende af kurverne er der til gengæld forskelpå den maksimale hastighed som de 3 modeller beregner. Grundmodellen beregner enmaksimal hastighed på 10, 62 ms mens Inf1 og Inf2 beregner den maksimale hastighed tilhhv. 10, 71 ms og 10, 88 ms indenfor det betragte område.CFD-modellens væsentligste formål er, i dette projekt, at supplere data til beregningenaf �utter-a�edede for den betragtede bro. Til denne beregning anvendes signalerne fralift-kraften og momentet til beregning af cL og cM . Det væsentligste for simuleringerneer således at kunne beregne pæne harmonisk svingende kraftsignaler svarende til denharmoniske bevægelse som tværsnittet udsættes for. For Inf1 og Inf2 er kraftsignalernegenerelt pæne med et par enkelte undtagelser. Det drejer sig om lift-kraften for simu-leringerne med roterende tværsnit ved periodetiderne 15 s og 20 s for Inf1. Et eksempelpå de omtalte signaler er vist på �gur 7.2.
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Figur 7.3: Flutter-a�edede fra grundmodellen (2), Inf1 (◦) og Inf2 (△) plottet sammenmed data fra DMI (•) og en kurve �ttet til DMI's data (� �)Af �gur 7.3 fremgår det at de �utter-a�edede beregnet på baggrund af Inf1 og Inf2 er stortset identiske med resultaterne fra grundmodellen for H∗
1 , A∗

1 og A∗
3 som i forvejen liggerret tæt på DMI's resultater. For H∗

3 og A∗
2 ligger punkterne fra spe
ielt Inf1 lidt bedreend dem fra grundmodellen. For H∗

2 er der ikke noget generelt billede af resultaterne. Forat kunne vurdere det samlede billede er der foretaget en omvendt �tning af punkterne(2), (◦) og (△) til kurven (� �) vha. mindste kvadraters metode. Dermed er fejlen frade 3 simuleringer i forhold til DMI's data beregnet. Resultatet er vist i tabel 7.3.
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7 ParametervariationTabel 7.3: Fejlen fra simuleringerne med grundmodellen (GM), Inf1 og Inf2 i forhold tilDMI's data GM (2) Inf1 (◦) Inf2 (△)
H∗

1 0,43 0,30 0,12
H∗

2 0,05 0,06 0,07
H∗

3 0,22 0,50 0,34
A∗

1 0,14 0,12 0,07
A∗

2 0,13 0,06 0,09
A∗

3 0,22 0,32 0,14Total 1,20 1,36 0,83Af tabel 7.3 fremgår det at den totale fejl for Inf2 er den mindste, mens Inf1 giver denstørste fejl. Det fremgår også at det hovedsageligt er for H∗
3 , at Inf1 taber terræn i forholdtil de andre modeller. Inf1 har yderligere den største fejl på A∗

3. Inf2 har en væsentliglavere fejl for H∗
1 og A∗

3 i forhold til Inf1. For de resterende �utter-a�edede er fejlen forInf2 af samme størrelsesorden som Inf1.Der er altså ikke noget generelt billede, men det er væsentligt at bemærke, at for Inf2er tendensen for de tre punkter for H∗
2 en kurve som krummer den forkerte vej i forholdtil DMI's resultater. Grundmodellen og Inf1 får kurver med krumning den samme vejog derfor er der større sandsynlighed, for at disse modeller giver bedre resultater for H∗

2ved udførelse af �ere simuleringer med forskellige værdier af Vr.De�nitions�lerne til simuleringerne samt en eksporteret light-udgave af resultat�lerne�ndes på [DVD\CFD\2DOF\Mesh Inf\℄. Her �ndes yderligere programmet, som er an-vendt til databehandlingen samt de grafer som er genereret under databehandlingen.7.2 For�net net omkring broenDet næste punkt på listen over parametre som varieres, er jf. punkt 1.b for�ning afnettet omkring brotværsnittet. Det er altså de prismatiske elementer udenom broensIn�ation layer som for�nes. Mange af de hvirvler som dannes omkring broen, �ndesudenfor In�ation layer og derfor er der brug for et relativt �nt net udenpå In�ation layer,for at kunne beskrive disse hvirvler. Igen de�neres de nye modeller med udgangspunktgrundmodellen, som er beskrevet i afsnit 5. Da nettet omkring broen betragtes somrelativt groft oprettes 2 nye modeller, som begge har �nere net end den nuværendemodel. De 2 nye modeller kaldes i det efterfølgende "BroRef1" og "BroRef2".7.2.1 Modelopbygning - BroRef1 og BroRef2Ændringerne i forhold til grundmodellen sker i forhold til tabel 5.1. Yderligere de�neresekstra "Controls" til at de�nere størrelsen af elementerne lokalt. Da der er tale om- 64 -



7.2 For�net net omkring broenændringer af nettet de�neres de nye indstillinger i programmet "CFX-Mesh". De nyeindstillinger for "Spa
ing" er listet i tabel 7.4 og 7.5 for hhv. BroRef1 og BroRef2.Tabel 7.4: Nye indstillinger for "Spa
ing" for BroRef1Punkt Indstilling VærdiEdge Spa
ing 1 Radius of In�uen
e [m℄ 5Tabel 7.5: Nye indstillinger for "Spa
ing" for BroRef2Punkt Indstilling VærdiEdge Spa
ing 1 Radius of In�uen
e [m℄ 7Ved at øge "Radius of In�uen
e" fra 0m i grundmodellen til 5m og 7m i hhv. BroRef1og BroRef2, øges ind�ydelsen af indstillingerne for "Edge Spa
ing 1" fra kun at gældelige omkring brotværsnittets over�ade til at gælde nogle meter ud i domænet. Dermedgenereres mindre elementer i det påvirkede område.Yderligere er der de�neret nogle indstillinger under punktet "Controls" i træstruktureni programmet. I grundmodellen er der ikke de�neret nogle indstillinger for dette punkti træstrukturen. Til punktet "Controls" �ndes ikke som standard nogle underpunkterså disse må tilføjes først. Underpunkter tilføjes ved at klikke med højre musetast på"Controls" og vælge "Insert". Der indsættes 2 gange "Point Spa
ing" kaldet "PointSpa
ing 1" og "Point Spa
ing 2" samt 2 gange "Line Control" kaldet "Line Control 1"og "Line Control 2". Af de to typer underpunkter som der er de�neret for disse modeller,er det "Point Spa
ing", som styrer elementernes størrelse samt i hvor stort et område atindstillingerne skal gælde. "Line Control" underpunkterne de�nerer hvor i geometriendet valgte "Point Spa
ing" skal gælde. Indstillingerne for de 4 underpunkter er listet itabel 7.6 og 7.7 for hhv. BroRef1 og BroRef2.
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7 ParametervariationTabel 7.6: Nye indstillinger for "Controls" for BroRef1Punkt Indstilling VærdiPoint Spa
ing 1 Length S
ale [m℄ 0,5Radius of In�uen
e [m℄ 10Line Control 1 Point 0, 0, -15 [m℄Point 0, 0, 15 [m℄Spa
ing Point Spa
ing 1Point Spa
ing 2 Length S
ale [m℄ 1Radius of In�uen
e [m℄ 20Line Control 2 Point 0, 0, -15 [m℄Point 0, 0, 15 [m℄Spa
ing Point Spa
ing 2Tabel 7.7: Nye indstillinger for "Controls" for BroRef2Punkt Indstilling VærdiPoint Spa
ing 1 Length S
ale [m℄ 0,5Radius of In�uen
e [m℄ 14Line Control 1 Point 0, 0, -15 [m℄Point 0, 0, 15 [m℄Spa
ing Point Spa
ing 1Point Spa
ing 2 Length S
ale [m℄ 1Radius of In�uen
e [m℄ 26Line Control 2 Point 0, 0, -15 [m℄Point 0, 0, 15 [m℄Spa
ing Point Spa
ing 2Med de indstillinger som er de�neret i tabel 7.4 og 7.6, er der de�neret 2 områder omkringbrotværsnittet, hvor elementstørrelsen er styret af de pågældende Controls. Figur 7.4viser områderne i forhold til brotværsnittet for BroRef1 og BroRef2.
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7.2 For�net net omkring broen

PSfrag repla
ements Line Control 1Line Control 2(a) Line Controls for BroRef1
PSfrag repla
ementsLine Control 1Line Control 2 Line Control 1Line Control 2(b) Line Controls for BroRef2Figur 7.4: Illustration af de områder omkring brotværsnittet som styres af Line ControlsPå �gur 7.4a ses området, som er de�neret af Line Control 1 svarende til indstillingernei tabel 7.6. Selve Line Control 1 er de�neret mellem de to punkter, som er 
entrum forde 2 
irkelstykker. Udbredelsen herfra er de�neret i Point Spa
ing 1, som har de�nereten Radius of In�uen
e på 10m, jf. tabel 7.6. I området kontrolleret af Line Control 1har elementerne en størrelse på 0, 5m, jf. tabel 7.6. Line Control 2 er de�neret ud fra desamme geometriske punkter som Line Control 1, mens Point Spa
ing 2 har de�neret enradius på 20m og en elementstørrelse på 1m, jf. tabel 7.6.På �gur 7.4b er de tilsvarende områder vist for BroRef2. De to områder har en ra-dius på 14m og 26m med de samme elementstørrelser for hhv. Line Control 1 og LineControl 2. Figur 7.5 viser et eksempel på et net genereret med line 
ontrols som beskrevetovenfor.

(a) Nette for hele domænet (b) Udsnit af nettet omkring broenFigur 7.5: Net genereret til BroRef1 med indstillingerne fra tabel 7.4 og 7.6Figur 7.5 viser tydeligt de to områder, svarende til Line Control 1 og Line Control 2, hvorelementerne er af samme størrelse. Udenfor disse områder vokser elementerne op mod denmaksimalt tilladte størrelse som, jf. tabel 5.1, er 15m. På �gur 7.5b kan In�ation layer seshelt tæt omkring brotværsnittet. Med indstillingerne beskrevet i dette afsnit generereset net med 18.132 og 24.474 elementer for hhv. BroRef1 og BroRef2. Til sammenligninghar grundmodellen et net med 8.694 elementer.- 67 -



7 Parametervariation7.2.2 Resultater - BroRef1 og BroRef2For de stationære simuleringer er der udført de samme kontroller som er beskrevettidligere. Der er ikke konstateret nogle afvigelser i forhold til de ønskede resultateraf disse simuleringer. For de tidsafhængige simuleringer er det spe
ielt kontrolleret atkraftsignalerne er harmoniske og at de udførte kurve�t ligger godt og dermed giver noglebrugbare værdier.PSfrag repla
ements
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Figur 7.6: Kraftkoe�
ienter fra simuleringen med lodret translation af tværsnittet (�)for BroRef1 ved Tperiod = 15 s samt en �ttet kurve (� �) på formen
c = ±c̃ sin(ωt − φ). Kurve�t er foretaget med mindste kvadraters metodeSom det fremgår af �gur 7.6, er der god overensstemmelse mellem de målte kraftsignalerog de �ttede kurver for det viste eksempel. Det samme er gældende for resterende simu-leringer med BroRef1 og BroRef2. Ud fra de �ttede kurver er der beregnet �utter-a�ededeefter samme fremgangsmåde som beskrevet i afsnit 6.3.
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7.2 For�net net omkring broen
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Figur 7.7: Flutter-a�edede fra grundmodellen (2), BroRef1 (◦) og BroRef2 (△) plottetsammen med data fra DMI (•) og en kurve �ttet til DMI's data (� �)Figur 7.7 viser de �utter-a�edede, som er beregnet vha. simuleringerne BroRef1 ogBroRef2 samt fra grundmodellen. Umiddelbart er der ikke nogen synlig forskel mellemresultaterne fra de 3 modeller. Som tidligere er fejlen i forhold til DMI's �ttede kurveberegnet og resultatet af denne beregning, er listet i tabel 7.8.Tabel 7.8: Fejlen fra simuleringerne med grundmodellen (GM), BroRef1 og BroRef2 iforhold til DMI's dataGM (2) BroRef1 (◦) BroRef2 (△)
H∗

1 0,43 0,19 0,31
H∗

2 0,05 0,05 0,05
H∗

3 0,22 0,10 0,13
A∗

1 0,14 0,13 0,13
A∗

2 0,13 0,13 0,13
A∗

3 0,22 0,22 0,22Total 1,20 0,82 0,96Som det fremgår af tabel 7.8, er der en lille forbedring at hente ved at foretage en for�-- 69 -



7 Parametervariationning af nettet omkring broen. Igen er det den model, som har den mindste fejl på H∗
1 , derhar den totalt mindste fejl. Alle de andre �utter-a�edede ligger næsten oven i hinandenbortset fra H∗

3 , hvor der er en lille afvigelse.Generelt er der meget lidt at vinde ved at for�ne nettet omkring broen. Når den forøgedeberegningstid tages i betragtning, er det tvivlsomt om det kan betale sig at indføre et�nere net omkring broen.Igen �ndes de anvendte de�nitions�ler, resultat�ler og databehandlingsprogrammer på:[DVD\CFD\2DOF\BroRef\℄ sammen med graferne, som er generet under databehand-lingen.7.3 For�net net nedstrøms fra broenSom de�neret i punkt 1.
 er der foretaget en vurdering af, om resultaterne bliver forbedret,hvis der indføres et �nere net nedstrøms i forhold til brotværsnittet. Det for�nede net bagbroen giver modellen mulighed for en bedre beskrivelse af turbulense�ekterne fra broen,i det område hvor de er størst. Som tidligere de�neres to nye modeller på baggrund afgrundmodellen. Modellerne betegnes DowRef1 samt DowRef2 og de har begge et �nerenet end grundmodellen.7.3.1 Modelopbygning - DowRef1 og DowRef2Indstillingerne fra grundmodellens net, som er beskrevet i afsnit 5.1, implementeres ogsåi DowRef1 og DowRef2. Derudover tilføjes, som i afsnit 7.2, et antal ekstra Controls.Underpunkterne til Controls tilføjes efter samme fremgangsmåde som beskrevet i afsnit7.2. Indstillingerne for de nye Controls er listet i tabel 7.9 og 7.10 for hhv. DowRef1 ogDowRef2.
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7.3 For�net net nedstrøms fra broenTabel 7.9: Nye indstillinger for "Controls" for DowRef1Punkt Indstilling VærdiPoint Spa
ing 1 Length S
ale [m℄ 0,5Radius of In�uen
e [m℄ 10Line Control 1 Point 0, 0, -15 [m℄Point 0, 0, 15 [m℄Spa
ing Point Spa
ing 1Point Spa
ing 2 Length S
ale [m℄ 2Radius of In�uen
e [m℄ 10Triangle Control 1 Point 0, 0, -100 [m℄Point 0, 17, -12 [m℄Point 0, -17, -12 [m℄Spa
ing Point Spa
ing 2Tabel 7.10: Nye indstillinger for "Controls" for DowRef2Punkt Indstilling VærdiPoint Spa
ing 1 Length S
ale [m℄ 0,5Radius of In�uen
e [m℄ 10Line Control 1 Point 0, 0, -15 [m℄Point 0, 0, 15 [m℄Spa
ing Point Spa
ing 1Point Spa
ing 2 Length S
ale [m℄ 2Radius of In�uen
e [m℄ 10Triangle Control 1 Point 0, 0, -130 [m℄Point 0, 20, 0 [m℄Point 0, -20, 0 [m℄Spa
ing Point Spa
ing 2Med indstillingerne de�neret i tabel 7.9 og 7.10 er der genereret 2 net efter prin
ippernevist på �gur 7.8. Punkterne de�neret for Triangle Control i tabel 7.9 og 7.10 er markeretmed •. - 71 -



7 Parametervariation
PSfrag repla
ements Line Control 1 Triangle Control 1(a) Controls for DowRef1

PSfrag repla
ementsLine Control 1Triangle Control 1 Line Control 1 Triangle Control 1(b) Controls for DowRef2Figur 7.8: Illustration af de de�nerede Controls for DowRef1 og DowRef2Som for BroRef1- og BroRef2-modellerne er der de�neret en Line Control hen over broenog elementstørrelsen i området styret af Line Control 1 er igen 0, 5m. I områderne styretat Triangle Control 1 er elementstørrelsen 2m. Forskellen mellem de to modeller er hvorstort et område som Triangle Control 1 dækker. Figur 7.9 viser et net som er genereretmed indstillingerne beskrevet i dette afsnit.

Figur 7.9: Det genererede net for DowRef1Af �gur 7.8 ses det tydeligt, at nettet er �nere i de områder som er kontrolleret af LineControl 1 og Triangle Control 1. Udenfor de beksrevne områder vokser elementstørrelsenud mod domænets grænser. Med indstillingerne beskrevet i dette afsnit genereres et netmed 17.310 og 18.436 elementer for hhv. DowRef1 og DowRef2. Til sammenligning hargrundmodellen et net med 8.694 elementer.Ud over de beskrevne ændringer i forhold til grundmodellen er der foretaget yderligere enændring. Denne ændring falder udenfor systemet mht. parametervariation og er derforikke nævnt tidligere. Det er antallet af simulerede perioder, som er sat ned fra 8 til 4 stk.Det sker ud fra en forventning om at de fremtidige simuleringer giver pæne harmoniskekraftsignaler allerede efter første periode, som de tidligere præsenterede resultater hargjort. For grundmodellen er antallet af simulerede perioder de�neret i formel (5.1) i formaf:
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7.3 For�net net nedstrøms fra broen
tmax = 8 Tperiod (7.1)Formel (7.1) ændres altså til:
tmax = 4 Tperiod (7.2)Dermed spares 
a. havldelen af simuleringstiden uden at resultaterne påvirkes når blotde simulerede perioder er så ens som de hidtidige resultater har vist.7.3.2 Resultater - DowRef1 og DowRef2Igen er det kontrolleret at resultaterne af de stationære simuleringer er konvergeret til-fredsstillende, samt at turbulens, hastighed og strømlinier giver de forventede resultater.Der ikke fundet nogle uoverensstemmelser for simuleringerne med DowRef1 og DowRef2.For de tidsafhængige simuleringer er der, som tidligere beskrevet, blevet skåret ned påantallet af simulerede perioder. Et eksempel på et kraftsignal og en �ttet kurve er vistpå �gur 7.10.
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7 ParametervariationPSfrag repla
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Figur 7.10: Kraftkoe�
ienter fra simuleringen med lodret translation af tværsnittet (�)for DowRef1 ved Tperiod = 15 s samt en �ttet kurve (� �) på formen
c = ±c̃ sin(ωt − φ). Kurve�t er foretaget med mindste kvadraters metodeSom det fremgår af �gur 7.10 er kurve�ttet lige så godt som i de tidligere præsenterederesultater. Igen er de �utter-a�edede beregnet efter samme fremgangsmåde som tidligerebeskrevet.
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7.3 For�net net nedstrøms fra broen
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Figur 7.11: Flutter-a�edede fra grundmodellen (2), DowRef1 (◦) og DowRef2 (△) plottetsammen med data fra DMI (•) og en kurve �ttet til DMI's data (� �)Af �gur 7.11 fremgår det, at resultaterne fra simuleringerne med DowRef1 og DowRef2er næsten identiske med resultaterne fra grundmodellen. Overblikket over den enkelte�utter-a�edede's afvigelse fra DMI's resultater �ndes igen ved at beregne fejlen vha.mindste kvadraters metode. Resultatet er listet i tabel 7.11.Tabel 7.11: Fejlen fra simuleringerne med grundmodellen (GM), DowRef1 og DowRef2 iforhold til DMI's dataGM (2) DowRef1 (◦) DowRef2 (△)
H∗

1 0,43 0,33 0,26
H∗

2 0,05 0,05 0,05
H∗

3 0,22 0,13 0,15
A∗

1 0,14 0,13 0,12
A∗

2 0,13 0,13 0,13
A∗

3 0,22 0,22 0,22Total 1,20 0,99 0,93Af tabel 7.11 fremgår det et der næsten ingen forbedring er sket ved at de�nere en �nerenet nedstrøms fra broen. Den totale fejl er redu
eret lidt for både DowRef1 og DowRef2- 75 -



7 Parametervariationmen kun til omkring samme niveau som BroRef2. Forbedringen kan derfor skyldes denfor�ning som også er lave omkring broen.Forskellen i den totale fejl skyldes hovedsageligt en reduktion i fejlen for H∗
1 . Fejlenfor der resterende �utter-a�edede er næsten ens for alle 3 modeller, bortset fra H∗

3 somer lidt mindre for DowRef1 og DowRef2. I forhold til forøgelsen af antallet af elementerer forbedringerne på den totale fejl igen for små.Filerne som er anvendt i forbindelse med DowRef modellerne �ndes på den vedlagteDVD under: [DVD\CFD\2DOF\DowRef\℄.7.4 Generel for�ning af nettetJf. punkt 1.d er den næste parameter som skal testes en generel for�ning af netteti hele domænet. Igen de�neres 2 nye modeller med et �nere net end grundmodellensnet da dette som tidligere nævnt betragtes som groft. De nye modeller betegnes i detefterfølgende GenRef1 og GenRef2.7.4.1 Modelopbygning - GenRef1 og GenRef2Som generelt mål for for�ningen af nettet er det valgt at redu
ere elementstørrelsernemed 10% for GenRef1 og 20% for GenRef2. Da der ikke er de�neret lokale Controls skerændringerne i forhold til grundmodellen i forhold til tabel 5.1. De nye indstillinger for"Spa
ing" er listet i tabel 7.12 og 7.13 for hhv. GenRef1 og GenRef2.Tabel 7.12: Nye indstillinger for "Spa
ing" for GenRef1Punkt Indstilling VærdiDefault Body Spa
ing Maximum Spa
ing [m℄ 13,5Default Fa
e Spa
ing Maximum Edge Length [m℄ 13,5Edge Spa
ing 1 Constant Edge Length [m℄ 0,18Tabel 7.13: Nye indstillinger for "Spa
ing" for GenRef2Punkt Indstilling VærdiDefault Body Spa
ing Maximum Spa
ing [m℄ 12Default Fa
e Spa
ing Maximum Edge Length [m℄ 12Edge Spa
ing 1 Constant Edge Length [m℄ 0,16Med indstillingerne de�neret i tabel 7.12 og 7.13 redu
eres den maksimale elementstør-relse i domænet fra 15m i grundmodellen til 13, 5m og 12m i hhv. GenRef1 og GenRef2.- 76 -



7.4 Generel for�ning af nettetDen mindste elementstørrelse, som er de�neret omkring broen vha. Edge Spa
ing 1, re-du
eret fra 0, 2m i grundmodellen til 0, 18m og 0, 16m i hhv. GenRef1 og GenRef2.Resultatet af ændringerne er et net med generelt mindre elemeneter men ellers sammeudseende som grundmodellens net, som er vist på �gur 5.3. Antallet af elementer forGenRef1 og GenRef2 er hhv. 11.174 og 11.258.7.4.2 Resultater - GenRef1 og GenRef2For de stationære sumileringer er der igen konstateret tilfredsstillende konvergens samtforventede tilstande mht. turbulens og hastigheder. For de tidsafhængige simuleringer erdet konstateret af der optaget nogle �ne harmoniske kraftsignaler samt nogle gode �t tildisse signaler. Således er de �utter-a�edede beregnet ud fra de opnåede resultater.
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Figur 7.12: Flutter-a�edede fra grundmodellen (2), GenRef1 (◦) og GenRef2 (△) plottetsammen med data fra DMI (•) og en kurve �ttet til DMI's data (� �)Af �gur 7.12 fremgår det, at de �utter-a�edede som er beregnet med de to nye modeller,ligger meget tæt på grundmodellens �utter-a�edede for H∗
1 , A∗

1 og A∗
3. For H∗

3 og A∗
2 liggerresultaterne lidt bedre, mens de for H∗

2 er dårligere. Igen er der risiko for at kurve�ttetfor H∗
2 krummer den forkerte vej i forhold til DMI's resultater. Afvigelsen i forhold tilDMI's resultater er igen beregnet vha. mindste kvadraters metode og listet i tabel 7.14.
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7 ParametervariationTabel 7.14: Fejlen fra simuleringerne med grundmodellen (GM), GenRef1 og GenRef2 iforhold til DMI's dataGM (2) GenRef1 (◦) GenRef2 (△)
H∗

1 0,43 0,49 0,29
H∗

2 0,05 0,08 0,08
H∗

3 0,22 0,08 0,07
A∗

1 0,14 0,15 0,13
A∗

2 0,13 0,05 0,05
A∗

3 0,20 0,24 0,25Total 1,20 1,08 0,87Af tabel 7.14 fremgår det, at GenRef1 og GenRef2 giver en forbedring på den sam-lede fejl. Forbedringen i forhold til grundmodeller hentes hovedsageligt ved H∗
3 og A∗

2hvor både GenRef1 og GenRef2 er væsentlig bedre. GenRef2 har yderligere en væsentligforbedring på H∗
1 i forhold til både grundmodellen og GenRef1. Fejlen for de resterende�utter-a�edede er af samme størrelsesorden.Med modellerne GenRef1 og GenRef2 er der hentet en lille forbedring i forhold til grund-modellen med en relativ lille forøgelse af antallet af elementer.Filerne tilhørende GenRef-modellerne �ndes på: [DVD\CFD\2DOF\GenRef\℄.7.5 Størrelsen på domænetDet sidste punkt i parametervariationen gælder størrelsen på strømningsdomænet. Vedat øge størrelsen på domænet kan det kontrolleres om randbetingelserne har ind�ydelsepå resultaterne. Der er de�neret 2 modeller med større strømningsdomæne end grund-modellen. Modellerne er i det efterfølgende benævnt Dom1 og Dom2.7.5.1 Modelopbygning - Dom1 og Dom2I modsætning til tidligere ændres ikke på indstillingerne for nettet til disse modeller.Derimod ændres de geometriske størrelse på domænet. Ændringerne udføres med pro-grammet Design Modeller, som anvendes til at de�nere geometri for CFD-beregningene.De to nye beregningsdomæner er vist på �gur 7.13.
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7.5 Størrelsen på domænetPSfrag repla
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(b) Domænet for Dom2Figur 7.13: Beregningsdomæne for Dom1 og Dom2Af �gur 7.13a fremgår det at for Dom1 er den nye afstand fra origo til Output RB er øgettil 8 B. Tilsvarende er afstanden til Inlet RB, Top RB og Bund RB er øget til 4 B. Detgiver en samlet længde på 372m og en samlet højde på 248m. For Dom2, �gur 7.13b, erafstanden fra origo til Outlet sat til 10 B, mens afstanden til de andre kanter er sat til
5 B. De totale dimensioner på domænet er 310m × 465m.Til generering af nettet anvendes de samme indstillinger, som er de�neret for grundmo-dellen i afsnit 5.1. Dermed genereres et net med samme udseende som grundmodellens,blot med den forskel at der er plads til lidt �ere store elementer rundt langs yderkantenaf domænet. For Dom1 og Dom2 er der generet net med hhv. 9.292 og 9.692 elementer.7.5.2 Resultater - Dom1 og Dom2Som tidligere er de stationære resultater kontrolleret for konvergens, turbulens osv.Som for de tidligere simuleringer er resultaterne af de stationære simuleringer fun-det tilfredsstillende. For de tidsafhængige simuleringer er det kontrolleret om kraft-koe�
ienterne har pæne harmoniske forløb og om de �ttede kurver ligger godt i forholdtil de målte signaler. Da kontrollerne har vist tilfredsstillende resultater, er de �utter-a�edede beregnet og vist på �gur 7.14.
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7 Parametervariation
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Figur 7.14: Flutter-a�edede fra grundmodellen (2), Dom1 (◦) og Dom2 (△) plottet sam-men med data fra DMI (•) og en kurve �ttet til DMI's data (� �)Som det fremgår af �gur 7.14 er der god overensstemmelse mellem resultaterne af grund-modellen og Dom1 samt Dom2 for H∗
1 , A∗

1 og A∗
3. For H∗

3 og A∗
2 er ligger punkterne fraDom1 og Dom2 lidt bedre, mens de for H∗

2 ligger lidt dårligere i forhold til DMI's re-sultater. Som tidligere er fejlen i forhold til DMI's resultater blevet beregnet og disse erlistet i tabel 7.15.Tabel 7.15: Fejlen fra simuleringerne med grundmodellen (GM), Dom1 og Dom2 i forholdtil DMI's data GM (2) Dom1 (◦) Dom2 (△)
H∗

1 0,43 0,59 0,23
H∗

2 0,05 0,38 0,36
H∗

3 0,22 0,01 0,01
A∗

1 0,14 0,10 0,08
A∗

2 0,13 0,09 0,04
A∗

3 0,22 0,15 0,15Total 1,20 1,33 0,86Af tabel 7.15 fremgår det at den totale fejl er blevet forbedret for Dom2, mens Dom1- 80 -



7.6 Sammenfatninger lidt dårligere end grundmodellen. Dom2 er væsentlig bedre end de to andre modeller
H∗

1 , mens de 3 modeller er næsten ens for A∗
1, A∗

2 og A∗
3. Dom1 og Dom2 er begge megetbedre end grundmodellen for H∗

3 og meget dårligere end grundmodellen for H∗
2 .For Dom2 er der hentet en forbedring på den totale fejl med en relativ lille forøgelseaf antallet af elementer. Det er sket trods den dårlige pla
ering af punkterne for H∗

2 som�tter til en kurve, der ikke ligner DMI's resultater.Filerne som hører til Dom-modellerne er pla
eret på: [DVD\CFD\2DOF\Dom\℄.7.6 SammenfatningI dette afsnit gives en sammenfatning af resultaterne, som er opnået ved variation afde forskellige parametre, som er beskrevet tidligere i dette kapitel. Generelt for alle depræsenterede resultater er der �ere �utter-a�edede som ligger tæt på DMI's resultaterog alle �utter-a�edede, bortset fra H∗
2 , har samme tendens som DMI's resultater. H∗

2 erden parameter som i DMI's resultater, som har den største spredning og dermed ogsåusikkerhed. Den store spredning antyder også på forhånd, at H∗
2 kan være den sværesteparameter at simulere. Det kommer også til udtryk i de præsenterede resultater. På �gur7.15 er resultaterne fra H∗

2 plottet fra udvalgte modeller.
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eringen af punkterne fra deforskellige modeller. Ved beregning af fejlen for H∗
2 er det grundmodellen og Inf1 som harden mindste fejl i forhold til DMI's resultater. Det er ligeledes disse som kunne have ten-- 81 -



7 Parametervariationdens til at give et kurve�t som krummer på samme måde som �ttet til DMI's resultater.Grundet de få antal punkter kan der ikke drages nogle sikre konklusioner mht. hvorledesen kurve, som er �ttet til et større antal punkter vil se ud. Måske vil modellerne Inf2,GenRef1 og Dom1 give en kurve med toppunktet pla
eret udenfor det simulerede intervalaf Vr.For de resterende �utter-a�edede ser tendensen for de beregnede punkter ud til at følgeDMI's resultater mere eller mindre. Der er forskel på hvor meget de forskellige modellerafviger fra DMI's resultater, men punkterne ligger alle så de kan �ttes til en kurve somkrummer på samme måde som �ttet til DMI's resultater. Spe
ielt for A∗
2 ligger nogleaf punkterne "lidt ved siden af" DMI's punkter. Tendensen for de beregnede kurver erderimod generelt den samme som �ttet til DMI's resultater, men det er ønskeligt at A∗

2kommer lidt tættere på DMI's kurve.For Inf-, GenRef-, og Dom-modellerne er der en forbedring af A∗
2-punkternes pla
ering iforhold til DMI's resultater. For de resterende 4 �utter-a�edede, H∗

1 , H∗
3 , A∗

1 og A∗
3, lig-ger de simulerede punkter stort set oven i DMI's resultater for alle de anvendte modeller.Det er vist, at med det grove net fra grundmodellen kan der simuleres nogle relativtgode �utter-a�edede. Det skyldes at de væsentligste parametre til beregning af �utter-a�edede er amplituderne fra kraft-koe�
ienterne og bevægelserne samt faseforskydningenmellem bevægelse af krafterne. Amplituden for bevægelsen er de�neret som input til hversimulering og da nettet er �nt nok til at fange de harmoniske variationer af kræfterne iforhold til bevægelsens frekvens, bliver resultaterne gode.Yderligere er det vist at den samlede fejl kan mindskes ved at de�nere �nere net. Derer ikke vist nogen tydelig generel sammenhæng for alle 6 �utter-a�edede for bestemtefor�ninger af nettet.I forbindelse med et andet spe
iale som er udført sideløbende med dette projekt, har[Simonsen and Stevens, 2008℄ konkluderet, at resultatet af CFD-simuleringerne er megetfølsomme overfor størrelsen af bevægelsesamplituden. Ved forøgelse af bevægelsesampli-tuden øges spredningen og dermed usikkerheden af resultaterne. Det er derfor valgt, atbibeholde de relativt små bevægelsesamplituder som er anvendt tidligere.
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8Endelig model
Dette kapitel beskriver indstillingerne for den endelige model, som skal anvendes tilberegning af den kritiske hastighed for broen. Ud fra resultaterne af parametervariatio-nen, kapitel 7, er der valgt nogle ændringer i forhold til grundmodellen, som er beksreveti kapitel 5. Med den nye model er der udført simuleringer nok til at �tte en kurve til re-sultaterne af simuleringerne. Funktionerne for de �ttede kurver er efterfølgende anvendttil beregning af den kritiske hastighed for broen. Den endelige model benævnes i detefterfølgende EM.8.1 Indstillinger for den endelige modelI afsnit 7.6 er det konkluderet at de opnåede resultater af parametervariationen, ikkegiver noget generelt billede af, hvilke indstillinger som skal justeres for at der genereltberegnes bedre �utter-a�edede. Det er ligeledes konkluderet at �ere af modellerne giveren mindre afvigelse i forhold til DMI's resultater.Den bedste model må være den som giver den mindste fejl med det færrest mulige antalelementer. Hvis fejlen for denne model er større end 0, skal det kontrolleres om punk-terne har tendens til at �tte til kurver med samme krumning som kurverne fra DMI'sresultater. For at udvælge hvilke indstillinger som skal føres med over til den endeligemodel, er den totale fejl samt antal elementer fra alle modellerne i parametervariationen,kapitel 7, listet i tabel 8.1.
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8 Endelig modelTabel 8.1: Den totale fejl samt antal elementer fra alle modellerne omtalt i parameter-variationen, kapitel 7, samt grundmodellen (GM)Model Total fejl Antal elementerGM 1,20 8.694Inf1 1,36 10.052Inf2 0,83 12.708BroRef1 0,82 18.132BroRef2 0,96 24.474DowRef1 0,99 17.310DowRef2 0,93 18.436GenRef1 1,08 11.174GenRef2 0,87 11.258Dom1 1,33 9.292Dom2 0,86 9.692Af tabel 8.1 fremgår det at 3 af de modeller med �est elementer, BroRef2, DowRef1 ogDowRef2 giver de mindste reduktioner af den totale fejl i forhold antallet af elementer.Den mindre reduktion i fejlen for disse modeller kunne skyldes, at nettene er så �ne atde kan beskrive mindre hvirvler som optræder i strømningen. Hvis dette var tilfældet,skulle der have været en variation af kraftsignalerne svarende til en anden frekvens endbevægelsesfrekvensen. Da dette ikke er observeret anses dette ikke for at være sandsyn-ligt. Inf1 og Dom1 afviger lidt fra de andre modeller ved at være de eneste modeller somgiver en større fejl end grundmodellen. De resterende modeller giver en god reduktion iden totale fejl med relativ få elementer, bortset fra BroRef1 der har mere end dobbeltså mange elementer som grundmodellen.I afsnit 7.6 er der redegjort for hvorfor det skulle være muligt at få gode resultatermed modeller hvor nettet består af relativt få elementer. Det er derfor valgt at imple-mentere indstillingerne fra Inf1 samt noget af GenRef1. GenRef1 giver en reduktion i dentotale fejl med en forholdsvis lille forøgelse af antallet af elementer mens Inf1 giver enforøgelse af fejlen. Den er valgt på trods af dette faktum da den giver et bedre resultatfor H∗
2 end Inf2. Indstillingerne fra Inf1 er gengivet i tabel 8.2.
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8.1 Indstillinger for den endelige modelTabel 8.2: Nye indstillinger for "In�ation" for EMPunkt Indstilling VærdiIn�ation Number of In�ation layers 21∗In�ation Option First Prism Height [m℄ 0,005
∗ Indstillingen for Inf1, tabel 7.1, er 20. Her er tallet øget til 21 for at opnå en totaltykkelse af in�ation layer på ≃ 1mFra GenRef1 er elementstørrelsen omkring broen implementeret i EM, mens den maksi-male elementstørrelse ved randen af domænet er bibeholdt. Indstillingerne er vist i tabel8.3. Tabel 8.3: Nye indstillinger for "Spa
ing" for EMPunkt Indstilling VærdiDefault Body Spa
ing Maximum Spa
ing [m℄ 15Default Fa
e Spa
ing Maximum Edge Length [m℄ 15Edge Spa
ing 1 Constant Edge Length [m℄ 0,18Yderligere implementeres størrelsen på domænet fra Dom2. For Dom2 opnås forbedringeraf den totale fejl i forhold til grundmodellen og dermed kan det ikke helt udelukkes, atrandbetingelserne har lidt ind�ydelse på resultatet. Da længden af Dom2 nærmer sigden maksimale længde, som det er muligt at bruge med den givne li
ens (studie li
ens)til ANSYS CFX, 500m, kan domænet ikke forøges ret meget mere. Størrelsen af detanvendte domæne er vist på �gur 8.1.PSfrag repla
ements
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Figur 8.1: Beregningsdomæne for EMDe resterende indstillinger for EM er lig indstillingerne de�neret for grundmodellen ikapitel 5.
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8 Endelig model8.2 Flutter-a�ededeFor at kontrollere den forbedrede model i forhold til de tidligere resultater er der førstkørt simuleringer med Tperiod = 15, 20, 25 s. Dermed kan de opnåede resultater sammen-lignes direkte med de tidligere resultater. Som tidligere er de stationære simuleringerkontrolleret og det er konstateret at alt er som forventet. For de tidsafhængige simu-leringer er det observeret at kraftsignalerne for simuleringen med Tperiod = 15 s ikke erså pænt harmoniske som hovedparten af de tidligere signaler.PSfrag repla
ements
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Figur 8.2: Bevægelses-, Lift- og moment-signalerne fra den endelige model (EM) forsimuleringen med rotation af tværsnittet ved Tperiod = 15 sSom det fremgår af �gur 8.2, er der nogle hakker i kurven for lift-kraften og momentet.Kurverne er stadig periodiske men ikke helt harmoniske. Det kan skyldes at netteter blevet �nt nok til at beskrive forskellige mindre hvirvler omkring brotværsnittet.Disse hvirvler kan forårsage lokale trykændringer, som kan a�æses i den totale kraftpå tværsnittet. Disse mindre forstyrrelser i signalet har ikke betydning, hvis signalet kan�ttes til en kurve med samme frekvens som bevægelsen. Yderligere skal amplituden ogfasen svare til bevægelsens frekvens.
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8.2 Flutter-a�edede
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Figur 8.3: Kraftkoe�
ienter fra simuleringen med roterende tværsnit (�) for EM ved
Tperiod = 15 s samt en �ttet kurve (� �) på formen c = ±c̃ sin(ωt−φ). Kurve�ter foretaget med mindste kvadraters metodeSom det fremgår af �gur 8.3, er de �ttede kurver harmoniske med samme frekvenssom bevægelsen. Dermed kan resultaterne bruges til beregning af �utter-a�edede. Forsimuleringerne med større periodetider observeres ikke disse uregelmæssigheder hvilketkan skyldes at bevægelserne er langsommere og dermed ikke så følsomme overfor smålokale variationer i trykket. Ud fra de første simuleringer med den endelige model, er de�utter-a�edede beregnet og plottet sammen med resultaterne fra grundmodellen.
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8 Endelig model
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Figur 8.4: Flutter-a�edede fra grundmodellen (2) og den endelige model (◦) plottet sam-men med data fra DMI (•) og en kurve �ttet til DMI's data (� �)Umiddelbart ser det ud til at den forbedrede model giver næsten det samme som grund-modellen for A∗
3, hvilket også har været tilfældet for �ere af modellerne i parametervari-ationen. Derudover er der forbedringer for både H∗

1 , A∗
1 og A∗

2 med A∗
2 som den mestforbedrede. For H∗

3 ligger punkterne derimod dårligere, end det tidligere er set. For H∗
2ligger det ene punkt langt fra noget som er set tidligere. Værdien er højere end det erset tidligere for både Inf1, Dom1 og Dom2, der alle har punkter som ligger deropad.Hvis det første punkt for H∗

2 udelades er resultatet generelt bedre end grundmodel-len og mange af de andre modeller fra parametervariationen. Det fremgår også tydeligtnår fejlen i forhold til kurven som er �ttet til DMI's resultater beregnes vha. mindstekvadraters metode.
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8.2 Flutter-a�ededeTabel 8.4: Fejlen fra simuleringerne med grundmodellen (GM) og den endelige model(EM) i forhold til DMI's dataGM (2) EM (◦)
H∗

1 0,43 0,02
H∗

2 0,05 0,11
H∗

3 0,22 1,01
A∗

1 0,14 0,04
A∗

2 0,13 0,01
A∗

3 0,22 0,16Total 1,20 1,35Som det fremgår af tabel 8.4, er den samlede fejl øget til næsten det samme som for Inf1,jf. tabel 8.1. Det skyldes hovedsageligt, at fejlen på H∗
3 er øget væsentligt. Punkterneligger kun lidt under den �ttede linie fra DMI's resultater, men den drastiske forøgelseaf fejlen skyldes, at kurven har en større tangenthældning end de andre kurver. Tallenefor de resterende �utter-a�edede viser markant forbedring for H∗

1 og A∗
2 samt mindreforbedringer for A∗

1 og A∗
3. Derudover er der en forøgelse af fejlen for H∗

2 , som hoved-sageligt stammer fra den ene punkt som ligger relativt langt fra de andre.Derfor er det valgt at køre nogle �ere simuleringer med relative små værdier af Vr, forat kontrollere om punkterne for H∗
2 kan �ttes til en a

eptabel kurve. I det efterfølgendeer der tilføjet værdier for Vr = 2 og Vr = 3.
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8 Endelig model
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Figur 8.5: Flutter-a�edede fra den endelige model (2) plottet sammen med data fra DMI(•) og en kurve �ttet til DMI's data (� �)Af �gur 8.5, fremgår det at kurven for H∗
2 bliver væsentlig bedre med de ekstra punk-ter som er tilføjet. Dermed vælges det er bibeholde modellen som den er. For at få etpålideligt kurve�t til indenfor det viste interval af Vr udføres yderligere 4 simuleringer.Indtil nu er simuleringen med Tperiod = 25 s, den simulering som giver den største værdiaf Vr som er 8, 06. Derudover udføres simuleringer for Vr = 10, 12, 14, 16.For 3 af de nye simuleringer er der observeret synlige udslag fra en højfrekvent vari-ation i lift-kraften. Der er tilfældet for simuleringerne med Vr = 12, 14, 16 og et eksempeler vist på �gur 8.6.
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8.2 Flutter-a�ededePSfrag repla
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ienter fra simuleringen med lodret translation tværsnittet (�) forEM ved Vr = 16 samt en �ttet kurve (� �) på formen c = ±c̃ sin(ωt − φ).Kurve�t er foretaget med mindste kvadraters metodeUdslagene af de højfrekvente variationer kan ses på �gur 8.6, ved at kurven for cLer tykkere end kurven for cM . De højfrekvente variationer kan enten skyldes at net-tet er blevet �nt nok til at beskrive små hvirvler, som opstår rundt lang over�adenaf brotværsnittet eller numerisk støj. Numerisk støj �ndes på alle signalerne fra simu-leringerne, men i de �este tilfælde giver det ikke synlige udslag på de plottede �guerer.For at kontrollere om udslagene skyldes numeriske støj eller hvirvler, er et udsnit afkurverne fra �gur 8.6 plottet. Udsnittet dækker en periode på 1 s omkring et af kurvernestoppunkter.
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8 Endelig model
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Figur 8.7: Udsnit af kraftkoe�
ienternes kurver fra simuleringen med lodret translationtværsnittet (�) for EM ved Vr = 16 samt en �ttet kurve (� �) på formen
c = ±c̃ sin(ωt − φ). Kurve�t er foretaget med mindste kvadraters metodeSom udsnittet på �gur 8.7 viser, er der det samme antal udsving på de to kurver. Hvisudsvingene skyldes numerisk støj skal der på et sekund være 1

dt
= 1

0,03
= 33, 3333 udslag.Ved optælling er der 
a. 33 udsving på de viste udsnit for både cL og cM . For yderligereat kontrollere om der er tale om numerisk støj, er der kørt en simulering med Vr = 16 og

dtny = dt
2

= 0.015 s. Ud fra tilsvarende udsnit af kurverne fra den nye simulering er detkonstateret, at de samme udslag kan registreres, blot med den dobbelte frekvens. Dermedkan det endeligt konkluderes, at udslagene skyldes numerisk støj som øges sammen med
Vr for lift-kraften.Af �guren fremgår det yderligere, at kurven som er �ttet til signalet ligger lidt oversignalet. Det skyldes den metode, som er anvendt til bestemmelse af amplituden medhvor det maksimale- og minimale udslag indenfor hver periode midles. For cL er ud-slagene fra den numeriske støj af størrelsesordenen 0, 0005, hvilket svarer til ≈ 1, 8% afamplituden c̃L = 0, 0277. For cM er svarer udsvingene fra den numeriske støj til ≈ 2, 7�.Den numeriske støj udgør altså en meget lille del af den samlede amplitude. Dermed erresultaterne af beregningerne næsten ikke påvirket af de højfrekvente variationer fra dennumeriske støj. Alle de beregnede punkter for de 6 �utter-a�edede er plottet på �gur8.8, hvor akserne på de enkelte diagrammer er ændret i forhold til tidligere �gurer. Deter sket, for at alle punkterne kan være inden for de viste intervaller.- 92 -



8.2 Flutter-a�edede
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Figur 8.8: Flutter-a�edede fra den endelige model (2) med tilhørende kurve�t (�) plottetsammen med data fra DMI (•) og en kurve �ttet til DMI's data (� �)Af �gur 8.8 ses det, at de �ttede kurver for de forskellige �utter-a�edede passer bedsttil DMI's resultater for Vr < 12. Den eneste undtagelse er H∗
1 som ligger tættest påDMI's resultater for de højeste værdier af Vr. Kurven som er �ttet til værdierne fraCFD-simuleringerne, er �ttet vha. mindste kvadraters metode til polynimier af forskel-lige ordner. Der er udført test med 2. grads-, 3. grads-, 4. grads- og 5. grads-polynomierog den gennemsnitlige forskel mellem de �ttede polynomier og DMI's resultater er bereg-net. Af denne beregning fremgår det at det er 2. grads-polynomiet som ligger tættest påså derfor er det valgt. Forskellen mellem kurverne er beregnet vha. mindste kvadratersmetode på 200 punkter mellem Vr = 0 og Vr = 20.De �ttede kurver har en tendens til enten at "bøje af" lige før de når 0 eller rammedirekte forbi 0. Det er en væsentlig fejl at de �utter-a�edede ikke giver 0 for V = 0 msda broen vil generere laster og dermed bevægelser selv uden vind. Kurve�ttet er derforudført endnu en gang, hvor kurven er tvunget gennem nulpunktet. Igen er 2., 3., 4. og 5.grads polynomier testet og igen er det 2. grads polynomiet som ligger tættest på DMI'sresultater.
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Figur 8.9: Flutter-a�edede fra den endelige model (2) med tilhørende kurve�t (�) plottetsammen med data fra DMI (•) og en kurve �ttet til DMI's data (� �)Med de nye kurve�t er forskellen mellem DMI's resultater og resultaterne fra dette pro-jekt blevet mindsket omkring de små værdier af Vr, mens der ikke er nogen forskel atse for de høje værdier. Spe
ielt H∗
2 ligger bedre, efter kurven er blevet tvunget gennemnulpunktet.8.3 Kritisk hastighedI det efterfølgende afsnit er broens kritiske �utter-hastighed beregnet vha. metodenbeskrevet i afsnit 4.2. Den kritiske �utterhastighed er sammenlignet med �utterhastighe-den, som er beregnet på beggrund af DMI's resultater, som tidligere er blevet præsenteret.Ud fra de polynimie�t som er lavet i forrige afsnit, er der bestemt et funktionsudtryk forhver af de 6 �utter-a�edede. Funktionsudtrykkene for de 6 �utter-a�edede er:
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8.3 Kritisk hastighed
H∗

1(K) = −0, 01944V 2
r − 0, 379Vr

H∗
2(K) = −0, 03024V 2

r + 0, 2534Vr

H∗
3(K) = 0, 126V 2

r − 0, 3459Vr

A∗
1(K) = −0, 003614V 2

r − 0, 1235Vr

A∗
2(K) = −0, 009481V 2

r + 0, 03173Vr

A∗
3(K) = 0, 03097V 2

r − 0, 03764Vr

(8.1)
hvor

Vr =
2π

K
=

2πV

ωB
(8.2)Udtrykkene for de 6 �utter-a�edede fra formel (8.1) indsættes i udtrykkene for 
0 ogk0 fra formel (4.33) og (4.34).Systemmatri
erne fra formel (4.29) til (4.31) har som 
0 og k0 dimension efter antalletaf frihedsgrader. Da der er anvendt 2 �rhedsgrader til at beskrive systemet er alle 3systemmatri
er 2× 2-matri
er. Matri
erne opstilles ud fra oplysningerne i afsnit 3.2 idetden første symmetriske egensvingningsform anvendes både for translations- og rotations-frihedsgraden. Dermed bliver følgende værdier:

M1 = 19.562
kgm

M2 = 2.342.625
kgm2m

ω1 = 2πf1 = 0, 6189
rads

ω2 = 2πf2 = 1, 6016
rads

ζ1 = ζ2 = 0, 01

(8.3)
Der giver følgende 3 systemmatri
er:m =

[

19.562 0

0 2.342.625

] (8.4)
 =

[

242, 14 0

0 75.038, 21

] (8.5)k =

[

7.492, 82 0

0 6.008.999, 68

] (8.6)- 95 -



8 Endelig model
Flutter-betingelsen fra formel (4.37) er hermed løst for forskellige kombinationer af V og
ω indenfor intervallerne V ∈ [1; 200] ms og ω ∈ [0, 1; 2] rads .Flutter-betingelsen indeholder komplekse tal, hvorfor den kan opdeles i 2 ligninger forhhv. real- og imaginær-delen af determinanten. Når værdien af de to ligninger beregnesinden for de to intervaller, som er givet ovenfor, kan det plottes som to �ader i rummet.Ved at optegne �adernes 0-konturer �ndes områderne, hvor real- og imaginær-delen hverfor sig opfylder �utterbetingelsen. Hvor konturerne skærer hinanden er �utter-betingelsenopfyldt for begge �ader.PSfrag repla
ements
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Figur 8.10: 0-konturer for den reelle del af determinentbetingelsen (�) og for den imag-inære del (�)Skæringen mellem de to kurver er beregnet ved at lave et kurve�t indenfor et lille intervalomkring skærigen og derefter beregne den faktiske skæring. Hvis intervallet for V ertilstrækkeligt lille, kan kurverne beskrives vha. et 1. grads polynomium som vist på �gur8.11.
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8.4 SammenfatningPSfrag repla
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Figur 8.11: Udsnit af 0-konturerne for den reelle del af determinentbetingelsen (�) medtilhørende kurve�t (� �) og for den imaginære del (�) med tilhørende kurve�t(� �)Ud fra kurve�ttene på �gur 8.11 er den kritiske hastighed beregnet til Vc = 69, 97 ms meden tilhørende frekvens på ωc = 1, 1547 rads .Beregningen er kontrolleret ved at udføre en tilsvarende beregning med de �utter-a�edede,som er udført af DMI og som tidligere har været anvendt til sammenligning af de �utter-a�edede, der er beregnet vha. CFD i forbindelse med dette projekt. Beregningen udføresmed det samme program efter den samme pro
edure og giver en kritisk hastighed på
Vc = 69, 74 ms med en tilhørende frekvens på ωc = 1, 2585 rads .De�nitions�ler til simuleringerne, resultat�ler og programmet til databehandling �ndespå: [DVD\CFD\2DOF\Endelig model\℄.8.4 SammenfatningI afsnit 8.1 er der beskrevet forskellige ændringer som er implementeret i den endeligemodel på baggrund af parametervariationen fra kapitel 7. Det har resulteret i af beregn-ingsdomænet er blevet næsten 3 gange større i forhold til GM. Yderligere er der indførtfor�ninger af nettet omkring brotværsnittet.Med den nye model (EM) er der først udført 3 simuleringer som er kontrolleret i forholdtil DMI's resultater. Desværre er den totale fejl øget i forhold til udgangspunktet, men- 97 -



8 Endelig modelforøgelsen dækker over forbedringer for 4 af de �utter-a�edede, en mindre forrringelsefor H∗
2 samt en væsentlig forringelse af H∗

3 . Det er valgt at bibeholde den nye model,selvom det umiddelbart ser ud til at resultatet er lidt dårligere end tidligere modeller.Det skyldes at hovedparten af fejlen kommer fra �utter-a�edede, som ligger på kurversom ligner kurverne fra DMI mere end tidligere.Ved udførelse af �ere simuleringer og etablering af kurve�t som skærer ordinat-akseni nulpunktet, er det konstateret, at for Vr < 12 er der god sammenhæng mellem de�utter-a�edede beregnet vha. CFD og DMI's �uttera�edede. DMI's resultater dækkeroprindeligt kun intervallet for Vr ≤ 12. Det er yderligere konstateret at vha. 2. gradspolynomier, er der opnået de bedste �t.Ud fra de beregnede �utter-a�edede er den kritiske hastighed beregnet vha. et sim-pelt �ytningsfelt, som er beskrevet i afsnit 4.2. Ud fra denne metode antages det at helebrodækket bevæges som et stift legeme, hvilket er en grov tilnærmelse. Alligevel beregneskritiske �utter hastigheder som minder om de resultater som broen er projekteret ud fra.Tabel 8.5: Den kritiske �uter hastighed med tilhørende kritisk vinkelfrekvens beregnet vha.�utter-a�edede fra DMI og CFDKritisk hastighed, Kritisk frekvens, Redu
eret hastighed,
Vc [ms ] ωc[

rads ] Vr [−]CFD 69,97 1,1547 12,28DMI 69,74 1,2585 11,23Tabel 8.5 viser, at de kritiske hastigheder som er beregnet på baggrund af de 2 sætaf �utter-a�edede er næsten ens, mens de tilhørende frekvenser afviger lidt mere. Deredu
erede hastigheder som er beregnet ud fra de kritiske værdier ligger lidt over 12 forCFD beregningerne, men da der er udført CFD simuleringer op til Vr = 16 er der ikketale om ekstrapoleringer, hvorfor resultatet betragtes som gyldigt. De kritiske værdierberegnet vha. DMI's �uttera�edede giver en redu
eret hastighed lige under 12 og dermeder der heller ikke her tale om ekstrapolerede værdier for Vr. Det bemærker at store dele afdet testede interval op til V = 200 ms og ω = 2 rads ligger udenfor det simulerede intervalfor Vr.
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9Dynamiske ligninger for 3 frihedsgrader
Dette kapitel omhandler de dynamiske ligninger for et brotværsnit med 3 frihedsgrader.Brotværsnittet er det samme som er anvendt tidligere i dette projekt. Dermed �ndestværsnittets dimensioner på �gur 4.2a. Flytingsvektoren beskrevet ved modalkoordi-naterne og egensvingningsformerne, som vist i formel (4.2), er stadig de samme. Kompo-nenterne i egensvingningsformerne, formel (4.3), er ligeledes ens. Dermed kan bevægelses-ligningerne for det generelle tilfælde med 6 frihedsgrader opstilles som i formel (4.4).Som antydet med overskriften anvendes i dette kapitel et tværsnit med 3 frihedsgrader.Tværsnittet med 3 frihedsgrader er vist på �gur 9.1a.PSfrag repla
ements

B

u2, p2

θ1, m1

u3, p3(a) Brotværsnittets dimensioner
PSfrag repla
ements

x1

x2

x3

B(b) Brotværsnit med globalt koordinatsystemFigur 9.1: Brotværsnit med angivelse af de 3 frihedsgrader samt det globale koordinat-systemSom angivet på �gur 9.1a er de 3 frihedsgrader: u2(x1, t), u3(x1, t) og θ1(x1, t), hvilketsvarer til lift- og drag-kræfterne samt momentet hhv. p2(x1, t), p3(x1, t) og m1(x1, t) iforhold til tværsnittets stivlægemebevægelse med origo som udgangspunkt. Det globalekoordinatsystem med origo pla
eret 
entralt i tværsnittet er vist på �gur 9.1b.Modallasten fra bevægelsesligningerne, formel (4.4), er vist for 3 frihedsgrader:
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9 Dynamiske ligninger for 3 frihedsgrader
Fj(t) =

∫ L

0

(U
(j)
2 (x1)p2(x1, t) + U

(j)
3 (x1)p3(x1, t) + Θ

(j)
1 (x1)m1(x1, t))dx1 (9.1)hvor L som tidligere er den fulde længde af brodækket og er de�neret på �gur 4.1. Somtidligere er lasterne antaget at være selvforstærkende af brodækkets bevægelser. Igenadopteres R. H. S
anlans notation for de 2D-linariserede laster beskrevet ved �utter-a�edede. For 3 frihedsgrader er der prin
ipielt 18 �utter-a�edede til beskrivelses af de 3laster, som eksempelvis beskrevet af [Zhu and Xu, 2005℄:

p2(x1, t) =
1

2
ρV 2B

(

KH∗
1 (K)

u̇2

V
+ KH∗

2 (K)B
θ̇1

V
+ K2H∗

3 (K)θ1

+K2H∗
4 (K)

u2

B
+ KH∗

5 (K)
u̇3

V
+ K2H∗

6 (K)
u3

B

) (9.2)
p3(x1, t) =

1

2
ρV 2B

(

KP ∗
1 (K)

u̇3

V
+ KP ∗

2 (K)B
θ̇1

V
+ K2P ∗

3 (K)θ1

+K2P ∗
4 (K)

u3

B
+ KP ∗

5 (K)
u̇2

V
+ K2P ∗

6 (K)
u2

B

) (9.3)
m1(x1, t) =

1

2
ρV 2B2

(

KA∗
1(K)

u̇2

V
+ KA∗

2(K)B
θ̇1

V
+ K2A∗

3(K)θ1

+K2A∗
4(K)

u2

B
+ KA∗

5(K)
u̇3

V
+ K2A∗

6(K)
u3

B

) (9.4)hvor
ρ er densiteten af luft
V er middelvindhastigheden
B er bredden af brodækket jf. �gur 4.2
K er den redu
erede frekvens jf. formel (4.8)
H∗

i (K) er �utter-a�edede for den lodrette translation, i = 1, 2, 3
P ∗

i (K) er �utter-a�edede for den vandrette translation, i = 1, 2, 3
A∗

i (K) er �utter-a�edede for rotationen, i = 1, 2, 3De 3 �ytningskomponenter svarende til de 3 frihedsgrader er vha. egensvingningsformerog modalkoordinater givet ved:
u2(x1, t) =

∞
∑

j=1

U
(j)
2 (x1)qj(t) (9.5)- 102 -



u3(x1, t) =

∞
∑

j=1

U
(j)
3 (x1)qj(t) (9.6)

θ1(x1, t) =
∞
∑

j=1

Θ
(j)
1 (x1)qj(t) (9.7)Formel (9.5) til (9.7) indsættes i formel (9.2) hvorefter leddene ordnes efter modalkoor-dinaterne:

p2(x1, t) =
1

2
ρV 2B

(

KH∗
1 (K)

∑∞

j=1 U
(j)
2 (x1)q̇j(t)

V
+ KH∗

2 (K)B

∑∞

j=1 Θ
(j)
1 (x1)q̇j(t)

V

+ K2H∗
3 (K)

∞
∑

j=1

Θ
(j)
1 (x1)qj(t) + K2H∗

4 (K)

∑∞

j=1 U
(j)
2 (x1)qj(t)

B

+ KH∗
5 (K)

∑∞

j=1 U
(j)
3 (x1)q̇j(t)

V
+ K2H∗

6 (K)

∑∞

j=1 U
(j)
3 (x1)qj(t)

B

)

=
∞
∑

j=1

(

q̇j(t)
1

2
ρV BK

(

H∗
1 (K)U

(j)
2 (x1) + BH∗

2Θ
(j)
1 (x1) + H∗

5U
(j)
3 (x1)

)

+ qj(t)
1

2
ρV 2K2

(

BH∗
3Θ

(j)
1 (x1) + H∗

4U
(j)
2 (x1) + H∗

6U
(j)
3 (x1)

)

) (9.8)Tilsvarende indsættes formel (9.5) til (9.7) ind i formel (9.3):
p3(x1, t) =

∞
∑

j=1

(

q̇j(t)
1

2
ρV BK

(

P ∗
1 (K)U

(j)
3 (x1) + BP ∗

2 Θ
(j)
1 (x1) + P ∗

5 U
(j)
2 (x1)

)

+ qj(t)
1

2
ρV 2K2

(

BP ∗
3 Θ

(j)
1 (x1) + P ∗

4 U
(j)
3 (x1) + P ∗

6 U
(j)
2 (x1)

)

) (9.9)
Endelig indsættes formel (9.5) til (9.7) ind i formel (9.4):

m1(x1, t) =

∞
∑

j=1

(

q̇j(t)
1

2
ρV B2K

(

A∗
1(K)U

(j)
2 (x1) + BA∗

2Θ
(j)
1 (x1) + A∗

5U
(j)
3 (x1)

)

+ qj(t)
1

2
ρV 2BK2

(

BA∗
3Θ

(j)
1 (x1) + A∗

4U
(j)
2 (x1) + A∗

6U
(j)
3 (x1)

)

) (9.10)- 103 -



9 Dynamiske ligninger for 3 frihedsgrader
Formel (9.8) til (9.10) indsættes i modallasten fra formel (9.1):

Fj(t) =

∞
∑

k=1

kjk(ω, V )qk(t) + cjk(ω, V )q̇k(t) (9.11)hvor
kjk(ω, V ) =

1

2
ρ V 2K2

(

H∗
4 (K)

∫ L

0

U
(j)
2 (x1)U

(k)
2 (x1)dx1

+ P ∗
4 (K)

∫ L

0

U
(j)
3 (x1)U

(k)
3 (x1)dx1 + H∗

6 (K)

∫ L

0

U
(j)
2 (x1)U

(k)
3 (x1)dx1

+ P ∗
6 (K)

∫ L

0

U
(j)
3 (x1)U

(k)
2 (x1)dx1 + B

(

A∗
4(K)

∫ L

0

Θ
(j)
1 (x1)U

(k)
2 (x1)dx1

+ A∗
6(K)

∫ L

0

Θ
(j)
1 (x1)U

(k)
3 (x1)dx1 + H∗

3 (K)

∫ L

0

U
(j)
2 (x1)Θ

(k)
1 (x1)dx1

+ P ∗
3 (K)

∫ L

0

U
(j)
3 (x1)Θ

(k)
1 (x1)dx1 + BA∗

3(K)

∫ L

0

Θ
(j)
1 (x1)Θ

(k)
1 (x1)dx1

)

)(9.12)
cjk(ω, V ) =

1

2
ρ V BK

(

H∗
1 (K)

∫ L

0

U
(j)
2 (x1)U

(k)
2 (x1)dx1

+ P ∗
1 (K)

∫ L

0

U
(j)
3 (x1)U

(k)
3 (x1)dx1 + H∗

5 (K)

∫ L

0

U
(j)
2 (x1)U

(k)
3 (x1)dx1

+ P ∗
5 (K)

∫ L

0

U
(j)
3 (x1)U

(k)
2 (x1)dx1 + B

(

A∗
1(K)

∫ L

0

Θ
(j)
1 (x1)U

(k)
2 (x1)dx1

+ A∗
5(K)

∫ L

0

Θ
(j)
1 (x1)U

(k)
3 (x1)dx1 + H∗

2 (K)

∫ L

0

U
(j)
2 (x1)Θ

(k)
1 (x1)dx1

+ P ∗
2 (K)

∫ L

0

U
(j)
3 (x1)Θ

(k)
1 (x1)dx1 + BA∗

2

∫ L

0

Θ
(j)
1 (x1)Θ

(k)
1 (x1)dx1

)

)(9.13)Af indgangene i kjk og cjk kan �ere de�neres som 0 vha. reglen om integration af sym-metriske og asymmetriske egensvingningsformer, samt ud fra ordningen af de første 12egensvingningsformer som vist i tabel 9.1.
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Tabel 9.1: Rækkefølgen af de første 12 egensvingningsformerEgensvingsningsform U
(j)
2 (x1) U

(j)
3 (x1) Θ

(j)
1 (x1)1 1. symmetriske 0 02 0 1. symmetriske 03 0 0 1. symmetriske4 1. asymmetriske 0 05 0 1. asymmetriske 06 0 0 1. asymmetriske7 2. symmetriske 0 08 0 2. symmetriske 09 0 0 2. symmetriske10 2. asymmetriske 0 011 0 2. asymmetriske 012 0 0 2. asymmetriskeUd fra ovenstående kan bevægelsesligningerne opskrives på matrixform som vist i afsnit4.1 fra formel (4.16) til (4.20). k0(ω, V ) og 
0(ω, V ) fra formel (4.21) og (4.22) erstattesmed følgende matri
er:

k0(ω, V ) =































































k11 k12 k13 0 0 0 k17 k18 k19 0 0 0 · · ·

k21 k22 k23 0 0 0 k27 k28 k29 0 0 0

k31 k32 k33 0 0 0 k37 k38 k39 0 0 0

0 0 0 k44 k45 k46 0 0 0 k4 10 k4 11 k4 12

0 0 0 k54 k55 k56 0 0 0 k5 10 k5 11 k5 12

0 0 0 k64 k65 k66 0 0 0 k6 10 k6 11 k6 12

k71 k72 k73 0 0 0 k77 k78 k79 0 0 0

k81 k82 k83 0 0 0 k87 k88 k89 0 0 0

k91 k92 k93 0 0 0 k97 k98 k99 0 0 0

0 0 0 k10 4 k10 5 k10 6 0 0 0 k10 10 k10 11 k10 12

0 0 0 k11 4 k11 5 k11 6 0 0 0 k11 10 k11 11 k11 12

0 0 0 k12 4 k12 5 k12 6 0 0 0 k12 10 k12 11 k12 12... . . .





























































(9.14)- 105 -



9 Dynamiske ligninger for 3 frihedsgrader


0(ω, V ) =































































c11 c12 c13 0 0 0 c17 c18 c19 0 0 0 · · ·

c21 c22 c23 0 0 0 c27 c28 c29 0 0 0

c31 c32 c33 0 0 0 c37 c38 c39 0 0 0

0 0 0 c44 c45 c46 0 0 0 c4 10 c4 11 c4 12

0 0 0 c54 c55 c56 0 0 0 c5 10 c5 11 c5 12

0 0 0 c64 c65 c66 0 0 0 c6 10 c6 11 c6 12

c71 c72 c73 0 0 0 c77 c78 c79 0 0 0

c81 c82 c83 0 0 0 c87 c88 c89 0 0 0

c91 c92 c93 0 0 0 c97 c98 c99 0 0 0

0 0 0 c10 4 c10 5 c10 6 0 0 0 c10 10 c10 11 c10 12

0 0 0 c11 4 c11 5 c11 6 0 0 0 c11 10 c11 11 c11 12

0 0 0 c12 4 c12 5 c12 6 0 0 0 c12 10 c12 11 c12 12... . . .





























































(9.15)Som tidligere beskrevet repræsenterer 
0(ω, V ) og k0(ω, V ) lastled som er proportionalemed hhv. modalhastigheden og modal�ytningen. Alle matri
erne fra bevægelsesligningenpå matrixform, formel (4.16), har dimensionen n × n, hvor n er antallet af egensving-ningsformer som er medtaget i beregningen.Også for 3 frihedsgrader �ndes en kombination af den 
irkulære frekvensen og hastighe-den som genererer en harmonisk bevægelse for et frit bevægeligt tværsnit. Dermed vilkombinationer af hastigheder og 
irkulære frekvenser over det kritiske niveau gøre sys-temet ustabilt mens det er stabilt for kombinationer under det kritiske niveau. For atberegne det kritiske niveau antages �ytningerne at være harmoniske på følgende form:q(t) = q0 eiωt (9.16)hvor q0 er svingningens konstante amplitude
ω er den 
irkulære �utter frekvensVed indsættelse af formel (9.16) i bevægelsesligningerne, formel (4.16), kan disse redu
-eres til det ikke-lineære egenværdiproblem som har følgende ikke trivielle løsning:
det
(

−ω2m+ iω
(
− 
0(ω, Vc)

)

+
(k− k0(ω, Vc)

)

)

= 0 (9.17)
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9.1 Simpelt �ytningsfeltFormel (9.17) betegnes også �utter betingelsen og giver de 2 ligninger Re(det(A)) = 0og Im(det(A)) = 0 til at bestemme Vc og ω ud fra.9.1 Simpelt �ytningsfeltSom det er tilfældet for beregningerne med 2 frihedsgrader kan et simpelt �ytningsfeltantages. Dermed simpli�
eres nogle af ligningerne. Først opskrives bevægelsesligningernesom funktion af de kartesiske koordinater frem for modalkoordinater:mü+ 
u̇ + ku = f (9.18)hvor u =









u2(t)

u3(t)

θ1(t)









(9.19)
f =









p2(t)

p3(t)

m1(t)









(9.20)
m =









M1 0 0

0 M2 0

0 0 M3









(9.21)

 =









2ζ1ω1M1 0 0

0 2ζ2ω2M2 0

0 0 2ζ3ω3M3









(9.22)
k =









ω2
1M1 0 0

0 ω2
2M2 0

0 0 ω2
3M3









(9.23)
Lastvektoren fra formel (9.20) skrives på følgende form:

f =









p2(t)

p3(t)

m1(t)









= 
0u̇ + k0u (9.24)

0 og k0 opstilles på baggrund af udtrykkene for lift-kraften, drag-kraften og momentet- 107 -



9 Dynamiske ligninger for 3 frihedsgraderi hhv. formel (9.2), (9.3) og (9.4):

0 =

1

2
ρV BK









H∗
1 (K) H∗

5 (K) BH∗
2 (K)

P ∗
5 (K) P ∗

1 (K) BP ∗
2 (K)

BA∗
1(K) BA∗

5(K) B2A∗
2(K)









(9.25)
k0 =

1

2
ρV 2K2









H∗
4 (K) H∗

6 (K) BH∗
3 (K)

P ∗
6 (K) P ∗

4 (K) BP ∗
3 (K)

BA∗
4(K) BA∗

6(K) B2A∗
3(K)









(9.26)
Igen antages det at bevægelsen er harmonisk med konstant amplitude hvilket svarertil systemets kritiske tilstand. Bevægelsen beskrives ved:u(t) = u0 eiωt (9.27)hvor u0 =









ũ2

ũ3

θ̃1









(9.28)
ũ2, ũ3 og θ̃1 er de konstante reelle amplituder for hhv. translations- og rotationsbevægelserne.Ved indsættelse af formel (9.27) i formel (9.18) redu
eres bevægelsesligningerne til føl-gende determinant:

det
(

−ω2m+ iω
(
− 
0(ω, V )

)

+
(k− k0(ω, V )

)

)

= 0 (9.29)Formel (9.29) er magen til formel (9.17) bortset fra at til formel (9.29) anvendes system-matri
erne fra formel (9.21) til (9.23) samt formel (9.25) og (9.26) frem for matri
erneangivet tidligere.9.2 Flutter-a�ededeFor at kunne løse determinaterne fra formel (9.17) eller (9.29) kræves funktionsudtryk forde 18 �uttera�edede som, indgår i formel (9.25) og (9.26). Disse bestemmes i lighed medtidligere vha. CFD simuleringer med antagelse af at broens bevægelser er harmoniske:
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9.2 Flutter-a�edede
u2(t) = ũ2 eiωt

u3(t) = ũ3 eiωt

θ1(t) = θ̃1 eiωt

(9.30)hvor
ω er bevægelsernes 
irkulære egenfrekvenser
ũ2, ũ3, θ̃1 er bevægelsernes konstante reelle amplituderSom tidligere antages det at lasterne varierer harmonisk med samme frekvens sombevægelsen, samt at lasterne evt. er faseforskudt med φ i forhold til bevægelsen. Såledeskan formel (9.30) indsættes i formel (9.2), (9.3) og (9.4):
p2(x1, t) =

1

2
ρV 2BcL (9.31)

p3(x1, t) =
1

2
ρV 2BcD (9.32)

m1(x1, t) =
1

2
ρV 2B2cM (9.33)hvor

cL(x1, t) = K2 eiωt

(

ũ2

B

(

iH∗
1 (K) + H∗

4 (K)
)

+
ũ3

B

(

iH∗
5 (K) + H∗

6 (K)
)

+ θ̃1

(

iH∗
2 (K) + H∗

3 (K)
)

) (9.34)
cD(x1, t) = K2 eiωt

(

ũ2

B

(

iP ∗
5 (K) + P ∗

6 (K)
)

+
ũ3

B

(

iP ∗
1 (K) + P ∗

4 (K)
)

+ θ̃1

(

iP ∗
2 (K) + P ∗

3 (K)
)

) (9.35)
cM(x1, t) = K2 eiωt

(

ũ2

B

(

iA∗
1(K) + A∗

4(K)
)

+
ũ3

B

(

iA∗
5(K) + A∗

6(K)
)

+ θ̃1

(

iA∗
2(K) + A∗

3(K)
)

) (9.36)
Da det tidligere er antaget at kræfterne varierer harmonisk vil kraft-koe�
ienterne fraformel (9.34) til (9.36) også være harmoniske. Kraft-koe�
ienterne kan dermed beskrivesvha.: - 109 -



9 Dynamiske ligninger for 3 frihedsgrader
cL = c̃L ei(ωt−φL)

cD = c̃D ei(ωt−φD)

cM = c̃M ei(ωt−φM )

(9.37)
Ved at indsætte det første udtryk fra formel (9.37) i formel (9.34), kan der udledesudtryk for de �utter-a�edede H∗

j hvor j = 1, 2, 3, 4, 5, 6:
H∗

1 = Im

(

c̃LB e−iφL

K2ũ2

)

, H∗
5 = Im

(

c̃LB e−iφL

K2ũ3

)

, H∗
2 = Im

(

c̃L e−iφL

K2θ̃1

)

H∗
4 = Re

(

c̃LB e−iφL

K2ũ2

)

, H∗
6 = Re

(

c̃LB e−iφL

K2ũ3

)

, H∗
3 = Re

(

c̃L e−iφL

K2θ̃1

) (9.38)
Det andet udtryk fra formel (9.37) indsættes i formel (9.35), hvorved udtryk for de�utter-a�edede P ∗

j for j = 1, 2, 3, 4, 5, 6 er udledt:
P ∗

5 = Im

(

c̃DB e−iφD

K2ũ2

)

, P ∗
1 = Im

(

c̃DB e−iφD

K2ũ3

)

, P ∗
2 = Im

(

c̃D e−iφD

K2θ̃1

)

P ∗
6 = Re

(

c̃DB e−iφD

K2ũ2

)

, P ∗
4 = Re

(

c̃DB e−iφD

K2ũ3

)

, P ∗
3 = Re

(

c̃D e−iφD

K2θ̃1

) (9.39)
For at udlede formlerne for de sidste 6 �utter-a�edede, A∗

j for j = 1, 2, 3, 4, 5, 6, erdet sidste udtryk fra formel (9.37) indsat i formel (9.36):
A∗

1 = Im

(

c̃MB e−iφM

K2ũ2

)

, A∗
5 = Im

(

c̃MB e−iφM

K2ũ3

)

, A∗
2 = Im

(

c̃M e−iφM

K2θ̃1

)

A∗
4 = Re

(

c̃MB e−iφM

K2ũ2

)

, A∗
6 = Re

(

c̃MB e−iφM

K2ũ3

)

, A∗
3 = Re

(

c̃M e−iφM

K2θ̃1

) (9.40)
Vha. en simulering med lodret translation af tværsnittet beregnes de første to �utter-a�edede i hver af formlerne (9.38) til (9.40), H∗

1 , H∗
4 , P ∗

5 , P ∗
6 , A∗

1 og A∗
4. For simuleringermed vandret translation af tværsnittet beregnes de midterste 2 �utter-a�edede fra hveraf formlerne (9.38) til (9.40), H∗

5 , H∗
6 , P ∗

1 , P ∗
4 , A∗

5 og A∗
6. De sidste 6 �utter-a�edede, H∗

2 ,
H∗

3 , P ∗
2 , P ∗

3 , A∗
2 og A∗

3, beregnes vha. en simulering med rotation af tværsnittet.- 110 -



10Tvungne �ytninger med 3 frihedsgrader
For modellen med 3 frihedsgrader anvendes generelt de samme indstillinger, som erde�neret for den endelige model, beskrevet i afsnit 8.1. Derudover er der indført en nytype simulering i overensstemmelse med den ekstra frihedsgrad, u3, som er vist på �gur9.1a. I den nye type af simuleringer udsættes tværsnittet for tvungen vandret translationog dermed kan drag-e�ekten inkluderes i beregningerne. Den tvungne bevægelse er vistpå �gur 10.1.PSfrag repla
ements

Pos. APos. B Pos. C
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10 Tvungne �ytninger med 3 frihedsgrader
u3 = ũ3 sin(ωt) (10.1)Amplituden for bevægelsen er ũ3 = 0, 5m og ω de�neres enten vha. en værdi for Tperiodeller Vr. Selve simuleringen de�neres på baggrund af simuleringen med lodret translationsom er beskrevet i afsnit 5.2. Ændringerne i forhold til afsnit 5.2 er beskrevet i tabel 10.1og 10.2.Tabel 10.1: Nye indstillinger for "Default Domain" for simuleringerne med tvungen van-dret translationFaneblad Indstilling VærdiFluid Models Additional Variables Details > Drag Sele
tedAdditional Variables Details > Drag >Option Algebrai
 EquationAdditional Variables Details > Drag >Value p3Additional Variables Details > Vandret�ytning Sele
tedAdditional Variables Details > Vandret�ytning > Option Algebrai
 EquationAdditional Variables Details > Vandret�ytning > Value u3Variablerne "Drag" og "Vandret �ytning" er de�neret vha. CEL. Ved at tildele demværdier fra en algebraisk ligning, inkluderes disse variabler i resultat�lerne og kan dermedeksporteres. Variablerne tildeles udtrykkene p3 og u3, der ligeledes er de�neret vha. CEL.Drag-kraften er beregnet vha.:
p3 =

1

d

n
∑

i=1

Fz (10.2)hvor
d er dybden af den virtuelle vindtunnel i x1-retningen, [m]
Fz er x3 komposanten af den aeroelastiske kraft på brotværsnittet i de enkelteelementer, [N]
n er antallet af elementer langs brotværsnittet, [−]For randbetingelserne er det kun Bro RB, som skal ændres, idet det er her at selve dentvungne bevægelse af brotværsnittet de�neres i modellen. Ændringerne af Bro RB er visti tabel 10.2. - 112 -



10.1 Flutter-a�ededeTabel 10.2: Nye indstillinger for randbetingelsen "Bro" for simuleringerne med tvungenvandret translationFaneblad Indstilling VærdiBoundary Details Mesh Motion > Y Component 0 [m]Mesh Motion > Z Component u3Ud fra indstillingerne beskrevet i afsnit 5.2 og ændringerne fra tabel 10.1 og 10.2 er derde�neret forskellige simuleringer med forskellige frekvenser for bevægelsen. Frekvensernesvarer til de frekvenser, der tidligere er benyttet i forbindelse med den endelige model iafsnit 8.2.10.1 Flutter-a�ededeSimuleringerne fra afsnit 8.2 kan genbruges med en lidt ændret databehandling. Såledeser det kun nødvendigt at køre nye simuleringer med vandret translation af tværsnittet.Som beskrevet i afsnit 9 ændres databehandlingen således, at nu udtages 3 kraft-signalerfra hver simlering: p2, p3 og m1. Et eksempel hvor alle 3 kraftsignaler er plottet sammen,er vist på �gur 10.2.
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10 Tvungne �ytninger med 3 frihedsgraderPSfrag repla
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Figur 10.2: Vandret translation, u3, lift-kraft, p2, drag-kraft, p3, og momentet, m1 forsimuleringen med Vr = 2Figur 10.2 er et eksempel på en simulering hvor signalerne fra alle 3 kræfter svinger pæntharmonisk og næsten i fase med bevægelsen, u3, bortset fra nogle store udsving indenfor den første periode. Derudover bemærkes det at p2-signalet er lidt "skævt" i forholdtil en sinuskurve.For de pæne signaler som eksempelvis dem der er vist på �gur 10.2, ligger de �ttedekurver pænt i forhold til de målte signaler. Derimod er der en del signaler, spe
ielt fordrag-kraften, p3, som ikke ser så pæne ud som signalerne vist på �gur 10.2. Et eksempelherpå er vist på �gur 10.3.
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10.1 Flutter-a�ededePSfrag repla
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Figur 10.3: Lodret translation, u2, lift-kraft, p2, drag-kraft, p3, og momentet, m1 for simu-leringen med Vr = 4, 84 (⇒ Tperiod = 15 s)Figur 10.3 viser et eksempel på er der registreret et højfrekvent bidrag til variationen afdrag-kraften, p3 for simuleringen med lodret translation af tværsnittet. Dette er tidligereset for lift-kraften ved samme type simulering med for høje værdier af Vr, som beskreveti forbindelse med �gur 8.6 hvor det blev fastslået at variationen skyldes numerisk støj.For signaler på �gur 10.3 er variationerne fra den numeriske støj blevet lidt større enddet tidligere er set.Tidligere har signalet været harmonisk og periodisk og derfor har det været muligt atlave gode kurve-�t til signalerne på trods af den numeriske støj. Signalet for p3 er deri-mod ikke harmonisk, hvilket adderer yderligere usikkerheder til den simple metode, somhidtil er blevet anvendt til at bestemme amplituden med. Generelt er der ikke observeretbetydende numerisk støj på moment-signalerne, m1, mens lift-kraften, p2, er påvirketaf udsving af betydende størrelse for simuleringerne med lodret- og vandret translation.For p2 er udsvingene fra numerisk støj stigende med værdierne af Vr. Signalerne for m1og p2 er altid tilnærmelsesvis harmoniske og periodiske for alle 3 typer af simuleringer.For drag-kraften, p3, er signalet harmonisk og periodisk for simuleringerne med vandrettranslation, mens det er inharmonisk og periodisk for simuleringerne med lodret transla-tion og rotation af tværsnittet. Derudover er signalet for p3 påvirket af betydelige udslagfra numerisk støj for simuleringerne med lodret- og vandret translation af tværsnittet.Som for p2 er størrelsen af udslagene for p3 stigende med værdien af Vr.- 115 -



10 Tvungne �ytninger med 3 frihedsgraderFor de harmoniske signaler med meget numerisk støj er der risiko for at overvurdereamplituden, ved at anvende det halve af forskellen mellem maksimalt og minimalt ud-slag, som det er beskrevet i afsnit 6.2. For de relativt små højfrekvente udslag i forholdtil bevægelsen, som det har været tilfældet før dette afsnit, er fejlen relativt lille i forholdtil den samlede fejl. Når udslagene fra den numeriske støj bliver en større pro
entdel afamplituden, bliver fejlen ved max-min-metoden også større og begynder at få væsentligind�ydelse på resultaterne.Et andet problem opstår når signalerne ikke længere er harmoniske. Så er det ikke længeresikkert at det største udslag svarer til den ønskede frekvens, som er bevægelsesfrekvensen.Derfor er der indført en mere advan
eret analyse af kraftsignalerne i form af en "Dis
reteFourier Transformation" (DFT). DFT udføres bl.a. i MatLAB vha. en FFT-rutine, somer en hurtig måde at beregne DFT på for regnemaskiner eller programmer. Ud fra FFTkan signalets variation bestemmes som funktion af frekvensen. Dermed kan den ønskedeamplitude hørende til den ønskede frekvens bestemmes, når bevægelsen er kendt i forve-jen. Figur 10.4 viser et eksempel på et kraftsignal som både har en stor mængde numeriskstøj og er inhomogent. På �guren er kraftsignalerne omregnet til kraft-koe�
ienter.PSfrag repla
ements

60
60
60

80
80
80

100
100
100

120
120
120

140
140
140

160
160
160

180
180
180

5-5
-2-1
0
0
0
12

-3

0,010,02
-0,02-0,01

-4

×10

×10

c L
[−

]
c D

[−
]

c M
[−

]

Tid, t [s]
Tid, t [s]
Tid, t [s]

Figur 10.4: Kraftkoe�
ienter fra simuleringen med lodret translation af tværsnittet (�)for EM ved Vr = 16 s samt en �ttet kurve (� �) hvor amplituden er bestemtsom tidligere og en �ttet kurve (� �) hvor amplituden er bestemt vha. FFT.Kurve�t er foretaget med mindste kvadraters metode- 116 -



10.1 Flutter-a�ededeAf �gur 10.4 fremgår det tydeligt, at der er betydelig udslag af numerisk støj for cD,samt at der er væsentlig forskel den �ttede kurve som er bestemt vha. max-min-metoden(� �) og den �ttede kurve bestemt vha. FFT (� �). Frekvenserne er ens men amplitudenfra FFT analysen er væsentlig mindre. Yderligere bemærkes det at drag-koe�
ienten ervæsentligt mindre end lift-koe�
ienten, hvilket gør den mere følsom overfor numeriskstøj.For cL er forskellen mellem max-min-metoden og FFT så lille, at de �ttede kurver liggeroveni hinanden på det aktuelle plot. Dermed har max-min-metoden været tilstrækkeligtil behandling af resultaterne indtil nu. For cM er der ligeledes ingen forskel mellem de�ttede kurver hvor amplituden er bestemt ved de to omtalte metoder.Ud fra kurverne som er �ttet vha. de to forskellige metoder, er de 18 �utter-a�ededeberegnet. I forhold til tidligere er de �ttede kurver ændret fra 2. grads polynomier til3. grads polynomier. Det skyldes at �ere af de �utter-a�edede �ttede bedre til 3. gradspolynomierne. Da 18 �utter-a�edede ikke kan være på en �gur er de fordelt over 3 �gu-rer. Figur 10.5 viser de 6 �utter-a�edede til beskrivelse af p2, jf. formel (9.2), H∗
i hvor

i = 1, 2, 3, 4, 5, 6:
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Figur 10.5: Flutter-a�edede fra den endelige model hvor amplituderne er beregnet somtidligere (2) med en �ttet kurve (�) og hvor amplituderne er beregnet vha.FFT (◦) plottet sammen med data fra DMI (•) og en kurve �ttet til DMI'sdata (� �) - 117 -



10 Tvungne �ytninger med 3 frihedsgraderFor de første 3 �utter-a�edede, H∗
1 , H∗

2 og H∗
3 er der ikke forskel på hvilken metode, somer anvendt til bestemmelse af amplituderne. Yderligere er forskellen mellem et kurve�tmed et 2. eller et 3. grads polynomium ikke synlig på de aktuelle plot. Ved beregningligger 2. grads polynomiet lidt bedre, som det tidligere er beskrevet. For H∗

4 det kun fordet første punkt at der er forskel mellem resultaterne fremkommet vha. de to metodertil bestemmelsen af amplituderne. For H∗
5 og H∗

6 er der �ere punkter som afviger frahinanden. Som beskrevet i forbindelse med formel (9.38) er H∗
5 og H∗

6 beregnet ud fralift-kraften i simuleringen med vandret translation. Som tidligere beskrevet er signalet forlift-kraften ved simuleringerne med vandret translation påvirket af betydende numeriskstøj og det er derfor forventeligt at der er forskelle i resultaterne fra de to metoder tilberegning af amplituden.Derudover observeres det at for H∗
4 , H∗

5 og H∗
6 har den �ttede kurve tendens til athave en vendetangent lige omkring det sidste punkt fra beregningerne. Da denne æn-dring i tangenthældningen ikke er underbygget af nogle punkter, kan disse kurver ikkebruges til at ekstrapolere resultater ud over det sidste punkt (Vr = 16). Yderligere serdet ud til at H∗

4 , H∗
5 og H∗

6 ikke rammer 0 for Vr = 0, hvilket så medvirker til at etablerede toppunkter som �ndes for lave værdier af Vr, når kurven tvinges til at skære gennem 0.De næste 6 �utter-a�edede, til beskrivelse af p3 jf. formel (9.3), P ∗
i hvor i = 1, 2, 3, 4, 5, 6,er vist på �gur 10.6.
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10.1 Flutter-a�edede
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Figur 10.6: Flutter-a�edede fra den endelige model hvor amplituderne er beregnet somtidligere (2) med en �ttet kurve (�) og hvor amplituderne er beregnet vha.FFT (◦)For de �utter-a�edede fra P ∗
1 til P ∗

6 er det hovedsageligt for de sidste 4 punkter, hvor derer afvigelse mellem de to metoder til bestemmelse af amplituden. Igen observeres vende-tangenter for �ere kurver omkring det sidste punkt. Dermed er det igen meget usikkertat ekstrapolere data ud over det sidste punkt ved Vr = 16. P ∗
2 er en af de �utter-a�edede,som har fået et væsentligt bedre �t efter skiftet fra 2. til 3. grads polynomier. For P ∗

2og P ∗
3 skyldes de store afvigelser, at drag-koe�
ienten for simuleringerne med rotationaf tværsnittet og Vr mellem 10 og 16 giver et signal, som svinger næsten med den halveperiode i forhold til bevægelsen. Dermed gælder den grundlæggende antagelse om atkræfterne og bevægelsen varierer med samme frekvens ikke længere, hvilket bevirker atpunkterne ligger dårligt.For P ∗
1 til P ∗

4 er der tendens til at en �ttet kurve kunne skære ordinat-aksen omkring 0,uden at være tvunget til det. For P ∗
5 og P ∗

6 ser det ud til at punktet for Vr = 2 falderudenfor tendense af de resterende punkter. For begge disse �utter-a�edede ville det sidstepunkt dreje den �ttede kurve væk fra 0 på ordinat-aksen, hvilket ville være en væsentligfejl.De sidste 6 �utter-a�edede, A∗
i hvor i = 1, 2, 3, 4, 5, 6, som anvendes til beskrivelsenaf momentet, m1, jf. formel (9.3), er vist på �gur 10.7.- 119 -



10 Tvungne �ytninger med 3 frihedsgrader
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Figur 10.7: Flutter-a�edede fra den endelige model hvor amplituderne er beregnet somtidligere (2) med en �ttet kurve (�) og hvor amplituderne er beregnet vha.FFT (◦) plottet sammen med data fra DMI (•) og en kurve �ttet til DMI'sdata (� �)For alle de �utter-a�edede som er vist på �gur 10.7, er der ingen afvigelse mellem punk-terne bestemt ved de to metoder, som er anvendt til at beregne amplituden. For de�ttede kurver fra A∗
1, A∗

2 og A∗
3 er der ingen synlig forskel mellem �ttet med et 2. eller 3.grads polynomium. For A∗

4 observeres igen en vendetangent efter det sidste punkt, somkurven er �ttet til og igen betyder det, at evt. ekstrapolerede værdier kan være behæftetmed store fejl. For A∗
5 observeres igen, at punktet svarende til Vr = 2 ligger lidt udenfortendensen fra de andre punkter.Generelt kan der ikke siges noget om modellens nøjagtighed, men da det er den sammemodel, som i Del I er blevet vurderet som a

eptabel, ud fra sammenligninger med DMI'sresultater, er det valgt at bibeholde modellen. Det bedste mål for hvor god modellen er,er derfor hvor godt den kan reprodu
ere den del af resultaterne, som i forvejen er kendt.De ændringer som er blevet indført i dette kapitel, har ikke ændret forskellen væsentligtmellem DMI's resultater og de �utter-a�edede, som kan sammenlignes med disse. Deri-mod er der �ere af punktserierne fra �gur 10.5, 10.6 og 10.7, som ikke har tendens til atskære ordinat-aksen i nulpunktet, hvilket kunne tyde på at alt ikke er som det skal være.Da der ikke er �ere resultater at holde modellen op imod og beregningsmetode er blevetfor�net på de punkter hvor der er identi�
eret problemer, kan modellen ikke veri�
eres- 120 -



10.1 Flutter-a�ededebedre i forbindelse med dette projekt.Det er veri�
eret, at de to metoder til at bestemme amplituden for kraftsignalet gi-ver samme resultat for signaler uden højfrekvente variationer. Derudover er det vurderetat FFT analysen giver de bedste resultater for signaler, hvor der er højfrekvente varia-tioner. Derfor er modellen ændret permanent til at beregne �utter-a�edede på baggrundaf amplituder som er beregnet vha. FFT analyser. På de efterfølgende 3 �gurer er de 18�utter-a�edede, som er beregnet på baggrund af amplituder fra FFT analyser, vist medtilhørende �ttede kurver.
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Figur 10.8: De 6 �utter-a�edede, H∗
i , beregnet ud fra CFD-simuleringerne (2) med en�ttet kurve (�) plottet sammen med data fra DMI (•) og en kurve �ttet tilDMI's data (� �)Af resultaterne fra �gur 10.8 er det H∗

6 som har det dårligste �t, mens både H∗
4 , H∗

5 og
H∗

6 er uegnede til ekstrapolering af resultater ud over Vr = 16. Yderligere viser punkternesvarende til Vr = 2 for H∗
4 og H∗

5 , at der er usikkerhed omkring bestemmelsen af nogle�utter-a�edede for små værdier af Vr.
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Figur 10.9: De 6 �utter-a�edede, P ∗
i , beregnet ud fra CFD-simuleringerne (2) med en�ttet kurve (�) plottet sammen med data fra DMI (•) og en kurve �ttet tilDMI's data (� �)For de 6 �utter-a�edede P ∗

i er der ingen resultater at sammenligne med, men umiddelbartligger �ere af punkt-serierne på nogle pæne kurver som �nt skærer ordniataksen omkringnulpunktet uden tvang. Igen observeres det at punkterne for Vr = 2 for P ∗
5 og P ∗

6 samtdelvist for P ∗
2 ligger så kurverne drejes væk fra nulpunktet. Der er igen �ere af de �utter-a�edede som ikke egner sig til ekstrapolering ud over Vr = 16.
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Figur 10.10: De 6 �utter-a�edede, A∗
i , beregnet ud fra CFD-simuleringerne (2) med en�ttet kurve (�) plottet sammen med data fra DMI (•) og en kurve �ttet tilDMI's data (� �)For de 6 �utter-a�edede, A∗

i , fremgår det, at de �este ligger pænt på kurver som kunneskære ordinat-aksen i nulpunktet uden tvang. A∗
5 afviger fra denne opførsel da punktetsvarende til Vr = 2 ligger udenfor denne tendens. For A∗

4 er det endvidere ikke tilrådigtat foretage en ekstrapolering ud over Vr = 16.10.2 Kritisk hastighedI dette afsnit er den kritiske hastighed for broen beregnet for tilfældet med 3 frihedsgrad-er ud fra metoden, som er beskrevet i afsnit 9.1. I det foregående afsnit er der redegjortfor hvorledes de følgende udtryk for de 18 �uter-a�edede er beregnet på baggrund afCFD-simuleringer. Udtrykkene fra formel (8.1) er blevet modi�
eret så alle 18 �utter-a�edede er beskrevet ved 3. grads polynomier.
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H∗

1 (K) = 0, 000734V 3
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1(K) = −0.0001439V 3
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A∗
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5(K) = 0, 00003224V 3

r − 0.0004943V 2
r + 0.008878Vr

A∗
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(10.5)
hvor

K er den redu
erede frekvens, K = Bω
V

Vr er de redu
erede hastighed, Vr = 2πV
ωB

= 2π
K

for Vr ≤ 16Vha. udtrykkene for de 18 �utter-a�edede fra formel (10.3) til (10.5) beregnes 
0 og k0fra lastudtrykket i formel (9.24) ud fra formel (9.25) og (9.26).De 3 systemmatri
er opstilles vha. af oplysningerne i afsnit 3.2 idet værdierne anvendt iafsnit 8.3 genanvendes. For tilfældet med 3 frihedsgrader ændres indekset for rotations-frihedsgraden fra 2 til 3 jf. lastvektoren fra formel (9.20).Som beskrevet i forbindelse med tabel 3.3 er der ikke opgivet nogle svingende mass-er for de horisontale egensvingningsformer. Det er i det efterfølgende valgt at anvendeden samme masse, som der er anvendt for den vertikale egensvingningsform.
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10.2 Kritisk hastighedTabel 10.3: Værdier til opstilling af systemmatri
erne fra formel (9.18)Frihedsgrad Indeks, i Masse, Mi Frekvens, fi [Hz] Dæmpning, ζi

u2 1 19.562 kgm 0,0985 0,01
u3 2 19.562 kgm 0,0378 0,01
θ1 3 2.342.625 kgm2m 0,2549 0,01Værdierne præsenteret i tabel 10.3 svarer til første symmetriske egensvingningsform forbåde vertikal og horisontal translation samt rotation. Vinkelfrekvensen er givet ved:

ωi = 2πfi (10.6)Ud fra værdierne i tabel 10.3 samt formel (10.6) er systemmatri
erne fra formel (9.21)til (9.23) opstillet:
m =









19.562 0 0

0 19.562 0

0 0 2.342.625









(10.7)

 =









242, 14 0 0

0 92, 92 0

0 0 75.038, 21









(10.8)
k =









7.492, 82 0 0

0 1.103, 46 0

0 0 6.008.999, 68









(10.9)
Flutter-betingelsen fra formel (9.29) er løst vha. de opstillede matri
er. Løsningen eretableret ved at beregne værdien af determinenten for alle par af V og ω indenfor inter-vallerne V ∈ [1; 200] ms og ω ∈ [0, 1; 2] rads . Hvert interval har været delt op i 400 punkter.Pga. indholdet af komplekse tal i �utterbetingelsen er der beregnet punkter på to �aderi rummet svarende til hhv. real- og imaginær-delen af determinenten fra formel (9.29).Vha. interpolation mellem punkterne er 0-konturerne fra de to �ader beregnet og plottetpå følgende �gur. Flutter-betingelsen er opfyldt for skæringerne af 0-konturerne.
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Figur 10.11: 0-konturer for den reelle del af determinentbetingelsen (�) og for den imag-inære del (�) for 3 frihedsgraderSom det fremgår af �gur 10.11 er der umiddelbart 3 skæringer mellem 0-konturerne forden reelle og den imaginære del af determinenten fra �utter-betingelsen. Der er skæringerved ω ≈ 0, 1 rads og ω ≈ 0, 2 rads for V ≈ 38 ms og V ≈ 80 ms samt en skæring for ω ≈ 1, 2 radsog V ≈ 70 ms . Umiddelbart betyder det at den kritiske hastighed ligger omkring 38 ms ,men ved beregning af den redu
erede hastighed for V ≈ 38 ms og ω ≈ 0, 1 rads �ndes
Vr = 77, hvilket er langt over den største simulerede værdi på Vr = 16. Endvidere skalden kritiske frekvens ligge mellem den mindste, ω2 = 0, 24 rads , og største, ω3 = 1, 60 rads ,frekvens, som er anvendt til at de�nere systemmatri
erne ud fra.Det er tidligere beskrevet at værdierne for nogle af de 18 �utter-a�edede ikke kan be-tragtes som pålidelige hvis de redu
erede hastighed overskrider 16, som er den maksimaleværdi der er anvendt i simuleringerne. På �gur 10.12 er grænsen for Vr = 16 vist oveni0-konturerne.
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Figur 10.12: 0-konturer for den reelle del af determinentbetingelsen (�) og for den imag-inære del (�) for 3 frihedsgrader samt angivelsen af grænsen for Vr = 16(� �)Af �gur 10.12 fremgår det at den eneste skæring som ligger over grænsen for Vr = 16(� �) er skæringen omkring V ≈ 70 ms . Den del af 0-konturerne som ligger under grænsenfor Vr = 16 (� �), er i prin
ippet ikke gyldig, idet det tidligere er fastslået at de bestemteudtryk for de �utter-a�edede ikke kan ekstrapoleres ud over denne grænse. Flere afgraferne for de �utter-a�edede viser markant ændrede tendenser for værdier over Vr = 16,hvilket gør værdierne under (� �) upålidelige.Problemet kan løses på to måder: Enten øges antallet af simuleringer så et større in-terval for Vr dækkes ind ellers vurderes det at skæringen omkring V ≈ 70 ms er denløsning, som giver den laveste kritiske hastighed. Det er valgt at anvende det sidste al-ternativ og dermed beregne den kritiske hastighed for skæringen omkring V ≈ 70 ms .Som tidligere beregnes den kritiske hastighed ved at �tte en kurve til punktserien inden-for et lille udsnit af 0-konturerne, hvor kurver tilnærmelsesvis kan beskrives som rettelinier. Resultater af dette �t er vist på �gur 10.13.
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Figur 10.13: Udsnit af 0-konturerne for den reelle del af determinentbetingelsen (�)med tilhørende kurve�t (� �) og for den imaginære del (�) med tilhørendekurve�t (� �)Da kurve�ttene fra �gur 10.13 ligger pænt oveni hinanden, er den kritiske hastighedberegnet. Den kritiske hastighed er beregnet til Vc = 67, 83 ms med en tilhørende kritiskfrekvens på ωc = 1, 1735 rads . De beregnede værdier svarer til Vr = 11, 72.10.3 SammenfatningFormålet med denne del af projektet er at indføre en 3. frihedsgrad og undersøge ind�y-delsen af dette på det endelige resultat. I starten af dette kapitel blev den nye type afsimuleringer de�neret og alle de praktiske foranstaltninger for at indføre den 3. friheds-grad blev beskrevet. Den teoretiske udledning af ligningerne er beskrevet i kapitel 9.Det blev konstateret at et nyt problem omkring kraftsignalerne knytter sig til drag-kraften, idet denne generelt er mindre end lift-kraften og dermed mere følsom overfornumerisk støj. Yderligere har drag-kraften en tendens til ikke at være harmonisk forsimuleringerne med lodret translation og rotation af tværsnittet.For bedre at kunne håndtere udseendet af den stigende ind�ydelse fra numerisk støjog de inharmoniske signaler fra drag-kraften, blev metoden til beregning af amplitud-erne for kraftsignalerne forbedret. Det blev konstateret, at for de tidligere behandlederesultater var forskellen mellem de to anvendte metoder ubetydelig, men for signalernemed meget numerisk støj er det vurderet, at resultaterne blev forbedret.- 128 -



10.3 SammenfatningFor de 18 �utter-a�edede som er beregnet på baggrund af de nye simuleringer og dennye metode til at beregne amplituden for kraftsignalerne er det konstateret at �ere haret dårligt �t til 2. gradspolynomiet. Derfor er det valgt at implementere et �t til 3. grad-spolynomiet, hvilket så bevirker at mange af de �utter-a�edede �tter til kurver som harvendetangent efter det sidste punkt fra simuleringerne (Vr = 16). Dermed er det kon-stateret at de bestemte udtryk for de 18 �utter-a�edede ikke egnet sig til ekstrapoleringud over Vr = 16.Ved beregning af den kritiske hastighed blev det konstateret at �utter-betingelsen til-syneladende har 2 løsninger udenfor gyldighedsområdet af udtrykkene for de 18 �utter-a�edede fra formel (10.3) til (10.5). Da udtrykkene for de �utter-a�edede ikke gælderudenfor det angivne interval, må der udføres �ere simuleringer, for at kunne endegyldigtkonstatere, om der �ndes løsninger til �utter-betingelsen for Vr > 16.Indenfor det gyldige interval for udtrykkene for de 18 �utter-a�edede er der beregnet enkritisk hastighed på Vc = 67, 83 ms med en tilhørende kritisk frekvens på ωc = 1, 1735 rads .
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11Konklusion
I del I af dette projekt er der beregnet en kritisk hastighed for et brotværsnit med2 frihedsgrader. Den kritiske hastighed er beregnet på baggrund af en simpel model,hvor det er antaget at brodækket bevæger sig som et stift legeme. Til beregningen afden kritiske hastighed er der bestemt udtryk for 6 �utter-a�edede på baggrund af CFD-simuleringer. CFD-simuleringerne er sammenlignet med resultaterne fra vindtunnelforsøgpå det samme brotværsnit, som er anvendt til CFD-simuleringerne.Det kan konkluderes at der er god overensstemmelse mellem de 6 �utter-a�edede som erbestemt vha. CFD og dem som er bestemt vha. vindtunnelforsøg. Dermed er det vist atCFD-simuleringer kan være et alternativ til anvendelse af vindtunnelforsøg i designfasenfor en bro. Indtil der er udført et større valideringsarbejde, kan CFD-simuleringer an-vendes til at kontrollere forskellige tværsnit i forhold til hinanden, hvorefter den endeligekontrole af et eller få af tværsnittene kan udføres vha. vindtunnelforsøg. Dermed er dersparet væsentlige udgifter på projektet.Den kritiske hastighed som er beregnet på baggrund af et simpelt �ytningsfelt er 69, 97 ms ,hvilket er ganske tæt på de 73 ms som jf. [Thorbek and Bennetsen, 2008℄ er den kritiskehastighed, som er beregnet i forbindelse med projekteringen af broen. Det meste afafvigelsen skyldes sandsynligvis, at der er anvendt forskellige antagelser i forbindelsemed de dynamiske ligninger eftersom det beregnede �utter-a�edede ligger meget tæt påhinanden.I del II af dette projekt er der implementeret en ekstra frihedsgrad for brotværsnit-tet. Samtidig er den fulde beskrivelse af lasterne vha. 18 �utter-a�edede inddraget iberegningen. For CFD-simuleringerne medfører denne forøgelse af frihedsgraderne og de�utter-a�edede ikke nogen væsentlig forøgelse af kompleksiteten. Der skal udføres en ek-stra simulering for hver punkt i diagrammet med �utter-a�edede og der skal behandleset ekstra data-signal. Det er begge to relativt simple ændringer, som forholdsvis hur-tigt kan implementeres i det samlede beregningsapparat. Derudover skal der beregnes- 133 -



11 Konklusion12 �utter-a�edede mere i forhold til tidligere, hvilket igen er forholdsvist simpelt. Nårdisse ændringer er indført, skal �utter-betingelsen løses med nogle matri
er som er lidtstørre end tidligere, men det er stadig ikke noget som ikke kan håndteres af de sammeberegningsalgoritmer som tidligere er anvendt.Hvis en tilsvarende udvidelse skal udføres for vindtunnelforsøg, skal der selvfølgelig ogsåher laves et ekstra forsøg, for hvert punkt i diagrammerne med �utter-a�edede. Deru-dover skal der tilføjes ekstra måleudstyr og bro-ophænget i vindtunnelen skal laves om,så det kan håndtere den ekstra frihedsgrad. Det er begge ting som øger kompleksitetenaf forsøgene. Yderligere medfører de ekstra forsøg en væsentlig forøgelse af udgiften tilforsøg.Resultatet beregningerne med 3 frihedsgrader er meget tæt på resultatet fra bereg-ningerne med 2 frihedsgrader, idet den kritiske hastighed er beregnet til 67, 83 ms . Igener antagelsen omkring stivlegeme bevægelse af broen anvendt og igen er den kritiskehastighed lidt mindre end de 73 ms .Den kritiske hastighed fra beregningen med 3 frihedsgrader er lidt mindre end dentilsvarende fra beregningen, med 2 frihedsgrader, men ellers er de tæt på hinanden.Det kunne tyde på at de væsentligste bidrag til lasten er medtaget i de første 6 �utter-a�edede, som er anvendt i del I. Dermed kan det diskuteres om det er nødvendigt atmedtage alle 18 �utter-a�edede i beskrivelsen af lasten. Det skal også bemærkes, at derer et væsentligt større kontrolarbejde at udføre når der er 18 �utter-a�edede som skalkontrolleres mht. kurve�t og andet.For at CFD-simuleringer kan blive en del af fremtiden indenfor design og analyse afbroen skal der udføres �ere validerings- og sammenligningsprojekter på forskningsnivauevt. i samarbejde med de rådgivende virksomheder så tilliden til CFD øges. På rela-tiv kort sigt kan CFD overtage udskillelsen af nogle få tværsnit fra en større mængdesåledes at der udføres færre forsøg evt. kun på det endeligt valgte tværsnit til et nytprojekt. På længere sigt kan CFD blive det endelige dimensioneringsværktøj mht. aeroe-lastisk respons både for modeller som bygger på �utter-a�edede, som er beregnet påbaggrund af tvungne bevægelser, men også for design på baggrund af et frit bevægeligtbroelement pla
eret i strømningen. Dette kan ske vha. kobling mellem strømningsløserenog en strukturløser, som for hvert tidsstep kan beregne konstruktionens deformationer.Så længe lastbeskrivelsen baseres på �utter-a�edede kan der relativt let indføres �ere�utter-a�edede i CFD-modellerne som det tidligere er beskrevet.Kon
eptet med det frit bevægelige broelement kan relativt let udviddes til 3D da bådestrømningsløseren og strukturløseren er udviklet til det fulde 3D tilfælde. Den frit bevægelige3D model er naturligvis det optimale dimensioneringsværktøj i fremtiden, forhåbentligikke så fjern en fremtid!
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