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Synopsis

Rapporten ”Stabilitet af udfligede stalrammer” beskaftiger sig med numerisk implementering
af den tre dimensionale forskydningsfleksible bjeelketeori i MatLAB. Den forskydningsfleksible
bjelketeori udledes og implementeres i MatLAB koden, hvor den Igbende eftervises og
sammenlignes med analytiske og numeriske Igsninger fra kommercielle FEM programmer.

| MatLAB koden tages der hensyn til bjeelkeelementer med varierende tvarsnit ved numerisk
integration. Senere udvides koden til at kunne handtere stabilitetsfaenomenet kipning, som
medfgrer aksiale deformationer i form af hvaelving.

Der modelleres 4 forskellige hjgrnesamlingstyper hvor overfgrselen af hvalving undersgges.
Aktivering af hveelvingsfrihedsgraden har vist sig at give fordel ved dimensionering af
stalkonstruktioner, idet der opnas en bedre baereevne i forhold til de traditionelle
dimensioneringsmetoder.

[i]



[ii]



Title sheet
Title: Stability of tapered steel frames
Theme: Master Thesis
Supervisors: Ronnie R. Pedersen
Lars Damkilde
Project period: 1. February 2012 — 14. June 2012
Number of pages: 112
Group: BM4-6-F12
Number of copies: 6
Group members:
aleed Mo —
Waleed Khalid Yama Taj
Summary

The thesis "Stability of tapered steel frames" is dealing with the numerical implementation of
the three-dimensional shear flexible beam theory in MatLAB. The shear flexible beam theory
is derived and implemented in a MatLAB code where it is continually verified and compared
with analytical and numerical solutions from commercial FEM programs.

The MatLAB code takes into consideration the beam elements with variable cross sectional
properties by numerical integration. It is gradually extended to be able to handle lateral
buckling, which results in axial deformations in the form of warping.

There have been modeled 4 different types of corner joints in which the transfer of warping is
investigated. It has been observed that the activation of warping degree of freedom makes
structures more stiff resulting in better utilization of materials and thereby a better bearing
capacity compared to the traditional design techniques.
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Forord

Projektet ”Stabilitet af udfligede rammehjgrner” er udarbejdet pa 4. semester af kandidatuddannelsen i
bygge- og anlagskonstruktion ved Aalborg Universitet Esbjerg i perioden 1. februar 2012 til 14. juni 2012.

Projektet tager udgangspunkt i den forskydningsfleksible bjalketeori med henblik pa en numerisk
implementering af teorien i MatLAB. Derfor ligger hovedvaegten af projektet i elementformuleringen af
teorien. MatLAB kodens funktionalitet eftervises Igbende med de kommercielle programmer — Ansys v13
og Abaqus 6.10-1. De analytiske beregninger er foretaget i MatCAD 15 samt freeware programmet
wxMaxima 11.

Kildehenvisninger vises som et tal i klammer og sidst i rapporten er der udarbejdet en litteraturliste over
samtlige kilder, som er anvendt i projektet. Ligningerne nummereres ved (m.n) hvor m er afsnitsnummeret
og n ligningsnummeret. Til projektet vedleegges en CD, hvor der kan findes alle FEM modeller/data,
elektronisk udgave af rapporten, artikler, appendikser, scripts og MatLAB koder.

Gruppen gnsker at rette tak til Ronnie R. Pedersen og Lars Damkilde for faglig vejledning i forbindelse med
udarbejdelsen af projektet. Endvidere retter gruppen tak til Flemming Skriver fra Halber ApS for hans hjzelp
i forbindelse med Halber programmet.
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Elementformulering for forskydningsfleksibel bjaelke

1 Indledning

Et traditionelt stalhalsbyggeri konstrueres med I-profiler, som enten to eller tre charnierrammer. Dette
ggres med henblik pa at undga indspaendingsmomenterne ved fundamenterne og kipsamlingen.
Rammerne er i den tveergaende retning typisk understgttet af aser pa oversiden af riglen og lgsholter pa
ydersiden af rammeben. Udover dette, opfgres rammehjgrnet vha. profiler med en varierende hgjde eller
en sakaldt udfligning, som pa grund af forholdet mellem profilhgjden og profiloredden kan karakteriseres
som et tyndvaegget element. Denne gger stivheden af rammen og kan dermed optage stgrre momenter.
Resultatet af det er at der kan anvendes mindre profiler i resten af rammekonstruktionen.

Kip- og hjgrnesamlinger er enten svejse- elle en boltesamling. Valget er afhaengigt af flere forskellige
grunde, sdsom montagemuligheder, det statiske system eller transport. Uanset samlingstypen, har enhver
geometrieendring en indflydelse pa hvordan snitkreefterne overfgres fra den ene profil til en anden.
Overfgrslen af disse sker bl.a. ved hvealving af tveersnittet, hvorfor det er ngdvendigt at benytte en
bjeelketeori, som tager hensyn til dette. En typisk halkonstruktioner ser ud som pa Figur 1.

Tagbekleedning

Tagase
Rigel

Udfliget rammehjgrne

Vindkryds
LR R
2 00 ReS W\
Lgsholte
Kipsamling
Rammeben

Figur 1: Eksempel pa stalhalskonstruktion. [1]

Brugen af stalrammekonstruktioner har veeret stigende i de seneste ar pa grund af relativt lave
omkostninger, kortere konstruktionstid, fleksibilitet og anvendelsesmuligheder i forhold til andre
bygningsmaterialer. Da en typisk stalramme er opbygget af I-profiler, som karakteriseres som tyndvaeggede
elementer pga. den store forhold mellem kropshgjden og flangebredden, er det ngdvendigt til at tage
seerlig hensyn til det globale stabilitetsfaenomen - kipning.

Kipning er karakteriseret ved en vandret udknaekning af riglen, som udover egenlasten udszettes for
naturlaster i form af sne, og vind. Lasternes angrebspunkt er meget varierende og er ofte excentrisk i
forhold til tyngdepunktslinjen. Denne excentricitet kan medfgre at rammekonstruktionen knaekker ud i den
langsgaende retning, hvilket medfgrer at bjzelken eller riglen roterer eller vrider om sin egen akse. Kipning
kan veere fri eller bunden. Ved fri kipning er rotationsaksen placeret vk fra flangerne. Ved den bundne
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kipning er rotationsaksen placeret pa flangerne. Dette medfgrer at der, udover rotation og translation, sker
en forvridning af tvaersnittet.

Ved manglende understgtning mod stabilitetssvigt kan konstruktionen kollapse, som det er vist pa Figur 2.
Der eksisterer mange lgsninger pa at sikre rammekonstruktioner mod kipning hvor det er oftest
montagemuligheder og gkonomien, som bestemmer den endelige afstivningstype. Rammen kan f.eks.
afstives i den langsgdende retning med en vindgitter og pa den made undgds den frie kipning.
Tagkonstruktionen kan ogsa opfattes som understgtning, forudsat den har en passende stivhed. Man kan
0gsa svejse plader vinkelret pa kroppen i et I-profil for pa den made at forbinde flangerne og forhindre den
bundne kipning.

Figur 2: Kipning af stalrammekonstruktion.

Ved kipning introduceres der ogsa aksiale deformationer i flangerne kendt som hveelving, Figur 3.

/ Deformation

_—

Figur 3: Hvaelvingsdeformation. [2]

Hveaelving forekommer pga. den vandrette udknaenkning af rammekonstruktionen, som medfgrer at den
vrider omkring bjzelkeaksen. Maden hvorpa hvzlving overfgres er en af de afggrende faktorer for den
samlede stabilitet, idet hvaelving af et element kan medfgre forvridning i et tilstsdende element, som kan
forpge effekten af kipning eller sgjleudknaekningen. Derudover kan omrader med diskontinuiteter andre
effekten af snitkraefter og spaendinger.
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Denne rapport beskaeftiger sig sdledes med analyse af stdlrammekonstruktioner med saerlig fokus pa
numerisk implementering af hvaelving, som er et biprodukt af stabilitetsfaenomenet kipning.

De ovenstaende betragtninger leder frem til fglgende spgrgsmal:

- Hvordan overfgres hvalving i et rammehjgrne herunder i omrader med geometrisendringer og
diskontinuiteter?

- Hvilken effekt har medtagelsen af hvaelving pa stabiliteten af rammekonstruktioner og har denne
en fordel?

Projektet beskaeftiger sig saledes med opstillingen af teorien til numerisk behandling af aksial deformation,
bgjningsdeformation og vridningsdeformation i MatLAB. Til dette tages der udgangspunkt i et plan to
knudet bjelkeelement med 6 frihedsgrader, som ogsa tager hgjde for profiler med varierende tvaersnit.
Senere i projektet udvides MatLAB koden til at behandle den 7. frihedsgrad dvs. overfgrsel af hvaelving i en
udfliget rammehjgrne samt betydningen af denne pa stabiliteten. Med kendskab til hvaelvingsoverfgrsel i
rammehjgrne kan profilerne optimeres med henblik pa en balanceret materialeudnyttelse.
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2 Forskydningsfleksibel bjaelketeori

| dette afsnit betragtes den forskydningsfleksible bjaelketeori, med szerlig fokus pa elementformuleringen.
Teorien gennemgas, hvor fgrst formfunktioner og stivhedsmatricen for en 3D bjelke opstilles.
Formfunktionerne bestemmes ud fra et gnske om at fa en lineeer momentfordeling i tvaersnittet for at
undga den numeriske problemstilling shear locking. Fenomenet er naermere forklaret i afsnit 3.2.4.

Udledningerne er foretaget med brug af koordinatsystemet vist pa Figur 4, hvor flytningerne u, v,w og
rotationer 6y, 6, og 6, eri hhv. x, y, z akserne.

Figur 4: Bjelkens koordinatsystem.

Malet med afsnittet er at danne et teoretisk grundlag af hvordan hvalving implementeres i den
forskydningsfleksible bjaelkes elementformulering.

2.1 Elementformulering for den forskydningsfleksible bjalketeori

Den klassiske Bernoulli-Euler bjaelke teori beskriver bevaegelsen af en bjeelke, som er udsat for bgjning og
normalkraft. | teorien antages det at plane tvaersnit forbliver plane og vinkelrette pa midteraksen under og
efter deformationen, som det er vist pa Figur 5 og Figur 6.

i y 4 z
I o X I I
z y
Bernoulli-Euler Bernoulli-Euler
Figur 5: Bernoulli- Euler bjzelke ved bgjning i xy - plan. [3] Figur 6. Bernoulli- Euler bjzelke ved bgjning i xz — plan. [3]

Den klassiske bjaelketeori egner sig af den grund til tynde og slanke bjalker hvorimod den
forskydningsfleksible teori, ogsa kendt som Timoshenko bjzaelketeori, giver en ngjagtigere beskrivelse af
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bjelkedeformationer, idet den medtager bidragety fra forskydningstgjninger, som har en betydelig
indflydelse pa tykke bjeelker. Dette kan ses pa Figur 7.

! X \ X
F==-- - - - - —————————— T - — - - - - ———— == —— =
z y
Timoshenko Timoshenko
Figur 7: Timoshenko bjzelke ved bgjning i xy — plan. [3] Figur 8: Timoshenko bjzlke ved bgjning i xz — plan. [3]

Ved at antage at plane tveaersnit forbliver plane og vinkelrette pa bjeelkeaksen under deformationen,
negligerer den klassiske bjalketeori saledes bidraget fra forskydningstgjninger. | virkeligheden vil bjaelken
dog deformere som vist pa Figur 9 til hgjre:

Ldc )

4
4 #

Figur 9: Til venstre - forskydningsspaendinger i tvaersnittet, til hgjre - den virkelige deformation. [4]

Normalt er forskydningsspeendingerne t stgrst i midten af bjeelketvaersnittet hvilket resulterer i den buede
form. | den forskydningsfleksible bjeaelketeori forbliver plane tveersnit plane, men ikke ngdvendigvis
vinkelrette pa bjelkeaksen. Af den grund er den forskydningsfleksible deformation tilnaermet til en model,
som kan ses pa Figur 10 th.:

y ] :J’v

T === £-dw,
2 L 4
:fff?g,};; —-dw [ 14

Figur 10: Til venstre - deformation af fibre, til hgjre - gennemsnitlig forskydningsdeformation. [4]

Grundet denne konfiguration skal tvaersnitsarealet korrigeres med forskydningskorrektionsfaktoren 5, som
er beskrevet naeermere i afsnit 2.3.
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For at kunne beskrive en bjeelkes deformation, som vist pa Figur 7 og Figur 8, er det ngdvendigt at have
kendskab til hvordan et vilkarligt punkt opfgrer sig under translation og rotation. Dette ggres i de
efterfglgende ved at bestemme et flytningsfelt for et punkt i en bjaelke. Kenskabet til flytningsfeltet giver
grundlag til opstilling af de styrende differentielligninger for bgjning og forskydning.

2.2 Det tredimensionelle flytningsfelt

Bevaegelsen af et udvalgt punkt i en tredimensional bjalke beskrives ved at betragte Figur 11. [5]

Wy

/‘#‘; )
@

Figur 11: Bevaegelse af et punkt i en 3D bjzelke hvor 1 angiver udeformeret tilstand og 2 deformeret tilstand. [5]

N

| den udeformede tilstand (1), beskrives placeringen af punkt p i bjeelken ved to vektorer: 1., som beskriver
den oprindelig placering pa x-aksen og t som beskriver den oprindelige rotation af punktet. For den
udeformerede tilstand er vektorer . og t ortogonale pa hinanden. Vektor t er defineret ved punkt p og c.
Den resulterende vektor af t og r er vektor 1.

Nar bjelken deformerer, vil punkt p fa en rotation og en translation, hvor vektorer r.’ og t' beskriver hhv.
translation og rotation af punkt p i den deformerede tilstand (2). Translationen af punkt p er beskrevet ved
flytningerne u, v og w. Rotationen af vektor t' i den deformerede tilstand foretages vha.
rotationsoperatoren R, dvs.:

t = Rt (2.1)
hvor

R:exp(‘i')

= I3+‘i'+%‘i’2... (2.2)

hvor I; er identitetsmatricen, defineret som:

(2.3)

-
Il

o O B

o - O

=~ O O
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0g P er rotationsmatrice defineret som:

0 -0, 6,
Y=, 0 -0, (2.4)
6, 6 0

Hvor 6, , 6, og 8, er rotationsvinkler omkring hhv. x, y og z akserne.

Positionen af punkt p fér og efter deformationen jf. Figur 11 beskrives ved fglgende vektorer:

r=r, +t
r=r +t
=1, +Rt (2.5)

Flytningsvektoren bp(x, v, Z) er derfor:
b,=r —r
=r +t -r -t
=r —r +Rt-t
=r -, +(I3 +‘i’)t—t
Leddet %‘?2 i ligning (2.2) negligeres, da der forudsaettes sma vinkeldrejninger.
b, =r —r +1;t+¥t—t
=Q+¢(h—l+@)

=b, + Pt (2.6)

hvor:
b, =r -r, (1,-1)=0 t=<y (2.7)

Flytningsvektorerne b, (x, y, z) og b (x,y, z) ses pa Figur 12:
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I

’

Figur 12: Flytningsvektorer. [5]

Flytning r. i den udeformerede tilstand og r;. i den deformerede tilstand beskrives ved:

uC
b. =| v,
WC

Deformationsvektoren i den fuldstaendige form jf. ligning (2.6) er dermed:

u u, 0 -6, 6, X
Ve=|Vv, |+|6, 0 -6 |3y (2.8)
W W, 6, 6, 0 z

Et tredimensionelt bjeelkeelement udsat for aksial-, vridnings- og b@jningsdeformation i (xy) og (xz) planer
har derfor fglgende kinematiske relationer [6]:

oS

V=-20,+V, (2.9)
W= Y6, +W,

Hvor jf. Figur 7 og Figur 8:

-2
OX
ow
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Translationsfrihedsgraderne (v,, w,) i y og z retninger indeholder translation fra bgjning (v,, w;) og bidrag
fra forskydning (vs, wg), dvs.:

V, =V, +V,
W, =W, +W, (2.10)

Forholdet mellem den samlede rotation, rotationsbidraget fra bgjning og forskydning er jf. Figur 7 og Figur
8:

N, oV, ov

c M N _p 2.11
ox  ox  ox 2w (2.11)
oW, _ oW, 4 OW, ——0,-7, (2.12)
OX OX  OX

Hvor yxy, 08 ¥y er tgjninger i hhv. (xy) og (xz) planer. Omskrevet til generel form:

N v, o
—=—Db2 4 - S_0 + 2.13
X ox ox 2w (243)
§W=@%+@&=_%_K2 (2.14)
oX OX OX

Med kendskab til flytningsfeltet kan bjeelkens differentielligning udledes. Dette ggres i det efterfglgende
afsnit.

2.3 Bjalkens differentielligning

For at ggre udledningerne mere overskuelige, udledes bjelkens differentielligning fgrst for bgjning og
derefter for forskydning [7]. For et lineart elastisk materiale geelder fglgende relation:

(o)
£=— 2.15
E (2.15)

Hvor E er elasticitetsmodulet og ¢ er spanding. Den aksiale flytning af en bgjningspavirket bjzelke jf. Figur
13 er:

u=-y-6é

z

“r l—DX’ u

Figur 13: Simpelt understgttet Timoshenko bjalke under deformation.
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Tejningen er dermed:

de,
E=—y (2.16)
dx

Indseettes ligning (2.16) i ligning (2.15) fas:

y dg, o (2.17)
dx E '
Multipliceres ligning (2.17) med y og integreres over arealet fas bgjningsbidraget M,, til:
de o
—_ 2 z — —_—
IA y i dA jAyEdA<:>
dé, 2 1
- jA—y dA_EjAyadA: (2.18)
do M
()= e
dx E
de
M, =El, XZ = El x, (2.19)
Hvor I, er inertimomentet om z-aksen og k, er den generelasierede tgjning:
do
K, =—1 (2.20)
©odx
P4 tilsvarende made bestemmes forskydningsbidraget, idet forskydningstgjningen ¥, er bestemt i ligning
(2.13):
T dv T
Xy Xy
=2 e——0 =" (2.21)
T Tax TG

Integreres der over arealet fas:

j@—eszﬂ TP
Adx AG
dv o dA—1 dA 2.22
RS KRS =
(Q—GZJA:KQ
dx G
dv -
V= GA(——QZJ =GAj (2.23)
dx

Hvor V er forskydningskraften, G er forskydningsmodullet og ¥ er den generaliserede tgjning:
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% =&_¢9Z (2.24)

Da forskydningskraften ikke er jeevnt fordelt over tveersnitsareallet, skal denne korrigeres med
forskydningskorrektionsfaktoren S [4]. Bestemmelsen af forskydningskorrektionsfaktoren tager
udgangspunkt i energiligeveegt, hvor det indre arbejde fra forskydningsspaendinger T er lig med det ydre
arbejde fra forskydningskraften:

Idw-rdA= dw-V (2.25)
A

Hvor A er arealet. Ud fra Figur 9 og Figur 10 haves at dw = y - dx og dw,, = y,, * dx, dvs. den kinematiske
relation bliver:

Iy~dX-TdA= 7, -ax-V (2.26)
A
Ud fra den grundlaeggende kontinuummekanik haves at T = G - y, dvs. ligning (2.26) bliver:

[ £ dx-rda=2tdx-v (2.27)
G G

A

Den gennemsnitlige forskydningsspaending 7, er et resultat af forskydningskraftens jeevne fordeling over
forskydningsarealet A; = A - f5:

2
J’T—-ddi:[ij-l-dx-v (2.28)
2 G A)G

Forskydningsspandingen t i tveersnittet med tykkelsen t bestemmes ud fra Grashofs formel, hvorefter
ligning (2.28) bliver:

2
Ildx(\ﬁj dA:i-\i-dx-V (2.29)
G I -t A-B G

Hvor I er inertimomentet og S er det statiske modstandsmoment givet ved:

S= J't -ZdA (2.30)
A

Lgses der for 8, fas:

I 2

p=——"—"— (2.31)
S
A (j dA
AL
Korrektionsfaktoren 8 for et I-profil er:
B~ A«op (2.32)

&amlet
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Forskydningsbidraget er dermed:

V= ﬂGA(@—eJ (2.33)
dx

Da bjxlkens differentielligning er udledt, er det ngdvendigt at bestemme sakaldte formfunktioner, som
anvendes i finite element metoden til at beskrive flytninger og drejninger i elementet. Formfunktionerne er
udledt i de efterfglgende afsnit.

2.4 Linecere formfunktioner for et bjaelkeelement

Da bevaegelsen af et vilkarligt punkt pa bjeelkeelementet er beskrevet vha. flytningsfeltet i det tidligere
afsnit, kan formfunktioner anvendes til at interpolere tvaerflytninger v langs hele bjalkeelementet. Det
karakteristiske ved formfunktioner er at de kan anvendes til interpolation af enhver variabel i et element,
dvs. flytninger, drejninger, laster, inertimomenter mm. De mest simple formfunktioner er linezere
formfunktioner [8], som beskriver tvaerflytningen i elementets ender. Disse er udledt i appendiks 9.5 og kan
ses pa Figur 14:

— X _ X
Nf1(x) - 1- E N[z(x) = E
Figur 14: Lineare formfunktioner.

Nar formfunktionerne kendes, kan det virtuelle arbejdes princip, VAP, anvendes til bestemmelse af
elementets stivhedsmatrice. Det virtuelle arbejdes princip tilneermer Igsningen til elementets
stivhedsmatrice, idet der sikres, at ligeveegtsligningerne er opfyldt i gennemsnit. Ved det pagaldende
bjeelkeelement opnas dog en eksakt lgsning, idet formfunktionerne Ny og Nf, beskriver flytningsfeltet
eksakt. Princippet i at bestemme stivhedsmatricen ud fra virtuelt arbejde beskrives kort herunder.

2.4.1 Bestemmelse af stivhedsmatricen ud fra VAP

Der veelges et virtuelt flytningsfelt b* analogt til ligning (2.78) [9]. Eftersom formfunktionerne er gaeldende
for bade det virkelige og det virtuelle felt, er sammenhangen med de virtuelle knudeflytninger e* givet
ved:

b" = Ne (2.34)
De virtuelle tgjninger £ givet ved:

* *

& =Be (2.35)

Spzendingerne er givet ved:

o =DBe (2.36)
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Hvor D er den konstitutive matrice. Der er ikke fordelt last pa elementet, hvilket betyder, at det ydre
arbejde Ay 4. alene stammer fra de virkelige knudekraefter R og de virtuelle knudeflytninger e*. Det ydre

arbejde er derfor givet ved:
Ay =R'€ (2.37)

Det indre arbejde A;;, 4 hidrgrer fra de generaliserede spandinger og de virtuelle tgjninger. Der integreres
over elementlaengden, hvilket giver:

L
Angre = IaTg*dX (2.38)
0
Dette omskrives til:
L
Awr. = [(DBe)" Be"dx (2.39)
0

Fra matriceregneregler haves:

(DB)" =B'D’ (2.40)

og da D er en symmetrisk matrice gaelder:

D'=D (2.41)
Knudeflytningerne er konstante og seettes udenfor integralet. Ved anvendelse af formel (2.40) og (2.41)kan
formel (2.39) omskrives til:

L
A =€'€ [BT DBdx (2.42)
0

Ifplge arbejdsligningen er det indre arbejde lig det ydre arbejde, og da e* udgar pa begge sider af
lighedstegnet, ses det at elementets stivhedsmatrice k., er givet ved:

L
k, = IBT DBdx (2.43)
0

Idet D er under integralet, kan stivhedsmatricen bestemmes for varierende tvaersnit. For den pageeldende
element er flytningsfeltet i dets fuldstaendige form beskrevet ved:

Vi IN 0 N, O
6,/ |0 N, 0 N,

Tgjningerne € jf. ligninger (2.20) og (2.24) og dermed tgjningsinterpolationsmatricen B er bestemt som:

D <

! (2.44)

<

2

2

2
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V.
Q_ez % N, oN, N, 91

£(X) = 7_ dx _ dx dx 21 (2.45)
fll oo || g Ny AN v
dx | dx dx 116,

@

Den konstitutive matrice er:

D{GAW 0} (2.46)
0 El,

Anvendes ligning (2.43) fas stivhedsmatricen til:

I A%yG A%yG _ AsyG ASVG |
L 2 L 2
E+ A,GL ~ AG AGL _ﬂ
Kk, = L 3 L 6 L (2.47)
AG  AG
' ' L 2
GL
sym. El + A
L L 3

Linezre formfunktioner er lettere at arbejde med rent computerkraftmaessigt f. eks. i tilfaelde af
kontaktproblemer, hvor hgjre ordens elementer kan have en betydelig indflydelse pa beregningstiden af
komplekse problemstillinger. Elementer som er baseret pa de lineare formfunktioner har dog en tendens
til at overestimere en konstruktions stivhed. Dette gg@r sig specielt geeldende for konstruktioner udsat for
bgjning. | FEM er problemstillingen karakteriseret som shear locking og er beskrevet naeermere i afsnit 3.2.4,
hvor det er eftervist at de linesere formfunktioner er meget fglsomme over for shear locking. Det er
eftervist ved at modellere en udkraget bjelke med en punktlast i den frie ende og sammenligne pa
nedbgjningen, hvor det fremgar at resultatet fra de lineaere elementer er langt stivere. For at undga shear
locking er det saledes ngdvendigt at anvende hgjre ordens interpolationsfunktioner, som er bedre til at
beskrive flytningerne og drejningerne. Dette ggres i det efterfglgende afsnit.

2.5 Formfunktioner til et bjaelkeelement i xy-plan

Ved udledning af bjaelkens formfunktioner antages et element med 7 frihedsgrader, dvs.
flytningsfrihedsgrader v,, v,, V3, V3 og rotationsfrihedsgrader 64,6, og 65, jf. Figur 15. Formfunktionerne
bestemmes udfra Lagrange interpolationsfunktionen [10]. De generaliserede spaendinger i elementet
beskrives ved moment om z - aksen M, og forskydningskraft i y-retningen V:

_|M: (2.48)
o = V .

Den konstitutive matrice er:
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D [E'Z ° } (2.49)
= 2.49
0 Gﬂgy

Hvor

E er elasticitetsmodullet

I, er inertimomentet

G er forskydningsmodullet

Agy er forskydningsarealet

Flytningerne i elementet beskrives ved:

b= FZ} (2.50)
\'}

Ved differentiation af (2.50) og jf. ligninger (2.11) og (2.12) bestemmes t@jningerne &:

do,
e=| || X (2.51)
Yol |V _,
dx °

Hvor K, er krumningen og vy, er forskydningsbidraget.

| FEM metoden bliver alle pasatte kraefter omdannet til konsistente knudekraefter, hvilket betyder at
momentet i elementet varierer lineaert. For at fa en linear momentvariation i elementet skal krumningen i
ligning (2.19) interpoleres kvadratisk. Differentielligningen kommer til at have fglgende form:

d6,
dx?

M, =El, (2.52)
Dette medfgrer at elementet skal have 3 drejningsfrihedsgrader. Lgses differentielligningen (2.52) fas en 3.
gradspolynomium, hvilket betyder at flytningerne skal interpoleres kubisk. Sammenhzngen mellem
moment og forskydningskraft er givet ved fglgende relation:

_dMm,

V= 2.53
~ (2.53)

Sammen med relationen i ligning (2.53) vil det medfgre at der skal vaelges 4 frihedsgrader for flytning, som
sammenlagt giver en bjaelke med 7 frihedsgrader, som pa Figur 15 er delt i flytninger og rotationer.

Vi V3 Vy Va 61 6.3 6.,

Figur 15: Elementets 7 frihedsgrader.

V1, Uy, 0,1 08 0,5, er de ydre frihedsgrader fra hhv. flytning og rotation. v3, v, samt 8,3 er de indre
frihedsgrader.
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Lagranges interpolationsformel for udledning af formfunktioner N, er givet ved:

N - (X% = X) (% = X)...(X —X)...(X, —X)
“ (% =% ) (% =% ) (X =% ) (X =% )

hvor n antager vaerdier 1,2,3 og 4,som kan ses pa Figur 16:

(2.54)

Vi LE] V4 Vs 81 8,3 6.,
x1=0 x,=%1 x3=% x,=L X;=0 X2=31 x3=1

Figur 16. Frihedsgrader.

Formfunktioner for det forskydningsfleksible bjelkeelement er udledt i Appendiks 9.1 ved at indsatte
veerdier fra Figur 16 i formel (2.54). Disse er i den ikke-kondenserede tilstand, betegnet ved N,, for
flytninger og Ny for drejninger, bestemt til:

9x®* 9x* 11x
n=——s o +1
2L L 2L
9x®> 9x* X

=4 —
2o 212 L

(2.55)
_ 27X 45x°  9x
] ] K
27x® 18x* 9x
Ny=-—FF5+—F "7
2L L 2L
2x%  3x
|
071 L2 L
2x% X
N  =—"_= 2.56
022 L2 L ( )
Ax?  4X
Nos =TT

Disse er illustreret pa Figur 17 og Figur 18.



Elementformulering for forskydningsfleksibel bjaelke

T T T T 1 T T
1
Ny
MNy_1(x)
NTJI:X}D ] Hzl s
A - A 1
N_2(5) Noz2®
RS
Ny Nyz3(x)
0
] ] | ] ] 1
1] 02 04 0.6 0.8 1] 0.2 04 0.6 0.8
X X
Figur 17: Formfunktioner for flytning Figur 18: Formfunktioner for rotation

Der foretages statisk kondensering af formfunktioner i afsnit 2.7 hvor formfunktioner for flytning betegnes
Ny og formfunktioner for drejning betegnes N.

2.6 Opstilling af elementets stivhedsmatrice

Eftersom formfunktionerne er kendte kan flytningsfeltet jf. ligning (2.78) beskrives ved:

Vl
z
4

vV,

v 0 N 0 N 0 N 0
— 071 022 023 021 (2.57)
Nvl O Nv2 0 Nv3 0 Nv4

Vs

z
03
V4

Den samlede stivhedsmatrice for elementet skal saledes vaere 7x7. Ved differentiation af
formfunktionsmatricen N samt definitionen i ligning (2.51), fas tgjningsinterpolationsmatricen, B:

0 dl;lezl O dl(\ljﬁziz 0 d’;'&zs
X X X
B= 2.58
del _N deZ —N de3 _N de4 ( )
dX 0z1 dX 012 dX 0z3 dX

Den virtuelle arbejdes princip anvendes til bestemmelse af stivhedsmatricen [9]. Stivhedsmatricen for
bjeelkeelementet med 7 frihedsgrader er integreret i Appendiks 9.4 og resultatet kan ses i fglgende ligning:



Elementformulering for forskydningsfleksibel bjaelke

[ 3TAG 83-Agy G 134G TALG 189-A G 1Ay G A6 )
10L 120 a0L 120 a0l 30 201
BAyG TEL 2450l TAGG  EL ALGL  BAGG ALGL SEL 340
120 3L 15 120 3L 30 40 15 31 40
13-4 G T-Agyy G 37-A gy G 83-Ag G 27-Ayy G 1A G 189-AG
4L 120 10L 120 0L 30 a0L
Lol TAGG EL AGGL BAGG TEL 2AGCGL 3ALG AGGL SEL  33AC
=] - _ P — - (2.59)
120 3L 30 120 31 15 40 15 31 40
189-A G 33-Agy G MAG A6 5444, G 0Ay G WA G
4L 40 201 n) 5L 10 a0L
Ay G Ay GL BEL  MALG AgGL SEL 04,6 I6EL SALGL 64,6
30 15 3L 30 15 3L 10 3L 15 10
W-AG Ay G 189-A,G 3344, G 274G 0-Agy G 54-A gy G
L 201 40 0L 40 4L 10 st )

Integralet i ligning (2.59) kan ikke integreres eksakt i MatLAB koden, hvorfor det er ngdvendigt at omdanne
den til en form, som kan integreres numerisk. | projektet anvendes Gauss integration, som er beskrevet i

afsnit 3.1.2.

For at minimere beregningsomfanget, kondenseres stivhedsmatricen i (2.59) til at indeholde 4

frihedsgrader.

formfunktioner til 8, bestemmes.

2.7 Statisk kondensering

Dette ggres i det efterfglgende afsnit,

hvor de fire formfunktioner tilv og fire

Statisk kondensering foretages for at eliminere de indre frihedsgrader, med henblik pa en mere elegant
Igsning [10]. Disse beskrives i stedet for vha. ydre frihedsgrader. | et FEM program kondenseres

frihedsgraderne i elementet fgr assemblering af den globale ligning:

[KJ{U}={R}
hvor
[K]
{U} flytningsovertallige
{R} knudekraefterne

elementets globale stivhedsmatrice

Skrives ligning (2.60) for bjeelken med 7 frihedsgrader, fas:

kll k12
k21 k22
k31 k32
K Ke
k51 k52
k61 k62

L k71 k72

kis ki Kis
Kps Ko Kos
ks ks K
. k 8. _|.<ﬁ4.4_. J _l.(f‘.S_.
Kss  Ks, Kss
Kss  Kes Kss
Kig Koy i Kos

k
k
k
k4

k
k
k

16

2

(2]

3

(2]

(2]

5

(2]

6

(2]

76

Vl
o/
VZ
o,
v,
o5

Vv,

z1

< T

z2

<

y3

<

z3

T

(2.60)

(2.61)
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Matricen delles op, sdledes at den indeholder de indre D, og ydre D, frihedsgrader hver for sig:

4x4 4x3 4x1 4x1
K K D R
11 12 . 1 — 1 (262)
3x4 3x3 3x1 3x1
K21 K22 D2 R2
Ligningssystemet i (2.62) Igses:
KD +K,D,=R (2.63)
K,D, +K,D,=R, (2.64)
Ligning (2.64) Igses for D,:
D, =K,R, —K,K,, D, (2.65)
Dette indsaettes i ligning (2.63), hvormed fas:
K11D1 + KlZ(K£21R2 - K£21K21D1) = R1 g
(2.66)

D, ( Ky — K12K£;K21) =R - Klnglez

Rred

K red

Ved at antage at der ikke forekommer lokal last pa elementet, dvs. R, = 0 reduceres ligning (2.66) til:

D, =-K,,K,,D, (2.67)
Eller i den fuldstaendige form, jf. Figur 15:
Vl
Vs a; a, a3 o
932 =8y 8y Ay Gy | Vl (2.68)
2
Vy 8y dp dy 2
02
Ved at anvende ligningssystemet i (2.68) kan de indre frihedsgrader i (2.57) elimineres:
T T
ail Vl aSl Vl
o7 o7
V(X) =NV + NV, + Ny - e P+ Ny, - i ' (2.69)
Q3 | |V, 8g | | Vo
a14 6’22 a34 '922

Frihedsgraderne kan ses pa Figur 19:
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6.,

Figur 19: Rumligt bjeelkeelement med tilhgrende frihedsgrader.

Flytningen for det forskydningsfleksible bjeelkeelement kan nu omskrives ved fire nye kondenserede

formfunktioner:
V(X)=N v, +N 67 +N v, +N, &

Formfunktionerne for flytning i xz plan, N¢, er beregnet i Appendiks 9.3 til:

2 3
1—3X+2X+®Z(1—ij

N. = LU
h 1+,
2 3 2
L 5—2x—z+x—3+g E—X—z
N = L L L 2L L
- 1+0,
2 3
3X—2—2x—3+d)21
N, =L L L
& 1+0,
X xX o x X
Ll -5+ 5+ 2 -+
N. - L r© 2 L L
b 1+ 0,

Hvor @, er forskydningsfleksibiliteten givet ved:

B 12E|y
?GA,L
og
ASZ = Aﬂz
Hvor

1, er inertimomentet om y-aksen

_E
"~ 2(1+v)

v er Poissons forhold

(2.70)

(2.71)

(2.72)

(2.73)



Elementformulering for forskydningsfleksibel bjaelke

L er lengden af elmentet
A er tveersnitsarealet

B, er forskydningskorrektionsfaktor for xz plan

Drejningen for det forskydningsfleksible bjaelkeelement beskrives ved fglgende formfunktioner:

a21 Vl
z z a22 012
6,(x)=N, 6 +N, 6; +N,_ (2.74)
a23 V2
Ay ‘922
Pa tilsvarende made bestemmes formfunktioner for rotation, N;. | appendiks 9.3 er disse bestemt til:
2
X X
6| -+
B L L
LA+,
2
X X X
1-4-+3 5 +0, (1—)
N = L L L
9 1+0,
i (2.75)
6 —1+X—2
L L
Nys=——"—""7"""
LA+D,)

2
—21+3X—2+d)zi
L L L

N, =
e 1+ @,

Hvor indeks d star for drejning.

Stivhedsmatricen for det forskydningsfleksible bjeelkeelement er beregnet i Appendiks 9.4 og er dermed:

12EI, 6El, 12El, 6El,

(1+o,)L (1+o,)L (1+o,)L (1+,)L

(4+@,)EIl,  BEl,  (2-®,)El,
 _ (1+o,)L  (1+,)® (1+d,)L (2.76)
.=
12EI, 6EI,
(1+o,)L (1+o,)L

symetrisk . : (4+®,)El,
(1+o,)L
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Hvis forskydningsmodulet G gar mod uendelig, hvilket svarer til f. eks at et I-profil bliver slank i forhold til
lengden, se afsnit 3.2.2, kan det jf. ligning (2.72) og Figur 20 observeres at ®, vil gd mod nul.

\

(]

1
\\
N
"'\.\\‘-

-“‘\_‘_—_-—_
0
1x10° 1x10* 1x10°

G

Figur 20: Forskydningsfleksibilitets afhaengighed af forskydningsmodulet G [MPa].

Er @, lig med nul, vil stivhedsmatricen i (2.76) reduceres til:

[ 12El, 6EI, 12El, 6El,
E T 12
4EI,  6El, 2EI,
2
k, - L L L (2.77)
12El,  6El
N
symetrisk . : 4El,
L

Dette er stivhedsmatricen udledt med den klassiske Bernoulli-Euler bjaelketeori, hvor der ikke indgar bidrag
fra forskydning. De ovenstdaende stivhedsmatricer er for en plan bjalkeelement uden bidrag fra aksiale
flytninger.

2.8 Rumligt bjeelkeelement

Formfunktioner for et rumligt bjelkeelement bestemmes ud fra det plane tilfeelde. Et typisk 2 knudet
rumligt bjeelkeelement indeholder 6 frihedsgrader per knude. For en to knuders element er det
flytningsfrihedsgraderne u,, u,, vy, v, wy og w, samt rotationsfrinedsgraderne 0,4, 0,5, 6,1, 0,, 6,1 08
0,,. | efterfglgende udelades bgjningsfrihedsgraden 6,,, men tilfgjes senere. Dette kan ses pa Figur 21.
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9}’21\ <

r

E u, x
y Y 9)?2
022

",

Figur 21: Rumligt bjeelkeelement med tilhgrende frihedsgrader.

Elementet har leengden L samt konstant tveersnitsareal A, inertimoment [ og elasticitetsmodul E. De
elastiske flytninger af et vilkarligt punkt i elementet kan beskrives ved fglgende relation:

b= Ne (2.78)
Hvor
b flytningsvektoren
e knudeflytningsvektoren
N formfunktionsmatricen

For et bjeelkeelement med 10 frihedsgrader ser ligning (2.78) som fglgende:

L
Vl
-4 Sl w
U] [Ny 0 0 0 0 N, 0 0 0 0],
v O N, O N, O O N, O N, 0 9“
wi=f0o 0O N, O N, O O N, 0 N, uyl (2.79)
6, o N, O N, O O N, O N, 0 V2
Hy 0 O Ndl NdZ O Nd3 Nd4 :
- - — W2
b N
022
_(93’2_

®

Hvor N, er formfunktioner mht. aksial flytning, Ny er formfunktioner mht. tveerflytning og Ny er
formfunktioner mht. drejning. Formfunktionerne er udledt i afsnit 2.5. Formfunktioner for flytning og
rotation i xy plan er de samme som i ligning (2.71) og ligning (2.75), dog med fortegnsforskel i N¢,, Ngy,
Ny, 0g Ng,, dvs.:
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N, = L
b 1+,
X_pX X Dyfx_x
L > B 2L L
N, =—
2 1+,
) ; (2.80)
3X2—2X—3+d)y1
N, = L L L
: 1+ 0,
2 3 (D 2
L _Xiz X3+7y -X Xz
L L 2 L L
N, =—
¢ 1+,
Og for rotation [6]:
2
6 —5+X—2
3 L L
d1 =
L(1+(1)y)
2
1—4X+3X2+q>y(1—xj
N..=—
¢ 1+ @,
) (2.81)
6 —1+X—2
B L L
“ O LA+o,)
2
—25+3X—2+6Dy1
N, —__L L L
d4
1+ 0,
Hvor forskydningsfleksibiliteten er givet ved:
El
VTG sz (2.82)
Ay
Og
ASy = A-ﬁy (2.83)
Hvor

I, inertimomentet om z-aksen
By er forskydningskorrektionsfaktor for xy plan
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Flytningerne og drejningerne i et rumligt bjaelkeelement beskrives ved fglgende ligninger:
u=uN, +Uu,N,
V=NV, +N & +N; v, + N, 6
w=N,w +N 6" +N, w,+N, &) (2.84)
0, =Ny vV, + Ny & + N, v, + N, 6,
0, =NyW, + N, 6"+ N, w, + N, &)
Hvor formfunktionerne Ny og N er bestemt i tidligere afsnit og Ny; =1 — % og Ny, = % er formfunktioner

for aksiale deformationer, som er udledt i Appendiks 9.5. Tgjningerne for et rumligt bjalkeelement

bestemmes:

_ d_u _
dx
r g, 7] do,
<1 |
e=k, = d_y (2.85)
X
yxy
% &,
~red o Ldx
dw_,
L dx i
Den konstitutive matrice er givet ved:
'EA O 0 0 0 |
0O EI, O 0 0
D={0 0 E, 0 0 (2.86)
0 0 0 Gﬂy 0
i 0 0 0 0 GA,

Ud fra tgjningsdefinitionen (2.85) og ligninger (2.84), kan tgjningsinterpolationsmatricen for et rumligt
bjeelkeelement opstilles:

B=0-N (2.87)

Hvor d er differentiationsoperator mht. x —aksen.
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N, O 0 0 0 N, O 0
0 Ny O Ny 0 0 N,; O
N=| O 0 Ny, O N,, O 0 N,
0O N, O Ny, 0 0 Ngs 0
i 0 0 N 0 Ny, 0 0 Nz
Tgjningsinterpolationsmatricen er dermed:
Ny 0 0 0 0 N,y 0
dx dx

aNdl aNd2 O aNd3

dx dx dx

B=| 0 0 Ny Ny 0 0

dx dx
ON oN OoN
0 dx”—Ndl 0 d;—Ndz 0 0 —d;—ng
ON ON
0 0 dx”— a 0 dx“— w O 0

ON,
dx

Ny,

(2.88)

(2.89)

Med kendskab til tgjningsinterpolationsmatricen, er bestemmelsen af stivhedsmatricen ligetil, idet formel

(2.43) anvendes med henblik pa at Igse ligning:

[k.]-{u} = {r}

[10x10] [10x1]  [10x1]

hvor

_ " - _ F. -

v, Fyl

Wl le

921 M 71

az| ogr= M

u2 FXZ

Vv, FyZ

WZ FZZ

022 M z2

_<9y2 _M y2

(2.90)

Stivhedsmatricen vil saledes vaere en 10x10 matrice. Her er bidraget fra hvaelving og vridning ikke

medtaget. Disse medtages dogi 4.4 [11].
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2.9 Konsistente knudekraefter

Eftersom et element beskrives ved dets knuder, skal alle laster i form af overflade- og punktlaster
omdannes til konsistente knudekraefter, som er statisk aekvivalente med det ydre last. Metoden bygger pa

den virtuelle arbejdes princip og anvendelse af formfunktioner.
Konsistente knudekraefter for overfladelast
Anvendes formfunktionsmatricen N fas de konsistente knudekreaefter R for overfladelast til:

R= | NTg,(x)dv (2.91)

element

hvor q,,(x) er den fordelte lastfunktion pa elementet, som kan ses pa Figur 22:

q,(x)

Figur 22: Ens fordelt last pa elementet.

Formfunktionerne N er bestemt i afsnit 2.5. Der tages udgangspunkt i den forskydningsfleksible bjzelke
med 7 frihedsgrader, som vist pa Figur 23. Hvor er F de pasatte kraefter og M, er de pasatte momenter.

Fyi Fy3 Fyzl Fyz M z1 M z3 MZ2
A S G S o W o W
x1=0 x,=31 x3=%L x4=1L x;=0 x;=%1 xz=1
Figur 23: Knudekrafter.
Indsaettes formfunktioner i udtrykket (2.91) fas:
L-
Fyl =%
8
Fyz = L.qy
8
(2.92)
3L-q,
Fy3 = 3
3L-q,

Beregningerne forefindes i Appendiks 9.6. Den reducerede lastvektor fas ud fra udtrykket (2.66), dvs.:
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Rred = Rl - Klz Kz_zl Rz
hvor

K, og K, ses af ligning (2.59)
T T
R =[F, 0O F, 0| ogR,=[F; 0 F,]|

De konsistente knudekraefter for overfladelast er dermed:

Lo

2

iq 12 &%

r=| 227 |_|Ma

1 F
Zal y2
qu MZZ
1

——al?

T2

Konsistente knudekraefter for enkeltlast

(2.93)

(2.94)

Pa tilsvarende made bestemmes knudekraefter pa elementet ved enkeltlast, dog med den forskel at det

ikke er ngdvendigt at integrere, men derimod direkte interpolation:

R=N"F,dVv

(2.95)

Her er F,, enkeltkraft i punktet x, med dens tilhgrende formfunktion. Placeringen af lasten kan ses pa Figur

24:

X0

Figur 24: Lastens placering pa et element.

Beregningerne er foretaget i Appendiks 9.6 og resultatet ses i ligning (2.96):



2 3
1—3"L<;+2’(Lg+q>z(1—x°j
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F,- L
1+ 0,
L% 0% % @ % %
e L L L 2L L
R < g 1+ @,
2 3
3% 2% g %
F._L L L
’ 1+ ®,
e LB 2 L U
! 1+ @,

(2.96)

Da teorien for den forskydningsfleksible bjeelke er hermed beskrevet, er der nu grundlag for numerisk
implementering. | projektet anvendes programmet MatLAB hvor fremgangsmaden i opbygningen af koden

kan lzeses i det efterfglgende afsnit.
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3 MatLAB koden

Dette afsnit har til formal at beskrive hvordan teorien, som er beskrevet i de tidligere afsnit, bliver
implementeret i MatLAB. Som det er tidligere naevnt, indeholder teorien ikke bidrag fra vridning og
hveaelving, men bliver gradvist udvidet i afsnit 4. Den principielle opbygning af koden kan ses i diagrammet

pa Figur 25:

InputData.m

Definition af knuder

Knudekoordinater

Antal af
frihedsgrader

Materiale- og
tvaersnitsegenskaber i
hvert element

Definition af
elementer

Placering mellem
knuder

Inddeling/MESH

Randbetingelser i
knuderne

Understgtninger

Laster

Gauss integration
for hver element

Variabel
inertimoment for
udfliget element

Konsistente
knudekraefter

N, D og B matricer

Lokal
stivhedsmatrice

Transformation

Assemblering

Figur 25: Opbygning af MatLAB scriptet.
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Koden er delt opi to filer:

- InputData.m
- Main.m

InputData.m indeholder oplysninger om knuder, elementer, materiale- og tvaersnitsoplysninger samt
randbetingelser. Main.m filen indeholder teoriimplementering herunder Gauss integration, hensynstagen
til varierende inertimoment, knudekraefter, de ngdvendige matricer, samt transformation af den lokale
stivhedsmatrice til den globale. Produktet af MatLAB koden er lgsning til ligning KU = R, hvor de
overtallige beregnes. Herunder er der en detaljeret beskrivelse af diagrammet. [12], [13], [14]

3.1.1 InputData - definition af knuder og elementer

Knuderne defineres ud fra det lokale koordinatsystem (x,y,z), hvor hver knude indeholder 6 frihedsgrader,
som senere udvides til 7. De 6 frihedsgrader er 3 translationer i x,y og z- retningen, som betegnes som
u, v,w og 3 rotationer omkring x,y og z, som betegnes som 6,,0,, og 8,. Den 7. frihedsgrad betegnes @',
som star for hvaelving og som beskriver den aksiale deformation i x-retningen.

Knuderne er forbundet vha. elementer, hvor elementtopologien og frihedsgraderne er beskrevet ved to
knuder. Dette kan ses pa Figur 26:

= 1 ]

1 | - | -
Kunde nr. 1 2 3
Lokalkoordinat ¥1.y1.21 222 x3y3dz3
Frihedsgrader 12,7 89, .14 15,16,....21
Element nr. 1 2

Figur 26: Definition af knuder og elementer.

Hver element har saledes én felles knude med den naeste element og dermed felles frihedsgrader.
Antallet af elementer over leengden, dvs. mesh stgrrelsen, indtastes manuelt, hvor programmet selv kan
indlegge de mellemliggende knuder, og dermed kan beregne det samlede antal af frihedsgrader i
systemet.

Lasterne kan enten paseettes som punktlaster pa en knude i enten x, y eller z- retningen eller éns fordelt
last pa elementet i y og z- retningen. Disse bliver dog f@rst omdannet til konsistente knudekraefter jf. afsnit
2.9.

3.1.2 Main - teori implementering

Som det er tidligere naevnt, er det ikke muligt direkte at opskrive integralet (2.43) i MatLAB, idet MatLAB
ikke kan Igse integralet analytisk og der gnskes at koden skal kunne vaere i stand til at regne pa tvaersnit
med varierende inertimoment. Derfor er det ngdvendigt at foretage numerisk integration. Et af
integrationsskemaer er Gauss kvadratur, som forklares lidt naeermere herunder.
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3.1.2.1 Gauss kvadratur

Princippet bag Gauss kvadratur [15] er at evaluere et vilkarligt integral numerisk. Et eksempel pa en sadan
et integral, som kan ses pa Figur 27, er:

I :J.f (x)dx (3.1)

a Xp
Figur 27: Eksempel pa et integral [15].

Dette integral kan Igses ved at opdele arealet i n antal af intervaller med bredde W, som er ogsa kendt som
vaegtfaktor. Lgsningen findes ved at summere bidragene fra de forskellige rektangulaere omrader, hvor
vaegtfaktoren er konstant.

| zili =if (%)W =Wif (%) 32)

Dette kan ses pa Figur 28 tv.

\ A
fixf -
fix) f(x,) f(;(f
— /'r ]
fix fix (X3) /
JEREIRAE | | x
X% X5 X3 Xg Xp > Xa X4 X2 X3 Xg Xp ~

\ W1 \W2\ W3\W4\
\ AY AY \ AN

Figur 28: Underinddeling af integrallet [15].

En anden Igsningsmulighed er at vaelge varierende bredde, som kan ses pa Figur 28 th. Begge Igsninger
konvergerer mod den eksakte Igsning, men kan blive tidkreevende for komplekse stivhedsmatricer.
Problemet kan lgses ved Gauss kvadratur, som i princippet handler om at veelge sa fa nintervaller som
muligt, uden at det gar udover ngjagtigheden af resultatet. Et n-intervals Gauss kvadratur skal kunne finde
den eksakte Igsning til et polynomium af 2n — 1 grad eller lavere ved at valge de rigtige x; punkter og
vaegtfaktorer W;. Domanet af Gauss kvadratur er £ € (—1,1), hvor integraller evalueres vha.:

1= fole)as= 3, = S o(e W 33

Som det er indikeret i ligning (3.3), skal £ € (—1,1) omformes saledes at den indgar i x € (0, L), se Figur 29.
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X=0 Graenser for eksakt integration X=L
i i i

¥ ¥ ¥
= -1  Greenser for numerisk integration ¢=1

Figur 29: Domanetransformation.

Vaegtfaktorer og positioner af Gauss punkter i & domaene er pa forhand kendte, men er ukendte i x
domaene, derfor gnskes der en relation mellem disse. Denne kan bestemmes ud fra fglgende simple
betragtning.

g
4 (L,1)
1
0 - X
L
T o)
Figur 30: Sammenhang mellem § og x.
Funktionsforskriften for grafen pa Figur 30 er:
2 L
é::EX—].@X:(g'Fl)E (34)

Eksempelvis kan Figur 29 betragtes. Her er 3 gausspunkter (GP), som skal transformeres til x. Gauss
kvadraturen skal saledes kunne finde Igsningen til 5. gradspolynomium. Vardierne for W og & er opslaet i
tabel og Gausspunkternes position i forhold til x, som kan ses pa Figur 31, beregnes ud fra udtryk (3.4).

W, 5l9 8/9 8/9 5/9

0 e - L
GP 1 GP 2 GP 3

X 011270 L2 0.8873L

£ 067 0 0.62

Figur 31: Position af Gausspunkter i forhold til x.

Udtrykket i (3.4) kan nu bruges til at Igse den lokale stivhedsmatrice ved at foretage numerisk integration.
Den lokale stivhedsmatrice skal dog f@rst transformeres og assembleres til den globale system. Dette er

beskrevet i det efterfglgende.
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3.1.2.2 Transformation af stivhedsmatricen

Transformation af stivhedsmatricen i MatLAB foretages ved at bestemme enhedsvektorer [16], som kan
beskrive et xyz system, som kan ses pa Figur 32:

Figur 32: Element med tre knuder.

Den globale elementretning og laengde bestemmes ud fra knudekoordinater. Der indlaegges tre knuder,
som er defineret ved deres knudekoordinater og vektorer v,, v, og v5. Det vil sige:

X, =X
Vi=| YW V, =V XV, V3 =V, XV, (3.5)
Z,— 1
Hvor
X3 =X
\72 =l Ys— Y% (3.6)
;-1

Knude 3 er blot en orienteringsknude. Ud fra det ovenstaende kan stgrrelsen pa enhedsvektorerne e4, e,
og e3 bestemmes til:

\/ v v
e, =—— e, =% e, =
[3x4] |V1| [3x] |V2| [3x1] |V3|

Den lokale transformationsmatrice kan nu udtrykkes ved enhedsvektorer, dvs.:

T =[e, e, e] (3.8)
[3x3]

Opskrevet i fuldt formater T:

T T T
T=T, T, T, (3.9)
Ta T Ty

Den globale transformationsmatrice Tg, som anendes i MatLAB koden er derfor:



Elementformulering for forskydningsfleksibel bjaelke

, T, T, 0 0 O O O 0O O
T, T, T, 0 O O O O O O
T, T, T, 0 O O O O O O
T, T, 0 0 O O O
7, T, 0 0 O O O (3.10)
Tll T12 T13 0 0
T21 T22 T23 0 0
sym. T, T, T, 0 O
Tll T12
L T21 Tzz_

Dette er transformationsmatricen for et bjelkeelement med 5 frihedsgrader per knude, hvor aksiale
frinedsgrader er negligeret. Senere udvides transformationsmatricen saledes at den ogsa inkluderer
hveelving. Dette gg@res ved at tilfgje ekstra raekke og kolonne ved frihedsgrader 6 og 12.

3.1.2.3 Assemblering af den globale stivhedsmatrice

Den globale stivhedsmatrice K beregnes vha. udtrykket i ligning(3.11), dvs.:
o T . .
K=T] kT, (3.12)

Den samlede systems stivhed er saledes lig med summen af de enkelte elementers stivhed. Som eksempel
kan Figur 33 betragtes:

(@ r_- 1;)(10 B O C Coaa
llK E 00T 00
. el, s 0 0 © oo
EEEmEm - = 3 o0
I-l---K2| 0o
K MEEmm-. €4y po oo
Nl BN BN B B B BB B
OOCSEeE B B EEEEEN
Oo0C @8 B A EmE B EenEn
)] O [ ] B N 10x10"
""" O O 1 m m i'\ QN
DOCOC 008 8 « «-a

Figur 33: Assemblering af den globale stivhedsmatrice.

Her er det et system af blot tre elementer med 5 frihedsgrader per knude u, v, w, 8, og 6,,. Det kan ses at
matricen kan blive meget stor og med mange nuller omkring diagonalen for et mere kompleks system. |
projektet er stivhedsmatricen ikke optimeret til at handtere sd mange nuller, og programmet kan melde
"out of memory” fejl ved brug af lidt over 700 elementer. Dette er ikke et problem i projektet, men kan
blive aktuelt i andre sammenhang.
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3.2 Numeriske analyser

De efterfglgende afsnit har til formal at undersgge palideligheden og effektiviteten af den programmerede
kode i MatLAB. Resultaterne sammenlignes enten med de analytiske Igsninger eller tilnaermede Igsninger
fra kommercielle programmer Abaqus og Ansys.

3.2.1 Konvergensstudie

| dette afsnit underspges effektivitet af den egen programmerede FEM kode i MatLAB ved at foretage
konvergensstudie af tvaerflytningen i den frie ende som funktion af antallet af ellementer. Der valges to
rektangulaere profiler — en slank og en tyk (i det efterfglgende betegnet med hhv. lav- og hgj profil), med
felgende dimensioner:

L =1000 mm
hy = 1000 mm
h, =10 mm

b = 100 mm
F, = —10000 N

Ved at benytte denne fremgangsmade sikres det, at det ikke bliver ngdvendigt at foretage yderligere
konvergensstudier ved hgjdeaendringer, safremt profilets hgjde ligger mellem 10 mm og 1000 mm.

Profilerne modellers i den programmerede FEM MatLAB kode og sammenlignes med Abaqus og Ansys. |
Ansys modelleres profilet ved hjzalp af element B189, som er et forskydningsfleksibelt bjeelkeelement med
tre knuder. | Abagus modelleres profilet, udover med forskydningsfleksible bjalkeelementer (B33), ogsa
med anden ordens solid elementer (C3D20) med eksakt integration. Solidelementerne belastes ved at
fordele lasten jeevnt over tvaersnittet i den frie ende. Dette kan ses pa Figur 34:

L
) b
Y 1
, I
//A ) A s

Figur 34: Udkragede bjzelker til konvergensstudier.

Der plottes en graf af normaliserede flytninger som funktion af antallet af elementer og resultatet kan ses
pa Figur 35:
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Komwvergensstudie
102 P T P e e ARRaRa

AT E e .............. .............. .............. PO ..............

099 k... ./ .............. .............. .............. .............. ..............

098k ff-f ............. .............. .............. O SURTRRRTR

Lav profil - Abagus bjalke
Haj profil - Abagus bjazlke
: : : 4 Lav profil - MatLAB
096k ol .............. .............. Haj profil - MatLAB
: : Lav profil - Abagus solid
Haj profil - Abagus solid
% Lav profil - Ansys hjslke |]
O Hej profil - Ansys bjalke

0.e7

Marmaliseret tv arflytning

0ok e .............. ..............

0 5 10 15 20 25
Antal af elementer

Figur 35: Konvergensstudier.

Af Figur 35 ses at den udviklede kode er konvergeret ved brug af 1 element, som ogsa er geldende for
Ansys bjelkemodeller. Bjelkeelementer i Abaqus konvergerer ved 20 elementer uanset hvor slank bjaelken
er, hvorimod solidelementerne konvergerer fgrst ved 30 elementer nar det er en slank profil og ved 20 nar
det er en tyk profil.

3.2.2 Verificering af MatLAB koden

Den egen programmerede kode i MatLAB skelner mellem den forskydningsfleksible bjeelketeori og den

tekniske bjaelketeori ved forskydningsfleksibiliteten @ = i stivhedsmatricen. Ved tyndvaeggede

_EL
GAgL?
profiler gar ® mod nul og ved tykke mod uendelig. Dette kan opnas ved at justere pa forskydningsmodullet,
som er defineret ved:

E

__ B (3.12)
2(1+v)

Ved at anvende udtrykket i ligning (3.12) i MatLAB koden, opnas stivhedsmatricen for den
forskydningsfleksible bjeelketeori givet ved (2.76), idet ® # 0. Saettes G = oo (i MatLAB 101°?), som
medfgrer at @ = 0, fas stivhedsmatricen for den tekniske bjzelketeori, som er givet ved (2.77).

Dette afsnits formal er saledes at undersgge ngjagtigheden af den egen programmerede kode i forhold til
den analytiske Igsning af den tekniske bjaelketeori, samt i forhold til de kommercielle programmer Ansys og
ABAQUS, som anvendes i projektet. Dette ggres ved at betragte en 1000 mm lang udkraget
100x100 mm bjelke med varierende punktlast F, = 1000 — 10000 N i den frie ende. Det velges at
undersgge tveerflytningen af den frie ende. Den analytiske Igsning til nedbgjningen er givet ved fglgende
ligning [171]:

3
L_FU
El

(3.13)
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Resultatet er plottet pa Figur 36.

Udkraget bjaelke udsat for punktlast | den frie ende

2 T T T
1_8_ .....................................................................................
16 .......................................................................................
TAF e ]
T L2 b T
E
e T R E LR RTEF IR EERRRY 39 IRTE: PRPTPTESTPRPPPRI PERRTRRF SPRNRES
£
e P S % Ot S O S SO PPP
[ =3 S s S (S S A OO PO
gabo L NN ........ . ..... Analytisk
5 : § g : ; +  MatLAB
02k @ ........ ......... ........ ........ ..... 3 Abaqus bjaelke H
: ' : : : : 2 Ansys bjalke
D i 1 1 T T T
] 1 2 3 4 5 B 7 8 9 10
Last [kM]

Figur 36: Verifikation af MatLAB koden vha. Bernoulli elementer.

Pa Figur 36 kan det ses at der er ingen forskel i resultatet mellem den egen programmerede kode og den
analytiske Igsning. Det kan endvidere ses at der heller ikke ses forskel i resultater mellem de kommercielle
programmer og den analytiske Igsning. Plottes nedbgjningen af et profil med varierende tvarsnitshgjde
med L = 5000 mm, udsat for en punktlast af st@rrelsesorden pa 30 kN i den frie ende og indspaendt i den
anden ende, som funktion af hgjdeforholdet, fas fglgende resultat:

Medbgjning af profil med varierende hejdefarhold
T T T T T T T T

T4

: : : : : Abagus solid
1305 ......... ......... P ......... e o Ansys bjzlke [1
: : : : : Abaqus skal

Medbsjning [mrm]
(iu]

h2/h1

Figur 37: Nedbgjning af profilet.

Her kan det ses at MatLAB koden, skalmodellen, solidmodellen og bjeelkemodellen stemmer overens med

hinanden uanset hgjdeforholdet.

Samme tendens ggr sig geeldende hvis hgjdeforholdet holdes konstant:
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Medbgjning af profil med konstant hejdeforhold

=l

o

[ay]

Medbajning [mm]
o
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: Abagus solid
- SO R O Ansys bizlke ||
Abagus skal
: : tatLAE
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a 0.5 1 1.5 2 25 3
Last [M] ¥ 1D4

Figur 38: Nedbgjning af profilet.

Her kan det ses at MatLAB koden, skalmodellen, solidmodellen og bjeelkemodellen stemmer godt overens

med hinanden.

3.2.3 Undersggelse af slankhedsforhold

| afsnit 2.1 naevnes at valget af en bjaelketeori afhaenger af om bjalken er slank eller tyk. Der argumenteres
for at den klassiske bjeelketeori skal anvendes for slanke profiler og den forskydningsfleksible teori skal
anvendes ved tykke bjaelker, idet der kommer bidrag fra forskydningsdeformation. Dette afsnit undersgger,
udover ngjagtigheden af den egen programmerede FEM kode i MatLAB, konsekvensen af valget af den ene
bjeelketeori frem for den anden og hvilken betydning det kan have for dimensionering.

Der modelleres en udkraget bjeelke med konstant lzengde L pa 1000 mm og konstant bredde pa 100 mm
udsat for en punktlast F 10 000 N i den frie ende. Slankhedsforholdet justeres gradvist ved at a&ndre pa
bjeelkens hgjde, som modelleres i den egen programmerede MatLAB kode, samt ABAQUS ved anvendelse
af Bernoulli-Euler og Timoshenko bjaelkeelementer. Antallet af elementer saettes til 30 jf. afsnit 3.2.1. Der
plottes graffer af nedbgjningen som funktion af slankhedsforholdet og resultaterne kan se pa de

nedenstaende figurer.



m Elementformulering for forskydningsfleksibel bjaelke

Elementtype analyse
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Figur 39: Analyseresultat for alle tvaersnitshgjder.
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Figur 41: Analyseresultat for tvaersnitshgjde mellem 50-400mm  Figur 42 Analyseresultat for tvaersnitshgjde mellem 400-1000
mm

Af de ovenstdende figurer kan det, som forventet, ses at nedbgjningen aftager med den ggende
tveersnitstykkelse. Det kan endvidere ses af Figur 42, at den egen programmerede FEM kode i MatLAB giver
nasten de samme resultater som den kommercielle kode i ABAQUS. Ligeledes bliver forskellen i
nedbgjningen ved anvendelse af Bernoulli bjelkeelementer og Timoshenko bjxlkeelementer stgre, jo
tykkere bliver bjaelken. Den procentvise forskel mellem disse elementer er plottet pa Figur 43:
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Forskel i nedbsjning - Timoshenko og Bermoulli
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Figur 43. Forskel i nedbgjninger bestemt ved anvendelse af Timoshenko og Bernoulli

Af det ovenstdende kan det for eksempel ses, at ved et slankhedsforhold 1 er forskellen mellem
nedbgjninger bestemt ved anvendelse af Bernoulli elementer pa 44 % i forhold til Timoshenko
bjeelkelementer. Dette er en betydelig afvigelse, som kan have en alvorlig konsekvens pa resultaterne,
hvilket understreger vigtigheden af valget af den korrekte elementtype. Ved sma slankhedsforhold gar
forskellen mod 0, som er i overensstemmelse med at der ikke er leengere bidrag fra forskydning og dermed
er forskydningsfleksible bjaelketeori ikke leengere gaeldende.

3.2.4 Studie af shear locking

Finite element metoden kan forarsage numeriske problemstillinger, nar et element er baseret pa
Timoshenkos bjelketeori [18]. Problemerne kommer til udtryk nar bjaelken bliver slankere, hvor der kan
opstar sakaldt shear locking, som underestimerer flytningerne, dvs. konstruktionen udviser for hgj stivhed.
Ved en idealiseret tilfeelde, vil en bjelke udsat for ren bgjning deformere, i fuld overensstemmelse med
den klassiske bjeelketeori, som vist pa Figur 44.

Figur 44: Den virkelige deformationsfigur ved ren bgjning [18]. Figur 45: Deformationsfigur ved ren bgjning og fuld
integration [18].

Ved fuld integration (El), kan bjaelken derimod mangle evnen til at krumme i enderne, som det er vist pa

Figur 45. Vinklerne A mellem de stiplede linjer er ikke lzengere 90 grader. Dette skyldes introduktionen af

kunstige forskydningstgjninger, som danner forskydningsdeformationer i stedet for de korrekte
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bgjningsdeformationer. Dette kan resultere i forkerte flytninger og spaendinger idet
forskydningsdeformationer optager energi. | de kommercielle FEM programmer kan problemet Igses ved at
anvende reduceret integration (RI), som fysisk set betyder at konstruktionen ggres mere fleksibel i forhold
til den diskretiserede model, og matematisk set at der anvendes en lavere Gauss orden. Problemet kan
ogsa lgses ved at anvende anden ordens elementer med midterknuder, som kan anvendes ved fuld
integration.

Det ovenstaende eftervises ved at undersgge en rektangulaer udkraget bjeelke med leengde L = 1000 mm
udsat for en punktlast i enden. Dette kan ses pa Figur 46:

Figur 46: Udkraget bjeelke udsat for punktlast.

E modulet seattes til 210000 MPa med poissons forhold pa 0,3 og belastning pa 10 kN. Bjaelkens
tvaersnitskonstanter, bortset fra hgjden, er faste og eftersom det er i afsnit 3.2.1 vist at FEM koderne
konvergerer ved 30 elementer, inddeles bjelken i 30 elementer. Hgjden forgges gradvist, som resulterer i
tyk bjaelke. Resultatet af undersggelsen kan ses pa Figur 47.

Shear Locking undersggelse for L= 1000 mm og bredde = 100 mm
1 T T T T T T T

f : : : : Abagus - kvadratisk solidelernent
gl T LONPUOS ST o 4 Analytisk i
f : f ' MatLAB Timoshenka hjaelke
08 --". -------- ---------- ETRRR ---------- Abagus - Linear solidelement s
i : : C Abagqus Timaoshenko hjzelke
o7l b ETIUTOE S N 2| & Ansys Timoshenko hjaslke
DE o -

o
=

Mormaliseret flytning
=
(5]

o
w
T

Shear locking

o
[N
T

=

iy L i L I

Twaersnitshejde [mm]

Figur 47: Shear locking undersggelse.

Af Figur 47 kan ses at den udviklede MatLAB kode, som anvender kubiske formfunktioner, er fri for shear
locking. Derimod er den lineare solidmodel fglsom overfor shear locking, hvilket pa figuren kan ses ved at
tveerflytningen bliver mindre i forholdt til bade Bernoulli og Timoshenko elementer jo tyndere bjaelken
bliver. Dette betyder ogsa at de linesere solidelementer slet ikke tager forskydningsbidraget i betragtning,
hvorfor det kan konkluderes at solidelementer er ikke egnede til slanke profiler. Det kan endvidere ses at
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Timoshenko elementer giver en stgrre tvaerflytninger i forhold til Bernoulli elementer, hvilket er i
overensstemmelse med at der kommer et ekstra bidrag fra forskydning.

Idet Timoshenkos bjalketeori gor sig geeldende for tykke bjeelker, kan resultatet fra FEM programmet
Abaqus, som kan ses pa Figur 47, give anledning til tvivi om det er Timoshenko bjelkeelementer eller
Bernoulli der er anvendt. Det viser sig at Abaqus har en indbygget funktion, som automatisk slar til den
tekniske bjaelketeori nar slankhedsforholdet falder til en bestemt veerdi. Dette er dog ikke undersggt
naermere.

Til sammenligning kan der anvendes linezaere formfunktioner i MatLAB i stedet for kubiske. Der undersgges
pa den samme bjaelke som fgr og resultatet er plottet pa Figur 48:

Shear Locking undersagelse for L= 1000 mrm og bredde = 100 rmm
1 T T T T
: : MatLAB kubiske forrmfunktioner
MatLAB lineasre farmfunktioner |7
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o
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o
o

o
w

=
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O b ................. ................. .................

04a 1 1.4 2 25 3
Tyaersnitshejde [mm]

Figur 48: Sammenligning af lineare kontra kubiske formfunktioner.

Den procentvise forskel mellem disse er plottet pa Figur 49:
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Procentvis forskel i nedbgjning wed arwvendelse af kubiske og lineazre farmfunktioner
25

a0 ................. L ................. e i

Forskel i procent

H/L

Figur 49: Procentvis forskel i nedbgjning ved anvendelse af kubiske og linezere formfunktioner.

Af figurerne ovenfor kan det ses, at de linesere formfunktioner er darlige til at beskrive nedbgjningen i
forhold til kubiske formfunktioner. Det kan ses pa Figur 49 at den procentvise forskel i nedbgjningen ved
anvendelse af de linesere formfunktioner i forhold til kubiske formfunktioner, bliver stgrre jo slankere
bjeelke. For standardprofiler med slankhedsforhold % < 1 er denne forskel pa 20 - 25 %. Alligevel kan det

konkluderes at de linzere formfunktioner i MatLAB er bedre til at beskrive nedbgjningen end linezere
solidelementer i Abaqus for den pageeldende profil.
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4 Vridningsteori

Teorien bygger pa differentielligningen af en vridningspavirket bjelke. Her forudsaettes at det ydre
vridningsmoment virker i bjeelkens forskydningscenter. Der forekommer to slags vridning, fri og bunden
vridning. Begge optages af de indre spaendinger i bjaelken [19] [20] [21].

4.1 Frivridning for I-profil

Fri vridning, ogsa kendt som homogen vridning eller St. Venant vridning, forekommer nar den betragtede
bjelke kan hvaelve frit, se Figur 50. Vridningsmomentet M, optages alene af forskydningsspaendinger i
kroppen og flangerne.

Figur 50: Fri vridning.

Ved fri vridning er sammenhangen mellem vridningsmomentet M, og vridningsvinklen ¢ omkring x-aksen
udtrykt ved [19]:

M =Gl d_(/) (4.1)
dx

I, er vridningsinertimomentet, som kan tilnaermes til:

I, =k> bt® (4.2)
n=1
hvor

b er profilets brede
t er profilets tykkelse
k er forggelsesfaktor, som er 1,15 for I-profiler
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4.2 Bunden vridning for I-profil

Hvis en bjalke er forhindret i at hvalve, forekommer der bunden vridning. Dette sker nar bjalken er
indspaendt i den ene ende hvor der forekommer bgjning i flangerne, nar bjaelken pavirkes til vridning, se
Figur 51. | modsatning til den frie vridning, forbliver planer tvaersnit ikke laengere plane [22].

=
lm
=
N
L
[ =

Figur 51: Bunden vridning.

Bgjningsmomentet My i en af flangerne bestemmes ud fra bjalkens differentielligning, forudsat smd
vridningsvinkler:

d?z
M, =-El, — (4.3)
f f dXZ
Den vandrette udbgjning z af flangerne er givet ved:
h
71=— (4.4)
5 2
Hvor h er profilets hgjde. Bgjningsmomentet i flangerne er dermed:
hd’p
M. =—El. — (4.5)
! "2 dx?
Hvor I er flangens inertimoment, som er % bh3.
Ved at differentiere ligning (4.5) fas forskydningskraften V¢ i flangen:
dm d3z hd®
V,=—'=—El, 5 =-El, -2 (4.6)
dx dx 2 dx

Idet forskydningskraefterne virker i hver sin retning og danner kraftpar, kan momentet ved hvalving
M, bestemmes ved at multiplicere med hgjden h i ligning (4.6):
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h* d°p

M, =V, -h=-El, ——= 4.7
w f f 2 dX3 ( )

Der indfgres hvaelvingsinertimoment I, som beskriver stivheden overfor hvaelving og er defineret ved:

h2

=15

(4.8)

Hvaelvingsinertimomentet i ligning (4.8) kan ogsa bestemmes vha. den komplementaere energi [23]. Dette
er foretaget i appendiks 9.7.

Ligning (4.7) omskrives til:

3
M, =—E1 3¢

» » W (4.9)

Det ydre moment optages som kombination af fri M;og bunden M, vridning, dvs. bjaelkens
differentielligning bliver:

d d?

M,=M,+M, =Gl,—2—El, —2 (4.10)
dx dx

Dette er sdledes differentielligningen for en vridningspavirket I-profil med konstant tvaersnitshgjde. En

mere generel beskrivelse fglger i det efterfglgende afsnit. Differentielligningen for et tveersnit med

varierende hgjde er udledt i afsnit 4.5.

4.3 Hveelving for et vilkarligt tyndvagget tvaersnit

Den bundne vridning kan beskrives mere generelt ved at se pa et vilkarligt enkeltsymmetrisk tvaersnit, som
kan ses pa Figur 52. Ved fri vridning vil profilet dreje omkring x-aksen og ved bunden vridning vil den dreje
omkring forskydningscentret, FC.

A

Figur 52: Tvaersnit med vridning

Tveersnittet gives en vinkeldrejning, svarende til dg, over straekningen dx. Det vil medfgre at punktet N vil
flytte sig stykket ds, som bestemmes ved:
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ds=r(s)de (4.11)

Hvor r(s) er afstanden fra forskydningscenteret til profilets tangent. Det samme ggr sig geeldende for
samtlige punkter pa den stiplede linje gennem N pa Figur 52b, dvs.:

ds do
- _ - 4.12
i r(s) i (4.12)

Samtidig med dette vil tveersnittet hveelve og dermed dreje vinklen:

do de
— =—r(s)— 4.13
& ()OIX (4.13)

Hvor omdrejningsretningen regnes positivt modsat uret. Dette betyder at de plane tvaersnit ikke laengere er
plane. Denne samt drejning fra ligning (4.12) kan ses pa Figur 53:

Figur 53: Hveaelving af tvaersnittet.

Ved at integrere ligning (4.13) fra udgangspunktet s = 0, som Igber langs profilet, fas den aksiale flytning,
eller hvaelvingsfunktionen w(s):

@(S) = w,(S) - ?j—(f jr(s)ds (4.14)

Hvor wq(s) er flytningen i punkt s = 0. Ved enkelt eller dobbeltsymmetriske profiler, kan udtrykket
reduceres ved at placere s i symmetrien, idet w(s) bliver 0.

Som det er omtalt tidligere, hvis profilet pavirkes af vridningsmomentet M,,, og den er ikke I3st i enderne og
dermed kan hvaelve frit, vil det betyde at der ikke dannes normalspaendinger i profilet. Dette skyldes at den

. S . . d .
afledede til vridningsvinklen er konstant langs hele profilet, £=0, som medfgrer en linear

momentvariation i bjaelkens leengderetning. Vridningsmomentet vil blive optaget af forskydningskraefter i
tvaersnittet. Hvis profilet er derimod Iast i den ene ende, vil en vridningsmomentpavirkning medfgre at der
opstar tgjninger i profilet og dermed spaendinger. Grunden Poisson effekten er der tgjninger i alle
retninger, men det er normaltgjningen &,, der er af seerlig interesse. Denne bestemmes ud fra hvalvingen:
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2 S 2
_d ‘fjr(s)ds:-d ? o(s) (4.15)
0

dx?

Spaendingerne bestemmes ud fra Hooke’s lov:

2 S
o, =gXE=—Ed—(fJ'rds=— (4.16)
dx® 9

En tveersnits stivhed overfor hvalving kan beskrives ved hvalvingsinertimomentet I, som er defineret
som integralet af hvaelvingsfunktionen w(s) multipliceret med tykkelsen t(s) over leengden [:

l, :jwz(s)t(s)ds (4.17)

0

De resulterende snitkraefter N5, M7.s 0g Mﬁ’es grundet spaendingerne i profilet kan beregnes vha.:

|
N, =-22e ? [Et(s)@ (s)ds
d 0
dZ(D |
Ml == [Et(s)a(s)yds (4.18)
0
M :—@jEt(s)a)(s)zds
res 2
dx® +

Hvaelvingsfunktionen for vilkarlige tvaersnit bestemmes efter fglgende opskrift:

Hvaelvingsfunktionen udregnes med polen (0,0) og w(0) = 0
2. Hvaelvingsfunktionen ggres ortogonal vha.:

0) - _IkonturEt(s)a)(s)dS

(4.19)
[ EL(5)ds
3. Forskydningscentrets koordinater (az,ay) bestemmes vha.:
a =z" -[kontUr (S)a)( )Yds
jkomur t(s st (4.20)

a, =y +

jkonmr t(s)w(s)zds
(s)2

j Et(s)z’ds
kontur

Hvaelvingsfunktionen udregnes med polen i forskydningscentret og w(0) = 0.
5. Hvaelvingsfunktionen gg@res ortogonal pa normalkraften vha. formel (4.19).
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| tilfeelde af symmetriske I-profiler, er beregningerne enklere idet forskydningscentret ligger i symmetrien
og hvaelvingsfunktionen bestemmes fra trin 4. Dette vises i det efterfglgende afsnit.
4.3.1 Hvealvingsfunktionen for et I-profil

Hvaelvingsfunktionen bestemmes pa baggrund af de fem trin, som er navnt i det tidligere afsnit med
felgende betegnelser:

b 3 1 0
s ———xtf 17—~
REXY
h 1 tw n
i N
e - +
L b4 2

Figur 54: I-Profil, dens dimensionsbetegnelser og fortegnsregning.

Da forskydningscentret er sammenfaeldende med tveaersnittets tyngdepunkt, udregnes hvaelvingsfunktionen
med pol i forskydningscentret hvor wy; = 0, dvs. fra trin 4. Indeks 01 betegner position 0 og trinnummer 1.

@, =0
bh bh
Wy = Wy EE Z
bh bh
Wy = Wy EE ?
bh bh
Wy = 0y EE ?
_bh

Dette kan ses pa Figur 55:
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031
11 @01
Wl
M1
041
11 W21

Figur 55: Hvaelvingsfunktion ved wg; = 0.

Hvaelvingsfunktionen ggres ortogonal pa normalkraften ved at bestemme wg;,:

b b
Ea)mtf Jraa)ﬂtf +h-a,t, bh
Wy, = =——
2bt, +ht,, 4
b h
W, =0, +—=——==0
e = @ TS5
w0, =, + 20 _ BN
2 =W TS5,
o ,bh_bh
A Y
bh bh
Wy, = 554

Den endelige hvaelvingsfunktion er afbildet pa Figur 56:

©32
T
(42
W12 yo9

Figur 56: Hvaelvingsfunktion for I-profil.
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4.4 Elementformuleringen for et tyndvagget tvaersnit

Til opstilling af stivhedsmatricen for en vridningspavirket bjalke kan der benyttes to fremgangsmader, den
ene er baseret pa den styrende differentielligning hvor Igsningen er eksakt. Den anden metode er ved
hjeelp af det virtuelle arbejdes princip [24].

En to knudet vridningspavirket bjeelke har, jf. afsnit 4.2, fglgende differentielligning:

3

MV:MS+Mw:led—q)—Elwd—f:le¢'+Elw¢'" (4.21)
dx dx

Stivhedsrelationen for bjelken med laengde [, forskydningsmodul G, elasticitetsmodul E,

vridningsinertimoment I, og hvalvingsinertimoment I, bestemmes ved at Igse ligning (4.21) og indsaette

randbetingelser. Dette er dog ikke vist her. Stivhedsmatricen er bestemt i undervisningsnotatet [24] og

relationen er:

Kll K12 K13 K 14 ¢1 M )
B

EI . K 22 K 23 K 24 ¢]'- _ )
E 33 34 o M (4.22)

K K ?, 2

sym. K* | o B,

Hvor
@; og ;" er vinkeldrejninger og de afledede
M, og M, er den vridende moment i hhv. knude 1 og knude 2
B, og B, er bi-momentet i hhv. knude 1 og knude 2
K = K33 = —K13 = A-kl-sinh(kl)
K?? = K* = A~ (cosh(kl) - %ﬁ"”) N

K12 = K14 = _K23 = K34 = A (cosh(kl) — 1) - |

K24 —4- (sin:cll(kl) . 1) . 12

A= G
D

D =2+ (1 —cosh(kl)) + kl - cosh(kl)

GI,
El,

k =

Ulempen i udtryk (4.22) er at der indgar hyperbolske funktioner, som medfgrer numeriske problemer for
sma eller store kl veerdier, f. eks en meget lang/kort bjselke. Problemet kan illustreres ved at optegne graf
af sinh og cosh som funktion af kl. Dette kan ses pa Figur 57:
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Figur 57. Plot af hyperbolske funktioner.

Af figuren kan ses at det kun er veerdier, som ligger imellem de to punkterede linjer, som er anvendelige, da
alt udover dem gar mod uendelig. | projektet gnskes dog at programmere en FEM kode, som er uafhangig

af bjaelkens tvaersnitsegenskaber som kl. For at opna dette, anvendes der tilnaermede formfunktioner fra
afsnit 2.7.

For at ggre det mere overskuelig, deles stivhedsmatricen i to dele, den ene del fra fri vridning og den anden
fra hvaelvingsvridning hvorefter bliver disse summeret op. Stivhedsmatricen bestemmes pa samme made

som i afsnit 2.4.1. Formfunktioner for den forskydningsfleksible bjeelke er angivet i ligninger (2.80) og (2.81)
Tgjningsinterpolationsmatricen for den frie vridning By er:

L[N, oN, aNg o oN,
"l dx dx dx  dx

(4.23)

Her bemaerkes det at der ikke indgar forskydningsfleksibilitet @ i formfunktionerne for den frie vridning,
dvs.. ® =0. Grunden til det er at ved den frie vridning optages momentet alene ved
forskydningsspaendinger. Forskydningsbidraget skal medregnes nar der er tale om bgjning.

Den konstitutive lov for den frie vridning er udtrykt gennem Dy:

D, =Gl, (4.24)

Ved anvendelse af ligning (2.43) fas stivhedsmatricen for den frie vridning k;:

36 3L -36 3L |

3L 412 3L -L?
Gl

= (4.25)
30L
-36 -3L 36 -3L
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Hvaelvingsbidraget til stivhedsmatricen bestemmes ved at tage udgangspunkt i I-profilets flanger. Disse kan
opfattes som to separate bgjningspavirkede bjelke, som er adskilt af kroppen med hgjde h. Til hvert
bjeelkeelement hgrer 4 frihedsgrader, dvs. to flytninger og to rotationer. Disse kan ses pa Figur 58:

Y

|

) \NH
O

s /wh

Oy

i

z

t; = Flangetykkelse

Figur 58: Bjaelkeelement med 8 frihedsgrader.

Sammenlagt giver det et element med 8 frihedsgrader. Ved statisk kondensering kan disse 8 frihedsgrader
beskrives ved 4 frihedsgrader - to vinkeldrejninger og deres afledede. Dette kan ses pa Figur 59:

Figur 59: Kondenseret bjelkeelement med fire frihedsgrader.

Relationen mellem frihedsgraderne ug og reaktioner rg for bjeelkeelementet pa Figur 58 er givet ved:

KgUg =Ty (4.26)

Relationer mellem frihedsgraderne for de to bjelkeelementer er givet ved fglgende udtryk:



Elementformulering for forskydningsfleksibel bjaelke

u,=T,u
8 ul™4 (427)
u, =T,,Uq
For kraefter er relationer givet ved:
=T,
& (4.28)
r, =Tl
Hvor T er transformationsmatricer, som er opstillet i appendiks 9.8.
Ved transformation af stivhedsrelationen (4.26) fas:
ks Ug =Ty
ko (T, u,)=(T,r
8 ( ul 4) ( ri 4) (4.29)
T, ks Tau,=T,T,1,
k4 u,=r,
Tgjningsinterpolationsmatricen for hvaelvingsvridning B, er:
del deZ de3 de4 0 0 0 0 |
dx dx dx dx (4.30)
dNﬁ _del dez _dez des _de3 de4 _de4 0 0 0 0
B — dx dx dx dx dx dx dx dx
’ 0 0 0 0 AN, AN, ANy, ANy,
dx dx dx dx
0 0 0 0 de1 _del dez _dez dea _dea de4 _de4
L dx dx dx dx dx dx dx dx |
Den konstitutive lov for hveelvingsvridning D er:
El, 0 0 0
0 G 0 0
D, = A (4.31)
0 0 El, 0
0 0 0 GA

Ved anvendelse af ligning (2.43) fas en [8x8] matrice:
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Topflangen
_123 62_123 623 0 0 0 0_7Wu?’F’
(1+o)L (1+@)L (+o)l° (Q+o)L° L3
6 2 (4+®) 6 2 (2-0) 0 0 0 0 0, | |
1+o)L 1+o)L 1+ o)L 1+o)L i
12 6 2 __6 0 0 0 w, | | F
+o) @+ @+o)L® 1+ @)L 42
6 (2-®) 6 (4+o) 0 0 0 6| |m
1+®)2  (Q+D)L +o)>  (A+d)L | - N
L Qo) @) @)l (o)L w
0 0 0 0 ; 6 (4+®) 6 (2-®) 0 | | M
@) o)L O (o)L »
0 0 0 0o 2 6 12 6 w,| | F
o) o) o) @+ o)l e
0 0 0 I 2-0) __ 6 (4+9) 0,,| M2 (4.32)
| P+ A+)L +®)2  (L+d)L | Loz ] =
Bundflangen
Hvor forskydningsfleksibiliteten @ i flangerne er givet ved:
I
—
1.,
12EI, lZE(thfbfj
N (4.33)
A G(tfbfjﬁ
6
| —
A
Ved statisk kondensering, dvs. K, =T, ka T,,, af ligning (4.32) fas stivhedsrelationen udtrykt ved
frihedsgraderne ¢ og ¢
12 6L B 12 6L (01_ _le_
1+d,) 1+, 1+, (@+9,))
6L (4+Cwa)L2 6L (2—CI)w)L2 - B
- 2] 1
Bl | @) 1+0,)  1+0,) (@1+,)
. = (4.34)
L B 12 3 6L 12 B 6L
11d) (@+0) @+0) @+d,) |[|[?2] |Me
6L (2-0,) 6L (4+@, )L
| (1+9,) 1+D,) +o,) @+, [[2.] | B

Kondenseret 4x4 stivhedsmatrice

Hvor @, er forskydningsfleksibiliteten og beregnes ved:
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1

2
6 Eb’t,  Eb’t Eh _12E1, .35
“ 5Gbt, L G§Af|_2 1.1 GLUA, '
6 2

Hvor I, er hvalvingsinertimomentet som er givet i ligning (4.8) og beregnet i appendiks 9.7 og 4, er
stivheden over for hvealving, som er bestemt i appendiks 9.7. Stivhedsmatricen for den
forskydningsfleksible bjaelke indeholder sdledes bidrag fra fri- og bunden vridning og er derfor:

12 6L 12 6L fa5 3l _ag 3L
(1+o,) 1+o,) l+o,) @1+,
6L (4+o, ) 6L (2-0, )L sl 4l sl 2
k=ﬂ 1+o,) 1+o,) l+o,) @1+, +G|v (4.36)
L® 12 6L 12 6L 30L
o)  (+0) (@+D) @+, —3% 3L 3% -8
6L (2-o,) 6L 4+, )L sl 1 3L a2
| +o,) 1+o,) +o,) @Q+o,) | - -

Da stivhedsmatricen er nu kendt, kan frihedsgraderne U i (4.37) ligning bestemmes:

[ 12 6L 12 6L | _ Are1 T
- 36 3L 36 3L][®] [M«]
we,) (@+o,) (@+0,) (@1+d,)
6L (4+® )2 6L (2-@, ) :
© - © 3L 42 3L -2/ B
Bl | @+0,) @+o,) @+0) @+d,) | GI i G I Rl
—o +—X =
C| 12 6L 12 6L 0L oo s _aL
1+d,) (@1+®,) (@1+d,) (1+d,) T - P | | My
6L 2-@ )? 6L 4+ )2
@=®,)b (@4+,) 3L -2 -3L 41 :
| 1+®,) 1+o,) +o,) @+o,) | - e | [ B, ]
K u R
Hvor B er bimomentet givet ved:
M. h
B=—V (4.38)

2
¢ og ¢’ er vridningsvinklen og dens afledede

Med kendskab til vridningsvinklen ¢ og hveelvingsfunktionen fra afsnit 4.3.1, kan haelvingen i flangerne
bestemmes ud fra fglgende udtryk fra [2]:

,_bh |
u=a(x y)p'= R4 (4.39)
Den samlede stivhedsmatrice for en 3 dimensional forskydningsfleksibel bjselke, som tager hensyn til
hveelving, vil sdledes vaere 14x14, dvs. 3 flytningsfrihedsgrader, 3 drejningsfrihedsgrader i hhv. x, y og z-
retninger og en hveelvingsfrihedsgrad i x-retning per knude:
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Det skal eftervises om den beregnede stivhedsmatrice kan anvendes til at beskrive vridningspavirkede
profiler. Dette ggres i det efterfglgende afsnit.

4.4.1 Numeriske analyser

| dette afsnit undersgges MatLAB kodens evne til at handtere vridning for et profil med konstant
tveersnitshgjde, idet koden er blevet udvidet med stivhedsmatricen i ligning (4.36). Resultaterne
sammenlignes med Abaqus og Ansys.

4.4.1.1 I-profil med konstant hgjde

Der skal undersgges vinkeldrejningen af et vridningspavirket I-profil modelleret i MatLAB og Abaqus. |
MatLAB anvendes bade stivhedsmatricen, som er bestemt vha. de tilnaermede formfunktioner, ligning
(4.36) og stivhedsmatricen som er bestemt vha. hyperbolske formfunktioner, ligning (4.22). Profilet har
leengden L = 1000 mm, konstant hgjde h = 100 mm, tykkelsen t = 10 mm og er indspaendt i den ene
ende. Der er paset et vridningsmoment i den frie ende. Dette kan ses pa Figur 60:

M,
P

Figur 60: Vridningspavirket I-profil.

Vinkeldrejningen plottes som funktion af vridningsmomentet og sammenlignes med 4 knudede, linezre
skalelemeter (S4R) i FEM programmet Abaqus. Et mesh af det og konvergensstudiet kan ses pa Figur 61.

Konvergensstudie

ool R S T e R i
0896 Lo e S S S S j
0894 b, b S S T - |

e O S S— AT S S |

Mormaliseret nedbsjning

=
o]
fe]

| T S s S T S ]

0985 k... b b Lo b Lo Lol _

Antal af elementer
Figur 61: Konvergensstudie og FEM mesh.

Resultatet af analysen ses pa Figur 62:
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Yinkeldrejning [rad]

Af figuren kan det ses at resultatet er tilnaermelsesvis éns for alle tre modeller, hvilket viser at den
programmerede kode i MatLAB er god til at handtere vridningspavirkede profiler med konstant
tveersnitshgjde. Grunden til at der ikke opstar numerisk problem ved anvendelse af de hyperbolske
formfunktioner er at kI = 3,497 som ligger inden for graferne pa Figur 57. Det skal nu undersgges om det
samme er geeldende for profiler med varierende hgjde. Fgrst skal en analytisk Igsning til en bjselke med

=
[1a]

=
fus]

=
~

=
m

=
m

=
.

=
%]

=
]

dkraget bjaslke udsat for vridningsmoment

' ' ! ! ! ; 5 !
*  Abagus skal | : : : : :
| MatLAB ......... ......... EPT .......

< Hyperbolsk : : : ;

1 | 1 1 I 1 1 1
1 2 3 4 5 ] 7 g g 10
“ridningsmament [Mmm] w10

Figur 62: Undersggelse af vinkeldrejning.

varierende tveaersnit opstilles.

4.5 Vridningsteori for bjelker med varierende tvaersnit

Udledningen af differentielligningen for et tveersnit med varierende hgjde tager udgangspunkt i Figur 63

samt [25] og [26]:



Elementformulering for forskydningsfleksibel bjaelke

Figur 63: Et udfliget bjelkeelement.

Deformationen af flangen u kan beskrives ved vridningsvinklen ¢ analogt til ligning (4.4):

7= Ego (4.40)
2

Bgjningsmomentet M og forskydningskraften Vi flangerne er bestemt i afsnit 4.2 til:

2

hde
M, =-EIl. — 4.41
f "2 dx? -
dm
V, =— =—El, nd_‘p (4.42)
dx "2 dx®

Ved at gange hgjden h pa ligning (4.42) fas vridningsmomentet M,,. Da flangerne har en haldning pa %% i

forhold til bjeelkeaksen, kommer der et ekstra bidrag til vridningsmomentet M,,, som er tidligere bestemt
til:

3
M, -l 32 g 99 (4.43)
! dx

3

3
Leddet Elwd—?forekommer grunden forskydningskraefter i flangen, som er forarsaget af
X

bgjningsmomentet My, givet ved:

_Eiihdy _El, & (hwj

- - 4.44
f 4 dx? 2 dx? (4.44)

Det er saledes udtrykket i ligning (4.44), som skal korrigeres for den varierende tvarsnitshgjde. Det
samlede vridningsmoment er derfor:
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dM
M, =gl 32, ey, dh (4.45)
dx dx dx

Eller nar bidraget fra begge flanger tages i betragtning:

M, =c1 32 dh (4.46)
dx dx " dx
Udtrykket for flangemoment i ligning (4.44) omskrives til fuld form:
M, = Eli[hd’ dndp 1dh a.a7)
2 | 2 dx? dx dx 2 dx?
Eller
d’p de
hM 4.48
! ( “dx? dxj (4.48)
Hvor
2 dh
4.49
oy h dX ( )
. . - . dh de . .
Hvis der antages sma vinkeldrejninger, forsvinder leddet d_d_ og ligning (4.48) bliver:
X ax
2Mf@=— El d°p do (4.50)
dx Y dx? 7 dx
Hvor
2dh’
I = ——| | 4.51
NP o

Indsaettes ligninger (4.48) og (4.50) i (4.46) fas differentielligningen for vridningspavirket I|-profil med
varierende tvaersnit:

2 3
MV:{GI e, 2%, )}d‘”—i(aw)d ¢ g, 9 (4.52)
2 dx dx dx dx dx
Hvor
=%3—: (4.53)

Randbetingelserne for en indspaendt bjeelke er givet ved:
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9(0)=¢ (0)=0
2 3 (4.54)
X X X

Differentielligningen i ligning (4.52) med randbetingelser i ligning (4.54) er Igst i [26] og vridningsvinklen i
den frie ende, x = L, er bestemt til:

(x)—L.
T

m, (t™ —1)| (m, +1)t™ =2t |+m (t™ -1 m +1)t™ — 2t (4.55)
Ml ~D)L(m, +2)t™ —2t [+ m, (t™ ~1)] ~(m, +2)t™ —2t |

mm, [(m, +1)t™ —(m, +1)t™ |(t-1)
Hvor

m —i g+ &
27274 TElL AR
= (4.56)

h,
hZ_hl
L

Ah =

Af ligning (4.56) kan det ses at der tages en gennemsnitlig vaerdi af hgjdeandringen per lzengdeenhed og
dermed en gennemsnitlig veerdi af vridningsinertimomentet I,,. | studiet foretaget af [25] har dette forhold
medfgrt at vinkeldrejningen for den pagaeldende bjealke blev underestimeret med 7 % i forhold til FEM.
Nogenlunde samme tandens kan forventes ved sammenligning med FEM koden i MatLAB.

4.5.1.1 Forundersggelser

Aflaesningspunkt

| MatLAB koden er det ikke muligt at veelge et bestemt aflaesningspunkt i tvaersnittet, hvor nedbgjningen
eller drejningen kan afleeses. | et FEM program er der f. eks mulighed for at aflaese vinkeldrejningen i et
bestemt punkt pa flangen eller kroppen, hvorimod MatLAB angiver én vaerdi, som det antages at befinde
sig pa bjeelkens nullinje. Derfor vil den rigtige made vaere at aflaese vinkeldrejningen i Abaqus eller Ansys i
nullinjen. Dette viser sig umiddelbart ikke at vaere korrekt. Problemet kan vises ved at paseaette et vridende
moment i en bjaelkes nullinje modelleret i Abaqus og aflaese vinkeldrejningen i samme punkt. Dette er
illustreret pa Figur 64:
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Figur 64: Momentpavirket bjalke og dens tilsvarende vinkeldrejning.

Af Figur 64 kan det ses at vinkeldrejningen aflaest pa nullinjen, knude 3, er meget stgrre end
vinkeldrejningen afleest fra de gvrige punkter pa tvaersnittet. Dette store afvigelse vurderes til at skyldes en
lokal forstyrrelse fra det pasatte vridende moment, hvilket indikerer at det kunne vare et numerisk
problem. Denne afvigelse forekommer i samtlige modeller, men det er dog ikke illustreret her. Det vurderes
ikke at problemet vil forekomme i virkeligheden, idet momentet er nogenlunde jeevnt fordelt over hele
tveersnittet.

Belastningstype

Det er ligeledes undersggt om der er forskel i vinkeldrejningen ved en pasat moment i nullinjen eller
tilsvarende kraftpar pa flangerne. Ifglge den statiske ligeveegt kan momentet i nullinjen oplgses til to
modsatrettede kraefter pa den nederste og gverste flange. Dette indikerer at resultatet skal vaere éns. Men
det viser sig heller ikke at veere tilfeeldet. Der modelleres en I-profil i Abaqus hvor vinkeldrejningen i knude
A og knude B afleeses og sammenlignes. Disse knuder er valgt med henblik pa at undga den lokale
forstyrrelse, som er navnt tidligere. Dette kan ses pa Figur 65 og Figur 66.
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Figur 65: Vinkeldrejning i knude A.
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Figur 66: vinkeldrejning i knude B.

Af figurerne ovenfor kan det ses at selvom den resulterende pavirkning er éns, sa er vinkeldrejningen i de
knuder forskellige. Det kan ses at vinkeldrejningen er lidt stgrre nar der pasaettes kraftpar pa flangerne.
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Det kan endvidere ses at der er heller ikke overensstemmelse mellem resultaterne fra de kommercielle
programmer Ansys og Abaqus og det er pad trods af at der er tale om samme profil med de samme
egenskaber. Elementerne SHELL281 og S8, som er anvendt i hhv. Ansys og Abaqus er 8 knudede
skalelemeter med fuld integration. Forskellen i resultater fra Ansys og Abaqus kan skyldes den made
snitkreefterne angriber elementerne og fordeles. Som det er naevnt tidligere er der lokale forstyrrelser ved
kraft/moment angrebspunkter og dette kan vaere med til at der er forskel.

4.5.1.2 Numeriske analyser

Udover det ovennaevnte, har maden som profilerne bliver modelleret pa indflydelse pa det endelige
resultat. Det er sammenlignet ved at modellere to bjaelker i C3D20 solidelementer i Abaqus — den ene med
en samlet hgjde pa 100 mm og den anden hvor afstanden fra centret af bundflagen til centret af topflangen
er 100 mm. Tykkelsen er 10 mm alle steder. Ligeledes modelleres profilet vha. S8 skalelementer i Abaqus
hvor det antages at tykkelsen bliver defineret fra centerlinjer og ud. Profilerne i det efterfglgende er 1000
mm hgje ved indspandingen og 5000 mm lange og udsattes for et vridende moment pa 30 000 Nmm.

100
100
100

Figur 67: Geometri definitioner. Fra venstre: solidelement med samlet hgjde 100 mm, center til center 100 mm og skalelement.

Resultaterne af analysen kan ses i Tabel 1 og en deformeret model af bjaelken ses pa Figur 68.

Solid 1 — samlet hgjde Solid 2 C/C Skal MatLAB Analytisk Ansys bjzelke
) 0,007846 0,006346 0,006197 0,00638 0,00484 0,0084

Tabel 1: Sammenligning af vridningsvinkel for de forskellige elementtyper og programmer.

Figur 68: Hvaelving i en udfliget skalmodel.

Af Tabel 1 kan, som forventet, ses at vridningsvinklen for solidelementet med samlet hgjde pa 100 mm ikke
giver den samme resultat som en skalmodel med tilsvarende hgjde idet, som nzevnt, tykkelsen bliver
defineret fra centerlinjer og ud. Alligevel observeres der relativt store forskelle mellem resultaterne, hvor
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den mest skeeve er fra Ansys’ B189 bjelkeelement. Dette er ogsa illustreret pd Figur 69. Hgjden ved
indspaendingen var fastlagt pa 1000 mm og Igbende justeret ved den frie ende.

w107 Vridningsstivhed som funktion af hejdeforholdet for et udfliget element

vridningsstivhed (W/g) - [Nmm/rad]
|
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Figur 69: Vridningsstivhed som funktion af hgjdeforholdet.

Pa Figur 69 ses vridningsstivheden som funktion af hgjdeforholdet. Det kan ses at vridningsstivheden
bestemt vha. den analytiske Igsning fra ligning (4.55) og skalelementer i Abaqus er nogenlunde ens for
hgjdeforholde mellem 0,5 og 0,7. Nogenlunde samme forskel observeres pa fglgende figur, hvor der er
plottet vinkeldrejning som funktion af hgjdeforholdet:

w107 Winkeldrejning som funktion af hejdefarhaldet
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Figur 70: Vinkeldrejning som funktion af hgjdeforholdet

Pa Figur 69 og Figur 70 kan det ligeledes observeres at MatLAB koden fglger den samme tendens som
Ansys bjxlkeelementer, dog med en langt stgrre ngjagtighed i forhold til gvrige elementer og den
analytiske Igsning. En tilsvarende afvigelse mellem egen programmeret kode og BEAM189 i Ansys, hvor
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den sidst naevnte giver generelt stgrre vinkeldrejninger, er observeret af [27], hvilket kan indikere at
BEAM189 elementet ikke egner sig til bestemmelse af vridningsvinkler.

Forskellen mellem MatLAB koden og Abaqus er dog mindre hvis hgjdeforholdet holdes konstant, mens

profilens hgjde gradvist forhgjes. Den samme bjeelke modelleres igen hvor den analytiske Igsning pa Figur
71 er givet ved ligning (4.55):

“inkeldrejning som funktion af tvaarsnitshejde

: : : : ' Abagus skal
MatLAB
Abagus solid
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=
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Figur 71: Vinkeldrejning for profil med konstant hgjdeforhold.

Det var forventet at bjeelkeelementerne i Ansys ville beskrive vridningsvinklen bedre, men dette er ikke
tilfeeldet, som kan ses pa Figur 71 og Figur 70. Til gengeeld stemmer resultatet fra skal-, solidelementerne i

Abaqus og analytisk Igsning godt overens med MatLAB koden. Plottes hvaelvingsforlgbet i bjeelken med
konstant tvaersnit fas:
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Figur 72: Hvaelving i flangen for et profil med konstant hgjdeforhold.

Af Figur 72 kan det ses at der er rimelig god overensstemmelse mellem MatLAB og Abaqus elementer.
Ligeledes plottes hvaelvingsforlgbet langs bjeelken for bjeelken med varierende tvaersnit hvor den hgje ende
er indspaendt:

Hyvazlving hwor den heje ende er indspasndt
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Figur 73: Hvaelvingsforlgbet langs bjzelken.

Forlgbet af grafen pa Figur 73 kan forklares ved at betragte hvalvingen, som beregnes ved ¢’ -%. Den

afledede af vinkeldrejningen stiger og kropshgjden falder jo laengere de bevaeger sig vaek fra
indspaendingen. Det kan ses pa figuren at den afledede af vinkeldrejningen bidrager mere til hvaelving op til
en afstand svarende til ca. 3500 mm fra indspaendingen. Efter denne graense, bliver det bidraget fra
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kropshgjden, som bliver afggrende. Og da denne er aftagene kan der observeres et fortegnsskift hvor
kurven begynder at falde. Det kan dog ses at hvaelvingsforlgbet for skalelement ikke fglger dette princip.

Pa tilsvarende made nar den lave ende er indspaendt:

Hyazlving hwar den lave ende er indspazndt
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Figur 74: Hvaelvingsforlgbet langs bjaelken.

Hvaelvingsforlgbet fra Abaqus skal- og solidelementer pa Figur 74 fglger ikke den samme betragtning som
for. Da laengden og hgjden af tvaersnittet er stigende, skulle det forventes at hvalvingen ogsa ville stige,
som det er tilfeeldet med MatLAB koden.

Det samme profil undersgges, men den her gang er det vridningsvinkelen som plottes som funktion af
leengden:
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Yridningsvinkel [rad]
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Figur 75: Forlgbet af vridningsvinkel langs bjaelken.
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Figur 76: Forlgbet af vridningsvinkel langs bjalken.

Det kan, som fgr, ses at en stigende leengde og profilhgjde medfgrer en stigende vinkeldrejning. Dette gor
sig geeldende for MatLAB koden og Abaqus solidelementer. Igen viser skalmodellen en uoverensstemmelse
med de gvrige resutlater. Afvigelserne mellem MatLAB koden og de gvrige elementer er kun til stede nar
der er tale om vridningspavirkede profiler med varierende tykkelse.

Ud fra de ovenstaende analyser kan det konkluderes at MatLAB koden er god til at analysere pa
bjeelkeelementer med konstant og varierende tvaersnit, som udsaettes for moment og/eller punktlaster. Da

MatLAB kodens drejningskapabilitet er eftervist, er der nu grundlag for at undersgge overfgrselen af
hvalving i rammehjgrner.
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5 Hveelvingsoverfgrsel i rammehjgrner

Teorien i de foregaende afsnit er baseret pa Vlasov’s teori for tyndveeggede bjaelker, hvis st@rste svaghed
eller mangel er i modellering af hvalvingsfastggrelse og hvalvingsoverfgrsel i samlinger. Disse er
afhaengige af samlingstype, hvordan elementerne er orienteret i forhold til hinanden og tveersnitstyper. |
projektet arbejdes der udelukkende med dobbeltsymmetriske I-profiler hvor elementerne er orienteret i
den samme plan. [28]. Ved hvalving af bjelkeelementer fglgende snitkreefter og spaendinger kan saledes
forekomme:

H“‘a Hvzelving - normalspaending

T
~ -q:w;v.ci"ﬁ; . Bimoment
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Figur 77: Hvaelvingsspandinger i flangerne. [29]

Tidligere i rapporten, nar elementerne blev samlet i forleengelse af hinanden, skete dette ved at betragte
samlingerne som uendelig stive. Idet elementerne bliver nu samlet under vinkel, kan denne betragtning
ikke anvendes lengere, da stivheden af en hjgrnesamling aftager jo mindre bliver vinklen mellem de
tilstedende elementer. Dette afsnit behandler hvalvingsoverfgrsel i 4 typer af hjgrnesamlinger, men for at
fa en bedre forstaelse for hveelvingsfeenomenet, vil der indledningsvis gennemgas de grundlaeggende
koncepter og udtryk i forbindelse med hvalving [30], [31].

5.1 Hveelving og forvridning

Nar en samling flyttes, kan dens flytning inddeles i to dele: en stift-legeme bevaegelse og en lille lokal
deformation af samlingen. Ved stift-legeme beveaegelse er elementernes ender fastholdt mod hvaelving. Den
efterfglgende deformation af samlingen er forbundet med hvelving i enderne af de sammenkoblede
elementer og kan forarsage sekundaer flytning ud af plan, som betegnes forvridning (distorsion). Nar et I-
profil vrider med vinkel ¢, vil det ogsa hveaelve og hver flange vil rotere med vinkel 8 i sin egen plan. Dette
er det er vist pa Figur 78:
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Figur 78: Hvaelving af et I-profil.

Nar et element hveaelver i en ikke-afstivet og vinkelret samling, som pa Figur 79, vil
kompatibilitetsbetingelsen kraeve en tilsvarende forvridning af det andet element hvor dets flanger skal

rotere med vinkel 8, = 6.

l'_" AB Snit A-A Snit B-B

\/ Md, ed

(c) Forvridning af tvaersnittet

TH’
(a) Ikke afstivet samling - Type A (b) Hvaelving af flanger

Figur 79: Hvaelving og forvridning af en ikke afstivet samling.

Hvealvingen af det ene element er derfor fastholdt af det andet elements modstand mod forvridning.
Denne modstand er i form af forvridningsmomentet M,;, som skal veere i ligeveegt med flangernes
hvaelvingsmoment M. Forvridning af samlingen kan undgds ved at placere en afstiver imellem to
elementer [32]. Et eksempel pa en sadan afstivning kan ses pa Figur 80:
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‘ A o Snit A-A Snit B-B

l Forleengede flanger
i

L

(a) Afstivet samling (b) Hvaelving af flanger

Figur 80:Hvaelving af en afstivet samling

Betydningen af disse pavirkninger er afhaengige af det frie- og det bundne vridningsmoment, hvis samlede
pavirkning er givet ved ligning (4.10). Om det er bidraget fra det ene eller det andet, som er afggrende,

2
afhaenger af forholdet % = G;I’L , men ogsa af randbetingelser og fordelingen af det samlede vridende
w

moment. Nar % er stor, er det frie vridningsmoment givet ved ligning (4.1), som er afggrende og

hvalvingsbidraget kan saledes negligeres. Hvis % er derimod lille, er det bidraget fra hveelvingsvridning givet

ved ligning (4.9), som er afggrende. For vaerdier imellem disse ekstremer, hvor de fleste I-profiler ligger i, er
det bade bidrag fra fri- bunden vridning som er betydende. Forvridningsmodstanden af et |-profil afhaenger
af flangernes vridningsmodstand og bgjningsmodstanden i kroppen. Vridningsmodstanden for profiler med
tynd krop kan blive reduceret af forskydningsspaendinger i flangerne.

| projektet behandles 4 samlingstyper:

- Type A hvor de tilstedende dele svejses sammen uden ekstra afstivninger

- Type B hvor der pasvejses en diagonalafstivning

- Type C for flangerne er gennemgaende

- Type D som er en blanding af B og C med forlaengede flanger og diagonalafstivning.

Disse kan ses pa Figur 81:
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T O

A B C D

Figur 81: Hjgrnesamlinger.

Samlingerne pa Figur 81 behandles udfra [33], hvor det er den elastiske energi, som bestemmes. Hgjden af
de to bjelker, som skal samles, betegnes hhv. h; og h,. | samlingen er hvalvingsintensiteten givet ved
0, og 0,. Ifglge den klassiske bjaelketeori er hvaelvingen af tvaersnittet givet ved en relativ haldning af
flangerne i deres eget plan. Dette kan ses pa Figur 82 til venstre. Nar én af de tilstedende bjalker i en
samling hvalver, skal den anden grunden kompatibilitetskravene forvride. Forvridningen Y af tvaersnittet

ses pa Figur 82 til hgjre.

Figur 82: Hvaelving og forvridning af et I-profil.

Da den klassiske bjeelketeori for tyndvaeggede bjaelker ikke tager hensyn til forvridningen, idet der antages
en stift-legeme bevaegelse under deformationen, bestemmes forvridningen ud fra randbetingelserne, dvs.
laster og understgtninger. Ud fra denne betragtning bestemmes den elastiske energi fra hvaelving Wy per
lengdeenhed:

w, =11 62+ 1c1 g7 (5.1)
2 2

Den elastiske energi fra forvridning Wy, bestemmes pa samme made:

1 1V 11 ,
W'// ZEGZIV_fIange (El//j +§H le// (52
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Hvor I, f1ange €r flangens vridningsstivhed og D, er kroppens bgjningsstivhed givet ved:

2
DW = Et‘f‘v @ (5.3)
12

Hvor t,, er kropstykkelsen. Ligning (5.1) og (5.2) omskrives til Euler ligninger:

El 6"-GI,8=0
1 «_ Dy (5.4)
GE Iv_flangel// _Tl// =0

Ved Igsning af ligninger (5.4) og indszettelse af ligning (5.3), fas felgende eksponentielparametre:
_Gl,
El

4]

3
k-t 1L
Y 1-vbh|t,

Parametrene i ligning (5.5) beskriver afklingning af hveelving og forvridning fra samlingen. Normalt er ky,

ks

(5.5)

stgrre end kg hvilket betyder at der sker hurtigere afkligning af forvridningen, som antages at virke lokalt.
Den elastiske forvridningsenergi Ey, i hver bjeelke udtrykkes som energien i en semi-uendelig bjeelke:

1
E./, :_(‘//1"//2)

? ‘ 0 \/( DW2 / 2h2 )le_ flange2 |

D

(5.6)

¥V,

\j(DWI/Zhl)lefﬂangel O {l//li|

Udtrykket i ligning (5.6) geelder for alle slags samlinger, men for at kunne anvende det, skal
forvridningsparametre 1, og ¥, udtrykkes ved hvaelvingsparametre 8; og 8, vha. kontinuitetsbetingelser.

5.1.1 Kontinuitet af flanger

En samlingens flytning bestemmes ud fra flytningen af de tilstgdende delelementer. Nar den ene element i
samling flyttes eller roterer, vil kontinuitetsbetingelsen medfgre at det sker den samme, men modsatrettet,
drejning og rotation af det andet element. Princippet er illustreret pa Figur 83, hvor forvridnings- og
hvalvingsparametre er oplgst i vektorer:
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Figur 83: Hvaelving og forvridning i en samling. Kilde: [33]

Projektion af vektorer pa Figur 83 giver fglgende kontinuitetsbetingelse:

w,| 1 |cosah -h, 6, 5.7)
w,| sina| h  —cosah, |6, '

A

Pa grund af samlingens vinkel er hvaelvingen og forvridningen af den indre og ydre flange ikke henfgrt til
det samme bjalketvaersnit. Denne effekt er dog negligeret i det efterfglgende.

5.2 Fjederstivheder for samlingerne

Kontinuitetsbetingelsen i ligning (5.7) bruges til at eliminere forvridningsparametrene y; og Y, ved at
udtrykke det vha. hvaelvingsparametre 8, og 8,. For samling af type A er der to hveaelvingsparametre. Ved
introduktion af ekstra stivhed til samlingen, hvad enten det er i form af gennemgaende flanger eller
diagonalplade, reduceres antallet af hveaelvingsparametre. Saledes har samlingstype B og C kun én
hveelvingsparameter og samling D har ingen.

Ikke afstivet samling — A

| den ikke afstivede samlingstype A er hvalvingsintensiteter 6, og 8, uafhaengige parametre, hvor
forvridningsparametre Y; og 1, er udtrykt gennem ligning (5.7) eller:

-] =
¥, o,

Forvridningsenergien Ey, hvor D er stivhedsmatricen, udtrykt vha. hvaelvingsparametre er:

1 K
szz(el,ez)ATDA 1}:
1 1 _(chosza+D2)hf —(D, +D,)hh, cosa (5.9)

o,
E, =—(z91,02)7 2 2 { 1}
2 sin®a| —(D, + D,)h,h, cos& (D1+D2cos a)h2 0,




Elementformulering for forskydningsfleksibel bjaelke

Hvor stivhedsmatricen er:

KA

Hvor D, = \/( D,y / 20 )Gl ganes 08 P4 tilsvarende made D,

1 (chosza+D2)hf —(D, + D,)hh, cosa
sin‘a ~(D, + D,)h,h, cosa (D1+D2C0320{)h22

(5.10)

Ud fra formel (5.9) opstilles en 2x2 stivhedsmatrice som indszettes i frihedsgrader 7 og 14 i 14x14
stivhedsmatricen. Dette er naermere beskrevet i afsnit 5.2.1. Det kan ogsa ses at nar @ = 0 er Igsningen den

samme som for den klassiske tyndvaeggede bjaelketeori.

Afstivet samling — type B

Til samlingstype B er der indfgrt en diagonal afstivningsplade, som forbinder de indre med de ydre flanger.

Hvelvingen i samlingen bestar af pladens bgjning i dens plan samt hvalving af pladen.

Pladens

bgjningsstivhed er dog langt stgrre end dens hveaelvingsstivhed. Dette medfgrer at der ikke sker bgjning i
plan og af den grund er der kun én parameter, som beskriver hvalving og forvridning. Samlingens geometri

ses pa Figur 84:

—
o]

Figur 84: Samlingstype B. Kilde: [33]
De geometriske parametre fra Figur 84 er:

(h,—h cosa)

4= sina

:(hl—hzcow)

a -
2 sina

tang, =

= |

o]

tana, = h—2
2

(5.11)

(5.12)

(5.13)

(5.14)
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Leengden af diagonalpladen er:

h
h - h __h (5.15)
cosa, COSa,

Der introduceres parametre 6, og ¥, som beskriver afstiverens hvaelving og bgjning i plan, som kan ses pa
Figur 85.

| 21
[ // )
| /\g’a”c
| A
/
~heb),
2
.

Figur 85: Samlingens hvalving og bgjning i plan. Kilde: [33]

Projektion af rotationsvektorer giver fglgende parametre:

o, cosa, Sing, || h@
hl 1 — ; 1 1 c’c (516)
v, —-sing, cosq, || v,
Ved at indszette . = 0, hvis pladens bgjningsstivhed er meget stgrre end hvalvingsstivheden, i (5.16), fas
en tilsvarende udtryk for bjzelke 2:

o h, 6.
h& =22 _hg (5.17)
cosa, Cosa,
Indseettes h, fra ligning (5.15) i ligning (5.17) fas kontinuitetsbetingelsen:
6,=0,=0, (5.18)

Til hvaelvingsparameteren 0, hgrer to stivhedsbidrag — hvaelving af den afstivende plade og forvridning af
bjeelketvaersnitter. Den elastiske energi, som kraeves til at fa pladen med dimensioner h. - b, - t. til at

hveelve er givet ved:

cTcc

E, :l(leh btsjef (5.19)
2\3

Ved anvendelse af ligning (5.18) i udtrykket (5.7) fas forvridningsparametrene 1, og ¥,:

{%} - {_ﬂ 0, (5.20)
v, a,

Forvridningsenergien for samlingstype B fas ved at indsaette ligning (5.20) i ligning (5.6):
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1 D D,
= E|:a12 2_rM{jGIV_ flangel + a‘Z2 2—;:2le_ flange2 } 9c2 (5.21)
2

Samlingsvinklen « har kun indflydelse pa l&engderne a, og a,. Forvridningsstivheden stiger ved en gget
samlingsvinkel. Stivhedsrelationen for samlingstype B er dermed:

E,+E, = % K®6? (5.22)

Hvor stivhedsmatricen er:

K® :[%thbctfj{af \/ﬂmv_ﬂmeﬁa;— \/%G'v_ﬂangez} .

2h, 2h,
Afstivet samling — type C

Ved denne type af samlinger er afstivningen foretaget ved at forlaenge flangerne sadan at de “gar igennem”
det andet profil. Rotationsvektoren for denne samling er afbildet pa Figur 86:

| * hy,

I 1

. h2%,
h| | a

_ :i‘hzﬁg

| \/
‘ hi #'l
-
e

Figur 86: Hvaelving af samlingstype C. Kilde: [33]

eaje

0

Middelvaerdien for rotationer af flangernes breder betegnes med hhv. %hlﬁl og % h,8,. Samlingens flytning

ud af planet regnes som hindret i samlingerne mellem flangerne, hvorfra fas:

26 hﬂlj n, +2(1 hzezjL -0 (5.24)

Cos & 2 cos o

Ud fra ligning (5.24) kan det ses, at der kun er én hvalvingsparameter, dvs.:

0.=-0,=0 (5.25)

[

Til denne samlingstype er der to stivhedsbidrag — hvaelving af de ekstra forleengede flanger og forvridning af
bjelketvaersnitter. Ekstra energien fra de forleengede flanger med dimensioner pa hhv. b; - t; og b, - t, er:
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E, :1(1(; ﬂtf +l@ﬂ€}g§ (5.26)
23 sina 3 sina

Ved at indsaette ligning (5.25) i ligning (5.7) fas forvridningsparametrene:

{t//l}_ 1 {hlcosmrhz}gc 5.27)

w,| sina|h,cosa+h

Indsaettes udtrykket (5.27) i ligning (5.6) fas forvridningsenergien for samlingstype C til:

1 cosa+h, )" [D h,cosa+h ' [D,
EW - E{(hl Sin (04 2) 2;: le_ﬂangel +( : Sin o hl} 2h2 GIV_fIangeZ }9‘:2 (528)
2

Stivhedsrelationen er dermed:

E,+E, = % K¢o? (5.29)

Hvor stivhedsmatricen er:

2 2
ke =[ It csat Ly Gl _flanges + ", R ) [P Gl ftangez (5.30)
sina 2h, sina 2h,

Afstivet samling — Type D

Denne samlingstype er en kombination af samling B og C, dvs. en samling med bade forleengede flanger og
en diagonal plade. Samlingen skal saledes opfylde kontinuitetsbetingelser for bade samlingstype B og C.
Dette medfgrer at:

6,=6,=0 (5.31)
Tilsvarende forsvinder forvridningsparametrene i ligning (5.7) hvilket medfgrer at der kan hverken vaere

hvaelving eller forvridning i samlingen.

Generelt har samlingens stivhed en stor betydning for stabiliteten. F. eks hvis samlingen er meget stiv eller
der anvendes en meget tyk plade ved samlingstype B, kan det medfgre at den kritiske last forgges med
faktor 1,4 — 1,7 sammenlignet med f. eks samlingstype A [34].

5.2.1 Elementmetodeformulering

| den indevaerende afsnit beskrives den numeriske implementering af stivhedsmatricerne, som blev
bestemt i de foregdende afsnit. Rammekonstruktionen modelleres i MatLAB, som vist pa Figur 87, hvor
knuder er markeret med rgdt og elementer med blat:
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Figur 87: Diskretisering af rammekonstruktionen.

Stivhedsmatricen for element 1 og 2 er en 14x14 matrice bestemt i afsnit 4.4 hvor frihedsgrader 7 og 14
beskriver hvaelvingen ¢’ i knuderne. Disse er, som beskrevet, orienteret i deres eget koordinatsystem, som
skal transformeres til det globale koordinatsystem efter metoden beskrevet i afsnit 3.1.2.2.
Stivhedsmatricen for fjederen er ligeledes en 14x14 matrice, hvor den endelige kobling mellem disse 3
ellementer er illustreret pa Figur 88:
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14x14 stivhedsmatrice
for element 1

K1{1,1) K1(1,14)
14x14 stivhedsmatrice
for fjederen
KF(1,1) KF(1,7) KF(1,14)
K1(8,8) K1(8,14)
K1(14,8) K1(14,14) 14x14 stivhedsmatrice
K1{14,1) KF(7,1) KF(7,7) KF(7,14)| forelement 2
KF(8,8) KF(8,14) K2(1,14)
K2(1,1) K2(1,7)
K2(7,1) K2(7,7)
KF(14.1) KF(14,7) | KF(14,8) KF(14,14)
K2(14,1) K2(14,14)

Figur 88: Kobling mellem elementer.

Af Figur 88 kan ses at der ingen direkte kobling er mellem element 1 og 2. | stedet for er koblingen mellem
disse igennem fjederen. Overfgrsel af hveaelving sker i frihedsgraderne KF(7,7), KF(7,14), KF(14,7) og
KF(14,14). Dette er markeret med rgdt pa Figur 88, og vaerdien afhanger af hvilken type samling der er tale
om. Stivhedsmatricen ser ud pa fglgende made:



m Elementformulering for forskydningsfleksibel bjaelke

e 0 0 0 O 0! O |-« 0 0 0 0 0! 0
0O « 0 0 0 0! 0 |0 -« 0 0 0 0! 0
0O 0 ¢« 0 0O 0! 0|0 O -« 0 0 00
0 0 0 ¢« 0 O0: 0|0 O O -« 0 0:0
0 0 0 0 « 0.0 [0 0 O 0 —o 0i0
0 0 0 0 0O ! 0|0 O O 0O 0 —e! 0

o 000000|<11 000000—|<12
—« 0 0 0O 0O 0: 0 e 0O O O O 0:i O
0O -« 0 0 0 0:0 |0 e« 0 0 0 0:0
0O 0 -« 0 0 0/ 0|0 0O e« 0 0 0O
0 0 0 -« 0 0/ 0|0 0O 0 e 0 00
0 0 0 0 -« 0: 0 1]0 O O O e 0:0
0 0 0 0 0 -« 0 |0 0 0 0 0 e! 0
0 0 0 0 0O 0i-Kyl0O 0 0 0 0K,

Hvor K* er enten K4, K®, K€ eller KP. F. eks kan K, afleses ud fra ligning (5.10):
Kll-l =ﬁ(\/(DW1/2hl)le_ﬂangel C052a+\/(DW2 /Zhl)le_ﬂangeZ)hl2

(5.32)

For at opfylde kontinuitetsbetingelserne i samlingen skal fjederfrihedsgraderne markeret med e justeres, sa

der statisk overensstemmelse i systemet. Det betyder at hvis der f. eks pasaettes en enkeltkraft i knude 4 i

z-retningen, se Figur 87, vil det medfgre en drejning 6,,, omkring y-aksen i knude 2 ved element 1. Denne

drejning skal, ifglge kontinuitetsbetingelsen, vaere af samme stgrrelse nar den overfgres til element 2,

knude 3, dvs.: 6, = 6,3. | MatLAB foretages det pa fglgende made:

Momentet M,,, og drejningen 6,,, og 6,3 i stivhedsmatricen for element 1 og fjedren er koblet sammen ved

felgende relation:

[K,(12,12) + KF(5,5)]6,, ~[KF (5,12)]6,, =M

y2

Hvis momentet M,,, = 0, fas:

[K,(12,12) + KF (5,5)]6,, =[KF (5,12)]6,,

=
@ _ [KF (5,12)]
0y3 [Kl (12,12) + KF (5, 5)]
For at opfylde kontinuitetsbetingelsen skal der gelde at A0 = 6,,, — 0,3 =0 = % = 1. Dvs.:
y3

~ [KF(5,12)]
 [K,(12,12) + KF(5,5)]

(5.33)

(5.34)

(5.35)
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Pa tilsvarende made findes koblingen mellem stivhedsmatricen for fjederen og element 2 ved fglgende

relation:

[—KF a2, 5)]6’y2 +[KF (12,12) + K2(5, 5)]6’y3 = My2 (5.36)
Hvis det antages at momentet M,,, = 0, fas:

KF (12, 5)49y2 = [KF (12,12) + K2(5, 5)] t9y3

= (5.37)

& _ KF(12,12) + K2(5,5)

0y3 KF(12,5)

1- KF(12,12) + K2(5,5) (5.38)

KF(2,5)

Drejningen 6,, = 6,3 nar ligninger (5.38) og (5.35) er opfyldt. Pa tilsvarende made justeres de @vrige
frinedsgrader. Ngjagtigheden af metoden undersgges ved numeriske analyser i det efterfglgende afsnit.

5.2.2 Numerisk beregning

Det skal eftervises om de beregnede fjederstivheder og stivhedstilpasningsmetoden fra de foregaende
afsnit kan beskrive konstruktions opfgrsel pa en passende made. Dette ggres fgrst ved at modellere en halv
ramme i MatLAB med dimensioner, som kan ses pa Figur 89:

170 —

o
—

360

410

Tlfeelde-1: for at undersege
flytning i Z-retning

5900

2500 ——f

” Y Tlfeelde-2: for at undersege
5 vridningsvinkel omkring
X-aksen samt hvaslving
== JT Ferrrnrd zZ x
A== 360
¥ 10000 A

Figur 89: Tilfselde som skal undersgges. Alle ikke-betegnede mal er i mm.
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Ved tilfaelde 1 undersgges rammens flytning ud af plan samt vinkeldrejningen i rammehjgrnet ved 6 og 7
frinedsgrader per knude. Dette ggres ved at pasaette en punktlast i den frie ende og male pa udbgjningen i
kip og vinkeldrejningen om y-aksen i rammehjgrnet. Ved tilfaelde 2 undersgges vinkeldrejningen omkring x-
aksen og hvaelvingen ved at pasaette et vridende moment i den frie ende med samme aflaesningspunkt.
Rammen er indspandt i rammebenet. Resultaterne sammenlignes med skal- og solidmodel fra Abaqus,
hvor et FEM mesh af samlingerne kan ses pa Figur 90:

Type

Type

Type

Figur 90: Rammekonstruktionen med tilhgrende FEM mesh af samlingstyper.

| Abaqus avendes 10 knudede tetrahedron elementer C3D10 med stgrrelse pd 35-50 mm. Disse
elementtyper har vist sig at vaere bedre til at modellere geometriovergange i forhold til de traditionelle
brick elementer. Analysens resultater kan ses pa Figur 91:
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Udbsgjning for samlingstyper
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. _ MatLAE
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t
i

Samlingstype

Figur 91: Udbgjning af rammen ud af plan.

Pa Figur 91 kan det ses at flytningen i z-retning fra MatLAB ikke stemmer overens med skalmodellen og
solid modellen, men alligevel har alle samme tendens, da flytningsveerdier bliver mindre ved at anvende
samlingstyper B, C og D hvilket forklares ved at stivheden gges for hver samlingstype.

Vinkeldrejningen om y-aksen for 6 og 7 frihedsgarder per knude er bestemt til:

6 frihedsgrader 7 frihedsgrader Forskel i %

MatLAB - 6,, [rad] 1,138-107%  3,7796-107* 66,8
Ansys - 0, [rad] 1,312-1073 8,9840-10~* 31,52
Ansys - Egenfrekvens [Hz] 3,0606 3,4861 12,2

Tabel 2: Egenfrekvenser og vinkeldrejninger som funktion af frihedsgrader.

Af Tabel 2 kan det ses at antallet af frihedsgrader per knude har en stor betydning pa stivheden af
samlingen. Forskellen mellem implementering af 6 eller 7 frihedsgrader ved bestemmelse af
vinkeldrejningen i MatLAB ligger pa 66,8 %, hvilket indikerer at medtagelse af en hvalvingsfrihedsgrad gger
samlingens stivhed. Dette forklares ved at det vridende moment bliver overfgrt gennem samlingen vha.
hvalving og vridningsdrejning af sgjlen. Hvorimod i tilfaelde af fri hvaelving er vridningsmomentet kun
overfgrt af vridningsdrejning, hvilket indikerer en slappere konstruktion, som kan ogsa ses af den lavere
egenfrekvens. Endvidere kan det ses at der forekommer forskel mellem MatLAB og Ansys. Dette kan veaere
en generel tendens, som Ansys BEAM189 element udviser, idet Ansys elementet har tidligere, i rapporten
samt i undersggelser foretaget af [27], undervurderet stivheden. Tages dette argument i betragtning,
vurderes MatLAB kodens resultater til at vaere rimelige.
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¥ 10'? “inkeldrejning for samlingstyper
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Figur 92: Vridningsvinkel om x-aksen i den frie ende.
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Figur 93: Hvaelving i den frie ende.

Af Figur 91, Figur 92 og Figur 93 kan ses at implementering af fjederstivhedsmatricen i MatLAB har en betydelig effekt
pa deformationer afhaengigt af hvilken samlingstype der anvendes. Som forventet, samlingstype B med
diagonalafstivning i rammehjgrnet viser stgrre stivhed end samlingstype A. Samlingstype C med to forleengede flanger
viser stgrre stivhed i forhold til samlingstype B. Til gengzeld giver samlingstype D den bedste stivehed i forhold til
samlingstyper A, B og C. Dette resultat er ikke overraskende da samlingstype D har bade en diagonalafstivning og
forlengede flanger. At samlingen bliver stivere fra type A til B kan ogsa ses af udviklingen af egenfrekvenser, som efter
normalisering kan ses pa Figur 94:
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Eigervasrdier som funktion af samlingstype
1.05 T T

Marmalierede eigevaardier

0.4 i !
A
Samlingstype
Figur 94: Samlingstyper og tilhgrende eigenmodes.

De normaliserede egeveerdier for hver samlingstype viser igen at stivheden gges nar samlingen gar fra A
mod D.

| det naeste undersggelse vises vridningsvinklens afhaengighed af bjelkeleengden og stivheden i samlingen.
Her tages der udgangspunkt i rammehjgrne analyseret af [33]. Rammen har fglgende dimensioner og
understgtningsforhold:

L _ L ‘1

N—
M
o

Figur 95: Rammehjgrne

Rammen er indspaendt i rammeben og udsat for punktlast i den frie ende hvor h = 200 mm, b = 100 mm,
tr = 8,5mm, t, = 56mmogF = 1N. Lengden L bliver &endret gradvist fra 1000 — 10000 mm.
Rammen modelleres i MatLAB og Abaqus ved brug af 8 knudede skal elementer — S8. Resultaterne
sammenlignes med dem fra [33]. Resultaterne fra MatLAB sammenlignes fgrst med skalmodellen:
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Sammenligning af wridningsvinkler
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Figur 96: Normaliseret vridningsvinkel fra bjeelke- og skalmodellen.

Af Figur 96 kan det, som forventet, ses at vridningsvinklen tiltager med stigende leengde dvs. i fuld
overensstemmelse med ligning (4.55), idet Ah = 0. Forskellen mellem skalmodeller og MatLAB ligger pa ca.
10 % for samlingstype A og kgL vaerdier over 1. For de resterende er denne under 10 % og aftager jo stivere
samlingen er. Forskellen mellem skalmodellen og MatLAB kan tilskrives definitionen af lsengden af
elementerne. | MatLAB bliver lengden defineret ud fra centerlinjer hvorimod i skalelementet tilfgjes der
ekstra leengde svarende til halv profilhgjde, som kan ses pa Figur 97. Ved stgrre laengde fas en stgrre
vridningsvinkel i forhold til MatLAB, som det er ogsa tilfeeldet for samtlige skalmodeller pa Figur 96.

| Skalelement

| MatLAB

1 1

Figur 97: Laengdedefinitioner.

Resultaterne fra MatLAB sammenlignes med dem i [33] og er plottet pa Figur 98:
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Sammenligning af vridningsvinkler
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Figur 98: Normaliseret vridningsvinkel.

Af figuren kan det ses at der er meget god overensstemmelse mellem vinkeldrejningen fra egen
programmerede MatLAB kode og [33].

Med kendskab til opfgrselen af det forskydningsfleksible bjalkeelement under belastning, herunder
rotation, translation og aksial deformation, er der nu grundlag til at udvide MatLAB koden saledes at den
tager hensyn til stabilitet.
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6 Stabilitet

Stabiltiet forbindes med konstruktionselementer, som er udsat for hgje trykpavirkninger. Nar et element
pavirkes af en stigende last N, vil det pda et bestemt tidspunkt, nd et punkt N.., en sakaldt
bifurkationspunkt, som kan ses pa Figur 99, hvor der eksisterer mere end én ligevaegtstilstand: en
udeformeret tilstand og en deformeret i form af udbuling for en sgjle eller vandret udknaekning for en
bjaelke, hvor deformationen er betegnet ved v.

N
A

Bifurkati onspunkt

Ncr

=
v

Figur 99: Ligevaegtsforlgbet.

Stabilitetssvigt af konstruktioner kan ske pa to froskellige mader, enten overskridelse af baereevne eller en
markant andring af bgjningsform — buckling. Ved korte, centralt belastede sgjler er det materialet, som
overskrider flydespaendingen og ikke udbuling, som er afggrende. For bjaelken pa Figur 100 medfgrer
kipning en rotation omkring bjalkeaksen og b@gjning om den svage akse.

a
|

Figur 100: Udeformeret og deformeret tilstand for hhv. bjalke og sgjle.

b

For at afggre hvornar disse deformationer forekommer, er det ngdvendigt at bestemme det lastniveau
hvor der er mere end én ligevaegtstilstand - N, [35].
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6.1 Sgjlestabilitet
Den kritiske sgjlelast er udledt i appendiks 9.10 og er:

= El

N, (6.1)
(KL)'

Hvor K er faktoren for den effektive sgjleleengde og L er sgjleleengden. Stgrrelsen af K afhanger af
hvordan sgjlen er understgttet. n er buckling modeshape nummer:

Figur 101: En sg@jle med tilhgrende buckling modeshapes [36].

| komplekse konstruktioner er det besveerligt at bestemme faktoren K, hvorfor det er ngdvendigt at
approksimere denne vha. arbejdsligningen eller energimetoden. Det fgrste step er at introducere en
flytningsfunktion v(x), som tilfredsstiller randbetingelserne sasom translationer og rotationer.
Ngjagtigheden af resultatet afhaenger af hvor god flytningsfunktionen er. Det indre arbejde A; er
konstitueret af elastisk bgjningsenergi og den ydre arbejde A,, er fra de pasatte laster, som i dette tilfeelde
er trykkraften [37]:

El ;ofdovY
A=% (dT] 6:2)

L N, rt( dv ?
A\/ :Io Ncrgx = 2 IO (&j (6.3)

Nar energiudtrykkene i ligning (6.2) og (6.3) er lig med hinanden, er den kritiske last bestemt. | den lineaere

teori kan sammenhangen mellem aksialudbgjningen og tvaerudbgjningen, svarende til at sgjlen forleenges
hvis den far en tvaerudbgijning, ikke beskrives. Denne sammenhaeng er beskrevet vha. fglgende tgjningsmal:

du 1(du}2 1(dv)2
E=—+—=| — | +=| — (6.4)
dx 2\ dx 2\dx

Hvor Z—z og % er relative laengdeandring i hhv. x og y- retningen. Ligning (6.4) er udlet i [9] og ved at antage

af at den aksiale deformation er langt stivere end bgjningsstivheden udgar det midterste led. Med henblik
pa en senere anvendelse deles ligningen i et linesert og en ikke-lineaer del:
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+ &

= glineaer ikke—lineser
du 2
ax | %(%) (6.5)
a7
dx

For elementmetodeformuleringen kraeves der en speciel opstilling af det ikke-linezere tgjningsmal.
Udledningerne foretages ikke her, men der henvises til [24] kapitel 3. Denne er:

2 2 2
g, =& +l(%j +1(d_wj +£[d—¢j (22 + yz)—%d—w 2 W do y (6.6)
2\ dx 2\ dx 2\ dx dx dx dx dx
Sojlestabilitet Vridningsbuling Kipning

Hvor Z—‘: er relative l&engdeaendring i z-retningen og Z—Z er endring i vinkeldrejningen. Ligninger (6.2) og
(6.3) kan udtrykkes mere generelt vha. arbejdsprincippet eller variationsprincippet, som gennemgas i det
felgende.

6.1.1 Arbejdsprincippet

Det virtuelle arbejdes princip opstilles i to nabotilstande, der har samme lastniveau. Derfra opstilles der et
udtryk til bestemmelse af forskellen i flytningerne mellem to nabotilstande. Den kritiske last svarer her til
den vaerdi af lastparameteren A, som giver Igsninger til tillaegsflytningerne.

Den fgrste tilstand svarer til fundamentalvejen og betegnes som O-tilstanden. Fundamentalvejen antages
lineser, hvorfor spaendingsfordelingen 6° i konstruktionen bestemmes ud fra den lineaere
elementmetodelgsning. Tgjningsdefinitionen er ogsa lineaer, hvorfor de virtuelle tgjninger ogsa er lineaere:

-

5¢° = d)i (6.7)
R
dx

Integreres over hele konstruktionen, fas det virtuelle arbejde til:

o” S’V = A, (6.8)

J. konstruktion

Den anden tilstand betegnes 1-tilstanden, og denne ligger pa den ikke lineaere del — bifurkerede gren, hvor
spaendinger og flytninger i denne tilstand opfattes som sum af stgrrelserne pa fundamentalvejen plus nogle

tilleegsled:
o' =c’+Ac
(6.9)
b' =b°+Ab
Det virtuelle arbejde for 1-tilstanden er givet ved:
| o' Se'dV = A (6.10)
konstruktion dre
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Hvor S’ er den ikke linezere tgjningsinkrement givet ved:

1 _ ol 1
58 - 5glineaar + é‘gikke—

linezer

du 1
X 5& digﬂ (6.11)
og = 42y +9 dx  dx
-0 — 0
dx

Ved samme valg af de virtuelle flytninger i de to tilstanden opnas ens ydre arbejde for begge tilstande:

o 5V = o' setdV (6.12)

-[ konstruktion konstruktion

Benyttes ligninger (6.9) og (6.11), kan tillaegsflytningerne bestemmes:

0" o1 T o1
Ikonstruktiona 58“neaerdv + konstruktion AO' 5£“neaerdV te (6 13)
0" o1 _ 0" <0 )
jkonstruhiona 5gikke—lineaerdv N konstruktiona 58 dV
| udtrykket (6.13) indgar ikke leddet AO'Té'&‘ilkke_"neaer, idet tillaegsflytningerne kommer til at indga

kvadratisk. Her er det graense tilstanden, som er af interesse. Variationsprincippet kan derfor reduceres til:

A+A =0 = A" € AV + o” S€

konstruktion konstruktion ikke—linezr

dv =0 (6.14)

For at anvende udtryk (6.14) numerisk, skal dette diskretiseres fgrst pa elementniveau. Resultatet af
diskretiseringen bliver et lineaert egenveerdigproblem, hvor den numerisk laveste egenvaerdi og
egenfunktionen vil svare til henholdsvis den kritiske last og buleformen.

Geometrisk stivhedsmatrice for sgjlestabilitet
Diskretiseringen foretages ved at omskrive ligning (6.3). Flytingen v(x) beskrives vha.

flytningsinterpolationsmatricen N,, og knudeflytningerne b, analogt til ligning (2.34):

% ~N,b (6.15)

Hvor Ny er defineret som:
1
Ny:I[O 6565’ 1(-1+4s-3s") 0 —6s+65° 1(25-3s)] (6.16)

Hvor s = 2—6 Herefter foretages diskretisering af variations princippet hvor bidragene fra det ydre og det

indre arbejde omskrives hver for sig:

— T 1 _ T
A B IkonstruktionAG 58Iineaerdv =o0b' KAb

. elementer dv _dv (6'17)
. 0 o1 _ iZe"
Ay - Ikonstruktion o §8ikke—lineaerdv B ; N dXé‘ dx v
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Hvor K er stivhedsmatricen og N er normalkraften i element i. Da normalkraften er konstant i det enkelte
element fas:

dv .dv T .
IN' S0 V=N (N,5b) N bdV =sb™N'[ N,"N,dVb =sbkb (6.18)
element
Hvor ku},l er geometriske stivhedsmatrice givet ved:
1 _ T

kit = Llemem N,"N, dV (6.19)
Den geometriske stivhedsmatrice skal fglge de globale koordinater. Omskrevet til disse fas
egenvardiproblemet pa globalt niveau ved:

sb" (K+4Kg)b=0 (6.20)
Da ligning (6.20) skal gaelde for vilkarligt valg af virtuelle flytninger, 6b , fas:

(K+2AKgs)b=0 (6.21)

Den globale geometriske stivhedsmatrice K, udtrykker i dette tilfeelde stivhedsaendringen i elementet
grundet normalkraftvariationen. Den kritiske last bestemmes ved at beregne lastniveauet A for hvilket der
kan eksistere mere end én ligevagtstilstand. Den geometriske matrice k. kan udregnes udfra ligning (6.19)
Py —

, idet der antages en linezer normalkraftvariation i elementet, hvor P; = x jf. Figur 14, udtrykker

. . . Py .
variationen i normalkraften P, i startknuden og P, = T‘)x i slutknuden:

[ 1 6+100,+502 -1 8D, +50 7 -1 6+100 +50° 1 6+8D +507° |
L 2T, Ty . 2. ; \
0L (1+0,) 60 (1+,) 0L (1+0,) 60 (1+0,)
-1 80, +50 * L 12+140 +50 7 1 8D, +50 7  _L 2+100, +50 o (6.22)
’ 60 (1+o,) 120 (1+0,) 60 (1+o,) 120 (1+0,) '
=P.
UM 1 64100, +50 1 8D, +50 1 6+100, +502 -1 6+8D, +50 2
oL (1v0,) 60 (1+q>) oL (14o,) 60 (1+0,) Ve
1 6+80,+507 L 2+100, +50°  _1 6+8D +50 ° L 4+60 +50 2
T\ T N2 a0 . .\ T N2 z
60 (1+<1>y) 120 (1+c1>y) 60 (1+o,) 120 (1+cpy) o,
[1 6+100,+502 1 6+80,+50° —1 6+100,+507 -1 8D, +50 7 y
a0 2 il 2 a0 . . N2 !
1oL (1+c1>y) 60 (1+0,) 0L (1+0,) 60 (1+0,)
1 6+8D, +50 7 L 4+6d, +507 _1 6+80 +50°  _| 2+10D, +50 2 o (6.23)
60 (1+0,) 120 1420, 407 60 (140)) 120 1420, +® 2 :
k,=P,-
¥ 0 1 64100, 4507 1 648D, +507 1 6+100, +50 7 1 8D, +50 7
lou (1+c1>) 60 (1+0,) 0L (1+0) 60 (1+0,) Y2
-1 8D, +50 7 -L 2+100, +50 2 1 8D, +50/° L 12+140, +50 2
60 (1+q>y) 120 1420, +® 60 (1+q>y) 120 1+20,+07 | |6

Den geometriske stivhedsmatrice kj'

er summen af ligninger (6.22) og (6.23) [38]:
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ke =R -k, +P, kg, (6.24)
Beregningen af ligning (6.22) og (6.23) findes i appendiks 9.11.
6.2 Kipning

Kipning forekommer, som sagt i indledningen, ved vandret udknaekning og rotation omkring bjaelkeaksen.
Placeringen af rotationsaksen afggr om der er tale om fri eller bunden kipning:

F

¢ Rotationsakse
' Afstivende skive

-
-

%

4 ——
A
L &- /otatio nsakse _Q_,

Figur 102: Fri og bunden kipning.

Felsomheden overfor kipning er stgrst for profiler med abent tvaersnit, da vridningsstivheden er lille i
forhold til for eksempel massive eller lukkede tvaersnit. Ogsa forholdende mellem bgjningsinertimomenter
er afggrende for kipning. Den geometriske stivhedsmatrice for kipning opstilles pa samme made som for
spjlestabilitet, dvs.: ved diskretisering af variationsprincippet hvor det er kun kipning om y-aksen som
behandles:

1
dv = o7 92 AW y+o” ¢153—\:(Vdv (6.25)

o' ¢l
O O€ye
konstruktion dx dx

I konstruktion linezer

| variationsprincippet (6.25) indgar den ikke lineare tgjning indeholdende bidrag fra aksial tgjningen og
forskydningstgjningen. Denne er udlet i [9] kapitel 3.3 til:

o _dpdw dw

Lo bl +o— 6.26
ikke—linezer dX dX ¢dX ( )

Integralet (6.25) omskrives ved at udtrykke spaendingerne vha. snitkraefter:

1
J. | O_OT d Q 5 dw
konstruktion dx dx

h b
22 1 )
jIMZ y(d—wdd—wyj+v—s((pl5d—wjdxdydz+... (6.27)
h b dx
0

y+a°T(p15d—WdV =
dx

z
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V.S
Da Iyzdx =1,0g Ib—lz 7. Flytningsinterpolationsmatricen N anvendes til at beskrive flytningen og

z

vridningen:
w=N,Db, ¢=N,b,
(6.28)
W _G b, de -G, b,
dx dx
Hvor
dN
GZ:dNZ G =—2°
dx 7 dx
Ved indsaettelse af (6.28) i (6.27) fas:
L L
[m ( ]dx+J' ( de [M, (G, 5b,)" (G,Ab, )dx+..
0 0
(6.29)

j (G, 5b,)" (N,Ab, ) dx=5b,"

z
0

Oty

(M,G,'G, +7G,'N, Jdx Ab,

k33
Den geometriske stivhedsmatrice for kipning kan nu udledes ud fra ligning (6.29).
Geometrisk stivhedsmatrice kipning

Den geometriske stivhedsmatrice for kipning bestemmes pa samme made som for sgjlestabilitet, idet det

d
antages en lineseer momentvariation i elementet. Bidrag fra forskydningskraften medtages idet V = d—I:

K2 = Mok + MKZ + Mok + M,k (6.30)
Vaerdierne for k, findes i appendiks 9.12.

6.3 Vridningsbuling

Hos tyndveeggede bjalker, som er pavirkede af ren aksial kraft, kan der udover den sadvanlige
sgjleudknaekning forekomme en sakaldt vridningsbuling eller torisionsbuling. Stabilitetsfeenomenet er
illustreret pa Figur 103:



Elementformulering for forskydningsfleksibel bjaelke m

~—

Figur 103: Simpelt understgttet korsformet sgjle.

Ved stabilitetssvigt vil sgjlens 4 plader bevaege sig ens svarende til rotation omkring bjaelkeaksen. Nar

bjelken bgjer ud vil den samtidig forkortes, hvilket ngdvendigggr an der skal anvendes det ikke lineaere

tgjningsmal ved diskretisering af variationsprincippet. Det ikke lineaere tgjningsmal er givet ved ligning

(6.6). Der foretages en omskrivning af det ikke lineaere tgjningsmal for vridningsbuling:

1(d_¢>)2_id(¢1+5w)d(¢l+5¢)_g dg* 2+d_¢l@+;(5d_¢j2
2\ dx 2 dx dx 2\ dx dx dx 2\ dx

(6.31)

De sidste to led i ligning (6.31) beskriver de virtuelle tgjninger, men den fgrste og den sidste led medtages
ikke, da de beskriver tgjningen kvadratisk. Variationsprincippet kan dermed opskrives til:

L
J.konstruktion GOT5 Eikke— Imeaerdv .([ ﬁ(d_¢75 dq}](z +Yy )dZ dy dx =...

N‘:_o—.,\,\:,-
N‘O_'._.N\o-

Al dx dx
(6.32)
“N +1; ) d
j_ de ( b*h+ bh3jdx_ rZN =2 | dx
o Al dx dx 12 5 dx dx
Integralet af z2 og y? giver hhv. I, og I,,. Og ved anvendelse af ligning (6.28) fas:
Hly d d Hy f
vl ( A (pjd =2 [N(G,0b,)' (G,Ab, ) dx
0 0
ly+1 (6.33)
=5b Y2 j NG,'G, dx Ab
0

33
kg

Den geometriske stivhedsmatrice for vridningsbuling er identisk med (6.24), da formfunktionerne er

identiske med flytningerne i x-y planet. Forskellen ligger dog i at den geometriske matrice skal divideres
med polaer inertiradius og der skal anvendes ®,,.

Den samlede geometriske stivhedsmatrice for en tyndveegget bjelkeelement er dermed:
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0 0 0 0] Aksial
0 ki 0 kg’ |Bgjning om steerk akse
kG = 22 23 .. (6.34)
0 0 ki ki |Bgjning omsvag akse
0 k¥ k¥ k| Vridning/hvalving

Hvor k3" er Eulerbulling, der giver udbgjning om staerk akse, k2 styrer Eulerbulling der giver udbgjning om

svag akse, k33styrer vridningsbuling, k3 og k23styrer kipning.

6.4 Placering af belastning

For I-profiler og generelt tyndveeggede bjeelker er det vaesentligt hvor lasten angriber i tvaersnittet. Nar
lasten er placeret pa oversiden af et I-profil, virker denne destabiliserende, hvorimod hvis den er placeret
pa undersiden, virker den stabiliserende mod vridning. Feenomenet kan forklares ved at betragte Figur 104:

P

. o

|

\

VY

Figur 104: Lastplacering i tvaersnittet.

Vridningen kan forekomme ved stabilitetssvigt ved at tvaersnittet roterer med en vinkel svarende til ¢. Ved
drejningen af tveersnittet introduceres der et vridende moment, som svarer til M,, = EP(p =w-P. Nar

profilet begynder at kippe, vil lasten ikke laengere ga igennem tyngdepunktet. Hvis lasten er placeret pa
overflangen — markeret med rgd pil, vil denne forsterke effekten af det vridende moment. Hvis den er
derimod placeret i bunden — markeret med bla pil, vil lasten reducere det vridende moment, idet bidraget
til det vridende moment bliver negativt. Det virtuelle ydre arbejde af denne last pa elementet fas af:

L
= IDP¢5¢dX (6.35)
02

Anvendes formfunktioner fra ligning (6.28) fas elementmetodeformuleringen til:

last™¢g

L L

h h
IEP (N, ob,) (N¢bw)dx=5b¢TP§IN¢TN¢dxb¢=5b¢ KiastD (6.36)
0 0
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Hvorvidt skal k;,; tilfgjes til ligning (6.34) eller traekkes fra, afhanger det af hvor lasten er placeret. Hvis
den er placeret i midten, er der ikke noget bidrag til vridningsvinklen og k;,s; = 0. Hvis lasten er placeret
pa toppen af profilet skal k;,; tilfgjes til den geometriske stivhedsmatrice. Og pa samme made hvis lasten
er stabiliserende skal k;,¢; traekkes fra k.

6.5 Numeriske beregninger

En raekke numeriske beregninger foretages for at eftervise det forudgaende teori. Der startes fgrst med
verificering af den numeriske Igsning ved at betragte en simpelt understgttet bjelke af fglgende
dimensioner, som bliver fastholdt for alle efterfglgende analyser:

360
W
)

A A L

. 10560 .

Figur 105: Simpelt understgttet bjzelke.

Bestemmelse af egenfrekvens

Der kgres en egenfrekvensanalyse af bjeelken pa Figur 104. Den teoretiske egenfrekvens i [Hz] bestemmes
ud fra:

K |[ElI 1
f= | (6.37)
L\ u 2x
Hvor w er den cykliske egenfrekvens, K en faktor, som tager hensyn til modeshape og
understgtningsforhold og aflaeses fra tabel pa s. 69 i [17] og u er massen per leengdeenhed. Resultatet kan

ses i Tabel 3:

Teoretisk Numerisk

Egenfrekvens [Hz] 2,533 2,5325

Tabel 3: Egenfrekvens.

Bestemmelse af den kritiske last

Der foretages en buckling analyse med henblik pa at bestemme den kritiske kipningslast ved to tilfeelde:
ved pasat punktlast i midten og en ens fordelt last af stgrrelsesorden pa hhv. 1 N og 1 T:’—m Den teoretiske
last bestemmes ud fra fglgende:

P El

cr _ punktlast = r‘nn L3

h (6.38)
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El
qcrﬁlinjelast =m, F h (6.39)
Hvor m,, er en konstant, som tager hensyn til randbetingelserne og afleeses af tabel 8.1 i [19], h er

tveersnitshgjden, L er lengde af bjeelken, E er elasticitetsmodulet som saettes til 210 000 MPa og I er
inertimomentet.

Resultatet er sammenlignet i Tabel 4:

Teoretisk Numerisk

Ens fordeltlastq., 481 2 484
mm mm

Punktlast N, 30588 N 30607N

Tabel 4: Sammenligning af kritiske laster for fgrste mode.

Placeringen af lasten

Som det er naevnt i afsnit 6.4, har placeringen af lasten i tvaersnittet ogsa en betydning for den kritiske last.

Dette er undersggt teoretisk og numerisk for tre tilfeelde: tveersnit belastet pa oversiden 1, i midten 2 og pa
undersiden 3. Resultaterne er vist i Tabel 5:

Teoretisk [N] Numerisk [N

] -
Placeringl 23687 N 23698 N Placering 1
Placering 2 30588 N 30607 N .
Placering 2
Placering 3 39295 N 39646 N
Placering 3

Tabel 5: Betydningen af lastpaceringen i tvaersnittet - punktlast.

Og det samme for jeevnfordelt last:

Teoretisk [L] Numerisk [L]
mm mm

Flacering 1
Placering 1 3,930 3,9299
Placering 2 4,81 - E Placering 2
Placering 3 5,920 5,9564

Placering 3

Tabel 6: Betydningen af lastpaceringen i tvaersnittet — jeevnt fordelt last.

Som det er forventet, hvis lasten placeres nederst, virker den stabiliserende og det omvendte ggr sig

geeldende hvis denne er placeret gverst. Endvidere ses der god overensstemmelse mellem numeriske og
teoretiske resultater.
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6.5.1 Rammekonstruktion

| dette afsnit modelleres en hel ramme i det kommercielle program HALBER'. | programmet kan de
overordnede dimensioneringsforudsaetninger defineres ved angivelse af nogle fa hoveddata: spaendvidde,
benhgjde, taghaeldning, bygningslaengde, terraenklasse, snezone, sikkerhedsklasse, beklaedningsveegt og
materialekontrolklasse hvorefter programmet selv kan beregne snitkreefter og automatisk foresla en
passende profildimension, herunder med og uden udfligning. Programmet tager dog ikke hensyn til
hveaelving, dvs. at det kun regner med 6 frihedsgrader.

Ud fra HALBERs beregningsrapport kan det ses at udnyttelsesgraden bestemmes ved kendskab til det
maksimale snitmoment M, den plastiske moment bzaereevne M,.4 og det kritiske moment mht. kipning
M,_,. Dette kan ses i Tabel 7.

Formalet med afsnittet er at vurdere om det kan lade sig ggre at forgge den kritiske momentbareevne
mht. kipning hvis der blot tilfgjes ekstra frihedsgrader i form af hvaelving, da det er vist i foregaende afsnit
at tilfgrsel af hveelvingsfrihedsgrad medfgrer en stgrre stivhed.

Felgende data er blevet indtastet i programmet: Spaendvidde 20 m, benhgjde 2,5 m, taghaeldning 19°,
tagbeklaedning 50%. Alle laster pafgres som karakteristiske laster, hvor programmet selv ganger

partielkoefficienter afhaengigt af lastkombinationer. Den principielle opbygning af rammen kan ses pa Figur
106.

Prodjekt __. - yama, Rames 2

Norm ... © DSSENZZOOT

Ermosek_ fMat_: ©C2, Moderat/Normal
Taghmldning = 19.00°

Tegbekledn_ - 50.00 kg/m2

Srelast ... - 0.30 EN/mZ
Vindlast __ - 0.34 kN/m2
Tasthradda - 4200 =m

Fomme ... : 14EE by, 36.3 o°

3443

zEOO

[ Fipningalastholdelss, 6 sik.

—

I 20000 o

Figur 106: Stalramme modelleret i HALBER.

Momentet mht. kipning Mg,,;.,- 0g den plastiske momentbaereevne M,.; iden venstre rigel er bestemt i
programmet og kan aflaeses af Tabel 7. En detaljeret beregningsoversigt kan ses i appendiks 9.13.

' Et radgivende ingenigrfirma, som dimensionerer, udfgrer og producerer diverse stal konstruktioner, blandt andet
stalrammer, vha. eget program — HALBER — som er baseret pa Eurocode 3.
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Kipning
Sub- Koor. | Last- |tv | Kipn. MEeuter M.q \Y M

komp [m] komb |kl | type [KINm] [KNm] [KNm] [KNm] U.G

1 0.13 20 2 | Bund 982.4 199.7 194.1 -157.5 | 0.81
2 2.43 17 2 | Bund 1551.2 199.7 199.7 -58.1 0.29
3 5.43 5 2 | B-fii 1389.4 199.7 199.7 58.5 0.29
4 6.24 5 2 | B-fii 1348.9 199.7 199.7 584 0.29

Maximal udnyttelse | 0.81

Tabel 7: Resultat fra HALBER, tabel fra side 10 i appendiks 9.13.

Verdierne i Tabel 7 er bestemt for en rammekonstruktion som er afstivet vha. 6 kipningsafstivere i rigler.
Disse er markeret med bla firkanter pa Figur 106.

Det er i afsnit 5.2.2 vist at medtagelsen af hvaelvingsfrihedsgraden bidrager til gget stivhed, hvilket skal
kunne komme til udtryk ved en hgjere kritisk last for rammekonstruktionen. | det efterfglgende modelleres
en simpelt understgttet ramme i IPE-360 med dimensioner, som vist pa Figur 105, taghaeldning pa 19
grader, sgjlelengde pa 2500 mm og speendvidde pa 20000 mm. Det er saledes den samme
rammekonstruktion, som programmet fra HALBER regner pa. HALBER undersgger dog ikke
rammekonstruktionen som helhed, men inddeler den i subkomponenter og regner baereevnen i hver
komponent for sig, som det kan ses Tabel 7. | det efterfglgende efterlignes metoden hvorefter der tilfgjes
7. frihedsgrad i den numeriske Igsning for pa den made at se om der kan opnas stgrre baereevne i forhold til
Igsningen fra HALBER. Til undersggelsen vaelges subkomponent 2:

Subkomponent 2

Figur 107: Udvalgt bjalke til undersggelse.

| HALBER bliver samtlige subkomponenter understgttet af gaffellejere, hvor komponenterne som er taettest
pa hjgrnesamlingen regnes ved bunden kipning. Asene forudsaettes at kunne fastholde yderflangen og
dermed opfylde betingelsen for bunden kipning.

Subkomponent 2 modelleres i Ansys BEAM189 og BEAM188 elementer og bjeelken udsaettes for en
linjelast. Resultaterne kan ses i Tabel 8:

M., [KNm] My g4 [KNm] -6 frihedsgrader 7 frihedsgrader

HALBER 1551,2 199,7 lkke mulig
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Eurocode 1574 200 Ikke mulig
Numerisk 1696 202 Urealistisk stort

Tabel 8: Resultater.

Resultatet fra anden raekke er beregnet ud fra ligning 6.55 fra afsnit 6.3.2.1 i [39]. Detaljerede beregninger
findes i appendiks. Ved aktivering af den 7. frihedsgrad i Ansys er der konstateret urealistiske veerdier for
momentbareevnen — over 2 gange. Den 7. frihedsgrad aktiveres ved at saette warping dof til restrained i
Ansys. De numeriske resultater fra Abaqus stemte overens med Ansys, dog uden mulighed for at sla
hveaelving til. Generelt er resultaterne i overensstemmelse med hinanden, hvor det kan ses at Eurocode,
som forventet, er mere konservativ end den numeriske Igsning.

Den kritiske baereevne mht. kipning er beregnet ud fra formel 8.33 i [19] og tvaersnittets momentbaereevne
mht. kipning er beregnet fra formel (6.41):

El
Zh, (6.40)

=m
Oer "o

Hvor

m,, er en faktor som tager hensyn til lastforhold og afleeses af tabel 8.1 i [19]
h; er tvaersnitshgjden malt fra midten af top flangen til midten af bundflangen
I, er inertimomentet

L er lengden af profilet

Tveersnittets momentbaereevne er beregnet fra:

pl (6.41)

fy
Mb,Rd =yx— W
4

Hvor

W), er den plastiske modstandsmoment

fy er den karakteristiske flydespaending

x er kipningsreduktionsfaktor

y er partielkoefficient for materialeparameter for normal sikkerhedsklasse

Kipningsreduktionsfaktoren y er direkte afhaengig af det kritiske kipningsmoment, som betyder at hvis M,
bliver forgget, vil det samme ske for faktoren og dermed bzereevnen. Det kritiske kipningsmoment
bestemmes ved at betragte bjeelken som simpelt understgttet.

Udover det ovenstaende, blev der modelleret en hel ramme i BEAM189 elementer i Ansys og B33
elementer i Abaqus med samme dimensioner som fgr, men med randbetingelser, som kan ses pa:
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Figur 108: Simpelt understgttet rammekonstruktion.

Rammen er simpelt understgttet ved rammeben og er last mod flytning i z-retningen i rammehjgrner og
kip. Der paseettes et vridende moment omkring x-aksen i kipsamlingen af stgrrelsesorden pa 1 Nmm,
hvorefter der k@res en buckling analyse i Ansys, for at bestemme det kritiske moment mht. kipning. Dette
gores bade for 6 og 7 frihedsgrader i Ansys og sammenlignes med Abaqus. Resultatet kan ses i Tabel 9:

M, [kNm] -6 frihedsgrader M, [kNm] -7 frihedsgrader Forskeli %

Ansys 77,821 92,493 15,8
Abaqus 75,891 Ikke muligt -

Tabel 9: Det kritiske kipningsmoment for en hel rammekonstruktion.

Ud fra resultaterne i Tabel 9 kan det ses at det kritiske kipningsmoment fra Ansys og Abaqus stemmer godt
overens med hinanden ved 6 frihedsgrader. Det var ikke muligt at sla den 7. frihedsgrad til i Abaqus, da
elementet ikke tillod det for den pageeldende problemstilling. Fra resultatet i Ansys kan det dog ses at der
opnas en betydelig forskel hvis den 7. frihedsgrad aktiveres, hvilket med fordel kan implementeres i praksis,
for pa den made at opnad hgjre baereevne og dermed en bedre materialeudnyttelse og en gkonomisk

gevinst.
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7 Diskussion og konklusion

Projektet har beskeeftiget sig med gennemgang af den forskydningsfleksible teori og den numeriske
implementering af denne i MatLAB koden med henblik pd medtagelse af hvaelvingsfrihedsgraden og pa den
made at opna en bedre baereevne.

7.1 Bjeelker med konstant tvaersnit

Den forskydningsfleksible og tekniske bjaelketeori er blevet implementeret i MatLAB og verificeret ved at
sammenligne nedbgjningen som funktion af den pasatte last med tekniske stabi og de kommercielle FEM
programmer — Ansys og Abaqus. Her viste det sig at der er ingen forskel i resultaterne mellem den
analytiske lgsning, MatLAB koden og FEM programmerne, hvilket indikere at den programmerede kode er
god til at beskrive teorien.

Det er ligeledes eftervist at MatLAB koden kan tage hensyn til forskydningsfleksibiliteten ved at
sammenligne det med Abaqus. Her viste det sig at jo slankere profil, jo mindre forskel mellem den tekniske
og forskydningsfleksible bjalketeori. Resultatet af MatLAB koden er sammenfaldende med Abaqus. Det

viser sig at hvis der er tale om en tyk bjaelke, med slankhedsforhold % = 1 og man anvender den tekniske

bjeelketeori vil fejlen veere pa 44 % i forhold til den forskydningsfleksible teori, hvilket understreger hvor
vigtigt det er at anvende den korrekte bjzelketeori.

Der er foretaget en undersggelse for at pavise om hvorvidt MatLAB koden er fglsom overfor shear locking.
Dette er gjort ved at modellere den udkragede bjzelke vha. bjelkeelementer og solidelementer, hvor det
viser sig at MatLAB koden er fri for shear locking mens de lineaere solidelementer er fglsomme pa dette
problem. Dette skyldes anvendelsen af linezre formfunktioner, hvorimod i MatLAB koden anvendes
kubiske formfunktioner som er fri for shear locking, idet her forudsaettes en lineser momentvariation i
tveersnittet. Der er vist at hvis man anvender linexere formfunktioner i MatLAB frem for kubiske vil

forskellen i nedbgjningen vaere pad 23-25 % for slanke bjaelke dvs. hvor% < 5.

MatLAB kodens evne til at handtere vridning er ogsa eftervist ved at modellere et element og sammenligne
det med skalelement i Abaqus og den analytiske Igsning. Her viser det sig at resultatet stemmer godt
overens med Abaqus, hvilket igen indikerer at den programmerede kode er god til at beskrive
vridningsproblem. Til gengeaeld kan det konkluderes at bjelkeelementet i Ansys, BEAM189, ikke egner sig til
vridningsrelaterede problemstillinger, idet elementet er mere fleksibelt end solid og skalelementer i
Abaqus og MatLAB koden.

MatLAB koden er gradvist udvidet til at kunne handtere den 7. frihedsgrad — hveaelving. Ngjagtigheden af
koden er blevet sammenlignet med solid- og skalelemeter i Abaqus, hvor der viste sig at MatLAB koden er
ligesa effektiv til at handtere hvaelving ligesom Abaqus.

7.2 Bjaelker med varierende tvarsnit

| MatLAB koden er der ligeledes implementeret en funktion, som kan tage hensyn til de varierende
tveersnitsegenskaber. Normalt kan en bjalke med varierende tveersnitsegenskaber beskrives med mange
elementer med konstant tvaersnit. Der kraeves dog en stor elementinddeling for at opna hgj ngjagtighed,
som kan have indflydelse pa beregningstiden. | projektet omgas dette problem ved at integrere langs
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bjeelkelaengden og pa den made tages der hensyn til tveersnitsaendringer uden at bruge mange inddelinger.
Dette ggres ved numerisk integration for hvert element. Metoden giver mulighed for at anvende faerre
elementer og dermed bedre beskrivelse af en udfliget element. Ved undersggelser af nedbgjninger og
vridningsvinkler viser det sig at der ikke er afvigelse mellem resultaterne fra MatLAB og de kommercielle
FEM pakker.

Ogsa valget af aflaesningspunktet viser sig til at have en betydning for resultaterne. | MatLAB afleeses
resultatet i den yderste knude hvorimod i de kommercielle programmer aflaeses resultatet i en knude, som
sidder i midten af overflangen. Dette kan forklare den lille afvigelse, som kan ses pa Figur 70.

7.3 Samlingstyper

| projektet er der implementeret 4 forskellige hjgrnesamlingstyper i MatLAB koden ved at koble en
fiederstivhedsmatrice med tilstgdende bjaelkeelementer og pa den made beskrive overfgrslen af hvalving
fra det ene bjeelkeelement til det andet. Fjederstivhedsmatricen er blevet justeret for at kunne opfylde
kontinuitetsbetingelser mht. deformationer. Der er modelleret en halvramme i skalelementer med de 4
forskellige samlingstyper og i MatLAB. Halvrammen blev udsat for to typer belastninger: én enkeltkraft ud
af plan og et vridende moment i den frie ende. Resultatet viser at der er en lille forskel mellem
vinkeldrejninger fra MatLAB og skalmodellen, som kan tilskrives den made man definerer laengden pa.
Generelt viser resultaterne den rigtige tendens, dvs. konstruktionens respons bliver stivere ved at ga fra
samlingstype A til D.

Der blev ligeledes undersggt hvorvidt den 7. frihedsgrad har en effekt pa vridningsvinklen for den samme
ramme. Her viste det sig at hvis man aktiverede den 7. frihedsgrad, kunne man observere en stgrre stivhed,
som kom til udtryk ved en mindre vinkeldrejning eller st@rre egenfrekvens.

7.4 Stabilitet

De geometriske matricer for stabilitetsfeenomener er blevet implementeret i MatLAB for at bestemme
kritiske laster vha. egenveerdiproblem, hvor der tages hensyn til lastype og/eller lastplaceringen pa profilet.
Dette gav dog en fejl ved bestemmelse af egenvaerdier i MatLAB, som pa grund af tidspres ikke lykkedes at
undersgge problemet narmere. | stedet for blev de yderlige undersggelser foretaget i de kommercielle
FEM programmer, og sammenlignet med stalnormen.

Efter kontakt med HALBER ApS, blev en hel ramme dimensioneret i deres program og resultaterne blev
brugt til at undersgge hvorvidt det var muligt at forbedre baereevnen af konstruktionen, hvis man sat den 7.
frihedsgrad i brug, idet HALBER programmet ikke tager hensyn til hvaelving. Dimensioneringen af rammen
er blevet efterlignet ved at undersgge et afsnit af rammen, et sakaldt subkomponent med en bestemt
dimension. Resultaterne var i overensstemmelse med hinanden. Dog var der problem efter aktiveringen af
den 7. frihedsgrad hvor baereevnen blev urealistisk stor.

Effekten af den 7. frihedsgrad kom dog til udtryk ved at modellere en simpelt understgttet
rammekonstruktion, som var udsat for et vridende enhedsmoment i sit eget plan. Her viste resultatet en
klar forbedring af bzereevnen pa 15,8 %, hvilket betyder at det kan vare en gkonomisk fordel ved at
medtage den 7. frihedsgrad i beregningerne og pa den made opna en bedre materialeudnyttelse.
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9 Appendiks

Til rapporten vedlaegges fglgende appendikser i elektronisk form pa CD’en:

9.1 Bestemmelse af formfunktioner vha. Lagrange princippet

9.2 Bestemmelse af stivhedsmatrice for bjeelkeelement med 7 frihedsgrader
9.3 Kondensering af formfunktioner

9.4 Kondensering af stivhedsmatricen for bjeelkeelement med 7 frihedsgrader
9.5 Bestemmelse af aksiale formfunktioner

9.6 Bestemmelse af konsistente knudekraefter for elementet

9.7 Forskydningsstivheden over for hvalvingsvridning for et I-profil

9.8 Transformationsmatricer

9.9 Transformation af frihedsgrader fra flangerne til kroppen

9.10 Bestemmelse af den kritiske sgjlelast

9.11 Geometrisk stivhedsmatrice for sgjlestabilitet

9.12 Geometrisk stivhedsmatrice for Kipning

9.13 Beregningseksempel fra HALBER



