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Synopsis:

I dette speciale konstrueres tight mul-
tiwaveletframes for L?(R) ved hjelp af
multiskalateknikker. Fgrst vises udvalgte
egenskaber for frames. Derefter introdu-
ceres framemultiskalaanalyse, hvilket er
et teoretisk redskab, der giver bereg-
ningsmaessige fordele ved de konstruerede
waveletframes for L?(R).

Herefter bevises Det Unitere Udvi-
delsesprincip og Det Oblique Udvidel-
sesprincip, som begge giver metoder
til konstruktion af multiwaveletframes.
Udvidelsesprincipperne integrerer frame-
multiskalaidéen, hvilket betyder, at de
beregningsmaessige fordele bibeholdes.
Det vises desuden, hvordan der ved hjeelp
af udvidelsesprincipperne kan stilles krav,
sd de konstruerede multiwaveletframes
far ned til én generator.

Det Unitaere Udvidelsesprincip saetter
visse begreensninger pa egenskaberne for
de konstruerede multiwaveletframes. Der
argumenteres for, hvorledes det er muligt
at opna bedre approksimationsorden
for tight multiwaveletframes, nar disse
konstrueres ved hjelp af Det Oblique
Udyvidelsesprincip fremfor Det Unitaere
Udvidelsesprincip. Dette eksemplificeres
afslutningsvist ved brug af B-splines.







Summary

In this thesis we discuss the construction of tight multiwavelet frames for L?(R)
based on frame multiresolution analysis. The setup is inspired by the con-
struction of orthonormal wavelet bases for L?(R) via classic multiresolution
analysis.

We describe selected properties of frames with the intention to construct mul-
tiwavelet frames for L?(R). We set up a frame multiresolution analysis which
gives a systematic way to construct waveletframes for L?(R).

Wavelet frames constructed via frame multiresolution analysis are attractive
from a computational aspect. We discuss two principles for constructing tight
multiwavelet frames, which both integrate the frame multiresolution idea: T-
he unitary extension principle and the oblique extension principle. Therefore
tight multiwavelet frames constructed via these two extension principles keep
the computational advantages from multiresolution analysis. We prove the two
extension principles.

Tight multiwavelet frames constructed via the unitary extension principle ha-
ve some restrictions. One of these restrictions is related to the approximation
order provided by the tight multiwavelet frame. We demonstrate that the tight
multiwavelet frames constructed via the oblique extension principle can have a
larger approximation order than the ones constructed via the unitary extension
principle.

Finally we illustrate the advantages concerning approximation order gained by
the oblique extension principle in relation to the unitary extension principle in
an example based on B-splines.






Forord

Denne rapport er udarbejdet af gruppe G4-107 som speciale p4 MAT6 ved In-
stitut for Matematiske Fag pa Aalborg Universitet i perioden fra den 1. februar
til den 12. juni 2006.

Litteraturhenvisninger skrives i [] og henviser til litteraturlisten, som er pla-
ceret pa rapportens sidste side.

Bagerst i rapporten er der placeret to appendiks, som bensevnes med henholds-
vis A og B. Operatorer, der indfgres i Appendiks A, anvendes uden henvisning.

I rapporten betegner C en positiv konstant. Det nzevnes ikke, nar et resul-
tat kun geelder “nsesten overalt”. L2-normen, || - |2, betegnes blot med || - ||.
L?(T) betegner rummet, der bestar af de 1-periodiske L2-funktioner pa interval-
let [-1/2,1/2]. P4 samme made betegner L>°(T) de 1-periodiske L*°-funktioner
pa intervallet [—1/2,1/2]. C(R) betegner rummet af kontinuerte funktioner pa
R, mens C,(R) betegner rummet af kontinuerte funktioner med kompakt stgtte
pa R.

Aalborg 12. juni 2006.

Linda Ostervig Jensen

Helene Pilgaard Larsen

Hanne Lyngby Laursen
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Kapitel 1

Indledning

En wavelet ¢ er en funktion i L?(R), som har den egenskab, at {27/24(27 -
—k)}j kez udggr en ortonormal basis for L?(R). En siddan basis kaldes en wa-
veletbasis.

Den fgrste wavelet blev konstrueret af Alfred Haar i 1910 [Dau92, s. 10], og
denne benaevnes i dag Haar-waveleten. Det var dog ferst i 1980’erne, at udvik-
lingen af teorien for wavelets tog fart. Dette skyldtes, at der opstod interesse for
anvendelser af teorien, blandt andet indenfor signalbehandling. Saledes opstod
interessen for wavelets ikke blot pa baggrund af ren matematisk interesse.

(Insket om at formalisere konstruktionen af waveletbaser forte til, at Mallat og
Meyer i 1986 udviklede multiskalaanalysen som et redskab til konstruktion af
waveletbaser [Dau92, s. 129]. I multiskalaanalysen opstilles krav, der kan vises
at veere tilstraekkelige for at kunne konstruere en waveletbasis. En waveletbasis,
der er konstrueret ved hjelp af en multiskalaanalyse, er i besiddelse af bereg-
ningsmaessige fordele.

Det er dog forholdsvis sveert at konstruere waveletbaser, hvor basiselementerne
udover deres basisegenskab besidder andre egenskaber. For eksempel kan det
ikke lade sig ggre for elementerne i en waveletbasis bade at have eksponentielt
henfald og veere C*° med begreensede afledte, [Dau92, s. 155].

Fleksibiliteten af baser er derfor relativ lille, hvilket var en af grundene til, at der
opstod en interesse for at sgge efter et mere fleksibelt redskab, som bibeholdt
nogle af de samme egenskaber som baser. Tanken er, at det stadig skal veere
muligt at udtrykke ethvert element i rummet ved hjelp af det sggte veerktgj,
men denne reprasentation behgver ikke laengere veere entydig. Hvis det saledes
ikke er ngdvendigt for os at have en entydig respraesentation, men det blot er
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tilstrackkeligt for os at vide, at der eksisterer en repraesentation, sé kan vi bruge
redskabet “frame”. En frame kan betegnes som en fglge, der giver mulighed
for at repreesentere ethvert element i det givne rum som en linearkombination
af elementerne i framen. Repraesentationen er dog ikke ngdvendigvis entydig.
Begrebet frames blev fgrste gang introduceret af Duffin og Schaeffer i 1952
[DHRSO03, s. 3], men det var forst med udviklingen af waveletteori, at kendskabet
til frames blev udbredt.

P& samme made, som der tales om en waveletbasis for L?(R), s& kaldes en fra-
me med samme struktur for en waveletframe for L2(IR). Hvor en waveletbasis i
L?(R) er genereret af en enkelt wavelet, s3 kan man for at opni endnu stgrre
fleksibiltet, desuden tillade waveletframen at vaere genereret af flere funktioner.
Antallet af disse generatorer méa dog heller ikke veere for hgjt, da beregnings-
kompleksiteten stiger i takt med antallet af generatorer.

Hvis man palaegger en frame et ekstra krav, s opnas en “tight” frame. Ved hjelp
af en tight frame, er det nemt at konstruere koefficienterne i repraesentationen
af et givet element, hvilket giver beregningsmaessige fordele.

Det kan vises, at indflydelsen af stgj pa et signal, der er rekonstrueret ved
hjeelp af en frame, er mindre, end indflydelsen vil veere pa et signal, der er
rekonstrueret ved brug af en basis, [Chr03, s. 117]. I signalbehandling er frames
derfor, med hensyn til indflydelse af stgj, mere effektive end ortonormale baser.
Indenfor eksempelvis signalbehandling vil der altsad med fordel kunne anvendes
en waveletframe til rekonstruktionen af givne signaler fremfor en waveletbasis.

Med inspiration i den klassiske waveletteori og multiskalaanalyse opstillede Be-
nedetto og Li i 1994 framemultiskalaanalysen [Chr03, s. 284]|. Konstruktioner
via denne framemultiskalaanalyse har beregningsmeessige fordele. Dette bibe-
holdes i Det Unitaere Udvidelsesprincip, som blev bevist af Ron og Shen i 1997,
[DHRSO03, s. 6]. Dette udvidelsesprincip stiller krav, som ggr det muligt at kon-
struere tight multiwaveletframes, hvor de beregningsmeessige fordele fra frame-
multiskalaanalysen er bibeholdt.

Det har dog vist sig, at Det Uniteere Udvidelsesprincip satter visse begraens-
ninger pa de konstruerede waveletframes. En af disse begreensninger knytter sig
til approksimationsordenen af den konstruerede frame. Approksimationsordenen
udtaler sig om, hvor ngjagtigt en given funktion kan rekonstrueres ved hjelp af
en given tight multiwaveletframe.

I 2001 beviste Daubechies, Han, Ron og Shen Det Oblique Udvidelsesprincip,
som er en teoretisk videreudvikling af Det Uniteere Udvidelsesprincip. Det Ob-
lique Udvidelsesprincip giver stgrre fleksibilitet i konstruktionen af tight mul-
tiwaveletframes.
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Med motivation i ovenstaende arbejdes der i projektet med folgende problem-
formulering.

1.1 Problemformulering

Der gnskes en gennemgang af henholdsvis Det Uniteere og Det Oblique Udvidel-
sesprincip med henblik pa at forsta begreensinger ved tight multiwaveletframes,
der er konstrueret via Det Unitaere Udvidelsesprincip. Der gnskes forstaelse for,
hvorledes tight multiwaveletframes kan konstrueres uden disse begrzensninger
ved indfgrelse af Det Oblique Udvidelsesprincip. Der leegges seerlig veegt pa e-
genskaben approksimationsorden.

1.2 Rapportens struktur

I dette afsnit forklares den fysiske struktur i rapporten. Strukturen knytter sig
til Figur 1.1.

[ Egenskaber ved frames ]

1.

[ Hamemultiskalaanalyse]

2.

[ Det Uniteaere Udvidelsesprincip j

3.

[ Det Oblique Udvidelsesprincip ]

4.

[ Approksimationsordenj

5.

Eksempel

Figur 1.1: Rapportens struktur.
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Indledning

. Forst introduceres frames, og udvalgte egenskaber ved disse bevises. I

forleengelse af dette opstilles framemultiskalaanalysen.

. Idéen i framemultiskalaanalysen integreres i Det Uniteere Udvidelsesprin-

cip, som er et redskab til konstruktion af tight multiwaveletframes. Ved
anvendelse af Det Unitaere Udvidelsesprincip bibeholdes saledes de bereg-
ningsmeessige fordele ved de konstruede frames. Det diskuteres herefter,
hvilke begraensninger Det uniteere Udvidelsesprincip seetter pa de konstru-
erede multiwaveletframes.

. Det Uniteere Udvidelsesprincip videreudvikles til Det Oblique Udvidelses-

princip. Det Oblique Udvidelsesprincip giver mere fleksible konstruktioner
af multiwaveletframes. Herefter diskuteres den stgrre fleksibilitet.

. Storrelsen af approksimationsordenen for en tight multiwaveletframe er

vigtig i mange anvendelser. Det diskuteres, hvorfor tight multiwaveletfra-
mes med hgj approksimationsorden fremkommer mere naturligt ved hjzelp
af Det Oblique Udvidelsesprincip i forhold til Det Uniteere Udvidelsesprin-
cip. En af motivationerne for at indfgre Det Oblique Udvidelsesprincip er
derfor approksimationsorden.

. Rapporten afsluttes med et eksempel, der illustrerer forskellen med hensyn

til approksimationsorden af tight multiwaveletframes, der er konstrueret
ved hjalp af henholdsvis Det Unitzere- og Det Oblique Udvidelsesprincip.



Kapitel 2

Frames 1 Hilbertrum

Dette kapitel er baseret pa [Chr03].

Formalet med dette kapitel er at introducere frames og med henblik pa senere
at kunne konstruere tight multiwaveletframes for L2(R), sa bevises en rakke
udvalgte resultater omkring frames.

Intuitivt kan en frame betragtes som en overkomplet basis. Det er en maengde
af elementer, som udspznder et Hilbertrum, men som ikke giver en entydig
repraesentation af elementerne i rummet. De anderledes krav til elementerne i
en frame i forhold til en basis ggr, at frames er mere fleksible at arbejde med.

Forst 1 dette kapitel praesenteres Besselfglger, hvilket forer over i en introduk-
tion af frames og frameoperatorer. Den behandlede teori geelder generelt for
Hilbertrum, men videre i kapitlet introduceres waveletframes, som er en speciel
familie af frames for det specifikke rum L2(R). Afslutningsvist beskrives vani-
shing moments, der er en egenskab ved generatorerne i en multiwaveletframe.

2.1 Besselfolger

I det fplgende defineres Besselfglger, og operatorerne T og T indfgres i forhold
til Besselfglger. Disse operatorer kommer til at spille en vigtig rolle i forhold til
indfgrelsen af frames.

I kapitlet betegner H og K uendeligt dimensionale Hilbertrum.
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Definition 2.1.1 (Besselfalge)
En fplge { f }ren 1 H kaldes en Besselfplge, hvis der eksisterer en konstant B > 0
séledes, at

ST S P BISI?, Ve (2.1.1)

keN
Alle B, der opfylder (2.1.1), kaldes Besselgrzenser for { fi}ren.

Folgende seetning karakteriserer operatoren 7', der er tilknyttet enhver Bessel-
folge.

Satning 2.1.2
Lad {fx}ren veere en folge i H. S& er folgende to punkter sekvivalente:

(i) {fx}ren er en Besselfplge med grzense B.
(ii) Afbildningen T : ¢*>(N) — H, hvor
T{Ck}keN = Z ¢k fr, V{Ck} S KZ(N), (212)
keN

er en veldefineret begrezenset operator, og der gaelder, at

ITop < VB. (2.1.3)

Hvis T givet i (2.1.2) er en veldefineret begrasnset operator, sé er den adjunge-
rede T* : H — (*(N) givet ved

T°f = {{f, fe)tren, VfeEH. (2.1.4)

Bevis:
Forst vises, at (i) = (ii) . Derefter vises kommentaren efter punkt (ii), og tilsidst
vises, at (if) = (i).

Forst vises, at ()= (ii).

1. T dette punkt vises, at T er en veldefineret operator.

Antag, at {fi}ren er en Besselfplge med greense B. For at vise, at T er
en veldefineret afbilding fra ¢?(N) ind i H, sa skal vi vise, at T{cy }ren :=
> pen Ckfr er konvergent i H for alle {cg}bren € £2(N).

Betragt n,m € N, hvor n > m. Sa har vi, at

H Zn:ckfk - ickka = H z”: Ckka~ (2.1.5)
k=1 =1 k=m+1

k=
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Der geelder ved hjelp af Cauchy-Schwarzs ulighed, at

TNy =
Sup (.90 2 (£rm) = 101=171 gl 2 s {£.9).

hvor ||g|| = 1. Saledes har vi, at

IfIl = sup (f,g).

llgli=1

Ved brug af dette har vi, at

n n
H > Ckka = sup < > Ckfk79>
k=m+1 HQH:1 k=m-+1
n
= sup | > a{fig)
llgll=1 k=m+1

n

< sup Y ew (fro9)l

1] [y ——
= Hshlp1 {cx (frr ) rmin ] -
=

Ved anvendelse af Cauchy-Schwarzs ulighed har vi, at
| 2 en] < s Hekiomnlle 460 omnlle

k=m+1 gl=1
9\ 1/2 n 2\ 1/2
) sup ( > 19l ) :

k=m+1

IN

Il
—
(3=
Y
=

Ved anvendelse af Besselbetingelsen (2.1.1) har vi, at

| 3w

k=m+1 k=m+1

A\ N
ﬂ/‘
oy}
— M
=" =
=
_ o
;S =
T~
~ N
Q w
o)
ko)
—
%
S
o
~—
<

(2.1.6)

Da {cy }ren € 2(N), sder {3 _, |ck|*}nen en Cauchyfolge i C. Det bety-
der, at der for et vilkarligt € > 0 eksisterer et N € N, sa der for n,m > N
geelder, at

n

n m
STlel? =Yl =D el <
k=1 k=1

k=m+1
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Ved indsaettelse af dette i (2.1.6), fas det, at

| 35 onl < VB

k=m+1

Ved hjeelp af (2.1.5) har vi s&, at {d__; ¢k fi}nen er en Cauchyfolge i H.
Da ‘H er et Hilbertrum, er folgen konvergent, sa specielt er Y ;- ; ¢ fi en
konvergent rackke. Dermed er T" veldefineret. Bemeerk desuden, at T er en
lineser operator.

. Nu vises det, at T' er begraenset.

Ved samme beregninger, der fgrte til (2.1.6), har vi, at

IT{eiheenll = || eufu

keN

\/§<2|Ck|2>1/2

keN
= VB|{c}renlles V{er}ren € (N).
Da B > 0, er T' dermed begraenset.

IN

. Nu vises, at (2.1.3) gaelder. Normen af T kan pa samme méde som i punkt

2 vurderes opadtil:

ITllop = sup || T{ck brenll
[{ek}renll2<1
< sup  VB[{er}renll

[{ektrenll2 <1
< VB,

hvorved (2.1.3) er vist.

Dermed er (i) = (ii) bevist.

Nu vises kommentaren efter punkt (ii), det vil sige ligning (2.1.4).

Da T er begraenset, er T* en begraenset operator fra H til £2(N). Derfor er det
k’te koordinatfunktionale, som er givet ved

(T*) : H— C,

begraenset, og dermed kontinuert. Rieszs repraesentationsseetning, se [Ped00, s.
52], giver, at der eksisterer et entydigt g € H, sa der for ethvert f € H geelder,

at

(T )k = (fs 9)-
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Dermed er

T f = {{f, 9%) bren. (2.1.7)
Dette giver, at
(f:T{cx}ren) = (T*f{cr}ren),
= ({(f.9)}em {erhueny),,
= > {fg) (2.1.8)

keN

Samtidig geelder der, jeevnfor (2.1.2), at

(o Tabew) = (£Y o)

keN

> (s fe) (2.1.9)

keN
Dermed giver (2.1.8) og (2.1.9), at
S (g =D (f. fo)ew  V{ctken € ().
keN keN

Det fglger, at fr = gk, hvilket sammen med (2.1.7) giver, at

Tf ={{f, f)tven, V[fEH.
Dermed er (2.1.4) vist.

Nu vises, at (i) = (i).

Lad {fx}ren veere en fplge i H og antag, at punkt (ii)i seetningen er opfyldt.
For f € 'H gelder da, at

STUEA R = [ ) beenl

keN
= T
< AT*IE AP
= ITIZ /1
< BIfI?
hvorved det er vist, at {fx}ren er en Besselfplge med greense B. |

Besselbetingelsen i Definition 2.1.1 er uafheengig af reekkefglgen af frameelemen-
terne. Dette er udtrykt i det naeste korollar, jeevnfer [Chr03, s. 53]:



18 Frames i Hilbertrum

Korollar 2.1.3
Hvis { fx }ren er en Besselfolge i H, sa konvergerer ), _\ . fi. ubetinget for alle
{Ck}kGN € 62(N)

2.2 Frames

I dette afsnit introduceres udvalgt teori om frames og framefglger. Yderligere
introduceres frameoperatoren, der er teet knyttet til T og T, som blev prae-
senteret i forrige afsnit. Til sidst i afsnittet gennemgas nogle egenskaber ved
frames.

En frame er en Besselfglge, hvor der udover den gvre graense B ogsa kraeves en
nedre graense A.

Definition 2.2.1 (Frame)
En folge { fr}ren 1 H kaldes en frame for H, hvis der for alle f € H gelder, at

AIFIP < STI O P < BIFI?, 0< A, B < .
keN

Framen kaldes tight, hvis A = B.

Det ses ikke umiddelbart af denne definition, at elementerne i en frame udspaen-
der H. Dette giver fglgende lemma:

Lemma 2.2.2
Hvis {f }ren er en frame for H, sé geelder, at

span { fi} ey = H-

Bevis:
Definer K = span { i}y, 08 velg et vilkarligt g € K. Da {fi}ren er en
frame for H, sa geelder der for g, at

Algl> <> g, o) P =0,
keN
da g L fi. Det vil sige, at ||g|| = 0, og dermed er g = 0, hvorved K+ = {0}.
Tilsidst har vi, se [Ped00, s. 51], at
H = KoKkt
= K®{0}
= span{/fi}en-
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Vi far senere brug for fglger { fi}ren, som ikke er frames for hele H, men som
er frames for deres eget span, hvorfor fglgende definition er relevant:

Definition 2.2.3 (Framefglge)
En folge { fi. }ren 1 H kaldes en framefolge, hvis den er en frame for span{ fy },c-

Framefplger anvendes i den senere konstruktion af waveletframes. Den folgende
seetning giver en betingelse for, hvornar en fplge pa formen {Tjf}rcz er en
framefplge. Bevis for seetningen findes i [Chr03, s. 143].

Satning 2.2.4
For f € H geelder, at {Tkf}rez er en framefplge med graenser A og B, hvis og
kun hvis R
A< (v +R)P< B, Yyel0o,1\N,
kEZ

hvor N = {3 € [0.1]| Sy f(7 + 8) = 0},

2.2.1 Frameoperator

I dette afsnit defineres frameoperatoren, som er en operator, der knytter sig
til enhver frame. Der vises forskellige egenskaber ved denne operator. Ydermere
vises det via frameoperatoren, hvorledes en tight frame fra en beregningsmeessig
vinkel er fordelagtig.

Der tages udgangspunkt i operatoren 7', som blev indfgrt i Seetning 2.1.2.

Hvis {fx}ren er en frame, sa har vi specielt, at den er en Besselfglge. Derfor
har vi jeevnfgr Seetning 2.1.2, at T : £2(N) — H, hvor

T{ck}tren = chfkn V {cr}ren € F3(N),
keN
er en veldefineret begrenset operator med adjungeret operator givet ved T :
H — ¢(N), hvor

T°f ={{f, fx)}ren, VfEH.

T kaldes pre-frameoperatoren, og T* kaldes analyseoperatoren. Udfra disse de-
fineres frameoperatoren:

Definition 2.2.5 (Frameoperator)
Lad { fi}ren veere en Besselfplge for H. Den sammensatte operator S : H — H,
hvor

Sf=TTf=> (ffu) fr» V[EH,

keN
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kaldes frameoperatoren for { fi }ren-

Det fglgende lemma angiver nogle egenskaber ved frameoperatoren.

Lemma 2.2.6
Lad { fx}ren veere en frame med framegrzenser A og B og frameoperator S. Da
geaelder folgende:

(i) S er begraznset, selvadjungeret, positiv og invertibel.

(i) {S~™!fix}ren er en frame med framegraenser B~ og A~!. Desuden er S—!
frameoperator for {S7! fi, }ren-

Bevis:
Forst vises punkt (i).

Der geelder, at

ISF = ITT) [

17T P

[T lopll T fle2

1T lop 1T [lop £

INIA

Da T og T* er begrensede operatorer, sa er S begraenset.

S er selvadjungeret, da

S* = (TT*)* = (T*)*T* = TT* = S.

Nu vises, at S er positiv. For f € H gelder, at

(Wi fi f)

keN

= > e e )

keN

= S HEP (22.1)

keN

AllFI,

da {fx}ren er en frame med nedre framegraense A. Da der geelder, at A > 0, s&
er S positiv.

(S, 1)

IV
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Nu vises, at S er invertibel. Da {fx}ren er en frame, s& geelder, at

IAPASY IR P<IfIPB, VfeH.

keN

Ved anvendelse af (2.2.1) har vi sa, at

(Af, 1) < (SF. ) < (B, f).

Med operatornotation svarer dette til, at
Al < S <BI (2.2.2)
Ved multiplikation med —B~! far vi, at

I1>-+5>-1I

Uolb

1
B
Ved at leegge I til pa hver side, har vi, at

I(F54) > 1-5 >0

Dette betyder, at I — % er begreenset, og den er yderligere selvadjungeret, da
S er selvadjungeret. S& kan [Ped00, s. 59] anvendes, og det giver, at

sup {|(

- LD Ferfl =1}

HI_ %”op

(
(

< swp {{(T (ZA) 1.1)| | Fen|fl =1}
= (EA) swp {|IL N | fen, | =1}
= (B sw {IIF1° | f € 1 If]l = 1}

= (BBA)

< 1.

Dette betyder, at [Ped00, s. 29] kan anvendes p& I — %, hvilket giver, at
(- 5) =4S

har en begraenset invers, og dermed er S invertibel.

Nu vises punkt (ii).

Det vises forst, at {S™! fx}ren er en Besselfglge. Dermed eksisterer der en vel-
defineret frameoperator, og vi viser, at denne frameoperator er S~'. Til sidst
vises, at {S7!f}ren er en frame med framegraenser B~ og A~
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Antag, at {fi}ren er en frame med frameoperator S, og lad f € H. Da S er
selvadjungeret, er S~ ligeledes selvadjungeret, hvorved der gaelder, at

Z‘f’ 1fk Z’ 1ffk

keN keN
B||S™ 1|
BlS~HIzILf11%.

[VARVAN

Da S—1, jeevnfgr [Ped00, s. 69], er begraenset, si er {S~! fx }ren en Besselfolge.
Det betyder, jeevnfgr Seetning 2.1.2, at {S™! fi. }ren har en veldefineret frameo-
perator. Jevnfgr Definition 2.2.5 virker denne frameoperator saledes, at

fe S LS ) ST

keN
= Z 1f7 fk
keN
= S7HS(STH)
= S7lf. (2.2.3)

Dermed er S—! frameoperator for folgen {S~! fi }ren-

Det vises nu, at {S™!fx}ren er en frame med framegreenser B~ og A7L. Vi
har, at S~! kommuterer med bade S og I, sa vi kan jeevnfer [Chr03, s. 409] lade
S~1 virke pa uligheden (2.2.2), hvilket giver
BTlr<st<ATl
Dette svarer til, at
BYSIP < (ST 1) < fIPA (2:2.4)

Ved hjeelp af (2.2.3) har vi, at

(87U 1) = <Z (f;S7 i) S i, f>

keN

= > (ST ) (ST e f)
keN

= S LS|
keN

Vi har ved indsaettelse af ovenstaende i (2.2.4), at

BTUIFIP <Y 1A ST ) P < IIF1PAT

keN
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hvorved det er vist, at {S™! fr}ren er en frame med framegraenser B—1 og A~ 1.
]

Vi far i det folgende brug for begrebet pseudoinvers. Vi har jeevnfer [Chr03, s.
411], at hvis U : H — K er en begreenset operator med lukket billedrum Ry,
sa eksisterer der en begraenset operator Ut : K — H saledes, at

UUTf=f, VfeRy.

Ut kaldes den pseudoinverse til U.

Den fglgende seetning giver, at det udfra en surjektiv, begreenset preframeope-
rator er muligt at definere en frame.

Saetning 2.2.7
Hvis { fx}ren er en fplge 1 H, sé er folgende to punkter sekvivalente:

(i) {fx}ren er en frame for H.

(ii) T : {ck}tren — D pen Ckfr er en veldefineret begraenset afbildning af ¢*(N)
pa 'H.

Bevis:
Forst vises, at (i)= (ii).

Seetning 2.1.2 giver, at T er en veldefineret begraenset operator fra ¢2(N) ind i
H, s& vi skal kun vise, at T er surjektiv. Lemma 2.2.6 (i) giver, at S er surjektiv,
sa T er surjektiv.

Nu vises, at (i) = (i).

Forst vises den gvre framebetingelse. Hvis T er en veldefineret begrenset ope-
rator, sa er T™, jeevnfor Seetning 2.1.2, givet ved

T°f ={{f, f)}ken, VfEH.

Der geelder saledes, at

DL = T f7

keN

IN

17113, 117112
= |TISN012
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Da T er begreenset, sa har vi, at {fx }ren opfylder den gvre framebetingelse.

Nu vises den nedre framebetingelse. Her ggres der brug af den pseudoinverse
T?, som er begreenset. For f € H har vi, sa at

o= T{T )i}ren
= D (T )it

keN
hvor (T f); er den k’te koordinat af 7' f. Dermed geelder, at
IFIF = KA H1P
; 2
= ‘<Z(T f)kfkaf>‘
keN

‘Z(TTf)k (fr:s ) ’2

keN

Ved anvendelse af Cauchy-Schwarzs ulighed har sé, at

AT < STUTEHRPS I )l

keN keN

(T Fadrene S fi) 2

keN

< ATHEIANE D1 ) 1P

keN

A

Dermed har vi, at
SIS F P2 ITH A1,
keN

hvorved den nedre framebetingelse er vist. |

Den fglgende seetning giver, at hvis {fx }ren er en frame for H, si kan ethvert
element i H udvikles som en linearkombination af frameelementerne med koefli-
cienter, der er givet ved S™!. Ydermere giver ssetningen, at rsekken konvergerer
ubetinget for alle f i H, hvilket er nyttigt i forbindelse med implementering.

Ssetning 2.2.8
Lad {fr}ren veere en frame med frameoperator S. Sa galder, at

F=Y (.S ) fry VFEM
keN

Raekken konvergerer ubetinget.
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Bevis:
Lad f € H. Da S7!, jeevnfgr Lemma 2.2.6, er selvadjungeret, geelder der, at
fo= 587
= D (ST fe) S
keN
= > {£,57 i) fi
keN

Da {S™! fi}ren, jeevnfor Lemma 2.2.6, er en frame med gvre framegraense B~ 1,
har vi for f € H, at

STIEST Y P <BH?, 0<B <.

keN

Dermed har vi, at {<f,S_1fk>}keN € (?(N). Da {fi}ren specielt er en Be-
sselfplge, giver dette, jeevnfor Korollar 2.1.3, at ), <f, S_lfk> fx konvergerer
ubetinget. |

Det vil sige, at man har behov for at kende den inverse til frameoperatoren, nar
et element repraesenteres ved hjalp af en frame. Det fglgende korollar viser, at
det er let at finde et udtryk for S~1, hvis {fx }ren er en tight frame:

Korollar 2.2.9
Lad {fi}ren veere en tight frame med framegraense A. S geelder, at

F=Y_(f 5f) fry VfEH.

keN

Raekken konvergerer ubetinget for alle f € H.

Bemeerk, at der saledes for en tight frame geelder, at S—1 = %I .

Bevis:
Ved hjelp af omskrivningerne fra beviset for Lemma 2.2.6, har vi fra (2.2.2), at
framebetingelsen for den tight frame

S IR = Al

keN

er ackvivalent med
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hvor S er frameoperatoren. Dette giver, at

S—l=1r1

=

og ved anvendelse af Seetning 2.2.8 har vi, at

F=Y (f %) fes VfeH.

keN

Det bemeerkes, at vi for en tight frame med framegraense 1 har fglgende udvikling

af f:

= fe)fw (2.2.5)

keN

Denne udvikling kan altid opnés ved normering af frameelementerne i en tight
frame. Repraesentationen i (2.2.5) er seerlig simpel fra et beregningsmeessigt
synspunkt, hvorfor vi har interesse i at konstruere tight frames med framegraense
1.

Det fglgende lemma giver en vurdering af L?-normen af udviklingen efter en
tight frame.

Lemma 2.2.10
Lad {f }ren veere en tight frame med graense 1 for H, og lad f € H. S4 geelder
der, at

1A < H(F, fo) Yoenllze-

Bevis:
Lad f € H. Sé geelder, da {fr}ren er en tight frame med greense 1, at

T DT STA

keN
IT{(S, fu) benll®
TSR ILCS, fr) drenllZe
(S fi) brenllZe

hvor det er brugt, at ||T|2, <1, jeevnfor Saetning 2.1.2. |

IAN A
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2.2.2 Egenskaber for frames

I dette afsnit preesenteres udvalgte egenskaber for frames med henblik pa den
senere konstruktion af tight multiwaveletframes.

Det fglgende lemma giver, at man kan udvide framebetingelsen fra at gaelde pa
en tet delmeengde af H til at geelde pa hele H.

Lemma 2.2.11
Lad {fi}ren veere en folge i H. Hvis der gaelder, at

AIFIP <SR P <BIFIE 0<AB< oo, (2:2.6)
keN

for alle f € V, hvor V er en teet delmaengde af H, sd er {fi}ren en frame for
H.

Bevis:
Antag, at (2.2.11) er opfyldt for alle f € V.

Forst vises ved modstrid, at den gvre framebetingelse er opfyldt for alle elemen-
ter i H. Antag, at der for et g € H geelder, at

> g, fu) P> Blgl*. (2.2.7)

keN

Der kan nu opsté to tilfselde: Summen i (2.2.7) kan vaere en endelig eller uendelig
sum.

Hvis summen i (2.2.7) er uendelig, s& geelder der, at

n
> g, fx) P =00 mar n— oo,
k=1

og specielt kan vi veelge et N7 € N saledes, at

Ny
> g, fu) P > Blgl>.
k=1

Hvis summen i (2.2.7) er endelig, s ved vi, at der gaelder, at

NE

(g, i) 1P = D 1g, fi) [P nér n— oo,

k=1 keN
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og specielt kan vi veelge Ny € N saledes, at

N3

| (g, fx) > > Bllg|*.
k=1

Dette betyder, at vi under forudseetning af (2.2.7) altid kan veelge et N € N
saledes, at

| (g, f) I > Bligll*. (2.2.8)

] =

=
Il
_

Da V ligger teet i H, ma der eksistere et h € V saledes, at ||h — g|| < € for et
vilkarligt €. Summen i (2.2.8) er kontinuert som funktion af g, si der ma for h
teet pa g geelde, at

| (b, fi) I* > BlIhl*.

] =

k

1

Dette er dog i modstrid med antagelsen om, at {fx}ren er en frame for V, si
der ma geelde, at

> g fx) P < Bllgl®, Vg eH, (2.2.9)

keN
og dermed er den gvre framebetingelse vist.
Nu vises, at den nedre framebetingelse er opfyldt for alle elementer i H. Ligning

(2.2.9) giver, at { fr }ren er en Besselfplge i H, hvorved fglgen har en veldefineret
analyseoperator, T*. Vi har dermed, at

IT* 2 = (S, fu) YrenllZa
keN
> A|fI?, VfeV, (2.2.10)

pa grund af den nedre betingelse i (2.2.6). Da T* er lineszer og begraenset, er
den ogsa uniform kontinuert. Dermed kan betingelsen pa T* i (2.2.10), jeevnfor
[Ped00, s. 25], udvides til hele H, hvorved den nedre framebetingelse geelder for
alle f € H. |

Da vi igennem rapporten har behov for, at tage operatorer pa elementer i H, er
det relevant at se pa, hvorledes frameelementer pavirkes af forskellige operatorer.
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Resultatet i nedenstaende satning er, at anvendelsen af en begraenset operator
med lukket billedrum pa en frame, bevarer frameegenskaben. Dette beskriver
en af fordelene ved frames fremfor ortonormale baser, da ortonormale baser kun
er stabile overfor anvendelse af uniteere operatorer.

Saetning 2.2.12

Lad {fi}ren veere en frame for H med graenser A og B. Hvis U : H — H er en
begraenset operator med lukket billedrum, s& er {U fi}ren en framefplge med
framegreenser A||UT||;2 og B||U|2,

Bevis:
Lad f € H. Da {f}ren er en frame, og U er begraenset, s gelder, at

S UR) SUTE ) P

keN keN
B|U* f|?
B|UIZ /17,

VARVAN

hvorved {U fi}ren er en Besselfglge med greense B||UH(2)p

Nu vises den nedre framebetingelse for fglgen {U fi. }ren. Hvis g € span{U fr },.cn»
sé kan vi skrive

g=Uf, foret f&span{fi} cn-

Operatoren UUT er den ortogonale projektion pa Ry, jeevnfgr [Chr03, s. 411].
Vi har, jeevnfer Lemma A.0.8, at en ortogonal projektionsoperator er selvad-
jungeret, og dermed har vi, at
g = Uf
= (uuhuy
wuhyuf
UhHUruf.

Da {fx}ren er en frame, har vi ved anvendelse af den nedre framebetingelse, at

lgl*> = IWwhH v U

< oz pHU*UfII2

T
< H(U) OPZ‘ U*Uf, >|

keN

¥

= ”UWm§:|UﬁUnH
kEN
HUTHop

- D 19Uk

keN



30 Frames i Hilbertrum

Dermed er den nedre framebetingelse opfyldt for g € span {U fy}, )y med frame-
grense A|(UT)]|52. Via Lemma 2.2.11 kan denne framebetingelse udvides til
span { fx }rens 08 {U frfren er dermed en framefolge. |

Folgende korollar viser, at frameegenskaben bevares under uniteere operatorer.

Korollar 2.2.13

Lad {fx}ren veere en framefplge i H med framegraenser A og B. Hvis U :
H — H er en unitezer operator, sa geelder, at {U fi }ren er en framefplge med
framegreenser A og B.

Bevis:

Lad {fx }ren veere en framefglge 1 H med framegreenser A og B, oglad U : H —
‘H veere en uniteer operator. Da U er begraenset, skal vi vise, at U har lukket
billedrum Ry for at kunne anvende Seetning 2.2.12.

Lad der vaere givet en vilkérlig konvergent folge {Ux,, }nen 1H, sd lim, o, Uz, =
y. Hvis y € Ry, sa er Ry lukket.

Da {Uzy, }nen er konvergent, si er det en Cauchyfplge, og da U er uniteer, gaelder
der, at der givet € > 0 eksisterer et N € N, sa

e> |Uxy — Uz = |U(2n — Tm)|| = | — ||, n,m > N,
hvilket giver, at {x, }nen er en Cauchyfolge. Da H er et Hilbertrum, er {z, }nen
konvergent i H, sa

dxe H, s& lim z,==x.
n—oo

Det giver, at
Uz = lim Ux, =y,

n—oo

sy € Ry, da Uz € Ry. Dermed er Ry lukket, og Seetning 2.2.12 giver, at
{U fx}ren er en framefplge.

Sectning 2.2.12 giver desuden, at framefplgen har framegramser A|UT||52 og
B||U|Z,. Da U er en uniteer operator, er framegreenserne lig A og B. |

2.3 Waveletframes

I dette afsnit preesenteres waveletframes, som er frames, der er opnaet ved trans-
lation og dilation af én funktion.
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Med inspiration fra teorien om waveletbaser definerer vi en waveletframe for

L*(R).

Definition 2.3.1 (Waveletframe)

En frame for L*(R) péa formen {D’ Ty}, rez kaldes en waveletframe. En frame
for L*(R) pa formen {DTy};j kezi=1,.. n kaldes en multiwaveletframe, nar
n > 2.

Traditionelt kaldes 1 kun en wavelet, nar { DTy}, ez er en waveletbasis for
L?(R), men enhver familie pa formen {D7Ty1}; pez siges dog at have wavelet-
struktur, hvorfor vi anvender betegnelsen waveletframes.

I teori om waveletframes, kaldes 1 en generator, og det ses i ovenstaende de-
finition, at en multiwaveletframe har mere end én generator. Muligheden for
at ggre brug af mere end én generator giver stgrre frihed i konstruktionen af
waveletframes.

Motivationen for at sgge efter waveletframes fremfor waveletbaser er, at wavel-
etframes er lettere at konstruere. Ydermere er det nemmere at opné specifikke
egenskaber for de konstruerede waveletframes. En af disse egenskaber opnas via
antallet af vanishing moments.

2.4 Vanishing moments

I dette afsnit introduceres begrebet vanishing moments. Nar vi har givet en
tight frame pa formen {Dkawl }ikezi=1,..n, S& gnsker vi, at generatorerne 1,
har sa mange vanishing moments som muligt. Dette er blandt andet vigtigt
ved komprimering af data, da det kan vises, at der for en tilstraekkelig “pzen”
funktion f geelder, at et stort antal vanishing moments giver fa store og mange
sma koefficienter i repraesentationen

F=Y3 (£, DI Tip) DI T, (24.1)

1=1 j,k€Z
hvor al information om f er givet ved koefficienterne {(f, DTy ) }j kezi=1,...n-

I det tilfzelde, hvor f rekonstrueres ved brug af store koefficienter, kan der laves
folgende vurdering af afvigelsen mellem selve funktionen f og rekonstruktionen
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af f

|- S pimapiman| = || S0 T

store sSma
koef. koef.

> L DITegn) .

sma

koef.

IN

Da det i praksis ikke er muligt at handtere uendelig summation ved imple-
mentering, sa veelges en teerskelveerdi, € > 0, og kun de koefficienter, for hvilke
|(f, DITy1p)| > €, bruges til at rekonstruere f. Via valget af e er det siledes
muligt at fastleegge, hvor stor en afvigelse mellem selve f og rekonstruktionen
af f, der er acceptabel. En effektiv komprimering kan opnas, hvis der er fa sto-
re og mange sma koefficienter, hvilket, som for omtalt, sikres af et hgjt antal
vanishing moments.

Nu defineres vanishing moments.

Definition 2.4.1 (Vanishing moments)
En funktion f € L*(R), hvor | f(z)| < C(1+|z|)=™~! med m € N, siges at have
m vanishing moments, hvis

/ a'f(x)de =0, for 1=0,...,m—1.

— 00

Bemerk, at en multiwavletframe {DITyt}j kezi=1,....n siges at have m vani-
shing moments, hvis ¥4, ..., %, alle har m vanishing moments.

Det folgende lemma giver en sekvivalent betingelse til vanishing moments.

Lemma 2.4.2
For f € L?(R) med kompakt stotte er folgende to betingelser akvivalente:

(i) f har m vanishing moments.

(ii) f har et nulpunkt af orden m i origo.

Bevis:
Forst vises det, at (i)= (ii).

Antag, at f har m vanishing moments, hvorved vi, jeevnfor [Gro01, s. 9], for
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l=0,...,m—1 har, at

0 = /ooxlf(gc)dx

—00

= [ et

—0o0

F(a' f(x))(0)
Cf9(0).

Dette betyder, at hvis f har m vanishing moments, sa giver dette, at
FOx0) = M) =+ = fD(0) = 0.

Taylorudviklingen af f omkring z = 0 giver, at

o &
VR f®0) 4
k=0
. . F(m=1)(0) > f®(0)
_ O M PO e SO
= fO0) + fO0)z 4 -+ Y +> o
k=m
m = f(k) (O) k—m
= A"y e
k=m
Vi har altsa, at f har et nulpunkt af orden m i origo.
Implikationen (ii) = (i) fglger umiddelbart af ovenstaende. [

Det bemeaerkes, at nar en funktion f har kompakt stotte, sa er f (m) begreenset
for alle m > 0. Det vil sige, at for f med kompakt stgtte, hvor f har et nulpunkt
af orden m i origo, sa giver Taylors formel med restled, at der for ¢ mellem 0
og x geelder, at

= P00 L, ™),
oot

™ = ™ < Cz™.
m! m)!

fz) =

k=0

Dette betyder, at udsagnet

f(z) =0(|z|™), for —0

er sekvivalent med, at f har et nulpunkt af orden m i origo. Begge notationer
anvendes i rapporten.
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2.5 Delkonklusion

I dette kapitel har vi introduceret frames, og set hvorfor disse er mere fleksible
end baser, jeevnfgr blandt andet Lemma 2.2.12. Ydermere har vi set, at det ved
hjelp af tight frames er muligt at veelge en seerlig simpel repraesentation af en
given funktion.

Desuden har vi introduceret waveletframes og forklaret, hvorfor vi gnsker et
stort antal vanishing moments for generatorerne ;.

I de fglgende to kapitler ser vi pa konstruktion af tight waveletframes via forskel-
lige multiskalateknikker. Vanishing moments kommer til at indga via den aekvi-
valente betingelse i Lemma 2.4.2. T kapitel 5 introducerer vi approksimations-
orden, der haenger sammen med vanishing moments.



Kapitel 3

Framemultiskalaanalyse

Dette kapitel er baseret pa [Chr03] og [Dau92].

Den klassiske multiskalaanalyse, som przesenteres i [Dau92], blev udviklet som
et veerktgj til systematisk at konstruere waveletbaser for L2(R). Nar en wavelet-
basis konstrueres ved hjelp af multiskalaanalyse, giver det beregningsmeessige
fordele ved denne, jeevnfor blandt andet [Dau92, afsnit 5.6]. Dette leder os frem
til at anvende multiskalaanalysen til konstruktion af frames for L?(R). @nsket
er, at vi i denne konstruktion af frames kan bibeholde de beregningsmaessige
fordele fra den klassiske multiskalaanalyse.

Idet der ved hjelp af den klassiske multiskalaanalyse findes en waveletbasis for
L?(R), si gnsker vi tilsvarende at finde en waveletframe for L2(R) ved hjeelp af
framemultiskalanalysen.

Det skal bemeerkes, at framemultiskalaanalyse ikke direkte giver, at der eksiste-
rer en waveletframe, men at multiskalateknikken danner grundlag for den videre
teori i kapitel 4.

I dette kapitel defineres framemultiskalaanalyse, hvorefter det vises, hvilke krav
en skaleringsfunktion skal opfylde for at generere en framemultiskalaanalyse.
Herefter behandles det, hvad der udover, at skaleringsfunktionen genererer en
framemultiskalaanalyse, skal veere opfyldt for, at der eksisterer en waveletframe
for L*(R).

I den klassiske multiskalaanalyse kreeves det, at {Txto}rez er en ortonormal
basis for det centrale rum V [Dau92, s. 130]. I framemultiskalaanalysen er dette
eendret til, at folgen {Tko ez udger en frame for Vy:
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Definition 3.0.1 (Framemultiskalaanalyse)
En framemultiskalaanalyse for L?(R) bestér af en folge {V;},cz af lukkede un-
derrum af L*(R) og en funktion 1y € Vj, der opfylder

(i) ---CVocCcVyiCcVoCcWVicVoC---.
(i) Ujez Vi = L*(R).

(iii) ez Vi = {0}

(iv) V; = DIVj.

(v) feVo = Tpf € Vo for alle k € Z.

(vi) {Txtbo}trez er en frame for Vy .

Funktionen 1y kaldes en skaleringsfunktion.

3.1 Udgangspunkt i skaleringsfunktionen

I dette afsnit vil vi konstruere en framemultiskalaanalyse ved at tage udgangs-
punkt i skaleringsfunktionen 1y og herudfra konstruere V;-rummene saledes, at
punkterne (i)— (vi)i Definition 3.0.1 er opfyldt. Alternativt kunne man tage ud-
gangspunkt i Vj-rummene og herudfra sgge efter en skaleringsfunktion saledes,
at man via denne vej far kravene i framemultiskalaanalysen opfyldt.

For at vise, hvilke krav 1 skal opfylde, far vi brug for de fire folgende lemmaer.
Lemma 3.1.1

Veelg 1o € L2(R), sa {Tito}rez er en framefplge. Definer funktionsrummene,
V;, som

V; =span{D’Tyo}, ,, Vi€
Sa gaelder der, at
(i) Funktionen f € L*(R) tilhorer V;, hvis og kun hvis

F=Y D' Tigo, {crtrez € ().

kEZ
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ii) Funktionen f € L?(R) tilhgrer V;, hvis og kun hvis der eksisterer en funk-
J g
tion F € L?(T) séledes, at

F(277) = F(3)do(v). (3.1.1)

Hvis f € Vj, sa er F entydigt bestemt for alle vy, hvorom der gealder, at

Y okez [bo(y + k)|? # 0. Hvis > okez [bo(y + k)| = 0, sd kan F(vy) veelges
til 0.

Bevis:
Vi beviser ferst biimplikationen i punkt (i), hvorefter biimplikationen i punkt
(ii) vises. Tilsidst vises kommentaren i punkt (ii).

1. T dette punkt vises (i).

Da {Txv0 } ez per antagelse er en framefglge, og D7 er en unitaer operator,
er {DITy1o}j ez, jeevnior Korollar 2.2.13, ogsé en framefplge. Dermed er
{DiTy1po}j kez per konstruktion en frame for V;. Dermed folger punkt
(i) af biimplikationen i Seetning 2.2.7.

2. T dette punkt vises (ii).
Forst vises det, at

feV; = 3FeLXT), saf(2y)=F)(y).
Fra punkt (i)far vi, da f € Vj, at
F= DTy, {cx}rez € C*(2).
kez
Kommutatorrelationerne fra Appendiks A giver, at

Fo= F(Y aDTu)

kez
= ZCkDijEfk}—Q/}O

keZ

= D7 Z s E_ibo,

kEZ

hvilket giver, at

f@y) = 277D f)()
27923 " ek B g (v) Yo (7).

keZ

F(v)
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Det ses, at F er en linearkombination af E_j, som er en basis for L?(T),
si I € L*(T). Dermed er implikationen vist.

Nu vises det, at
IF e L(T), sa f(2y)=F(y)(y) = feVy (312

Da Ej, er en basis for L?(T), har vi fglgende Fourierraekkeudvikling af F,
hvor {dj }rez er Fourierkoefficienterne for F, og dj, := 279/%¢;,

F(y) = > dnEx(y)

keZ

= Z 2_j/2CkEk(’y).

kEZ
Dette giver via antagelsen (3.1.2), at

fein) = (32 abut))do()

keZ

22f(20y) = 3 er(Bitho)(7)

kEZ

(D'FH() = > erlBuFebo)(y)

kez
(FDINO) = (FYalat) ()
kez
(D)) = > en(T-xtho)()
kez
fl@) = > e w(DITio)(x), hvor {c_plrez € £(Z),
kez

hvorved implikationen er vist ved hjelp af punkt (i).

. Nu vises kommentaren under punkt (ii).

Hvis 3, oy [Po(y + k)| # 0, si ma der eksistere et k, sa ¢o(y + k) # 0.
Ved brug af skvivalensen i punkt (i) for f € V; geelder der, at

f@(v+k) = F(y+k)oly+k)
_ f@(y+ k)
FO+D = e

Da F er 1-periodisk, er F(y + k) = F(v), si ovenstéende definerer F
entydigt for alle v, hvorom der geelder, at Y-, o, [to(y + k)|* # 0.

Hvis derimod 3", ., [Yo(y + k)[> = 0, si er ¢ho(y + k) = 0 for alle . Da

F@(y+ k) = F(y+ k)do(y + k)
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skal gaelde for alle v, sa kan F' vaelges som nulfunktionen, som ogsa opfylder
kravet om at veere 1-periodisk.

Det fglgende Lemma giver et krav til skaleringsfunktionen saledes, at V;-rummene
er indeholdt i hinanden. Dette svarer til betingelse (i)1i framemultiskalaanalysen.

Lemma 3.1.2
Veelg 1o € L*(R), s4 {Tkto }rez er en framefplge, og definer funktionsrummene
V; ved

V; = span {D]Tkwo}kez , VjeZl.

Sa er folgende to punkter aekvivalente:

(i) V; C Vi, VjeL

(ii) Der eksisterer en funktion Hy € L>°(T) saledes, at

Po(v) = Ho(v/2)40(7/2). (3.1.3)

Hvis (3.1.3) er opfyldt, sé er funktionerne Hy og 1o yderligere knyttet sammen
ved

Doty +R)IP = [Ho(v/2)P ) [Wo(v/2 + k)

kEZ keZ

HHo(v/2+ 1/2)2 ) [do(v/2 +1/2 + k)[*.(3.1.4)
kEZ

Bevis:
Forst vises kommentaren under punkt (ii) . Dernsest vises, at (i) = (i) . Tilsidst
vises det, at (i) = (ii).

1. I dette punkt vises (3.1.4).
Antag, at (3.1.3) er opfyldt, hvorved vi far, at

> oy + k)P =" [Ho (V‘gk) Jo (v-gk:)

kEZ keZ

2
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Nu deles summen op i lige og ulige k, og det anvendes, at Hy er en 1-
periodisk funktion:
+ 2k v+ 2k
(556 (55

> lo(y + k)P >
H, <7+2k+1)1[)0 <7+2k+1) 2

kEZ kezZ
2 2

>

kEZ

= [Ho (/2 Y |do (v/2+ k) |
k

1 Ho (v/2 +1/2)17 Y [do (v/2 + 1/2 4+ k) |,

k
Dermed er (3.1.4) vist.
2. Nu vises det, at (i) = (1):
Antag, at f € Vj, og at punkt (i) er opfyldt. S& eksisterer der, jeevnfor
Lemma 3.1.1 (ii), en funktion F' € L?(T) séledes, at
F@*y) = F(2y)do(2y)
= F(29)Ho(v) %o(7):
——
b()

Funktionen b(v) tilhgrer L?*(T), da F € L?(T), og Hy € L*(T). Dette
giver, at ligning (3.1.1) i Lemma 3.1.1 (ii) er opfyldt, og dermed gelder,
at f € V1. Vi har altsa vist, at et vilkarligt f, der tilhgrer Vj;, ogsa
tilhgrer Vjiq.

3. Nu vises det, at ()= (ii):
Da V_; = span{D’lTkwo}keZ, geelder der, at D~y € V_;. Pa grund
af antagelsen i punkt (i) har vi, at V_1 C Vj, hvilket giver, at

D~y € V4.

Dermed giver Lemma 3.1.1 (ii) anvendt pa D~ 11, at der eksisterer en
funktion F € L*(T) siledes, at

(FD™'90)(2%y) = F(7)vo(y)
(DFo)(v) = ( )1&0(7)
Po(27) = 2F(7)1ho(7).

Det ses, at Hy := 2~ '/2F € L*(T), da F € L*(T). Vi mangler nu at vise,
at Hy yderligere er begraenset, hvorved Hy € L>(T).

For de «y, hvor ), ., [o(y+k)|? = 0, der vaelges Hy-funktionen saledes, at
Hy(v) = 0. Nu vises, at Ho(7) er begraenset for de ~y, hvor >, o (y +
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k)|? # 0. Setning 2.2.4 giver, nar {Ti1o }rez er en framefolge med graenser
A og B, at

A< o2y + k)| < B,

kEZ

da maengden af de v, hvor Y, ., lo(y + k)2 = 0 er en nulmeengde. Ved
hjeelp af (3.1.4) giver dette, at

B > Y |o@y+h)P

kEZ
= [Ho(MPD |0 (v +k) P+ [Ho (v + 1/2)1* D o (v + 1/2 + k) |
kEZ kEZ
> [Ho(MPPY 1o (v + k)2
kEZ
> |Ho (1) A

og Hy er dermed begraenset.

Nu vises, hvilke krav skaleringsfunktionen g skal opfylde, for at foreningsmaeng-
den af V;-rummene udggr L?(R). Dette svarer til punkt (ii)i framemultiskalaa-
nalysen.

Lemma 3.1.3

Vaelg o € L2(R), s& {Tito}rez er en framefolge. Antag, at g er begraenset,
at z/AJo er kontinuert neer origo, og at 1/30(0) # 0. Hvis funktionsrummene V
defineres ved
Vi =span {D'Tito}, ;. Vi€,
sa geelder der, at L
Uvi=1*®) (3.1.5)
JEZ

Bevis: N
Beviset gar ud pa at vise, at (UjGZ V») = {0}, da vi s& jeevnfor [Ped00, s. 51]
har, at

J_
L2<R>—Uvjea(uvj) _Uvewo-Uv

JEL JEZ JEZ JEZ

1
Lemmaet er altsa bevist, nar det er vist, at f =0 for f € (Ujez Vj)
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SN
1. Veelg f € (UjeZ VJ) C L?(R), og veelg et vilkarligt ¢ > 0. Definer

yderligere maengden:
G:={geL*(R)|geC(R)}.

Da G er en taet delmaengde af L?(R), kan vi veelge et g € G séledes, at
If—gll <e

. Lad P; betegne den ortogonale projektion pa Vj;. Da f € VjL for alle 7, er

P;f =0, hvilket giver, at

1Pigll = I1Pi(g = fl
< llg—= 1l
< e (3.1.6)

Da {Tko }rez er en framefglge, og D’ ydermere er en uniteer operator, sa
er { DTy} kez, jeevnfor Korollar 2.2.13, ogsé en framefslge. Dermed er
{DITy4po}; kez per konstruktion en frame for V;. Det vil sige, at der for
Pjg € V; eksisterer konstanter A og B, hvor 0 < A, B < 00, saledes, at

APigl? < 3" |(Pig, D'Tio)* < BI|Pygl?, Vi € Z.
keZ

Ved brug af (3.1.6) giver dette, at

S

> B (g, D' Trabo)

keZ

2

)

hvor det er anvendt, at P; er selvadjungeret, jeevnfgr Lemma A.0.8, og
at P;(DTypo) = DTy Ved anvendelse af Plancherels formel samt
kommutatorrelationer fra Appendiks A, har vi yderligere, at

& > B_lng,Dka?/JOHQ
k€L
_ . ; 2
= B> (g, FD'Titho)]
k€L
X R 2
= B'Y |9, DB i)
k€L
Rl . —j A 2
_ Bilz"/ g(v)273/2627m2 ]k7¢0(2_j7)d'}/ '
kez o

Jeevnfer valget af g kan vi antage, at g har stotte i intervallet [—R, R).
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Veelg et j, s& 2771 > R, hvorved vi har, at

¢ > 12/ )22 (i) |

kez Y~
2™ N j 2

- ey [ s e |

kez, Y27

(%) Basis for L2([—27—1,27—1])
—k’te Fourierkoefficient for(x)
2771

= 3_1/2. oMo )Py, (3.1.7)

_9j—

hvor Parsevals ligning er anvendt i sidste lighed.

3. Betragt nu

271
Jim B[ o) (2 )P
Da § € L2(R), har vi, at [§|> € L'(R). Vi har antaget, at ¢y er begraenset,
hvorfor der mé gelde, at

GNPl ? < Clg()I* € L' (R).

Da 1 er kontinuert naer origo, og ¥(0) # 0, sa far vi ved hjelp af
Lebesgues Majorantsaetning og (3.1.7), at

2771
& > lim B! G(V)1 [P0 (2777) Pdy

Jj—oo _9j—1

_ p- / 1900 P1do(0)Pdy
= B Ydo(0))?]4]?
-l

Da € er valgt arbitraert lille, ma der geelde, at ||g]] = 0. Ved anvendelse
af Plancherels formel har vi s, at ||g|| = 0, hvilket betyder, at g = 0.
Dermed har vi, at f =0, da ||g — f|| <e.

Nu vises det, hvilke krav skaleringsfunktionen skal opfylde, for at faellesmeeng-
den af Vj-rummene kun indeholder nulelementet. Dette svarer til punkt (iii)i
framemultiskalaanalysen.
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Lemma 3.1.4
Veelg 1o € L2(R), sa {Tko trez er en framefolge og definer funktionsrummene
V; ved

V; =span {D'Tio}, ., Vi€

Sa geelder, at

Vi = {0}

JEZ

Bevis:
Det vises, at hvis en funktion f € mjeZ V;, sa geelder der, at f = 0.

1. Lad f € ﬂjeZ V;, og lad € > 0 veere givet. Da f € L?(R), sa eksisterer der
en funktion g € C,(R), séledes at ||f —g|| <e. Da f € V;,sder f =P;f
for alle j € Z, hvorved vi har, at

Il =11Pgll < 1P (f = 9l
< |If =yl
< € VjeZ.
Dermed har vi, at
IfIl < e+ P9l Vi€ (3.1.8)

2. Da {Tytbo }rez er en framefglge, og D’ ydermere er en unitzer operator, si
er {DITy)o}jkez, jeevnfor Korollar 2.2.13, ogsi en framefglge. Per kon-
struktion har vi dermed, at {D’Ty1)o}; kez er en frame for V;. Det bety-
der, at der eksisterer konstanter A og B, hvor 0 < A, B < oo, sa der for
Pjg € V; geelder, at

AllPigl? < 3" [(Pig, D' Titho)|* < B||Pigl*, Vj € Z.
keZ

Dermed har vi, at

1Pigl> < A7) (g, D' Tiho) |, Vi € Z, (3.1.9)
keZ

hvor det er anvendt, at P; er selvadjungeret, jeevnfgr Lemma A.0.8, og
at Pj(DiTy1pg) = DITythg. Nu veelges R, sa stotten af g er indeholdt i



3.1 Udgangspunkt i skaleringsfunktionen 45

[-R, R], hvorved
gl < a7 Y| [ oD T s
kez YT
< a9 S ([ e ) )’
keZ -

IN

_ R _ 2
Aol S ([ 1 (i - p] o), viez,

keZ B

Nu anvendes Cauchy-Schwarzs ulighed péa det indre produkt mellem 1 og
19, hvorved vi far, at

Pl < a2l Y ([ 1 [ ot - bPar)
kEZ -

= a2l Y ([ e - pa)

keZ -
29 R—k
= A 2lgl2R Y ([ P2 )
kez 2R—k
29 R+k
= Agli2n Y ([ Wowlay). viez.

kEZ

Nu veelges j, sa 2/ R < %, det vil sige, s& intervallerne, der integreres over
for hvert k, ikke overlapper hinanden. Det giver, at

17;g11*

AV g3 2R / o)y
Unezlk—29 R, k+2 R]

oo
A7 M|gllZ<2R / XUenlk—27 Ro-+20 8] (4)[¢0 () [*dy (3.1.10)
—00

IN

3. Da ¢ € L3(R), geelder der, at |1g]? € L*(R). Det betyder, at

Xupen k21 Roer2i 8 (W) 1o () < [wo(y)]* € L' (R). (3.1.11)
Det ses, at
1 for yeZ
jl}m XUpez[k— 21Rk+2JR](y) :{ 0 for y¢Z ° (3.1.12)

Da Z er en nulmaengde, s& giver (3.1.11) og (3.1.12) sammen med Le-
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besgues Majorantsaetning, at
o0

lim XUenlb—21 Rye20 1) (1) 20 (y) Pdy =

J77%°J -

/ im Xy, k-2 R k20 8] (8) [0 (y) Pdy = 0.

0o J——00

Dette betyder, at der specielt mé eksistere et J séledes, at der for j > J
geelder, at

oo

A7Ygl 2R / st s ) ()00 () 2y < €2,

hvilket ved hjeelp af (3.1.10) giver, at
[Pgll <e.
Tilsidst giver (3.1.8), at
IFIF < 26,

hvoraf det kan konkluderes, at f = 0.

I den neeste setning formuleres, hvilke krav 1y skal opfylde for at generere en
framemultiskalaanalyse:

Saetning 3.1.5 R
Veelg 1o € L*(R), sa {Titbo}rez er en framefolge. Antag, at 1y er begraenset,

at 1[)0 er kontinuert naer origo, og at @0(0) = 0. Hvis der eksisterer en funktion
Hy € L>°(T) saledes, at

do(7) = Ho(7/2)¢0(7/2),

s& genererer 1y en framemultiskalaanalyse, se Definition 3.0.1.

Bevis:
Lad g opfylde betingelserne i seetningen. Hvis Vj, for alle j € Z, defineres ved

V; = span { D/ Tjbo (3.1.13)

}kGZ’

s& har vi felgende:
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Lemma 3.1.2 giver, at
- CVocVaycWVyecVicVoCen

Lemma 3.1.3 giver, at
UjezV; = L*(R).

Lemma 3.1.4 giver, at

Vv, = {0}

jEL
Konstruktionen af Vj’erne giver, jeevnfor (3.1.13), at
V; = DIV,
Konstruktionen af Vj giver yderligere, jeevnfer (3.1.13), at
feVo =T feVy,, VkeN.
Definition 2.2.3 giver, at

{Ti1o} er en frame for V;.

Dermed genererer ¢y en framemultiskalaanalyse. |

3.2 Frames via framemultiskalaanalyse

I dette afsnit undersgger vi, hvorledes der kan sgges efter en funktion v saledes,
at {DTy1p} ) rez udger en frame for L2(R) givet, at 1o genererer en framemul-
tiskalaanalyse. Vi antager altsa, at ¢ genererer en framemultiskalaanalyse.

Idéen er, at vi indfgrer ortogonale rum W; saledes, at vi blot ved at have en
frame for Wy kan generere en frame for hele L2(R).

Definer Wj til at veere det ortogonale komplement af V; i V1, det vil sige

Vim=V,eW;, VjeZ. (3.2.1)

Lad f € L?(R) og betegn den ortogonale projektion pa rummet V; med Py,.
Der geelder si, jeevnfer punkt (ii) og (iii) i Definition 3.0.1, for f € L*(R), at

lim Py f = 0, (3.2.2)
J——o ’
lim Py f = f. (3.2.3)

J—00
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Det fglger af (3.2.1), at der for J < j geelder, at

PV]f = P‘/Jf—i_PWJf—i_.-.+PWj—2f+PWj—1f
i1
Py, f+> Pw.f, Vj€L. (3.2.4)
k=J

Lad nu j — oo og J — —oo pé begge sider i (3.2.4), og anvend (3.2.2) og (3.2.3):

j—1
lim lim Py f = lim lim (PVJ f+ZPWk(f)>
k=J

j—o0 J——o0 j—o0 J——o0

fo= 0+ % Pwf

k=—o0

o= ZPWJ‘f'

JEZ
Da f var valgt vilkarligt i L2(R), s& har vi, at

L*(R) = P w;. (3.2.5)

JEZ

Dermed har vi inddelt L?(R) i ortogonale underrum.

Per definition galder der, at

Vimm=V; @ W;, Vjel. (3.2.6)
Da D7 er en lineser operator, har vi, at
Vi = VoW
DIVy = DIVye D'W,
Vigi = V;@ DIW,. (3.2.7)

Ved sammenligning af (3.2.6) og (3.2.7), méa det ngdvendigvis gelde, at
W; = D'W,, Vje€LZ.

Dette betyder, at hvis der eksisterer en funktion ¢, sd {Tx% }xrez er en frame for
W, s& er {D'Tytp}rez en frame for W;. Pa grund af (3.2.5) betyder dette, at
{DITy1p}; kez er en frame for L?(R). Det vil sige, at hvis man kan finde en funk-
tion ¢ € Wy, sa {Tx9}rez er en frame for Wy, sa giver framemultiskalaanalysen,
at 1 genererer en waveletframe for hele L?(R).

Fglgende saetning fra [Chr03, s. 299] giver en betingelse for, hvornér 1 eksisterer
séledes, at der via en framemultiskalaanalyse kan findes en waveletframe for
L?(R).
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Satning 3.2.1
Antag, at 1y € L?(R) genererer en framemultiskalaanalyse, og lad T’ vaere defi-
neret ved:

{veT| Z|"/}O(2’7+k)‘ =0, Z [Po(y + k)* > 072 [o(v+1/2+ k)| > 0}.

kEeZ kEZ kEZ

Sa gaelder folgende:

(i) HvisT har positivt Lebesguemél, sa eksisterer der ikke en funktion ¢ € Wy,
s& {Txt}rez er en frame for Wy.

(ii)) HvisT er en nulmeengde, sé eksisterer der en funktion ¢p € Wy, sa {1t }rez
er en frame for Wy, og {DTy}; kez er en frame for L*(R).

Der er saledes en forskel i konstruktionen af henholdsvis waveletbaser og wavel-
etframes med udgangspunkt i multiskalaanalyse. Hvis den klassiske multiska-
laanalyse er opfyldt, sa eksisterer der, jeevnfor [Dau92, s. 135], automatisk en
waveletbasis { D' Ty} ; kez for L?(R). Derimod er framemultiskalaanalysen ikke
tilstraekkelig til, at der eksisterer en waveletframe {D’ Ty}, rez for L2(R).

Seetning 3.2.1 angiver, hvornar vi kan opna en waveletframe for L?(R) med kun
en generator. Kravet i ssetningen kan sleekkes, hvis vi tillader at ggre brug af
flere generatorer.

3.3 Delkonklusion

Vi har i dette kapitel defineret en framemultiskalaanalyse. Ydermere har vi vist,
hvad g skal opfylde, s den genererer en framemultiskalaanalyse.

I det fglgende kapitel gnsker vi at konstruere multiwaveletframes for L?(R),
som er i besiddelse af de beregningsmeessige fordele, der kan opnés via frame-
multiskalaanalysen. Vi vil dog ikke direkte bruge framemultiskalaanalysen ved
konstruktionen, men integrere denne ved at stille kravene fra Seetning 3.1.5 til
1. Folgende seetning fra [Chr03, s. 291] sleekker kravene fra Seetning 3.1.5.

Saetning 3.3.1

Lad vy € L*(R) séledes, at |1)g| > 0 i en omegn af nul. Antag, at der eksisterer
en funktion Hy € L*°(R), s

Do(v) = Ho(v/2)d0(7/2). (3.3.1)
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Hvis V; defineres ved
V; =span {D’Tyo}, ., Vi€,

s& er punkt (i)- (v)i Definition 3.0.1 opfyldt.

Ligning (3.3.1) kaldes en skaleringsligning. Denne bliver central i neeste kapitel.



Kapitel 4

Udvidelsesprincipper

Dette kapitel er baseret pa [Chr03] og [Dau92].

I Kapitel 3 gennemgik vi, hvorledes frames for L?(R) kan konstrueres via en fra-
memultiskalaanalyse. I dette kapitel vil vi konstruere multiwaveletframes udfra
et generelt setup, der integrerer framemultiskalaanalysens principper. I Det Ge-
nerelle Setup stilles betingelser, der sikrer, at kravene i Seetning 3.3.1 er opfyldt,
hvorved vi bevarer de beregningsmeessige fordele.

I dette kapitel tillader vi flere generatorer, da dette giver storre fleksibilitet i
forhold til at konstruere frames for L?(R). Saledes skal {D7Ty}j kezi=1,..n
udggre en frame for L?(R).

Malet med dette kapitel er at bevise de to udvidelsesprincipper: Det Unitzere
Udvidelsesprincip og Det Oblique Udvidelsesprincip. Udvidelsesprincipperne gi-
ver nogle betingelser for, hvorledes man kan konstruere tight multiwaveletframes
for L*(R).

Historisk opstillede man fgrst Det Uniteere Udvidelsesprincip, men dette viste
sig at give begraensninger i konstruktionen af multiwaveletframes. Dette forte
frem til udviklingen af Det Oblique Udvidelsesprincip, som er akvivalent med
Det Uniteere Udvidelsesprincip, men som naturligt giver konstruktioner, der
ikke er oplagte ved anvendelse af Det Uniteere Udvidelsesprincip.

Kapitlet afsluttes med betragtninger omkring, hvor fa generatorer det er muligt
at gore brug af, da det fra en beregningsmaessig synsvinkel er bedst med sa fa
generatorer som muligt.
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4.1 Det Generelle Setup

Udvidelsesprincipperne tager begge udgangspunkt i et generelt setup, hvorfor
dette introduceres forst:

Definition 4.1.1 (Det Generelle Setup)
Lad v € L*(R) og antag, at der eksisterer en funktion Hy € L>(T), sa

¥0(27) = Ho(y)vo(7)- (4.1.1)
Antag yderligere, at R
tim do(7) = 1. (4.12)

Lad funktionerne Hy,...,H, € L*(T), og definér funktionerne v1,... ¢, €
L?(R) ved
$i(27) = Hi(Mo(7), 1=1,....n. (4.1.3)
Tilsidst indfgres matricen H:
Ho(v) Tij2Ho(v)
H(y) = : : . (4.1.4)
Hy(7) T1/2Hn(’Y)

En ligning pa formen (4.1.1) kaldes en skaleringsligning.

Bemeerk, at (4.1.1) og (4.1.2) sikrer, at kravene i Seetning 3.3.1 er opfyldt,
hvorved en frame, der er konstrueret med udgangspunkt i Det Generelle Setup,
automatisk vil opfylde punkt (i)- (v)i framemultiskalaanalysen.

Ideen er nu at stille passende betingelser til funktionerne Hy, ..., H, saledes, at
{DITy1}j kezi=1,..n udgor en tight multiwaveletframe for L?(R).

4.2 Det Unitaere Udvidelsesprincip

I dette afsnit bevises Det Uniteere Udvidelsesprincip, men fgrst har vi behov for
en raekke mellemresultater, som gennemgas i de neeste fem lemmaer.

I det fglgende ggres brug af operatoren P, se Definition A.0.6.

Lemma 4.2.1 _
Lad g,v0 € L*(R), og antag, at P(gibg) € L*(T). Sa gaelder, at
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(i) Plgvo) = iz (9. %o Er) Er,
(ii) [25, 1P(g0) (M)Pdy = Sher | (g, Do) [

Bemaerk, at Lemma 4.2.1 (i) ogsa geelder, nar ’P(g%) ¢ L*(T).

Bevis:
Forst vises punkt (i).

Fra Cauchy-Schwarzs ulighed har vi, at g% € LY(R), da g,v0 € L*(R). Dermed
er P(giho) € L'(T), jeevnfor Appendiks A.

Vi betragter

- / S g+ ndaly + me Ty
Znez
1/2 7 A
= [ (Sotawhtrm) et
1/2
—
(*) Basis forL2([-1,1))

k’te Fourierkoefficient til (x)

Da P(g%) = Znezg(7+n)1ﬁo(7 +mn) € LY(T), h;ivi, at <g, z/A)OEk> er den k'te
Fourierkoefficient i udviklingen af funktionen P(gt)(7). Dermed har vi, at

P(gio) = Z <g$07Ek>Ek = Z <971L0Ek>Ek-

keZ kEZ

Dermed er punkt (i) vist.

Nu vises punkt (ii) .

Per antagelse har vi, at P(g%) € L*(T), og dermed kan vi anvende Parsevals

formel pa P(gi)y) saledes, at

1/2
/1/ [P(gd0) () 2dy = > (g oEr)|

kEZ
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Vi vil i det fglgende arbejde med underrum, der ligger teet i L2(R), da en fra-
mebetingelse pa en teet delmeengde i L?(R) kan udvides til hele L?(R), jeevnfer
Lemma 2.2.11. Konkret vil vi betragte de funktioner f € L2(R), hvorom der
geelder, at f € C,(R).

Lemma 4.2.2

Lad vy € L*(R), og antag at lim., . 1o(y) = 1. Lad f € L?(R) vaere en vilkarlig

funktion, hvorom der gaelder, at f € C.(R). S& eksisterer der for alle e > 0 et
J € Z saledes, at

A= OlfI2 < S| DITewo)|* < L+ lIfI2, Vi

kEZ

Bevis:
Ladj € Zog f GE(R), og antag at f € C’L(]R) I fplge Cauchy-Schwarzs ulighed

har vi, at (D7 f)iy € LY(R), idet D7 f, )y € L*(R). Dermed er P((D7 f)iy)
veldefineret.

Da DJ f har kompakt stotte, og nar vi kun betragter v € T, sa kan vi skrive
P((D? f)1)g) som en endelig linearkombination af ¢o. Dermed har vi, at

P((D? i) € L3(T).

Vi betragter nu < f, DTy ¢0> og anvender Plancherels formel samt kommutator-
relationerne fra Appendiks A:

(£, D' Tipo) = (F I, FD Tytho) = (D7 f, E_glo). (4.2.1)
Vi har, at Dif 4y € L2(R), og at P((Djf)%) € L*(T), og vi kan dermed
anvende Lemma 4.2.1 (ii):

DD To)[* = DD Bido)]

kEZ keZ

1/2 -
- / PD FYdo) )Py

—1/2

1/2 o [——)
[ @ her+ ndat o) dy

-1/2 nez

| [0 heie@ (122)

— 00

Nu veelges et vilkarligt ¢ > 0. Da vi per antagelse har, at lim,_.o z/AJo(’y) =1, s4
kan vi finde et b €]0, 1[ saledes, at

l—e<|bo()]?<1+e nar |y <b. (4.2.3)
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Da f har kompakt stgtte, s kan vi finde et J € Z saledes, at Djf har stotte i
intervallet [—b,b] for j > J. Dermed har vi for alle j > J, at

00 9 b -—2
| @ hwiea= [ [@pohe| e, @2

— 00

Ligningerne (4.2.2), (4.2.3) og (4.2.4) medfgrer, at

. 2 b A -2
ST = [ (00w ¢

keZ —b
b
(1+¢) / DR

= (L+o|D/fI”.

IN

P& samme made gaelder der, at

(1= D FI? < 37 [(f. DI T

kEZ

Da dilationsoperatoren og Fouriertransformen er uniteere operatorer, er resul-
tatet i lemmaet opnaet:

(1= OlfI? < ST DITewo)[* < L+ IFI2 Vi>J.

keZ

Udfra dette bevis kan man yderligere vise, at nar Det Generelle Setup er opfyldt,
sa geelder der for f € L?(R), hvorom der gzlder, at f € C.(R), at

{f, DI Tuth)}rez € H(Z), 1=1,...,n.

Vi har fra beviset for Lemma 4.2.2, at

b J—
ST = [ (D HeyR] dn. vis

keZ
Ved anvendelse af ligning (4.1.3) fra Det Generelle Setup far vi sa for alle j > J,
at

b

ST = [ 0D mO2N02 D

kez —b
(1+ Ol Hi|7= D7 fI?

< 00,

IN
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hvorved {(f, DITity)}rez € (*(Z) for j € Zogl=1,...,n.

Dermed kan vi, nar Det Generelle Setup er opfyldt, indfgre funktionerne Fj; €
L?(T) givet ved

Fjp:=Y (f,D'Ty)E_, Vj€Z, 1=0,1,...n (4.2.5)
kEZ

Da F}; er udtrykt ved vy, som igen er givet udfra 1y og H;, sa kan vi udtrykke
F}; ved hjeelp af F}; o og H;. Denne sammenhaeng er givet i det fglgende lemma:

Lemma 4.2.3
Lad {4y, H;}}_, veere givet som i Det Generelle Setup. S& geelder der, at

Fio1a(y) =272 (HiFjo + T2 (HiFi0) ) (v/2), ¥j€Z, 1=0,....n.
(4.2.6)

Bevis:
I punkt 1 bestemmes et udtryk for < f, DI _lTkwl>, hvilket derefter bruges i
punkt 2 til at vise (4.2.6).

1. T dette punkt betragtes < 1, Dj_lTkwl>. Ved anvendelse af kommutatorre-
lationerne fra Appendiks A samt Plancherels formel har vi, at

(f, DTy = (D77 f, D' Tty)
D™ f, Ty D™ 4y
FD f, FTop D™ 4py)

D f, E_o,Dijy).

(
(
(
(

Nu anvender vi ligning (4.1.3) fra Det Generelle Setup, sé

(f,D’'Tyy) = (D?f, E_sxDyy)
(D7 f, E_9,2"/* Hyihy )

o0

= ol/2 / (D7 f)(v) (Ezkﬁl%> (7)dy.

—0o0

Ved anvendelse af periodiseringsoperatoren har vi, at
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(f. j’lTwO
L
o [ (e o

P

= 2 [ (p(0 ) B)
+ (T1/277((Djf)Hzlﬁo)Tqu%) (7)} dy

/ (@ )y )+ (13 (0 PiEi)) ()]

()

EZkHl"/JO)} (v)dy

x  2Y2Ey  dy.
N——
Basis for L2 (][0, %])

Dermed har vi, at (f, D7~ T4y er den —k’te Fourierkoefficient i udviklin-

gen af funktionen (¥) med hensyn til den ortonormale basis {2'/2 Eop }rez
for L%(]0, %])

2. T dette punkt vises (4.2.6).

Da E_2;(v/2) = E_i(7), og H; er en 1-periodisk funktion fra Det Gene-
relle Setup, har vi, jeevnfer (4.2.5), at

Fi_1.(7)
271/2 Z (f, DI Ty )2V 2 B_oy(v/2)

2712 [P (DY )i + TayoP (D7 Yo )| (/2)
= 2 2[HP((Df)do) + Tu e HP (D7 )iy )| (2/2). (4:2.7)
Fra beviset for Lemma 4.2.2 ligning (4.2.1) har vi, at
(f, D Tyipo) = (D7 f, B_yabo).

Fra definitionen af F};, jeevnfor (4.2.5), har vi sa, at

Fo) = X (D To) B )

kEZ

> (D f, E_xiho)E_k(v).

keZ
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Da D7 f 4y € L2(R), har vi udfra Lemma 4.2.1 (i), at
Fio() = (P((D7 f)iho) ) (- (4:238)
Ved indsaettelse af ligning (4.2.8) i ligning (4.2.7) far vi sa, at
Fiova(y) = 272 [HP((D/ fyio) + T2 HP (D fiio) | (3/2)
= 27'2[HFjo+ Ty HFjo (v/2), (4.2.9)

hvorved lemmaet er bevist. Vi bemeerker, at (4.2.9) ogsa kan skrives som:

Fi_1,0(7)

Fj_)( — 1
| (e ) e

ijl,n('y)

hvor H er givet som i (4.1.4).

Folgende to lemmaer introducerer betingelsen H*(y)H(vy) = Iz, som viser sig
at veere et centralt krav i Det Unitaere Udvidelsesprincip.

Lemma 4.2.4
Lad {4y, H;}}_, veere givet som i Det Generelle Setup, og antag at

H*(y)H(7) = I2.
Sé geelder for alle f € L2(R), for hvilke f € C,(R), at

STUEDITo)* = SN (DI ) |?, Ve

keZ =0 keZ

Bevis:
Per definition er Fj_1; = ZkeZ <f, Dj_lTkz/Jl>E,k, hvorpa vi kan anvende Par-
sevals formel. Dermed har vi for alle j € Z, at

n ) n 1/2
YD U DI ) |* = Z/ |Fj_1.()*dr.
1=0 Y —1/2

=0 k€Z

Ved brug af notationen fra (4.2.10) kan dette skrives, som

Sl e = ) W( Fio(1/2) )

=0 keZ —1/2 Ty /2Fj0(7/2)

1/2 2

dy.

Cn+1
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Antagelsen om, at H*(y)H(y) = I, er akvivalent med, at H : C? — C"*! er

en isometri. Dermed geelder, at
Y - L2 Fetr/2)
D) = —/ ( 3017 )
;;EZKJ[ k)| 2 )1\ TyeFio(r/2)
1 /2 ) )
3 [ (1B00/2P +|TaF50 02 )an.
2/ 1)
Da vi har, at Fj er 1-periodisk, kan dette skrives som
n ) 9 1/2
S TP = [ iFeeP
1=0 keZ —1/2
> " [{f, DI Tibo)

kEZ

2
dry

C2

2

b

hvor Parsevals formel er anvendt i sidste lighed. |

Lemma 4.2.5
Lad {1y, H;}}"_, veere givet som i Det Generelle Setup, og antag, at

H*(y)H(7) = .

Sa gaelder der folgende:

(i) {Tkvo}rez er en Besselfplge med greense 1, det vil sige, at
2
S KETewo)|” <17 Ve Ll’R).

keZ
(ii) Hvis f € L?(R), sa geelder, at

im0, DT =0,

kEZ

Bevis:
Forst bevises punkt (7).

Lad f € L2(R), og antag at f € Co(R). Fra Lemma 4.2.4 har vi dermed, at

ST DT o)t < ST DITo) P, Vi€ Z (4.2.11)

keZ kEZ

Ved anvendelse af Lemma 4.2.2 eksisterer der for ethvert e > 0 et j > 0 saledes,
at

S D T < (14 £

keZ
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Ved anvendelse af ligning (4.2.11) j gange har vi yderligere, at
2 ; 2
SO Tevbo)]” <[, DI Tetbo)|” < (1+ o)l| £
keZ keZ
Da € var valgt vilkarligt, har vi dermed, at

ST Tevo)|* < 17112

kEZ

Da denne ligning gzelder for alle f € L?(R), hvorom der geelder, at fe C.(R),
s& kan resultatet udvides til at gaelde for alle f € L?(R) ved hjzlp af Lemma
2.2.11.

Nu vises punkt (ii).
Lad f € L?(R). Da vi lige har vist, at {Txto }rez er en Besselfglge med graense
1, og da D7 er en uniteer operator, s har vi, at { DTy }rez er en Besselfglge

med graense 1 for alle j € Z.

Lad I C R veere et begraenset interval. Vi kan s& anvende indikatorfunktionen
xr til at opskrive fglgende:

SN DT

keZ
= ST+ £ = x10), DT
kEZ
= 3 (|(fxr DI Tiio) + (F(1 = xa), DI Tiio)[)
keZ
< 23 |(fxn DITuvo)|* + 23 {1 = x1) f, DI Tiabo ).
keZ keZ

Nu anvendes, at {D7Tjtbg}rez er en Besselfglge med graense 1:

Z |{f, Dkal/Jo>|2 < QZ |<fX17Dka¢o>|2 +2/1(1 = x1) fII*

keZ kEZL

Ved at vaelge intervallet [ tilstraekkeligt stort, sa kan vi ggre || f(1—x7)||? vilkarlig

lille. Dermed skal vi nu blot vise, at

Z ‘<fXI,Dka¢0>|2 — 0 for j — —o0.
kEZ
Vi betragter derfor

> D) [ = 27| /If@c)wo(?fm “Hjda

keZ keZ
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Nu anvendes Cauchy-Schwarzs ulighed, hvorved vi har, at

Z ’<fXI,Dka1/J0>‘2

kEZ
< 2IPY [ oo - i
kEZ
S5 BRI
keZ
:|VW§Z/ yos1-(@) W0 (@) P
kEZ

- nm{/ S X1 o (@) P, (4.2.12)

® kez

hvor Fubinis Ssetning er anvendt i sidste lighed. Nar j — —oo, sa bliver inter-
vallerne 291 — k disjunkte. Dette betyder, at

> xair—k(@)|o(@)* < [tho(x)]?,  for j— —oo,

keZ

Da vo(z) € L3(R), s& har vi, at |[1g(x)|?> € L' (R), hvorved vi nu kan anvende
Lebesgues Majorantsaetning pa (4.2.12) med [1bo(2)|? som majorant. Det obser-
veres, at

{1 for z€Z

]EmOOZXWI k() = 0 for x¢Z

keZ
og da Z er en nulmeaengde, har vi, at
i [ @) =0,
17T~ ker,

Lemmaet er dermed vist. |

Med disse fem lemmaer er vi nu klar til at preesentere Det Uniteere Udvidelses-
princip, hvpri det fremgar hvilke krav, der skal stilles til funktionerne H; og 1,
forend {DITy i} kezi=1,..n udgor en tight multiwaveletframe for L?(R).

Hoveds=tning 4.2.6 (Det Unitsere Udvidelsesprincip)
Lad {4y, H;}}"_, veere givet som i Det Generelle Setup, og antag, at

H*(v)H(y) = Ia.

S& udgpr systemet { DTy} kez,i=1
1.

n en tight frame for L?(R) med greense

.....
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Bevis:
Betragt et f € L*(R), for hvilket f € C.(R). Udfra Lemma 4.2.2 kan vi for
ethvert € > 0 vaelge et J > 0 saledes, at

A=lfI? <D KD Tbo) > < A+ ol fI?, Vi>J  (4213)

kEZ

Yderligere har vi ved hjeelp Lemma 4.2.4, at

ST = 33D T

kEZ =0 k€Z
n
= Y WAD T Do) [+ 303 [ DT T
k€EZ =1 k€eZ

Pa tilsvarende made kan vi omskrive
S DT o) P = D7 [ DI ko) + D0 S (f DT ) [
kezZ keZ =1 keZ

Ved at anvende denne omskrivning j — m gange, hvor m < j, far man for alle
j>J, at

> (f, DITio) |

kEZ
j=1 n

SUED™ )P+ Y0 YOS KA DT P (4.2.14)

kEZ p=m l=1 k€Z
Udfra ligning (4.2.13) har vi sa, at

i—1 n
A=alfI* <> K DmTk%)‘Q + YIS NS Dka¢z>’2 < (1+e)f]*
kEZ p=m l=1 k€Z

Ved at lade m — —oo og anvende Lemma 4.2.5 (ii) har vi for ethvert j > J, at

lim > [(f,D™ Ty )|* = 0, (4.2.15)

m— —00

keZ

det vil sige

(1=ellfl* < Z ZZ| £DPTn)|* < (1 + o) £

p=—00 =1 k€Z

Ved yderligere at lade j — oo far vi, at

A-alfP s S S [ DT < 1+ I

p=—o0 l=1 k€EZ
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Da e > 0 var vilkarligt valgt, ma der gealde, at

i iZKﬂDPTwoP —|I71

p=—0o0 l=1 k€EZ

Ovenstaende framebetingelse geelder for f € L?(R), hvorom der geelder, at f €
C.. Dette kan ved anvendelse af Lemma 2.2.11 udvides til at gaelde for hele
L3(R), hvorved {D?Ty}; kezi=1,..n udgor en tight frame for L*(R). [ ]

4.2.1 Begraensninger ved Det Unitaere Udvidelsesprincip

De konstruktioner, der naturligt fremkommer ved hjeelp af Det Unitaere Udvidel-
sesprincip, har visse begreensninger. Blandt andet bliver der en vis begraensning
pé antallet af vanishing moments.

Fra Seetning 2.4.2 geelder der, at hvis v; har m vanishing moments, sa har ’(/AJZ et
nulpunkt af orden m i origo. Vi har desuden fra ligning (4.1.2) og (4.1.3) i Det
Generelle Setup, at

2
H(v) = 1/)}( 7)’ ¥—0
Yo(7)
Der geelder dermed, da lim,_.q 1/30(7) = 1, at antallet af vanishing moments

svarer til ordenen af nulpunkter for H; i origo. I Det Uniteere Udvidelsesprincip
antager vi, at H*(y)H () = I3, hvilket medfgrer, at

Y HM)P =1~ |Ho(m)*. (4.2.16)
1=1
Det vil sige, at ordenen af nulpunkter i origo af funktionen 1 — |Hg|? bestemmer
antallet af vaninshing moments af ;. Det vil sige, at en given skaleringsfunktion
fastleegger antallet af vanishing moments. Ideen i Det Oblique Udvidelsesprincip

er at indfgre en funktion #, som kan korrigere for dette. Dette eksemplificeres i
Kapitel 6.

Yderligere giver betingelsen H*(y)H () = Is i Det Uniteere Udvidelsesprincip
i fglge [Chr03, s. 19|, at raekkerne i H er ortonormale. Dette giver fplgende
betingelse:

|Ho(7)|? + [Ho(y 4+ 1/2)* < 1. (4.2.17)

Vi har altsa, at Hg begrzenser antallet af vanishing moments for v, og samtidig
skal Hy opfylde (4.2.17), hvilket afgraenser maengden af potentielle valg af Hy.
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Disse ulemper ved Det Unitaere Udvidelsesprincip leder frem til indfgrelsen af
Det Oblique Udvidelsesprincip.

4.3 Det Oblique Udvidelsesprincip

I dette afsnit bevises Det Oblique Udvidelsesprincip, som giver en konstruktion
af tight multiwaveletframes for L?(RR). De to udvidelsesprincipper er sekvivalen-
te, men indfgrelsen af #-funktionen i Det Oblique Udvidelsesprincip viser sig at
have stor betydning i forhold til de begraensninger, som vi betragtede i Afsnit
4.2.1.

Hovedsatning 4.3.1 (Det Oblique Udvidelsesprincip)
Lad {4y, H;}"_, veere givet som i Det Generelle Setup og antag, at der eksisterer
en streng positiv funktion § € L>(T) séledes, at

lim () = 1. (4.3.1)

Antag yderligere, at

S — [ 6(y), hvisv=0,
Ho(v)Ho(y 4+ v)0(27) + ZHZ VHi(y+v) = { 0(7) h&z Z _ 1 (43.2)
=1 ’ 2

S4 udgor systemet {DI Ty} kez1=1...n en tight frame for L?(R) med greense
1.

Bemaerk, at 6 er en reel funktion.

Bevis:

Ideen i beviset er at anvende Det Uniteere Udvidelsesprincip pa funktionerne v
og Ho, ..., Hy,, der konstrueres udfra 1o, og Ho,..., H,. Derved fremkommer
generatorerne 1, ..., 1, som kan vises at svare til funktionerne 1, ...,%,.

Beviset er inddelt i fire punkter. I det fgrste punkt introduceres QZJO og Hy, ..., H,.
I punkt 2 vises det, at betingelserne fra Det Generelle Setup er opfyldt for 150 og
Hy, ..., H,.Ipunkt 3 vises det, at H (v )H (7) = I. Tilsidst anvendes i punkt
4 Det Unltaere Udvidelsesprincip pa {1, Hl}l s 0g det indses, at iy = ;.

1. Som udgangspunkt antages det, at betingelserne i Det Oblique Udvidel-
sesprincip er opfyldt.
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Nu defineres funktionen vy € L?(R):

= VO0(7)do (7). (4.3.3)

Yderligere defineres de 1-periodiske funktioner Hy, ..., H, ved

2. I dette punkt vises, at kravene i Det Generelle Setup er opfyldt.

Forst vises, at ¥y og Hy opfylder ligning (4.1.1) i Det Generelle Setup. Vi
har, at

Jo(2y) = VBY)0(2) = VBY) Ho(1)d0()
idet 1o opfylder ligning (4.1.1). Ved brug af (4.3.3) har vi, at
bo(27) =
Ved anvendelse af (4.3.4) har vi den gnskede skaleringsligning:

1/30(2’7) = ﬁO(V)J/o(”Y)-
Vi har ogsa, at ligning (4.1.2) er opfyldt, idet

hm @/}0 = hm (/0 1/)0

3. I dette punkt vises, at H*(y)H(y) = I». Forst vises det, at diagonal-
indgangene i H*H er lig med 1. Dette gores ved at mdbaette Hy,...,H,
fra ligning (4.3.4) i ligning (4.3.2), hvor v = 0:

0(v) = [Ho()[*6(2y) + > |Hi(7)?

=1

= 0()[Ho()|* +6(y Z\Hl

= 9(7)Z|ﬁz(v)lz-
=0

Dette giver, at
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Dermed har vi ogsé, at Hy, ..., H, € L>(T), hvilket ogsé er et krav fra
Det Generelle Setup.

Nu vises, at de to resterende indgange i H*(y)H () er lig med 0. Idet 0
per konstruktion er en 1-periodisk funktion, sd har vi ved anvendelse af
(4.3.4), at

> B Ay +1/2)
=0
= 58 o) 9;2((”:11/22)”%@ £1/2)
1 -
+\/ \/9v+1/2 Z Y Hi(y +1/2)
1

0(v)0(v +1/2)

x (027 Ho () Ho (5 + 172) £ Hiy) (NH(y+172))
=1
= 0,

idet sidste lighed opnéas ved brug af (4.3.2) med v = 1/2.

. Nu kan vi anvende Det Unitaere Udvidelsesprincip pa {1@, ﬁl}?zo ved at

definere 1[)1, ey 1/;,“ som

W(29) = (M), 1=1,....n.

Saledes har vi, at {Dkaz/;l}j’keZ’l:LMn udggr en tight frame for L?(R)
med greense 1.

Tilsidst bemeerkes det, at ¢, = 1@ forl=1,...,n, idet
hi(2y) = Hi(y)do(7)
V() Hi(v)

= 12)1(2’7)’
hvorved vi har, at {D7Ty;}; kezi=1,..n er tight frame for L2(R).

Det ses, at Det Uniteere Udvidelsesprincip fremkommer, nar vi i Det Oblique
Udvidelsesprincip veelger 6 = 1. Beviset for Det Oblique Udvidelsesprincip viser,
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at man udfra de to udvidelsesprincipper kan konstruere de samme multiwave-
letframes.

4.3.1 Fordele ved Det Oblique Udvidelsesprincip

Der er visse konstruktioner, som ikke vil veere oplagte via Det Unitaere Udvi-
delsesprincip. Dette skyldes, at man i Det Uniteere Udvidelsesprincip skal tage
udgangspunkt i funktioner pa formen

Do) = VI o), Hi(y) = ,/ﬁﬂm

hvis man gnsker at konstruere de samme frames som med Det Oblique Udvi-
delsesprincip.

Betragt eksempelvis en skaleringsfunktion ¥y med kompakt stgtte og antag,
at 0 og Hy,...,H, er trigonometriske polynomier, som opfylder Det Oblique
Udvidelsesprincip. Ligning (4.1.3) giver da, at

D(2y) = Hi(Y)dolv)

N

= Z cr 12 1o (v)

k=1

hvor N € N. Dermed har vi, at

N

Yi(27) =D era(T-xto)(7),

k=1
som har kompakt stgtte, da 1y har kompakt statte.

Hvis de samme generatorer skal konstrueres ved hjeelp af Det Unitaere Udvidel-
sesprincip, s& skal vi tage udgangspunkt i skaleringsfunktionen

vo(v) = VO (7).

Beviset for Det Oblique Udvidelsesprincip viser si, at ¢ = ;. Da 6 er 27-
periodisk, s& er V0 2r-periodisk, og dermed kan vi udvikle denne efter basen
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{e?™k7Y, 7, hvorved vi har, at

Do) = VIMo()
= ) dee® ()

kEZ

= (]: > dkT—W)o) (7)-

keZ

Dermed har vi, at

Yo=Y diT k.

keZ

Da vi ikke ved, om der kun er endeligt mange koefficienterne d, der er forskellige
fra nul, s& har 1y ikke ngdvendigvis kompakt stgtte. Dermed ses det, at vi via
Det Uniteere Udvidelsesprincip kan konstruere generatorer med kompakt stgtte
udfra en skaleringsfunktion, der ikke ngdvendigvis har kompakt stgtte.

Det vil sige, at konstruktionen af generatorer, der har kompakt stgtte, i nogle
tilfzelde ikke vil veere oplagt med Det Uniteere Udvidelsesprincip, men derimod
forekommer naturligt ved Det Oblique Udvidelsesprincip.

En anden betragtning er, at betingelsen H*(y)H(vy) = Iz i Det Uniteere Udvi-
delsesprincip er erstattet af

n

- {00y, hvisv=0,
Ho()Holy + 00(29) + > () iy + ) = { AN
=1 ) 27

i Det Oblique Udvidelsesprincip. Dette giver specielt for v = 0, at
D _IH()IP = 6(7) — [Ho(7)[*6(27). (4:3.5)
1=1

Hvis dette sammenlignes med (4.2.16), ses det, at valget af  har indflydelse
pa antallet af vanishing moments af generatorerne. Friheden i valget af 6 giver
saledes en stgrre fleksibilitet ved Det Oblique Udvidelsesprincip.

4.4 Antal generatorer

I dette afsnit vises korollarer til henholdsvis Det Uniteere og Det Oblique Udvi-
delsesprincip. Disse viser, hvordan vi kan konstruere waveletframes med ned til
én generator. Beregningsmaessigt er det hensigtsmeessigt at have f& generatorer
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i en multiwaveletframe. Dog giver feerre generatorer mindre fleksibilitet, hvilket
fremgar af de krav, der stilles i korollarerne.

I Det Oblique Udvidelsesprincip skal man veelge 6 og Hy, . .., H,, sa disse opfyl-
der (4.3.2). T det fplgende korollar til Det Oblique Udvidelsesprincip stilles der
yderligere krav til €, hvilket medfgrer, at man udfra et valg af 6 kan konstruere
H,,..., H,. Ligeledes giver korollaret, at man kan fa ned til to generatorer.

Korollar 4.4.1
Lad o og Hp veere givet som i Det Generelle Setup. Lad 0 € L*>(T) veere en
streng positiv funktion séledes, at

n(y) = 0(7) — 0(2y) (|Ho(7)* + [Ho(v +1/2)[?) (4.4.1)
er positiv, og
lim 6() = 1.

Veelg et n > 2, hvor n € Z, og lad {G;}}_, vaere trigonomiske polynomier,
hvorom der geelder, at

NG =1 og Y GG +1/2) =0. (4.4.2)
=2 =2

Lad yderligere p og o vaere 1-periodiske funktioner, som opfylder, at

(NP =6(7) og |o()> =n(y). (4.4.3)

Definer funktionerne Hy, ..., H, ved

Hi(y) =™ p2y)Ho(y +1/2) og Hi(y):=Gi(y)a(y), 1=2,...,n.
(4.4.4)
Sé& genererer funktionerne 1y, ..., 1,, givet ved ligning (4.1.3) i Det Generelle
Setup, en tight frame {D’ Ty} kezi=1,...n for L*(R) med greense 1.

Bevis:

Ideen i beviset er at vise, at funktionerne {¢;, H;}" , og 6 opfylder betingel-
serne i Det Oblique Udvidelsesprincip, hvorefter denne sastning anvendes til
konstruktion af en frame.

Vi har som udgangspunkt, at funktionerne {¢;, H;}}, per konstruktion opfyl-
der betingelserne i Det Generelle Setup, og at funktionen 6 € L*°(T) opfylder
(4.3.1). Derfor mangler vi blot at vise, at ligning (4.3.2) er opfyldt.
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1. T dette punkt vises, at (4.3.2) er opfyldt for » = 0. Her anvendes ligning
(4.4.4):

[Ho)Po(21) + 3 i)

= [Ho(v)I0(27) + |p(27)*| Ho(y +1/2) |2+Z\Gz WPlo(nP*.
=2

Hernaest indseettes udtrykkene fra (4.4.2) og (4.4.3), s& vi far, at

|Ho(v)[?0(27) + > [Hi(7)?
=1

= [Ho()[?0(2v) + 0(27)| Ho(v + 1/2)* + n(v).
Nu indseettes ligning (4.4.1), og vi far, at
[Ho(1)[P0(27) + Y [Hi(7)[* = 6(7),
=1
som viser, at ligning (4.3.2) er opfyldt for v = 0.

2. Nu undersgges tilsvarende om (4.3.2) er opfyldt for v = 1/2. Igen anvendes
(4.4.4):

Ho () Ho(y +1/2)6(27) +ZH1 VHi(y +1/2)
=1

= Ho(7)Ho(y + 1/2)0(2v)
+62™ p(2y) Ho(y + 1/2)e 2012 p(2(y + 1/2)) Ho (7 + 1)

+ZGl NGi(y + 1/2)0(v + 1/2).

Nu ggr vi brug af, at p og Hy er 1-periodiske funktioner og anvender
(4.4.2).

Ho(v)Ho(y + 1/2)6(27) +ZHZ VH (v +1/2)
=1

= Ho(v)Ho(y +1/2)6(27) — |p(27)[*Ho(v)Ho(y + 1/2).

Ved hjeelp af ligning (4.4.3) har vi s& det gnskede resultat:

Ho(v)Ho(y +1/2)0 ZHZ JHi(y +1/2) =0.
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Da kravene for brugen af Det Oblique Udvidelsesprincip er opfyldt, har vi ved
anvendelse af dette, at funktionerne {DTjth; }; kez.i=1,...» udger en tight frame
for L?(R) med graense 1. [ |

Bemzeerk, at hvis 6 og n er positive trigonometriske polynomier pa formen

N
ka cos(2mkx), fr €R,

k=0

sd kan p og o bestemmes ved hjelp af spektralfaktorisering, jeevnfor [Dau92, s.
172].

Det naeste korollar til Det Oblique Udvidelsesprincip giver betingelser for, hvor-
dan vi kan konstruere en tight multiwaveletframe med praecis to generatorer.

Korollar 4.4.2
Lad g og Hy veere givet som i Det Generelle Setup. Lad 6 € L (T) veere en
strengt positiv funktion saledes, at

() = 0(y) = 0(2y) ([Ho(v)|* + | Ho(v + 1/2)?)
er positiv, og
lim 0(~) = 1.
y—0
Lad yderligere p og o veere 1-periodiske funktioner, som opfylder, at

(NP =06(7) og |o()I* =n(v).

Definer funktionerne H, og Ho ved
Hi(v) = €™ p(2y)Ho(v +1/2) og Ha(y) = Ho(7)a(27).

Sé& genererer funktionerne 11 og 1o, givet ved ligning (4.1.3) i Det Generelle
Setup, en tight frame {Dka’ll)l}j7k€Z7l:172 for L*(R) med greense 1.

Beviset for dette korollar svarer til beviset for Korollar 4.4.1, hvor funktionen 6
blot erstattes af funktionen 6 — 7.

I det tilfeelde, hvor vi gnsker en tight frame med kun en enkelt generator, mé
vi stille strengere krav end ovenfor. Dette udtrykkes i det fglgende korollar til
Det Uniteere Udvidelsesprincip.

Korollar 4.4.3
Lad v € L*(R), og lad Hy veere et trigonometrisk polynomium, der opfylder

[Ho(y)? + | Ho(y +1/2)]* =1, (4.4.5)
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0g
Hy(0) = 1. (4.4.6)

Lad skaleringsfunktionen veere defineret ved
do(y) = [[ Ho(277), (4.4.7)
j=1

og definer yderligere Hy ved
Hi(v) = Ho(y + 1/2)e” ™7,

Sé& genererer 11, givet ved ligning (4.1.3) i Det Generelle Setup, en tight frame
{DiTy1p1}j kez for L*(R) med greense 1.

Bevis:

Ideen i beviset er at anvende Det Uniteere Udvidelsesprincip. For at kunne
anvende dette skal vi fgrst have, at Det Generelle Setup er opfyldt. Vi har, at
o € L2(R), og at Ho(y) € L>=(T), idet Hy er et trigonometrisk polynomium.

Vi undersgger nu ved hjeelp af (4.4.7), om skaleringsligningen fra Det Generelle
Setup er opfyldt:

Ho()o(y) = Ho(v)HHo(ij)

Ho(2777)

I
.zg

<
Il
o

Ho(277%1)

TR
ST

0(27).

Yderligere har vi ved hjelp af (4.4.6) og (4.4.7), at

Wlig})ﬂ;o(ﬂ = H Hy(0) = 1.
j=1

Vi undersgger nu, om H*(v)H () = I. Vi har, at

H Ho(y +1/2
wo- (13 1)
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Vi har saledes, at

B () H(y) = ( [Ho()? + |H (7))

Ho(v)Ho(y +1/2) + Hy(y)Hi(y +1/2)

Ho(v)Ho(y +1/2) + Hi(v)Hi(y + 1/2)
|Ho(y +1/2)]* + [Hi(y +1/2)]?

Vi undersgger nu de fire indgange i matricen. Antagelse (4.4.5) giver, at

My = [Ho(y)]* +[Hi(y)]
= [Ho()* + [Ho(y + 1/2)e ™2
= [Ho()* +[Ho(y +1/2)?
1.

Pa tilsvarende made kan det vises, at M 2 = 1.

Da Hj er 1-periodisk og fra (4.4.5) har vi, at

=

1,2

)

= Ho(v)Ho(y+1/2) (V) Hi(y+1/2)

= Ho(y)Ho(y+1/2) + Ho(y + 1/2)e= 27V Hy(y + 1/2 + 1/2)e 270 71/2)

o(v)Ho(y +1/2) + Ho(y + 1/2)Ho(v)e™
( ) (

o(v)Ho(y +1/2) — Ho(y +1/2)Ho(7)

Il
S

1
S =

Pa tilsvarende made kan det vises, at My 1 = 0.

Hermed er alle forudsztninger for at anvende Det Uniteere Udvidelsesprincip
opfyldt. Vi har derfor, at {D7Ty)1} kez er en tight frame for L?(R) med greense
1. |

4.5 Delkonklusion

I dette kapitel har vi bevist de to udvidelsesprincipper: Det Unitere og Det
Oblique Udvidelsesprincip. Disse anvendes til at konstruere tight multiwavelet-
frames for L2(R), for hvilke de beregningsmaessige fordele fra multiskalaanalysen
er bibeholdt.
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Vi har set, hvordan Det Oblique Udvidelsesprincip er en teoretisk videreud-
vikling af Det Unitezere Udvidelsesprincip, som giver mere fleksibilitet i kon-
struktionen af multiwaveletframes. Det er blevet diskuteret, hvorledes antallet
af vanishing moments af generatorerne kan forbedres ved anvendelse af Det Ob-
lique Udvidelsesprincip fremfor Det Unitzere Udvidelsesprincip. Dette vil blive
eksemplificeret ved hjeelp af B-splines i Kapitel 6.

Yderligere er det blevet gennemgéaet, hvorledes man kan konstruere tight wavel-
etframes med et givet antal generatorer. Afslutningsvist viste vi, at man ved at
stille specielt strenge krav til skaleringsfunktionen kan man opné en waveletfra-
me med en enkelt generator.

I naeste kapitel behandler vi, hvordan seerlige krav til § kan sikre, at en tight
multiwaveletframe konstrueret ved hjelp af Det Oblique Udvidelsesprincip kan
opné en hgj approksimationsorden. Approksimationsordenen af en tight mul-
tiwaveletframe angiver, hvor preecist en given funktion kan rekonstrueres ved
hjelp af et endeligt antal koefficienter, hvilket er relevant i forhold til imple-
mentering.



Kapitel 5

Approksimationsorden

Kapitlet er baseret pa [DHRS03], [JZ95], [JP01] og [{BDRY94].

I dette kapitel tager vi udgangspunkt i tight multiwaveletframes, der er kon-
strueret ved hjalp af Det Oblique Udvidelsesprincip.

I Kapitel 4 viste vi via Det Oblique Udvidelsesprincip, hvad en funktion 6 skal
opfylde for, at vi kan konstruere tight waveletframes for L2(R). Vi kraever blot,
at (4.3.1) og (4.3.2) skal veere opfyldt.

Hvis vi gnsker specifikke egenskaber for waveletframen, er vi ngdt til at leegge
yderligere restriktioner pa 6. Dermed bliver maengden af potentielle valg af 6
mindre. En af disse egenskaber er stgrrelsen af approksimationsordenen, og vi
ser i dette kapitel, hvorledes valget af 6 har indflydelse pa, hvor hgj en approk-
simationsorden en given waveletframe kan opné.

I kapitlet introduceres fgrst en approksimationsoperator, hvorefter der gennem-
gas udvalgte egenskaber ved denne. Efterfglgende indfgres Sobolevrum, som
anvendes i den fglgende definition af approksimationsorden. I resten af kapitlet
gennemgas resultater om, hvor hgj en approksimationsorden en tight multiwa-
veletframe kan opné. Heriblandt vises en sammenhseng mellem en tight mul-
tiwaveletframes approksimationsorden og dens vanishings moments.
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5.1 Approksimationsoperator

I dette afsnit defineres approksimationsoperatoren, da denne anvendes i defi-
nitionen af approksimationsordenen af en tight multiwaveletframe. Der vises
desuden en rackke egenskaber ved denne operator, som vil blive anvendt senere
i kapitlet.

Forst defineres approksimationsoperatoren:

Definition 5.1.1 (Approksimationsoperator)
Lad der veere givet en tight frame for L?(R) pa formen {DI Ty }; kezi=1....n-
Approksimationsoperatoren Q; : L*(R) — L?(R), hvor J € Z, defineres ved

Qif=> Y > {,DTp) DTy, V[ € L*(R). (5.1.1)

I=1 j<J ke

Det ses, at approksimationsoperatoren approksimerer et givet f € L2(R) ved at
summere over et endeligt j i framerepraesentationen.

Det folgende lemma udtrykker @ ; ved hjzlp af Q.

Lemma 5.1.2
Lad {Dj Tethi } j.keZ,l=1,...n veere en tight frame med tilhgrende approksimations-
operator @ y. Sa geelder der, at

Qs =D’QyD™".

Bevis:
Omskrivninger af Q; f giver ved hjalp af Lemma A.0.5, at

Qif = D D3 (f, D' T) D' Tity

I=1j<J kel

= > 3N (DT DT T

=1 j<0 k€Z

= > > > (. D! D' Tiapy) D! D' Tiahy

=1 j<0 kEZ

= DY NN (D DT DI Ty

=1 j<0 keZ
= D'QyD7’}.
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Det fglgende lemma angiver et eksplicit udtryk for Fouriertransformen af @ ,
nar {DVTy Y} kezi=1,.. n er konstrueret ved hjeelp af Det Oblique Udvidelses-
princip.

Lemma 5.1.3
Lad {DiTyiy}jkezi=1,..n veere en tight frame for L*(R), der er konstrueret

ved hjaelp af Det Oblique Udvidelsesprincip. Antag, at ), ., [o(y + K)|? er
begraenset. Sa opfylder operatoren @ j, at

Qrf() =027 0277 Y f(y + 2 k)2~ 7y + k), ¥ f € LA(R)(5.1.2)

kEZ

Bevis:
Ideen i beviset er, at vi forst ﬁnder et udtryk for Q1 f- Qo f. Dette anvendes

til at bestemme et udtryk for QJf QJ 1f. I dette udtryk isoleres QJf, og
resultatet i lemmaet fas ved graenseveerdibetragtninger.

1. I dette punkt bestemmes et udtryk for le\f — Cj(:f .
Ved brug af (5.1.1) observeres det, at

DN (DI Teh) DI Ty

1=1 j<1keZ

=3NS {F DT DI Ty

=1 j<O0keZ

= >N (/. D i) DT,

=1 keZ

= > > T T

=1 k€Z

Qf —Qof

Vi anvender nu Fouriertransformen pa ovenstaende lighed, og der ggres
brug af Plancherels formel samt kommutatorrelationerne fra Appendiks

A.
(@Qif —QuP)(Y) = (FQif — Quf))()

(]__Z": > Tk¢z>Tk¢l) )

=1 k€eZ

Z Z<5’:f, FLiht)(FTripi) ()

=1 k€eZ

Z Z<f7 E_ i) (E_xthr) (7).

=1 keZ
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Ved anvendelse af Poissons summationsformel, se [Gro01, s.15], har vi
saledes, at

(@1 = Qo)) = D" Fr + Byl + k() (5.1.3)
7

=1 ke

Betragt nu 6, der opfylder betingelserne i Det Oblique Udvidelsesprincip,
og definer

0p:=0 og 0,:=1, for [=1,...,n. (5.1.4)

S& opnés udfra (5.1.3) folgende lighed

(@f = QN = DS FOr+ky(y + k)ydi(y)
=1 keZ

= S0 Fov + k)ydu(y + k) ()
=0

kEZ

)
—0(7) > F(v + k)ho(v + k)do(y).  (5.1.5)

kEZ

Nu betragtes (x)-leddet fra (5.1.5). I denne betragtning bruges det, at v,
opfylder en skaleringsligning, se (4.1.3):

Ydermere defineres

¢() =3 F2( + K)oy + ).
kEZ

Vi har dermed, at (x)-leddet fra (5.1.5) kan omskrives som fplgende:

Y f+ Ry + k)
kEZ
= Sy 2k)di(y +2k) + S Fy + 2k + Dby + 2k + 1)
kez kez
= Y S v+ 26y + v+ 2k)
ve{0,1} kEZ

= Y Y frtv+2mi, <¥+k)¢o (7;”+k).

ve{0,1} kEZ
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Da Hj er en 1-periodisk funktion har vi yderligere, at

Y fr+k)diy+ k)

kEZ

= Y HO2+v/2)Y fRO/2+v/2+ k)do(v/2+v/2+ k)

ve{0,1} keZ

= X HGRE /24 )

vef{0,1}

— Y HGERT G2+ ). (5.0.7)
ve{0,5}

Nu indseettes (5.1.7) i (5.1.5), og skaleringsligningen (5.1.6) anvendes:

@?f Qo) ()
-~ Zel ) > FOy+ kydi(y + k)i ()

= Y aw) Y. HO/2ZFvEN/2+v)hi()
=0 vef{0,3}
—0(y) Y f(y + k)dho(y + K)o (7)

keZ

= > 60(v) D, HO/2+v)EN/2+v)Hi(v/2)do(v/2)
= ve{0,3}
—0(v) > Flv + k)b (v + K)o (v)

kEZ

= o(v/2) Y. &(v/2+v) Z (N H(v/2) Hi(v/2 + v)

vef{0,3}

(%)
Z (v + K)o (y + K)o (7). (5.1.8)
ke

Nu betragtes (x)-leddet i (5.1.8), og det anvendes, at vi per antagelse
har, at {Dkawl }ikezi=1,..n €r en tight frame konstrueret ved hjzlp af
Det Oblique Udvidelsesprincip. Derfor kan (x)-leddet ved brug af (4.3.2)
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skrives som:

n

D0 Hi(v/2)Hi(v/2 +v)

=0

= 6o(y)Ho(v/2)Ho(7/2+v) +Zel VHi(v/2)Hi(v/2 +v)

= 0(7)Ho(y/2)Ho(v/2+v) + ZHZ(V/Q)W
=1
0(v/2), hvisv =0,
N { o 3 hvis v = 1/2, (5.1.9)

hvor antagelse (5.1.4) er anvendt. Nu indseettes (5.1.9) i (5.1.8), og (5.1.4)
anvendes igen:

@B‘ Qof)(7)
= do(1/2) D mmwz V(Y Hi(v/2)Hi(7/2 + v)
=0

ve{0, 2}

—0(7) Y (v + k)do(y + k)do()

kEZ
= o(1/2)6(v/2)6(v/2)
—0(y) Y F(v + k)vho (v + B)dho(7)

kEZ

= do(v/2) Y F(2(3/2+ k)do(v/2 + k)8(7/2)

kEZ

=0(7) D F (v + k)do(y + K)o ()

kEZ

= d0(7/2) Y (Toar ) () (T-21b0) (7/2)6(~/2)

kEZ

—6(7) D (T ) () (T-kb0) (7)o (7)- (5.1.10)

kEZ

Dermed har vi et udtryk for le\f — Cj(:f .

2. Lemma 5.1.2 anvendes nu til at bestemme et eksplicit udtryk for C,j:]\f -
Qy_1f for alle J € Z.
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Qif=Quxf = F(Quf-Qs)

I
9

DJQOD Jf DJ 1@ D~ J+1f)

I
9

|
9

(
(
(DJ 'DQyD~'D~7*+ f — D7-1QuD~ J+1f)
(DJ 1O, D=7+ f — DI1QyD~ J+1f>

(

- 7(D7 Q- J“f))
- D- J+1( (@1 — Qo)(D J+1f))_

Nu anvendes resultatet (5.1.10) fra punkt 1 pa funktionen D~/*1f og
der ggres brug af kommutatorrelationerne fra Appendiks A saledes, at

(Quf = Qi H()
- D J+1< (7/2)Z(T,Qk}'D—Jﬂf)(y)me(W?)

kEZ

—0(y) Y _(T-xFD~7F1f)(7) (T—ktﬁo)(v)iﬁo(v)>

keZ

- D~ J+1< 0(7/2) S (T D=1 ) (3)(T—ax800) (1/2)01(7/2)

kEZ

—0(7) > (T-x D FY(n)(T-xtbo) (7)o (v))

keZ

_ D J+1< (7/2)Z(Dj_lT,ngf)('y)me(W/?)

kEZ

—0(7) Z(D‘]1T_2J1kf)(v)(T—k¢o)(v)7ﬁo(7)>

keZ

- D J+l< (7/2)Z(DJ_lf)('y+2Jk)m9(7/2)

kEZ

—0(7) > (DT ) (v + 27 kYo (v + k)?ﬁo(ﬁ))

kEZ
= Yo7 Y f(v+2 k)27 Ty + k)27 )

keZ

=027 Y f(y + 27 k) o277y + k) (277 15.1.11)
kEZ
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Dermed har vi et udtryk for Cj;\f — Q/]: f.

. I dette punkt bestemmes et udtryk for Cj;\f .

Betragt K € Z, hvorom der gelder, at K < J. S& har vi, at

Qrf—Qxf=Qif—Qraf+Qrif—. . —Qriif+Qrsrf — Quf.

Hvis (5.1.11) anvendes pa leddene, sa har vi, at

Qi QN = D Fy+2 ko (27 + k)do(277)0(27)

keZ

=Y F(r 4+ 25 k)02 Ky + k)do(2 7K 7)0(27 K ),
kEZ

hvorved det haves, at

Qif() = Qxfly Z FOr + 25k) o (2K + k)do (2K 7)0(2 K 7)
ke

()

+> for+ 27 Vo (27 + k) o (277 )02 ). (5.1.12)
keZ

Vi skal nu vise, at (x)-leddet i (5.1.12) gir mod 0 for K — —oo, hvorved
lemmaet vil veere vist. Det vil sige, at vi betragter nedenstaende graense-
veerdi:

im (Qx7 () = 3+ 2R+ K27 10(2757)).
€
(5.1.13)
I de fglgende to punkter viser vi, at de to led i (5.1.13) hver for sig gar
mod 0 for K — —ooc.

. Vi betragter i dette punkt det forste led i (5.1.13).

Vi gor brug af Plancherels formel og af Lemma 2.2.10:
lRxf1? = lQx/fI?

| Y DJTWDJ’TWZHQ

=1 j<K keZ

S35 DT

1=1 j<K keZ
= A(K).
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Da {DiTyii};kezi=1,...n per antagelse er konstrueret ved hjelp af Det
Oblique Udvidelsesprincip, sa har vi antagelserne i Det Unitzere Udvidelses-
princip opfyldt. Dermed er forudseetningerne for at bruge (4.2.14) i bevi-
set for Det Unitaere Udvidelsesprincip opfyldt. Det vil sige, at der for alle
m < K gelder, at

n K-1
ST DETo) 2 =3 [ D Tiwo)|* + 303 ST DT |
keZ kEZ =1 j=m k€Z

()

Hvis vi lader m — —oo i denne lighed og isolerer (x)-leddet, s& har vi en
sum pa samme form som A(K):

n K-1

A) = tim 3733 [( DT

=1 j=m keZ

= lim (Z‘(f,DKTk%>‘2_Z’(f,DmTk¢0>|2>

m——o0
kEZ keZ

= ST, DX Tiyo)|”

kEZ

; (5.1.14)

hvor der i det sidste lighedstegn er gjort brug af (4.2.15) fra beviset for
Det Unitaere Udvidelsesprincip.

Lad nu K — —oo i (5.1.14) og brug igen (4.2.15) fra beviset for Det
Unitaere Udvidelsesprincip. Dermed har vi, at

. T K 2 _
KgrgooA(K>—Kgrgmk€§;<f,D Tyiho)|* =0, (5.1.15)

hvorved det er vist, at det forste led i (5.1.13) gar mod 0 for K — —oo0.
5. T dette punkt betragtes graenseveerdien af det andet led i (5.1.13), det vil

sige:

tim 7 f(y +25k) g2~ Ky + k)io(2K9)0(27 ).
kEZ

K

Forst defineres 1 ved

120 = V0ijo. (5.1.16)

Det bemszerkes, at vi fra beviset for Det Olique Udvidelsesprincip har,
at Uy opfylder betingelserne til skaleringsfunktionen i Det Unitaere Udvi-
delsesprincip. Dermed kan vi anvende beregningerne fra beviset for Det
Uniteere Udvidelsesprincip med 1[)0 som skaleringsfunktion.
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Da .. [o(y + k)|? er begraenset, s er Y okez 4o (v + k)|? begreenset,
da 6 € L°°(T). Dermed er {Tklzo}kez en framefglge, jeevnfor Seetning
2.2.4. Da QK er en uniter operator, s har vi, jeevnfgr Lemma 2.2.13,
at {DE T 1o }rez er en framefglge. Dermed giver Lemma 2.2.10 fglgende
vurdering:

H > DKTHE@DKTMLOHQ < 3" 1(f, DX Tuado) . (5.1.17)

kEZ kEZ

Idéen er nu, at vi anvender F pa ), ., (f, DKTH;())DKTMZO, ogda F er en
unitaer operator, bibeholdes ovenstaende vurdering. Vi omskriver fgrst ved
hjeelp af kommutatorrelationerne fra Appendiks A og Plancherels formel:

S, DX Tapo) DX by = DS (D™ f, Tiaho) Tio

k€EeZ keZ
= DX (FD X, FTitho) Tutho
kEZ
= DX (DX}, E o) Titho.
keZ

Nu anvendes F pa ovenstaende lighed, og i beregningerne ggres der brug
af Poissons summationsformel, se [Gré01, s.15].

Fz<fa D" Tyapo) DX Tyt

kez

— FDX Z(DKf, E_11b0) Trtbo
kez

— DK Z<DKf, E7k1/~10>E—k7/~10
kez

= KZT (DX f) 1/J0)¢
kez

— D—KZ(T_kDKf)(T—kJO)lzo
kEZ

= DK S (DRT g f) (T o) .

keZ
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Dette giver ved anvendelse af (5.1.16), at

(fz<f, DKTk%/MJo>DKTk%/~/o) ()

=
- D0 2 kYol + ko )

= DK %%(DK]EM + 25 K)\/0(y + K)o (v + k)\V/0(7)dho (7)

- I;f(er?Kk) (2= Ky + k)ibo(2- K7+k)\/ﬁ¢o(2_ 7)
— kéf(w2Kk)m0(2‘Kv)1ﬁo(2‘K7)7 (5.1.18)

hvor det er brugt, at 6 er 1-periodisk og reel. Vi bemaerker, at (5.1.18) er
lig med det sidste led i (5.1.13).

Ved brug af vurderingen i (5.1.17) og Plancherels formel, s& haves det, at

|3 f+ o=y v mpe oz )| < 210, DX Tid)?

keZ keZ

Lad nu K — —oo, hvilket ved brug af (4.2.15) giver, at

lim Y |(f, DX Tieo)* = 0 (5.1.19)
K——o0 ez

Dermed er det vist, at (x)-leddet i (5.1.12) gar mod 0 for K — —oo.

5.2 Sobolevrum

I arbejdet med approksimationsorden for frames far vi brug for funktioner, hvis
Fouriertransformerede har et vist henfald. Et sddant henfald kan sikres, hvis
funktionerne tilhgrer et givet Sobolevrum, hvorfor disse indfgres i dette afsnit.

Definition 5.2.1 (Det inhomogene Sobolevrum)
Lad m € N. Si defineres det inhomogene Sobolevrum ved

Won(®) = {7 R = | [ 1i@PA+hPma <o),
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hvor normen af f € W', ;... (R) er givet ved

oo

Slmaanson = ([ 1F )P+ RPma) (5.2.1)

—00

Nu betragtes normen (5.2.1), hvor Plancherels formel anvendes:

IFP+ [y P)™dy

9]
|f‘%’z,2,inhom
9]

-/
~ [P+ R
/ .

1) 2y + / FO) PRy

— 00 — 00

1912+ [ 1fPhPra, (5:22)

—0o0

()

hvor (1 + |y]?>)™ ~ 1 + |y|*™ er en konsekvens af, at alle normer pa R? er
akvivalente. Vi bemerker, at hvis f € Wi, (R), sa tilhgrer f automatisk
I*(R).

Ovenstaende lighed giver motivation for at definere Det homogene Sobolevrum
ved hjalp af (x)-leddet i (5.2.2):

Definition 5.2.2 (Det homogene Sobolevrum)
Lad f eém > 0. Sa defineres det homogene Sobolevrum som

wr® = {re2@| [ 1F0)PREmar <o),
hvor normen af f € W3*(R) er givet ved

flma = ([ 1@RREm) " (523

—0o0

Det haves saledes udfra (5.2.2) og (5.2.3), at

|f|$n,2,inhom = |l fI*+ |f‘%z,2- (5.2.4)
I det folgende arbejdes der med funktioner f € WJ*(R), hvor den tilhgrende
norm er |f|2, ,. Vi far brug for funktioner i W3"(R) fremfor Wy mhom (R), nar vi

viser Lemma 5.3.2.
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5.3 Approksimationsorden

I dette afsnit introduceres approksimationsordenen af en tight multiwaveletfra-
me. Ydermere vises det, hvorledes dennes approksimationsorden kan bestemmes.

Definition 5.3.1 (Approksimationsorden)

Lad der veere givet en tight frame {DI Ty} kez1=1....n med tilhgrende ap-
proksimationsoperator Q ;. Lad {DI Ty }; kez,i=1....n veere konstrueret udfra
en framemultiskalaanalyse med skaleringsfunktion 1 og tilhgrende rum V;. Sa
defineres folgende:

(i) o giver approksimationsorden my, hvis der for hvert f € W3 gelder, at

min {||f —g|/|g € Vs} =0@277™), for J— oo

(i) {DITyp1}j ez i=1,..n har approksimationsorden my, hvis der for hvert
fewy" gelder, at

If=Qsfll = 0(27‘]7”1), for J — oo.

Hvis { DTy} j kezi=1,... n €r en ortonormal basis for L?(R), s& vil Q5 vaere den
ortogonale projektion pa rummet V. I dette tilfeelde vil der geelde, at mg = my,
da minimumsafstanden altid er den ortogonale afstand. Ligheden mqo = my
geelder dog ikke ngdvendigvis for frames, da @ ; her ikke ngdvendigvis beskri-
ver en ortogonal projektion. For frames mé der dermed geelde, at m; < my.
Det vil sige, at approksimationsordenen af en tight frame aldrig kan overstige
approksimationsordenen givet af den tilhgrende skaleringsfunktion.

Jeevnfgr Definition 5.3.1 giver fglgende Lemma en sekvivalent betingelse til be-
stemmelse af en tight multiwaveletframes approksimationsorden.

Lemma 5.3.2

Lad {D7Tyt)}j kez1=1,....n veere en tight frame med tilhorende approksimations-
operator @ y. Sé er fplgende punkter kvivalente:

@) If = Qufl <C277™"|flpm2, VfeWS, for J— oo

(ii) lg — Qogll < Clglm2, Vg€ Ws"

Bemeerk, at konstanten C' ikke har samme veerdi i (i)og (if) .
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Bevis:
Forst vises, at (i) = (ii), s& vi tager udgangspunkt i
If = Qufl < C27" | flma, YFEWS', for J— oo (5.3.1)
Vi betragter forst venstresiden. Fra Lemma 5.1.2 har vi, at Q; = D7QyD 7,
hvilket giver, at
If =Qsfll=lf =D’QuD~"fl|.

Ved substitution med D=7 f = g, hvor g € W3", og ved anvendelse af, at D7 er
en uniteer operator, jeevnfor Lemma A.0.3, far vi yderligere, at

If—Qsfll ID7g — D’ Qug]|
= |lg — Qogll-

Nu betragter vi hgjresiden i (5.3.1). Ved samme substitution f = D”g som pa
venstresiden, far vi, at

C2’Jm|f\m,2 = CQ*Jm|DJg|m,2

= ¢2Im </OO |7|2m|]:(DJ9)(V)|2d7>1/2

— 00

) 1/2
= e ([T ppmip i P

— 00

00 1/2
= e ([ e P

—00

00 1/2
= e ([ arean)

) 1/2
= e ([T e ay)

— 00

= C|g|m,2-
Bemaerk, at C aendrer veerdi i sidste lighed. Dermed har vi vist, at (i)= (ii).

Implikationen (ii) = (i) fplger umiddelbart. [

Den fglgende seetning stiller nogle krav til skaleringsfunktionen, der sikrer, at
en given tight multiwaveletframe opnar en bestemt approksimationsorden.

Saetning 5.3.3
Lad {D7Ty}j kezi=1... n veere en tight frame, der er konstrueret ved hjeelp af
Det Oblique Udvidelsesprincip, og lad ¢ € L*(R). Antag, at

Qof(M) =D fOr+ k(v +k)do(v), V[ eL*R), (5.3.2)

keZ
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og antag yderligere, at { og 3 ez [0 (v + k)|? er begraensede. Hvis der geelder,
at

(i) Yipolbo(y +B)? =O(W*™), for v —0,

(i) 1= C()o() = O(ly|™), for ~—0,
s har { DI Ty }ikez,i=1,..n approksimationsorden m.

Bevis:
Ideen i beviset er at vise, at

If = Qofll < Clflma2, V[feWs,

hvilket ved brug af Lemma 5.3.2 er &kvivalent med, at

g — Qugll < C277™|glma, Vge WS, for J— oo

Lad f € WJ*. Ved anvendelse af Plancherels formel og ligning (5.3.2) har vi, at

If = QofIP = 11Quf ~ I
N = N “ 2
=[S ia+nia R0 - fo)f ¢
= > [ S for e ko R+ ) - o+ )| dy
sz’ ~1/2 ez
1/2 R 2
= / S| Fr+ WG+ Rdoy + ) = Fly+9)|

/2 5e7 kez

1/2 . _ A .

-/ [‘Zf(v+k)4(v+k)¢o(v)—f(v)’z

—1/2 kEZ
+Z’va+k (v + k)dho(y + s) — f(7+8)’2 dy

s#0 keZ
1/2
-

+Z’Zf Y+ E)EC +R)do(y+5) — F(v+ )

s#0 keZ

f()

‘ 2

(C¥o() = 1) + 3 F 3+ WG + R ()
k0

2
’ dry.
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Dette kan vurderes opad pa fglgende vis:

1/2 .
- Qi < [ 2[f(v)|2

—1/2

| 7+ B+ R

k0

+zﬂ§:fv+k (v + k)do(v + 5)

s#0 keZ

+Y 1f v+ 9P| dy
s7#£0

’ 2

(5.3.3)

Vi betragter nu de fire led i integranten hver for sig. Bemeerk i det folgende, at C'
sendrer veerdi gennem udregningerne. Bemeerk ydermere, at antagelse (1) og (i) i
seetningen geelder for y € [—1/2,1/2], da ¢ og Yoy [o(y+k)|? er begransede.

1. Ved brug af antagelse (ii)i lemmaet, har vi, at

P e ~ 1] < clfPhP

2. Betragt nu
2
> For+ B+ B)do)|
k#0

[ by Ry B+ R+ R ()
k£0

‘ 2

Ved anvendelse af Cauchy-Schwarzs ulighed far vi, at
. = 2
| S by K k4 R+ R ()
k#0

(S s

k0
. N . 1/2,2
>%g£w+k%uw+kW<w+m2www% |

< O+ EPTIf (v + R
k20

hvor sidste ulighed er opnaet ved p-reekke-test, jeevnfor [Wad00, s. 160],
og det er anvendt, at { og g er begreensede.
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3. Ved antagelse (i)i lemmaet har vi, at

IN

‘ 2

Z’Zf 4+ k) + k)doly + )

s#0 keZ
S Fr+E)C(y+Ek) ‘ > oy + 5)?
kEZ s£0
| fa+ MEG+ R
kEZ
~ = A |2
Clfin + > For+ kG + )| P

k+#£0

Vi ggr nu brug af, at é er begrezenset. I andet led anvendes det, at der for
€ [-1/2,1/2] geelder, at |y|*™ < C.

IN

IN

Z’Zf (v + B)C(y + k)edo (v + 5)

s#0 k€Z

2C’f

’ 2

)| P 420 3 dv+ kG + R TP

k+#£0

AP + 0| X far+ kG0 (5.3.4)

k70

()

Ved samme fremgangsméde som i punkt 2 anvendt pa (x)-leddet i (5.3.4)

far vi, at

< O MPRP™ + 0 Iy + kP f (v + k)

Z‘Zf v+ k)¢ 7+k)1/10(7+5)2

s#0 k€Z

k0

4. Da der for s # 0, og v € [-1/2,1/2] geelder, at |y + s| > C, sa har vi, at

Slfv+9)P < Z|f7+8\|7+5|2m

s7#£0

s#O
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Vurderingerne fra punkt 1 til 4 indsaettes i (5.3.3), hvorved vi far en vurdering
opadtil:

1/2 R
-t < [ bf )P [Erdom 1| +| 32 Fer+ b6+ ko]
-1/ k0
£ 0| S Fr+ R Rdoty + 5|+ S+ )2
s#0 k€EZ s#£0
1/2
< C/ bf VAR + 37 oy + k2T f oy + )2
k#0
HEOPP™ + S Iy + K™y + k)2
k+£0

+ D 1f(+ )Py + 8P| d
s#0

Ved at laegge |f(7)[2v]|2™ til integranten pé hojresiden kan udtrykket vurderes
opadtil, s& vi far:

If = Qofl?

IN

1/2
s [ Sk + R

kEZ
e / 27 ) 2y
= C|f‘$n2

Ved hjalp af Lemma 5.3.2 har vi nu vist, at
If = Qsfll < C27™ | flmz, ¥ feWS", for J— oo,
hvilket er det samme som
If =Qufll=0@""™), vfews, for J-— oo

Dermed har vi vist, at {D?Tyt;};j kezi=1,...» har approksimationsorden m. M

Det fglgende lemma giver et resultat for den ortogonale projektion Py pa Vj.

Lemma 5.3.4
Lad vy € L*(R), og Vi = span {Txtp0} ey Anvend konventionen % = 0. Sa
gelder for den ortogonale projektion Py pa Vjy, at

— ez f(y + ko (y + k)
P, = ~
) = s ey + B

1[}0(7)7 Vf 6L2(R)
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Bevis:
Da F er en bijektiv operator pa L?(R), sa kan vi definere Py via Py = }LIJSO}',
hvorved

Py=FPyF L.

Dermed gzlder der for f € L2(R), at
Pof = FRF'Ff

= Fhf
Bt

Definer nu

D ke FOy+ k)do(y + k)

. , v L*(R).
Slborop T

Ap(7) =

Dermed skal vi vise, at
Pof = Apio, Y f e LA(R).

Ideen er forst at vise, at der eksisterer en veldefineret operator, O, der giver
ovenstaende lighed. Derefter vises det, at denne operator er lig Pp.

1. I dette punkt vises det, at Af@/AJO € L*(R).

I det fglgende ggres der brug af, at Ay er en 1-periodisk funktion, hvorved
vi har, at

1A £dol?

/_Oo | (7)o () [Pdy

1/2
S [ st G+ D

kEZ

1/2 X
[4 MﬂwPE:de+MFm

keZ
Zkez f('V + k)wo(v +k)
= do(y + k)|d
zﬁuz ez [Bo(r + R)2 %; T+ Ry

/1/2}va+kwm+k\ (X thutr+r)” ]

1/2

Ved brug af Cauchy-Schwarzs ulighed og Plancherels formel har vi yder-
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ligere, at
1501
1/2 R . . -1
S+ REY o+ RE( Y [oly + k)2 dy

-1/2 kez =/ kEZ
1/2

S 1 (y+k)Pdy

—1/2 ez

-/ T )Py

= II71I?

< oo,

IN

da f € L*(R). Dermed har vi, at Ay € L(R).

. Punkt 1 giver, at der eksisterer en veldefineret operator O : L*(R) —

L?(R) givet ved

Of = Af’(&o.

Da operatoren O er givet ved Ay, er den linezer. Fra udregningerne i punkt
1, har vi, at

lOAIl = 14540l < 11

hvorved O er begraenset.

. Vi mangler nu at vise, at O = ]30.

For den ortogonale projektion Py, se Definition A.0.7, geelder der, at
kf = f, for feW,
Pof = 0, for fe€ VOL.
Dermed méa der geelde, at
Pf = J for feF(W),
Pof = 0 for feF(Vgh),
hvor det er anvendt, at ]567 = ﬁo f .
For at vise, at O = ﬁo, skal vi altsa vise, at
Of = f for feFWy), (5.3.5)
Of = 0 for feFVh. (5.3.6)
Udtrykkene (5.3.5) og (5.3.6) vises i de fplgende punkter. Tilfseldet, hvor

fer (Vb), betragtes i punkt 4. I punkt 5 betragtes tilfseldet, hvor fe
F(VgH)
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4. T dette punkt viser vi, at O opfylder (5.3.5).

Vi betragter derfor rummet

F(Vo) = F (0w {Tio} e ) = 5930 {F Titbo} e, = SDATHE-rtlo bucz,

hvor anden lighed geelder, da F er en linezer operator.

For 3 .z l4bo(y + k)|? # 0 har vi per definition af O og Ay, ogda E_j er
en 1l-periodisk funktion, at

S ecz(E—ito)(y + K)dboly + k) -
> ke oy + k)2
> kez do(y + k)@/; (Yy+k) -
Srez [o(y + k)2
= E_x(7)do(y)
= (Eflﬂ&o)(w (5.3.7)

(OE—IH/A)O)("Y)

o ()

= E_ix(v)

o ()

for alle k € Z.
For Y, s [1ho (7 + k)|> = 0 har vi per definition af O og Ay, at
(OE_gtjo)(v) = 0. (5.3.8)

Da der for ), ., liho(y + k) |2 = 0 geelder, at 1ho(y + k) = 0 for alle k € Z,
s& har vi, at

(E_it0)(7) = (FTutoo)(7) = (Fapo) (v — k) = tho(y — k) = 0. (5.3.9)

Dermed har vi jeevnfor (5.3.8), at O afbilder nul ind i nul, nar ), ., |bo (v+
E)? = 0.

Fra (5.3.7) og (5.3.9) har vi, at O afbilder alle elementerne i {E_j10 }rez
ind i sig selv. Da O er lineser kan dette udvides til

Of=f, for [espan{E_wo}rez.

Vi har yderligere, at O er begrzenset, og dermed uniform kontinuert. Vi
kan derfor anvende [Ped00, s. 25], hvilket giver, at

Of =f, for fespan{E_itho}rez =F(Vo),
hvorved (5.3.5) er vist.
5. I dette punkt vises det, at O opfylder (5.3.6).

Derfor betragter vi rummet

F(Vgh) = (FVo)* = span {FTytho} ™ = span{E_zto} ™,
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hvor fgrste lighed geelder, da F er en uniteer operator, som derfor bevarer

ortogonalitet.
For f € F(V5-) ma der geelde, at
0 = (/B kw0>
— [RGB
- / Fo+ B +R B
2 kez
———
(%) Basis for L2([—1/2,1/2])

—k’te Fourierkoefficient til (x)
da E} er en 1-periodisk funktion. Da ), , fy+k)o(y + k) € L*(R), og
F er injektiv pa L'(T), s& mé der geelde, at >, F(y+k)o(y+ k) =0.

Det betyder per definition, at Ay = 0 for fe F(V4), og dermed har vi,
at

Of =0, for feF(V),
hvorved (5.3.6) er vist.

Jeevnfor [Ped00, s.51], sd haves det, at
L*(R) = FVo & (FVo) ™,
hvorved definitionen af O kan udvides til L?(R), da O er linezr. ]

I den folgende satning opstilles en sekvivalent betingelse til, at skaleringsfunk-
tionen giver approksimationsorden m.

Saetning 5.3.5

Lad der veere givet en tight frame {Dkawl}j,kGZ,l 1....n, som er konstrueret
udfra en framemultiskalaanalyse med skaleringsfunktion 1y og tilhgrende rum
V;. Antag, at 1y har kompakt stotte, at 1(0) # 0, og at Y okez [ibo(y + k)|? er
begraenset. Lad m € N. S& er folgende punkter sekvivalente:

(i) 1o giver approksimationsorden m.

(ii) Der geelder, at

> oy +EB)* =O0(™), for v —0.
k0
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Bevis:
Forst vises det, at (i) = (i).

Ideen er at vise, at
lf = Pofll < C|flma2, VY feWs. (5.3.10)
Dernaest anvendes Lemma 5.3.2, som giver, at (5.3.10) er sekvivalent med
If = Prfll < C277"|flm2, for VfeWs, J— —oo,

hvilket er det gnskede resultat, da den ortogonale afstand mellem f og V; svarer
til minimumsafstanden.

1. Lad f € W3". Forst defineres funktionerne f; og fa:

: [ f forze]l-1/2,1/2],
fri= { 0 ellers, (5.3.11)
;[0 forxze]-1/2,1/2]
foi= {  elloms. (5.3.12)
Saledes har vi, at
f=h+f og f=h+r.
da F er lineeer.
Ved brug af, at Py er lineszer og af trekantsuligheden, har vi, at
1f=Pfl = I(fi—Fofi)+(fa— Pofo)ll
< |fi—PRofill+][f2 = Pofell.- (5.3.13)

(%) (%)

2. I dette punkt betragter vi (x)-leddet i (5.3.13).
Da Pyf1 L f1—Pyfi, sa fas ved brug af Pythagoras formel og Plancherels

formel, at
Ifi = Pofil®> = A7 = |Pofull?
= AP = 1Pl

Det anvendes nu, at f; har stgtte pa intervallet | —1/2,1/2], jeevnier

(5.3.11). Ydermere anvendes Lemma 5.3.4 og konventionen % := 0 saledes,
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at

I f1— Pofrl?

[ ihera

[ |Beahomin s :
—oo ez [Poly + k)2
12

/ | () Pdy

—1/2
B /1/2 > okez fl(’Y + If)i)o(’y +k)
—-1/2 Y okez [Yo(y + k)2

12
=/ o) 2y

—1/2

[do(7) Py

2

> oy + 5)*dy

SEZ

‘ 2

/1/2 ’ZkEZ fl(/y + k)/lﬁo(’y + k) d
J— ’y,

2 Cen oty + B2

hvor det er anvendt, at Z’“Skg(;&tgﬁz(ﬂ: ") er 1-periodisk. Da f; har stotte

i intervallet | — 1/2,1/2], s& geelder der yderligere, at

If1 = Pofa]?
vz V2 fi () bo () |2
— 2dy — - d
/ NI / S e

2 [do(7)? )
1— ) dr. 5.3.14
/1/2 RO ( > kez oy + K)? ! | )

Da 19 € L*(R) og har kompakt stgtte, s har vi, at 1o € L*(R). Dette
giver, jeevnfor [Gré01, s.5], at g er kontinuert, hvorved vi har, at |g|? > 0

nzer origo. Dette sikrer, at ), , libo(y + K)|? # 0. Da Y okez o (y + k)2
er begraenset og ved anvendelse af punkt (ii)i lemmaet, har vi dermed, at

B [o(y) 2 _ o oy + k)2
> kez [o(y + k)| > kez [Vo(y + K)|?
< CZWO(V-H?)F

k0

< Chy*™, for yv—0. (5.3.15)

_ [do(MI? 8 :
Dal S e aiE begraenset, s& har vi, at (5.3.15) gaelder for v €
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] —1/2,1/2[. Det vil sige, at

/2
1= Pof? < / horenra
2

IN

c / F) PP dy
= C|f|72n,2'

3. I dette punkt betragter vi (xx)-leddet i (5.3.13).

Forst ggres brug af trekantsuligheden, samt Plancherels formel.

Il f2 — Pofal| [ f2ll + | Po f2l

<
< 2f|fe
2[| f2l

= o [ lhera)”

oo

I
[N}
VN
—~
AV
M
~
(v}
=
—~
)
S—
[V
ISH
)
N———
_
~
[\

Da |y]2™ > 272" for |y| > 1/2, far vi, at

N

If2 = Pofsll < 2(22’“/W>1/2 A )
YA EIOR

— 00

Clflm,2-

IA

4. Ved hjeelp af (5.3.13) har vi dermed vist, at
If = Pofll £ Clflmza, YV [eW
Nu kan Lemma 5.3.2 anvendes, sa vi har, at
If = Prfl < C277™|flmz2, for VfeWs, J— oo,

hvorved punkt (i)er vist.

Nu vises det, at (i) = (ii).
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Fra (5.3.14) har vi, at

Ifr — Poful?

/2 P 2
= / TGl (1 1G] 2) dy

-1/2 > kez Yoy + k)|

” (1 I Ve )

; e [0(r R
= / L) Py Tj‘z,n dy, (5.3.16)
G(7)

for alle f1, der er givet ved (5.3.11). Ved hjeelp af Lemma 5.3.2 har vi, at
antagelse (i) er ekvivalent med

1 = Pofill < Clfilm,2- (5.3.17)

Ved at sammensatte (5.3.16) og (5.3.17), far vi saledes, at

/2
[ 1ROPRP GO < Clfilna
—1/2
for alle f1, der er givet ved (5.3.11).

For et vilkarligt g € L!(R), seetter vi [g(7)] = | f1(7)]2|7/*™. Dermed ses det, at

/_OO IMNGX-1/2,1/21(V)dY

definerer et begraenset linezert funktionale af g pa L'(R). Jeevnfer [Rud87, s.27]
har vi sa, at

G()X[=1/2,1/2(7) € L= (R).
Pa intervallet [—1/2,1/2] kan vi saledes konkludere, at
G(v) <G,

hvilket giver, at

BN (2360 &
ez Doy + K]

Vi har dermed fglgende vurdering for v € [—1/2,1/2]:

< Chy*™.

o2 Yipoldo(y+R)P

_ a _ A S C Zm'
Yokez VY HE)P Yiez [o(y +K)[2 h
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Bemeerk, at 3, ., [Po(y + k)[2 > 0 neer origo, da [¢o|?> > 0 neer origo.

Da ) ey [o(y + k)|? er begreenset kan vi slutte, at
Z [bo(y + k) < Cy)*™, for ~— 0.
k#£0
Dermed har vi vist, at ()= (ii). [ |

Fglgende korollar giver endnu en akvivalent betingelse til, at g giver approk-
simationsorden m.

Korollar 5.3.6

Lad der veere givet en tight frame {Dkaz/)l}Lkez,l:l“”)n, som er konstrueret
udfra en framemultiskalaanalyse med skaleringsfunktion 1y og tilhgrende rum
V;. Antag, at 1y har kompakt stotte, at 1o(0) # 0, og at dokez |bo(y + k)|2 er
begraenset. Lad m € N. Sa er fplgende punkter xkvivalente:

(i) 1o giver approksimationsorden m.

(i) ho(y + k) har nulpunkt af orden m i origo for alle k € Z\{0}.

Bevis:
Det vises her, at ()= (ii).

Jeevnfor Seetning 5.3.5 er (i) sekvivalent med, at

S 1oy +B)2 = O(11*™), v —o0.
k#£0

Ovenstéaende giver, at
[Po(v + k) = O(y*™), v—0, VkeZ\{0}.

Dette er sekvivalent med, at

Yoy +k) =0([™), 7—0, VkeZ\{0}.

Implikationen (ii) = (i) vises i [SF73]. [ ]

Folgende hovedssetning giver en karakterisering af en waveletframes approksi-
mationsorden. Ydermere viser ssetningen, hvorledes valget af 6-funktionen fra
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Det Oblique Udvidelsesprincip har indflydelse pa waveletframens approksima-
tionsorden. Bemeerk, at nulpunktsordenen i origo af funktionen >_,", [H;(7)[* =
0(v) — |Ho(7)[?0(27) fra (4.3.5) indgar i seetningen. Dermed knyttes vanishing
moments sammen med approksimationsordenen.

Hovedsaetning 5.3.7
Lad {D?Tyy}jkezi=1,..n veere en tight frame konstrueret ved hjeelp af Det

Oblique Udvidelsesprincip. Antag, at », , lo(y + k)|? er begraenset, og at
skaleringsfunktionen 1)y giver en approksimationsorden m < oo, hvor m € N.

S& geelder, at {DI Ty }j kez.1=1.....n har en approksimationsorden, der er sam-
menfaldende med fplgende tre tal:

(i) min{m,m1}, hvor 1 —0(v) >, ., \1&0(’)/ +k)|? = O(|y|™), fory— 0.
(ii) mingm, ms}, hvor () — 02| Ho(1) = O(h™), for v — 0.

(iii) min{m,ms}, hvor 1 — 0()|4o(7)2 = O(|y|™), for v — 0.

Bevis:

Forst viser, at approksimationsordenen af {Dj Tethi} jk€Zol=1,...,n € sammenfal-
dende med punkt (iii) . Derneest viser vi, at (iii) og (i)er ens. Endelig viser vi,
at (iii) og (ii) er ens.

1. Approksimationsordenen af {Dkawl}j,k:EZ,l:I,‘..,n vises i dette punkt at
veere lig min{m, ms}.

Fra Lemma 5.1.3 har vi for alle f € L?(R), at

Quf(n) = > Fly+k)o(y + k)vo(1)0(7)

kEZ

> Fv+B)do(y + k)O(y + k) (),

kEZ

da 6 er 1-periodisk. Ved at sette ¢ = 000, giver dette for alle f € L?(R),
at

Qof(7) =Y F(y + B+ k)iho(y).

keZ

Vi har dermed, at (5.3.2) i Seetning 5.3.3 er opfyldt. Vi undersgger derfor
ordenen af nulpunkter i origo for

D oty + k)P og  1-C(v)do(v).
k0
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Per antagelse har vi fra (iii), at

—C(o(y) = 1= 0> = O(1™), v — 0.

Vi har yderligere fra Seetning 5.3.5, at
Y oty +K)I> = O(h*™), 7 —0.
E#0
Vi betragter tilfeeldene, hvor henholdsvis mg < m, og m < ms.

I tilfeeldet hvor ms < m ma der geelde, at

— 0> = O(h™), v—0,
S We(r+ R = O(fP™), v —o0.
k0
Dermed har vi i folge Seetning 5.3.3, at { DTyt }; kez,i=1,....n har approk-
simationsorden ms.

I det tilfzelde, hvor m < mg, har vi, at

L= 0o = O™, ~v—0,
Y oty + k1> = O(nP™), 0.
k#£0

Dermed har {DITy 1} kezi=1,....n, ifolge Seetning 5.3.5, approksimations-
orden m.

Vi har saledes vist, at approksimationsordenen af {D7Ty}; kezi=1,..n
er sammenfaldende med min{m,ms}.
2. I dette punkt vises det, at min{m,ms} = min{m, m;}.

Vi antager, at 1)y giver approksimationsorden m, sa ifglge Seetning 5.3.5
har vi, at

> oy + k)P =O0(*™), v —0. (5.3.18)
k0

Vi betragter 1 —6(y) >,z lo(y + k)|2, som per antagelse har nulpunkt
af orden m; 1 origo:

O(y™) = 1= Idoly + k)

kEZ

—0NIPo(M* + 8NP (NI =0(7) Y ol + k)|

kEZ

= (1= 00)IM)2) + 60 (oI = oy + b))

kEZ

O(h[™) +O(ly ™), v —0,
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hvor det er brugt, at vi fra Det Oblique Udvidelsesprincip ved, at 8(0) = 1
hvorved vurderingen fra (5.3.18) kan anvendes. Desuden er definitionen af
mg anvendt.

Det bemeerkes nu, at hvis m; eller mg er mindre end 2m, s& ma der gelde,
at my = mg. Dermed geelder der, at min{m, m;} = min{m, ms}.

. I dette punkt vises det, at min{m, m3} = min{m, ma}. Vi betragter

0(7) = 0(27)| Ho(7) .

Ved brug af skaleringsligningen fra Det Generelle Setup:
[0 (27) > = [0 (0[P Ho()I,
kan vi fa, at

(0(7) — 027)[Ho(1)1?) [ho(M)I* = 0(7)|vho (1) 1> — 0(27) |0 (27)[*.
(5.3.19)

Da vi per antagelse fra punkt (iii) har, at 1 — 0(y)|¢o(7)[> = O(|y|™*) for
v — 0, s& giver Taylors formel omkring nul med restled, at

—0(Mldo()* = a(v) +o(W™), ¥ =0,

hvor g er et monomium af grad ms. Dermed har vi, at

0() |0 (7)|* — 0(27) o (27)[?
= —(1=0()|o([*) + (1= 0(27)tho(27)[?)
= q(27) —q(v) +o([7["*), v —0. (5.3.20)

Da mj er ordenen af nul af 1 — 0]t|? i origo, og da 6(0)|1ho(0)[> = 1, har
vi, at mz > 0. Dermed er ¢(2v) — ¢(7) et ikke-nul monomium af grad ms,
s& vi har, at

q(27) = q(v) +o([7]™*) = O(]7|™*), ~v—0.

Fra (5.3.19) og (5.3.20) har vi derfor, at

O(J9|™) = 0(9)|tho(y )I2—9(27)|w( )\
= (0(7) = 0(27)|[Ho()I?) |4
= O(4™), ~v—0,

per definition af msy. Dermed har vi, at my = mg.
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Den fglgende hovedsaetning viser, hvorledes antallet af vanishing moments for
generatorerne i en tight multiwaveletframe kan have indflydelse pa approksima-
tionsordenen af framen.

Hovedseetning 5.3.8

Lad {D?Ty}; kezi=1... n veere en tight frame, der er konstrueret ved hjeelp af
Det Oblique Udvidelsesprincip, hvor ), [o(y+ k)|? er begraenset. Antag, at
P1,...,1, har mq vanishing moments. Antag ydermere, at skaleringsfunktionen
wo giver approksimationsorden m. Sa har {D7 Tpi}j ez i=1,....n approksima-
tionsorden min{m, 2my}.

.....

Bevis:
Da antallet af vanishing moments for ¢, ..., ¥,, jeevnfor Afsnit 4.2.1 er fastlagt
ved ordenen af nulpunkter for H; i origo, sd haves det, at 1, ..., har mg

vanishing moments, hvis og kun hvis
Hi(y) = O(]y|™), for v—0, I=1,...,n.

Dette svarer til, at
ST IH()P = O(lyPm0),  for y— 0. (5.3.21)

Da {Dka?/Jl}j,keZ,l 1,....n Der antagelse er en tight frame, der en konstrueret
ved hjalp af Det Obhque Udvidelsesprincip, sa er kravene i Det Oblique Udvi-
delsesprincip opfyldt. Det vil sige, at (4.3.2) er opfyldt, hvilket for v = 0 giver,
at

S T IH()P = 0(v) — 0(2y)| Ho(v)]*. (5.3.22)
I1=1
Dermed haves det fra (5.3.21) og (5.3.22), at
0(7) = 0(27)|Ho(7) [ = O(]y]*™), for v —0,
hvilket ved brug af Hovedssetning 5.3.7 (ii) giver, at {DjTM/)l}j,keZ,l:l,...,n har
approksimationsorden min{m, 2mg}. |

5.4 Delkonklusion

Vi har i dette kapitel beskaeftiget os med approksimationsorden af henholdsvis en
tight multiwaveletframe og en skaleringsfunktion. Vi har set, at approksimations-
ordenen af en tight multiwaveletframe aldrig kan overstige approksimations-
ordenen af skaleringsfunktionen. Vi har yderligere gennemgaet resultater, der
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viser betingelser for, hvornar en tight multiwaveletframe har en given approksi-
mationsorden. Specielt har vi gennemgaet en sammenhaeng mellem antallet af
vanishing moments og approksimationsordenen af en tight multiwaveletframe.
Denne sammenhaeng er nyttig i forhold til at kunne konstruere tight multiwa-
veletframes med en given approksimationsorden.

Hovedresultaterne eksemplificeres i naeste kapitel, hvor vi undersgger, hvor hgj
approksimationsorden man kan opné ved tight multiwaveletframes konstrueret
ved hjaelp af henholdsvis Det Unitaere og Det Oblique Udvidelsesprincip, nar
skaleringsfunktionen veelges som en translateret B-spline.



Kapitel 6

Eksempel med B-splines

Dette kapitel er baseret pa [Chr03] og [DHRSO03].

I kapitlet gives eksempler pa, hvorledes henholdsvis Det Uniteere og Det Oblique
Udvidelsesprincip kan anvendes til at konstruere tight multiwaveletframes for
L?(R). Ideen er, at skaleringsfunktionen veelges som en B-spline, se Appendiks
B, og derudfra undersgges det, om man ved hjelp af udvidelsesprincipperne kan
konstruere tight multiwaveletframes.

Yderligere sammenlignes approksimationsordenen af waveletframes konstrueret
ved hjelp af henholdsvis Det Unitaere - og Det Oblique Udvidelsesprincip.

Da det ved implementering er hensigtsmaessigt, at generatorerne har stgtte pa
den positive reelle akse, tager vi i kapitlet udgangspunkt i en translateret B-
spline. Vi definerer derfor skaleringsfunktionen, som

Yo := Ty, Bay,, for m e N. (6.0.1)

6.1 Bestemmelse af H

I dette afsnit undersgges det, om skaleringsfunktionen T, Bs,, opfylder Det
Generelle Setup. Det vil sige, at vi undersgger, om (4.1.2) er opfyldt, og dernaest
bestemmes Hj via skaleringsligningen, (4.1.1).

Forst bestemmes Fouriertransformen af ¢y ved brug af kommutatorrelation fra
Appendiks A og Korollar B.0.11:
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Yo(v) = (FTnBam)(v)
= (E-nFBam)(7)

. 2m
= e—””m(Sln;i?)) . (6.1.1)

Nu betragtes graenseveerdien af 1o (7) for ¥ — 0. I udregningerne er omskrivnin-
gen fra beviset for Korollar B.0.11 samt Lebesgues Majorant Seetning anvendt.

. 2
lim e—27rim’y Sln(ﬂ-’}/) "
v—0 ™y

1 2m
. 2 .
_ hn% e—27rzm'y (/ 6—271'19:7dx>
Y= _

%
= 1

lim 1/30 ()
~—0

Dermed har vi, at (4.1.2) er opfyldt.

Vi bestemmer nu Hy via skaleringsligningen, (4.1.1). Der ggres brug af (6.1.1).

R o . 271"}/) 2m
2 — 2mim?2y Sln(
Yo(27) e (2777

. 2
_ e—27rim2’y 2 Sln(ﬂ-,}/) COS(T(’Y) "
27y

; sin(my)\ > ;
— ef2rmm'y < > 6727'mm'y COS2m (7T’Y)
™y

= do(r)e ™ cos™™ (17).
Dermed opfylder vy skaleringsligningen med
Hy(y) = e 2™ cos®™ (7). (6.1.2)

Vi har saledes vist, at ¢y = T}, Bay, opfylder Det Generelle Setup med Hy givet
som i (6.1.2).



6.2 Det Unitaere Udvidelsesprincip 109

6.2 Det Uniteere Udvidelsesprincip

I dette afsnit konstrueres en tight multiwaveletframe med udgangspunkt i ska-
leringsfunktionen T;,, Ba,, ved hjelp af Det Unitaere Udvidelsesprincip. Herefter
undersgges formen af de tilhgrende generatorer. Afsnittet afsluttes med de kon-
krete tllfaelde, hvor ’(/)0 = TlBg og ’Lﬁo = TgB4.

6.2.1 Konstruktion med udgangspunkt i vy = 7,, Bs,,

I dette afsnit anvendes Det Unitaere Udvidelsesprincip.

Der tages udgangspunkt i skaleringsfunktionen g = T,,Bs,, og vi definerer
funktionerne Hy, ..., Hs,, ved

; 2
Hy(y) := e~ 2imjl ( ;n) sin (my)cos®™ Y(my), 1=1,...,2m, (6.2.1)

(2m)!

hvor (27’) er binomialkoefficienten givet ved BmhTi-

Da Hy, ..., Ha,y, er trigonometriske polynomier, tilhgrer disse L>°(T), og H;’erne
opfylder dermed ogsa Det Generelle Setup.

Udfra ligning (4.1.3), (6.1.1) og (6.2.1), definerer vi nu for [ =1,...,2m:

Hy(v/2)d0(v/2)

. 2m
= e Myl <2;n>sm (mv/2) coszm l(7r'y/2) _mm7<7s1n7£:72/2))

_ —27rzm’y ) 2m Sln2m+l 71-'7/2 COSZm 1(71-'7/2) (6 9 2)
(my/2)2m ' o

I Det Uniteere Udvidelsesprincip antages det, at H(y)*H () = I, hvorfor det
nu undersgges, om dette er tilfzeldet, nar H; er defineret som i (6.2.1), og Hy er
givet som i (6.1.2) . Forst opskrives (2m + 1) x 2 matricen H(+y), hvor denne er
defineret som i (4.1.4).

()




110 Eksempel med B-splines

Det bruges, at cos(m(y —1/2)) = sin(ny) og sin(w(y — 1/2)) = —cos(m7y):

e~ 2mimy oog?" (7v)

e~ 2mimy; (2;”) sin(my)cos?™ 1 ()

H(y) = e~ 2mimy ;2 (2;”)sin2(7r'y)cos2m_2(7r'y)
g~ 2mimy2m @m) sin®™ (7y)

e 2mim(=1/2) cog?™ (1r(y — 1/2))
e~ 2mim(=1/2), [ (*™M)sin(m(y — 1/2))cos?™ L (n(y — 1/2))
e~ 2mmO=1/2)32, [ (*Msin? (m(y — 1/2))cos®™2(n(y — 1/2))

o—2mim(y—1/2);2m (gm)sm2 (m(y —1/2))

6727rim'ycos2m (77'}/)
e~ 2mimvg, | (21") sin(7y)cos?™ 1 (7y)

—2mi . 2
e 27rzm712 ( m

o)sin® () cos ™2 (

™)
e~ 2mimy2m (gm) sin®™ (1)

(_1)m6727rim'ysin2m(ﬂ,,_y)
(—1)mtie=2mimyy, / (21") cos(my)sin®™ 1 ()
(—1)me=2mimy 2 (2;")0052(7w)sin2m_2(7r’y)

(_1)me—27rim’yz'2m (gm) cos2 (1)

Til undersggelse af, om H(v)*H(y) = I3, anvendes binomialformlen:

2m
(z+y)*™ = Z (27) aly?m=t, (6.2.3)

=0

Indgangene i H(y)*H(y) udregnes enkeltvis. Forst udregnes (H(v)*H(Y))11
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ved hjelp af formel (6.2.3):

2m

; ; 2
Z 6727rz'ym627rz'ym(_i)lil < ’;TL) sinm (7‘(”}/)(3082(27”7[) (7'("}/)
=0

(H(y)"H(7))1.1

2

(sin?(my) + cos?(m7)) ™"

= 1

Pa samme méade opnés det, at (H(y)*H(7y))z22 = 1.

Nu udregnes (H(y)*H(v))1,2, hvor formel (6.2.3) igen anvendes:

(HO)*™H()z = (=1)"sin®" () cos®™ (77)

(0T ) - G)

2m

= ()™ s () cos™ (1) (Z (22“)<1>l<—1>2ml>

1=0
= (=D)™sin*™ (1) cos®™ (77)(1 — 1)*™
0.

Pa tilsvarende vis fas, at (H(v)*H(v))21 = 0.

Dermed er det vist, at H(v)*H(vy) = I3, hvorved alle forudsaetningerne er til-
stede for at anvende Det Uniteere Udvidelsesprincip. Ved brug af Det Uniteere
Udvidelsesprincip har vi derfor, at {Dkawl}j)keszl,wgm udggr en tight mul-
tiwaveletframe for L?(R), hvor 11, ..., 1o, er defineret ved (6.2.2).

6.2.2 Formen af generatorerne

I dette afsnit undersgges det, hvilken form generatorerne 1;, der er defineret via
(6.2.2), har. Forst omskrives H;(v/2) fra (6.2.1) ved hjelp af Eulers formel:

Hy(v/2)

_ 2
= miml <7>Sinl(ﬂ/2)6082mI(W”Y/Q)

—mimey 2m ei™Y/2 _ p—imy/2 ! eT™Y/2 4 p—iny/2 2m—1
= e v < l >< 2 ) ( B) >

_ e—ﬂ'im"/2—2m (2;”> (eiW’Y/Q — e_iTF'Y/Q)l (ei‘n"y/2 -+ e_iﬂw/2>2m_l . (624)

A B
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Ved brug af formel (6.2.3) omskrives henholdsvis led A og led B i ovenstaende
udtryk:

A = (eiw'y/Z _ e—iﬂ'fy/Q)l
l
_ Z( ) (/20 (_im(r/2)(1=n))
- l
_ Z< ) iTyn —z7r('y/2)l

B = (eifr'y/2 + e—i‘n"y/2)2m7l

2m—1 9 l
-y ( m = )ez‘w(v/z)pe—z'w(w/m<2m—z—p)

p=0 p

2m—1 9 l
_ Z ( m— >ei7r'ype—i7r'ymei7r(fy/2)l.
p=0 p

Nu udregnes AB:

l 2m—1
AB - (‘Z (l)emne—mwz)l) (Z <2m_l>ei7r'ype—i7r’ymei7r(’7/2)l>
n=0 n p=0 p
2m—1 .y . ' '
- _ Z Z ( ) ( )ez‘n'fynezw'ype—zw'ym
n=0 p=0
2m—1 .y .
= —Z > ( )( >em(”+P—m> (6.2.5)
n=0 p=0

Ved hjelp af (6.2.5) ses det, at AB kan skrives som en endelig linearkombination
af led pa folgende form:

efiw'ym’ efzrr’y(mfl)’ efzrr’y(m72)’ e GZﬂ’y(m72)’ elﬂ"‘y(ﬂlfl), eiTYm

Dermed kan H;(v/2), jeevnfor (6.2.4), skrives som en endelig linearkombination
af fglgende led:

efz'n"y%n7

67271“/(277171)’ e*ﬂr'y(2m72)’ s 672”‘-7, 67171")/7 60. (626)

Alle koefficienterne i linearkombinationen er reelle.

Vi anvender nu, at v, givet som i skaleringsligningen (4.1.3), kan skrives som

bi(y) = Hi(v/2)do(v/2)
= 2'2H(v/2)272o(v/2)
2'2H,(y/2) D™ 4o (7). (6.2.7)
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Da H;(v/2) kan skrives som en endelig linearkombination med reelle koefficienter

af leddene i (6.2.6), s& kan Uy ved hjeelp af (6.2.7), skrives som en linearkombi-
nation med reelle koefficienter af leddene

ExD™ Yo = FT_Dypg = FDT o340,

hvor k = —m,—m + %, =1 —%, 0, og hvor kommutatorrelationerne fra Ap-
pendiks A er anvendt. Dermed er 1; en endelig linearkombination med reelle
koefficienter af funktionerne

DT opthy, k=-m,—m+3,...,-1,—-1.0.
Da 1 er en B-spline, sa er 9; ligeledes en B-spline.

Da

supp (1)[)0) = supp (TmBQm) = [07 2m]7
jeevafor Setning B.0.10 (ii) , s& har DTy stette pa intervallet [0, m], og D75, 10
har stgtte pa intervallet [m,2m]. Dette giver, at B-splinen 1; har stgtte pa in-

tervallet [0,2m]. Vi har altsd nu generatorer, ¢;, | = 1,...,2m, med kompakt
stotte, som giver en multiwaveletframe {D? Ty} kez,i=1... 2m -

6.2.3 Eksempel med udgangspunkt i ¢y = 11 Bs.

I dette afsnit konstrueres en tight multiwaveletframe med udgangspunkt i skale-
ringsfunktionen T3 Bs, som ses pa Figur 6.1.

,_
5
|

o
&
NN NN NN

?

|
)
2
4
)

0.5 1.0 15 20 25

Figur 6.1: Skaleringsfunktionen g = T Bs.

Dette tilfeelde svarer til, at m =11 (6.0.1), hvorved vi far to generatorer. Forst
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udregnes th; ved brug af (6.2.4) og kommutatorrelationer fra Appendiks A:

Di(v) = Hi(v/2)d0(v/2)

. 2 ; i i i
= 6”2722\/6(6“”/2 — 67””/2)(6”7/2 + 672#7/2)(-7:'T1B2)(7/2)

1

_ e—m"y§2—1/2(ei7w _ e_mry)(EleAg)(’y/Q)
1 1215

= §E‘71/2(E1/2—E’71/2)E71/22 B2(7/2)
1 PN

= §E71/2(E1/2—E71/2)E71/2D 'Bs(7)
1 1A 1A

= ((BL12D 7' Bo)(3) — (B3 D' Bo)())

= S(FTpDBYG) - (FTy2DB)0)
= %7:(T1/2DB2 = T3/2DB2)(7)-
Dermed er
d(z) = %(Tl/QDBQ(a:) - T3/2D82(q;))
_ %(T1/221/232(2x) _ T3/221/2B2(2x)>
= 2712(By(2(w ~ 1/2)) - B2z — 3/2)) )
— 12 (32(233 —1) — By(2z — 3)). (6.2.8)
Pa tilsvarende vis fas, at
bolz) = %(32(% 1) — 2By(22 — 2) + Bo(22 — 3)). (6.2.9)

Dermed har vi, at ¥ og 15 givet i (6.2.8) og (6.2.9) genererer en tight multiwa-
veletframe. De to generatorer ses pa figur 6.2.
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(a) 1(x). (b) 2(x).

Figur 6.2: Generatorerne 11 og 12, der er konstrueret med udgangspunkt i g =
T1 BQ .

6.2.4 Eksempel med udgangspunkt i g = T,5,

I dette afsnit konstrueres en tight multiwaveletframe med udgangspunkt i skale-
ringsfunktionen 75 By, som ses pa Figur 6.3.

01‘}3””

Figur 6.3: Skaleringsfunktionen g = ToBy.

Dette tilfeelde svarer til, at m = 21 (6.0.1), hvorved vi far fire generatorer. Forst
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udregnes 1 () ved brug af (6.2.4) og kommutatorrelationer fra Appendiks A:
di(v) = Hi(v/2)d0(v/2)

) 4 . ) . )
— 6727717274 <1) (eur'y/Q _ 671777/2)(61#7/2 + 6717{7/2)3(.7:T2B4)("y/2)

1 .
= gE—l(E1/4 —E_1/4)(E1js+ E_1,4)*(E_2B4)(7/2)

1 N
= gE—l(EUz —E_1,2)(E1j2 4+ E_1/2 +2)E_1B4(7/2)
1

= gE—1(E1 —E_1 +2Ey/5 —2E_15)E_1V2D ' By(v)
V2 _
= 3 ((E—l —E 3+2E_3/5—2E_5,5)D 17:34) (7)

2
- ]—"% (TlDB4 — TyDBy + 2T, DBy — 2T /QDB4) ).
Dermed er
1
di(e) = 7 (34(23: —2) — By(22 — 6) + 2B4 (22 — 3) — 2B4(2x — 5)).

Pa tilsvarende méade far vi, at

ba(z) = g (34(2:10 —2) + By(22 — 6) — 2B4(20 — 4)),
va(z) = 3(34(235 ~2) ~2Ba(20 — ) ~ Bu(2w — 6) + 2Ba(20 —5)),
va(z) = é(634(2x ) — 4By(2z — 5) — 4By (22 — 3)

+By(2z — 2) + By(2z — 6)).

De fire generatorer ses pa figur 6.4.
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JAWTAN

Tl

X b
IR :
é (a) Y1(z). Oé (b) a(z).
. (c) 3(x). h (d) tpa(z).

Figur 6.4: Generatorerne 1, ¥, 13 og 14, der er konstrueret med udgangs-
punkt i ¢g = T5By.
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6.3 Det Oblique Udvidelsesprincip

I dette afsnit konstrueres tight multiwaveletframes med udgangspunkt i skale-
ringsfunktionen T}, Ba,, ved hjalp af Det Oblique Udvidelsesprincip. Vi betrag-
ter de konkrete tilfeelde, hvor 1o = 11 B3, og ©g = T> By.

Konstruktionerne i dette afsnit er ikke baseret pa en felles form af H;’erne,
som det var tilfeeldet i Afsnit 6.2.1. Idéen er, at vi for ¢y = T1 B2 modificerer
eksemplet fra Afsnit 6.2.3 ved at indfgre en #-funktion. For g = To By veelger vi
tre Hy’er, jeevnfer [DHRSO03, s. 16], som opfylder Det Oblique Udvidelsesprincip,
hvorfor vi opnéar en tight multiwaveletframe med tre generatorer.

6.3.1 Eksempel med udgangspunkt i ¢y =T B>

I dette afsnit konstrueres en tight multiwaveletframe med udgangspunkt i skale-
ringsfunktionen T} By, hvilket svarer til tilfeeldet m = 11 (6.0.1). Skaleringsfunk-
tionen 1y = T3 B2 ses pa Figur 6.1. Jevnfor (6.1.2) er

Ho(y) = e *™cos? (7).
Vi definerer, jeevnfgr [Chr03, s. 336], folgende f-funktion

4 — cos(2m)

01(v) == 3

Denne funktion tilhgrer L*°(T), er positiv og opfylder (4.3.1), hvilket er betin-
gelserne til 6 i Det Oblique Udvidelsesprincip.

Fremgangsmaden i konstruktionen er nu, at vi definerer Hs som i eksemplet
med Det Uniteere Udvidelsesprincip, det vil sige som i (6.2.1):

Hy(y) = 6‘2””2’2\/@sin2(m)

ATy _ ,—imry
_ —2miy € €
= =€ e —
29

(6*7”-“/ (eﬂi“/ _ eiQﬂ'“/)) 2

=] =

= —(1—-e?), (6.3.1)

S

Herudfra konstruerer vi Hy, s denne opfylder (4.3.2) i Det Oblique Udvidel-
sesprincip. Det vil sige, at folgende to ligninger skal veere opfyldt:



6.3 Det Oblique Udvidelsesprincip 119

[Hi()P = 01(7) = [Ho(7)*61(27) — |H2(v)[,

Hy(v)Hi(y+1/2) = —Ho(y)Ho(y+1/2)01(27) — Ha(v)Ha(y +1/2).

Ved indsaettelse af Hy, Hy og 61 far vi, via en raekke omskrivninger, at H; skal
opfylde fglgende ligninger:

[Hi(7)?

%(cos(27r’y) +2)%(cos(2m7) — 1),

1

Hi(v)H.i(y+1/2) (cos(2my) + 2)(cos(277y) — 2)
x (cos(2my) — 1)(cos(2my) + 1),

og dermed kan H; veelges som

1
Hi(7) = s(cos(2my) +2)(cos(2n7) ~ 1)

1

= 7 (cos?(2my) + cos(2my) — 2)
1 ei27r'y + e—i27r'y 2 ei27r'y + e—i2ﬂ"y 5

R < 2 ) T T
1 . . ) )

— m(e‘*m 4 74T 4 22T 4 22T _ ), (6.3.2)

Dermed har vi, at betingelserne i Det Oblique Udvidelsesprincip er opfyldt, og
{DITyth1}j kezi=1,2 genererer en tight multiwaveletframe for L*(R), nir ¢ og
1o defineres via

hi(y) = Hi(v/2)d0(v/2), 1=1,2.

Dermed har vi, at

bi(y) = Hi(v/2)d0(7/2)

= ﬁ(e%” 4 eI L 20T Qe 6)(FT1B2)(v/2)
= ﬁ(E1 +E 1 +2E 0 +2E /5 — 6)E—1/2D_132(’7)
= ﬁ(El/Q +E 3/ +2+2F —GE—1/2)D7132(7)

= ﬁf(T_l/zD + Ty/2D + 2D + 211D = 6T1 D) B (3).
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Der geelder saledes, at

1
o) = 5 (B2(2x +1) + Ba(22 — 3) + 2Bs(22) + 2B(22 — 2) — 6Bs(2x — 1)).
Da Hs er valgt som i eksemplet med Det Uniteere Udvidelsesprincip, sa far vi
som i (6.2.9), at

() = %(32(21‘ 1)~ 2B5(2 ~ 2) + Ba(22 — 3)).

De to generatorer ses pa Figur 6.5.

55 —|
— X
-1 i 1 2
LA gy r e N

(a) Y1 (z). (b) ().

Figur 6.5: Generatorerne 11 og 12, der er konstrueret med udgangspunkt i 1y =
T1Bs.

Bemeerk, at ¢; har stette pa intervallet [—1, 2], hvilket ved implementering kan
forskydes til intervallet [0, 3].

6.3.2 Eksempel med udgangspunkt i vy = 155,

I dette afsnit konstrueres en tight multiwaveletframe med udgangspunkt i skale-
ringsfunktionen T5 By, hvilket svarer til tilfeeldet m = 21 (6.0.1). Skaleringsfunk-
tionen g = Ty By ses pa Figur 6.3. Jeevnfer (6.1.2) er

Hy(y) = 6_4””0054(7r'y).
Vi definerer, jeevnfor [DHRSO03, s. 16], folgende 6-funktion

2452 1657 44 311
0 = —— — ——cos(2 —_— 4 —
2(7) = 555~ Rap 3™+ 1g5 cos4m) — e

cos(677).
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Denne funktion tilhgrer L>°(T), er positiv og opfylder (4.3.1), hvilket er betin-
gelserne til 6 i Det Oblique Udvidelsesprincip.

Vi veelger nu, jevnfer [DHRS03, s. 16]:

Hi(v) =
Hy(y) =

H3(y) =

hvor

Gy

Cy

Cs

Cy
Cs

Cs

o1
Os(1
x (148672 4 Cye ™™ 4 8¢7™ 4 ¢=®™) | (6.3.4)
C3(1 — e~ 2m7)*

X (1 + 872 4 e Y 4 e 8TY) 4 Oy

e A1 4 8e T2 4 oMY (6.3.3)
671'27\'7)4

48 HOmY 67i12ﬂ7)7 (6.3.5)

V/11113747578360 — 245493856965C 4

62697600 ’
/1543080 — 32655C}
- 62697600 ’
/32655
20160
317784 56\/16323699891
775 2418025
_TT75Cy 53854
4396 1099 ’
Cy

= 214+ —=.

+ 8

Det kan, jevnfor [DHRSO03|, vises, at Hy, Ha, Hs og 02 opfylder (4.3.2) i Det
Oblique Udvidelsesprincip. Dermed har vi, at betingelserne i Det Oblique Ud-
videlsesprincip er opfyldt, og {D Tyt }; kez,1=1,2,3 genererer en tight multiwa-
veletframe, nar 11, ¥o og 13 defineres via

D) = Hi(v/2)d0(v/2), 1=1,2,3.
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Dette giver, ved lignende udregninger som i Afsnit 6.3.1, at

() = V20 [34(295 —4) + 4By (27 — 5) — 25B4(2¢ — 6) + 40B4(2x — 7)
_25By(2¢ — 8) + 4B4(2z — 9) + Ba(2z — 10)]

Ga(y) = V20, [34(2:10 — 4) + (C5 — 26) B4 (2 — 6) + (6C5 — 62) By(2z — 8)
+(—4Cs + 52)B4(2x — 9) + (Cs — 26)By(2z — 10)
4By (2 — 11) + (—4C5 + 52) By (2x — 7) + 4By (2 — 5)}

Us(y) = V2C; [34(23: —4) + (Cy — ACs + 44) By (22 — 7)
+(Ce — 26)B4(22 — 6) + (7C — 4Cy — 31) B4 (22 — 8)
+(—8Cs + 6Cy + 16)B4(2x — 9) + (7Cs — 4Cy — 31)B4(2x — 10)
4(—A4C5 + Cy + 44) By (22 — 11) + (Cg — 26) By (22 — 12)
4B, (22 — 5) + 4By(22 — 13) + By(2z — 14)].

De tre generatorer ses pa Figur 6.6.

I 4

[ -

|
(a) ¢1(=). (b) 2(x). (c) ¥3(x).

0.

0
IS

w

H
b oo o

0.

0.

o

|
8

-0.

2 2
Ll v b b
~

T T

|
»

Figur 6.6: Generatorerne 1, 12 og 13, der er konstrueret med udgangspunkt i
o = T2 By.

Vi observerede i Afsnit 6.2, at nar vi med Det Uniteere Udvidelsesprincip tog
udgangspunkt i skaleringsfunktionen vy = T, Bom, s havde den konstruerede
frame 2m generatorer. Saledes steg antallet af generatorer i takt med glatheden
af skaleringsfunktionen. I dette afsnit har vi derimod konstrueret en tight mul-
tiwaveletframe med tre generatorer pa trods af, at der er taget udgangspunkt i
skaleringsfunktionen g = T» By.
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6.4 Sammenligning af udvidelsesprincipper

I dette afsnit sammenlignes de tight multiwavletframes, der blev konstrueret ved
hjeelp af henholdsvis Det Uniteere - og Det Oblique Udvidelsesprincip i Afsnit 6.2
og 6.3, med hensyn til antallet af vanishing moments og approksimationsorden.
Udgangspunktet har i begge afsnit veeret g = T}, Boy,, 0g Vi ser pa, hvorledes 6-
funktionen i Det Oblique Udvidelsesprincip kan korrigere for de begraensninger,
som skaleringsfunktionen saetter i Det Uniteere Udvidelsesprincip.

6.4.1 Vanishing moments

I dette afsnit tager vi udgangspunkt i diskussionerne i Afsnit 4.2.1 og 4.3.1 med
hensyn til antallet af vanishing moments.

Jeevnfor Afsnit 4.2.1, sd bestemmes antallet af vanishing moments af generato-
rerne 11, ..., %, ved ordenen af nulpunkter i origo for Hy,..., H,. Derved kan
vi udfra summen

n

DR ACHI

=1
bestemme antallet af vanishing moments af generatorerne.
I dette afsnit ser vi pa, hvorledes denne sum sendrer sig, nar vi gar fra kon-
struktion ved hjeelp af Det Uniteere Udvidelsesprincip over til konstruktion ved

hjeelp af Det Oblique Udvidelsesprincip. Udgangspunktet er skaleringsfunktio-
nen g = T}, Bay, hvor der geelder, at Ho(7y) = e~ 2™V cos?™ (1y).

For m =1 har vi, jeevnfor (4.2.16), at

Yo HuP = 1-|Ho()P
1=1
= 1— e cos?(my)|?
1 — cos* (1),

og vi har, jevnfer (4.3.5), at

S HoP = 61(y) —|Ho(7)*6:(2v)
=1
4 — cos(277)

= —5 - cos* ()

4 — cos(4m)
3 .
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Her betegner H; y og H; o funktionerne H; fra henholdsvis Det Uniteere - og Det
Oblique Udvidelsesprincip. Graferne for Y-, [H; u(7)]? og >y |Hi,0(7)|? ses
péa henholdvis Figur 6.7(a) og 6.7(b).

Samme udregninger kan udfgres for m = 2, og graferne for >_;"  |H, y(7)|?
og >y |Hi,o(7)]? ses pa henholdsvis Figur 6.7(c) og 6.7(d). Bemeerk, at jo
“fladere” funktionerne er omkring origo, jo flere vanishing moments har den
konstruerede frame.
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Figur 6.7: Ordenen af nulpunkter i origo af >, | |H;(7)|? giver antallet af va-
nishing moments af {DI Ty} kez =1, ..n-

Det er tydeligt, at indfgrelsen af f-funktionen i Det Oblique Udvidelsesprincip
korrigerer for de begreensninger, som kravet H*(v)H(vy) = I via Hy giver
pé antallet af vanishing moments for den konstruerede frame i Det Uniteere
Udvidelsesprincip.

I den fglgende saetning viser vi, at der for en tight multiwaveletframe konstrueret
ved hjaelp af Det Uniteere Udvidelsesprincip, hvor v¢ = T}, Ba,,, er anvendt som
skaleringsfunktion, altid vil veere en begreensning pa approksimationsordenen.
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Dette skyldes de ovenstaende begraensninger pa antallet af vanishing moments.

Satning 6.4.1

Lad {D’Tyn};kezi=1,.. n veere en tight frame, der er konstrueret ved hjelp
af Det Uniteere Udvidelsesprincip med udgangspunkt i ¢y = T,,Ba2y,. Sa har
{DITyh}j ez i=1,....n hojst approksimationsorden 2.

Bevis:

Da {D/ Ty, }ikezi=1,.. n er konstrueret ved hjeelp af Det Uniteere Udvidelses-
princip, s skal betingelsen H*(v)H () = I veere opfyldt. Dette giver specielt
fglgende betingelse

Z|Hl(7)|2 =1
1=0

Det vil sige, at

Y H(M)P =1 - [Ho(7)]*. (6.4.1)
=1

Nu veelges g = T}, Bam, hvilket ifglge (6.1.2) giver, at
Hy(7y) = e 2™ cos®™ ().

Hvis denne indsaettes i (6.4.1), sa far vi, at

n
SO = 1= [e i cos”™ (7))
=1
= 1—cos?™ (7).
Da 1 — cos*™(my) i origo har et nulpunkt af orden 2, si haves

S IHMP =0(Wf), v—o.
=1

Det vil sige, at der geelder, at

Hi(v) =0(]), ~»—0,

for mindst ét [. Da antallet af vanishing moments for ¢, jeevnfer Afsnit 4.2.1, er
fastlagt ved ordenen af nulpunkter for H; i origo, sa haves det, at mindst én af
funktionerne 1, ...,%, kun har ét vanishing moment. Jaevnfgr Hovedssetning
5.3.8 kan approksimationsordenen af {Dkawl}j,keZ,l:L...,n aldrig overstige 2.
|
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6.4.2 Approksimationsorden

I dette afsnit sammmenlignes approksimationsordenen af en tight frame, der er
konstrueret ved hjelp af henholdsvis Det Uniteere - og Det Oblique Udvidelses-
princip. Skaleringsfunktionen er i begge tilfselde T3, Ba,,. Approksimationsorde-
nerne sammenlignes for tilfeeldene m =1 og m = 2.

Til bestemmelse af approksimationsordenerne har vi brug for at kende approk-
simationsordenen for v¢y. Den fglgende seetning giver approksimationsordenen
for vy, nar denne er en translateret B-spline.

Saetning 6.4.2

Lad der veere givet en tight frame {Dka’(/Jl}j’kez’l:Lm}n, som er konstrueret
udfra en framemultiskalaanalyse med udgangspunkt i skaleringsfunktionen g =
TonBam. Sa giver 1y approksimationsorden 2m.

Bevis:
Vi har ved hjelp af kommutatorrelation fra Appendiks A og Korollar B.0.11,
at

%(7 + k) = (]:TmB2m)(7 + k)
= E_nu(y+k)(FBam)(y + k)
ewwW+k>__6ww~+k))2m

2mi(y + k)

T —iT 2m
_ e—iﬂ'(’)’"rk) e ('Y+k) —e ("/+k)
2mi(y + k)
1— 67i27r('y+k) 2m
B (2mw+m > '

Det ses, at ¢ har et nulpunkt af orden 2m for v — 0 for hvert k € Z\{0}.
Jeevnfor Korollar 5.3.6 har vi altsa, at ¢ giver approksimationsorden 2m. W

_ e*i27r('y+k)m (

Ved hjelp af ovenstaende Seetning sammenlignes nu approksimationsordenen af
de tight multiwaveletframes, der er konstrueret ved hjezelp af henholdsvis Det
Uniteere Udvidelsesprincip i Afsnit 6.2 og Det Oblique Udvidelsesprincip i Afsnit
6.3.
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6.4.3 Eksempel med ¢y = T Bs.

I dette tilfeelde er g = T} Bo, sa ifglge Seetning 6.4.2 giver g approksimations-
orden 2.

Forst betragter vi {DI Ty} rez1=12, som blev konstrueret ved hjeelp af Det
Uniteere Udvidelsesprincip i Afsnit 6.2.3. Ifglge beviset for Seetning 6.4.1 har
denne frame 1 vanishing moment, og da 1y giver approksimationsorden 2, s&
har vi, jeevnfgr Hovedsaetning 5.3.8, at {Dka’(/Jl}j’keZ’l:LQ har approksimations-
orden

min{2,2-1} = 2.

Betragt nu { DTy} kez,i=1,2, som blev konstrueret ved hjelp af Det Oblique
Udvidelsesprincip i Afsnit 6.3.1. Det kan vises, at Hy og H; fra (6.3.1) og (6.3.2)
begge har nulpunkter af orden 2 i origo, hvorved ;1 og 12 begge har 2 vanishing
moments. Det vil sige, at { DTy} kez.i=1,2, jeevnfor Hovedseetning 5.3.8, har
approksimationsorden

min{2,2-2} = 2.

Det ses, at de to tight multiwaveletframes har samme approksimationsorden,
men at vi har opnaet ét vanishing moment mere ved at anvende Det Oblique
Udvidelsesprincip fremfor Det Uniteere Udvidelsesprincip.

6.4.4 Eksempel med ¢y = T,B,.

I dette tilfzelde er g = To By, sa ifplge Seetning 6.4.2 giver g approksimations-
orden 4.

Forst betragter vi { DTy} kez,1=1,... 4, som blev konstrueret ved hjelp af Det
Uniteere Udvidelsesprincip i Afsnit 6.2.4. Ifglge beviset for Seetning 6.4.1 har
denne frame 1 vanishing moment, og da 1)y giver approksimationsorden 4, s
har vi, jeevnfor Hovedsaetning 5.3.8, at {DJTyt}j kez1=1,... 4 har approksima-
tionsorden

min{4,2-1} = 2.

Betragt nu { D' Ty} kez,i=1,2,3, som blev konstrueret ved hjeelp af Det Oblique
Udvidelsesprincip i Afsnit 6.3.2. Det kan vises, at Hy, Hs og Hs fra henholdsvis
(6.3.3), (6.3.4) og (6.3.5) alle har nulpunkter af orden 4 i origo, hvorved 1, 19
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og 13 alle har 4 vanishing moments. Det vil sige, at {D?Tyt}; kez, 1,2 har
approksimationsorden

min{4,2 -4} = 4.

Dermed har vi, at approksimationsordenen af den tight multiwaveletframe, der
er konstrueret ved hjelp af Det Oblique Udvidelsesprincip, er 4, hvor den blot
var 2 ved konstruktionen ved hjalp af Det Unitaere Udvidelsesprincip. Desuden
er antallet af vanishing moments gget fra 1 til 4.

6.5 Delkonklusion

Vi har i dette kapitel konstrueret tight multiwaveletframes ved brug af hen-
holdsvis Det Uniteere - og Det Oblique Udvidelsesprincip. Dette har vi gjort
med udgangspunkt i de to skaleringsfunktioner:

o =T1Ba, og 1o =1T2By.

Pa Figur 6.7 er det grafisk blevet illustreret, hvorledes antallet af vanishing
moments for generatorerne gges, nar Det Oblique Udvidelsesprincip anvendes
fremfor Det Uniteere Udvidelsesprincip. Desuden har vi vist, at der generelt
er en begraensning pa approksimationsordenen af tight multiwaveletframes, nar
disse er konstrueret ved hjezelp af Det Uniteere Udvidelsesprincip givet, at ska-
leringsfunktionen veelges som en translateret B-spline.

I Afsnit 6.4.2 har vi anvendt Hovedsaetning 5.3.8 til at sammenligne approksima-
tionsordenerne af de respektive frames ved hjelp af antallet vanishing moments.
Vi kan konkludere, at konstruktion via de to udvidelsesprincipper giver samme
approksimationsorden i eksemplet med 1y = 11 B3, dog opnas et hgjere antal
vanishing moments ved anvendelse af Det Oblique Udvidelsesprincip. Nar ska-
leringsfunktionen veelges som T By, sd gges approksimationsordenen fra to til
fire, nar Det Oblique Udvidelsesprincip anvendes fremfor Det Uniteere Udvidel-
sesprincip.

Dermed har vi illustreret den stgrre fleksibilitet med hensyn til vanishing mo-
ments og approksimationsorden ved Det Oblique Udvidelsesprincip, som blev
diskuteret i Kapitel 4.



Kapitel 7

Konklusion

I denne rapport har vi undersggt, hvorledes man kan konstruere tight multiwa-
veletframes ved hjelp af multiskalaprincipper.

Vi har bevist de to udvidelsesprincipper: Det Uniteere Udvidelsesprincip og Det
Oblique Udvidelsesprincip, som begge er redskaber til konstruktion af tight mul-
tiwaveletframes. De to udvidelelsesprincipper integrerer begge multiskalaprin-
cippet, hvorfor der opnas beregningmseessige fordele ved de konstruerede mul-
tiwaveletframes. Historisk set blev Det Uniteere Udvidelsesprincip bevist fgrst,
men som vi har vist i rapporten, er der visse restriktioner pa de tight multiwa-
veletframes, som er konstrueret ved hjeelp af dette.

En af restriktionerne ved tight multiwaveletframes, der er konstrueret ved brug
af Det Uniteere Udvidelsesprincip, er, at det er begraenset, hvor hgjt et antal va-
nishing moments, der kan opnéas. Vi har vist, at hvis skaleringsfunktionen veelges
som en B-spline, sa kan antallet af vanishing moments af den konstruerede tight
multiwaveletframe aldrig blive hgjere end én.

Vi har vist, at der er en teet sammenhaeng mellem antallet af vanishing moments
hos den konstruerede tight multiwaveletframe og dennes approksimationsorden.
Approksimationsordenen for en tight multiwaveletframe er et udtryk for, h-
vor preecist denne tight multiwaveletframe kan rekonstruere en given funktion
f € W3" med et endeligt antal koeflicienter. Begreensningen af antallet af va-
nishing moments hos tight multiwaveletframes konstrueret ved hjeelp af Det
Uniteere Udvidelsesprincip giver saledes naturligt en begraensning af approk-
simationsordenen. I eksemplet med B-splines har vi vist, at begraensningen i
antallet af vanishing moments giver, at approksimationsordenen af den konstru-
erede tight multiwaveletframe ikke kan overstige to. Approksimationsordenen er
en relevant egenskab at beskeeftige sig med i forhold til praktiske anvendelser.
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Dette skyldes, at det ved implementering ikke er muligt at anvende uendelig
summation.

Frames konstrueret ved brug af Det Uniteere Udvidelsesprincip har saledes visse
mangler, hvilket historisk har givet motivation for at sgge efter et mere fleksi-
belt redskab til konstruktion af tight multiwaveletframes. Resultatet af dette
gnske om fleksibilitet blev Det Oblique Udvidelsesprincip, som er en teoretisk
videreudvikling af Det Unitaere Udvidelsesprincip. De to udvidelsesprincipper er
ekvivalente, men Det Oblique Udvidelsesprincip giver umiddelbart tight mul-
tiwaveletframes, som ikke naturligt ville kunne konstrueres via Det Uniteaere
Udvidelsesprincip. Friheden i valget af 6-funktionen i Det Oblique Udvidelses-
princip gor, at det er muligt at konstruere tight multiwaveletframes, som op-
fylder nogle specifikke krav. Saledes er det via Det Oblique Udvidelsesprincip
muligt at konstruere tight multiwaveletframes, der er i besiddelse af eksempelvis
et hgjt antal vanishing moments.

Eksemplet omhandlende B-splines illustrerer problematikken omkring approk-
simationsordenen af en given tight multiwaveletframe konstrueret ved hjelp
af henholdsvis Det Unitzere - og Det Oblique Udvidelsesprincip, nar der tages
udgangspunkt i den samme skaleringsfunktion.



Appendiks A

Operatorer pa L*(R)

Dette kapitel er baseret pa [Chr03].

I kapitlet introduceres forskellige operatorer pa L?(R), som anvendes i rappor-
ten, og der vises egenskaber for disse operatorer.

Definition A.0.1 (Fouriertransformation)
Fouriertransformationen F : L'(R) — C(R) defineres for f € L*(R) ved

(FH() = F(7) = / ™ e,

For f € L'(R) N L2(R) kan det vises, at || f|| = || f]|, hvorved f € L(R). Vi kan
derfor betragte restriktionen

Fringe : LYR) N L*(R) — L*(R).

Hvis vi udstyrer L'(R)NL2(R) med L?-normen, si er | Friqzz f|| = || f||. Dermed
er Frinr2 en begraenset, og dermed kontinuert, operator pa L'(R) N L?(R). Da
LY(R) N L2(R) er en taet delmaengde af L%(R), sa kan vi anvende [Ped00, s. 25|
til at udvide Frinqz2 til en uniteer operator Fr» pa hele L(R):

Fr»: L*(R) — L*(R), Fpof = f.
I rapporten skriver vi F for Fp2.

Definition A.0.2 (Translations-, modualtions- og dilationsoperator)
(i) Translationsoperatoren T, : L*>(R) — L?(R) er givet ved

(Tof)(z) = f(x —a), Vz,aeR.



132 Operatorer pa L?(R)

(ii) Modulationsoperatoren Ey, : L?>(R) — L?(R) er givet ved
(Bpf)(z) = f(2)e?™™  Vaz,beR.
(iii) Dilationsoperatoren D, : L?>(R) — L?(R) er givet ved
(Dof)(z) = la| " f(x/a), Vaz,a€R, a+0.

Bemaerk, at modulationsoperatoren ogsa anvendes som funktion af = saledes, at
Eb(l') — 627rzbz.

Bemeerk desuden, at dilationsoperatoren ofte anvendes i det tilfeelde, hvor a =
1/2, hvorfor denne betegnes D:

(D1y2f)(@) = (Df)().
Nar D anvendes j gange betegnes dette D7.

Lemma A.0.3
Lad T,, D og Ey veere givet som i Definition A.0.2. Sa gaelder, at T,, D og Ey
er uniteere operatorer.

Bevis:
Det vises her, at T, er en unitzer operator.

Lad f, g € L*(R). Sa geelder der, at

(Tuf.g) = [%fu—@mmm

[%fwm@+aﬂw
= <f7 T—ag>'

Dermed har vi, at T = T_,. Vi har yderligere, at T}, er en invertibel operator
med T, = T_,, hvormed det geelder, at T = T, }. Dermed er 7,7 =TT, =
I, og T, er uniteer.

P4 tilsvarende made kan det vises, at D og Ej er uniteere operatorer. |
Lemma A.0.4

Lad operatorerne T,, D og E; vere givet, som i Definition A.0.2. Sa gaelder
folgende kommutatorrelationer:

(i) ToDi = DiTyy, Vi ke Z.
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(ii) DITy, = Ty—s, D7, Yj k€ Z.
(iii) FT, = E_,F, Va€Z
(iv) FE, =T,F, VacZ

(v) FD = D71 F.
Bevis:
Lad f € L*(R).
Forst vises punkt (i). Vi har, at

(TuD7 f)(x) = (Ti2?f)(2'2)
= 2P2f(2(z k)
= 22§29 — k)
= Dif(z—27k)
= (DT f) ().

Punkt (ii) vises pa tilsvarende made.

Nu vises punkt (iii) . Vi har, at

(FLf)(v) = (FfHly—a)
= /o:o fly —a)e™ ™ dy
_ / T (e 2Rt gy
= e [T e
(B FDO).
Punkt (iv)og (v) vises tilsvarende. m

Lemma A.0.5
Lad D veere givet, som i Definition A.0.2 og lad f,g € L*(R). Sa geelder der, at

(f,D7g) = (D7 f,g).
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Bevis:
Lad f,g € L*(R). Sa har vi, at

(f.D’g) = f(@) (DI g)(x)d

f(@)2?g(20z)da
2- ]/Qf( )27 (QJa:)dx
2792 (277 y)g(y)dy

—0o0
oo

D7 f(y)g(y)dy
= (D7 f,qg).

Definition A.0.6 (Periodisering)
Periodiseringen af en funktion f : R — C defineres ved

)= flz+k).

kEZ

Det ses, at Pf er en 1-periodisk funktion. Bemeerk, at for f € L*(R) har vi, at

1/2 0o
/ > 1f (@ + k)| da :/ |f(x)|dz < oo, (A.0.1)

/2 kez —o°

hvormed ), ., f(z + k) er absolut konvergent for € R. Fra ligning (A.0.1)
har vi saledes, at Pf € L'(T).

Definition A.0.7 (Ortogonal projektion)
Lad V veere et lukket underrum af 'H. Den ortogonale projektionsoperator Py :
H — H er givet ved

Pvf = f, nar fEV,
Pyf = 0, niar feV™,

Lemma A.0.8
En ortogonal projektionsoperator Py : H — H er selvadjungeret.
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Bevis:
Da H =V @ V*, kan vi definere

u=uy +uyL €H,
w=wy +wyL €H,

hvor uy € V og uyL € V1, og tilsvarende for w. Da geelder, at

(u, Ppyw) = (uy +uyr,wy)

{
(uv, wy)
{
(

uy, wy + wy L)
PVU,U)> )

hvorved Py er selvadjungeret. |
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Appendiks B

B-splines

Dette kapitel er baseret pa [Chr03]. I kapitlet introduceres B-splines.

Definition B.0.9 (B-spline)
B-splines defineres induktivt. Lad Bi(z) = x_

11(x), og definer for n € N
funktionerne

1

2
1
2

Booa(2) = /_ T Buw— 0Bt = [ Bux — t)t.

1
2

B,, kaldes en B-spline af orden n.

De tre forste B-splines ses pa Figur B.1.

0, §

0, 6

(a) Bi(z). (b) Ba(a). (c) Bs().

Figur B.1: B-splines for n = 1,2, 3.

Nogle af egenskaberne ved B-splines er givet i fglgende seetning.
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Satning B.0.10
Givet n € N, sa har B,, fglgende egenskaber:

(i) Hvis n > 2, sa haves det, at B,, € C""2(R).
(ii) supp (B,) = [~3%,5], 08 B, >0pa|— 3, 5[
(iii) [% Bn(®)dz =1, 08 > cp Bz —k) =1, Vz € R.

(iv) For enhver kontinuert funktion f : R — C haves, at

/00 B, (z) f(x)dx = / flxr+ x4+ -+ xy)drrdas - - - day,.

o0 [7%7%]71

(v) Hvis n er lige, sa er restriktionen af B,, til hvert af intervallerne [k, k +
1], k € Z, et polynomium af grad hgjst n — 1. Hvis derimod n er ulige,
sé er restriktionen af B,, til hvert af intervallerne [k — %, k+ %}, keZ,et
polynomium af grad hajst n — 1.

Ovenstaende sztning kan vises induktivt.

Folgende korollar angiver Fouriertransformen af B,,.

Korollar B.0.11
Fouriertransformen af B, er givet ved

(FBu)(v) = (—) _ (sin(m))”

2y Ty

Bevis:
Ved brug af Seetning B.0.10 (iv) fas, at

FBe = " Ba(@)e i dy

s n

— (/2 e_z”imda:>
TV _ o iy n

N 2miry ’

hvorved den fgrste lighed i seetningen er vist.
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Eulers formel giver

e™ —e ™\ [sin(my)\"
27y N Ty ’

hvorved den sidste lighed er vist. |
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