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Synopsis:

I dette speciale betragtes en generali-
sering af Reed-Solomon koder, som i
denne rapport benzevnes NT P-koder.
For definitionen af NT P-koder introdu-
ceres, gennemgaes teori, som ggr dette
muligt. Herunder teori om Grébner ba-
ser og fodaftryk af idealer.

Efter definitionen af NT P-koderne
bestemmes minimumsafstanden herfor
udfra egenskaber vedrgrende fodaftryk-
ket af et ideal, og teori om semigrupper
anvendes til at afggre, hvad dimensio-
nen og dualkoden er for NT P-koderne.
Resten af rapporten omhandler dekod-
ning af NT P-koder. Fgrst pracsenteres
en grundalgoritme, som kan rette op til
% fejl. Efterfglgende erstattes dele af
denne grundalgoritme med en basisal-
goritme, som i fgrste omgang ikke er en
bedre algoritme, da den kun kan rette
n=s-9=1 fejl (n — s < d). En forbed-
ring med et majoritetsprincip bringer
dog antallet af fejl, som kan rettes, op
pa ”*TH Tilsidst praesenteres en algo-
ritme, som ikke kan rette flere fejl, men
den bliver mere effektiv, da kompleksi-
teten nedseettes.
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Forord

Denne rapport er udarbejdet som et speciale fra slutningen af januar 2004 til
slutningen af marts 2005, ved det Teknisk-Naturvidenskabelige Fakultet, Insti-
tut for Matematiske Fag pa Aalborg Universitet.

Der ggres opmaerksom pa, at den del af specialet, som omhandler definition,
egenskaber og den fgrste dekodningsalgoritme af NT P-koder, samt Appendiks
A og Appendiks B er udarbejdet i samarbejde med Maria Sondrup Iversen og
Jane Gravgard Knudsen, for jeg tog barselsorlov.

Desuden er kapitlet om Grébner baser udarbejdet pa MAT-5 fra forst i septem-
ber til midt i december 2003, ligeledes i samarbejde med Maria Sondrup Iversen
og Jane Gravgard Knudsen.

Kildehenvisninger vil gennem rapporten blive angivet saledes: [kilde, henvis-
ning|, hvor kilden er anfgrt i Litteraturlisten, se side 139. Henvisningen kan
veere til et kapitel, et afsnit eller en hel specifik seetning eller lignende.

I rapporten vil kildehenvisninger, som er angivet i begyndelsen af et kapitel el-
ler afsnit, referere til det overordnede indhold i det pageeldende kapitel /afsnit,
hvorimod kildehenvisninger, som er angivet inde i teksten, refererer til et speci-
fikt resultat.

Et engelsk resume kan findes umiddelbart for appendiks.

Institut for Matematiske Fag, Aalborg Universitet, marts 2005.

Elisabeth Kuhr Rasmussen
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Kapitel 1

Indledning

Det overordnede emne i dette speciale er diskret matematik, og det mere speci-
fikke emne er kodningsteori.

Herindenfor har jeg valgt at beskeeftige mig med en generalisering af Reed-
Solomon koder, som jeg i denne rapport kalder for N7 P-koder, da de er udtrykt
ved det sakaldte norm - trace polynomium.

Ved definitionen af NT P-koderne skal der, ligesom for Reed-Solomon koderne,
bestemmes punkter og polynomier, saledes at man ved at evaluere polynomierne
i de forskellige punkter far kodeordene i NT P-koden.

Punkterne skal tilhgre varieteten V((:qufi11 7qu,1 eyl —y, 20—y —
y)), hvilket vil sige, at de skal veere nulpunkter til norm- trace polynomiet til-
hgrende F?m.

Polynomierne er en linear kombination af monomierne i fodaftrykket af idealet
I= (zﬂ—;l —y1
ordning.

For at bestemme fodaftrykket skal der fgrst kunne bestemmes en Grobner ba-
sis for idealet, og Kapitel 2 indeholder derfor generel teori vedrgrende Grobner
baser.

m—1

— oyl —y, 29" — 2,99 —y), hvor <,, er den monomielle

For NT P-koderne bestemmes bade minimumsafstand, dimension og dualkode,

hvortil det blandt andet benyttes, at monomierne i fodaftrykket af J = (z T



1. Indledning

m—1

y? — .- —y?—y) alle har forskellig veegt, samt at alle veegte er repraesenteret
ved et monomium heri. Desuden introduceres generel teori vedrgrende genus og
kondukter til bestemmelse af kodens dimension.

Herefter vender jeg mig mod dekodningen af disse NT P-koder. Den forste de-
kodningsalgoritme bruger ideen fra dekodning af Reed-Solomon koder, hvor det
gnskes at bestemme et interpolationspolynomium, da dette kan bestemme fejl-
positionerne i det modtagne ord. Herefter kan syndromer benyttes til at finde
fejlveerdierne. Denne dekodningsalgoritme kan rette op til % fejl, hvor d be-
tegner kodens minimumsafstand og g er genus.

I de efterfolgende algoritmer sgges fejlpositionerne bestemt pa en anden made,
hvorefter fejlveerdierne bestemmes ved hjzlp af syndromerne med samme prin-
cip som i den fgrste dekodningsalgoritme. Malet er at fa bestemt et fejllokali-
serende polynomium, som er et polynomium, som har den egenskab at blandt
dets nulpunkter findes fejlpositionerne. Basisalgoritmen benytter de sakaldte
dobbeltsyndromer til dette, hvorved den kan rette op til %7971 fejl, hvor n er
kodens laengde, g er genus og s er kodens indeks, det vil sige koden, som betrag-
tes, er NTP(s). Den efterfglgende algoritme kan ved majoritetsbestemmelse af

ukendte syndromer forbedre denne procedure, s der nu kan rettes op til ”_Ts_l
fejl.

Den sidste algoritme, som jeg beskriver, bygger pa de to foregdende algoritmer,
s& her kan igen rettes op til "‘T‘S_l fejl, men dette er en mere effektiv algortime,
da kompleksiteten her bliver nedsat.

Sidst i rapporten er et appendiks, som bestar af Appendiks A og Appendiks B.
Appendiks A bestar af uddybende teori, hvori der er en redeggrelse for at
Try, . 7, (@) 0g Np .. /r,(a) tilhgrer IFy. Dette knytter sig primeert til Kapitel

Appendiks B er ligeledes uddybende teori til Kapitel 3, hvor det skal benyttes,
at eekvivalensklasserne i IFgm , med hensyn til traceafbildningen, alle har samme
stgrrelse.



Kapitel 2

Grobner basis teor1

Formalet med dette kapitel er at fa defineret Grobner baser og beskrive nogle af
disses egenskaber, da dette ligger til grund for nogle af de resultater, vi senere
far brug for. Fgrst kreeves dog nogle indledende definitioner og resultater, sdsom
Dicksons lemma og Hilberts basis seetning.

Vi vil gennem resten af rapporten lade K betegne et vilkarligt legeme, med
mindre andet er antaget.

Kapitlet er baseret pa [3, Kapitel 2].

2.1 Dicksons lemma

Dette afsnit vil belyse monomielle idealer, og i Dicksons lemma vil det blive
vist, at et monomielt ideal er endeligt genereret.

Definition 2.1.1 (Monomielt ideal) Et ideal I C Klx1,...,x,] er et mono-
mielt ideal, hvis der er en delmengde A C Nj, sadan at I bestar af alle polyno-
mier, som er endelige summer pd formen 4 hax®, hvor & = x7* -z,
a; >0, 09 ho € K[z1,...,2,]. I dette tilfelde skrives I = (z® : a € A).

3



2. Grobner basis teori

Ved at benytte fglgende lemma kan det afggres, hvorvidt et monomium tilhgrer
et monomielt ideal.

Lemma 2.1.2 Lad I = (z* : o € A) veere et monomielt ideal. Et monomium,
2P, ligger i I hvis og kun hvis o er divisibel med x® for et o € A.

Bevis: Hvis 27 er divisibel med z® for et a € A, sa geelder det, at 2 = ha®,
hvor h € K[x1,. .., x,]. Sa pr. definition af et ideal vil 2% € I.

Hvis 2% € I, sa er 27 = 37 | hia®® | hvor h; € Klzy,...,2,] og a(i) € A.
Ved at skrive h; som en linearkombination af monomier, ses det, at ethvert led
pa hojresiden er divisibelt med et eller andet 2. Da venstresiden kun bestar
af ét monomium vil leddene pa hgjresiden ophaeve hinanden saledes, at kun et
enkelt monomium er tilbage. Da der specielt geelder for dette monomium, at det
er divisibelt med et 2 vil 2# veere divisibelt med dette z*(*). Il

Naste lemma viser, at man kan afggre om et polynomium f tilhgrer I, ved at
afggre om de monomier, som f bestar af, tilhgrer I.

Lemma 2.1.3 Lad I vere et monomielt ideal, og f € Klx1,...,z,]. Sd er
folgende wekvivalent:

(i) fel.
(i) Ethvert led i f tilhorer I.

(iit) f er en linearkombination af monomierne i I, hvor koefficienterne tilhgrer
K.

BEVIS: (iii) = (ii): Da f er en linearkombination af monomierne i I med
koefficienter i K, vil ethvert led i f tilhgre I, da dette netop er et krav for at
veere et ideal.

(ii) = (i): Ethvert led i f tilhgrer I, og pr. definition af et ideal, sa tilhgrer
summen ogsa I.



2.1. Dicksons lemma

(1) = (i19): Idet f tilhgrer I = (z* : « € A C N}}), sa kan f skrives pa formen
f =37 hz*D hvor h; € K[r1,...,3,]. Hvert led i h;z®® tilhgrer I, idet
hvert led er divisibelt med z*(*). Desuden har leddene koefficienter i K, da h;
tilhgrer K[z1,...,z,]. Det vil sige, at f er en linearkombination af monomier i
I med koefficienter i K. O

Samspillet mellem punkt (i) og punkt (iii) giver, at et monomielt ideal er en-
tydigt bestemt af dets monomier. Dette giver, at to monomielle idealer er ens,
hvis og kun hvis de indeholder de samme monomier, hvilket benyttes i beviset
for Dicksons lemma, som er fglgende:

Seetning 2.1.4 (Dicksons lemma) Et monomielt ideal I = (x* : o € A)
K[z1,...,x,] kan skrives pa formen I = (M) ... 2%®)) hvor a(1),. .., a(s)
A. Specielt har I en endelig basis.

m 1N

BEVIS: Beviset fgres ved induktion i antallet af variable.

Basistrin: Hvis n = 1, sa er I genereret af monomierne z¢, hvor o« € A C Np.
Lad (8 veere det mindste element i A. Sd er 3 < « for alle « € A. Dermed vil zf
7)

ga op i alle andre generatorer z¢. Heraf ses det, at [ = (z
Induktionshypotese: Antag, at n > 1 samt, at ssetningen gaelder for n — 1.
Induktionstrin: De variable skrives i det fglgende som x1,...,2,_1,y. Dermed

skrives monomierne i K[z1, ..., z,—1,y] som z%y™, hvor @ = (a1,...,Qn-1) €
Ng~! og m € No.

Lad I C K[z1,...,Zn-1,y] veere et monomielt ideal. For at finde generato-
rerne for I betragtes “projektionen”, J, af I pd K[x1,...,2,-1]. J er det ideal i
K[z1,...,2,-1], som er genereret af monomierne z%, for hvilke det geelder, at

xz®y™ € I for mindst et m > 0.

Pr. induktionshypotese geelder det hermed, at J er genereret af endeligt mange
af z%%rne, J = (z®1) ... 2%6)). Udfra definitionen af J vil der for alle i
mellem 1 og s eksistere m; > 0, sadan at z®®y™: tilhgrer I. Da J er genereret
af endeligt mange monomier vil der findes en stgrste veerdi af m;’erne. Betegn
denne veerdi m.



2. Grobner basis teori

Betragt, for hvert k& mellem 0 og m — 1, idealet Ji, C Klz1,...,2,—1], som er
genereret af monomierne z? for hvilke det geelder, at z°y* € I.

Ved endnu engang at benytte induktionshypotesen ses det, at J er genereret
af endeligt mange monomier, Jy = (W . pok(sk)),

Lad I'* veere genereret af monomierne:

fra J za(l)ym, . ,xo‘(s)ym
fra Jo zo‘o(l), ceey zo(s0)

fra Jy :co‘l(l)y, e x”‘l(ﬁl)y

am,l(l)ym—l, L am,—l(smyfl)ym_l

fra Jm—1 1 oz , T

Det skal nu vises, at I = I*.

Udfra konstruktionen af J’erne er det klart, at monomiernei I* er en delmeengde
af monomierne i .

Hvis det kan vises, at alle monomierne i I er divisible med et i I*, sa gaelder det
ifglge Lemma 2.1.2, at monomierne i I er en delmaengde af monomierne i I*.

Antag z%yP € I. Hvis p > m, si er 2®yP divisibelt med et 2z y™ idet x>
tilhgrer den genererende maengde for J. Hvis derimod p < m — 1, sa er x%yP
divisibelt med et z®» W y? ifglge konstruktionen af JIp.

Dermed er det vist, at monomierne i I er en delmaengde af monomierne i I*.
Altsa indeholder I og I* de samme monomier, hvormed I = I*.

Til sidst skal det vises, at en given maengde af generatorer for et ideal kan
udtyndes til en endelig genererende maengde for idealet.

Lad 1, ..., z, veere de variable. Sa er det monomielle ideal I = (z® : o« € A) C
K[z1,...,2,]. Det skal vises, at I er genereret af endeligt mange af *’erne.

Fra tidligere i beviset ved vi, at der findes en endelig genererende meengde for
I =1 = (PO 206, Da 280 € I = (2 : a € A), sa geelder det fra
Lemma 2.1.2, at alle 2°()’erne er divisible med 2%, for et a(i) € A. Det vil
sige, at %) = 2722 hvor (i) € N.

6



2.2. Hilberts basis satning og Grébner baser

Sa ethvert element i I kan skrives péa formen:

f= i hxP® = i hiz"’(i)xo‘(i),
i=0 i=0

hvor h; € K[z, ..., z,].

Altsa er I = (@) .. 220, O

Det vil sige, at ethvert monomielt ideal er endeligt genereret, og at det er muligt
at udtynde en given genererende maengde for et ideal til en endelig genererende
maengde. Dette benyttes i naeste afsnit til at vise Hilberts basis seetning.

2.2 Hilberts basis saetning og Grobner baser

I dette afsnit bevises Hilberts basis seetning, som siger, at alle idealer er endeligt
genererede. Herefter kan Grobner baser defineres.

Allerforst skal monomiel ordning defineres, da dette er ngdvendigt for at holde

styr pa monomierne i et polynomium.

Definition 2.2.1 (Monomiel ordning) En monomiel ordning pd K[z, ..., 2y]
er enhver relation < pa N{, eller ekvivalent, enhver relation < pa mengden af
monomier, x%, o € N{i, som opfylder, at:

(i) < er en total ordning pd Ni .
(19) Hvisa < ogy € N§, sd era+v<0+7.

(191) < er en velordning pa Nj.

En total ordning, er en ordning, hvori praecis ét af fglgende tre udsagn er opfyldt:
a < f, a=pf, a > 3.

7



2. Grobner basis teori

En velordning vil sige, at enhver ikke-tom delmeengde af Nf har et mindste
element under <.

Er der fastsat en monomiel ordning, kan folgende begreber defineres for et po-
lynomium.

Definition 2.2.2 Lad f =) _ aqz® # 0 tilhore K[z1,...,x,], og lad < veere
en monomiel ordning. Da benyttes folgende terminologi:

(1) Multigrad of f er
mdeg(f) = max{a € N : an # 0},

hvor mazimum er taget med hensyn til <.

(ii) Ledende koefficient for f er
LC(f) = Umdeg(f) € K.
(iit) Ledende monomium for f er
LM(f) = a™mdea(f),
(iv) Ledende term for f er

LT(f) = LC(/) - LM(f).

For multigraden af polynomier er fglgende opfyldt.

Lemma 2.2.3 Lad f,g € K[z1,...,x,] vere forskellige fra nulpolynomiet. Sé
geelder det, at

Hvis f + g #0, s er mdeg(f + g) < max{mdeg(f), mdeg(g)}.

Bevis: Lad f =) aq2® 0g g = ZB bpz?. Antag, at LT(f) = —LT(g), det vil
sige, at mdeg(f) = mdeg(g), s& er

mdeg(f + g) < max{mdeg(f), mdeg(g)}.

8



2.2. Hilberts basis satning og Grébner baser

Hvis derimod LT(f) # —LT(g), det vil sige, enten er mdeg(f) # mdeg(g), eller
ogsé er mdeg(f) = mdeg(g) og LC(f) # —LC(g). I begge tilfzelde geelder det, da
den monomielle ordning er total, at

mdeg(f + g) = max{mdeg(f), mdeg(g)}.

For en fastsat monomiel ordning kan det ledende term, LT(f), af et polynomium
f € Klz1,...,z,] bestemmes. Dermed kan man for ethvert ideal definere idealet
af ledende termer saledes.

Definition 2.2.4 Lad I C K[z1,...,x,] vere et ideal forskellig fra {0}, og lad
LT(I) betegne meengden af ledende termer af elementerne i I. Det vil sige, at

LT(I) = {ca® : der eksisterer f € I, hvor LT(f) = cz*}.

Da er (LT(I)) idealet genereret af elementerne i LT(I).
Det kan desuden vises, at (LT(I)) er endeligt genereret.
Proposition 2.2.5 Lad I C K|x1,...,2,] vere et ideal.

(1) (LT(I)) er et monomielt ideal.

(ii) Der findes g1,...9: € I sddan, at (LT(I)) = (LT(g1),...,LT(g¢))-

BEVISs: (i) De ledende monomier LM(g) af elementer g € I — {0} genererer det
monomielle ideal (LM(g) : g € T — {0}).

Idet LM(g) og LT(g) kun afviger med en konstant forskellig fra nul, s genererer
dette ideal det samme som (LT(g) : g € I — {0}) = (LT(I)). Dermed er (LT(I))
et monomielt ideal.

(#7) Da (LT(I)) er genereret af monomierne LM(g),g € I — {0}, s& giver Dicksons
lemma, at (LT(I)) = (LM(g1),...,LM(g¢)) for endeligt mange g1,...,g¢+ € I. Da
LM(g;) udelukkende adskiller sig fra LT(g;) med en konstant forskellig fra nul,

9



2. Grobner basis teori

folger det, at (LT(I)) = (LT(g1),...,LT(gs)). O

Hilberts basis seetning giver nu samme resultat for polynomielle idealer, som
Dicksons lemma giver for monomielle idealer.

Satning 2.2.6 (Hilberts Basis Saetning) Fthvert ideal I C Klaq,...,xp,]
har en endelig genererende mengde, som er I = {(gi,...,g:) for nogle
g1,---50¢ el

BEvis: Er I = {0}, kan den endelige genererende meengde veelges til at veere

{0}.

Hvis I indeholder polynomier forskellige fra nulpolynomiet, s& kan en endelig
genererende maengde g1, ..., g; for I konstrueres som fglgende.

Af Proposition 2.2.5 har vi, at der eksisterer g1, ...,g: € I sddan, at (LT(I)) =

Idet alle g;’erne tilhgrer I, s& geelder det, at (g1,...,g+) C I.
Lad nu f € I veere et polynomium. Ved at benytte divisionsalgoritmen for
polynomier i flere variable til division af f med (¢1,...,g:) fis udtrykket

f=aig1+ - +azgs +r,

hvor intet led i r er divisibelt med LT(g1),...,LT(g¢).
Det skal nu vises, at r = 0.
Forst ses det, at

r=f—aig1— - —ag: €1

Hvis r # 0, s& vil LT(r) € (LT(I)) = (LT(¢1),...,LT(gs)), og af Lemma 2.1.2
vides det, at LT(r) er divisibel med et eller andet LT(g;). Dette er i modstrid
med, at 7 er et restled, s& derfor ma det geelde, at » = 0. Det vil sige, at

f=aig1+ -+ a9t € {g1,---,9¢)-

Da f er vilkdrligt valgt, vil I C (g1,...,9:), ogsder I = (¢1,...,9:), og dermed
endeligt genereret. O

10



2.2. Hilberts basis satning og Grébner baser

Det er muligt at finde flere genererende maengder for samme ideal, men nogle
viser sig mere anvendelige end andre, og disse kaldes Grobner baser.

Definition 2.2.7 (Grébner basis) Fastset en monomiel ordning. En endelig
delmengde G = {g1,...,9t}, af et ideal I, er en Grobner basis, hvis

(LT(g1), ..., LT(g:)) = (LT(]))-

Af beviset for Hilberts basis seetning fremgar det, at en Grébner basis, {g1, ..., g:},
udger en basis for idealet I, og af Proposition 2.2.5 (i7) folger det desuden, at
en sadan basis altid eksisterer.

Hilberts basis setning har ogsé betydning i beviset for naeste seetning. Selvom
denne ikke direkte har forbindelse til definitionen af en Grébner basis er den
relevant i forbindelse med konstruktionen af en sddan basis.

Setning 2.2.8 (Opstigende ksedes egenskab) Lad Iy C I, C --- veere en

voksende kede af idealer i K[x1,...,xy,]. Sd eksisterer der et N > 1 sdadan, at
In=Iny1=---.

BEevis: Givet den voksende keede I; C I C -+, betragt da meengden [ =

U:i1 Iz'-

Forst skal det vises, at I er et ideal.

Idet 0 € I; for alle i, sa vil 0 € I.

Hvis f,g € I, sa fglger det pr. definition af I, at f € I; og g € I; for nogle i’er
og j'er. Antag, at i < j, sa vil f,g € I;, da I;’erne danner en voksende kaede,
og da I; er et ideal, vil f + g tilhgre I; og dermed ogsa I.

Tilsvarende hvis f € T og r € K[z1,...,x,], s& geelder det, at r- f € I; C I.
Altsa er I et ideal.

Af Hilberts basis seetning fglger det, at I har en endelig genererende meengde
sadan, at I = (f1, ..., fi). Enhver af disse generatorer er indeholdt i et I;. Antag
fi el foret j;,i=1,...,t. Lad nu NV veere maximum af disse j;’er. Da I;’erne
udggr en voksende kaede, geelder det, at f; € Iy for alle ¢. Heraf fglger det, at

I=(fi,....ft) SIN CIny1 C---C L

11



2. Grobner basis teori

Det vil sige, at keeden stabiliseres ved Iy, hvormed alle efterfslgende idealer er
ens.

O

2.3 Egenskaber ved Grobner baser

I dette afsnit vil vi beskrive en rackke af de anvendelige egenskaber, som Grébner
baser har, og afslutningsvis opstille en algoritme til konstruktion af en Grobner
basis.

Efterfolgende seetning viser, at man ved division af f med G = (g1,...,¢:) far
et entydigt bestemt restled, r, uathengig af valg af reekkefglgen af ¢1,..., gt,
nar G er en Grobner basis.

Saetning 2.3.1 Lad G = {g1,...,9:} vere en Grobner basis for et ideal I C
Klz1,...,z,], og lad f € Klz1,...,2,]. Da vil der findes et entydigt r €
K[z1,...,x,] med folgende egenskaber:

(1) Ingen af monomierne i r er divisible med nogle af LT(g1),...,LT(g:).

(i1) Der findes et g €1, sd f=g+r.

BEVIs: Divisionsalgoritmen for polynomier i flere variable giver eksistens af r,
og at bade (i) og (i) er opfyldt med g = a1g1 + - - - + a:g:.

For at bevise entydigheden antages det, at f = g+ 1 = ¢’ + r’ begge opfylder
(i) og (it), men at r # /. Davilr — ' = ¢’ — g € I, og dermed vil LT(r —1’) €
(LT(I)) = (LT(¢1),.-.,LT(gs)). Dette betyder ifplge Lemma 2.1.2, at LT(r — /)
er divisibel med et LT(g;). Dette er umuligt, da intet monomium i hverken r
eller 7’ er divisibelt med noget LT(g;). Dermed ma r — r’ veere nulpolynomiet,
hvilket medfgrer, at r = r’. O

12



2.3. Egenskaber ved Grobner baser

Denne egenskab med hensyn til  benyttes i folgende korollar.

Korollar 2.3.2 Lad G = {g1,...9+} vere en Grobner basis for et ideal I C
Klx1,...2,], og lad f € K[z1,...,2,]. Davil f € I, hvis og kun hvis restleddet,
r, ved division af f med G er nul.

BEVIS: Hvis restleddet er nul, vil f € I pa grund af divisionsalgoritmen for
polynomier i flere variable. Hvis derimod f € I, vil f = f + 0 opfylde de to
betingelser i Saetning 2.3.1, og dermed er restleddet nul ved division af f med
G. O

Indtil videre har vi beskaeftiget os med eksistensen af Grobner baser for ethvert
ideal. Det gnskes desuden at kunne afggre om en given basis er en Grébner basis.
I de situationer, hvor dette ikke er tilfeeldet, vil vi gerne kunne beskrive en algo-
ritme, som kan finde en sadan Grobner basis. Til dette benyttes S-polynomier.

Definition 2.3.3 (Feellesgradsmonomium og S-polynomium) Lad f,g €
K[z1,...,x,] vere ikke-nul polynomier.

(i) Lad mdeg(f) = a og mdeg(g) = . Da er fellesgradsmonomiet af LM(f)
og LM(g) bencevnt LCM(LM(f),LM(g)) = a7, hvor v = (Y1,.--,Yn) 09 Vi =
max(ay, 3;).

(i1) S-polynomiet for f og g defineres som

S(f,9) = F(f)fimg'

Det ses heraf, at S-polynomierne er konstrueret saledes, at de ledende termer
elimineres og sidan, at koefficienterne til f og ¢ tilhgrer K[z1,...,z,]. Ved
hjeelp af fglgende lemma benyttes S-polynomier i beviset for, om en basis er en
Grdbner basis.

Lemma 2.3.4 Antag, at det for summen Yy ;_;cifi, hvor ¢; € K og fi €
Klz1,...,2], gelder, at mdeg(f;) =0 € N§ for alle i.

13



2. Grobner basis teori

Hvis mdeg(>":_; ¢ifi) < 6, da kan summen skrives, som

STeifi =" eSS o),
i=1 .k

hvor cji, € K, 091 < j, k < s. Desuden er multigraden af hvert S(f;, fi) mindre
end d.

BEvis: Lad d; = LC(f;). Derved bliver LC(¢;f;) = c¢;d;. Da hvert ¢;f; har
multigrad §, og deres sum har multigrad skarpt mindre end §, méa det galde, at

Zj:l Cidi = 0
Lad p; = 5— Dermed kan summen skrives som
Z cifi = Zcidipi = c1di(p1 — p2) + (c1d1 + cad)(p2 — p3) + -+~ +
i=1 i=1
(Cldl + -+ Csfldsfl)(psfl 7ps) + (Cldl + -+ Csds)ps- (21)
Da 2;1 c;d; = 0 vil det sidste led i denne opskrivning forsvinde.
Da LT(f;) = d;z° for alle i, vil LCM(LM(f;),LM(fx)) = 2 for alle par af 1 < j, k <
s. Dermed bliver

S(fj, fr) =

0 ) 4 4

T T 7 T
LT(fj)fj a LT(fk)fk T d;ad fi— drad fe =pj = pr- (2.2)

Derved far ligning (2.1) nu udseendet
doafi = > cidipi = c1diS(f1, f2) + (crdy + c2da)S(fa, f3) + - +
i=1 i=1

(crdy + -+ + cs_1ds—1)S(fs—1, [s),

hvilket netop er en sum pé den gnskede form.

Bade p; og py, har multigrad 6, og deres ledende koefficient er 1, hvorved multi-
graden af p; — py bliver skarpt mindre end d, hvilket ifglge ligning (2.2) derfor
ogsa ma geelde for S(f;, fx). Dette fuldfprer beviset. O

Det vises nu hvilke kriterier, der kraeves for, at en delmaengde af I er en Grobner
basis for I.

14



2.3. Egenskaber ved Grobner baser

Seetning 2.3.5 (Buchbergers kriterie for Grobner baser) Lad I =
(91,---,9t) veere et polynomielt ideal. Da er G = {g1,...,g+} en Grébner basis
for I, hvis og kun hvis restleddet, ved division af S(g;,9;) med G, er nul, for
alle par af i,7.

BEVIs: =: S(¢;,9,;) € I, da g; og g; tilhgrer I. Er G en Grobner basis for I,
giver Korollar 2.3.2, at restleddet, ved division af S(g;,g;) med G, er nul, for
alle par af 4, j.

«<: Lad f € I veere forskellig fra nulpolynomiet. Det gnskes nu bevist, at
nar S(gi, gj)-polynomierne alle har rest nul ved division med G, si medfgrer
det, at LT(f) € (LT(g1),...LT(g¢)). Dette vil, da f er vilkarligt valgt, give, at
(LT(I)) € (LT(¢1),..-,LT(g¢)). Det indses let, at (LT(g1),...,LT(g¢)) C (LT(I)),
da g; tilhgrer I. Dermed er (LT(g1),...,LT(g:)) = (LT(I)), og altsda danner G en
Grobner basis for 1.

Strategien er at tage udgangspunkt i, at nar f € I = (g1,...,¢¢), sd findes der
polynomier h; € K[z1,...,z,] sddan, at

f= Z higi. (2.3)
im1

Lemma 2.2.3 giver da, at
mdeg(f) < max(mdeg(h;g;)), fori=1,...t. (2.4)

Ved at antage, at restleddet, ved division af S(g;,¢;) med G, er nul for alle
par af i,j bevises det, at mdeg(f) = mdeg(h;g;) for et eller andet i. Dette
betyder, at LT(f) er divisibel med LT(g;), hvormed Lemma 2.1.2 giver, at LT(f) €
(LT(g1),.-.,LT(gt)), hvilket netop var det gnskede resultat.

Som sagt tages der udgangspunkt i udtrykket for f, som det star i ligning (2.3).
Lad m(:) = mdeg(h;g;), og definer 6 = max(m(1),...,m(t)). Det vil sige, at
ligning (2.4) bliver

mdeg(f) < 6.
Polynomiet f kan muligvis opskrives i forskellige variationer, dog vil alle disse
veere pa formen som i (2.3), hvilket kan have indflydelse pa stgrrelsen af .

Da der er valgt en monomiel ordning, som er velordnet, er det muligt at veelge
netop den variation af ligning (2.3), som giver § s lille som muligt. Det gnskes
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2. Grobner basis teori

nu bevist, at nar dette minimale § er valgt, vil mdeg(f) = § = mdeg(hig;) for
et eller andet ¢, hvilket, som beskrevet ovenfor, vil fuldfgre beviset.

At mdeg(f) = ¢ bevises ved et modstridsbevis, det vil sige, det antages, at
mdeg(f) < 9.

Der tages udgangspunkt i ligning (2.3). Denne kan ogsé skrives, som

= Z hig; + Z higi

m(i)=48 m(i)<d
= Y LT(hi)gi+ Y (hi—LT(h))gi+ Y higi.  (2.5)
m(i)=48 m(i)=4 m(i)<d

Leddene i de to sidste summer har alle multigrad mindre end &, s& disse to
summer har begge multigrad mindre end §. Da det er antaget, at multigraden
af f er mindre end §, ma ogsa den fgrste sum have multigrad mindre end §. Det
vil sige, at

mdeg Z LT(hi)gi | <.
m(i)=48

Lad nu LT(h;) = ¢;z*®. Da vil summen,

Z LT(hi)g; = Z c;x®W g,

m(i)=48 m(i)=6

netop have den form som er beskrevet i Lemma 2.3.4, hvor f; = 2@ g;. Det er
ovenfor blevet konkluderet, at mdeg (Zm(i): 5 ez gi) < §, s& betingelserne
til Lemma 2.3.4 er opfyldt.

Dette giver, at summen kan skrives som en linearkombination af S-polynomier
pa formen S(z*) g;, 22 g ), hvor 2° = LCM(LM(2*) g;), LM(x*(*) g1)). Det kan
dog indses, at nar 2% = LCM(LM(g;),LM(gx)) er

é 6
S@eWg; z2®g) = — 2 gellg T galkg,
g z*U)LT(g;) 7 2o®LT(gy)
a7k g0 xVikgd

= xmLT(gj)gj - xmLT(gk)gk
= 2°7%S(g;, gr).

16



2.3. Egenskaber ved Grobner baser

Det vil sige, at der findes c;, € K sadan, at

Y LT(hi)gi =Y cipa’ %S (g5, gr), (2.6)

m(i)=6 gk
hvor mdeg(xaf'”’“'s(gjagk» <4

Nu benyttes, betingelsen om, at S(g;, gx) har restled nul ved division med G.
Dette betyder, at ethvert S-polymonium kan skrives som

g]agk Zaz,]kgza (27)

hvor a; ;1 € K[x1, ... 2y,]. Desuden vides det fra [3, Theorem 3, side 61], at
mdeg(a; jxg:;) < mdeg(S(g;,gx)) for alle 4, j, k. (2.8)

Lad nu b, = x‘s_”f’“ai7jk, da er

6 ’YJKS g gk szjkgz (29)

Dette giver sammen med ligning (2.8), og konklusionen fra Lemma 2.3.4, at
mdeg(bijrgi) < mdeg(z’~7* 5 (g5, gr)) < 0. (2.10)

Ved nu at kombinere ligning (2.6) og (2.9), fas udtrykket

t
Z LT(h:)g: = ZCjkx ~%S(95, 9x) chk (Z bz]sz) = Z 19,

m(i)=48 ik 3.k i

hvor Hz = Zj k Cjkbijk-
Da ¢j € K, sendrer det ikke pa multigraden, sa det kan ses udfra ligning (2.10),
at for alle i, er

mdeg(hig;) < 6

Ved nu at vende tilbage til ligning (2.5) ses det, at nar det er antaget, at
mdeg(f) < d, kan f skrives som

m(i)= 5 m(i)<d
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2. Grobner basis teori

Dette er en polynomiel kombination af g;’erne, hvor alle leddene har multigrad
mindre end 6. Men da vi netop havde valgt den opskrivning af f, hvor § var
mindst mulig, er det ikke muligt, at opskrive f uden at mindst ét led har mul-
tigrad lig §. Dermed er der opnaet en modstrid, hvormed det konkluderes, at
under de valgte omstendigheder er mdeg(f) = ¢, hvilket fuldfgrer beviset. [

Ved hjalp af dette kriterie er det herefter muligt at opstille en algoritme til
konstruktion af en Grobner basis udfra en kendt genererende maengde.

Saetning 2.3.6 Lad I = (f1,...,fs) # {0} vere et polynomielt ideal. Sé kan
en Grobner basis for I konstrueres i et endeligt antal skridt udfra folgende algo-
ritme.

Input: F = (f1,...,fs)
Output: En Grébner basis G = (¢1,...,9¢) for I, hvor F C G

G:=F
repeat
G =G
for hvert par {p,q}, p # q i G' do
S =5(p.a)°
if S #0 then G := GU{S}
until G = G’

BEvIs: Hvis G = {g1,...,g:}, sa betegner (G) og (LT(G)) idealerne:
<G> = <gla cee agt>

(LT(G)) = (LT(g1), - - -, LT(g¢))-
Forst skal det vises, at G C I for alle trin i algoritmen. Dette er oplagt i forste
skridt, idet G = F'. /
Nar G bliver udvidet sker dette ved at tilfgje resten S = S(p, q)G for p,q € G.
Altsa skal det vises, at G U {S} er en delmaengde af I. Da G C I, s& er bade p,
q og herved ogsa S(p,q) i I. Det vil sige, at nar S(p, ¢) divideres med G’, si kan

G —G
resten, S(p,q) , skrives som summen S(p,q) =71 = S5(p,q)—(a191+ - -+a:g:),
G/
hvorved S(p,q) € I. Hermed er GU {S} en delmeengde af I.

18



2.3. Egenskaber ved Grobner baser

Meengden G er en basis for idealet I, da F' C G, og F' er en basis. Nar algoritmen

standser geelder det, at G = G’, hvilket betyder, at S(p,q) =0forallep,q € G,
og udfra Saetning 2.3.5 er G en Grobner basis for [.

Det mangler nu at blive vist, at algoritmen vil standse. For at vise dette betrag-
tes algoritmen efter hvert skridt.

Meengden G bestar af G’ (det foregaende G) og S # 0. Da G’ C G, s er
LI(@) € LT(). (2.11)

Antag, at G’ # G, og at S(p,q)G = r # 0 er tilfgjet G. Da r er restleddet

ved division af et S-polynomium med G’, s& er LT(r) ikke divisibelt med nogle

af de ledende termer i G’, og hermed geelder det, at LT(r) ¢ (LT(G')). Idet
LT(r) € (LT(GQ)), sa er (LT(G")) C (LT(Q)).

Af ligning (2.11) ses det, at idealerne (LT(G”)) udger en voksende keede af idealer
i K[z1,...,2,]. Dermed folger det af Seetning 2.2.8, at keeden stabiliseres efter
et endeligt antal skridt sddan, at (LT(G')) = (LT(G)) for et eller andet G'. Det
vil sige, at inklusionen (LT(G')) C (LT(G)) ikke geelder, og dermed kan det ikke
gzelde, at G’ # G. Dette medferer, at G = G’, og altsa standser algoritmen efter
et endeligt antal skridt. O

Sa for at udvide en given basis for et ideal til en Grébner basis divideres alle S-
polynomier af den genererende maengde pa skift med den genererende maengde.
Hvis resten ved division ikke er nul tilfgjes denne til den genererende maengde,
og denne undersgges pa tilsvarende vis. Denne procedure fortsattes til resten
ved division af alle S-polynomier er nul.
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Kapitel 3

Koder udtrykt ved hjeelp af
norm- trace polynomier

Dette kapitel har til formal at na frem til en beskrivelse af en type koder, som
bygger pa samme princip som Reed-Solomon koderne. Dog kan kodeordene i
disse koder blive betydeligt leengere end kodeordene i Reed-Solomon koderne.

Vi sgger altsa punkter og polynomier, sddan at vi, ved at evaluere polynomierne
i de valgte punkter, far kodeordene i en kode, som vi vil kalde en NT P-kode.
Vi vil betragte elementer fra legemet Fym, hvor ¢ er en primtalspotens, p", og
m € N\{1}. Er vi i det specialtilfeelde, hvor m = 2, s& kaldes koden en Hermite-
kode.

3.1 Bestemmelse af punkter

Dette afsnit bygger hovedsageligt pa [8, Afsnit 2.3].

Punkterne veelges til at veere de p; = (x1,91),p2 = (T2,92), -+, Pn = (Tn,Yn) €
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3. Koder udtrykt ved hj=lp af norm- trace polynomier

Fgm, som er nulpunkter i norm- trace polynomiet:

m_1 m—1

D VL Ly ) (3.1)

m_1
Dette svarer til at bestemme varieteten V(I), hvor I er givet ved (z 7T —
gl =yt — gy, 20" —x " — ), idet 297 — z og y? — y netop har alle
elementer i Fym som nulpunkter, se kommentaren til Lemma A.1.1.

For at afggre storrelsen af varieteten V(I), samt udseendet af de pagseldende
punkter introduceres trace- og norm afbildningerne.

Definition 3.1.1 (Trace afbildningen) Lad o € Fym, sd er trace afbildnin-
gen Try . /v, givet ved

m—1

Trg,mr, (@) = a+af + -+ af

Leddene i Trg_,, /r, () kaldes de konjugerede af o med hensyn til F,.
For at klarggre, at Trp, . r, (o) altid er et element i F,, betragtes fglgende
redeggrelse:

Lad f € Fy[z] veere minimalpolynomiet af o, af grad d, hvor o € Fgm. Da er d
ifglge Seetning A.0.10 en divisor for m. Desuden gaelder det af Seetning A.0.11,
at rpddderne til f i Fga er givet ved o, 09, ..., ad’

Polynomiet givet ved g(z) = f(x)@ € Fy[x], har ifslge Seetning A.0.12 netop
de konjugerede af o med hensyn til F; som rgdder. Sa en opskrivning af dette
polynomium giver

g(x) = 2™ +am 2™+ +ag
= @—a)z—a®) - (z—a?" ). (3:2)

Ved at sammenligne koefficienter i de to ovenstdende udtryk for g(x), ses det,
at

TLF, 1 /7, (@) = —Qm-1.
Heraf fremgar det, at Try . /5, («) altid er et element i IF,.

Dette kan ogsa indses ved at betragte folgende:

m—1

(Tr]qu/]Fq (@) =(a+a?+---+a )
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3.1. Bestemmelse af punkter

Ved herpa at benytte Lemma A.1.2 gentagne gange fas:

(ataf+-- -+aqm71)q = a%4a? + 4ol = alt - +a?" +a = Trr,m /F, (Q0)-
Da (Trg . /v, (@))? = TrF . /r, (@) giver Lemma A.1.1, at Trg_,, /r, (@) € Fy.
Trace afbildningen er altsa en afbildning fra Fgm til IF,.

Norm afbildningen defineres saledes:

Definition 3.1.2 (Norm afbildningen) Lad o € Fym. Da er norm afbildnin-
gen Ny, /v, givet ved

N, m/F, (@) = -al---afl =T .

Ved endnu engang, at sammenligne koefficienter i (3.2), ses det, at
NIqu/]Fq (Oé) = (—1)ma0.
Hvoraf det ses, at ogsé norm afbildningen er en afbildning fra Fym over i IFy.

Tilsvarende Traceafbildningen, kan dette ogsa indses ved:

(Vg yr, (@) = (a-a?-- aq’"’l)q

m

2
= aq.aq...aq

ol . an e N]qu/]Fq (a)7
og endnu engang benyttes Lemma A.1.1 til at konkludere, at Ng_,, /r, (@) € F,.

Af disse to definitioner ses det, at norm- trace polynomiet netop er givet ved
NE i /B, (T) = TLF o /7, (Y)-

Vi sgger derfor de punkter (6, §) i Fim, som opfylder, at Ng .. /F, (0) = TIF, m /F, (B8).

Til dette formal introduceres folgende resultater vedrgrende trace og norm.
Seetning 3.1.3 Traceafbildningen Trg . /v, opfylder folgende:

(7) TLF, m /F, (a4 0) = TLF m /F, (o) + TLF, m /F, (B) for alle o, 3 € Fym.
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3. Koder udtrykt ved hj=lp af norm- trace polynomier

(i)
(i)
(iv)

(v)

Trg,m 7, () = cTTy . jr, (@) for alle c € Fy,a € Fym.

Trr, . /F, €7 en lineer transformation fra Fgm pd Fg, hvor bade Fym og Fy
betragtes som vektorrum over IFy.

Try, . /v, (@) = ma for alle a € Fy.

Tty m /v, (0?) = TTF . /7, (@) for alle a € Fym.

BEVIS:

(4)

(i)

(i)

For a, B € Fym fas, ved at benytte Lemma A.1.2, at

qm,—l

Trg,.p,(@+0) = a+B+(a+0)T+ -+ (a+p)
_ O[+6+Oéq+6q+"'+04qM71+6q7ﬂ7
= TI']qu /Fq (Oé) + TI‘]qu /Fq (B)

1

Hvis ¢ € Fy, sa geelder det som fplge af Lemma A.1.1, at & — ¢ for alle
j Z 0 Dermed fés
Tr]qu/IFq (Ca) = coa+ cla? 4+ .4 Cqulaqul

m—1
= catcal+---+cal

CTTF, . /F, ().

At Trg, . /r, er en linezer transformation fra Fym til F, folger dels af punkt
(i) og (ii), og dels af, at Try . /r, (o) € F, for alle @ € Fym.

For at vise, at trace afbildningen er surjektiv, skal det vises, at der eksi-
sterer et a € Fym, sa Tr,_,, /v, (@) # 0.

Dette er tilstraekkeligt, idet punkt (i) er opfyldt, og idet alle elementer i
[ kan skrives pa formen B7,0< j<q—2, hvor 3 er et primitivt element
iFy. Ved da at lade c gennemlgbe [, fas samtlige elementer i IF,.

Det geelder, at Trp, . /p, (o) = 0 hvis og kun hvis « er rod i polynomiet
AP gy F,[z]. Dette polynomium har hgjst ¢"~! nulpunk-
ter i Fgm, og da Fgm har ¢™ elementer, ma der eksistere o € Fym, s&

TI‘]qu /Fq (Oz) 7é 0.
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3.1. Bestemmelse af punkter

(iv) Dette folger direkte fra definitionen af trace afbildningen samt Lemma
A1l

(v) Af Lemma A.1.1 folger det, at o = a for a € Fym. Det vil sige, at

TLF,m /F, (a?) =af + o +otal = TLF,m /F, ().

Det fremgar af punkt (i) og (i7), at trace afbildningen er en vekorrumshomo-
morfi mellem de to endelige legemer Fy» og Iy, her begge set som vektorrum
over Fy. Dermed fremgér det af kommentaren efter beviset for Seetning B.1.2,
at sckvivalensklasserne i Fym alle har samme stgrrelse. Da det af punkt (i44)
desuden fremgar, at trace afbildningen er surjektiv, s ma stgrrelsen af disse
akvivalensklasser netop veere %.

Det vil altsa sige, at hver af de ¢ elementer i F; bliver ramt af preecis % ele-

menter fra Fgm.
Seetning 3.1.4 Normafbildningen Ng ., /v, opfylder folgende:

(4) Ngm/r,(@B) = N /7, (ONF . 7, (B) for alle o, € Fym.
(ii) Ng,../r, afbilder Fym pd Fy og Fym = Fem\{0} pd F; = F,\{0}.
(#4i) Ng, . /r,(a) =a™ for alle a € Fy.
)

(iv) Ng ., p,(@?) = Np ., 7, (@) for alle o € Fym.
BEvVIs:

(i) Dette folger direkte af definitionen for norm afbildningen.

(ii) Fra tidligere ved vi, at Ny ,,, /, atbilder Fym over i . Desuden gzelder det,
at Ng_,. /F, (o) = 0 hvis og kun hvis o = 0, hvorved Nr,.. /7, afbilder Fy.
over i Fy.

Punkt (i) viser, at Ny ,, /r, er en gruppe homomorfi mellem de to multi-
plikative grupper Fy.. og F;. Dermed er kernen af N ,, /r,, pr. definition
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3. Koder udtrykt ved hj=lp af norm- trace polynomier

(iid)
(iv)

m—1
af norm, netop rgdderne til polynomiet e N Fgm, og antallet af
m_1

elementer, d, i kernen opfylder, at d < qq T

Desuden giver Seetning B.1.2, idet Ng_,, /r, er en gruppe homomorfi, at alle
akvivalensklasser i F7,. indeholder d elementer. Det vil sige, at billedet af

N, .. /v, Vil indeholde qmcfl elementer, og da dette er stgrre end eller lig
q — 1, s& er atbildningen Ng_, /5, fra Fy. til F7 surjektiv, hvormed ogsa

NE, m /F, : Fgm — Fq er surjektiv.

Dette fplger af definitionen p& norm afbildningen samt Lemma A.1.1.

Af punkt (i) geelder det, at Ng_,,, /r, (@?) = Np_,,. /5, (@), og af Lemma A.1.1
geelder det, da Ng_,, /r, (@) € Fy, at Ng_,, r, (@)? = Ng_,, /r, (@), hvorved
seetningen er vist.

Det er nu muligt at bestemme de punkter, (d, 3), tilhgrende Fgm, som opfylder
N, m /¥, (0) = TTp . /r,(3), samt antallet af dem.

Seetning 3.1.5 Lad [ = (v —y7""
Fym[x,y]. Da er storrelsen, n, af varieteten V(I) € Fim lig q

1

— ey — oy gt — gyl —y) €
2m=1" og punkterne

tilhgrende V(I) er enten pd formen:

(4) (0,8), hvor B € Fgm og ﬂqul 4+ +B8148=0

eller
(i1) hvis § er et primitivt element i Fym, (5771 3, 1), hvori =0,...,q—2,
m_ m—1
G=0, L =L k=0, ™ =1 09 B A4 B+ Bk =
5T

Punkterne beskrevet i (i) udgor ¢! punkter, mens punkterne beskrevet i (ii)
udgor de resterende ¢*™ 1 — g™~ punkter.

Saetning 3.1.5 og beviset herfor er en generalisering af [6, Lemma 14.1.1].
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3.1. Bestemmelse af punkter

BEVIS: Forst bestemmes det samlede antal punkter (4, 3) € F2.., som opfylder,
at N]qu /F, (5) =7= Tr]qu /F, (ﬂ)

For ethvert 0 € Fym eksisterer der et v € Fy, sadan at v = Ng_,. /r, (0)-

Fra kommentaren til Seetning 3.1.3 ved vi, at da trace afbildningen er en surjek-
tiv vektorrumshomomorfi, s& er antallet af elementer i hver sekvivalensklasse
tilhgrende Fym lig 4.

Det vil sige, at for ethvert v € F, eksisterer der ¢™~! Fer i Fym, siledes at
TI‘]qu /Fq (6) =7

Ovenstaende er illustreret i Figur 3.1, hvor Fym er vist to gange for overblikkets
skyld.

Definitionsmaengden Definitionsmaengden

for TLF m /B,

for N]qu /Fq

Fym F, Fym

Figur 3.1: lllustration af norm- og trace afbildningerne. Definitionsmengden for
Trp, . v, €r inddelt i g wkvivalensklasser hver indeholdende g™ ! elementer.

Antallet af kombinationer af § og 3, hvor Ng_,, /r,(6) = Trr .. /5, (3) er dermed
lig g™ - ¢™ ! = ¢!, hvilket netop er antallet af punkter i V(I).

Dernzest betragtes udseendet af punkterne. Det skal stadig geelde, at Ng_,,, /r, (6) =
Trqu/]Fq (6)

Punkterne bliver opdelt i de, hvor § = 0 og de, hvor § # 0.

Lad fgrst ¢ veere lig nul. Hermed er Ng . /r,(0) = 0. Altsa sgges de 3 € Fym,
som opfylder, at Trg,_,. /F, (8) =0, det vil sige, hvor

BT T g =0

Det vil sige, vi far punkterne (0, 3), hvor ﬂqu + -+ 74 5 = 0 er opfyldt,
og antallet af disse udggr ¢™~! af de ialt g™~ ! punkter, se Figur 3.2.
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3. Koder udtrykt ved hj=lp af norm- trace polynomier

Lad nu 6 veere et primitivt element i Fgm.

Idet Fy. og Fj er multiplikative grupper, er Ng_,, /r, en surjektiv gruppe homo-
morfi ifplge Seetning 3.1.4. Hvormed Fi ifplge Seetning B.1.2 er inddelt i ¢ —1
qg" =1

xkvivalensklasser med =1

elementer i hver, se Figur 3.2.

Definitionsmengden Definitionsmaengden

for TLF o /B,

for N]qu /Fq

Figur 3.2: lllustration af norm- og trace afbildningerne. Definitionsmengderne
for Ng .. )p, 09 Trg .. v, er inddelt i henholdsvis ¢ — 1 cekvivalensklasser med

q" -1
qg—1

elementer i hver, og i q ckvivalensklasser med ¢™~ 1 elementer i hver.

. it+i(g— . . m_1
Udseendet af § veelges til 67+7(¢=1D hvori =0,...,q—2, 0gj=0,.... 4= -1

Derved gennemlgber ¢ de g— 1 forskellige sekvivalensklasser, mens j gennemlgber

de q;n:ll forskellige elementer i hver sekvivalensklasse, fordi ¢ er et primitivt

element i Fym.

Med dette udseende af § bliver

N, ./ (§itia=1)y = gitile=1) . stita=—1))a ... glitila=1))g™ !

m

st L git@m =)

m

§TT = €F;.

Der spges herefter de elementer 3 € Fym, som opfylder, at Trg ,, /r, (B) =~ =

g™ 1

0 a1 ,i=0,...,q — 2. Disse 7;’er vil ved trace afbildningen hver blive ramt
af ¢™~! elementer i Fym. Dermed veelges udseendet af 3 til B;x, hvor k =
0,...,¢™ ! —1 gennemlgber de forskellige elementer i den i’te sekvivalensklasse.
Det vil sige, at vi far punkterne pa formen (§°+7(@=1 3, 1) hvor det skal vaere
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3.2. Definition af NT P-koder

opfyldt, at
g™ — m—1
0t =B At Bik + Bik-
og antallet af disse punkter bliver hermed
. : qg" -1 m— m— m—
#ij-#i -k = (=1 (¢ ) =" =g

-1

Hermed har vi faet fastsat punkternes udseende og antal, og vi vil i naeste afsnit
beskeeftige os med konstruktion af koderne.

3.2 Definition af NT P-koder

I dette afsnit vil vi ved at betragte idealet I = (z T —qu*1 ——yl—y, 29" —
z,y9" —y) € Fym|z,y] finde frem til en metode til at udveelge polynomierne,
som skal benyttes til definitionen af NT P-koderne. Hertil kraeves forst folgende.

3.2.1 Fodaftryk af et ideal

Dette underafsnit bygger primeert pé [3, Afsnit 5.3].

Nar der er valgt en monomiel ordning p& K[x1, . .., x,], som defineret i Definition
2.2.1, er det muligt at bestemme LT(f), og dermed ogsa det ledende term ideal,
(LT(I)), som benyttes til bestemmelse af fodaftrykket af et ideal, som er defineret
saledes:

Definition 3.2.1 (Fodaftryk af et ideal) Fuastset en monomiel ordning, <.
Lad I veere et ideal i K[x1,...,x,]. Da er fodaftrykket of I givet ved

A<(D) = {ay" - syt -2 & (LT(D)) )
Det vil sige, at der til bestemmelse af et fodaftryk kreeves kendskab til et (LT(I)).
Dette kan findes ved at bestemme en Grobner basis for idealet I, for da er (LT(I))

netop idealet frembragt af de ledende termer i Grobner basen.
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3. Koder udtrykt ved hj=lp af norm- trace polynomier

Antallet af monomier i fodaftrykket er uafheengig af valg af monomiel ordning.
For at vise dette benyttes Proposition 3.2.2.

Proposition 3.2.2 Fastset en monomiel ordning pd K[z, ...,x,], og lad I C
K[z1,...,x,] vere et ideal. Da geelder folgende:

(i) Ethvert f € K[x1,...,x,] er kongruent modulo I til et entydigt bestemt
polynomium r, som er en linearkombination af monomierne tilhgrende

fodaftrykket of I, med koefficienter i K.

(i4) Elementerne i {x® : z® ¢ (LT(I))}, hvor z® = z{*--- 28,0 < oy, er
linecert uafhengige modulo I. Det vil sige, hvis

anzo‘ =0 mod I,

(e

hvor x® tilhgrer fodaftrykket af I, sa er co, = 0 for alle c.

BEevis: (i) : Lad G = {¢1,...,9:} veere en Grobner basis for I, og lad f €

K[z1,...,z,]. Ifglge divisionsalgoritmen for polynomier i flere variable opfylder
=G =G

restleddet » = f , hvor f er resten af f ved division med G, at f = ¢+, hvor

qgel.

Dermed vil f —r = g € I, hvilket netop er definitionen pa, at f og r er kongru-
ente modulo /.

Divisionsalgoritmen for polynomier i flere variable giver desuden, at r er en
linearkombination af monomierne z ¢ (LT(I)), med koefficienter i K. Entydig-
heden af r fglger af Seetning 2.3.1.

(7i) : Antag, at elementerne i {z® : z® ¢ (LT(I))} ikke er linezert uathesengige.
Det vil sige, at der eksisterer mindst et c, ;) # 0.

Da ) cor® =0 mod I, sa vil ) cqx® tilhgre I, og dermed vil den ledende
term af dette polynomium tilhgre (LT(I)).

Idet dette er i modstrid med antagelsen, er elementerne i {z® : z* ¢ (LT(I))}

linezert uafhaengige. O
Man kan betragte K[z1, ..., z,] som et uendeligt dimensionalt vektorrum, hvor
basisvektorerne er alle monomier i x1,...,Z,.
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3.2. Definition af NT P-koder

Ved at udtage et antal monomier som basisvektorer, fas et underrum af vektor-
rummet K[z, ..., 2,].
Af Proposition 3.2.2 ses det, at monomierne i fodaftrykket udspaender et sadant

underrum af K[zq,...,x,]. Det vil sige at alle restled r = TG, hvor G er en
Grobner basis for idealet I, ligger i det pageeldende underrum.

Ifglge naeste seetning, vil fodaftrykket af et ideal I, uanset monomiel ordning,
udggre en basis for kvotientringen K|x1, ..., 2,]/I. Det vil sige, at storrelsen af
fodaftrykket for I altid er den samme uafhaengig af monomiel ordning.

Seetning 3.2.3 Lad I C K|x1,...,x,] vere et ideal. Sé er K[z, ...,2,]/1, set
som et vektorrum over K, isomorf med S = Span(z® : ® & (LT(I))).

BEevis: Udfra Proposition 3.2.2 definerer afbildningen ¢: K[z1,...,2,])/I —

S, givet ved ¢([f]) = TG, en bijektiv afbildning mellem sekvivalensklasserne i
K[z1,...,2,]/1 og elementerne i S.

Det skal nu vises, at denne afbildning er lukket under addition og multiplikation
med skalar, idet ¢ da vil opfylde betingelserne for at veere en vektorrumsisomorfi.

Hvis [f] og [g] er elementer i K[x1,...,x,]/1I, s& skal det vises, at ¢([f] + [g]) =
o([f]) + o(lg])-

Idet man leegger sckvivalensklasser sammen ved at addere deres repraesentanter,

gelder det, at ¢([f] + [g]) = 6((f + ), og dermed er ¢([f] +[g)) = F T 9", og
det skal derfor vises, at

—G =G _
f+g =F"+3% (3.3)
For at vise dette skal det forst vises, at
-G —a
f =97 f-gel (3.4)
-G .
=:Lad f=q+f ogg=q+73% hvor q1,q2 € 1. Savil f—g=q1 —q € I.

<: Lad f og g veere givet som ovenfor. Sder f —g=q +?G — g2 — g% Dermed
vil ?G — 3% = f—g— q + ¢ tilhgre I. Men da ingen af leddene i ?G og g% er

divisible med elementerne i G, sa er 7G — 3% =0. Altsa er 7G = g%, hvormed
(3.4) er vist.
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3. Koder udtrykt ved hj=lp af norm- trace polynomier

Betragt f + gG = f 4+ g —q, hvor ¢ € I. Hvis det antages, at f og g er givet
som tidligere, s& vil f + gG — (7G +3%) = (1 + @) — q € 1. Sa (3.4) giver,

at f+ gG = ?G +3% , og da ingen af monomierne i f + gG7 ?G eller g¢ er
divisible med polynomierne i G far vi, at f + gG = ?G +g%. Altsa er ¢ lukket
under addition.

Det skal ligeledes vises, at ¢ er lukket under multiplikation med skalar. Det vil

sige, at ¢(c[f]) = ¢- ¢([f]), hvor ¢ € K. Da ¢(c[f]) = ¢([cf]), s& geelder det pr.
definition af ¢, at ¢(c[f]) = EG. Det skal dermed vises, at

o =cf. (3.5)
Lad fglgende ligheder veere opfyldt
=G
f= at+f,
—G
cf = q+cf .

Heraf folger det, da ¢1,q2 € I, at

—G =G
cf —cf =cq1—q €l
=—¢ —=a¢
Dette medforer ifglge (3.4), at ¢f = c¢f . Idet der ikke findes monomier i

—G —=G C . . R —G -G
hverken cf ~ eller ¢f , som er divisible med polynomiernei G, sdercf =cf .

Vi konkluderer hermed, at ved at benytte repraesentanter for sekvivalensklas-

serne, si svarer operationerne i K[z1,...,z,]/I til operationerne i vektorrum-
met S over K.
Altsa er ¢ en vektorrumsisomorfi. O

Idet kvotientringen K{[z1, ..., z,]/I og vektorrummet udspeendt af fodaftrykket
af I er isomorfe, sa giver efterfglgende saetning, at stgrrelsen af fodaftrykket er
en gvre greense for antallet af punkter i varieteten V(I).

Saetning 3.2.4 Lad I C K|xy,...,2,], vere et ideal, sédan at V="V (I) er en
endelig maengde, sd geelder det, at antallet af punkter 1V er hgjst dim(K[xq, ...,

xn]/1).
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3.2. Definition af NT P-koder

BeEvis: For at vise ssetningen, skal det fgrst vises at, hvis vi har givet forskellige
punkter p1,...,p, € K", si findes der et polynomium f; € K[zq,...,z,], si
fi(p1) =1 o0g fi(p2) =+ = fi(pm) = 0.

For hvert par af punkter p; og p;, i > 2, geelder det, at p; # p;. Antag, at
p1 og p; er forskellige pa den j'te position. Der kan nu dannes polynomier
gi = (zj —pi;)/(p1, — pi;). Disse opfylder, at g;(p1) = 1 og gi(p;) = 0. Der-
med opfylder fi = g2g3 - - - gm de gnskede betingelser.

Hvis vi erstatter p; med hver af po, . .., p;, fas, udover f1, polynomierne fs, ... fm

sadan, at f;(p;) =1 og fi(p;) =0, for i # j.

Antag, at V. = {p1,...,pm}, sd har vi f1,..., f,, som givet ovenfor. Kan det
vises, at [f1],..., [fm] € K[x1,...,2,]/I er linezert uatheengige, si er

m < dim(Klz1,...,z,]/1), (3.6)

hvilket netop er, hvad der gnskes vist.

For at vise, at [f1],...,[fm] er linesert uafhaengige, antages det, at >\ | a;[f;] =
[0] i K[x1,...,2,]/1I, hvor a; € K.

I K[z1,...,2,] svarer dette til, at h = 1" a;f; € I. Det vil sige, at h giver
nul for alle punkter i V = {py,...,pm}, sd for et vilkérligt j, 1 <j < m, er

0=h(p;) =Y aifi(p;) = 0+ a;f;(p;) = a;.

i=1
Da dette gaelder for alle a;’erne, sa er [fi1],. .., [fm] linesert uathengige.
O
Denne sztning kan desuden betragtes udfra det synspunkt, at afbildningen
o: Klzq,...,z,)/T — K™ (3.7)

o(f +1) — (f(p1),--, f(Pm))s

hvor m er antallet af punkter i varieteten V. = {pi1,...pm}, er en surjektiv
vektorrumshomomorfi.

Hvis ¢ er en surjektiv afbildning, sa er billedrummet af K[z1,...,z,]/I praecis

K™. Det vil sige, at dim(o(K|z1,...,2,]/I)) = dim(K™) = m. Hvis det desu-

den geelder, at ¢ er en vektorumshomomorfi, sa stammer en basis for K™ fra m
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3. Koder udtrykt ved hj=lp af norm- trace polynomier

linezert uatheengige elementer i Klxq, ..., x,]/1.
Sa alt i alt geelder det, at
antal punkter i V =m = dim(K™) < dim(Klz1,...,zy,]/I),

hvilket netop er resultatet i Seetning 3.2.4.

Det skal derfor vises, at ¢ er en surjektiv vektorrumshomomorfi.

Hvis ¢ er en vektorrumshomomorfi, skal den veere lukket under addition og
multiplikation med skalar.

Lad derfor [f], [g] € K[x1,...,2,]/] veere ackvivalensklasserne repraesenteret ved
f og g. Sa geelder det, at

e([f1+[9]) = o ([f + gD

Herudfra fas:

e([f1+1a) = (f+9)p1),--- (f +9)(pm))
(f(p),---,

= o(lf]) + «(lg)).

Altsé er ¢ lukket under addition.

Ligeledes ses det, at ¢ er lukket under multiplikation med skalar, idet
o(clf]) = e(efl) = (cf(pr),- .- cf(pm))

c(f(p1),--- s fpm))

= co([f])

hvor ¢ € K. Dermed er ¢ en vektorrumshomomorfi.

I forste del af beviset for Seetning 3.2.4 defineres polynomierne f1, ..., f,, sadan,
at fi(p;) =1 og fi(p;) = 0 for ¢ # j. Ved dermed at benytte ¢ pa sekvivalens-
klasserne repraesenteret ved f;, for ¢ = 1,...,m, vil disse blive afbildet over i

den ortonormale basis for K™. Da ¢ er en vektorrumshomomorfi, vil alt i K™
derfor blive ramt, og alt i alt er ¢ en surjektiv vektorrumshomomorfi.

3.2.2 Udve=lgelse af polynomier

Foregaende afsnits teori anvendes i dette afsnit pa4 monomier i to variable.
Fgr kode-polynomierne udveelges skal der fastssettes en monomiel ordning, og
til dette formal defineres forst (u,v)-veegten af et monomium i Fym [z, y].
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3.2. Definition af NT P-koder

Definition 3.2.5 (Vaegt af et monomium) Lad z'y’ € Fym[z,y]. Da er (u,v)-
veegten af dette monomium givet ved:

W(z'y?) = iu + jo.

Ligeledes kan veegten af et polynomium, W (f), f € Fgm [z, y], bestemmes. Dette
er defineret som W (f) = max{W (z'y?) : 'y’ € f}.

Der vil gennem rapporten desuden blive refereret til veegten af et monomium
som den vaegtede grad af det pagaseldende monomium.

Veaegten af et monomium kan herefter benyttes i definitionen pa vaegtet lex-
orden.

Definitionen stammer fra [5, Definition 1, side 353].

Definition 3.2.6 (Vaegtet lex-orden, <) Lad x"y7, 22y2 € Fym[z,y],
og lad <o veere lex-ordningen, hvor x <je; y.

Sé er
ZChle _<W xlzyh

hvis enten

a) W(z"yt) < W(z"y’?)
eller

b) W(ahyh) = W(z™=y’) og
oyl <., 22992 hvilket her vil sige, at j; < jo.

Det kan vises, at den vaegtede lex-orden, <y, opfylder betingelserne i Definition
2.2.1 for at veere en monomiel ordning.

Vi vil gennem rapporten benytte <,, om den veegtede lex-orden, hvor = <., vy,

og hvor u = ¢™ 1 ogv = q;n:ll. Det vil sige w(z'y?) = i(¢™ 1) +j(%).

m

. g —1 m—1
Det kan nu vises, at {x a1 — y?

— =yl =y, 27 —z,y7 —y}eren

_..._yq_y7xqm_$,qu_y>.

m—1

Grobner basis for idealet T = (x T y4

35



3. Koder udtrykt ved hj=lp af norm- trace polynomier

Proposition 3.2.7 Mengden G = {x g —qu_l —m gyt —y, 20—y —
m—1

y} er en Gr()'brier basismmed hensyn til <., for idealet I = (x T y? —
o=yl =yt —ayt —y).

BEVIS: Betragt meengden af de monomier tilhgrende Fym [z, y], som ligger i
komplementet til (y7" ", z¢", y?"),
D={a'y :0<i<q™0<j<qm '},

se Figur 3.3.

Antallet af monomier i D er dermed ¢™~ 1! -

(i,3) < z'y?

Figur 3.3: Mengden D.

Antag nu, at G ikke er en Grobner basis for 1. Det vil sige, at

m—1

"2y C (LT(D)).

Sa hvis vi gnsker en Grobner basis for I, skal der tilfgjes polynomier g til G
saledes, at LT(g) = a'y*, hvor [ < ¢™ eller k < ¢™ 1.

Antag, at der er blevet tilfgjet tilstraekkeligt med polynomier til G, s& vi nu har
en Grobner basis for I. Det er herudfra muligt, at bestemme fodaftrykket af I,
og det ses, at stgrrelsen af dette fodaftryk er mindre end stgrrelsen af D, hvilken
er lig g™ 1.

Fra Saetning 3.1.5 har vi, at antallet af punkter i varieteten V(I) er ¢?™~1, og

ifplge Seetning 3.2.4 er antallet af monomier i fodaftrykket af I en gvre graense
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3.2. Definition af NT P-koder

for antallet af punkter i varieteten V(7). Dermed har vi alt i alt, at

T =#V(I) S #AL (1) <M
Da dette er en modstrid, er G = {x Ea —quf1 eyl =y, 2t~y —y)
en Grobner basis for 1. O

Udfra denne proposition ses det, at fodaftrykket af idealet I med hensyn til <.,
kan skrives som fglgende maengde:

A, (I)={2y/:0<i<qg™0<j<qg™ '}

Det er linearkombinationer af monomier fra en delmaengde af A~ (), der udggr
de polynomier, som benyttes i definitionen af N7 P-koderne. Fgr koden defineres
betragtes nogle egenskaber ved fodaftrykket af I, samt konsekvenser af disse.
Antallet af punkter i fodaftrykket af I er, som en konsekvens af ovenstaende
proposition, lig ¢*™ 1, hvilket ogsa er antallet af punkter, n, i V(I), se Szetning
3.1.5.

Lad nu I veere givet som i Proposition 3.2.7, sa giver kommentaren efter Seetning
3.2.4, at fglgende afbildning, 1, er en surjektiv vektorrumshomomorfi,
Y Fgmlz,y]/I — Fon

ST (F@)en Fon), (3:8)

hvor {p1,...,pn} = V(I).
Da Seetning 3.2.3 giver, at Fom [z, y]/I er isomorf med vektorrummmet udspzendt
af monomierne i A (I), er

dim (Fym[2,y]/I) = dim (Span A, (I)) = ¢*™ ! = n.

Da dimensionen af Fy.. ogsa er n, er ¢ en surjektiv vektorrumshomomorfi,
som er defineret mellem to lige store maengder, hvorved 1) ogsa er en injektiv
vektorrumshomomorfi. Dette giver tilsammen, at ¢ er en vektorrumsisomorfi.
Udfra denne afbildning, kan vi nu definere N1 P-koderne.

1

Definition 3.2.8 (NT'P-kode) Velg et s > 0 og lad I = (mqq:ll —yl" —
o=yt —y, 2t — 2,y —y) C Fymlz,y]. Da er koden NTP(s) over Fym
defineret til at veere

NTP(s) = Spang_, {¢(M + 1) : M € A, (1), w(M) < s}.
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3. Koder udtrykt ved hj=lp af norm- trace polynomier

For at dette er veldefineret gnsker vi, at der til ethvert kodeord i NT P(s) svarer
netop ét polynomium, som er en linearkombination af monomierne i fodaftrykket
af idealet I med vaegtet grad mindre end eller lig s, og omvendt, at der til ethvert
polynomium pé denne form, svarer preecis ét kodeord i NT P(s).

Idet Fym [z, y]/I er isomorf med vektorrummet udspeendt af monomiernei A~ (1),
og da 1 er en isomorf afbildning mellem Fym [z, y]/I og Fy.., sa afbilder en basis
for ethvert underrum af SpanA (1) over i en basis for et underrum i [Fy....

Det vil sige, at enhver linearkombination af monomier i A~ (I) med vaegtet
grad mindre end eller lig s giver et entydigt bestemt kodeord i NTP(s), og
ligeledes svarer der til ethvert kodeord i NT P(s) praecis et polynomium, som er
en linearkombination af monomier i A< (I) med veegtet grad mindre end eller

lig s. Hermed er NT P-koder veldefinerede.

Lad f,g € Span (A<, (I)), hvor alle monomier, som indgér i f og g, har veegt
mindre end eller lig s. Dermed er ¢)(f +1) og ¥(g+ 1) kodeord i NT P(s)-koden.
Hvis ¢,d € Fygm, sa vil c¢f + dg ogsa opfylde, at det er en linearkombination af
monomier fra Span (A (7)), som har veegt mindre end eller lig s. Dermed er
cU(f+I)+d-v(g+I) =((cf +dg)+1I) ogsa et kodeord i NTP(s), hvormed
det kan konkluderes, at NT P-koden er en linezer kode.
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Kapitel 4

Egenskaber ved NT P- koden

Dette kapitel behandler forskellige egenskaber for NT P-koden. Fgrst bestemmes
minimumsafstanden, og dernaest en formel for kodens dimension, hvilket til slut
benyttes til at bestemme dualkoden til NT P-koden.

4.1 Minimumsafstand af N7 P-koden

For at bestemme en nedre graense for minimumsafstanden for en N7 P-kode kan
det benyttes, at en sddan kode er lineser, hvormed man i stedet kan bestemme
en nedre graense for minimumsveegten.

Lad n = ¢?™!. Hvis ¢ er et kodeord i en NT P-kode, s& er ¢ pa formen ¢ =
(f(1), - F(p)), bvor f € Spang, , {M € A, (1) : w(M) < s}.

Hamming veegten, wy, af kodeordet ¢ atheenger af antallet af feelles nulpunkter,
tilhgrende Fim, mellem f og norm- trace polynomiet. Dette antal fas udfra
fglgende proposition.

Proposition 4.1.1 Lad K veere et vilkarligt legeme, og lad der vere givet en
veegtet lexikografisk ordning <w, hvor  <iep y, W(x?) = bi og W (y’) = aj.
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4. Egenskaber ved NT P- koden

Betragt

F(z,y) = 2“+ay’ + F'(z,y) € K[z,y]
G(z,y) = 2"y +G'(x,y) € Klz,y],

hvor a # 0, a,b >0, W(F') < ab og W(G') < bi+ aj.
S har F(x,y) = G(z,y) = 0 hgjst bi + aj losninger i K2.

Denne proposition samt bevis stammer fra [9, Proposition 4, side 637].

BEVIS: Pr. definition af den veegtede lexikografiske ordning er LM(F) = 3° og
LM(G) = x'y’.

Hvis j > b dannes polynomiet,

Gi(z,y) = Glz,y)+ (-1 la'y "F(z,y)

= G'(z,y) + (~D'a 2"y " (@ + F'(z,y)).

Heraf ses, at det ledende monomium er z%+%y7=°,
Hvis j — b > b, sa fortsaettes processen indtil vi far:

Gi(z,y) = Gio1(m,y) + (1) a TN =0 p(g ),

med LM(G,) = zittayi—th — xzyj;, hvor j < b. )
Det ses udfra konstruktionen af Gy, at denne tilhgrer idealet I = (F(x,y), G(z,y)).
Endvidere ses det, at:

W(x%yj) = W(xTt =) = b(i 4 ta) + a(j — tb) = bi + aj = W (z'y?).
For at begreense fodaftrykket af I betragtes desuden S-polynomiet, S(F, ét),
som er endnu et polynomium i idealet I.

2P

S(Fa ét) = a;gb F(‘Tay) -

i,b
Ty ~
(—1)ta7t:c;y3 Gt(‘r?y)

= o WP (z,y) — (1) "taly" TGy, y).

Det ses, at S-polynomiet eliminerer monomiet xzyb, og det ledende monomium
i S(F,Gt) er dermed 2%, idet de gvrige led har veegtet grad hgjst ab+ b — 1.

Vi har nu folgende begraensning for fodaftrykket af I:

AL, (I) C{zy’ :a<a+1i,0<b, hvor ikke bide o > 1 og 8 > j}.
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4.1. Minimumsafstand af N7 P-koden

(i,§) < x'yd

Figur 4.1: Mengden, som I’s fodaftryk vil ligge i.

Denne begraensning er illustreret pa Figur 4.1.
Stgrrelsen af denne meengde er:

(@a+b—(at+i—1)b—j) =W'y) =W(a'y) = bi + aj.

Det vil sige, idet fodaftrykket er en gvre greense for antallet af nulpunkter i

V(I), s& har F(z,y) og G(x,y) hojst bi + aj feelles nulpunkter. O

Korollar 4.1.2 Lad J = <xqq:11 B - y) € Fgmz,y]. Da vil
enhver mulig vegt vere representeret i fodaftrykket for J.

BEvis: Udfra beviset for Proposition 4.1.1 ses det, at vaegten for det ledende
monomium i G(z,y) vil optraede som vaegt af et monomium x'y’, hvor j <b.
Det vil sige, at enhver veegt er repraesenteret ved et monomium tilhgrende fod-
aftrykket af idealet givet ved (F(z,y)).

Dermed geelder det, i det tilfeelde hvor a = %, b=¢" ' oga=—-1,
at enhver veegt er repraesenteret ved et monomium i fodaftrykket af idealet
J = <xqqm*—711 -y

m—1

— .- —y% —y), som netop var det sggte resultat. g
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4. Egenskaber ved NT P- koden

Folgende lemma giver desuden, at monomierne i fodaftrykket af J alle har for-
skellig veegt.

Lemma 4.1.3 Lad J = (zq;n:ll Ty y) € Fym|z,y]. Da vil
fodaftrykket af J, A, (J), ikke indeholde to monomier af samme veegtet grad.

BEVIs: Det skal forst vises, at gcd(%7 @™ 1) = 1, nar ¢ er en primtalspo-

tens, p”, hvor r € N. Dermed er ¢! = p"(™=1_ og de mulige kandidater til

gcd(q;i—_ll, ¢ 1) vil veere meengden {1,p,p?,...,p ("~}

Da q;":11 =1+q+¢*+---+¢m ! ses det, at den eneste kandidat, som gar op
i alle disse led er tallet 1. Dermed er gcd(q:__l1 g™ =1,

Det antages nu, at monomierne x'y’, 2%y € AL (J) = {z°y% : 0 < 8 <
g™ 1,0 < a} har samme veegtede grad. Hermed er

igm ) + () = k@) + U

m_q .
qq—l (l —7)-
g" =1

qg—1
da (I — j) er nummerisk mindre end ¢™~!, vil dette kun kunne lade sig ggre,

hvis (I — j) er lig nul. Dette betyder, at | = j og dermed er i = k, hvorved to
forskellige monomier i fodaftrykket A~ (J) ikke kan have samme vaegtede grad.

o
¢ i k)

Altsa ma ¢™ ! ga opi (I —j), da ¢™ ! og er indbyrdes primiske. Men

O

Proposition 4.1.1 kan nu anvendes til at bestemme en nedre graense for mini-
mumsafstanden for N7 P-koden.

Seetning 4.1.4 Lad NTP(s) vere en NT P-kode. Da vil det geelde, at mini-
mumsafstanden, d, for NTP(s) er mindst n - s.

BEVIs: Som tidligere naevnt, kan det udnyttes, at NTP(s) er en lineeer kode,
hvormed minimumsafstanden er lig minimumsveegten.
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4.1. Minimumsafstand af N7 P-koden

Veelger vi nu at betragte den veegtede lexikografiske ordning, <, hvor w(z?) =
i(gm 1) og w(y’)) = j(q;"':11 ), s& ser vi fra Proposition 4.1.1 at antallet af falles

nulpunkter i ]Fim mellem norm- trace polynomiet, repreesenteret ved F(z,y),
og et polynomium f € Spang ,, {M € A<, (I) : w(M) < s}, repraesenteret ved
G(z,y), hojst er lig:

g —1..
q_l)}

Det vil sige, at Hamming veegten, wp for et kodeord ¢ tilhgrende NT P(s)-
koden mindst er n — ((¢™ 1)i + (q;n:ll )j), og da dette geelder for alle € # 0,
s& er minimumsvaegten og dermed minimumsafstanden d > n — s, da s er den
storste veegtede grad af monomierne, som anvendes til konstruktion af NT P(s)-

koden. O

(@™ ")+ (

For et begraenset interval af s er minimiumsafstanden for NT P(s) praecis lig
n—s.

Seetning 4.1.5 Lad NTP(s) vere en NT P-kode, og lad i(¢™ 1) +j (%) =
s. Da er minimumsafstanden
d=n—s,

hvis funktionen givet ved

. [—ir] for i=0
B(i,j) = it j )
( ) { 1+ ’—(qul)/l(qfl)] + I—qm‘,j—l—| fO’f' 1 >1

er mindre end eller lig q.

BEvis: For at bestemme den eksakte minimiumsafstand skal der kunne findes
et kodeord i NT P(s), som netop har Hammingvaegt n — s. Dette svarer til at
finde et polynomium, som har preecis s nulpunkter til fzelles med norm-trace
polynomiet.

Definer maengderne

N'Y = {Oé € ]qu' : N]qu,/]Fq (Oé)
TT'Y = {Oé S ]qu : TIFQWL /]Fq (Oé)

v € Fq}a
v €Fq}
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4. Egenskaber ved NT P- koden

Opskriv desuden F,; og Fym pé folgende mader:

IFq = {03’713"'3711—1})
Fm = {0(=0),d2,...,...,... Ogm
q ("qu/%) { 1( )a 2, ) ’ y Oq }a
No Noyg Nyga
LT = {81, sy, Bgm}
Try, 4 Tro
Her er Fym inddelt i g delmeengder ordnet saledes, at elementerne i forste

a g /B q)
delmeengde tilhgrer Ny, elementerne i anden delmaengde tilhgrer N, og s vi-
dere.

Tilsvarende er F inddelt i ¢ delmaengder ordnet saledes, at elemen-

qm (Trqu /Fq)
terne i forste delmaengde tilhgrer T'r, _,, elementerne i anden delmeengde tilhg-
rer T, _, og s& videre.

Veelg nu et polynomium

i J
@) = [J@ =) w80,
r=1 t=1
som er en linearkombination af monomierne i fodaftrykket af I = (x EE
quHl eyl —y, 2t — oyl — y), hvis veegtede grader er mindre end eller

lig s, og hvor det ledende monomium 2y’ har veegtet grad s.

Ifglge Lemma 4.1.3 har monomierne i fodaftrykket af I alle forskellige veegtede
grader, hvormed z’y’ er det eneste monomium med veegtet grad s. Dermed
vides det fra Proposition 4.1.1, at antallet af fzelles nulpunkter mellem f(x,y)
og norm-trace polynomiet er mindre end eller lig s.

Det ses, at nulpunkterne til f(z,y) er de (z,y), hvor enten z = 6, forr = 1,...,4
eller y = B; for t = 1,...,7. Nulpunkterne til norm-trace polynomiet er de
(6,8), hvorom det gelder, at Ng_,, /r,(0) = TrF, . /r,(3). Dermed er det muligt
at bestemme de feelles nulpunkter mellem f(z,y) og norm-trace polynomiet.

For hvert valgt d,, som er rod i f(z,y), eksisterer der g™~ ! B, er, sa (d,,3;) er
rod i norm-trace polynomiet. Antallet af d,.’er er i, s& dette giver anledning til
i(gm~1) faelles nulpunkter.

Idet j < g™~ 1, veelges der kun B, er fra Try, -

m_1
qq_1

For hvert valgt 3; vil der dermed veere o, er, sa (9, B¢) er rod i norm-trace
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4.2. Dimension af NTP - koden

m

polynomiet. Antallet af §;’er er j, sa dette giver anledning til j (q 71) feelles

q—1

nulpunkter. Det vil sige, at der er i(¢™™!) + j (%) = s feelles nulpunkter

mellem f(x,y) og norm-trace polynomiet med undtagelse af eventuelle overlap.
Et overlap forekommer, nar et valgt (d,, ;) er ssammenfaldende med et tidligere
Valgt (57"; 6t)

Da der hgjst veelges GB;’er indeholdt i T'r,,_,, kan et overlap finde sted i de
tilfeelde, hvor i er sa stor, at der skal veelges et 6, fra N, _,, da denne skal
kombineres med alle 3; tilhgrende T'r.,_,.

Altsa forekommer der ingen overlap, hvis antallet af IV,’er plus antallet af
T'r.’er, hvorfra der veelges henholdsvis d,’er og B’er, er mindre end eller lig
q.

Antallet af T'r,’er, hvorfra der veelges f;’er, er [q,,f%ﬂ, og antallet af N, ’er,

W], for ¢ > 1. Hvis enten 1 eller j er
lig nul, er f(x,y) kun et polynomium i én variabel, hvorved der kun skal veelges
enten G;’er eller d,’er for at fa fastsat nulpunkterne for f(x,y), s da vil enten

antallet af V,’er eller antallet af T'r,’er veere lig nul.

hvorfra der veelges d,er, er 1+ |

Dermed har f(z,y) og norm-trace polynomiet preecis s feelles nulpunkter, hvis
funktionen B(i,7) er mindre end eller lig g. O

4.2 Dimension af NTP - koden

I dette afsnit vil vi afdeckke, hvorledes dimensionen, k, af en NT P-kode bestem-
mes. Dimensionen af en kode er antallet af elementer, som danner en basis for
koden. Da monomierne i A (I) er linesert uathengige ifplge Propsition 3.2.2,
vil ogsa en delmeengde af dem veere linezert uafhengige. Afbildes monomierne i
denne delmeengde med ¢ givet som i ligning (3.8), vil dette danne en basis for
en NT P-kode, da 1 er en vektorrumsisomorfi.

Duskes dimensionen af NT P(s)-koden bestemt, svarer dette derfor til at be-
stemme antallet af monomier i A (I), som har veegt mindre end eller lig s. P&
Figur 4.2 er fodaftrykket af I illustreret, hvor m er valgt til 3 og ¢ til 2. Tallene
ved hvert punkt, som illustrerer et monomium, er veegten af det pagaseldende
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4. Egenskaber ved NT P- koden

21 25 29|33 37 41 45 49
o o |o o o o o

14 18 22 26 30] 34 38 42
(o] o (o] (o] ] (o] o]

11 15 19 23 27|31 35
[} [} [} el [} [¢] Q

12 16 20 24 28
O O O O O —
(8,0)
(i,5) < z'y’

Figur 4.2: Fodaftryk of I, ndr m =3 og q = 2.

monomium.

Idet der altid er fastsat en veegt pd x og y, og idet disses eksponenter vokser
ud ad akserne, sa vil de veegtede grader altid optreede i en ordnet reekkefglge.
Dette er illustreret ved hjelp af den stiplede linie pa Figur 4.2.

Da monomierne optraeder i en ordnet reekkefglge er det muligt at afgrzense et
omrade, hvori alle monomier har veegtet grad mindre end eller lig s.

Den fuldt optrukne streg, som gar gennem figuren, viser hvilke monomier, der
repraesenterer en basis for NT P(30). Det ses, at k(NTP(30)) = 22.

Vi sgger herefter at finde en formel til bestemmelse af dimensionen for en NT P-
kode, og til dette formal introduceres fglgende teori vedrgrende nummeriske
semigrupper.

4.2.1 Nummeriske semigrupper -genus og konduktor

Dette underafsnit omhandlende nummeriske semigrupper har til formal at pree-
sentere begreberne genus og konduktor, som senere skal benyttes til udledningen
af dimensionen for NT P-koden.

Dette underafsnit bygger pa [10, Afsnit 10.5].

Definition 4.2.1 (Nummerisk semigruppe) En delmengde T' € Ny kaldes
en nummerisk semigruppe, hvis folgende er opfyldt:
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4.2. Dimension af NTP - koden

(1) 0€T, og

(i) hvisr,t €T, s¢ vil r +t € T.

Elementerne i No\I" kaldes gaps og elementerne i I' kaldes nongaps.
Antallet af gaps kaldes genus og benzevnes g. Herudfra defineres konduktor.

Definition 4.2.2 (Konduktor) For g < oo, sd eksisterer der n € T sddan, at
nirteNgogt>n, savilt €.

Konduktoren for T, ¢(T'), er da det mindste n € I' sddan, at {t € Ng : t > n} er
indeholdt i I'.

Af definitionen pa konduktor ses det, at den stgrste gap er lig ¢(T") — 1, hvis
0<g<oo.

Der galder fglgende sammenhaeng mellem konduktor og genus:

Proposition 4.2.3 Antag g < co. Sd er ¢(T') < 2g. Specielt er ¢(T') = 2g, hvis
og kun hvis der for ethvert t € No geelder, at hvis t er en gap, sd er ¢(I') —1—1t
en nongap.

BEVIS: Betragt et ordnet par af ikke negative heltal (r,t), hvor r+t = ¢(T") — 1.
Idet summen af to nongaps pr. definition er en nongap, er enten r eller ¢ en gap.
Der er ialt ¢(T") ordnede par, som opfylder ligheden, og da der optreeder mindst
en gap i hvert par, sd er ¢(T') < 2g.

Det ses heraf at der geelder lighed przecis nar det ene af de to tal er en gap og
det andet er en nongap for alle de ordnede par. (]

Hvis ¢(T") = 2g, sa siges den nummeriske semigruppe I' at veere symmetrisk.

Definition 4.2.4 (Generator for en nummerisk semigruppe) Lad A =
{a1,...,a;} vere en delmengde af en nummerisk semigruppe T'. Huvis der, for
ethvert element t € ', eksisterer aq,...,ar € Ng sddan, at t = ZLI a;a;, SG
siges ' at veere genereret af A, hvilket skrives T' = (A).
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4. Egenskaber ved NT P- koden

Ovenstaende definition samt Proposition 4.2.3 benyttes i efterfglgende proposi-
tion.

Proposition 4.2.5 Lad a,b € N séledes, at ged(a,b) = 1.

Den nummeriske semigruppe genereret af a og b er symmetrisk, og har ab—a—2b
(a—1)(b—1)

som storste gap, (a — 1)(b— 1) som konduktor og genus lig 5

BEvis: Idet ged(a,b) = 1, sd har ethvert heltal m en entydig repreesentation,
givet ved m = a1b + asa, hvis 0 < as < b.

Heraf samt af Definition 4.2.4 geelder det, at enhver gap, m har en entydig
repraesentation m = a1b + asa, hvor 0 < as < b og a1 < 0, og enhver nongap,
m har en entydig repraesentation m = a1b + asa, hvor 0 < as < b og a3 > 0.

Lad ¢(T") veere konduktoren for den nummeriske semigruppe I' = {(a, b). Vi gn-
sker forst at bestemme den stgrste gap for I'.

Inddeles Z i e&ekvivalensklasser modulo b, kan disse repraesenteres af asa € T,
hvor ap =0,1,...,b— 1.

For en vilkarlig sekvivalensklasse er det stgrste element, asa 4+ a1b, hvor koeffi-
cienten til b er negativ, lig asa — b.

Dermed er den stgrste gap (b — 1)a — b, hvilken pr. definition af konduktor er
lig ¢(T") — 1. Hvormed ¢(T') = (a — 1)(b— 1).

Det skal nu vises, at (a,b) er symmetrisk. Det antages, at r og t er gaps, og at
r+t=cl) -1
Der geelder da for r og t, at

r = a1b+ asa, t =a1b+ asa, 0<as,as <boga,a <O0.
Vi har dermed, at ¢(I') =1 =ab—a — b= (a1 + &1)b+ (a2 + &2)a, s&
(—a1 — Q] — 1)b = (ag + a9 —b+ 1)a,

hvor 0 < ag + ag < 20— 2 og a1 + &1 < —2. Idet parentesen pa hgjresiden er
strengt mindre end b og ged(a, b) = 1, s& kan b kun ga op, hvis hgjresiden er lig
nul. Dette er umuligt, da venstresiden er strengt stgrre end nul.

Dermed er der opnaet en modstrid, hvormed r og ¢ ikke begge er gaps. Altsa

folger det af Proposition 4.2.3, at ¢(T') = 2g, hvor g er antallet af gaps, og T" er
(a=1)(b—1) 0

dermed symmetrisk. Det vil sige, at g = 5 .
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4.2. Dimension af NTP - koden

4.2.2 Bestemmelse af dimension af NT P-koden

For at bestemme dimensionen af NT P-koden, skal det forst vises, at meeng-
den, I'(A<, (J)), bestéende af de veegtede grader repraesenteret af monomierne
i fodaftrykket af J, udggr en nummerisk semigruppe. Herefter kan vi benytte
Proposition 4.2.5 til at bestemme genus og konduktor.

Seetning 4.2.6 Mengden T'(AZ, (J)), udgor en nummerisk semigruppe.

BEvVis: Det er klart, at 0 € T'(A, (J)), s& det skal nu vises, at hvis r og ¢
tilhgrer T'(A<, (J)), sa vilr +t € T'(A<, (J)).
Lad r = i1¢™ 145, q;n:ll og t =iaq™ 4 jg q;n:ll, sherr+t= (i +iz)g™ 1+
(1 + j2)q;:1. Da dette er vaegten af et monomium, sd ved vi fra Korollar
4.1.2, at denne veegt er repraesenteret af et monomium tilhgrende fodaftrykket
af J. Det vil sige, at r + ¢ € T'(A<,(J)). Altsa er I'(A<,, (J)) en nummerisk
semigruppe.

O

Da alle veegte i I'(A <, (J)) er linearkombinationer af ¢™ ! og q;”_—11 ,er (A, (J))

genereret af ¢™ ™! og q:;__ll ifslge Definition 4.2.4.

Det blev i beviset for Lemma 4.1.3 vist, at ged(¢™ 2, (1(]"1_—11) = 1. Dermed folger

det af Proposition 4.2.5, at konduktoren, ¢(I'), for den nummeriske semigruppe

L(AL, (), er lig (q;":11 —1)(g™~t — 1), og at genus er lig

Det er nu muligt, at opskrive formlen til bestemmelse af dimensionen for koden
NTP(s) indenfor et begraenset interval af s.
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4. Egenskaber ved NT P- koden

Setning 4.2.7 (Dimension af NTP-koden) Lad NTP(s) vere en NTP-
kode. Da er dimensionen k(NTP(s)) givet ved:
E(NTP(s))=s+1—g for ) —1<s< g™,

m

(1) (gm -1
2

m_q

hvor g = og c(l) = (L= —D(¢" ' - 1).

BEVIS: Antag, at s er stgrre end eller lig ¢(I') — 1. S& geelder det, idet mo-
nomierne i Ax  (J) ifplge Lemma 4.1.3 alle har forskellig veegt, at antallet af
monomier i A< (J) med vaegt mindre end eller lig s er, s plus monomiet med
veegt nul minus antallet af elementer, som ikke repraesenterer noget monomium.
Sidstnaevnte svarer netop til antallet af gaps.

Da koderne NT P(s) kun bestéar af linearkombinationer af monomier med vaegt
mindre end eller lig s, som tilhgrer A (I), si er det ngdvendigt at fastseette en
gvre greense for s for at kunne bestemme dimensionen af koden, som beskrevet
ovenfor.

Denne gvre graense for s er ¢>™~1 — 1, idet ¢*™~! er veegten af det fgrste mo-
nomium som ligger udenfor A ().

Dermed er ssetningen bevist. Il

Seetningen giver altsa kun en formel til bestemmelse af dimensionen for NT P-
koden pa et afgraenset interval for s. Veelges et s udenfor dette interval er frem-
gangsmaden at teelle monomier med veegtet grad mindre end eller lig s, som
beskrevet i indledningen til Afsnit 4.2.

Efter dimensionen for en NT P-kode er bestemt kan generatormatricen for N7 P-
koden beskrives. Reekkerne bestar af monomierne i fodaftrykket af I, hvis veeg-
tede grad er mindre end eller lig s, evalueret i de ¢?™~! = n punkter. Det vil
sige, at generatormatricen er en (dim(NTP(s)) X n)-matrix.

4.3 Dualkode

I dette afsnit bestemmes NT P-kodens dualkode.
En dualkode, C*, til en kode C, er udspeendt af reekkerne i paritetstjeksmatricen
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4.3. Dualkode

for C. Det vil sige, at
Ct={z€F}.:T-c=0 VeeC}

Dermed kan vi ved at bestemme dualkoden til NT P-koden ogsé finde dennes
paritetstjeksmatrix.

I beviset for Seetning 4.3.2 far vi brug for fglgende lemma:

Lemma 4.3.1 Betragt Fgm, hvor q er en primtalspotens, p”. Hvis det geelder,
ati€{l,...,q™ —2}, sder

yEFgm

BEVIS: Lad o veere et primitivt element i Fym, sa er

qnr—2
Z yo= Z(aj)i Lo
YEFgm j=0

= Y@y
0

j:
G

at —1
I
a at —1 o

Det er nu muligt at vise, hvordan dualkoden til en NT P-kode findes.
Efterfplgende ssetning er en generalisering af [6, Theorem 14.1.4].

Szetning 4.3.2 Lad s tilhore intervallet ¢(T') — 2 < s < ¢*™~ L, hvor q er en
primtalspotens p”. Dualkoden til NTP(s) er da givet ved koden NTP(n+c¢(I') —

2 —38), hworn=¢*"* 1 ogc(l') = (¢t —1) (—q;n:ll - 1).
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4. Egenskaber ved NT P- koden

BEvis: For at NTP(n+c¢(I')—2—s) er dualkoden til NT P(s), skal den opfylde,
at dens dimension er n—k(NT P(s)), samt at alle kodeord i NT P(n+c¢(T')—2—3s)
er ortognale med alle kodeord i NT P(s).

For at bestemme dimensionen af NTP(n + ¢(I") — 2 — s) gnskes det at benytte
Seetning 4.2.7. Dermed skal fglgende dobbeltulighed veere opfyldt

(M) —2< @™ 4el)—2-s< g™t
Da s < ¢*™~! er den fgrste ulighed opfyldt, og da s > ¢(I') — 2 er ogsa den
anden ulighed opfyldt. Dermed kan Seetning 4.2.7 benyttes til at bestemme
dimensionen af NTP(n+ ¢(T') — 2 — s) til

r
n+c(F)f2fs+lf¥
r
:n75—1+¥,

hvilket netop er n — k(NTP(s)).

Dernzest skal det vises, at kodeordene i NT P(n+¢(I') —2—s) alle er ortogonale
med alle kodeordene i NT P(s).

Betragt fodaftrykket A (I) = {xiy’ : 0 < i < ¢™,0 < j < g™ 1}. For et
vilkarligt kodeord, @i, 1 NT'P(s) vil der eksistere et polynomium, F' € Fgm [z, y],
iSpan{M € A (I): w(M) < s}, sddan at ¢, = (F(p1), ..., F(pn)).

Ligeledes vil der for et vilkarligt kodeord, ¢ i NTP(n+c¢(I") —2—s) eksistere et
polynomium, G € Fym[x,y], 1 Span{M € A~ (I) :w(M) < (n+c(T)—2—-13s)},
sadan at ¢ = (G(p1),...,G(pn)). For at vise at kodeordene er ortogonale skal
deres prikprodukt veere lig nul. Altsa skal

¢i-C = (F(p1)G(p1)+---+ F(pn)G(pn))

= G E) =0,

Da NT P-koden er en lineaer kode, er det nok at tjekke de kodeord, som danner
baser for koderne, hvilket her betyder, at F' og GG blot skal veere monomier fra
fodaftrykket af I. Det vil sige, at F' = z*1y7t og G = 2*2972, hvor det er opfyldt,
at 41,92 < ¢™ 0g j1,72 < ¢™ 1. Dermed er FG = g Ti2yiitiz,

Fra Seetning 3.1.5 kender vi udseendet af punkterne, hvilket her kan benyttes
til udregning af prikproduktet ¢; - ¢3. Det vil nu geelde, at prikproduktet far
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4.3. Dualkode

fglgende udseende

m
g -1 4

q—2 q—1 . .
Z 011+z’2/@]’1 +j2 +Z Z /Bj1+jz Z <5k+l(q71))11+z2 7
AT 4 BI6 =0 PO ga™ Ty ppatp= =0
pL=1
5§ a1
(4.1)
hvor § er et primitivt element i Fym.
Er i14i2 = 0 vil den forste sum i (4.1) overleve og den sidste sum vil give q;":11 =

1+q+---+¢m™ !, hvilket er lig 1, idet vi regner over F,m med karakteristik p.
Dette giver alt i alt, at ligning (4.1) kan omskrives til:

Z ﬁjr‘rjz_ (4.2)

ﬂ € ]Fan

For ji1 + jo = 0 er (4.2) lig ¢, hvilket er nul, da vi regner med karakteristik
p. Det geelder desuden, at j; + jo < % -1+ % —1= 2% — 2. Da g > 2,
vil det derfor veere opfyldt, at j; + jo < ¢"™ — 1. Dermed bliver ligning (4.2)
ifslge Lemma 4.3.1 lig nul, hvormed kodeordene i de to koder er ortogonale, nar

11 + i3 = 0.

Hvis i1 + i # 0 vil den fgrste sum i ligning (4.1) blive nul, og det resterende
kan skrives op som fglgende

q—2 q;nr:llfl
sklir+iz) Z ﬁlerjz Z sUa—D(ir+iz) (43)
k=0 BT BB = =0

m
—1
k
§ a1

Hvis (e~ D01+i2) £ 1 il fglgende omskrivning af sidste sum kunne foretages,
idet 0 er et primitivt element for Fgm.
m—1

1 (5(q71)(i1+i2))(%) 1 (5(117”71))(““2) 1

Z SHa—1D)(ir+iz) _ — =0
— Sla—1)(i1+i2) — 1 Sla—1)(i1+i2) — ] ’

hvormed hele summen i ligning (4.3) er lig nul.

Tilbage er nu at betragte tilfaeldet, hvor §(a—1 (i +i2) — 1,
Dette medfgrer, idet § er et primitivt element for Fgm, at (¢"™ —1)|((¢ — 1)(41 +
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4. Egenskaber ved NT P- koden

i2)). Hermed geelder det, at i1 + i3 = h (q;"':11)7 hvor h > 1.

Desuden ved vi, da iyl € NTP(s) og z2y’2 € NTP(n+ ¢(T) — 2 — s), at
w(zhyl) < s og w(x2y?) < n+ (') — 2 — s, og endelig har vi, at j; + ja <
2(gm~t —1).

Det skal altsd vises, at (4.3) er lig nul under fglgende tre omsteaendigheder:

1. Lad w veere vaegtfunktionen hvor w(z'y’) = i(¢™ 1) + j(q;“:11 ), s& er

w(x Tyt 2) < s4n4el)-2-s

om—1, 4" =1 oy o @71
! +q*1 ! q—1
_ q2m_1+qm_1—1 m_ ¢ -1

q—1 "4 q—1

2. iy +is=nh- ‘1::11, hvor h > 1.

3. j1+j2 <2(¢m - 1).

Forst vises det, at h € {1,...,q¢ — 1}.
Antag, at h > ¢, si er

w(xi1+i2yj1+j2) > w(xilJriz)
q" —1

— h . m—1
q—1
> qqm_l m—1
=z —1
= ¢"(L+q+-+q")
_ q2m71+qm7171.qm
q—1

Da dette er i modstrid med betingelse 1 vil h € {1,...,q — 1}.

Det er nu muligt at vende tilbage til (4.3), som nu far udseendet

gm—1
q—2 m =1 1
SEh(=) Z gt Z (57" 1)tk (4.4)
k=0 NPLESE 1=0

Tr?an /Fq (B):S
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4.3. Dualkode

For overskuelighedens skyld er 6’77”71 + -+ B9+ B erstattet med Trg,_,, /r, ()
i den midterste sum.

Idet der regnes i Fgm, med karakteristik p , er qq;_ll =1l+q+-+qm =1,
hvormed (4.4) kan skrives som:

Q

2
6kh(q;n:11) Z ﬁjl-‘rjz_ (4.5)

& gm—1
Trg  yrq (B)=6"C a1

=~
Il

0

For hvert k eksisterer der ¢™~! fer, sa Trg, . /5, (8) = 5" =) Det vil sige,
at den samlede sum bestar af (g — 1)(¢™~ 1) = ¢™ — ¢™ ! led.

Dette svarer netop til det antal ’er, hvor Trg_, /r, (3) # 0.

Desuden er § et primitivt element for Fym, og dermed gennemlgber SR
Fy, for k=0,...,q — 2, og idet der preecis er g™ ! Ber, som giver det samme
Trg, . /v, (B) € Fy, kan (4.5) omskrives til

Yo (Tregue,(B)" - 41 (4.6)

TTF i /Fq (B)7#0

Da Try,../r,(3) = 0 ikke vil bidrage med noget yderligere til summen, sa er
(4.6) det samme som

Z (Txp,m e, (8))" - 71172, (4.7)

BE]FQTVL

Det skal alsé vises, at denne sum er lig nul, og fra Lemma 4.3.1 ved vi, at en
sum pa formen Zﬁqum Bt=0,narte{l,...,qm —2}.

Den mindst forekommende potens i (4.7) er h + j; + jo. Det er klart, at denne
er strengt stgrre end nul, idet j; + jo > 0 og h > 1.

Det skal herefter vises at den hgjest forekommende potens i (4.7) er strengt
mindre end ¢™ — 1.

Fra tidligere i beviset ved vi, at h € {1,...,q—1}.
Antag forst, at h < ¢ — 2, sa har vi fra betingelse 3, at

h-deg(Trp,.v,) + 51 +42 < (¢—2)(¢" ) +2(¢" " —1)
q" =2
< ¢" -1
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4. Egenskaber ved NT P- koden

Dermed er der kun det tilfeelde tilbage, hvor h = ¢ — 1.
Af betingelse 2 har vi, at

1 +ia = (g (L) =" — 1
) 1o = (g — = -
1+i2= (g 1) ¢ ;
og af betingelse 1 fas da
. . m_ 1 m_1 L
J1+72 < 2m—1 q L om—=1 _ m—l_q -1 11+
wy ) < gt L)
2m—1 qm_1 m—1 m—1 qm_l m—1/_m
= i . - - —1- —1
(A q . 7" (g )
. Lt
g—1 g—1
qmil m—1
= —1)—1.
1 (a )

Det vil sige, at j; + 72 < ¢ ' —1— q%:jl <gm 1.

Den hgjeste potens i (4.7) bliver da:

g™ D 4+ii+da < (@=D(@" ) +¢" -1

= ¢" -1
Hermed er det vist, at (4.3) er lig nul under betingelse 1, 2 og 3.
Altsé er NTP(n+c¢(T')—2—s) dualkoden til NT P(s), nar ¢(I') -2 < s < ¢*™~ 1.

O

Paritetstjeksmatricen til NT'P(s) er hermed lig generatormatricen for NT P(n+
e(T) =2 —s).

Rackkerne i paritetstjeksmatricen for NT P(s)-koden bestéar altsa af monomierne
i fodaftrykket af I, hvis veegtede grad er mindre end eller lig (n 4 ¢(I") — 2 — s),
evalueret i de ¢! = n punkter.
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Kapitel 5

Forste dekodningsalgoritme

I de fglgende tre kapitler vi jeg se naermere pé dekodning af NT P-koder. Her
far jeg brug for at benytte nogle af de egenskaber, som blev fundet i forrige
kapitel. Her var der nogle steder begraensninger for, hvornar ssetningerne gjaldt,
sa derfor veelger jeg i det folgende at arbejde inden for disse begraensniger. Dette
betyder, at jeg antager, at der arbejdes med en NT P(s)-kode, hvor det geelder,
at

c(l)—1<s< ¢ H=n), (5.1)

hvor ¢(T") = (qm:ll —1)(¢™ ! —1). Denne begrzensning stammer fra dimensionen
af NT P-koden, se Definition 4.2.7, og er dermed ogsa en begraensning for at

kunne bestemme dualkoden.

I dette kapitel, som er baseret pa [6, Afsnit 14.2], vil jeg komme frem til en
algoritme, som ligger til grund for de efterfglgende algoritmer.

5.1 Grundalgoritmen

Betragt koden NTP(s), givet som i Definition 3.2.8, samt et modtaget ord,
7 = (r1,...,r), som er en sum af et kodeord ¢ = (f(p1),...,f(pn)) 0og en
fejlvektor, €, med vaegt 7. For at kunne finde frem til det afsendte kodeord
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5. Fgrste dekodningsalgoritme

gnsker vi at bestemme interpolationspolynomiet:

Q(ZL', Y, Z) = QO(xvy) + ZQl(za y) € qu [:L', Y, Z] \ {O}a

hvor

L. Q(xi,yi,mi) =0,i=1,...,n.
2. w(Qo) <s+T1+yg.
3. w(@Q1) <T+yg.

Fgrst vises det, at der altid vil eksistere et sadant polynomium.

Saetning 5.1.1 Lad der vere sket T fejl i det modtagne ord T, sd eksisterer der
mindst et polynomium Q(z,y, z) forskellig fra nulpolynomiet, som opfylder de
tre betingelser.

BEvis: Lad ¢y, ..., ¢, vere ordningen af monomierne i fodaftrykket af idealet
I udfra veegtfunktionen w.
Lad fejlpositionerne i 7 veere ji,...,Jj,, 0g

Ql(%y) = ZA1¢Z(pJ5) = 0) Vs = 1)' T,

=0

hvor \; € Fym for i =0,...,7.

Idet der er 7 homogene ligninger med 7+ 1 ubekendte vil et sadant polynomium
altid eksistere.

Dette benyttes nu til at konstruere et polynomium Q(z, y, z), som opfylder alle
tre betingelser.

Lad f(x,y) veere det polynomium, der svarer til det afsendte kodeord, og r(x, y)
det, som svarer til det modtagne ord. Sa geelder det, at f(p;)Q1(p;) = 7(p; )Q1(p;)
for j=1,...,n,da f(p;) = r(p;), nar p,; ikke er en fejlposition, og Q1(p;) =0
nar p; er en fejlposition. Hermed vil polynomiet givet ved

Q(:L'ayaz) = f(x’y)Ql(xay) - ZQl(-Tay)

opfylde betingelse 1.
Da Qi(z,y) = >.i_qNi¢i, s& er de veegtede grader hgrende til monomierne i
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5.1. Grundalgoritmen

Q1 (x,y) mindre end eller lig 7 + g. Det vil sige, at w(Q1(z,y)) <7+ g.

Da Qo = f(z,y)Q:1(z,y), hvor w(f(z,y)) < s og w(Qi(z,y)) < 7+ g, er
w(Qo(z,y)) < s+ 7+ g. Hermed opfylder Q(z,y,z) alle tre betingelser, og
seetningen er vist. ]

Efter at have vist, at interpolationspolynomiet altid eksisterer, bevises i naeste
seetning en egenskab ved interpolationspolynomiet, som kan udnyttes i dekod-
ningen.

n—s—g
2

Seetning 5.1.2 Huis antallet af fejlpositioner ¢ 7 er mindre end , s er

fejlpositionerne i T nulpunkter i Q1(x,y).

n—s—g

Bevis: Lad der veere sket 7 fejl i et modtaget ord 7, siledes at 7 < *—5~7,
hvormed s+7+¢g <n —7.
I beviset benyttes notationen
" -1 m—1
NT(z,y) = zot -yt  ——yli—y,
J = (NT(z,y)).

Ideen i beviset er at tage udgangspunkt i interpolationspolynomiet Q(z, y, f(z,v)),
hvor det afsendte ord, ¢, er genereret af polynomiet f(z,y).

Det gnskes at kunne benytte Propostition 4.1.1, og for at dette er muligt, skal
vi sikre os, at det polynomium, som svarer til G(z,y) i propositionen, kun in-
deholder ét monomium med den hgjeste veegt.

Ifglge Proposition 3.2.2 kunne et sadant polynomium veaere den simple reprae-
sentant for den skvivalensklasse i Fym [z, y]/J, som indeholder Q(z,y, f(z,y)).
Denne simple repraesentant er nemlig restleddet frembragt ved division af

Q(z,y, f(x,y)) med polynomierne i J. Det vil sige, den er en linearkombination
af monomierne i fodaftrykket af J, hvilke ifglge Lemma 4.1.3 alle har forskellig
vaegt.

Den simple repraesentant har dermed udseendet

Q(‘Taya f(xay)) = Q(:Cayaf(‘rvy)) - g(l‘,y)NT(CB,y), (52)

hvor g(z,y) € Fgm|z,y]. Dette polynomium, @, undersgges nu nsermere.
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5. Fgrste dekodningsalgoritme

Det gnskes forst vist, at w(Q(z,y, f(z,y))) = w(Q(z,y, f(z,y))).
Hvis Q(z,y, f(z,y)) er forskellig fra Q(z,y, f(x,y)), sd betyder det, at

LT(NT(x,y)) gar op i LT(Q(x,y, f(z,7))), og da LT(NT(z,y)) = —y?"  vil Q
veere pa formen

. m—1
Qz,y, f(w,y) =’y 0 1 Q' (x,y, f(z,)),

hvor k < ™~ og w(Q'(x,y, f(x,y))) < w(aly®d™+0),

Det gnskes nu bekraeftet, at den storste veegt i Q(z,y, f(x,y)) ikke vokser ved

division af Q(z,y, f(z,y)) med NT(x,y).

Veegten af Q(z,y, f(z,y)) for division er

S0 om— m— " -1
Qo fa ) =il )+ (o) (S
Idet —y?" " (—aiy((n=Da" " +R)) = giy(na" k) ganges NT'(z,y) i forste divi-
sionsskridt med —xiy(("_l)qm71+k), hvilket efterfglgende traekkes fra
Q(z,y, f(z,y)).

.. 1 m—1
Hermed elimineres zy(™4" " +k)

, og den stgrste veegt stammer nu enten fra mo-
m_1 . m—
nomiet 271 ziy((n—1a "+k) eller et monimium i Q' (z,y, f(x,y)). Vegten af

. am-1 m—1
monomiet z a-1 gly((n=1a" " +k) op

g" —1
qg—1

(i + 1

(g™ ™)+ (= 1)g" " + k) (qm - 1)

- om—1 m—1 qm -1
= k
i+ g (T
og idet, w(Q'(x,y, f(z,y))) < w(Q(z,y, f(x,y))) ses det, at veegten ikke bliver
storre ved udfgrsel af et divisionsskridt, men derimod kan blive mindre, hvis der

+k) . Dermed

m—1

m_1 .
i Q' findes led, som netop ophsever monomiet gl ziy((n—1g
er

w(Q(z,y, f(2,))) 2 w(Q(z,y, f(z,y))).

Da Q(z,y, f(x,y)) opfylder betingelse 2 og 3 for interpolationspolynomiet, vil
veegten af Q(z,y, f(z,y)) veere hojst s + 7+ g, da veegten af f(z,y) hojst er s.
Udfra antagelsen om antal skete fejl, kan det konkluderes, at

n—7>s+71+9>wQy, f(zy) = wQy, f(z,y))). (5:3)
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5.1. Grundalgoritmen

Dermed er alle detaljerne pé plads til at anvende Proposition 4.1.1. Proposi-
tionen giver, at NT'(x,y) og Q(z,vy, f(z,y)) hejst har w(Q(x,y, f(z,y))) felles
nulpunkter. Det vil sammen med ligning (5.3) give, at

#V({(Q(z,y, f(x,y), NT(z,y)) < s+717+g<n-—r. (5.4)

Ved at betragte Q(z,v, f(z,y)) og Q(z,y, f(z,y)), i ligning (5.2) ses det, at
de feelles nulpunkter mellem Q(z,y, f(x,y)) og NT(z,y) er de samme punkter,
som er felles nulpunkter mellem Q(z,y, f(z,y)) og NT(x,y).

Da Q(z,vy, f(z,y)) desuden opfylder betingelse 1 for interpolationspolynomiet,
betyder dette, at Q(x,y, f(x,y)) har mindst n — 7 nulpunkter blandt punkterne
D1, - -, Dn, som er lgsningerne til NT'(x,y). Dette svarer til, at antal punkter i
varieteten V((Q(z,y, f(z,v)), NT(z,y))) er mindst n— 7. Dermed kan det ogsa
udfra ovenstéende konkluderes, at

#V(<Q($,y, f(l', y))v NT(:L', y)>) Z n-—r.

Dette er i modstrid med ligning (5.4), si hermed mé det konkluderes, at Q er
nulpolynomiet. Dermed er Q(z,y, f(x,y)) et multiplum af norm- trace polyno-
miet,.

Det vil sige, at Qo(p;) + f(pj)Q1(p;) = 0, for j = 1,...,n. Desuden opfylder

Q(z,y, z) betingelse 1, og derfor er Qo(p;) + 7(p;)Q1(p;) =0, for j =1,...,n.
Ved at traekke de to udtryk fra hinanden fas:

(r(pj) — f(pj)Q1(p;) =0, for j =1,...,n.

Da r(p;) — f(p,) ikke er nul for de p;, hvor der er sket fejl, ma det veere Q1
der er nul i disse positioner. Altsa er nulpunkterne, blandt p1,...,pn, til Q1
fejlpositionerne i 7. O

Denne saetning giver os altsa en metode til at bestemme fejlpositionerne i det
modtagne ord. For at kunne bestemme fejlvektoren, introduceres syndrom.

Definition 5.1.3 (Syndrom) Lad H veere en paritetstjeksmatrix for en NT P-
kode, og lad T =¢+e € Fy., sd er syndromet S = Syn(T) givet ved:

S =H7" =H(c+e)! = He .
Indgangene @ S kaldes desuden syndromer.
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5. Fgrste dekodningsalgoritme

Det er nu muligt, at opstille en dekodningsalgoritme for NT P-koder. Til dette
formal defineres lo = s + [*—5~2] og [1 = |*—5—%]. Dermed beskriver /o + 1 og
l1 + 1 en gvre greense for antallet af monomier, som optraeder i henholdsvis Qg

og Q1. Algoritmen er som fglgende:

Algoritme 5.1.4 (Farste dekodningsalgoritme)
Input: Et modtaget ord T = (r1,...,7ry).
Output: Fejlvektoren e.

1. Los folgende lineere ligningssystem:

Q0,0
Q0,1
Q0,2

co

d0(p1)  ¢1(p1) .. dp(p1)  rido(p1)  rida(pr) .. r1dy(P1)
d0(p2)  ¢1(p2) .. di(p2)  r2do(p2)  r2dilp2) ... r2éy (p2) :
Qo,1q =
Q1,0
Q1,1

co---

60(pn)  #1(n) - G(pn)  Tdo(pn)  Tréin) .. Tnoy ()

Q1,14

2. Seet Qu(z,y) = 310 Q105
3. Find nulpunkterne til Q1(x,y) blandt punkterne p1,...,pn.

4. Bestem syndromerne ved hjeelp af paritetstjeksmatricen og det modtagne
ord.

5. Lgs det linecere ligningssystem He = S, ved hjelp af paritetstjeksmatricen,
de udregnede syndromer samt fejlpositionerne, for at bestemme fejlvekto-
ren.

Denne algoritme virker, da Seetning 5.1.1 giver, at der altid vil eksistere en
Igsning til det opskrevne ligningssystem, hvorefter Seetning 5.1.2 sikrer, at det
er muligt at finde fejlpositionerne herudfra, hvis der er sket feerre end =2
fejl. Tilsidst giver definitionen af syndrom, at det er muligt ogsa at bestemme
fejlveerdierne.

Nar det er opfyldt, at 7 < =—=5—2 < % < %, er koden 7-fejlkorrigerende ifglge
ifplge [6, Theorem 1.2.1]. Dermed bliver lgsningerne til ligningssystemet i punkt
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5.1. Grundalgoritmen

5, entydige da der ellers ville eksistere €; og €2 begge med Hammingvaegt mindre
end eller lig 7, sddan at 7 = ¢; + €; = ¢2 + €2, hvilket er i modstrid med, at
koden er 7-fejlkorrigerende.
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Kapitel 6

Basis- og majoritetsdekodning

De fglgende to kapitler er hovedsagligt baseret pé [10, Afsnit 6 og 7).

6.1 Dekodning med dobbeltsyndromer

I dette afsnit vil der blive beskrevet en lidt anderledes dekodningsalgoritme,
som finder fejlpositionerne i et modtaget ord ved hjeelp af de sdkaldte dobbelt-
syndromer, og derefter bestemmer fejlvaerdierne ligesom algoritmen beskrevet
i Kapitel 5, det vil sige, at punkt 4 og 5 fra algoritmen pa side 62 genbruges,
mens punkt 1, 2 og 3 erstattes af noget tilsvarende.

Allerede efter definitionen af NT P-koder er det konkluderet, at der til et poly-
nomium, som er en linear kombination af monomierne i fodaftrykket, hgrer et
entydigt kodeord. Derfor vil der i dette og folgende afsnit ofte blive refereret til
polynomierne, som vaerende kodeord, selvom det er polynomierne evalueret, der
er de egentlige kodeord.

I dette og de folgende afsnit vil veegten af et polynomium blive anvendt. Der
startes derfor med at kigge lidt nsermere pa dette.
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6. Basis- og majoritetsdekodning

6.1.1 Veegten af et polynomium

Veaegten af et polynomium blev praesenteret allerede i afsnit 3.2.2, men i dette
og felgende afsnit skal nogle af dens egenskaber ogsa benyttes, sd definitionen
bliver her preeciseret.

1

Definition 6.1.1 (Vaegten af et polynomium) Lad J = (z T yi" —
o=yl —y) og lad f € Fym[z,y]/J og benevn f = F +J, hvor supp(F) tilhgrer
fodaftrykket af J med den monomielle ordning <.,. Da er vegten af f givet ved

w(f) = Igix{w(fciyj) c 'y’ € supp(F)},

hvor w(z'y?) = i(g™1) +j('q::11)'

Denne definition er veldefineret, da monomier i fodaftrykket af J alle har for-
skellige vaegte (se Lemma 4.1.3) og vektorrummet udspaendt af monomierne i
fodaftrykket er isomorf med Fym [x, y]/J (set som vektorrum) (se Seetning 3.2.3).

Det er nu muligt at vise fglgende egenskaber ved funktionen w. Det er dog ikke
alle, der skal benyttes i dette afsnit, men de bliver nyttige senere. Definition pé
betegnelserne mdeg(f) og lignende kan ses i Definition 2.2.2.

Lemma 6.1.2 Lad f;, f;,h € Fgm[z,y]/J. Da gelder folgende egenskaber:

(1) w(fifj) =w(fi) +w(f)-

(i4) Hvis fi+ f; # 0, si er w(fi + f;) < max<, {w(fi),w(fj)}-
(i4i) Hovis w(f;) <w(f;) og h #0, si er w(hf;) <w(hfj).
(iv) Lad & € Fin, si er w(ef) = w(f).

)
(v) w(fs) <i+g—1, hvor der geelder lighedstegn, hvis i > g.

BEvVIS: Benaevn gennem beviset f; = F; + J, f; = F; +J og h=H + J, hvor
supp(F;), supp(F;) og supp(H) tilhgrer fodaftrykket af J med den monomielle
ordning <.
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6.1. Dekodning med dobbeltsyndromer

Lad F; =) aqx*y*? og Fj = Zﬁ bszP1yP2. Lad vektoren U veere vaegtvekto-

a . 21 ¢m—1
ren, det vil sige u = (g™~ 1, qq_1 )-

(1) : Det geelder, at
w(fify) = max{w(a'y’) : 'y’ € supp(F,F))}
=7 - mdeg(F;F}).

Da der her betragtes et produkt af to polynomier, og da <, er en monomiel
ordning pa Fym [z, y] er

mdeq(F.E;) = max{a + B € N : aais #0)
zrgix{ae NG :aq # 0} + max{3 € N : bg # 0}
= mdeg(F;) + mdeg(F}).

Dermed bliver

w(fif;) = (mdeg(F;) + mdeg(F;))
= - mdeg(F;) +u - mdeg(Fj)
= w(fi) +w(f;)-

(1) : Lemma 2.2.3 kan benyttes til at fa ulighedstegnet ind i folgende omskriv-
ning:

w(fi + f;) = max{w(a'y’) : 'y’ € supp(F, + Fy)}

=7 - mdeg(F; + F})
< u- (max{mdeg(Fi), mdeg(Fj)})

— wmae{i - mdeg(Fy), 7 - mdeg(F))
= max{w(f;),w(f;)}-
(i1) : Dette er en konsekvens af punkt (7).
(iv) : Dette er ligeledes en konsekvens af punkt (i), da w(e) = 0.

(v) : Lad T veere den ordnede maengde af mulige veegte af polynomier og lad g(1)
veere antallet af gaps, som er mindre end w(f;) i denne maengde. Som tidligere
er g det samlede antal gaps, hvilket betyder, at g(I) < g.
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6. Basis- og majoritetsdekodning

Det gaelder, at w(f;) er det (w(/f;) + 1)’'te element i Ny, det vil sige, at w(f;) er
det (w(f;) +1— g(i))’te element i I'. Dermed er

i=w(fi) +1-g() Zw(fi)+1-g, (6.1)

Det gaelder, at g(I) = g hvis og kun hvis, at w(f;) > ¢. Kondukteren ¢ er det
(c+1)’te element i N og det (¢c+1—g)’te element i I'. Det vil sige ¢ = w(fet1—g)-

Lad det nu veere opfylds, at i > c—g = g (dac = 2¢). Sder w(fi) > w(fer1—g) =
¢ og dermed er g(i) = g. Det kan nu saettes ind i ligning (6.1), og s& bliver
w(fi)=i+g-1 O

I naeste afsnit introduceres nogle brugbare vektorrum frem mod basisalgoritmen.

6.1.2 Dobbeltsyndrom og nyttige vektorrum

Til definitionen af dobbeltsyndromer skal der benyttes paritetstjek, i, som jo er
kodeordene i dualkoden. Dualkoden til en NT P(s)-kode er kendt ifplge Seetning
4.3.2 til ogsa at veere en NT P-kode, hvor indekset er n+¢(I') —s—2. Dualkodens
dimension benaevnes i det fglgende med I, for at den ikke skal blive forvekslet
med den oprindelige kodes dimension, k. Er der valgt et s til definitionen af en
NT P-kode, kan [ bestemmes udfra dette s og formler for dimensionen. Ifplge
Saetning 4.2.7 er dimensionen af en NT P(s)-kode givet ved s+ 1 — g, nar det er
opfyldt, at ¢(T') — 1 < s < n, hvor ¢(T") = (q;":11 —1)(gm 1t —=1),n=¢*""1 og
(L= -1 -1

q—

g . Denne dimension kan ogsa bestemmes udfra dualkodens
dimension, [, og da er den givet ved n — [. Dermed kan [ bestemmes til
l=n+g—s—1. (6.2)
Tilsvarende bliver
s=n+g—1-1. (6.3)
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6.1. Dekodning med dobbeltsyndromer

Ovenstaende omskrivninger gaelder dog kun inden for begraensningen pa s, hvil-
ket ogsa giver en begreensning pa [, da det jo ogsa skal veere opfyldt, at

cM)—=1<n+g—-Il—-1<n

7 )

I<n—g g-—-1<1,

det vil sige omskrivninger er kun tilladt, nar ¢(I') — 1 < s < n eller nr g — 1 <
[ <n-—g.

I de folgende afsnit er det nogle gange hensigtsmaessigt at kunne skelne mellem
forskellige NT P-koder. Derfor vil en NT P-kode nogle gange blive specifiseret
med s; for at indikere, at dualkodens dimension er .

Der findes altsa [ monomier, fi,..., f;, som evalueret i de n punkter danner
basis for dualkoden. Da dualkoden ogsa er en NT P-kode veelges de [ monomier
til denne sadan, at nar ¢ < j < er w(f;) < w(fj) < w(fi) og det monomium
med stgrst vaegt er f;. Paritetstjekkene til N7 P(s) koden er saledes h; = (f;)
for 1 <.

Monomierne som benyttes i dualkoden til NT P(s;) kan ogsa ses som en basis for
et vektorrum, som benaevnes L;. Dette vektorrum benyttes i fglgende definition,
som er ngdvendig for, at definitionen af dobbeltsyndromerne bliver brugbar.
Fglgende funktion defineres saledes:

Definition 6.1.3 (Funktionen (3, j))
Tallet 1(i, ) defineres til at veere det mindste heltal I, hvorom det geelder, at fif;
tilhgrer vektorrummet L.

Nar der arbejdes i en NT P-kode, er det ganske simpelt at finde (4, ), hvilket
kan ses af folgende eksempel.

Eksempel 6.1.4 Monomierne i dette eksempel er hentet i Eksempel 6.1.12, se
tabel side 75. Tag fglgende monomier: fy = z, f5 = zy, s& er fofs = 22y. Det
gaelder, at 2%y = fg, sa 1(2,5) = 8.

Dette kan ogsa indses ved at se pa veegten af monomierne: Det geelder, at w(f2) =
4, w(fs) =9. Da vil w(fafs) = 13, sd fafs vil tilhgre det vektorrum L;, hvorom
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6. Basis- og majoritetsdekodning

det geelder, at w(f;) = 13. Dette er netop tilfeeldet for I = 8. Dermed kan det
ses, at w(fif;) = w(fi) +w(f;) = w(fi.5)-

Det er ogsa muligt at vise fplgende lemma om funktionen (i, j)
Lemma 6.1.5 Funktionen l(i,j) er voksende i begge dens argumenter.

BEVIs: Det benyttes, at w(fif;) = w(fi,j)), 0g at w(fx) < w(fry1). Da giver
Lemma 6.1.2 (47), at

W(fig) = w(fifi) <w(fisrfi) = w(figis1,5))  ogat
w( i) = w(fifi) <w(fifi1) = w(fii 1),
hvilket betyder, at funktionen I(4,j) er voksende i begge dens argumenter. O

Nu skal dobbeltsyndrom defineres, hvilket ggres saledes:

Definition 6.1.6 (Dobbeltsyndrom) Lad 7 € Fy.. og lad h; for 1 <i <n
veere paritetstjek for en NT P-kode. Da er dobbeltsyndromet of T givet ved

5i,3(F) =T (hi % hy),
hvor Ei * Ej = (hi71hj,1; ey hi,nhj,n)-
Desuden er dobbeltsyndrommatricen givet ved

S(i,5) = (s 5 (F) : 1 <d' <4,1 < j" < ).

Da det geelder, at

*h = (hiihji, ..., hinhjn)

(w( i 1"/’(fj)1aaw(fz)n"/](fj)n)
= (filp1) fj(P1); - - fi(pn) £i(Pn))
= (fifip1),- -, fifi(pn))

U(fif5)
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6.1. Dekodning med dobbeltsyndromer

vil h; * hj ogsa veere et paritetstjek, sa leenge 1(4,7) < I. Hvis T er et modtaget
ord, séledes at T = ¢+ €, hvor ¢ er et kodeord i NTP(s)-koden og € er en
fejlvektor, da er s; ;(7) = s; ;(€) for alle ¢, j, hvorom det geelder, at I(i, ) < I.

Nu defineres to nyttige vektorrum og derefter vises det, at disse er identiske
under visse forudsaetninger. Det fgrste vektorrum defineres saledes:

Definition 6.1.7 (K-vektorrum) Antag at (i,j) < | og lad T € Fy.. Da
defineres K -vektorrummet udfra 7 sdledes:

Kij(F)={f€L;:7-9¥(gf) =0 for alle g € L;}.
Denne definition ger, at K;;(7) er et underrum af L;, hvilket dog ikke vil blive

bevist her.

Betragt istedet dobbeltsyndrommatricen, S(i, j), som, da ¥(f;f;) = h; * h;, ser
ud pa felgende méde:

f fo e - fi
f T-(fifi) Toy(fife) 7 (f1f) 7 P(fify)
f2 T(fafi) ToY(faf2) 7 (f2fi) T Y(f2f5)
fo Lrownn) moelff) e TS e Tob()

Denne matrix kan definere en lineser afbildning, 7', fra L; — L; med f1,..., f;

og fi,..., fi som baser for henholdsvis L; og L;. Det vil geelde, at K;;(7) er
nulrummet for denne lineare afbildning 7. Da afbildningen 7' netop er repree-
senteret ved S(i, j), geelder der, at K;;(F) = K;;(€), nar I(i,j) <.

Det naeste vektorrum defineres nu saledes:

Definition 6.1.8 (L af J-vektorrum) Lad J vere en delmengde af meng-
den {1, ..., n}. Da defineres L af J-vektorrummet sdledes:

Li(J)={f€eL; :¥(f)r =0 for alle k € J},
hvor ¥ (f)r benevner den k-te koordinat i 1 (f).

71



6. Basis- og majoritetsdekodning

Lad I = supp(e) = {k € {1,...,n} : e # 0}. Polynomierne i L;(I) vil netop
veere de polynomier, som giver nul pa mindst de positioner, hvor fejlvektoren har
en veerdi forskellig fra nul. Derfor kaldes disse polynomier for fejllokaliserende
polynomier. Malet ved denne dekodningsdel er netop at fa bestemt disse po-
lynomier, da fejlpositionerne dermed er lokaliseret. Det gnskes derfor at kunne
bestemme L;(I). Efterfslgende lemma viser, at dette er muligt ved hjeelp af dob-
beltsyndromer. I lemmaet benyttes wgy (v), som er Hammingvaegten af vektoren
.

Lemma 6.1.9 Antag, at l(i,j) <1. Hvis I = supp(e) ={k € {1,...,n} 1 ey #
0}, da er Lj(I) C K;;(F). Hvis det desuden geelder, at d(NTP(s;)) > wr(€), sd
er LJ(I) = K”(F)

BEVIs: Antag forst, at f € L;(I). Dette betyder, at ¥(f)r = 0 for alle k,
hvorom det geelder, at e # 0. Dermed er

e (W) xv(9) =Y ex (V(F) x(g)), =0

ek;éO
for alle g € L;. Dette betyder netop, at f € K;;(€) = K;; (7).

Derneest antages det, at d(NTP(s;)) > wy(€), og at f € K;;(F) = K;;(€). Lad
@ = Y(f). Udfra definitionen af K;;(7) kan det konkluderes, at

(exa)-Y(g9) = era1p(g)1 + - + enanih(g)n
=e- (alw(g)la RN anw(g)n)
~((f) *4(g)) =0

for alle g € L;. Dette betyder, at e x @ € NTP(s;), da L; netop indeholder
paritetstjekkene til denne kode. Det geelder, at wy (e *x @) < wy(€) og da det er
antaget, at wy(€) < d(NTP(s;)), bliver wy (e *a) < d(NTP(s;)). Derfor ma
det ngdvendigvis geelde, at € * @ = 0. Dermed er exar, = exp(f)r = 0 for alle
k € {1,...,n}. Derfor ma det geelde, at (f)r = 0 for alle k € T og dette er
netop betingelsen for, at f € L;(I). O

I
ol
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6.1. Dekodning med dobbeltsyndromer

6.1.3 Basisalgoritmen

Det er nu muligt at opstille en algorime og vise, at den virker. Algoritmen lyder
som fglger:

Algoritme 6.1.10 /Basisalgoritme| Denne algoritme kan rette | “=SL=9=L1 | fej]

2
for NT P(s;)-koden, hvor g = s 71)2(qm7 71).

Input: Et modtaget ord 7.

Output: Fejlpositionerne 1 fejlvektoren e.
1. Veelgi = L%J ogj=1t+1.

Bestem K;;(T).

Veelg et polynomium f € K;;(F) forskellig fra nulpolynomiet.

RIS

Fejlpositionerne er nu blandt de positioner, som svarer til nulpunkterne i
polynomiet f.

BEVIS: Det antages, at t = %_g_l, hvor t er antallet af fejl, der maksimalt
mé veere sket. Dette giver ved omskrivning til [ udfra ligning (6.3) fplgende:

n—sg—g—1 n—n+g—I1—-1)—g—1
2 B 2

t=

pot=29 L
- 2 _2 ga

hvilket skal benyttes senere i beviset.

Udfra Lemma 6.1.2 (v) er w(f;) < £ o
w(fif;) = w(fi) + w(fy) er w(fif;) <

hvilket er en betingelse for, at K;;(7)

w(fi) = L%J + g — 1. Da det geelder, at
+g—1=w(fi). Dermed er I(i,j) < I,
K;j(e).

[l —o3

Valget af j = ¢t + 1 har desuden den fordel, at L;(I) ikke kun bestar af nul-
polynomiet. Dette skyldes, at L; har dimension j = ¢ 4 1, men I giver hgjst
t betingelser til udveelgelse af polynomier i L;, og dermed vil der veere flere
lgsninger end nulpolynomiet.
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6. Basis- og majoritetsdekodning

Saetning 4.1.4 giver sammen med ligning (6.3), at
l
d(NTP(s;)) >n—s;=n—-n—g+i+l=i+1—g= LiJ +1-—g.

Dermed er ;
d(NTP(s;)) > 37 9= t,

s& Lemma 6.1.9 giver, at L;(I) kan bestemmes ved at bestemme K;; (7). Altsé er
det muligt at bestemme et fejllokaliserende polynomium, da det vil vaere poly-
nomierne i K;;(7), og nulpunkterne i et fejllokaliserende polynomium er mindst
de punkter, som er fejlpositioner i det modtagne ord. Polynomierne i K;;(7)
tilhgrer L;, og s& giver Proposition 4.1.1, at polynomiet f har hgjst w(f) nul-
punkter. Daw(f) <j=t+1= "_Sgg"’l < d_g‘H < d— 1 vil fejlvektoren veere
entydigt bestemt, se eventuelt [10, Proposition 6.1]. [l

Fglgende eksempel viser, hvorledes denne basisalgoritme virker. Heri benyttes
fglgende definition, som ogsé benyttes i afsnit 7.1.2.

Definition 6.1.11 (S-funktion) Lad7y € Fy. Da defineres S-funktionen til at
veere

Sy(f) =5 -¥(f).

Det kan ses, at Sy(fi) = s; og Sy(fif;) = si;(7). Hvis T er et modtaget ord med
fejlvektor €, vil det dermed geelde, at hvis w(f) < w(f;) er Sz(f) = Sz(f).

Eksempel 6.1.12 Vezlg m = 2 og ¢ = 4. Dermed bliver veegtvektoren v =
(i,4) = (4,5), og der arbejdes over Fyz[x,y]/(z° + y* +y, 216 + 2,4'® + ). Som
primitivt polynomium veelges t* +t+ 1, og da bliver a = ¢ et primitivt element.

Desuden er n = ¢*" ! =64 og g = % = 6. Her veelges y <jex .

Betragt nu NTP(43), sa bliver l =n+g—s—1=26,d=n—s =21 og
k =s+4+1— g = 38, og basisalgoritmen kan rette t = %ﬁgfl = 7 fejl. Der
laves derfor syv fejl i punkterne p; = (1,a),p2 = (a®,a%),p3 = (a,a”),ps =
(@?,02),ps = (o', a?),ps = (a®,a?) og pr = (a'*,a?) med folgende veerdier
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6.1. Dekodning med dobbeltsyndromer

e1=abea=0a%e3=0a",e4 =a,e5 = 1,65 = ab og e = a'. Da s;(F) = sx(€)

for k <[, er det nu muligt at finde syndromerne op til og med [, selvom det kun

er fejlvektoren og ikke det modtagne ord som kendes. Eksempelvis er

59(F) = 82(€) = (a%,0%,a",1,a,0%,0'°,0,...,0) - (1,0%, a,a? o't o’ o, .. )
—dltatat+adtall +all 100 40 = ol

Dette giver ved udregning af alle de andre syndromer fglgende skema:

l 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
fi 1 x y 2? wy oyt 8 2ty oayt P
w(f) | o 4 5 8§ 9 10 12 13 14 15
si(® | o ald 0 PN f o alt gl b
l 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
7 e By 22 o o oty P2 2P ot P
w(f) 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
s1(T) a? al? 0 at  ab ab al? a’ o’ o
l 21 22 23 24 25 26
7 A7 B 2 o o8 2%
wif)| 26 27 28 29 30 31
si(7) | af o3 ab at  oll glo

I basisalgoritmen veelges i = L%J =130gj=t+1=28, saet element i K33
vil veere pa formen

M+ Aoz 4+ Asy + Aaz? 4+ Aszy + Aey” + Ma® + Asz?y,

hvor MN'erne skal opfylde, at

r o ol4 0 ob o o a7 ald T
ol b of a7 ol a1l o2 Q12
0 of a® ot Qll of Ql2 0
od o7 ol a2 al2 0 od P A1
a® ol Il 12 0 ol b al? A2
o all b 0 ot o a2 o7 A3
o a? a2 a® P al? 1 ab i4 =0.
a4t ql2 0 ab al2 a7 ab b )\5
all 0 ot a2 o7 o7 b a3 )\6
b ot ob a7 o7 of a3 of )\7
o? b b 1 b b o8 ald 8
a2 o8 aQl2 b of a3 al3 o

) a2 o7 b a3 of o al0 |

Denne matrix er dobbeltsyndrommatricen S(13,8), hvor det er benyttet, at
S=(2°) = S=(y* +y) = a® + 0 = a®, og lignende omskrivninger er benyttet til
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S=(29), Se(2%y), Se(x7), Sr(2%y) og Sr(x°y?). Dette ligningssystem kan nu lgses,
eventuelt ved hjelp af Maple) og det giver, at

A1 Cvu()\e +CM8)\8)

A2 a13(>\6 + 049)\8)

A3 alS(AG + 043)\8)

A4 o a3 )Ag

A5 - alO(AG + 049)\8) ’
A6 A6

A7 0

As A8

er en lgsning. Ved at vaelge A\g = 1 og Ag = 0 faes, at
o'l + a3z + o'y + oy + 42 € Kiss,

som da vil veere et fejllokaliserende polynomium, hvilket ogsa stemmer overens
med at pi,...,ps er nulpunkter heri. Dette polynomium har dog, blandt punk-
terne anvendt til koden, ogsa (all, a'?), (a!*, a!?), (a?, a%) som nulpunkter, men
disse giver en fejlveerdi pa nul ved bestemmelse af fejlveerdierne, sa dette er reelt
ikke en fejl. Dette skyldes, at fejlvektoren er entydigt bestemt, som nsevnt sidst

i beviset for Basisalgoritmen.

6.2 Dekodning med majoritetsprincip

I dette afsnit vil der blive preesenteret endnu en metode til at dekode en NT P(s)-
kode med. For at praesentere ideen ved denne dekodningsalgoritme er det ngd-

vendigt forst at introducere stgrrelsen N. Her er er J = (z T quf1 — =
y? — y) ligesom i afsnit 4.1. Tilsvarende er AL (J) fodaftrykket af J, hvor <,
er den monomielle ordning. For f;’erne, som anvendes i det fglgende geelder det,

at w(fi) <w(f;) for i < j.
Stgrrelsen N har nu den egenskab, at
Span{y)(fi) : fi € Az, (J), ogi=1,...,N} =Fjn, mens
Span{p(fi) : fi € A<, (J), ogi=1,...,(N = 1)} C Fin,
Det vil sige, at N > n.

For en NT P-kode galder det, at fy = xqm_lqufl_l, da det er det sidste

m
m—1

-1
monomium, som er med i fodaftrykket for I = (z T y? — =yl —
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6.2. Dekodning med majoritetsprincip

y, 29" —x,y?" —y), hvor <,, er den monomielle ordning. Dermed er w(fy) =
(¢m —1)g™ 1t + (g™t = 1) (q::ll), og s& kan Lemma 6.1.2(v) benyttes til at
konkludere, at

_ m— m—1
N=(¢"-1)¢" " +(q 11)<qq_1)g+1-

Lad nu H veere en N X n matrix, som har paritetstjekket h; som den ¢’te reekke
for 1 <i<N.

Ideen i denne dekodning er at finde veerdierne for alle syndromer, ogsa dem
som umiddelbart ikke kan bestemmes, og derved finde fejlvektoren ved at lgse
ligningssystemet Hx = S5, hvor S er syndromvektoren fundet udfra fejlvektoren
€. I processen er det muligt at genbruge dekodning med dobbeltsyndrom, men
ved at finde de sdkaldte ukendte syndromer, er det muligt at rette flere fejl.

Syndromerne, som er indgangene i syndromvektoren S, vil i det fglgende blive
benaevnt s;, og T vil veere et modtaget ord med fejlvektoren €. Det geelder, sa
lenge ¢ < [ kan s; bestemmes ved hjelp af 7, da

s =8{(F) =T-h; =€ h; = 5;(€).

Dermed kaldes s; for et kendt syndrom, nar ¢ < [ og for et ukendt syndrom,
nar i > [. Hovedproblemet i dette afsnit er at finde ud af, hvordan de ukendte
syndromer kan bestemmes, altsa hvordan s; bestemmes for [ < i < N.

Dobbeltsyndromerne blev i forrige afsnit defineret til

sij(€) =e-(fif;) =e- (hi*hy).

Sa leenge I(¢,7) < I vil f;f; € L;, og daer s; ;(€) i (). Det vil sige, at s; ;(€)

=s
er kendt for alle 7, j, hvorom det geelder, at I(i,5) <.

6.2.1 Nyttige definitioner og tilhgrende lemmaer

Folgende maengde er nyttig i dette afsnit

Definition 6.2.1 (M;-maengden) Mengden M, defineres siledes:
M, ={(i,j) e N*:1(i,j) = 1 + 1}.
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6. Basis- og majoritetsdekodning

Antallet af talpar i mengden M; benevnes v;.

Det vil sige, at for (i,5) € M; vil de tilsvarende s; ;’er veere de forste ukendte
dobbeltsyndromer, som forekommer. Da fi,..., f; er en basis for L; og f;f;
tilhgrer L;, nar 1(i,7) <, geelder det, at

!
fifi = Zﬂijkfk-
=1

Nar (i,7) € M; vil denne sum istedet g til [ 4+ 1, og sa vil det samtidig geelde,
at piju+1) # 0.

Dette betyder ligeledes, at nar (i,j) € M, er

I+1 !
Sij = Z HijkSk = fhij14+1)Si+1 + Z Hijk Sk (6.4)
k=1 k=1

hvor ,u‘ij(l-‘rl) 7é 0.

Dette betyder, at alle s; j’erne, hvorom det geelder, at (4,7) € M;, kan skrives
som en linear kombination af s;, hvorom det geelder, at ¢ < (I 4+ 1), og denne
linear kombination kan altid findes, og den er den samme for alle fejlvektorer.
Er et s; ; blevet bestemt, kan resten af s; ;’erne med (7,5) i M; bestemmes her
ud fra.

Ligning (6.4) kan desuden omskrives til

l
Siyj = Dp—1 MijkSk
Hij(i4-1)

Si+1 = (65)

Betragt nu fglgende matrix:
S(i,7) = (sirj(€) : 1 <4 <4,1 <5 <j),

som her er defineret udfra € i modsaetning til forrige afsnit, hvor den var defineret
udfra 7. Den ser ud pé fglgende made:

S1,1 S1,5—1 51,5
b
Si—1,1 " Si—1,5-1 Si—1,5
Si1 ottt Sij-1 Sig =7
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6.2. Dekodning med majoritetsprincip

hvor s; ;, som antydet, er det eneste ukendte dobbeltsyndrom, hvis I(4, j) = I+1,
hvilket skyldes, at funktionen I(, j) er strengt voksende i begge dens argumenter,
se Lemma 6.1.5.

Hvis s;; kan bestemmes, kan s;1; bestemmes ved hjeelp af ligning (6.5), sa
delmélet er nu at fa bestemt s; ; for (¢, j) € M;. Hertil kraeves folgende definition.

Definition 6.2.2 Lad (i,7) € M;, hvilket vil sige, atl(i,j) = l4+1. Da defineres
folgende:

Kandidat Hvis de tre matricer S(i — 1,5 —1),5(i,5 — 1) og S(i — 1,)
har ens rang, kaldes talparret (i,7) for en kandidat.

Kandidatveerdi Huis talparret (i,7) er en kandidat, kaldes den verdi of
si,j, som far matricerne S(i,j) og S(i — 1,7 — 1) til at have samme rang,

for kandidatverdi. En kandidatverdi beneuvnes sgj.

Sande kandidater En kandidat kaldes sand, hvis s; = s; j. Antallet af
sande kandidater benevnes T'.

Falske kandidater En kandidat kaldes falsk, hvis s’ij # s;5. Antallet of
falske kandidater benevnes F'.

Nar en kandidatveerdi skal bestemmes, gnskes det, at de to matricer S(i,j) og
S(i — 1,7 — 1) har samme rang. Matricen S(¢ — 1,5 — 1) har allerede samme
rang som S(i,j — 1) (og S(i — 1, 7)), s reekkereduceres matricen S(i,j — 1) vil
det ende med, at alle indgangene i den i’te rackke er nul. Dette betyder, nar
ogsd S(i,j) og S(i — 1,7 — 1) skal have samme rang, at der er en entydig veerdi
af s;.. Kandidatveerdien kan dermed findes ved at rackkereducere S(i, j), for sa
skal det geelde, at den (7, j)’te indgang, som stammer fra s; ;, skal veere nul.

Definition 6.2.3 Et talpar (i,7) € Nx N kaldes en diskrepans, hvis matricerne
S(i—1,7—1),8( —1,5) og S(i,j — 1) har ens rang, mens matricerne S(i, j)
og S(i— 1,7 — 1) ikke har samme rang.

Er talparret (7, ) en falsk kandidat, betyder det, at matricerne S(i, j) og S(i —
1,7 — 1) faktisk ikke har samme rang, hvilket er indeholdt i definitionen pa
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6. Basis- og majoritetsdekodning

en diskrepans. Det vil sige, at en falsk kandidat er sammenfaldende med en
diskrepans.

Nar S(i,5),S(i—1,7—1),5(¢,5—1) og S(i—1,7) har samme rang, betyder det,
at reekkereduceres de, vil de have samme antal pivotpositioner. Har S(i, j) ikke
samme rang som de tre andre matricer, ma det betyde, at der vil veere pivotpo-
sition i den (%, j)'te indgang. Dermed svarer en pivotposition til en diskrepans.
Folgende lemma, som stammer fra [10, Afsnit 4.2] udtaler sig om antallet af
pivotpositioner og dermed om antallet af diskrepanser.

Lemma 6.2.4 Lad € € F} og lad D(€) vere diagonalmatricen med € i diago-
nalen. Lad H vere den N X n matrix, som har paritetstjekket h; som den i’te
reekke for 1 <i < N.

Da geelder folgende om S(€) = (s;;(€) : 1 <1i,5 < N),
S@) =HD@EH" o9 rang(S(e))=wu(e),

hvor wy (€) er Hamming veegten af vektoren e.

BEVIs: Det gelder pr. definition, at
S@) = (sij(e):1<i,j<N)

= (e (hixh;): 1 <i,j <N)

= (X oy exhichyr : 1< i,j < N)

= HD(e)HT
Matricen H er valgt, sa raekkerne udspeender hele Fy..., dermed er sgjlerne uaf-
haengige af hinanden, det vil sige, at rang(H) = antal sgjler = n. Regneregler
for rang, som kan findes i [7, s. 293, opgave 9-11], giver nu, at

rang(S(e)) = rang(HD(@)HT) = wy (€)

Dette lemma giver, at antallet af fejl er lig rangen af S(€), som er lig det totale
antal af diskrepanser.

Dette benyttes i fglgende lemma, som er meget vigtig i denne dekodningsproces.
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6.2. Dekodning med majoritetsprincip

Lemma 6.2.5 Lad v; vere antallet af talpar i mengden M;. Hvis antallet af
fejl i et modtaget ord i koden NTP(s;) er mindre end eller lig ”12_1, vil flertallet
af kandidater angive den sande veerdi af sjy1.

BeEevis: Lad 7 vaeret et modtaget ord, som hgjst har %71 fejl, hvor [ er dimen-
sionen af dualkoden til den respektive kode NT P(s;).

Lad K benaevne antallet af diskrepanser i den kendte del af matricen S(€). Da
alle falske kandidater falder ssmmen med en diskrepans, betyder dette, at

K + F < det totale antal diskrepanser = wy (€). (6.6)

Hvis indgangen (7,j) er en kendt diskrepans, vil det geelde, at hvis j' > j vil
S(i—1,57'—1) og S(i,j — 1) ikke have samme rang, da indgang (i, j) vil veere
pivotposition i S(i,5" — 1). Dette betyder, at alle indgange (7,;') med j' > j
ikke kan veere kandidater. P4 samme méade vil det geelde, at alle indgange (i, j)
med i’ > ¢ ikke kan veere kandidater.

Samtidig geelder det, at hvis (4, j) € M, men ikke er en kandidat, har matricerne
S(i—1,j—1), St —1,5) og S(i,j — 1) ikke samme rang. Dette betyder, at der
vil vaere en diskrepans i den ¢’te rackke, den j’te sgjle eller i bade den i’te rackke

og den j’te sgjle.

Tilsammen giver de to ovenstaende udsagn, at hver gang der er en kendt diskre-
pans, er der hgjst to ikke-kandidater. Dette giver, at

antal ikke-kandidater < 2K.

Antallet af kandidater blandt talparrene (i,7) i M; er T + F. Dette giver alt i
alt, at

v, = antal kandidater + antal ikke-kandidater < (T'+ F) 4+ 2K (6.7)

Antagelsen om, at der er sket hgjst “5- L fejl betyder, at

_ vy — 1
wr(€) < 5 (6.8)
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6. Basis- og majoritetsdekodning

Ved nu forst at kombinere ligning (6.6) og (6.8) og heri bruge ligning (6.7), faes
fglgende:

l/lfl

K-‘,—FSUJH(E)S 5

T+F+2K-1
K+FSL

F+1<T

F<T.

Altsa er antallet af sande kandidater stgrre end antallet af falske kandidater,
og da de sande kandidater alle giver den samme vaerdi for s;11, vil flertallet af
kandidater angive den sande veerdi af s;41. O

Dette lemma giver, at ved hjalp af kandidaterne er det muligt at finde alle de
syndromer, som der behgves, hvis wy (€) < ’”Tfl Fglgende lemma, som stammer
fra [10, Afsnit 5] ser lidt nesermere pé stgrrelsen v;.

Lemma 6.2.6 Lad ' vere mengden af mulige vegte af polynomier og scet
D() = {(z,y) : x,y ergaps iT ogx +y = w(fit1)}. Seet g(l) = antal gaps
mindre end w(f;) i T. Da er

v=1+1-g(l+1)+#D().
Hvis desuden 1l > g er g(l+1) =g, og hvis 1l > 2c—g—2 er gl +1) = g og
#D(1) = 0.

eENgxNyo:zx+y= w(fH_l)},
{(z,y) € A(l) : y er gap}. Det
J) =1+ 1} = {(z,y) € AQ) :

BEvis: Hold [ fast og definer A(l) = {(x,y)
B(l) = {(z,y) € A(l) : z er gap} og C(l) =
skal ogsa benyttes, at M; = {(i,5) € N? : I(i,
x,y er nongaps}. Da geelder det, at

Aly=BlHyuCchHuM, MnBIUHNCA)=0, DI)=BLnC().
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6.2. Dekodning med majoritetsprincip

Det betyder, at
v = #M; = #A() — #B(1) — #C(1) + #D(1).

Det gnskes nu at finde udtryk for #A(l), #B(l), #C(l), og ogsa #D(l), selvom
det kun er muligt under visse omsteendigheder.

Da mengden A(l) bestar af ordnede talpar fra Ny, geelder det, at #A(l) =
w(fip1) + 1.

Lad z € Ng. Er z < w(f;4+1) vil der eksistere et entydigt y € Ny, sa (z,y) € B(I).
Da w(fi+1) er et nongap, geelder det, at hvis (z,y) € B(l), sder y # 0, og dermed
er £ < wfi41. Dermed eksisterer der et gap @ < w(f1+1) hvis og kun hvis der
eksisterer et entydigt y, s& (x,y) € B(l). S det geelder, at #B(l) = g(I + 1).
Tilsvarede kan det vises, at #C(I) = g(I + 1).

Det geelder, at nongapet w(f;) er det (w(f;) + 1)’te element af Ng, sd w(f;) er
det (w(fi) +1 —g(1))’te element af meengden I'. Dermed er

L=w(fi) +1-4()
0
g(l) =w(fi) =1+ 1.

Det er nu muligt at lave fglgende omskrivning:

v = #A(l) = #B(1) = #C(1) + #D(1)

=w(fiq1) +1—g(l+1)—g(l+1)+#D()
W(fix1) +1— (W(fig1) — U+ 1)+ 1) — gl + 1) + #D(1)
=I+1—g(l+1)+#D().

Dermed er fgrste del af lemmaet bevist. Til naeste konklusion skal det benyttes,
at nar [ > g, geelder det ifplge Lemma 6.1.2 (v), at w(f;) = I+ g— 1. Her antages
det at veere opfyldt, at [ > g og sd er er [ + 1 > g. Dermed er

gl +1) =w(fis1) +1 = (1 +1)
=(l+1)4+g—1+1—(+1)
=g

Til sidste konklusion i lemmaet antages det at veere opfyldt, at [ > 2¢ — g — 2.
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6. Basis- og majoritetsdekodning

For en NT P-kode er det ikke muligt, at ¢ = 1, sa dermed er det ikke muligt, at
w(z) = ¢ 1 =1m"! = 1. Dermed er det ikke muligt, at g = 0, for sa skal det
geelde, at w(z) = 1 og w(y) = 2. Derfor vil det geelde, at g > 0. Dette betyder,
at ¢ > 2, hvilket der kan laves fglgende omskrivning pa:

c>2
(3
c=2-g2>(—g)
(3

2c—g—22>c—g,

og da det her er antaget, at | > 2c—g—2erl > c—g = g, sa det er igen
opfyldt, at g(I + 1) = g. Det geelder ifplge Lemma 6.1.2 (v) og antagelsen om,
at | > 2c—g— 2, at

w(fix1))=0+1)+g—-1=1l+g>2c—2. (6.9)

Lad nu x,y veere gaps, det vil sige, at z,y < ¢— 1 og hvis = + y = w(fi+1), mi
det betyde, at w(fi+1) < 2¢ — 2. Men dette stemmer ikke overens med ligning
(6.9), sa et sadan z,y kan ikke eksistere. Dermed er meengden D(I) tom, nér
l>2c—g—2. O

6.2.2 Majoritetsalgoritmen

Nu er jeg naet frem til at opstille endnu en dekodningsalgoritme. Heri benytter
jeg Lemma 6.2.6 til at omskrive graensen for wy(€) i Lemma 6.2.5, selvom det
giver en begraensning pa [. Det er dog muligt at vise, at folgende algoritme virker
for alle I, se [10, Afsnit 6].

Algoritme 6.2.7 [Majoritetsalgoritme] Lad det gelde, at | > 3g — 2, hvor g =
( q;’i—ll _1) (¢ 1-1)
2

koden.

. Denne algoritme kan da rette |2=5=L| fejl for NTP(s;)-
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Input: Et modtaget ord T.
Output: Fejlpositionerne 1 fejlvektoren e.

1. Fort=1+4+1 tilt =14 g gor folgende:

o Opskriv den kendte del af syndrommatricen S(€) = (s;j(€) : 1 <
i,j < N)og lokaliser de dobbeltsyndromer, s; j, om hvilket det er op-
fyldt, atl(i,j) = t. (Dette svarer til at lokalisere de dobbeltsyndromer,
som er de forste ukendte dobbeltsyndromer. Dette gores, da de alle
indeholder det forste ukendte syndrom, s;).

o Rekkereducer denne matrixz uden at bytte om pa rekkerne og ved kun
at treekke et multiplum aof en rekke fra en anden rekke, som star
leengere nede i matricen.

o Tilskriv s; den veerdi, som flertallet af kandidaterne angiver udfra

ligning (6.5), side 78.
2. Udfor basisalgoritmen (Algoritme 6.1.10) med koden NTP(s — g).

Lemma 6.2.5 giver sammen med Lemma 6.2.6, at sa leenge

n—1 (l-g+1)—1 (nn+g-—s1—1)—g n—s—1
2 2 B 2 B 2

WH(E) <

giver fgrste punkt i algoritmen de sande veerdier til de ukendte syndromer.
Fgrste punkt kunne godt gentages op til ¢t = N, men nar t = [ + g nées,
kan basisalgoritmen anvendes med koden NTP(s — g) = NTP(s;44), da den
nu kan rette ligesa mange fejl, som majoritetsdekodningen ville kunne. Herved
bestemmes fejlpositionerne og for at bestemme selve fejlvektoren, skal punkt 4.
og 5. fra Algoritme 5.1.4 anvendes.

Hvis der veelges at fortsaettes til t = IV med punkt 1. kan fejlvektoren bestemmes
direkte udfra ligningssystemet Hx = S, som naevnt i starten af dette afsnit.

Eksempel 6.2.8 I dette eksempel arbejdes med samme grundlag som i Eksem-
pel 6.1.12. Her betragtes blot koden NT P(49). S& bliver  =n+g—s—1 = 20,
d=n—s=150g k = s+1— g = 44 og majoritetsalgoritmen kan rette % =7
fejl. Der laves derfor de samme syv fejl som i Eksempel 6.1.12. Det, er nu muligt
at skrive noget af syndrommatricen op. Af praktiske arsager er det blot ekspo-
neneterne af «, som er skrevet i fglgende matricen, hvor * indikerer, at veerdien
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6. Basis- og majoritetsdekodning

af dobbeltsyndromet er nul. De forste ukendte dobbeltsyndromer, som vil blive
bestemt ved fgrste gennemlgb af algortimen, er indikeret med et x.

9 14 * 5 9 9 7 14 11 6 2 12 * 4 5 5 12 7 7 6 X
14 5 9 7 14 11 2 12 * 4 5 5 12 7 7 5 X
* 9 9 14 11 6 12 * 4 5 5 12 7 7 6 X
5 7 14 2 12 * 5 5 12 7 0 5 X

9 14 11 12 * 4 5 12 7 7 5 X

9 11 6 * 4 5 12 7 7 6 X

7 2 12 5 5 12 0 5 X

14 12 * 5 12 7 5 X

11 * 4 12 7 7 X

6 4 5 7 7 6

2 5 5 0 5 X

12 5 12 5 X

* 12 7 X

4 7 7

5 7 6

5 5 X

12 X

7

7

6

X

Nu raekkereduceres denne matrix uden at bytte om péa reckkerne og ved kun at
traeekke et multiplum af en raekke fra en anden raekke, som star laengere nede i
matricen. Dette giver fglgende matrix:

9 14 * 5 9 9 7 14 11 6 2 12 * 4 5 5 12 7 7T 6 X ]
* 8 9 6 * 10 7 6 1 13 13 1 12 0 6 0 X
* * 13 1 11 1 9 7 10 12 12 7 5 14 10 X

* * * 5 * * 10 8 * * 4 13 X

* * * * * * 5 * * * 8 X

* * * * * * * * * * ®

* * * * 5 0 * 10 X

* * * * * * * ®

* * * * * * X

* * * * * *

* * * * * ®

* * * * X

* * * X

* * *

* * *

* * X

* X

*

*

*

X J

Da der netop kun er kandidatposition, hvor der ikke er pivotposition i samme

reekke eller sgjle, er det posistion (6,11), (8,8) og (11,6), som er kandidatposi-
tioner og markeret med et ® i ovenstaende matrix. Reekkereduceringen giver,
at fglgende udtryk skal veere lig nul:

6 6 6
Sg11+a, Sgsta, Siieta.

Da det desuden geelder, at s21 = S6,11 = Ss,8 = S11,6, €r alle tre kandidater enige

om, at so; = of.
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6.2. Dekodning med majoritetsprincip

Pa samme made bestemmes det, at so9 = a3, 503 = b, 504 = a?, 595 = all

og so¢ = a'Y, hvilket stemmer overens med veerdierne i Eksempel 6.1.12. Nu
kan basisalgoritmen anvendes, og det giver selviglgelig samme resultat, som i
Eksempel 6.1.12.
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Kapitel 7

Implementering

I dette kapitel vil teorien fra det foregaende kapitel blive benyttet til at opstille
en algoritme og en udvidelse hertil, som endnu engang kan benyttes til at be-
stemme fejlpositionerne i en fejlvektor. Ved at anvende denne algoritme kan det
undgaes at skulle lgse de ligningssystemer, som indgar i det foregaende kapitel.
Dette vil kunne nedsztte kompleksiteten af dekodningen, selvom det dog ikke
er noget, jeg vil komme neermere ind pa.

Algoritmens vigtigste del er en delalgoritme, som skal benyttes rekursivt i den
egentlige algoritme. Denne delalgoritme vil derfor blive udledt grundigt. I visse
tilfeelde vil der blive brug for en udvidelse til algoritmen, for at delalgoritmen kan
gennemlgbes et tilstrackkeligt antal gange. Denne udvidelse bliver gennemgaet
efter den egentlige algoritme.

7.1 Delalgoritmen

Fogrst er der brug for nogle nye definitioner og dernzest vil et antal lemmaer fore
frem til den vigtige delalgoritme.
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7.1.1 Bineazr operation

Tallet {(7, j) blev defineret til at veere det mindste heltal [, s det geelder, at f; f;
tilhgrer vektorrummet L;. Dette betyder, at f;f; = fi j)-

Dette kan benyttes til at definere en bineger operation pa N.

Definition 7.1.1 (Binezer operation) Lad i,j € N.
Da defineres den bineeere operation @ sdledes:

i®j = 1i.j).

Det kan dermed ses, at w(f;f;) = w(fim;), og det er muligt at vise folgende
lemma.

Lemma 7.1.2 Den bineere operation & er associativ.

BEVIS: Det skal geelde, at (i ®j) Dk =i® (j ® k) V1, j, k € N. Det geelder, at
Goj)ek=10674)@k=1107),k). (7.1)

Ligeledes er
i®(Ok)=1i®I(j k) =1(i,1(j,k)). (7.2)

Da det som for naevnt geelder, at fi; ;) = fifj, er
w(fii ) fr) = w(fififu) = w(fifigr))- (7.3)
Ifplge ligning (7.1) og (7.2) er (i ® j) ® k =i ® (j ® k) ensbetydende med, at
LG, ), k) = 10, 1(5, k))-
Dette betyder, at folgende skal veere opfyldt
w(fiig) fe) = w(fifigm)-

Dette er opfyldt ifplge ligning (7.3), sd dermed er (i®j)®k = i D (j D k), hvilket
var det gnskede resultat. (I
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Eksempel 7.1.3 Her arbejdes med samme grundlag, som i Eksempel 6.1.12
og 6.2.8. Lad i = 3, og j = 5. Det geelder, at w(f3) = 5 og w(f5) = 9. Da er
w(fsfs) =w(fs) +w(fs) =5+9 =14. Dermed er 3® 5 =9, da w(fy) = 14.

Denne binezre operation kan derneest benyttes til at definere en partiel orden
pa N.
Definition 7.1.4 Lad i,j € N.
Da defineres den partielle orden <, sdledes:
1 <, J, hvis der eksistere et k € N, sddan at i ® k = j.

Ovenstiende k er entydig og vil blive benevnt j O 1.

Fglgende lemma beviser, at den partielle orden <, rent faktisk er en ordensre-
lation.

Lemma 7.1.5 Den partielle orden <, er reflektiv, transitativ og antisymme-
trisk.

BEVIS:

Reflektiv: Det skal gaelde, at ¢ <, i Vi € N, det vil sige, der skal findes et &,
sadan at :  k = 1.

Da det altid vil geelde, at w(f1) = 0, vil k = 1 opfylde, at i ® k = ¢ for alle
1€ N.

Transitativ: Det skal geelde, at nar i <, j og j <, n, sd er ¢ <, n for alle
i,7,n € N.
At i <, j og j <, n betyder, at der eksisterer ki, k2 € N, sa

’L@kl = j = Z(Z,kl) og
J@ky =n =1 k).
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Dette betyder, at

w(fj) = w(fier) = w(fifs,) = w(fi) +w(fr,)
(fifrs) = w(fi) + w(fky)-

w(fn) = w(fior,) =w

Dette kan sammenseettes, sd w(fn) = w(fi) + w(fi,) + w(fr,) = w(fi) +
W(fk, fro)- Dermed vil fr, = fi, fx, opfylde, at i & k3 = n, s& dermed er

1 <pn.

Antisymmetrisk: Det skal geelde, at nar i <, j og j <, ¢, medfgrer det, at

i =j for alle 7,5 € N.

At i <, j og j <, ¢ betyder, at der eksisterer k3, ks € N, s&

1D ks
JDky

(i,k3) og

10,
l(]a k4)

I
. .
I

Dette betyder, at

(7.4)

Sammensattes dette faes, at w(f;) = w(f;) + w(frs) + w(fr, ). Da veegten
af et polynomium tilhgrer Ny, mé det betyde, at w(fx,) = w(fx,) = 0.
Dermed er k3 = k4 = 1. Indseettes dette nu i ligning (7.4) faes, at i ® 1 =

i = 7, hvilket netop var det gnskede resultat.

Eksempel 7.1.6 Igen er her samme grundlag, som i Eksempel 6.1.12 og 6.2.8.
Det geelder, at 4 <, 7, da 4 ® 2 = 7. Men det galder samtidig, at 3 jép 4, for
der findes ikke noget k, sa 3 ® k = 4, da der ikke findes noget monomium med

veegt 3, som er forskellen i veegt pa f3 og fs.
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7.1.2 Span(f) og fail(f)

I dette afsnit vil der blive defineret to grundleeggende begreber, span(f) og
fail(f), og bevist en raekke lemmaer om disse. Gennem afsnittet anvendes funk-
tionen Sg, se Defintion 6.1.11. Her holdes € dog fast og derfor undlades subscript
€ ved S-funktionen. Det vil sige, at

S(f) = Se(f).

Ligesom i afsnit 4.1 er J = <z% — "

-1

— gty

Definition 7.1.7 Lad f € Fgm[z,y]/J, sd w(f) = w(f;). Da defineres

span(f) =i, hvis S(ffi) #0, mens S(ffr) =0Vk <i
0g
fail(f) = span(f) & j.

Udfra definitionen pa K ;(7) side 71 kan det ses, at span(f) = i er det storst
mulige tal, s& f er med i vektorrummet K,_; ;(€). Ligeledes vil det geelde, at
hvis fail(f) = k, sd er w(fi) den mindste vaegt, for hvilke det geelder, at et
multiplum af f har denne veegt og et syndrom forskellig fra nul.

Fglgende to lemmaer beviser relationer om span og fail, som vil blive benyttet
i de folgende afsnit.

Lemma 7.1.8 Lad f € Fym[z,y]/J, sd w(f) = w(fi) og span(f) = i. Hvis det
gelder, at g € Fyr[z,y])J, 56§ <p 1 0gw(g) = w(fio), si er

span(g) <k ® j
fail(g) <i®k = fail(f).

BEvis: Nar w(g) = w(fiej) er w(gf;) = w(fuspe;) = w(fi). Da span(f) = i,
betyder det dermed, at S(f(gf;)) # 0. Det geelder, at S(g(ff;)) = S(f(9f;)) #
0, s& det mé geelde, at span(g) er mindre end det indeks, som svarer til veegten

(
af ff;. Da w(ff;) =w(fre;), gelder det dermed, at

span(g) < k & .

93



7. Implementering

Hermed bliver

fail(g) = span(g) ® (i © j)
<k®joicj=koi= fal(f).

Lemma 7.1.9 Lad f € Fym[z,y]/J, sd w(f) = w(fx) og span(f) = i. Lad
ligeledes g € Fym[z,y]/J, sd w(g) = w(f;). Sa geelder folgende:

(i) Hvis j <p i, sd er

span(fg) =16 j og fail(fg) =k & j = fail(f).
(ii) Huis istedet j %p i, sd er
span(fg) > mV¥ m, hvorom det gelder, at j ®m < i
0g sa er
fail(fg) >k @i.

BEvis: Nar span(f) = i, betyder det, at hvis

w(gfn) = w(fi), s er S(f(gfn)) # 0.

Samtidig hvis k < n, si er w(gfr) < w(gfn) = w(fi), og dermed vil det gaelde,
at

w(gfr) < w(fi), og saer S(f(g9fx)) = 0.

Det geelder, at S(f(g./n)) = S((fg)fn) # 0 ogligeledes er S(f(g/r)) = S((f9)fx) =
0 for alle k < n. Dermed kan det konkluderes, at span(fg) = n.

(i): Her er j <, 4, hvilket betyder, at der eksisterer et n, sd j @& n = . Dermed
geelder det, at w(gfn) = w(fjon) = w(fi), og sa er span(fg) =16 j. Det
medfgrer, at fail(fg) = span(fg)® (k@ j) =107k Dj=iDk.
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(ii): Her geelder det istedet, at j £, 4, s4 nu eksisterer der ikke noget n’, sé

j @& n’ =i. Dermed kan det kun konkluderes, at span(fg) > m for alle m,
hvorom det geelder, at 7 & m < 4.
Tilbage er nu udsagnet om fail(fg). Dette bevises med et modstridsbevis.
Hertil benyttes det, at w(fg) = w(fre;)- Lad nu span(fg) = h og antag,
at fail(fg) < k@i. Pr. definition er fail(fg) = h@k®j. Udfra antagelsen
vil det da geelde, at

heokdj<koi
)’
hoj<i,

men da j %, i, si eksisterer der ikke noget h, s& j @ h = i, det vil sige, at
h®j<i.

Dette er netop betingelsen for, at fgrste del i dette punkt kan benyttes til at
konkludere, at span(fg) > h, men dette strider imod, at span(fg) = h, s&
antalgelsen om, at fail(fg) < k®i holder ikke. Dermed er fail(fg) > k®i.

O

7.1.3 Lemmaer frem mod delalgoritmen

Ideen i delalgortimen er at dele de naturlige tal op i nogle passende maengder,
hvorefter det herudfra er muligt at bestemme et fejllokaliserende polynomium.
I dette afsnit vil disse meengder blive defineret og gennem en raekke lemmaer vil
en del egenskaber ved disse maengder blive praesenteret, sa disse er kendt, nar
delalgoritmen skal preesenteres og bevises.
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Definition 7.1.10 Lad ! € N. Da defineres folgende mengder:

Yy={ieN:3feFymx,y]/J sidan at w(f) =w(fi) og fail(f) > 1}
o; = mengden af minimale elementer ¢ 3; taget med hensyn til <,
Ay ={span(f): f € Fom|z,y]/J, fail(f) <1}

0; = mengden af maksimale elementer i A; taget med hensyn til <, .

Lemma 7.1.11
SiNA; =0.

Bevis: Lad ¢ € A;. Det vil sige, at der eksisterer et f i Fym[x,y]/J, sa
span(f) =i og fail(f) <I.Lad nu g tilhgre Fym [z, y]/J, sddan at w(g) = w(f;).
Ved nu at benytte Lemma 7.1.8 med j = 1 faes, at fail(g) < fail(f) <. Der-
med kan 7 ikke tilhgre ¥;. O

Det gnskes ogsa bevist, at ;UA; = N, men dette er ikke sa enkelt som ovensta-
ende bevis, sa derfor bevises nogle lemmaer og nogle definitioner praesenteres,
for dette tages op igen. For at kunne lgse ovenstaende problem, gives fglgende
definition, som ogsa viser sig at veere meget brugbar i delalgoritmen.

Definition 7.1.12 (Info;) Lad F; og G; veere folgende afbildninger:
E L0l —)Iqu[IL',y]/J og Gl :5lHqu[zay]/‘]7

hvorom det geelder, at f = Fi(i) er et element i Fgm [z, y]/J, sd w(f) = w(fi)
og fail(f) > 1, og g = Gi(i) er et element i Fgm[x,y]/J, sd span(g) = i og
fail(g) <l. Da er

Info, = {0y, 61, Im(Fy), Im(G))},

hvor Im(F;) = {F;(i) :i € o1} og Im(F;) = {Gi(i) : i € &;}.
Det vil senere vise sig, at Info; kan findes udfra Info;_1. Denne egenskab vil
blive anvendt i delalgoritmen.

Folgende lemma leder hen til en forstaelse af, hvordan meengderne ¥; og 4
&ndres, nar [ vokser.
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Lemma 7.1.13 Lad j <, i, sd geelder folgende:

(1) Hvisj € ¥y, sq vil i € ¥

(13) Hvisi € Ay, sa vil j € Ay.
BEVISs:

(¢): Nar j € X; betyder det, at der eksisterer et f i Fom[z,y]/J, s& w(f) =
w(f;) og fail(f) > 1. Hvis j <, 14, sa eksisterer fig; og w(ffie;) =
w(fimiej) = w(fi). Ved at benytte Lemma 7.1.9(¢) kan det desuden ses, at
fail(f fiej) = fail(f) > 1. Dermed eksisterer der et polynomium, nemlig

f fiej, hvorom det geelder, at w(f fie;) = w(fi) og fail(f fis;) > I. Dette
er netop betingelsen for, at ¢ € ;.

(¢4): Nar i € A; betyder det, at der eksisterer et f 1 Fgm[z,y]/J, s& span(f) =1
og fail(f) < I. Hvis j <, i, s& eksisterer fio; og ved igen at benytte
Lemma 7.1.9(i), kan det ses, at span(f fiej) =16 (i©j) = j og desuden er
fail(f fiej) = fail(f) <. Dermed eksisterer der et polynomium, nemlig
f fiej, hvorom det geelder, at span(f fie;) = j og fail(f fis;) < . Dette
er netop betingelsen for, at j € A;.

Lemma 7.1.13 giver et billede af, hvordan henholdsvis >-inddelingen og A-
inddelingen udvikler sig, nar [ sendres, hvilket er illustreret pa figur 7.1.

Dermed kan elementerne i maeengderne bestemmes udfra deres tilhgrende maeng-
der af minimale/maksimale elementer pé folgende méade:

2, ={ieN:3jecosaj<,i}

Ay ={jeN:3Jie§saj<,i} (7.5)

Efterfolgende lemma benyttes direkte i den kommende delalgoritme, nar F; skal
findes udfra Fj_1.
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i1 Y, A Ao

Figur 7.1: Illustration af, hvorledes udviklingen af - og A-mengderne foregar.

Lemma 7.1.14 Lad f, f',g,9' € Fgm[z,y]/J, sd folgende er opfyldt:
w(f) =w(fe), wf)=wlfw), wlg)=w(fi) o9 w(g)=uw(f),

span(f) =1, span(f')=1, si fail(f)=1®k og fail(f)=1dk.
Desuden skal det geelde, at

kol>KEal, i<,l, <,I' og loi=U06i.

Seet h' = fio;. Da vil p = —Ss(gfggf};?) medfprer, at h = fg+ uf'q’ opfylder, at

w(h) =w(frei), span(h) >101 og fail(h)>k®l.
BEVIS: Pr. definition er w(fg) = w(frgi) og w(pf'9’) = w(firei). Udfra anta-
gelserne om, at [ ©i=1'"0i ogk® 1l > k' ® ' geelder det, at

kei=ke (el e
>Eeloleid =Faqd.
Det vil sige, at w(h) = w(fra:i) for alle € F...
Lad nu A = S(fgh') og X' = S(f'g'h'). Da w(gh') = w(fiwiei) = w(fi) og
=1 og

w(g'h') = w(figrer) = w(f]) giver det, sammen med at span(f)
span(f’) =1, at hverken A eller X" er nul.
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Seet dernaest p = f%. Dette giver det gnskede resultat, hvilket vises i det
fglgende.

Ved at benytte Lemma 7.1.9(7), kan det ses, at span(fg) =161 og span(f'g’) =
o’ =104 Sdhvisj<lOSier

S((fg+nf'g) ) =S(fafi+unf'd ;)
=S(faf;)+uS(f'gdf;)=0-0=0

Hvis istedet j =1 © i er

NS((fg— %f’g’)fj) =\NS((fg - %f’g’)fzez-)
=S((Nfg—=Af'9) fiei)
= NS(fgfiei) = AS(f'g fiei)
= S(f'd fiei)S(fafici) = S(fafiei)S(f'g' fiei)
=0.

Det er konkluderet, at A’ # 0, sa det betyder, at S((fg — %f’g’)fl@i) = 0.
Dermed er S(hf;) =0 for j <1©1i, sa

span(h) > 1 6.
Dette medfgrer pr. definition, at

fail(h) = span(h) Dk ®i>10i Dk d 1
I
Fail(h) > 1@ k.

7.1.4 Delalgoritme

Delalgoritme, som er det vigtigste redskab i den egentlige algoritme, finder In fo;
udfra Info;_1. Denne delalgoritme vil blive formuleret i dette afsnit, men for
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overskuelighedens skyld vil mange af elementerne, som indgéar heri, blive be-
handlet forst, da dette vil belyse, hvorfor algoritmen opstilles, som den ggr.
Herigennem vil det ogsa blive bevist, at 3; UA; = N. Til dette formal anvendes
induktion, hvor basis er 6o = (), 00 = {1}, Fo(1) = 1, 0g Go(@) = 0. Daer Ly = N
og Ag = (). Induktionsantagelsen er s, at ¥, UA, = N for v op til I — 1, og det
skal sa bevises for v = [.

Forst praesenteres en definition og nogle lemmaer bevises.

Definition 7.1.15
o) = {span(f) : f € Im(Fi_1) og fail(f) =1}
A ={i0j:i€d,j <piUN_1

o, = mengden af minimale elementer i N\ A; taget med hensyn til <, .

Det viser sig, at nogle af disse maengder er sammenfaldende med maengderne fra
Definition 7.1.10. For at komme til den konklusion bevises fgrst folgende lemma.

Lemma 7.1.16
A} C A

BEvVIS: Fra Lemma 7.1.13 vides det, at A;_1 C A;, s&4 det mangler at blive
bevist, at ogsa {i ©j : 1 € 0], <p i} C A

Lad i € 0, det vil sige, at der eksisterer et f i Fom|z,y]/J, s& span(f) =
fail(f) =1log f = Fi_1(k), hvor k € 0;_1, hvilket betyder, at w(f) = w(fx).

i,

Det vides, at j <, ¢, det vil sige, det er muligt at benytte Lemma 7.1.9(7),
hvormed det kan konkluderes, at

span(ff;) =167 og  fail(ff;) =k&j= fal(f)=1.

Dette betyder, at elementet ¢ © j fra meengden {i © j : i € 0;,j <, i} er lig
span(f f;). Samtidig geelder det, at fail(ff;) =1 <. Dette er netop betingel-
serne for at tilhgre A;. O

I delalgoritmen vil der for alle i € o] blive konstrueret en funktion f, hvorom
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det geelder, at w(f) = w(fi) og fail(f) > I. Dermed vil det geelde, at o] C 3.
Da o] er minimale elementer i N\ A}, giver Lemma 7.1.13, at det ogsa ma geelde,
at N\ A] C %;. Det er netop bevist, at A} C Ay, sa N\ A; € N\ Aj. Det vil sige,
at N\ A; C 3. Det blev vist i Lemma 7.1.11, at 3;NA; = (), s& der er ikke plads
til, at der er elementer i A;\ Aj. Dette er illustreret pa figur 7.2. Dette betyder,

Figur 7.2: Illustration af, at A} og A; er sammenfaldende. Det skraverede omrade
er tomt.

at A; = Aj og at ¥; = N\ A;. Dette giver igen, at ¥, UA; = N, at 0] = oy
og at 0; ogsd er meengden af maksimale elementer i Aj. Udfra beskrivelsen af
0] kan det ses, at ¢; er indeholdt i (§;—1 U J;). Disse to meengder vil muligvis
indeholde for meget, da der er méske er et j i d;—1 og et j' i ¢}, s& j <, j'. Da
skal j ikke veere med i §;, da den kun skal indeholde maksimale elementer taget
med hensyn til <,,. Dermed gaelder det, at

=0 U{j€d-1:]%,5 Vi €}, (7.6)
da disse to meengder ikke vil overlappe hinanden.

Det foregaende geelder kun, nar der for alle ¢ € o} kan konstrueres en funktion,
s&d w(f) = w(fi) og fail(f) > . Dette skal derfor beskrives, men fgrst vil der
lige blive vist endnu et lemma.

Lemma 7.1.17 Lad i € o). Da vil det geelde, at

(1) i=k@j foretkeop_y.
(13) Lad f = Fi_1(k). Hvis fail(f) =1 ogi <, geelder det, at 1 Si & ¥;_;.
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BEVIs:

(i): Nar ¢ € o] betyder det pr. definition, at ¢« € N\ Aj. Da det pr. definition
geelder, at A1 C A} vil det gaelde, at N\ A] C N\ Aoy = ¥4,
hvor det sidste lighedstegn kommer udfra induktionsantagelsen. Altsa vil
1 € X1, hvilket udfra det gverste udsagn i ligning (7.5) side 97 giver, at
i=k@jforetkeo_q.

(i4): Lad f = F_1(k) og beneevn span(f) = m. Dermed er fail(f) =m@k =
m @i j. Hvis fail(f) =1 og i <, | gnskes det bevist, at [ &1 & ¥;_;.
Dette gores ved et modstridsbevis. Det antages hermed, at [ &7 € ¥;_1.
Det vil sige, at | ©i =k @ j' for et k' € 0y—1. Lad nu g = Fj_1(k'), det
vil sige, w(g) = w(fi) og fail(g) >l —1>1.Dai=k®djogl=mdk
geelder det, at

KF=loioj=mokokaojoj/=mo(iej)=moj".

Det betyder, at 7 <, m = span(f), og at w(g) = w(fm@ju) s& nu kan
Lemma 7.1.8 benyttes til at konkludere, at fail(g) < fail(f) = I. Valget
af g gav, at fail(g) > I, sa det ma geelde, at

fail(g) =1 = span(g) ® k’
4
span(g) =lok' =lo(leicj)=iaj.

Dette betyder, at i @ j' € §}, sa i@ j' € A}, men da i <, i® j, s& kan ¢
ikke veere maksimal element 1 N\ A} og dermed kan ¢ ikke tilhgrer o}, som
gjaldt helt fra starten. Dermed er der néet en modstrid, sd nar fail(f) =1,
villei g S,

Det er nu muligt at beskrive, hvorledes der for et hvert i i o] vil kunne konstru-
eres en funktion f, sd w(f) = w(f;) og failf > 1. Det deles i to tilfeelde, i begge
tilfeelde tilhgrer ¢ meengden o).
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(1) i € 0y—y. Lad f = F1_1(4), det vil sige, w(f) = w(fi) og fail(f) >1—-1>1.
Hvis fail(f) > I, seettes Fi(i) = f. At fail(f) = span(f)Pi > [ betyder, at
enten er ¢ %, [ eller ogsé er i <, [, mens det er opfyldt, at span(f) > 11,
hvilket giver, at S(f figi) = 0.

Hvis fail(f) =1 = span(f) ® i, giver Lemma 7.1.17(ii), at [ &1 & X1
(Her er k = ). Da induktionsantagelsen giver, at ;1 U A;—; = N, vil
1©1 € Aj_1. Det vil sige, at der findes et I’ 1 ;1 og et ¢’ i N, s

lei=1a7.

Set nu f' = Gi—1(l'), og lad w(f’) = w(fx), s er span(f’) = U og
fail(fy =1 @k <1—1. St desuden g = 1 og g’ = fir. Det onskes nu
at benytte Lemma 7.1.14, men dertil skal betingelserne fgrst veere opfyldt.
Det skal geelde, at fail(f) > fail(f'), det vil sige, at | > k' @ '. Dette er
opfyldt, da I’ @ k' <1 — 1. Det skal ogsa gelde, at 1 <, span(f) =161,
hvilket er opfyldt, da 1 er mindre end eller lig alle naturlige tal, ogsa med
hensyn til <,. Det skal desuden geelde, at i/ <, ' og at (lei)el =167,
hvilket er opfyldt ved valg af de to tal I’ og i’. (Tallet I’ ©1i’ eksisterer kun,
hvis 4" <, I'). Da giver Lemma 7.1.14, at der findes et p € Fy.n, s h =
fag+uf'g opfylder, at w(h) = w(fig1) = w(fi) og at fail(h) > idloi=1,
sa da seettes Fi(i) = h.

(2) @ € 01—1. I folge Lemma 7.1.17(z) er ¢ = k @ j, hvor k € o;—1 (her vil j
vaere stgrre end 1). Saet f = Fj_1(k), det vil sige, at w(f) = w(fx) og
fail(f) >1—12>1. Seet desuden g = f;. Sa er w(fg) = w(fra;) = w(fi).
Det geelder, at ¢ er minimal element i N/Aj og da k <, i, ma det geelde, at
k € A} C A;. Det betyder, at fail(f) <, sa dermed vil fail(f) veere lig
l. Dermed vil enten i £, [ eller ogsa vil {61 ¢ ¥;_q, og davil l©i € A4
(ligesom 1i tilfzelde (1)).

i £, I: Det gnskes, at benytte Lemma 7.1.9(ii). Da skal det veere opfyldt,
at j £, span(f) =1 © k. Det geelder, at j =i O k, s& det skal altsa
veere opfyldt, at i © k £, [ © k, hvilket netop er opfyldt under dette
punkt, hvor ¢ £, [. Derfor kan Lemma 7.1.9 (ii) nu benyttes til at
konkludere, at fail(fg) > k@10 k =1, s& da seettes Fi(i) = fg.

1©1 € Aj_1: Her vil der eksistere et I’ € §;_1 ogeti’ € N,sdloi=1'017.
Seet nu f' = Gi—1(l'), ¢’ = fir. Nu gnskes det igen at benytte Lemma
7.1.14. Valgene er, pa naer g, ligesom under punkt (1), si det er kun

103



7. Implementering

to af betingelserne, det er ngdvendigt at tjekke her. Det skal her
geelde, at j <, l© k. Da j = i © k, skal det altsa vaere opfyldt, at
10k <, Ok, hvilket er opfyldt, da tallet [ S eksisterer og dermed er
i <, l. Derudover skal det geelde, at (I6k)oj =1'©i’. Dai = k®j, er
(lek)ej=1le(k®j) =161, sd denne betingelse er ogsa opfyldt. S&
Lemma 7.1.14 giver, at der eksisterer et y € Fy., s& h = fg+ uf'g’
opfylder, at w(h) = w(fre;) = w(fi) og fail(h) > k@l k =1, sa
da saettes Fi(i) = h.

Dermed er det nu for alle ¢ i o] gjort muligt at finde en funktion f, sa w(f) =
w(fi) og fail(f) > I, det vil sige, det er beskrevet, hvordan F; kan findes fra
Fi_1. Der er blevet argumenteret for, at o; = o og i ligning (7.6), side 101 er ¢;
blevet beskrevet. Tilbage er at fa beskrevet hvordan G, skal findes udfra G;_;
(eller Info;—1). Elementerne i §;, for hvilke G; skal bestemmes, tilhgrer enten
0;—1 eller §]. Bestemmelsen af G;(¢) deles derfor i to tilfeelde.

J € di—1: Daseettes Gi(j) = Gi-1(j), fordi span(Gi-1(j)) = j og fail(Gi-1(j)) <
(I —1) <, hvilke er kraevene til G;(j).

j € 0j: Da saettes Gi(j) = Fi—1(l © j). At dette opfylder de gnskede krav, ses
af folgende overvejelser. Nar j € ¢; vil der eksistere et polynomium, f, s&
span(f) = j og fail(f) = l. Desuden vil det pr. defintion gelde, at for et
kioj_1 er dette f = F;_1(k). Dette betyder, at w(f) = w(fk), og s& er
fail(f) =j @k =1, si det geelder, at | © j = k, sa tallet [ © j eksisterer
og tilhgrer o;_1. Dermed giver det mening at anvende Fj_1(l © j). Det
vides derfor nu, at f = Fj_1(k) = Fi_1(l © j), s& span(Fj_1(l © j)) =
span(Fi—1(k)) = j og fail(Fi—1(1©j)) = fail(F1—1(k)) =1 <, hvilke er
kreevene til G;(j).

Det er nu muligt at opstille delalgoritmen.

Algoritme 7.1.18 (Delalgoritme)

Startverdier: 5o = 0,00 = {1}, Fo = {1},Go = 0.
Input: Info;—1 = {o1-1,81—1, Im(F1—1), Im(G;-1)}.
Output: Info, = {oy, 01, Im(F), Im(G)}.

0. Seet 6] = {span(f) : f € Im(F_1), fail(f) =1}.
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Seet A :A171U{i@jii€52,j Spl}
Lad o, vere mengden af minimalelementer for N\ A;.

1. For hvert i € o1, st f = Fi_1(i).

— Huis i £, 1 eller hvis S(f fie:) =0, sd set Fi(i) = f.
— ellers
x hislei =164 foretl €61 ogeti €N, sd st
Fi(i)=f— mﬁ—l(l/)ﬁu
x ellers set Gi(lei) = f.

2. For hverti € o\ 0y-1, find et k € 01—1 og et j € N\ {1}, séi=k®j, og
set | = F_1(k).
— Hvis i £, 1, set Fy(i) = f fj,
— ellers find etl' € 5,1 ogeti’ €N, séloi=1"61, og scet
. S(ffifio
E(i) = /i~ st o G- (1) fir

Argumenterne, for at denne algortime virker, er allerede blevet praesenteret, sa
her vil blot lige blive naevnt, hvilket argumenter, der skal bruges hvor.

Punkt 1. svarer stort set til tilfaelde (1) pa side 103. Det forste "hvis" svarer til,
nar fail(f) > l. Det andet "hvis" svarer til, nar failf =1 og i ogsa tilhgrer oy,
for s& skal der bestemmes et Fj(7). Findes der ikke noget I i 6;—1, sa l&i = l'©d/,
mé det betyde, at i & oy, s& i det tilfselde skal der ikke bestemmes noget Fj (7).
Nar fail(f) =ler span(f) =1eiogda f € Im(F;_1), vil det sige, at {61 € 4.
Sa i det sidste "ellers" skal G;(I © i) istedet bestemmes.

Punkt 2. svarer til tilfeelde (2) pa side 103.

7.2 Dekodningsalgoritmen

Nu da delalgoritmen er beskrevet, er det ganske simpelt at beskrive en dekod-
ningsalgoritme.
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Algoritme 7.2.1 (Ny basisalgoritme)
Input: Et modtaget ord T.
Output: Fejlpositionerne 1 fejlvektoren.

1. Kor delalgoritmen (Algoritme 7.1.18) fra 1 til l.
2. Veelg et u i oy og set f = Fi(u).

3. Fejlpositionerne er nu blandt de positioner, som svarer til nulpunkterne i
polynomiet f.

Grunden til at denne algoritme virker, stammer fra definitionen af span(f). Som
naevnt efter Definition 7.1.7 er span(f) det storste tal, sd f tilhgrer vektorrum-
met Kpan(f)—1,5, hvor j er fundet udfra, at w(f) = w(f;). Om det f som veelges i
algoritmen geelder, at w(f) = w(fy) og fail(f) > I. Benzevn span(f) = k. Det vil
sige, det geelder, at k@u > [, sa k > [©u. Dermed er det sikkert, at f € Kjgy, u,
sa f er et fejllokaliserende polynomium, hvis d(NTP(sigv)) > wp(€), hvilket er
betingelsen for, at L,(I) = Koy, (F), se Lemma 6.1.9. Om dette er opfyldt kan
ikke vides pa forhand, og det kan ogsa atheenge af, hvilket u € o7 der veelges.

Denne algoritme svarer til at have benyttet Basisalgoritmen, sa den ma kunne
forbedres med Majoritetsalgoritmen. I Majoritetsalgoritmen bestemmes de u-
kendte syndromer, hvilket svarer til, at [ bliver stgrre i den ovenstaende al-
goritme og dermed kan der rettes flere fejl. Hermed kan det ogsa opnaes, at
d(NTP(sicn)) > wp(e) ligemeget hvilket u, der vaelges i 7. Dette vil blive
gennemgaet i naeste afsnit, hvorledes det er muligt.

7.3 Udvidelse af dekodningsalgoritmen

For at udvide den nye basisalgoritme (Algoritme 7.2.1) er der brug for en ny
mangde og visse resultater om denne mangde. Den ny maengde defineres som
folger:

I = {be Y1 bgp l,Liebe El—l}-

De fplgende tre lemmaer stammer fra [2, Kapitel 2].
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Lemma 7.3.1 Fylgende tre udsagn er opfyldt for mengden I';:

(i) belielebel,
() beiNA&lebe A
(Z’LZ) belhlNy,eloabeyy

BEVIS:

(i): Antag forst, at b € I';. Definitionen af T'; giver, at [ ©b € ¥;_1, og det ma
gaelde, at [Ob <, 1. Dalo (leb) =b e X er alle betingelserne for, at
leb eI opfyldte.

Antag dernsest, at [ © b € I';. Argumenterne er stort set de samme. Pr.
definition af IT'; vil det geelde, at {6 (16b) = b € X;_1, og da l©b eksisterer
geelder det, at b <, [. S& alle betingelserne er opfyldt for, at b € I';.

(11) og (i1i): Det er tidligere vist, at A, UX; = N, og at A; N Y; = (. Udfra
definitionen pa ¥; (se Definitione 7.1.10) kan A; derfor ogs& beskrives
saledes:

Ay={ieN:3f eFymx,y]/J sadan at w(f) = w(f;) og fail(f) <1}

Dette anvendes i det fglgende, hvor det antages, at b tilhgrer I'; N A;. Da
b€ X_1, ma det geelde, at b € A;\ A;—1. Dette er kun muligt, netop nar
der eksisterer bade et f, hvorom det geelder, at w(f) = w(fp) og fail(f) =1
(udfra ovenstaende ligning) og et g, hvorom det geelder, at span(g) = b og
fail(g) =1 (udfra Definition 7.1.10). Dette giver, at span(f) =1©0b og at
w(g) = w(ficp). Dette betyder jo netop, at ogsd l©b e A\ Aj_q.

Hvis det istedet geelder, at bI'; € 3;, kan negationen af det netop konklu-
derede benyttes til at konkludere, at ogsa [ © b € Y.

Af beviset til dette lemma kan det ogsé ses, at tilveekst fra A;_; til A; er
maengden A; N TY.

Det er desuden muligt at vise fglgende egenskaber om minimimalelementerne,
01_1, 1 %;_1 1 forbindelse med I';.
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Lemma 7.3.2 Lad b€ Iy og j € 01—1, sddan at j <, b. Da geelder folgende tre
udsagn:

(i) jeTy.

(i)
(iid)

bel''Nyy e jelini.

bellNA < jelinNA;.

BEVIS:

(¢): Tre ting skal veere opfyldt for, at j € T;. Forst skal j € ;_1, hvilket det jo

gor, da j € o;—1. Derneest skal det geelder, at j <, [, hvilket er opfyldt,
fordi b € I'y, for daer j <, b <, [. Til sidst skal [ © j € 3;_1. Da j <, b,
vil det geelde, at IO b <, 1O j,ognar b e I vill© b € ¥;_;1. Da giver
Lemma 7.1.13, at [ © j € ¥;_1, og dermed er punkt (i) bevist.

(#4): Hvis b € I''NY;, s& giver Lemma 7.3.1 (4i7), at lob € I''NE;. Dalob <, [©j

(ii):

geelder det, at [ © 5 € X;. Fgrste punkt i dette lemma giver, at j € IT',
hvilket betyder, at {©j € ¥;_1, ogat [©(I1©]) =j € ¥j_1,0gdaloj <,
vil det derfor geelde, at [ © j € I'; og dermed er betingelserne opfyldt for,
at l©j € NY;. Nu giver Lemma 7.3.1 (i), at j € I} N Y.

Hvis det istedet geelder, at j € Iy N %, vil b € ¥, da j <, b. Elementet b
er allerede valgt sadan, at det tilhgrer I';, s& dermed vil b € T'; N X;.

Hvis b € Iy N A, giver punkt (i) i dette lemma, at j € I';. Da j <, b giver
Lemma 7.1.13, at j € A, sa dermed vil j € I'; N A;.

Hvis istedet j € Ty N A; giver Lemma 7.3.1 (ii), at [©& j € Ty N A;. Da
1ob <, 16 j benyttes Lemma 7.1.13 til at konkludere, at [ © b € A;. Sa
giver Lemma 7.3.1, at b € I’y N A;.

Folgende lemma er vigtig i udvidelsen af Algoritme 7.2.1.

Lemma 7.3.3 Lad det vere opfyldt, at b € o1 NT; og st f = Fi_1(b). Da
geelder det, at
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(i) S(ffiep) =0=bel Ny,
(@) S(ffiep) #0 = beliNA.

BEvVIs: Det vil flere steder i beviset blive benyttet, at valget af f betyder, at
fail(f) >1—1>1ogat w(f)=w(fp).

(2): Hvis S(f fisp) = 0 mé span(f) > l&b, og dermed er fail(f) = span(f)Sb >

(l6b)®b=1. Det betyder, at b € X, og da b er valgt til at tilhgre I';, vil
det altsa geelde, at be I'1N Y.

Hvis det istedet geelder, at b € I'; N Y, giver tilhgrsforholdet til ¥;, at
fail(f) > 1 og dermed er span(f) = fail(f) ©b > 16 b, og hermed kan
det konkluderes, at S(f ficp) = 0.

(i1): Hvis S(ffiop) # 0, ma det betyde, at span(f) < [ © b og dermed er

fail(f) = span(f)@b < (1©b) Db =1, men valget af f gor, at fail(f) >,
sd fail(f) =l. Dermed vides nu ogsé, at span(f) = 1S b. Hermed kan det
konkluderes, at [ ©b € A; og sa giver Lemma 7.3.1 (i7), at b € I'; N A;.
Hvis det istedet geelder, at b € T'; N Ay, giver tilhgrsforholdet til A;, at
fail(f) < 1. Tilhgrsforholdet til T'; giver blandt andet, at b € ¥;_1, som
betyder, at fail(f) >1—1>1. Det vil sige, at fail(f) =1, s& span(f) =
1 © b, hvilket pr. definition betyder, at S(f fiep) # 0.

Til naeste proposition skal det benyttes, at #A; < wy(€) for alle I. Dette kan
udledes af fglgende lemma. Lemmaet stammer fra [4, Afsnit 2].

Lemma 7.3.4 Definer folgende mengde:

A= [j AVE
=0

Da geelder det, at #A = wy (€).

BEVIs: Den fgrste egenskab, som skal benyttes vil ikke blive bevist her, men
dette gores i bade [4, Afsnit 2| og [2, Kapitel 2]|. Det er, at
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A ={Span(f): f & L;(I)}.

L;(I) er maengden af fejllokaliserende polynomier, se Definition 6.1.8. Det kan
vises, at L;(I) er et ideal, hvilket dog ikke vil blive gjort her.

Beviset gennemfgres nu ved forst at vise, at (Fgm [z, y]/J)/L;(I), set som vektor-
rum, har dimension wg (€). Dernaest vises, at hvis der for ethvert k € A veelges
et hy € Fogm[z,y]/J, hvorom det geelder, at w(hi) = w(fi), s& geelder det, at
{hi : k € A} er en basis for (Fgm[z,y]/J)/L;(I). Dermed er det nemlig bevist,
at #A = wg(e).

Forst defineres en afbildning ev : Fgm[z,y]/J — F;ﬁ (e), som evaluerer f €
Fym[z,y]/J 1 de punkter p;, hvor e; # 0. Dermed er L;(I) nulrummet for af-
bildningen ev. I beviset til Seetning 3.2.4 blev det bevist, at hvis man har de
forskellige punkter pi,...,pn € Fjn, sa findes der polynomier gi,...,gm €
Fym[z,y]/J, s det geelder for alle 1 < k < m, at gx(px) = 1, mens gg(p;) =0
nar j # k. Nar disse gi’er afbilledes med ev kan det ses, at ev er surjektiv.
Dermed giver Isomorfi-seetningen [1, Theorem 4.3.1], at (Fqm [z, y]/J)/L;(I) er

U.)H(E)

qn » s& dermed er dimensionen af (Fym[x,y]/J)/L;(I) netop

isomorf med F
Wi (5)

For ethvert k € A velges nu et hy, hvorom det geelder, at w(hy) = w(fx).
Betragt nu en ikke-triviel linear kombination af disse hy’er, v = Zke A Aehg.
Det geelder, at w(v) = w(fx) for et k € A, det vil sige, at v ¢ L;(I). Dermed
er hi’erne linesert uatheengige modulo L;(I). Hernaest skal det vises, at disse
hi’er ogsa udspeender (Fgm [z, y]/J)/L;(I). Det antages derfor, at der findes en
eller flere funktioner g € Fym[z,y]/J, som ikke er med i Span(hy : k € A).
Veelg blandt disse nu det g, sd w(g) er mindst mulig. Hvis w(g) = w(f) for et
f € L;(I), gelder det, at w(g — Af) <w(g) for et A € Fy... Da g var valgt til at
have mindst mulig veegt, vil (g — A\f) € Span(hy : k € A), men da A\f € L;(I)
betyder det, at g alligevel tilhgrer Span(hy : k € A).

Hvis w(g) # w(f) for alle f € L;(I), s& er w(g) = w(fx) for et k € A. Dermed
er w(g) = w(hy) for et k € A, sd igen vil g tilhgrer Span(hy : k € A).

Dermed er beviset fuldfgrt. O

Da A = |J;2, Ay, giver dette lemma, at det mé geelde, at #A; < wg(€). Dette
kan nu anvendes i folgende proposition, som er vigtig i udvidelsen af Algoritme
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7.2.1.
Proposition 7.3.5 Lad wy(€) = t. Hvis 2t < vy, sd er #(I'1NX;) > #(TiNA;).

Bevis: Lad V, =Ty N %; og W; =T, N A;. Disse to meengder deler T';. Ved at
se pa definitionen af I'; kan det ses, at W; N Aj_1 = 0, men W, UA;_1 = Ay
Dermed kan konklusionen lige fgr denne proposition benyttes til at se, at

#W + #A1 = #A, < 1. (7.7)

Betragt nu meengden C; = {a € N : a <, [}. Det geelder dermed, at #C; = v;.
Da I'y C Cy, vil ogsa V; C C; og W; C C). De elementer i Cj, som V; og W, ikke
kan daekke, kan deles i fglgende to meengder:

Ai={aeX_1:l6ae A1} og Bi={acA_1:a<,1}.
Det geelder, at #A; < #A;_1 og #B; < #/A;_1, sa dermed gelder det, at
U < vy < HV 4+ #W) + 240 1.
Ved nu at benytte ligning (7.7) kan det indses, at

2#W, + #A121) <2t <H#FVI+H#Wi +2#0, 4

0
#WiL < #V,

hvilket er det gnskede resultat. O

Den naste definition benyttes direkte i udvidelsen af Algoritme 7.2.1, men for
at sikre sig, at denne definition er veldefineret er fglgende lemma ngdvendig.
Det stammer fra [2, Kapitel 1].

Lemma 7.3.6 Hvis f,g € Fylz,y]/J, sidan at w(f) = w(g), da findes der et
entydigt ¢ € Fy.n, sidan at w(f —eg) < w(g)-

BEvVis: Gennem beviset benyttes regneregler om veegten af et polynomium,
som er bevist i Lemma 6.1.2.
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Eksistens: Da w(f) = w(g) geelder det, at w(f —eg) < max<(w(f),w(—eg)) =
w(g) = w(/f)-

Entydighed: Antag at bade € og & opfylder, at w(f—eg) < w(g) ogw(f—&g) <
w(g). Det geelder, at w(f — £g) = w(—1(f — €g)), sa w(€g — f) < w(g).
Dermed geaelder det, at w((f —eg) + (£g — f)) < max<(w(f —eg),w (&g —
7)) <w(g). Dette giver, at

w((§ —e)g) <wl(g), (7.8)

men da w(\g) = w(g) hvis og kun hvis A € Fy.., er ligning (7.8) kun
muligt, hvis (£ —¢) = 0, det vil sige, at £ = ¢.

Folgende definition er, som fgr neevnt, nu veldefineret.

Definition 7.3.7 (Vote(b)) Lad b € T1411 og j» € o1, s det er opfyldt, at
Jb <pb. Veelg det ¢ € Fym, sa w(fiv1+eFi(Go) fus)es,) < w(fit1). Da defineres

Vote(b) = S(fir1 +Fi(G) fusnyejs)-

Dette vote(b) vil veere kendt, da w(fi+1 + eFi(js) fur1)e),) < w(fit1).

Nu kan Algoritme 7.2.1 udvides til at se ud pa folgende made. Bemeerk, at
indekset [ benyttes pa 2 forskellige mader i punkt 2.

Algoritme 7.3.8 [Udvidet Algoritme/

qul_l m—1_q
Lad l > 39 — 2, hvor g = ( i Z(q ). Denne algoritme kan da rette

t= L"%HJ fegl.
Input: Et modtaget ord T.
Output: Fejlpositionerne 1 fejlvektoren.

1. Kor Delalgoritmen (Algoritme 7.1.18) fra 1 til L.
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2. Fori=1+41 ogindtil (i©ou)—g+ 1>t for alle u € o;, gores folgende:

Bestem T';.

For ethvert b € I'; veelg et jy € 051, sadan at jy, <, b.

Seet f = Fi—1(jb)-

Veelg det € € Ty, som opfylder, at w(fi +<f ficj,) < w(fi).
Bestem vote(b) = S(fi +¢f fiej,)-

Seet s; lig den veerdi, som optreder flest gange i mengden {vote(b) :
be Fz}

Kor Delalgoritmen (Algoritme 7.1.18) for 1 =i. (Her erl det indeks,
som er anvendt i Delalgoritmen,).

3. Velg et u i o; og set f = F;(u).

4. Fejlpositionerne er nu blandt de positioner, som svarer til nulpunkterne i
polynomiet f.

Grunden til at denne algoritme virker er, at Lemma 7.3.3 giver, at S(ef fig;,) =
0, nar 7, € I'; N X; og Proposition 7.3.5 giver, at sa leenge 2t < v; sker dette
flest gange, nar alle vote(b) for b € T'; bestemmes. Ved hjelp af Lemma 6.2.6 og
ligning (6.2) side 68 kan denne graense omskrives til 2t <l —g+1=(n+g —
s—1)—g+1=n—s. Dermed kan denne algoritme rette ¢t < ”_Ts_l fejl.
Udvidelsen (punkt 2.) skal kgre frem til, at (i ©u) — g+ 1 > ¢ for alle u € o;.
Dette skyldes, at det gnskes, at d(NTP(sjo)) > wp(€) =t og det geelder, at

d(INTP(sijgu)) =n—s=n—(n+g—(1cu)—1)=(1ou)—g+1.

Det blev i Lemma 7.3.4 bevist, at #A = wy(€), hvor A = [J;2, A;. Dette mé
betyde, at A;’erne stabiliseres, altsa at der findes et j, s8 A; = Aj 11 = Aj0 =
--+, se [4, Afsnit 2] eller |2, Kapitel 2] for flere detaljer om dette. Dette medfgrer
ligeledes, at er Info; = Infoj41 = Infojy2 = ---. Dermed er det muligt inden
for et endeligt antal skridt at opné, at (: ©u) — g+ 1 > ¢t for alle u € o;.

Det kan her bemseerkes, at hvis s; vedtages enstemmigt, er det ikke ngdvendigt at
gennemlgbe delalgoritmen i dette gennemlgb af den udvidede del. Dette skyldes,
at sa vil alle jj tilhgre I';NY; og netop da vil det veere opfyldt, at S(ef fiej,) = 0,
og s& sendres F;_1(jp) ikke (se delalgoritmen, Algoritme 7.1.18, punkt 1. - Huvis
... ). Dermed er Info,—1 = Info;, nar s; vedtages enstemmigt.
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7. Implementering

Eksempel 7.3.9 Dette er en gentagelse af Eksempel 6.2.8, nu blot dekodet
med den nye dekodningsalgoritme, hvorfor det stadig er koden NTP(49), der
arbejdes med. Fgrst skal delalgoritmen gennemlgbes | = 20 gange, hvilket er
opskrevet i Tabel 1 pa side 116, som er taget fra [10, side 951-953]. Alle detaljer
til denne tabel vil ikke blive udledt, her vil kun gennemlgbet for [ = 4 blive
gennemgaet.

Input: Infos = {03 = {2,3},03 = {1}, Fs = {z + a’,y},G3 = {1} }.

(0): Det kan bestemmes, at span(x+a’) = 2, hvormed fail(z+a’) = 262 = 4,
og ligeledes kan det bestemmes, at span(y) = 2, hvormed fail(y) = 203 =
5. Dermed er

0y = {span(f) : f € Im(F}), fail(f) = 4} = {2}
og sa bliver
Ay=DgU{iejied,j<,i}={1}U{1,2}={1,2}
04 = {3,4}

(1):i =2: f = F3(2) = x + o”. Da det hverken er opfyldt, at 2 £, 4 eller at
S(ff2) = 0eller at der findes et I’ € 3,88 462 =2=1 61, sker
der det, at her saettes

Gi(2)=f=x+a".
i=3: f=F3(3) =y. Her er det opfyldt, at 3 £, 4 , s& her settes
F@3)=f=y.

(2): i =4:,4=2@®2, hvork=2€d30gj=2>1ogsaer f =F3(2) =x+a’.
Da det her er opfyldt, at 4 <, 4, findes der I’ € §5,saded=1=0V'ci =
1 & 1. Sa her bliver
_ S(f f2fa04)
E(4) =1~ s@mnfieoGsWh
=(@x+a)r+att-1-1.

Output: Infos = {04 = {3,4},0, = {2}, Fy = {y,2®> + o’z + a'*},G4 =
{z+a}}.
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7.3. Udvidelse af dekodningsalgoritmen

Efter at delalgoritmen er kgrt igennem 20 gange er det ikke opfyldt for noget
u € o9, at (200u) —6+1 > 7, s her ses det, at udvidelsen er ngdvendig. Kun
det fgrste gennemlgb af tilfgjelsen vil her blive gennemgaet.

1=21: T'y1 = {b €Yo : b Sp 21,21 6be 220} = {6,8,11}

b=6: jo =6, f = Fs(6) =32+ a2y + a3y +al3z+all, 2106 =11,
€ =1, det vil sige

vote(ﬁ) _ S(x4y2 + (y2 +a10xy+a13y+a13z+a11)x4) _ 046.

b=28: js =8, f = F(8) = 2?y+atry+a’r? +ay+a’z+a, 2168 =8,
e =1, det vil sige

vote(8) = S(z*y* 4+ (2 y+atzy+al e+’ +ay+a z4at)z?y) = of.

b=11: ji1 = 11, f = Fpo(11) = 2* + o®23 + 2%y + a*2? + oltay +
oy +a’r+1,21611 =6, e =1, det vil sige

vote(11) =

= S(zty? + (z* + 223 + 2%y + o*2? + oty + oy + Pz + 1)y?)

= ab.

Det vil sige, her er der enstemmighed om, at so; = o, sa her vil et gennemlgb
af delalgoritmen ikke sendre noget.

Der er tilsvarende enstemmighed om, at S(f22) = a3, S(fa3) = b, S(fas) = a?,
S(fas) = o't og S(fa) = al®. Det er ogsa muligt at bestemme, at S(f27) =
men dette vedtages ikke enstemmigt, sa her bliver 097 = {6,8} og Far = {3? +
aloxy+a13y+a13x+an, x2y+a4xy+a3x2+ay+a7x+a4}. Disse to funktioner
har de 7 punkter, hvori der er fejl, som nulpunkter (plus lidt flere punkter, som
dog giver anledning til fejlveerdi 0, da fejlvektoren er entydig bestemt, sa leenge
antallet af fejl er mindre end d, se eventuelt [10, Proposition 6.1]).
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7. Implementering

Tabel 1

oy elementer i o; | F) til det pageeldende element io;
o elementer i §; | G, til det pageeldende element i 9,
00 1 1
do
g1 2 xr
3 Yy
01 1 1
o2 2 z+a®
3 y
02 1 1
o) 2 T+ a°
3 y
03 1 1
g4 3 Yy
4 22+ o’z + o't
04 2 T+ o’
o5 3 Y+ ax + a®
4 22+ o’z + ot
05 2 T+ a®
o6 4 22+ Pz + ol?
5 zy + az’® + oz
6 y? + azy + ®z® + by + o'z
06 2 T+ o’
3 y+azx+at
o7 4 22+ oz +a°
5 zy + az’® + oz
6 y? + azy + ®z® + by + o'z
o7 2 T+ o’
3 y+ax+a®
o8 4 z° +a5y+a11x+a°
5 zy + az® + oz + o*?
6 y? + azy + ®z® + by + o'z
0s 2 T+ o’
3

y+a:c+a6

fortseetter pa naeste side
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7.3. Udvidelse af dekodningsalgoritmen

fortsat fra forrige side

o

elementer i o

I til det pageeldende element ioy

&

elementer i §;

G| til det pageeldende element i §;

g9

4

:c2+a5y+allx+a"
xy+oex2+a11y+a5x+a14
y2 +a:cy+a5:c2 +a6y+a10x

d9

z+a’
y+o¢x+a6

10

Jg10

oy t+alz+a’
xy+oex2+a11y+a5x+a14
y2 + axy + o’z + a2y + o’z + o

010

T +a’
y+o¢x+a6

11

Yy + az? + any + o’z +att
y2 + axy + adz? + ery + o’z + o’
x3+a3xy+an 2

x +a4x+a2
y+o¢x+a°

2 + By +allz + af

12

Yy + oel3y +ao*r+a
y2 + axy + a’z? + ery + o’z + o’
x3+a3xy+an 2

512

y+o¢x+a°
x2+a3y+anx+o¢6

13

Jg13

Yy + oel3y +ao*r+a
y2+axy+y+a5x+a2
x3+a3xy+an 2

013

y+o¢x+a°
x2+a3y+anx+o¢6

14

14

Yy + oelsy +ao'lz+a

y2+axy+y+a5x+a2
11,2

514

y+o¢x+ab
x2+a3y+anx+o¢6

15

J15

xy+oe13y+al4x+a
y2+a:cy+y+a5:c+a2
x3+a3xy+a5x2+a14y++am

015

B W OOk WO Uk WA O Uk WA O U WA O OW NS O W NS Ot

y+o¢x+ab
x2+a3y+allx+a6

fortseetter pa naeste side
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7. Implementering

fortsat fra forrige side

elementer 1 o}

F; til det pageeldende element io;

01

elementer 1 §;

G til det pageeldende element i J;

16

J16

y2+aacy+y+a5x+a2
xzy + aley +al2? + a3y +aolz+af
zt + a?’:czy +ab2® + a14:cy + a7y +az+a'?

016

xd+adxy+a5mz+al4y+alu
Yy + a13y +ao''zr+a

17

ag17

y2+a10xy+a13y+a13x+au
xzy + al?’xya?’:cz + a3y +aolzr+af
z* + a3x2y + oz + oel4acy + a7y +az + a'®

017

xd+adxy+a5mz+al4y+alu
Yy + a13y +o''zr+a

18

Jg18

y2+a10xy+a13y+a13x+au
xzy + aley +al2? + a3y +aolz+af
z* + a3x2y + oz + oel4acy + a7y +az + a'®

018

xd+adxy+a5mz+al4y+alu
Yy + a13y +o''zr+a

19

g19

y2+a10xy+a13y+a13x+au
xzy + aley +al2? + a3y +aolz+af

4 9,.2 5.3 2 7 5 13
r+aryt+a’r+r'+a'y+a’r+a

019

xd+adxy+a5mz+al4y+alu
Yy + a13y +o''zr+a

20

720

y2+a10xy+a13y+a13x+au
xzy + a4:vy + ol + oy + o’z + ot
ot +ol2® + a9x2y +otz? + oel4acy + oeGy +afr+1

020

Nl wolvoZ o oluaE o owolZooovoD oo

xd+adxy+a5mz+al4y+alu
Yy + a13y +ao''zr+a
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Kapitel 8

Afrunding

Jeg har i dette speciale beskaeftiget mig med de sdkaldte NT P-koder, som er en
generalisering af Reed-Solomon koder.

Kodeordene for en NT P-kode blev bestemt til at veere polynomier, som er linear
g" —1

kombinationer af monomierne i A (I), (som er fodaftrykket af I = (z"=1 —
2m—1

m—1

y?" T — oyl —y, 29" — gz, 97" — ) med hensyn til <,,), evalueret i de ¢

punkter tilhgrende V ((x e A A y)).
Det blev bestemt, at minimumsafstanden for en N7 P(s)-kode altid er mindre
end eller lig n — s. Specielt gelder der lighed, hvis funktionen

J .
BG.j) = { . jfﬂlﬂ} T[] A
(¢m—1)/(q—1) gm—1 =
er mindre end eller lig g, for det (i, j), hvorom det geelder, at z'y’ € A (1),
sdi(gm1) + 4 (q;__ll) =s.
For at bestemme dimensionen af koden blev der introduceret teori om semi-
grupper, herunder genus og konduktor, og dimensionen blev bestemt til at veere

E(NTP(s))=s+1—g,
for ¢(I) —1 < s < ¢®™ 1 hvor ¢(T) = (£—=% —1)(¢™ ' — 1) er konduktoren,

q—1
og g = @ er genus.
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8. Afrunding

Dimensionen af NT'P-koden blev derefter benyttet til bestemmelse af dualkoden
til NT P(s), hvilken er givet ved

NTP(n+c¢(T)—2—3s),
for ¢(T) — 1 < s < g®m L.

Resten af tiden beskeeftigede jeg mig med dekodning. Den fgrste dekodningsal-
goritme gor det muligt at rette op til % fejl. Den finder et interpolationspoly-
nomium til at bestemme fejlpositionerne og herefter benyttes syndromer til at
bestemme fejlveerdierne.

Basisalgoritmen, hvortil dobbeltsyndromer benyttes, finder fejlpositionerne ud-
fra et fejllokaliserende polynomium og benytter derefter syndromer til at be-
stemme fejlveerdierne pé tilsvarende vis som den fgrste dekodningsalgoritme.
Basisalgoritmen kan rette %—5;—1 fejl, hvilket faktisk er dérlige end den fgrste
algoritme, da d > n — s. Basisalgoritmen kan dog forbedres med majoritetsal-
goritmen, som ggr det mulig at bestemme de ukendte syndromer. Dermed kan
der rettes op til "’TH fejl.

Tilsidst benyttes ideerne og noget af teorien fra basis- og majoritetsalgoritmen
til at opstille en mere effektiv algoritme, hvilket betyder, at kompleksiteten
nedsattes, mens antallet af fejl, som kan rettes, forbliver usendret.
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English Summary

During this report I have worked with a generalization of Reed-Solomon codes
which are called NT P-codes.

The codewords in the NT'P-codes were determined to be the polynomials which
are linear combinations of the monomials in A (I) (the footprint of the ideal
I= <z% —yt
is <,,) evaluated in the ¢

Yy —y,2? —zy?" —y)).
The minimum distance of an NT P(s)-code is always less than or equal to n — s.
Especially the minimum distance is equal to n — s if the function

o [—ir] for i=0
B(i,j) = it ; _
o { L+ lea | + [@=1 for iz1

m—1 m ™ .
—o—yl—y 9 —x,y? —y) where the monomiel order
2m—1 m—1

mo_q
points from the variety V({z a1 —y?"  —...—

is less than or equal to ¢, where (i, j) is such that z'y’ € A< (1), soi(¢™™ 1) +

. m__q

() =

To identify the dimension of the code I introduced some theory concerning
numerical semigroups, genus and conductor and the dimension is found to be

E(NTP(s))=s+1—g,

for ¢(I') —1 < s < ¢*™~ 1, where ¢(') = (q;n:ll —1)(¢™~* — 1) is the conductor
()

and g = =5~ is genus.

The dimension of the NT P-code was used to identify the dualcode which is
given by

NTP(n+¢(l) —2—s),
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8. Afrunding

where ¢(I') — 1 < s < ¢*™~ L.

The rest of the report concerns decoding. The first decoding algorithm is able to
correct less than % errors. It finds an interpolationspolynomium to determine
the error positions and then uses syndroms to determine the error values.

The basic algorithm in which the dobblesyndroms are used determines the error
positions by finding an error-locator polynoium. After that it uses the syndroms
to find the error values in the same way as the first algorithm. The basic algo-
rithm is able to correct less than %7971 errors which actually is not as good as
the first algorithm, because d > n — s. The basic algorithm can be improved by
the majority algorithm, which make it possibly to find the unknown syndroms.
Then it is able to correct 2=5=1 errors.

Finally the basic and the majority algorithm is implemented into a new algo-
rithm, which has a lower complexity while the number of errors it is able to
corret remain unchanged.
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Appendiks A

Dette appendiks knytter sig primeert til Kapitel 3, og er opbygget med henblik
pa at vise, at Trg_,. /r, (@), N . /r, (@), @ € Fym, tilhgrer Fy. Til dette formal
skal der vises tre hovedresultater.

Hele Appendiks A bygger pa udvalgte dele af [§].

Det fgrste hovedresultat i Appendiks A er folgende:

Szetning A.0.10 Lad f vere minimalpolynomiet af o over Fy, hvor a € Fym.
Da vil deg (f)|m.

Det andet hovedresultat er:

Saetning A.0.11 Hvis [ er et irreducibelt polynomium i Fyz] med grad d, s
har f en rod o € Fya. Desuden er alle rodder i f simple, og givet ved de d

forskellige elementer o, af, ..., a? e IFoa.

Endelig er det tredje hovedresultat i dette appendiks:

Saetning A.0.12 Lad a € Fgm og lad f € Fylz] vere minimalpolynomiet for
o over Fq. Da er de konjugerede af o med hensyn til Fq, som er givet ved

a, a9, ,oﬂmil, forskellige, hvis og kun hvis deg(f) = m.
Hvis derimod deg(f) = d < m, sd vil det geelde, at dlm, og de konjugerede af
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A.

o med hensyn til F, er de forskellige elementer a,a4,--- ,aqdfl, som hver er

gentaget = gange.

Disse tre seetninger vises udfra en raekke andre resultater, som vil blive intro-
duceret i det efterfglgende.

Al

I dette afsnit vil der blive vist to vigtige egenskaber ved endelige legemer, som
ofte vil blive benyttet.

Lemma A.1.1 Hvis Fy er et endeligt legeme med q elementer sa opfylder et-
hvert element a € Fy ligningen a? = a.

BEVIS: For a = 0 ses det umiddelbart, at a? = a.
Lad « veere et primitivt element i F, hvilket vil sige, at a?! = 1, og o for
i=0,...,q—2er alle de forskellige elementer i F;. Altsa eksisterer der et i € No,
sadan at a = .
Heraf fas, at

aqfl _ (ai)qfl _ (aqfl)i =1.

Altsa geelder det, at a? = a for alle a € F,,. O

Det ses udfra dette lemma, at elementerne i F; netop er rgdderne til polynomiet
29 — z. En udvidelse af dette betyder ligeledes, at rgdderne til 29" — z preecis
er elementerne i Fgm.

Lemma A.1.2 Lad F, veere et endeligt legeme med p elementer, hvor p er et
primtal, og lad m € N. Si er (a + b)P" = a?" +b°".

BEVIS: Beviset fores ved induktion i m.
Basistrin: m = 1.
Udfra binomialformlen fas:
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(a+b)Pap+<71’)aplb+--~+< p1>abp1+bp. (A.1)

For 0 < i < p er binomialkoefficienten:

(p) p! plp—1)---(p—i+1)

i) -l il

)

og idet p er et primtal vil dette ikke kunne forkortes veek i teelleren, hvorved

< 1; ) =0 mod p, for 0 < i < p. Hermed kan ligning (A.1) skrives som:

(a+b)P =adP + b7,

i Fp,, da de resterende led forsvinder.
Induktionstrin:
Antag, at saetningen geelder for m—1, det vil sige, at (a+b)?"  =a?"  +b?"
Det skal nu vises, at det ogsa geelder for p™.
Dette ses ved fglgende udregning:
m—1 g

(40" = ((a+ 0" = (@) = @ e =

og herved er satningen bevist. O

A.2

I dette afsnit vil fglgende hjslperesultat blive vist:

Lemma A.2.1 Lad f € Fy[z] veere et irreducibelt polynomium, hvor Fy er et
endeligt legeme. Lad endvidere o veere en rod i f tilhgrende et udvidelseslegeme
Fy (o) af Fy. Sa gelder det for et polynomium h € Fglz], at h(a) = 0 hvis og
kun hvis f gar op i h.
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A.

Fgr beviset for dette lemma skal vi have introduceret nogle nyttige begreber.
Der leegges ud med definitionen af et udvidelseslegeme.

Definition A.2.2 (Udvidelseslegeme) Lad K vere et dellegeme af legemet
F, og M en hvilken som helst delmengde af F. Sd er udvidelseslegemet K (M)
af K defineret som feellesmengden af alle dellegemer af ¥, som alle indeholder
bide K og M.

Det ses, at K(M) er det mindste legeme, som indeholder K og M, da det er en
feellesmaengde af legemer, der indeholder dem begge.
Der kan nu defineres en speciel form for udvidelseslegeme.

Definition A.2.3 (Algebraisk udvidelse) Lad K vere et dellegeme af F og
a € F. Hvis a er rod i et polynomium f, forskellig fra nulpolynomiet, tilhgrende
K[z], da siges « at veere algebraisk over K. Et udvidelseslegeme L of K kaldes
en algebraisk udvidelse af K hvis ethvert element i L er algebraisk over K.

Det vil sige, at alle elementer i L er rod i et eller andet polynomium i KJz].
Hvis alle rgdder til et polynomium f med koefficienter i K ligger i et udvidel-
seslegeme E, og dette er det mindste legeme med denne egenskab, sa kaldes E
for spaltningslegemet for f. Dette defineres mere formelt som fglgende.

Definition A.2.4 (Spaltningslegeme) Lad f € K[z] vere et polynomium
med positiv grad, og E et udvidelseslegeme for K. Da siges [ at spalte i E, hvis
polynomiet kan skrives som produkt af linecere faktorer i E[x]. Det vil sige der
eksisterer elementer aq,...,a, € E sdidan, at

f(@) =alz =) (2 - an),

hvor a er den ledende koefficient i f.
Legemet E kaldes spaltningslegemet for f over K, hvis E er det mindst mulige
udvidelseslegeme for K med ovenstiende egenskab.

Lad a € F vare algebraisk over K, og betragt idealet I(a) = {f € K]z] :
f(a) = 0} C KJz]. Dette ideal er ikke nul-idealet, idet « er algebraisk, og vi ved
derved, at der eksisterer et polynomium i K[xz], hvori « er rod. Da KJz] er et
hovedidealomréde, se [1, side 113], eksisterer der et entydigt monisk polynomium
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g € KJz], som genererer idealet I(«).

Det ses, at det genererende polynomium g er irreducibelt idet, hvis det antages,
at det ikke er, sa vil det kunne skrives som et produkt af irreducible polynomier.
Det vil sige g(z) = p(x)h(x), hvor p,h € K][z] er irreducible. Altsa er g(a) =
p(a)h(a) = 0, hvorved enten p(a) = 0 eller h(a) = 0. Antag, at p(a) = 0, da
er p(z) = g(z)ﬁ, men ﬁ ¢ K|z] og g genererer derfor ikke p, som vi ved
tilhgrer idealet, og vi har opnaet en modstrid.

Det er nu muligt at definere minimalpolynomiet for et element i F.

Definition A.2.5 (Minimalpolynomium) Hvis o € F er algebraisk over K,
sG kaldes det entydige moniske polynomium g, som genererer idealet I(a)) =
{f € K[z] : f(a) = 0} C K]z], for minimalpolynomiet med hensyn til o over
K.

S& minimal polynomiet for o er det moniske polynomium af mindst grad, som
har a som rod. Af kommentaren fgr definitionen ses, at minimalpolynomiet er
et irreducibelt polynomium.

Lemma A.2.6 Lad o € F veere algebraisk over K. Sa har minimalpolynomiet
g € KJz] med hensyn til o folgende egenskab.

For f € K[z] er f(a) =0 hvis og kun hvis g gar op i f.

BEvVIs: Hvis f(a) = 0 vil det sige, at f € (g) hvilket lige preecis betyder, at
1) = g(x)h(z), hvor h(z) € Kla].

Omvendt hvis f(z) = g(x)h(x), sd er f(a) =0, da g er minimalpolynomiet for
o. ]

Heraf kan det ses, at er f et irreducibelt polynomium med « som rod, vil f
hgjst afvige fra minimalpolynomiet med multiplikation med en skalar.

Dette skyldes, at minimalpolynomiet, g, med hensyn til a over K, ifslge Lemma
A.2.6, gar op i f, det vil sige f = hg, men da f jo netop var irreducibel, kan
polynomiet h kun vaere en skalar.

Det er nu muligt at vise Lemma A.2.1.
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A.

BEvVIs: Bevis for Lemma A.2.1.

Lad a veere den ledende koefficient i f, og lad g(x) = a=!f(x). S& er g(z) et
monisk irreducibelt polynomium i Fy[z], og g(a) = 0. Derved ses det udfra De-
finition A.2.5, at g er minimalpolynomiet for o over F,.

Hvis h(a) = 0 medferer dette udfra Lemma A.2.6, at h(z) = g(x)p(x), hvor
p(z) € Fylz]. Det vil sige, at h(z) = a=! f(z)p(z), hvormed det ses, at f(z) gar
op i h(x).

Antag, at f(z) gar op i h(x). Hermed gar g(z) ogsi op i h(z), og Lemma A.2.6
benyttes endnu engang til at konkludere, at h(a) = 0, hvilket fuldfgrer beviset.
(I

A.3

Gennem dette afsnit introduceres de sidste hjslperesultater til at bevise Ap-
pendiks A’s tre hovedsaetninger.
Folgende lemma benyttes direkte i beviset for Seetning A.0.11.

Lemma A.3.1 Lad f € F,[z] veere et irreducibelt polynomium over Fy af grad
m. Sa gar f(z) op i 9 — x hvis og kun hvis m gdr op in.

For at bevise dette introduceres yderligere et par resultater.

Definition A.3.2 Lad L vere et udvidelseslegeme for K. Hvis L betragtes som
et endeligt dimensionalt vektorrum over K, sd kaldes L en endelig udvidelse af
K. Desuden kaldes dimensionen af vektorrummet L over K for graden af L over
K, og skrives som [L : K].

Der gaelder fglgende sammenhaeng mellem graderne pa endelige udvidelser.

Lemma A.3.3 Huis L er en endelig udvidelse of K, og M er en endelig udvi-
delse af L, s er M en endelig udvidelse af K, hvorom det geelder, at

M:K]=[M:L]L:K].
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BEVIS: Antag, at [M : L] = m og [L : K] = n, og lad desuden {a1,...,an}
veere en basis for M over L, og {f1,..., 8, } en basis for L over K.
Dermed kan ethvert o € M skrives som en linearkombination

o ="7101 + + YmQm,

hvor ; € L for 1 < i < m. Dernaest kan hvert af disse v; € L skrives som en
linearkombination af basis elementerne 3; med koeflicienter r;; € K.
Hermed far vi

m m n m n
0= =30 (St | o= 303 rsa
=1 =1 j=1 =1 j=1

Dette viser, at alle o € M kan skrives som en linearkombination af elementerne
Bjoy, hvor 1 <7 <m,1 < j <n, hvormed disse kan betragtes som en basis for
M. Hvis det kan vises, at de mn elementer 3;c; er linesert uafheengige over K,
sa er graden af M over K, [M : K], netop lig [M : L][L : K].

Vi antager derfor, at
m n
DD subjes =0,

i=1 j=1

hvor koefficienterne s;; € K. Dermed har vi, at

Z Zsijﬁj a; = 0.

i=1 \j=1
Da «;’erne er linezert uatheengige over L, s geelder det, at
n
Zsijﬁj = O, for 1 < ) < m.
j=1

Men idet 3;’erne er linesert uathaengige over K. sd er s;; =0for 1 <i<m,1 <
Jj < n. Altsa er B;a;’erne linesert uathsengige. hvormed

M: K]=mn=[M:L]L: K]

Yderligere geelder der fglgende, som vedrgrer graden af en specifik endelig udvi-
delse.
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Lemma A.3.4 Lad o € F veere algebraisk over K, og lad g vere minimalpoly-
nomiet af a over K, hvor deg(g) = n. Da geelder folgende to punkter:

(i) Udvidelseslegemet for K med hensyn til o, K(«), er isomorf til legemet
Kl[z]/(g(x)).

(ii) [K(a) : K] = n og mengden {1,a,a?,...,a" "1} er basis for K(a) over

BEVIS: (i): Betragt afbildningen ¢: K[z] — K(a) givet ved ¢(f) = f(«) for
f € KJz]. Dette vil veere en ring homomorfi, da det blot bliver polynomielle
opskrivninger af « ganget eller lagt sammen. Kernen af ¢ er givet ved ker p =

{f € Klz]: f(e) =0} = (g9(x)).

Lad S veere billedet af . Dermed er S en maengde af polynomier udtrykt ved «
med koefficienter i K, hvilket kan vises at veaere en ring. Hermed kan homomor-
fiseetningen for ringe, [8, Theorem 1.40, side 14], benyttes til at konkludere, at
S er isomorf til legemet K[z]/(g(x)). Dermed er S ogséa et legeme, og det kan
af definitionen af S ses, at S C K(«), og at « € S, og pr. definitionen af K(«)
er dette det mindste legeme, som indeholder bade K og «, og det kan hermed
konkluderes, at S = K(«), hvorved punkt (i) er bevist.

(#4): Da det i forrige punkt blev vist, at S = K(«), betyder dette, at alle § €
K(a) kan skrives som f(«), for et eller andet f € K|x]. Ethvert f € Klx]
kan udfra divisionsalgoritmen skrives som f = gg + r, hvor ¢,r € K|z] og
deg(r) < deg(g) = n.

Hermed er § = f(a) = q(a)g(a) + r(a) = r(«a). Altsd kan ethvert § € K(«)
skrives som en linear kombination af monomierne 1, o, a2, ..., a" L.

Disse monomier vil da udspende den endelige udvidelse K(a) over K. For at
undersgge om de desuden er linesert uafheengige, og dermed en basis, betragtes
polynomiet h(z) = ap + a1x + asz? + -+ + a, 12" € K]z].

Antag, at h(a) = 0, da giver Lemma A.2.6, at g gar op i h. Men da deg(h) < n =
deg(g) er dette kun muligt, hvis h = 0. Dette betyder, at en linear kombination
af monomierne 1, a, a?,...,a" ! kun giver nul, hvis alle koefficienterne er nul,
og altsa er de lineert uatheengige, hvormed ogsé punkt (i) er vist. (I

I beviset for Lemma A.3.1 anvendes endnu en sasetning, som dog ikke bevises
her, men beviset kan findes i [8, Theorem 2.6, side 46].
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Lemma A.3.5 (Kriterie for dellegemer) Lad F, vere det endelige legeme
med q = p" elementer, hvor p er et primelement.

Da har ethvert dellegeme af Fy orden p™, hvor m er en positiv divisor for n.
Geelder det modsat, at m er en positiv divisor for n, si eksisterer der preecis et
dellegeme af Fy med p™ elementer.

Det er nu muligt at vise Lemma A.3.1.
BEvVis: Bevis for Lemma A.3.1.

Det antages forst, at f(z)z?" — z. Det vil sige, at 29" — x = h(x)f(z), h(z) €
F,lz]. Lad o veere rod i f i spaltningslegemet for f over F,, sa er al" = q,
hvormed o € Fyn, ifplge Lemma A.1.1.

Heraf fplger det, da udvidelseslegemet for F, med hensyn til o, F,(a), er det
mindste udvidelseslegeme, som indeholder Fy og «, at Fy(c) er en delmeengde
af Fyn.

Af Lemma A.3.3 fglger det sa, at

[Fgn : Fgl = [Fgn : Fg(a)][Fg(e) : Fyl.

Idet ethvert polynomium med koefficienter i et legeme kan ggres monisk, vil
minimalpolynomiet med hensyn til o over Iy hvae grad n, da f er irreducibel.
Dermed kan vi benytte Lemma A.3.4 punkt (i7) til at fastsla, at [Fq(a) : Fq] = m.
Desuden er [Fyn : Fy] =n, og af Lemma A.3.3 fglger det da, at m|n.

Antag modsat, at m|n, sa folger det af Lemma A.3.5, at Fym er et dellegeme af
Fyn. Hvis acer enrod i f i spaltningslegemet for f over Fy, sder [Fy(ar) : Fg] =m
ifplge Lemma A.3.4 punkt (ii). Hermed geelder det, at Fy(a) = Fgm.

Det vil sige, at o € Fgm C Fyn, og dermed er a?" = @, hvorved «a er rod i
polynomiet 29" — x € F,[z]. Der gzelder da ifglge Lemma A.2.1, at f(z) gar op
iz?" — . a
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Det er nu muligt ved hjelp af de foregaende hjzlperesultater, at vise de tre
hovedresultater i dette appendiks.

Det forste hovedresultat 1gd som fglger:

Saetning A.0.10 Lad f € F,lz] vere minimalpolynomiet af o over Fy, hvor
a € Fgm. Da vil deg (f)|m.

BEVIs: Betragt polynomiet z¢" — z, som er det polynomium, der har alle
elementer i Fym som rgdder. Det vil sige det har specielt a som rod.

Da gaelder det ifplge Lemma A.2.6, da f er minimalpolynomiet med hensyn til
a, at

Idet f er minimal polynomiet er det ogsa et irreducibelt polynomium, og det er
nu muligt at benytte Lemma A.3.1 til at konkludere, at

deg(f)|m.

Herefter kan det andet hovedresultat bevises, hvilket 1gd saledes:

Saetning A.0.11 Huis f er et irreducibelt polynomium i Fy[x] med grad d, sd
har f en rod a € Fya. Desuden er alle rgdder i f simple, og givet ved de d

forskellige elementer o, af,. .., at e qu.

BEvISs: Lad a veere en rod i f i spaltningslegemet for f over F,. Hermed har vi
fra Lemma A.3.4 (i7), at [Fq(c) : Fy] = d, og dermed er Fy(a) = Fa, hvorved
o€ qu.

Det skal nu vises, at hvis 8 € Fga er en rod i f, sd er 37 ogsé en rod i f.
Lad

f(x):adzd+~~~+a1:c+ao, hvor a; € Fy,0 <4 < d.
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Ved nu at benytte Lemma A.1.1 og Lemma A.1.2 fas:

fBY = aaf+- +a1p? +ap=alp+ - +aip? +ad
= (agBt+ -+ a1f+ag)! = f(B)?=0.

Derfor gelder det, da a er en rod i f, at ogsa af,... ,a‘fiil er rgdder i f.

Det skal nu bare vises, at disse elementer er forskellige.
Antag det modsatte, eksempelvis at a4 = a?" for 0 <i<k<d-—1. Ved at
oplgfte denne lighed til ¢¢=* fas:

i+d—k d

ol =aof =a.

Det fglger nu af Lemma A.2.1, at f(:z:)|(:1:qi+d7k — x), og af Lemma A.3.1 er
dette kun muligt, hvis d|(i +d — k). Men da 0 < i+d — k < d, har vi opnéet en
modstrid, og dermed er a, a9, ..., a%" " forskellige. O

Endelig kan det tredje og sidste hovedresultat i Appendiks A bevises.

Saetning A.0.12 Lad a € Fygm, og lad f € F4[z] veere minimalpolynomiet for o.
Da er de konjugerede af o med hensyn til F,, som er givet ved o, 04, - - ,aqul,
forskellige, hvis og kun hvis deg(f) = m.

Hvis derimod deg(f) = d < m, sd vil det geelde, at dlm, og de konjugerede af
o med hensyn til F, er de forskellige elementer a,a4,--- ,aqdfl, som hver er
gentaget 7 gange.

BEVIS: Antag forst, at a, a4,. .., a?" " alle er forskellige. Graden af f vil som
en konsekvens af Seetning A.0.10 vaere mindre end eller lig m.

Lad deg(f) = s og antag, at s < m. Seetning A.0.11 giver, at «,a?,...,a?
alle er forskellige og rgdder i f(x).

Lad nu 8 veere en af disse rgdder. Det vil sige, at f(5) = 0. Dermed er ogsi
(F@)=0.

Da f = >0, ¢z’ € Fylz], vil dette, ifplge Lemma A.1.1 og Lemma A.1.2,
medfgre, at

s—1

S S

0=(f(8)" = Y (esf)? = 3 el B = F(5%).

i=1 i=1
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Dette betyder, at 37 ogsé er rod i f(z). Hvis § = oﬂsjl, s& betyder dette, at
Bl = (oﬂsjl)q = a? ogsa er en rod i f(x) og udfra begyndelsesbetingelsen
om, at a,a?,..., ad” " alle er forskellige, ma denne nye rod veere forskellig fra
de gvrige s rgdder, og dermed er der flere rgdder end graden af f, og da f

var antaget at veere forskellig fra nulpolynomiet, er der opnéet en modstrid, s&
hermed kan det konkluderes, at deg(f) = s = m.

Derneest antages, at deg(f) = m. Minimalpolynomiet er som tidligere naevnt et
irreducibelt polynomiuI}q7 hvormed Seetning A.0.11 kan benyttes til at konklu-
dere, at o, a?,...,a?"  er forskellige.

Hvis derimod deg(f) = d < m, giver Seetning A.0.10, at d|m, og igen kan
d—1

Seetning A.0.11 benyttes til at se, at a,af,...a? € Fga er forskellige. Da
a € Fga, er a1’ = . Dermed er fglgende opfyldt:

d 2d jd
o = ol = ad = ... = ol
d+1 2d+1 jd+1
aq = aq = aq = DY = aq
aqd—l _ aqd+(d—1) _ aq2d+(d—1) _ _ aqjd+(d—1)

Da d|m er m = rd, s ses det af ovenstaende, hvis r — 1 = j, at

(r—1)d+(d—1) rd—1 m—1
af =af =«

Altsa er elementerne, listet ovenfor, de resterende af de konjugerede af o med

hensyn til Fy, oﬂd, oﬂdﬂ, ceey ad"
Hermed vil de d forskellige o, a4, ... ,aqd71 blive gentaget 77 gange blandt de
m konjugerede af o med hensyn til F,. (I
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Appendiks B

Dette appendiks har til formal at vise en enkelt szetning, som skal benyttes i
Kapitel 3.

B.1

Det gnskes i dette afsnit vist, at hvis ¢ er en homomorfi mellem to grupper
(G,0) og (¢(G), %), s& er ekvivalensklasserne i G alle af samme stgrrelse.
Forst vises folgende resultat:

Seetning B.1.1 Lad (G, 0) vere en gruppe med neutralelement e, og R veere
en mangde hvorpd operationen x er defineret. Hvis ¢ er en homomorfi fra G til
R, sa er (p(G),*) en gruppe.

BEVis: Idet ¢(G) C R, er operationen  defineret pd maengden ¢(G).
Det skal nu vises, at ¢(G) opfylder fglgende tre betingelser:

(i) For alle ¢(a), p(b), p(c) € ¢(G) geelder det, at:
(p(a) x (b)) * (c) = @(a) * (p(b) * ¢(c)).
(13) Der eksisterer et element p(e) € ¢(G), sadan at for alle p(a) € p(G) er

p(a) * p(e) = p(e) * p(a) = p(a).
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(#3¢) For ethvert element p(a) € ¢(G) findes et p(a’) € p(G) sddan, at

p(a) x p(a’) = p(a’) * p(a) = p(e).

For at bevise ovenstaende tre punkter benyttes, at p(aob) = ¢(a) x (b) for alle
a,b € G, hvilket skyldes, at ¢ er en homomorfi.
Bevis for de tre punkter:
(1) : Lad a,b,c € G, da er:
(pla) xo(b)) xp(c) = plaob)xp(c) = @((aob)oc)
= p(ao(boc)) = ¢la)xp(boc)
= p(a)* (p(b) * ¢(c)).
(i) : Lad a € G, da er

pla) = place) = ¢a)*p(e)
pla) = pleca) = o(e)*p(a).
Altsa er p(e) neutralelement i ¢(G).
(#91) : Lad a,ad’,e € G sddan, at aoa’ = e, da er
p(e) = plaod’) = p(a)  p(d') = p(a’) * p(a).

Dermed er ¢(a’) det inverse element til p(a), og da a var vilkarligt valgt, sa har
samtlige elementer i ¢(G) en invers.
Hermed er de tre punkter bevist, og altsa er (p(G), ) en gruppe. O

Lad kernen af ¢ have stgrrelsen m, det vil sige, at:

Hker(p) = #{a € G: pla) = ple)} = m.

Hvis t € p(G) og ¢~ 1(t) = {b € G : ¢(b) = t}, skal det vises, at #p~1(t) = m,
altsd at alle sckvivalensklasser 1 G er af samme storrelse.

Seetning B.1.2 Lad ¢: G — R wvere en homomorfi fra gruppen (G,o) med
neutralelement e til mengden R, hvorpd operationen x er defineret.

Lad desuden #ker(p) = m. Sa er #¢o~1(t) = m, hvor t € o(G) og p~1(t) =
{be G:pb) =t}

BEvis: Udfra Ssetning B.1.1 er (¢(G), *) en gruppe med neutralelement ¢(e).
Forst vises det, at #p~1(t) > m.
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Lad b€ ¢~ 1(t) C G og a € ker(p). Dermed geelder det, at

p(aob) =p(a)*p(b) = p(e) x p(b) = p(b) =t,

for alle a € ker(yp). Altsé er maengden af punkter i G, som afbilledes over i ¢
stgrre end eller lig antallet af elementer i kernen.

Herefter vises det, at #¢~1(t) < m. Dette vises ved hjelp af en modstrid. Sa
antag, at der eksisterer et t € p(G) sadan, at #p~1(t) > m.

Idet (p(G), *) er en gruppe findes der et ¢ € p(G) sdledes, at ¢ * ¢ = p(e). Lad
c € ¢~ 1(f), sa har vi for alle b € p~1(¢), at:

p(boc) =) *p(c) =t*t=p(e).

Det vil sige, at bo ¢ € ker(yp), og da dette geelder for alle b € ¢~ 1(t) er der
opnaet en modstrid med, at # ker(y¢) kun er lig m. Altsa er #p~1(t) < m, og
dermed er satningen bevist. O

Idet et vektorrum opfylder de samme betingelser, som er opfyldt for en additiv
gruppe, sd kan Seetning B.1.2 ogsé benyttes for vektorrum. Det vil sige, hvis
p: Fgm — Fy er en vektorrumshomomorfi, hvor Fo» og F, begge er endelige
legemer set som vektorrum over F,, s& har sckvivalensklasserne i Fym samme
stgrrelse.
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