Reed-Solomon og N7 P-koder

- deres egenskaber og dekodning

af

Maria Sondrup Iversen
Jane Gravgard Knudsen

Juni 2004

.. OV,

Aalborg Universitet

INSTITUT FOR MATEMATISKE FAG ﬁ
e Fredrik Bajers vej 7G o 9220 Aalborg (st e







Institut for Matematiske Fag

Aalborg Universitet

Titel:
Reed-Solomon og NTP-
koder
-deres egenskaber og de-
kodning

Projekt:
Mat 6/ speciale

Projektgruppe:
G4-105

Gruppemedlemmer:
Maria Sondrup Iversen
Jane Gravgard Knudsen

Vejledere:
Hans Olav Geil
Christian Thommesen

Antal eksemplarer: 14

Antal sider: 131

Synopsis:

I dette speciale betragtes Reed-
Solomon og NT P-koder.

Forst praesenteres Reed-Solomon ko-
der, og deres egenskaber, hvorefter
der ses pa dekodning af disse koder
i de tilfeelde, hvor der er sket fzerre
end d/2 fejl. Herefter gennemgis to
listedekodningsalgoritmer, som ggr det
muligt at rette flere end d/2 fejl.

For at kunne benytte disse to liste-
dekodningsalgoritmer skal der kunne
bestemmes fgrstegradsfaktorer i in-
terpolationspolynomiet, hvilket der
opstilles forskellige algoritmer til at
lgse.

For definitionen af NT P-koder intro-
duceres gennemgas teori, som ggr dette
muligt. Herunder teori om Grébner
baser og fodaftryk af idealer.

Herefter bestemmes minimumsafstand,
dimension og dualkode for NTP-
koderne. Desuden preaesenteres en
dekodningsalgoritme for disse koder,
som kan rette op til % fejl.

Til slut gives en kort vurdering af de
to koder, i forhold til hinanden, udfra
kriteriet om, at koder bgr have en hgj
hastighed samtidig med en hgj relativ
minimumsafstand.
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Forord

Denne rapport er udarbejdet som speciale fra slutningen af januar til begyn-
delsen af juni 2004, ved det Teknisk-Naturvidenskabelige Fakultet, Institut for
Matematiske Fag pa Aalborg Universitet.

Der gores opmeaerksom pé, at den del af specialet, som omhandler NT P-koder,
samt Appendiks A og Appendiks B, er udarbejdet i samarbejde med Elisabeth
Kuhr Rasmussen, som pa nuvaerende tidspunkt har barselsorlov.

Desuden er kapitlet om Groébner baser udarbejdet pa MAT-5 fra fegrst i sep-
tember til midt i december 2003, ligeledes i samarbejde med Elisabeth Kuhr
Rasmussen.

Kildehenvisninger vil gennem specialet blive angivet siledes: [kilde, henvisning],
hvor kilden er anfgrt i litteraturlisten, se side 123. Henvisningen kan veere til et
kapitel, et afsnit eller en hel specifik saetning eller lignende.

I specialet vil kildehenvisninger, som er angivet i begyndelsen af et kapitel eller
afsnit, referere til det overordnede indhold i det pagaeldende kapitel /afsnit, hvor-
imod kildehenvisninger, som er angivet inde i teksten, refererer til et specifikt
resultat.

Et engelsk resume kan findes umiddelbart for appendiks.

Institut for Matematiske Fag, Aalborg Universitet, juni 2004.

Maria Sondrup Iversen Jane Gravgard Knudsen
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Kapitel 1

Indledning

Det overordnede emne i dette speciale er diskret matematik, og det mere speci-
fikke emne er kodningsteori.

Herindenfor har vi valgt at beskaeftige os med Reed-Solomon koder, samt en
generalisering af disse, hvilke vi i denne rapport kalder NT P-koder.

Der leegges ud med en definition af Reed-Solomon koder, hvorefter der fglger en
redeggrelse for disses egenskaber, sdsom minimumsafstand og dimension. Desu-
den gives der en dekodningsalgoritme for de tilfzelde, hvor der er sket faerre end
% fejl, hvor d er minimumsafstanden for koden.

Herefter introduceres yderligere to dekodningsalgoritmer for Reed-Solomon ko-
derne, nemlig Sudans listedekodningsalgoritme, og Guruswami-Sudans listede-
kodningsalgoritme.

Herunder vil der veere en vurdering af for hvilke hastigheder af koden der er sket
en forbedring ved at benytte listedekodning fremfor almindelig dekodning. Det
vil sige, for hvilke hastigheder af koden er det muligt at rette mere end % fejl.
Gyldigheden af Sudans- og Guruswami-Sudans listedekodningsalgoritmer af-
haenger blandt andet af, at det er muligt at bestemme linesere faktorer til in-
terpolationspolynomiet Q(z,y), hvis disse eksisterer, hvilket Kapitel 3 derfor
omhandler.

Herefter gnsker vi at definere NT P-koderne, der, som tidligere nsevnt, er en
generalisering af Reed-Solomon koderne.



1. Indledning

Altsé skal der ligesom for Reed-Solomon koderne bestemmes punkter og poly-
nomier, saledes at vi ved at evaluere polynomierne i de forskellige punkter far
kodeordene i NT P-koden. _—

Punkterne skal tilhgre varieteten V((chqf1 Y L SIS, Ay
y)), hvilket vil sige, at de skal veere nulpunkter til norm- trace polynomiet til-
hgrende F2...

Polxnomierne er en linearkombination af monomierne i fodaftrykket af idealet
(x%_yq —---—yq—y,xqm—x,qu—y>.

For at bestemme fodaftrykket skal der forst kunne bestemmes en Grébner ba-
sis for idealet, og Kapitel 4 indeholder derfor generel teori vedrgrende Grobner
baser.

m—1

For NT P-koderne bestemmes bédde minimumsafstand, dimension og dualkode,
qgm—

hvortil det blandt andet benyttes, at monomierne i fodaftrykket af J = (x = _

m—1

yd — .- —y?—y) alle har forskellig vaegt, samt at alle veegte er repraesenteret
ved et monomium heri. Desuden introduceres generel teori vedrgrende genus og
kondukter til bestemmelse af kodens dimension.

Herefter gives en dekodningsalgoritme for NT P-koderne, som kan rette feerre
end % fejl, hvor d igen betegner minimumsafstanden og g er genus.

Efter at have introduceret bade Reed-Solomon koderne og NT P-koderne gn-
sker vi at foretage en kort vurdering af de to koder i forhold til hinanden. Her
betragtes koderne som gode, hvis de bade har hgj hastighed samtidig med, at
de kan rette mange fejl i forhold til leengden af kodeordene.

Sidst i rapporten er et appendiks, som bestar af Appendiks A og Appendiks B.
Appendiks A bestar af uddybende teori, som primeert knytter sig til Kapitel 5,
hvori der er en redeggrelse, som bygger pa [6], for at Tr, .. /r, (@) 0g Nr_,, /r, (@)
tilhgrer F,.

Appendiks B er ligeledes uddybende teori til Kapitel 5 og Kapitel 3, hvor det
skal benyttes, at sekvivalensklasserne i Fym, med hensyn til traceafbildningen,
alle har samme stgrrelse.



Kapitel 2

Reed-Solomon koder

I dette kapitel introduceres Reed-Solomon koderne. Dette er koder, hvor kodeor-
dene er genereret af polynomier, som er evalueret i en rackke forskellige punkter
tilhgrende et endeligt legeme.

Der laegges ud med en definition af koderne, hvorefter der ggres rede for forskel-
lige egenskaber ved disse. Herefter gives forst en dekodningsalgoritme, som ggr
det muligt at rette op til % fejl, hvor d er minimumsafstanden for koden. Der-
naest folger to listedekodningsalgoritmer, som er forbedringer af den foregaende
algoritme, idet disse kan rette mere end g fejl.

Afsnit 2.1 og 2.2 bygger primeert pa [5, Afsnit 5.1 og 5.2], og Afsnit 2.3 bygger
pa [5, Kapitel 12].

2.1 Egenskaber ved Reed-Solomon koder

Definition 1 (Reed-Solomon koder) Lad x1,...,x, vere forskellige elemen-
ter i et endeligt legeme F,. Lad desuden Py, vere mengden af polynomier tilhg-
rende Fy[x] med grad mindre end k, hvor k < n.

En (n, k) Reed-Solomon kode bestir da af kodeordene

(f(x1),..., f(xn)), hvor f € Py.



2. Reed-Solomon koder

En Reed-Solomon kode vil fremover blive refereret til som en RS-kode.

For at sikre at RS-koderne er veldefinerede, skal det vises, at ethvert kodeord
er genereret af preecis ét polynomium tilhgrende Py, og at der til ethvert poly-
nomium i Py svarer netop ét kodeord.

Det er klart udfra definitionen, at ethvert kodeord er genereret af mindst et
polynomium i Py.

Hvis to polynomier, g, f € Py, genererer det samme kodeord, sa vil samtlige
Z1,...,&n € Fy veere rgdder i g(x) — f(x). Men da g(z) — f(z) er et polyno-
mium af grad strengt mindre end £ < n, kan dette hgjst have k — 1 rgdder.
Hermed er der opnéet en modstrid, og ethvert kodeord er derfor genereret af
netop ét polynomium i Py.

Ligeledes kan der kun svare ét kodeord til hvert polynomium i Py, da der ved
indsaettelse af samme element i et polynomium ikke kan opsta to forskellige re-
sultater.

Dermed gzelder der alt i alt, at RS-koden er veldefineret.

Da RS-koden er veldefineret, sa sendes en basis for P, over i en basis for RS-
koden, og da polynomierne i Py, udggr et k-dimensionalt vektorrum over I, sa
er dimensionen af RS-koden lig k.

Idet x1,...,z, er forskellige elementer i IFy, er leengden af RS-koden, n, min-
dre end eller lig q. Koden er desuden linezr, da det for to kodeord, ¢, =
(f1($1)7 R fl(xn)) 0g € = (f?(xl)v ] fZ(Z'n)); J1, f2 € Py, geelder, at ac; +
bey = (g(x1),...,9(zn)), hvor a,b € F, og g(x) = afi(z) + bfa(x) tilhgrer Py.
Dermed gelder det, at minimumsafstanden er lig minimumsveegten for en RS-
kode.

For at bestemme minimumsafstanden for RS-koden, introduceres fgrst en gvre
graense, som gor sig gaeldende for enhver lineser kode.

Satning 2 (Singleton graensen) Lad C vere en lineer kode of lengde n,
dimension k og minimumsafstand d. S er

d<n-—k+1.

BEvis: En linezr kode over F, af dimension k bestar af ¢* kodeord.
Ved at eliminere d — 1 fastholdte positioner i hvert af de ¢* kodeord, vil disse
stadig veere forskellige, idet hvert par af kodeord er forskellige pd mindst d
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2.1. Egenskaber ved Reed-Solomon koder

positioner.
Antallet af vektorer hvor kun disse n — d + 1 positioner kan variere er ¢"~%*1,
og dermed er kK < n — d + 1, hvoraf resultatet folger. O

Herefter kan den eksakte minimumsafstand for RS-koderne bestemmes.
Seetning 3 Minimumsafstanden for en (n,k) RS-kode er n —k + 1.

BEVIs: Idet polynomierne i P hgjst kan have k—1 nulpunkter blandt z1, ..., z,,
sd har kodeordene en Hamming veegt, wy, pd mindst n — k + 1. Det vil sige, at
d>n—k+1.

Ved at sammenholde dette med Seetning 2 fas det, at d = n—k+ 1 for en (n, k)
RS-kode. O

Minimumsafstanden kan benyttes til at afggre, hvor mange fejl det er muligt for
koden at rette.

Lad 7 = ¢+ €, hvor ¢ er et kodeord, veere et modtaget ord. S& er antallet af fejl
lig Hammingveegten af fejlvektoren e.

Hvis Hammingveegten af alle fejlvektorer, €, er mindre end eller lig ¢, for ¢ € Ny,
s& vil koden, hvis denne er t-fejlkorrigerende, give preecis ét kodeord ved dekod-
ning. At veere t-fejlkorrigerende defineres séledes:

Definition 4 (t-fejlkorrigerende) En kode er t-fejlkorrigerende, hvis det for
to vilkarlige kodeord, ¢; # ¢;, og for alle fejlvektorer, €1 og €2, med Hamming
veegt mindre end eller lig t, gelder, at ¢; + €1 # ¢; + €2.

Proposition 5 FEn lineer kode aof lengde n, dimension k og minimumsafstand
d er t-fejlkorrigerende hvis og kun hvis t < %.

BEvVIs: Antag forst, at t < %, og at vi har givet to kodeord, ¢; og ¢;, samt to
fejlvektorer, €; og €2, begge med Hamming veegt mindre end eller lig ¢, sadan
at c; +e€er :Ej + €s.

Idet koden er lineser, er ¢; —¢; =&, — €2 et kodeord, og wx (¢; —¢;) = wu (€1 —

5



2. Reed-Solomon koder

€2) < 2t < d. Da dette er i modstrid med, at kodens minimumsafstand er lig d,
er koden t-fejlkorrigerende.

Anden del af beviset fgres ved kontraposition. Antag, at t > g, og lad ¢ have

veegt d. Konstruer en ny vektor, 7, ved at erstatte ¢ positioner i ¢ forskellige fra
nul med nuller.

Dermed er wy (7)) <d—t <t ogwy(y—=c) <t. Men da 0 er et kodeord gaelder
det, idet 0+ =¢+ (¥ — ¢), at koden ikke er ¢-fejlkorrigerende. O

Idet Reed-Solomon koder er lineaere er disse t-fejlkorrigerende, hvis ¢t < %l. I

naeste afsnit beskrives en dekodningsalgoritme for Reed-Solomon koder, som
kan rette op til g fejl i et modtaget ord.

2.2 Dekodning af Reed-Solomon koder

Lad 7 veere et modtaget ord, som er summen af et kodeord ¢, tilhgrende (n, k)
RS-koden, og en fejlvektor € med Hammingvaegt mindre end eller lig ¢ =

|25E] < 4. For at finde det afsendte kodeord ¢ er ideen at bestemme inter-

polationspolynomiet

Q(z,y) = Qo(z) +yQ1(x) € Fylz,y[\{0},

sadan at

1. Q(zy,r;)) =0, i=1,...,n.
2. deg(Qo(z)) <n—1-—t.
3. deg(Q1(z)) <n—1—t—(k—1).

Det skal nu vises, at der vil eksistere sddan et poynomium.

Saetning 6 Huis der er sket ferre end % fejl i det modtagne ord T, sd eksisterer
der et polynomium Q(x,y), forskelligt fra nulpolynomiet, som opfylder de tre
betingelser ovenfor.



2.2. Dekodning af Reed-Solomon koder

BEVIs: Den forste betingelse giver n homogene linezere ligninger, og antallet af
ubekendte er deg(Qo) +1+deg(Q1)+1=n—t+n—t—(k—1). Idet t = | 25E],
giver dette, at n —t+n—t—(k—1)=2n—2t— (k—1) > n+ 1, hvormed der

vil eksistere en ikke-triviel lgsning. O

Fglgende saetning giver en metode til bestemmelse af det afsendte kodeord €.

Seetning 7 Lad det afsendte kodeord veere genereret af polynomiet g(x), og lad

antallet of fejl, t, veere mindre end g. Sd er g(x) = 78?83

BEevis: Lad ¢ = (g(z1),...,9(zn)), 0g T = ¢+ €, hvor wy(e) < t. Interpola-
tionspolynomiet Q(z,y) opfylder, at Q(x;, g(x;) + e;) = 0, og idet e; = 0 for
mindst n — ¢ i’er, s& har Q(x, g(z)) mindst n — ¢ nulpunkter, som preecis er de
x;’er, hvor g(x;) = r;. Desuden ses det, at polynomiet Q(x, g(x)) har grad hgjst
n—1—t, og det kan derfor konkluderes, at Q(z, g(x)) er nulpolynomiet. Det vil

sige, at Qo(x) + g(2)Q1(x) = 0, hvormed g(z) = —E2. =

Hvis Q(x;,r;) opskrives pa folgende made:

Qo(xi)
Q1 (i)

ses det, at pa de positioner, der er sket fejl, da ma det veere 1, som giver nul.
Polynomiet @Q1(x) kaldes derfor for fejllokaliseringspolynomiet.

Qwi,ri) = Qulws)(ri + ) = Q1(xi)(ri — g(xi)),

Det er nu muligt at opstille en dekodningsalgoritme for RS-koder. Til dette
formal defineres

lo=n—-1—toglh=n—-1—t—(k—1).

Algoritme 8
Input: Et modtaget ord T = (r1,...,7y).
Hvis g(z) € Fqlz], sd er
OUtPUt : (g(xl)v e 79(1'"))7

7



2. Reed-Solomon koder

ellers
Output : failure.

1. Lgs det linecere ligningssystem:

Qo,0
Qo,1 0
) . ; Qo,2 0
r oz ... x¥ T mT1 ... TiTq . .
To x% - xé” Ty  Tolg ... 7’2:El21 : :
. QOJO = 0
P l ) l Q1,0 0
1 =z, z; ... x° 1y TRT, ... TRT) Q11 .

: | 0 ]
L QLh _
2. Scet

lo
Qo(z) = Y Qo
=0

U
Qi(z) = D Qi
=0

_ Q@)

2.3 Listedekodning af Reed-Solomon koder

I forrige afsnit blev en dekodningsalgoritme for Reed-Solomon koder introdu-
ceret. Denne algoritme gjorde det muligt at rette op til og med t < % fejl i et
modtaget ord, og derved dekode til ét bestemt kodeord.

I dette afsnit bestemmes en dekodningsalgoritme, som kan rette mere end g fejl
i et modtaget ord, hvilket muligvis vil resultere i, at der eksisterer mere end et
kodeord, som det er muligt at dekode til. Deraf ordet listedekodning.

8



2.3. Listedekodning af Reed-Solomon koder

2.3.1 Sudan listedekodning

Lad 7 = € + € veere et modtaget ord, og lad wy(€) < 7. Ideen er, som i forrige
afsnit, at bestemme et polynomium i to variable. Vi gnsker at bestemme

Q(z,y) = Qo(x) + yQ1(z) + *Qa2(x) + - - + ¥ Qu(x),

sadan, at

1. Qay,r) =0,i=1,...,n.
2. deg(Qj(z)) <n—-17—-1—j(k—-1),j=0,1,...,1L
3. Q(z,y) # 0.

For at sikre at et sddant polynomium eksisterer, skal antallet af ubekendte
overstige antallet af de n homogene linezere ligninger fra betingelse 1 ovenfor.
De ubekendte er koefficienterne i Q(z,y), og antallet af disse er

m—1)+n—7—(-1)+--+(n—-—17—-1Uk—-1)). (2.1)
Udfra Gauss’ teellemetode giver dette

(z+1)(n—7)—w.

Dermed bliver betingelsen, at

10+ 1)(k—1)

(+1)(n—71)-— 5

>n,

hvilket er sekvivalent med
l

l

Det skal desuden sikres, at deg(Q;(z)) er storre end eller lig nul, da (2.1) i
modsat fald ikke ville teelle antallet af koefficienter i Q(x,y). Da deg(Q:(x)) er
mindre end eller lig deg(Q;(z)) for j =1,...,0 — 1 er det nok, at

n—7)=lk—1)>0

9



2. Reed-Solomon koder

eller sekvivalent, at
T<n-—Ik-1). (2.3)

Det vil sige, at hvis (2.2) og (2.3) er opfyldt, s& eksisterer der et polynomium
Q(z,y) som opfylder betingelserne 1-3 ovenfor.

Lemma 9 Huis Q(x,y) opfylder betingelserne 1-3, og ¢ = (f(x1),..., f(zn)),
hvor deg(f(x)) < k, sd geelder det, at (y — f(x))|Q(x,y).

BEVIS: Betragt polynomiet Q(z, f(z)).

Idet deg(f(z)) < k, s& er deg(Q;(x)(f(z))?) <n—7—1, for alle j=1, ..., L. Det
vil sige, at Q(z, f(x)) hgjst har grad n — 7 — 1.

Da r; er forskellig fra f(x;) pa hgjst 7 positioner, s& er Q(z;, f(z;)) = 0 for
mindst n — 7 x;’er, ifglge betingelse 1.

Dermed overstiger antallet af nulpunkter til Q(z, f(x)) graden af Q(z, f(z)),
hvilket medfgrer, at Q(z, f(x)) er nulpolynomiet.

Ved nu at betragte polynomiet Q(z,y) som et polynomium i y over Fy[z], ses

det, da Q(z, f(x)) =0, at f(x) er rod i Q(z,y). Det vil sige, at (y— f(x))|Q(z, y).

O

Da f(x) genererer et kodeord, er det muligt at bestemme samtlige kodeord
indenfor en afstand 7 ved at finde alle faktorer til Q(z,y) pa formen (y — f(z)),
hvor deg(f(x)) < k.

Hvis 7 > %, er det muligt at fa en hel liste af kodeord. Dog kan der hgjst veere
l, da dette er graden af y.

Det er nu muligt at opstille en algoritme til bestemmelse af en liste bestdende
af kodeord, som ligger indenfor en afstand 7 fra et modtaget ord 7.

Algoritme 10
Input: Et modtaget ord T = (r1,...,ry), 0g et naturligt tal 7.
Output: En liste af faktorer f(x), som opfylder, at

d(f(z1), .. f(®n), (r1, ... rn)) < T

10



2.3. Listedekodning af Reed-Solomon koder

1. Lgs det linecere ligningssystem, hvor lj =n—1—1—j(k —1):

... 0 0 I Wio 0
! 0 J 0 1 lj Qj71 0
Ty ... To ... X Q2 | _ |0
par . . 0. . '
o o0 ... 7 1 z, ... xﬁ{ Qi1 0
207
2. Scet

09

—

Qlay) =) Q;x)y’.
3. Find samtlige faktorer (y — f(x)) i Q(z,y), hvor deg(f(x)) < k.

Det gnskes nu bestemt for hvilke hastigheder af koden denne dekodningsalgo-
ritme er forbedret i forhold til den oprindelige dekodningsalgoritme for Reed-
Solomon koder, beskrevet i Algoritme 8.

Det vil sige, for hvilke hastigheder er det muligt for koden at rette mere end %
fejl.

Vi deler denne analyse op i tre tilfeelde:
I = 1: Idet bade (2.2) og (2.3) skal veere opfyldt, er 7 < "‘T]“H i dette tilfzelde,
og der er altsa ingen forbedring i forhold til Algoritme 8.

I = 2: Her far (2.2) og (2.3) henholdsvis udseendet 7 < n2 — (k — 1) og 7 <

n—2(k—1).

Ved nu at betragte 7 =nZ — (k — 1) og 7 = n — 2(k — 1) som linezere i (k — 1)
d n k-1

kan vi sammenligne med 7= § = 5 — 5=
Forst bestemmes skeeringspunktet mellem de tre rette linier til at veere k—1 = %.
Det ses desuden at de tre rette linier skeerer 7-aksen i henholdsvis n%, n og 3.

Det vil sige, at bade (2.2) og (2.3) ligger over 7 = g for k—1 < %, se Figur 2.1.
Altsa er der sket en forbedring for hastigheder % < % + %

11



2. Reed-Solomon koder

n 4\ T=d/2
\\\ - (23)
N (2.2)
2n/3 “‘7_‘ \\

T N | T (k—1)
n/3 n/2 2n/3 n

Figur 2.1: Sammenligning aof ligning (2.2) og (2.3) med 7 = g forl=2.

Idet (2.2) ligger under (2.3) for disse hastigheder, er det muligt at finde samtlige
kodeord, som ligger i afstand 7 veek fra det modtagne ord, for 7 < n% —(k-1).

I > 2: Her benyttes samme strategi som for [ = 2, hvor de tre udtryk betragtes
som linesere i (k —1).

Skeeringspunkterne med 7-aksen er for henholdsvis (2.2), (2.3) og 7 = ¢ lig
nl%, n og 3, hvilket vil sige, at indtil nogle af linierne skaerer hinanden, sa
ligger (2.3) overst og 7 = % nederst, idet [ > 2.

Skaeringspunktet mellem 7 = nt — L(k—1)og 7 =n—1(k—1) er

+1 2
2 1
k—1=n(2 ——
" <l I+ 1) !
skeeringspunktet mellem 7 = nl_%l — %(k —1)ogT= g er

1
kE—1= -
"(Hl)’

12



2.3. Listedekodning af Reed-Solomon koder

og skeeringspunktet mellem 7 =n — {(k — 1) og 7 = g er

T+1 T+1
hinanden tidligere end 7 = ¢ skeerer (2.2). Da der derudover gelder, at (2.2)
ligger over (2.3) efter skeering med denne, sa vil 7 = % forst skeere (2.3) og derpé
(2.2), se Figur 2.2.

Det vil sige, at n (% ‘ H—Ll) <n (T1—1) <n (L) Idet bade betingelse (2.2) og

Dal>2ern (% . L) <mn (L), hvilket vil sige, at (2.2) og (2.3) skeerer

+1
.
n + T=4d/2
\
" (23
N (2.2)
)T

Figur 2.2: Sammenligning af ligning (2.2) og (2.3) med 7 = g forl>2.

(2.3) skal veere opfyldt, er der sket en forbedring med hensyn til stgrrelsen af 7
i forhold til Algoritme 8 for hastigheder givet ved % < 21+1 + %

For hastigheder % < % . lJ%l + % kan samtlige kodeord, indenfor en afstand T,
1 J—

T < nl% — 5(k — 1), fra det modtagne ord bestemmes. Mens for hastigheder
2

7~H%1+%<%<2l+1+1skaldetgaelde,atTgnfl(k:fl).

n

13



2. Reed-Solomon koder

Som det heraf ses, er der kun sket forbedringer, med hensyn til hvor mange fejl
det er muligt at rette, for meget sma hastigheder for koden, hvilket vi gnsker at
forbedre yderligere i naeste afsnit.

2.3.2 Guruswami og Sudan listedekodning

Der vil i det fglgende blive beskrevet en udvidelse af foregaende afsnits listede-
kodning af RS-koder.

Fgrst defineres multiplicitet af rgdder.

Definition 11 (Multiplicitet af rgdder) Lad Q(z,y) = >} ; qrjr*y’ veere
et polynomium i Fylz,y]. Lad desuden (a,b) € F2 og

Q*(x,y) =Qx+a,y+b) =Y _ g k.
o

Huis q;;, ; = 0 for k+ j <'s, hvor s er den storste af sadanne veerdier, si kaldes
(a,b) en rod til Q(x,y) af multiplicitet s.

Lad 7 = ¢ 4 € veere et modtaget ord, hvor wy(€) < 7, der sgges da igen et
interpolationspolynomium i to variable:

Q(z,y) = Qo(x) + yQ1(z) + y°Qa(x) + - - + ¥’ Qu(x),

saddan at

1. (x4,7;), 1 =1,...,n, er rodder af multiplicitet s.
2. deg(Qj(x)) <s(n—71)—1—34(k—-1),57=0,1,...,L
3. Q(z,y) # 0.

Igen skal antallet af koefficienter veere stgrre end antallet af homogene linesre
ligninger, for at Q(x,y) eksisterer.
Antallet af koeflicienter er

s(n—7)+sn—1)—(k—1)+---+s(n—7)—1l(k—1)
(+1)(k-1)

= s(l+1)(n—71)— —

14



2.3. Listedekodning af Reed-Solomon koder

For hvert (z;,r;) er der, ifplge definitionen af multiplicitet, (‘SH)ZQ& = (542-1)

homogene linezere ligninger, og da der er n rodder af multiplicitet s, sa er antallet
af homogene linezere ligniger n(sgl). Altsa skal det vaere opfyldt, at

5("_7)"'5("_7)_(k—1)+---+s(n—r)_z(k_1)>n(5“2‘1),

hvilket svarer til, at
20—s+1 l
— — —(k—1). 24
<"Sarn kY 24)

Af samme argument som tidligere skal det sikres, at deg(Q;(z)) er storre end
eller lig nul, eller at
s(n—71)—=1l(k—1)>0,
hvilket er sekvivalent med
I(k—1)

<n-——=. 2.5
T<n . (2.5)

Det vil sige, at hvis (2.4) og (2.5) samtidig er opfyldt, sa eksisterer der et poly-
nomium Q(z,y) som opfylder ovenstaende tre betingelser.

Der geaelder nu fglgende:

Lemma 12 Hwvis Q(z,y) opfylder betingelse 1-8 ovenfor og ¢ = (f(x1),...,
f(xzn)), hvor deg(f(x)) < k, sd vil (y — f(x))|Q(z,y).

BEVIS: Vi ved fra betingelse 1, at (z;,r;), ¢ = 1,...,n, er en rod til Q(x,y)
med multiplicitet s. Dermed har vi, at

Qz,y) = Q" (x —wij,y —1i) = Z aij(x —m)F(y — i)

k+j>s

Det vil sige, at

Qa, f(2)) = Y ab,(x —a)"(f(2) —r).

k+j>s

Betragt nu de tilfeelde, hvor f(z;) = r;, da er

k+j>s

15



2. Reed-Solomon koder

og da z; er en rod heri, fas

Qz, f(2)) = Y ab,(x =) ((x —ai)pi)),

k+j>s

hvor p;(x) € Fy[z]. Idet k + j > s kan ovenstaende omskrives til

Y dijle—2) (- w)pi(@)) = (@ - 2:)* Pla),

k+j>s
hvor P(z) € Fyx].

Det er nu muligt at bestemme antallet af rgdder i Q(z, f(z)).

Da f(z;) = r; for mindst n — 7 ¢’er, s har Q(z, f(z)) n — 7 s-dobbelte rgdder.
Det vil sige, at Q(x, f(z)) har mindst s(n — 7) rodder.

Graden af f er hgjst k — 1, og dermed fremgar det af betingelse 2, at graden af
Q(z, f(x)) hojst er s(n —7) — 1.

Altsa er deg(Q(z, f(x))) < s(n —7), hvilket kun er muligt, hvis Q(z, f(z)) = 0.
Dermed er f(z) 1od i Q(,y) og (4 — £(2))|Q(, ) 0

Alle kodeord i afstand 7 fra det modtagne ord kan altsa findes ved at bestemme
faktorerne (y — f(x)) til Q(z,y), hvor deg(f(z)) < k.

Fgr en dekodningsalgoritme kan formuleres opskrives interpolationspolynomiet
saledes:

Q(xvy) = ZQk,jzkyja
k,j

hvor gr; # 0, hvis j <logk <s(n—7)—1—j(k —1).
Dermed kan der foretages fglgende omskrivning af Q*(z,y)

Q" (z,y) = Q@+ z;,y +14) > ar iz + )y + i)

k,j

= 2> (i) ahay (i) yrl

k,j h,r

= > quG) (i)xfhrif’” "y’

hyr \ k>h
i>r

16



2.3. Listedekodning af Reed-Solomon koder

Algoritme 13 (Guruswami-Sudan)
Input: Et modtaget ord T = (r1,...,r,), og naturlige tal T og s.
Output: En liste af faktorer f(x), som opfylder, at

d(f(z1),..., f(@n), (r1,...,rm)) <.

1. Lgs for qi ; systemet af lineere ligninger, hvor h+r < s, 1 =1,2,...,n
09 qr,j 70, hvis j <logk <s(n—71)—1—jk—1)=1;:

k ] —h i
Z k. (h) (i) xf hrf =0.

k>h
j=r

2. Scet

L
Qi(x) = Y qrjat
k=0

og
1
Q,y) =Y Q;(x)y.

=0

3. Find samtlige faktorer (y — f(z)) i Q(x,y), hvor deg(f(x)) < k.

Det gnskes ogséa for denne algoritme bestemt, for hvilke hastigheder af koden
denne er forbedret i forhold til dekodningsalgoritmen for Reed-Solomon koder,
beskrevet i Algoritme 8.

Sa igen skal det afggres for hvilke hastigheder det er muligt for koden at rette
mere end g fejl.

— Wk=1) _d_
1), 7=n—--"~"ogT=5=

2l—s+1 ! (k

1 k=1
2041) ~ 2s

2

Vi betragter nu 7 = n

NI

som linezere i (k — 1).

Ved udelukkende at se pa det tilfeelde hvor s < [, vil disse tre liniers skeering
med T-aksen fordele sig saledes:

n 20— s+1

> “" 20+ °

17



2. Reed-Solomon koder

Som under Sudan listedekodning bestemmes skeeringspunkterne mellem de tre
linier.

Skeeringspunktet mellem 7 = % og (2.4) er k — 1 = ny*;, og skeeringspunktet
mellem 7 = % og (2.5) er k — 1 = ng*=, se Figur 2.3.

-
noT T=d/2
\
I --- (25
\
nl-s+1)
BETC== ) SN (2:4)
’ .‘\\
)
N

I (k1)

|

T
ns(s+1) ns ns
(+1) 2i—s I+1

n

Figur 2.3: Sammenligning af ligning (2.4) og (2.5) med 7 = g for s <.

Hviss=1[—1er ”14%1 = ng=, hvilket vil sige, at alle tre linier skeerer hinanden
ik —1=mng7. Dette medfgrer, at der for hastigheder, % <7t % er sket en

forbedring saledes, at det er muligt for koden at rette mere end % fejl. For disse
hastigheder kan samtlige kodeord indenfor en afstand 7 < n22l(_l flr)l - 2%(1@ -1)
fra det modtagne ord bestemmes.

Gelder det derimod, at s <[ — 1, sa er nl% > ng—. Det vil sige, at 7 = %l
forst skeerer (2.5) og derpa (2.4), se Figur 2.3. Dermed er der sket en forbedring
S

med hensyn til 7, i forhold til Algoritme 8, for hastigheder, % < gt L

n

Skeeringspunktet mellem (2.4) og (2.5) er k — 1 = njglsil)).

Altsa er det muligt for hastigheder, % < Slgls:ll)) + %, at bestemme samtlige

18



2.3. Listedekodning af Reed-Solomon koder

kodeord, indenfor en afstand 7, 7 < n%&jf{)l — QL(k —1), fra det modtagne ord.
S
Mens det for hastigheder slg‘lsill)) +2 <k ot Lskal geelde, at 7 < n— @

Det ses desuden, at der er sket en forbedring med hensyn til stgrrelsen af ha-
stighederne i forhold til Sudan listedekodning af RS-koder beskrevet i forrige
afsnit, idet det nu er muligt at regulere pa parameteren s.

Det vil sige, at det ved hjelp af Algoritme 13 er muligt at rette mere end %l fejl
i et modtaget ord for forholdsvis store hastigheder af Reed-Solomon koden.

19
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Kapitel 3

Bestemmelse af
forstegradsfaktorer i Q(z,y)

For at kunne benytte de to listedekodningsalgoritmer for Reed-Solomon koder,
beskrevet i forrige kapitel, er det en forudsaetning, at der kan bestemmes faktorer
til interpolationspolynomiet pa formen (y — f(x)), hvor deg(f(z)) < k. At dette
er muligt, vil der derfor blive gjort rede for igennem dette kapitel.

Afsnit 3.1 er baseret pa [7, Kapitel 3], mens hele Afsnit 3.2 er baseret pa udvalgte
dele af [3].

3.1 Reducering af problem

Problemet reduceres fgrst til udelukkende at omhandle polynomier i én variabel.
Til dette formal defineres det endelige legeme bestaende af ¢* elementer E =
For = Fqlz]/(e(x)), hvor e(x) er et irreducibelt polynomium i Fy[z] af grad k.
Herefter betragtes afbildningen ¢: Fg[z,y] — Ely|, givet ved:

© <ZP¢($)yi> = Z[Pi(w)]E -y (3.1)

21



3. Bestemmelse af fgrstegradsfaktorer i Q(z,y)

hvor [p;(z)]g repreesenterer ackvivalensklasserne i E.
Denne afbildning skal vises, at veere en ringhomomorfi.

Lemma 14 ¢ er en ringhomomorfi.
BEVIS: Det vises forst, at
N M
<sz z)y' + Zqz ) = <Zpi(x)yl> +¢ <Z qi(fv)y1> :
Antages det, at M > N sa er

sz )y’ +qu =2 (pi(@) + qil=))y’,

hvor p;(z) =0for N+1<i< M.
Altsa geelder det, at

¢ <Z pi(z)y’ + Z a (x)y">

I
AS)
N
=
5
&
_|_
IS
&
g
~—

() (o)

Det vil sige ¢ er lukket under addition. For at ¢ er en ringhomomorfi skal det
desuden geelde, at

>_pi(@y' Y a;@)y’ w(ZPZ ) Z%

Dette er opfyldt, idet:
> pi@)y' Y gy’ | = o[ DD pi@)g(@)yly

22



3.1. Reducering af problem

Da ¢ er en homomorfi med hensyn til addition, kan dette skrives som

Z[pix E-Y qux

)

Hermed er ¢ en ringhomomorfi. g

Dette lemma benyttes til at vise folgende seetning.

Seetning 15 Huis f(z,y) gar op i Q(z,y), sa gir o(f(z,y)) op i p(Q(z,y)).

BEvVIs: Resultatet fglger af Lemma 14, idet

[z, 9)|Qx,y) = Qz,y) = f(x,y)g(z,y)
= o(Q(z,y)) = o(f(x,y)9(z,y)) = o(f(2,y))p(g9(z,y))
= o(f(z,9)e(Q(z,9)),

for et g(x,y) € Fqlz, y]. O

Korollar 16 Hvis (y — f(x))|Q(z,y) sd er y — [f(z)]g en irreducibel faktor i
p(Q(z,9))

BEevis: Hvis (y — f(2))|Q(x,y), s er y — [f(2)]g, ifslge Seetning 15, en faktor
i p(Q(z,y)). Idet y — [f (ZE)]E er af grad 1 er polynomiet irreducibelt. O
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3. Bestemmelse af fgrstegradsfaktorer i Q(z,y)

Altsé er det vist, at hvis Q(z,y) har en faktor pa formen (y — f(x)), s& er
(y — [f(x)]g) en irreducibel faktor af ¢(Q(z,y)), hvor deg([f(x)]g) < k.

Det vil sige, at hvis der er fundet en faktor (y — [f(z)|g) til p(Q(z,y)), s kan
man ved indsattelse af roden, [f(2)]g, i Q(x,y) afggre, hvorvidt denne ogsa
er rod hertil eller ej. Er dette tilfeldet, har vi fundet en faktor til Q(x,y) pa
formen (y — f(z)), hvor deg(f(z)) < k.

Hermed er problemet reduceret til at bestemme fgrstegradsfaktorer i én variabel

til p(Q(z,y))-

3.2 Bestemmelse af rgdder til p(Q(z,y)) i E

At bestemme rgdderne til polynomiet o(Q(x,y)) € E[y], i E, svarer netop til
at bestemme alle forstegradsfaktorer i p(Q(z,y)) tilhorende E[y|. Idet gt —
y = [loeg(y — @), er foregaende akvivalent med at faktorisere gcd(qu -
y,0(Q(x,y))) i irreducible faktorer.

Til dette formal introduceres efterfglgende algoritmer.

Algoritme 17 (Gentagen kvadrering)
Input: a € R, hvor R er en kommutativ ring, og n € N.
Output: a™ € R.

1. (Bineer representation af n)
Skrivn = 2% +ng_q - 2K 4. 4+ ny - 24 ng, hwor alle n; € {0,1}
b, :=a

2. fori=k—-1,k—2,...,0do
if n; = 1 then b; := b7 a else b; := b7,

3. return by
Algoritme 17 virker, idet b; = aLﬁJ, hvilket vises ved induktion i 4.
Basistrin: ¢ = k. Ifglge algoritmen er by = a, og udfra den bingere repraesentation

af n ses det, at | x| er lig 1. Dermed er by = a = alarl,
Induktionshypotese: Det antages, at by = alz/.
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3.2. Bestemmelse af rgdder til o(Q(z,y)) i E

Induktionstrin: ¢ = 0. Ifslge algoritmen gaelder det, at:

b — bi-a for mp=1
0= b2 for ng=0.

Hermed folger det af induktionshypotesen, at:

b — (aL%J)sz for ng=1
0 (a2 for ng=0.

il medfgre, at n er lige, sa

Idet ng = 1 vil medfere, at n er ulige, og ng = 0
135). Hvormed det er vist, at

er (al2)?.a=am = al30) og (alE))2 =a" = a

v
n
20

Der deles nu op i de to tilfeelde, hvor karakteristikken af I, er ulige, og hvor
karakteristikken af IFy er lig to.

3.2.1 Equal degree spaltning -ulige karakteristik

For det er muligt at opstille en algoritme, der bestemmer faktorer til et poly-
nomium bestaende af irreducible faktorer af samme grad, introduceres folgende
resultater.

Lad i det efterfolgende R veere et Euklidisk omrade. Lad desuden myq,...,m, €

R veere parvis primiske, og m = myq - - - m,., hvormed m = lem(my, ..., m;).
Vi har da for 1 < ¢ < r ring homomorfierne:

f — f modm,.

Ved at kombinere disse ringhomomorfier for alle ¢, fas ringhomomorfien givet
ved:

X=X1 X XXxp: R— R/{m1)Xx...xR/(m.),
f— (f modmi,...,f modm,).

Lemma 18 y er en surjektiv afbildning, og kernen af x er lig (m).
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3. Bestemmelse af fgrstegradsfaktorer i Q(z,y)

Bevis: Lad f € R. Dermed geelder det, at

fekerx & x(f)=(f modms,...,f modm,)=(0,...,0)
< my|f for 1 <i<r<elem(my,...,mp)|f < mlf.

Heraf fas, at ker x = (m).

For at bevise surjektivitet, skal det fgrst vises, at der for 1 < ¢ < r, eksisterer [; €
R, sddan at x(l;) = €;, hvorg; = (0,...,0,1,0,...,0) € R/{(m1) X --- x R/(m,)
repraesenterer den i’te enhedsvektor.

For at indse, at dette er tilstrackkeligt, opskrives forst et vilkarligt element i
R/(my) X -+- X R/{m,):

v= (0 modmy,...,0 modm,) € R/(my) x--- X R/{m,),
hvor v € R.

Hermed gaelder det, idet x er en ring homomorfi, at

x| Do o] = > x@)x)

1<ilr 1<ilr
= g (0 mod mq,...,o modm,)- €

1<i<r
= E (0,...,0,2 mod m;,0,...,0)=v.

1<ilr

Idet v € R/{mq)x---xR/{(m,) var vilkarligt valgt, er ethvert element i R/(m;)x
-+ X R/(m,) ramt af et element i R, hvorved x er surjektiv.

Det skal nu vises, at der eksisterer sddanne [; € R. Antag, at ¢ = 1. Ved at
benytte “den udvidede Euklids algoritme” pa mso - - - m,. = mﬂl ogmi, fas s,t € R,
saledes at smﬂl +tm; =1= gcd(mﬂl,ml).

Lad nu l; = smﬂl. Dermed er

[1=0 modm; for 2<i<r

og
m m
l{1=s—=s—+tm; =1 mod m;.
mi my
Altsé er x(l1) = & som gnsket. Hvormed lemmaet er bevist. O
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3.2. Bestemmelse af rgdder til o(Q(z,y)) i E

Herudfra fglger nu den kinesiske restssetning.

Korollar 19 (Kinesisk restssetning) Der gelder folgende ring isomorfi:
R/(m) = R/{(my) x --- X R/{(m,).

BEVIs: Ifglge Lemma 18 er x en surjektiv afbildning fra R til R/(mq) X -+ X
R/{m,), med kernen (m). Dermed folger det af homomorfissetningen for ringe,
[6, Theorem 1.40, side 14|, at R/(m) = R/{(m1) X - -+ x R/{m,). O

Det vi gnsker, er at bestemme de irreducible faktorer, fi,..., fr € Fglz], til et
monisk polynomium f = fi--- f, € Fyfz], hvor deg f = n og degf1 = -+ =
deg f, = d, hvormed r = 7.

I vores tilfeelde er vi kun interesseret i forstegradsfaktorerne, og vi har derfor
d=1ogr=n.

Det antages, at r > 2, da f ellers selv ville veere en irreducibel faktor af grad 1.

Idet ged(fs, fj) = 1 for ¢ # j, fas ringhomomorfien fra den kinesiske restseetning,
Korollar 19,

X: R=F[a]/(f) — Fylal/{f1) x - x Fyla]/{fa) = Rix -+ x Ry

Da f;’erne er irreducible for alle 1 < i < n, sa er R;’erne endelige legemer med
q elementer.

For ethvert a € F,[z] geelder det, at @ mod f € R og x(a mod f) = (a
mod fi,...,a mod f,) = (x1(a),...,xn(a)), hvor x;(a) = a mod f; € R;.
For a € Fyz] og 1 < i < n geelder det, at f; gar op i a hvis og kun hvis
xi(a) = 0. Det vil altsa sige, at hvis x;(a) = 0 for alle 1 < i < n, sd er
ged(a, f) = lem(f1,..., fn) = f, og hvis x;(a) # 0 for alle 1 < i < n, si er
ged(a, f) = 1.

I tilfeelde af, at vi har valgt et polynomium, a € Fylz], deg(a) < n hvor
ged(a, f) = 1, gnsker vi at finde en procedure, som omdanner a til et poly-
nomium « € F,[z], hvor ged(a, f) med stor sandsynlighed er en ikke-triviel
faktor i f.

For at beskrive en sddan procedure, betragtes fgrst den stokastiske variable Y,
som angiver et vilkarligt polynomium a € Fy[z]/(f) med lige stor sandsynlig-
hed. Det vil sige, at Y er ligefordelt pa Fy[z]/(f), hvormed sandsynligheden for
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3. Bestemmelse af fgrstegradsfaktorer i Q(z,y)

at udtage et element i Fylz]/(f) er P(Y =a) = an'

Det gnskes herefter bevist, at de stokastiske variable x1(Y),...,xn(Y) er uaf-
heengige og ligefordelte pa F,,.
Vi betragter derfor de marginale sandsynligheder
POa(Y) = a1, POxa(Y) = ).
Idet x er en isomorfi og Y er ligefordelt pa Fy. sa er
N . 1
P(x(Y)=(a1,...,an)) = et (3.2)

Det geelder da for ethvert 1 <i <mn, at

P(xi(Y)=a;) = Z P(x(Y) = (a1,...,as))

apceR
ke{l...,i—1
i1, n}
_ 1 n—1 _
= —4q =
q

og da R; bestar af ¢ elementer, er x;(Y) ligefordelt pa F, for alle 1 < i < n.

Det skal nu vises, at x1(Y), ..., xn(Y) er uatheengige pa F,,.
Dette er tilfeeldet, hvis

P(X(Y) = (a1,...,an)) = PO (Y) = a1) - P(xn(Y) = an).
Da vi lige har vist, at x1(Y),..., xn(Y) alle er ligefordelte er
1 1 1

POaY) =a)--- POe(Y) = an) = oo =0

og ved at sammenholde dette med (3.2) ses det, at x1(Y), ..., xn(Y) er uathaen-
gige stokastiske variable i R; = F,,.

I feromtalte procedure benyttes desuden fglgende resultater:

Lemma 20 Lad q vere en primtalspotens, k en divisor i q—1 og S = {b* : b €
Fy =F,\{0}}. Da geelder det, at
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3.2. Bestemmelse af rgdder til o(Q(z,y)) i E

(i) S er en undergruppe af orden (¢ —1)/k.
(i) S={a€F;:a"F =1}.
BEVIS: S er billedet af gruppehomomorfien oy : F — F givet ved o4(b) = b*,

hvorved S, ifplge Seetning 92, er en multiplikativ undergruppe af Fy.
Kernen af o, er:

keroy = {a € F, : op(a) =1} ={a € F} : a® =1}

Da I, er et legeme, sa har polynomiet z* — 1 € F,[z] hgjst k rgdder i F,, hvor-
med #keroy < k.

Idet (bk)% = 971 =1 for alle b tilhgrende Fy, sdaer S Ckero(,_1)/x- Analogt
til forklaringen ovenfor geelder det derfor, at #S < #kero(,_1)/ < q;kl.

Idet o er en gruppehomomorfi, geelder det, ifslge Seetning 93, at sekvivalensklas-
serne i Fy, er lige store. Dermed har vi, at

-1
g— 1= #F; = #keroy, - #imoy = #keroy - #5 < k- qT —g—1.
Det mé hermed geelde, at #keroy, - #S = k - %1, og altsa er # kerop = k og

#S = ‘J;kl. Da vi tidligere viste, at S C ker o(,_1)/1 og # kero(g_1y/x < q%l, s
q—1
er S={aclF;:a% =1} O

Ved at seette k = 2 fas folgende korollar:

Korollar 21 Lad q vere en primtalspotens, p”, med ulige karakteristik p, og
S={acF;: 3beF; sia=>0}, sier

(1) S en undergruppe af orden (¢ —1)/2.
(i5) og S ={a€F::a's =1}.

(i4) a'T € {1, =1} for alle a € .

BEvis: Punkt (i) og (i7) folger umiddelbart af Lemma 20 ved at erstatte k med
2.
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3. Bestemmelse af fgrstegradsfaktorer i Q(z,y)

Punkt (iii) folger af, at a“7 errodia? —1 = (z —1)(z+1) for alle a € F:. O

. -1
Antag nu, at ¢ er ulige og lad e = 45=.

Hvis a € Fy[z], med dega < n, s& geelder det, idet x;’erne er homomorfier, at
xi(a®) = xi(a)® = ; € R;.

Eftersom x;(Y")’erne er ligefordelte pa Ry’erne, vil x;(Y) antage alle veerdier pa

R; med lige stor sandsynlighed. Dermed er x;(Y) = 0 med sandsynlighed i og

sandsynligheden for at x;(Y) € R} er q%l.

Hvis xi(a) = 0, er &; = 0, men idet vi udelukkende vil koncentrere os om de

tilfeelde, hvor ged(a, f) = 1, s betragter vi kun de situationer, hvor x;(a) # 0

for alle 1 < ¢ < n, hvorved ¢; € {1, —1} ifglge Korollar 21. Dette korollar giver
desuden, at ¢; vil antage disse veerdier lige ofte, hvilket er med sandsynlighed

Betragt nu

x(@®—=1)=(e1—-1,...,e, —1).
Det gaelder hermed, at ged(a® — 1, f) er en ikke-triviel faktor for f medmindre
€1 = -+ = &yn. Dette sker med sandsynlighed 2 - (%) ,da x1(Y), ..., xn(Y)
er uafhaengige i F,,.
Altsa har vi fundet en procedure, som omdanner a € Fy[x] til et polynomium
a = a® — 1 € Fylz], saledes at ged(a, f) er en ikke-triviel faktor for f med

sandsynlighed 1 — 2 - (%) > %

Fgr algoritmen kan opstilles mangler vi nu kun at vise fglgende lemma:

Lemma 22 Lad f,p,r,h € Fylz]. Hvis h=p remf, da er

ged(p —r, f) = ged(h =, f).

BEVISs: Det geelder, at h = p remf. Det vil sige, at p = ¢f + h, hvor g € F,[z]
og degh < deggq.
Dermed er p—r =qf + (h —7).
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3.2. Bestemmelse af rgdder til o(Q(z,y)) i E

Antag, at dy = ged(p — 7, f) og do = ged(h — 1, f).

Dermed gaelder det udfra ovenstaende, at d; gar opi h—r og do garopip—r.
Da [Fy[x] er et entydigt faktoriseringsomrade, geelder der, idet dq|(h—7) og d1]f,
at dy|(ged(h — r, f) = da). Tilsvarende vil da|d;, hvormed dy = ds. O

I Algoritme 23 er p = aq%l, r=1ogh="0.

Algoritme 23 (Equal-degree spaltning)

Input: Et kvadratfrit monisk polynomium f € Fq[z] af grad n > 0, med ¢ = p",
hvor q har ulige karakteristik p, sidan at alle irreducible faktorer i f har grad
1.

Output: En ikke-triviel monisk faktor g € Fylz] i f eller “failure”.

1. Veelg a € Fy[z], hvor dega < n, tilfeldigt
if a € F; then return “failure”

2. g1 = ged(a, f)
if g1 # 1 then return g; else

3. call Algoritme 17 i R = Fy[z]/(f) for at beregne b = a’s  remf

4. g2 :=ged(b—1, f)
if go # 1 og g2 # f then return g, else return “failure”

Sandsynligheden for at denne algoritme giver en ikke-triviel faktor for f er

P(E) + (1—2- (%)n) > %

hvor P(FE) er sandsynligheden for at algoritmen giver en ikke-triviel faktor for f
n

itrin 2, 0g 1-2- (%) er sandsynligheden for at algorimen giver en ikke-triviel

faktor for f i trin 4.

Sandsynligheden for, at vores output bliver failure er

PF)=1- (P(E)—i— (1—2. (%)n)) <3

Dermed bliver sandsynligheden for failure, efter at have gentaget algoritmen ¢
gange, mindre end (%)t, idet valgene af polynomier i Fy[z] er uathaengige.
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3. Bestemmelse af fgrstegradsfaktorer i Q(z,y)

3.2.2 [Equal degree spaltning -karakteristik 2

I forrige afsnit blev der opstillet en algoritme til at bestemme faktorer i et
polynomium bestéende af irreducible faktorer af samme grad, f = f1--- f, €
Fylz], hvor deg fi =deg f; =1for 1 <i < j <n.

Denne algoritme virker kun i de tilfeelde, hvor karakteristikken af legemet, F,
er ulige, s& i dette afsnit vil vi opstille en algoritme, som kan benyttes nar
karakteristikken af legemet er 2.

Princippet, for at opstille denne algoritme, er den samme som i forrige afsnit.
Vi gnsker endnu engang at benytte den isomorfe afbildning

x:RHRlx--'an,
hvor R = Fy[a]/(f), og Rs = Fy[z]/(fi), og
x(a mod f) = (xi(a),...,xn(a)) = (@ mod fi,...,a mod fy),

for a € Fy[x].

Er xi(a) =0, for a € Fy[z] og 1 < i < n, s& er dette sckvivalent med, at poly-
nomiet f; gar op i a. Det vil sige, at hvis x;(a) =0 for alle i € {1,...,n}, daer
ged(a, ) = fi-- fu = f.

Geelder det derimod, at x;(a) # 0, for alle ¢ € {1,...,n}, sd har polynomierne
f og a ingen felles ikke-trivielle faktorer.

Hvis der er valgt et polynomium a € F,[z] med deg(a) < k, hvor ged(a, f) = 1,
gnsker vi som tidligere at bestemme en procedure, som omdanner polynomiet
a til et polynomium «, hvor stgrste feellesdivisor mellem f og o med stor sand-
synlighed ikke er en triviel faktor i f.

Vi gnsker at bestemme en funktion, 7', sddan, at

1. T(c) € Fy for alle c € R; = F, = Fyr.

2. Elementerne 0 og 1 bliver ramt lige mange gange af T'(c), for c € Fy = R;.
Det vil sige, at der er 2"~! c’er, som rammer 0, og 2" "' c’er, der rammer
1.

Det skal nu vises, at trace afbildningen, givet som i Definition 45, hvor ¢ tilhgrer
For =g, opfylder de to betingelser.
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3.2. Bestemmelse af rgdder til o(Q(z,y)) i E

Det vil sige, at vi har afbildningen
Trs, p,(2) =22 +2% 4+ 42l

Der gzelder da, ifslge Lemma 80, og da vi regner over For |, at

Trr, /F, (z)(TrFq/F2 (x)+1) = Tr]%q/]F2 (x) + Try, /¥, (z) = 2

Udfra kommentaren efter Lemma 79 er rodderne til 22—z alle elementerne i Fyr,
og hermed er alle c’er tilhgrende F, rod i enten Trg,_/r, () eller Try, /p, () + 1.
Dette vil sige, at Trg,_/r,(c) = 0 eller Trg,_/r,(c) = 1, hvormed punkt 1 er vist.

Punkt 2 er opfyldt, idet alle ¢ € I er rod i enten Trg,_/r, () eller Try,_p, () +1,

og deg(Trg, /w,(x)) = deg(Trp, /m,(x) + 1) =271,
Hermed ma der veere 2"~ ! ¢’er, som rammer 0, og ligeledes 2" ! c¢’er, der rammer

1.

Der ggres i Afsnit 5.1 rede for, at disse to punkter er opfyldt for en vilkarlig
traceatbildning givet ved

1 m—2

TT5 o /7, (T) = a?" 4 a2l +- 42l + o

Altsa vises det, at billedet af Trg_,, /r, () er Fy, og at disse ¢ elementer rammes
lige ofte.

Lad a tilhgre F,[x], sa er
X(Trr, /r,(a) mod f) = (x1(Trr,/r,(a)), ..., Xn(TrE,/F, ().
Idet x;, for alle ¢ € {1,...,n}, er en homomorfi geelder fglgende:

27‘—1

xi@®  +d¥ 4+ a’ +a)

= xila® )+ xila® )+ 4+ xila)

= (@) + @)+ xala)
= Trg,/r, (xi(a)),

Xi (T, /7, (a))

og da xi(a), for a € Fy[z], tilhgrer R; = F,, sa vil (Trr, /r, (xi(a)) € {0,1} .
Herved vil n-tuplen (x1(Trg,/r,(a)), ..., Xn(Trr,/F,(a))) besta af O eller 1 pa
hver plads.
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3. Bestemmelse af fgrstegradsfaktorer i Q(z,y)

Hvis ikke der tages hgjde for, at ged(a, f) = 1, sa vil x;(Trg,/r,(a)) antage
veerdierne 0 og 1 med sandsynlighed en halv hver. Dette fglger af punkt 2 samt
af, at de stokastiske variable x1(Y),...,xn(Y) er ligefordelte i F,, hvilket blev
vist i forrige afsnit.

Endvidere blev det vist, at de stokastiske variable x1(Y), ..., xn(Y) er uatheen-
gige, hvormed sandsynligheden for, at alle pladser i n-tuplen har samme veerdi
er 2(1)n.

Det er nu muligt at opstille en algoritme til at bestemme en ikke-triviel faktor
i polynomiet f = fi---f, € Fylz], hvor f; er irreducibel og af grad 1 nar
F, = Fy-. I Algoritmens punkt 3 og 4 benyttes Lemma 22 endnu engang.

Algoritme 24 (Equal-degree spaltning)

Input: Et kvadratfrit monisk polynomium f € Fylz] af grad n > 0, hvor ¢ = 27,
sdadan at alle irreducible faktorer i f har grad 1.

Output: En ikke-triviel monisk faktor g € Fylz] i f eller “failure”.

1. Veelg a € Fylz], hvor dega < n, tilfeldigt
if a € F;, then return “failure”

2. g1 == ged(a, f)
if g1 # 1 then return g; else

3. call Algoritme 17 i R = F,[z]/(f) gentagne gange for at beregne b =
Trg, /r, (a) rem f

4' g2 ‘= ng(b7 f)
if g0 # 1 0og g2 # f then return g, else return “failure”

Sandsynligheden for, at algoritmen giver en ikke-triviel faktor er

P(E)+ P(E) > P(E) + (1 -2 <%>n> > %

hvor P(E) er sandsynligheden for, at algoritmen giver en ikke-triviel faktor i

trin 2, og P(E) er sandsynligheden for, at algoritmen giver en ikke-triviel faktor
i trin 4.
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3.2. Bestemmelse af rgdder til o(Q(z,y)) i E

Igen er sandsynligheden for at fa failure i vores output

P(F)=1-(P(E)+P(E)) <1-— (P(E) + (1 -2 (%)n)) < %

Sandsynligheden for failure efter at have kaldt algoritmen ¢ gange er dermed
mindre end (%)t, idet valgene af polynomier igen er uathaengige.

3.2.3 Bestemmelse af rgdder

I de to foregaende afsnit fandt vi ikke-trivielle faktorer til et polynomium be-
staende af et produkt af irreducible faktorer af grad 1. I dette afsnit gnsker vi
at faktorisere disse ikke-trivielle faktorer til de irreducible faktorer.

Algoritme 25 (Equal-degree faktorisering)

Input: Et kvadratfrit monisk polynomium f € Fy[x] af grad n > 0, sddan at alle
wrreducible faktorer of f har grad 1.

Output: De moniske irreducible faktorer of f tilhgrende Fq[x].

1. if n =1 then return f else

2. if q har ulige karakteristik then call Algoritme 23 med f som input indtil
der returneres en ikke-triviel faktor g € F4[x] af f

3. else call Algoritme 24 med f som input indtil der returneres en ikke-triviel

faktor g € Fylz] of f
4. call algoritmen rekursivt med input g og input 5

return resultatet af de to rekursive kald

Denne algoritme vil stoppe nar graden af alle vores input er lig graden af de
irreducible faktorer.

I efterfolgende algoritme kan inputtet veere et hvilket som helst polynomium,
som det derpa er muligt, at bestemme de irreducible linesere faktorer til.

Algoritme 26 (Bestemmelse af rgdder over endelige legemer)
Input: Et ikke-konstant polynomium f € Fy[z].
Output: De forskellige rodder til f i F,.
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3. Bestemmelse af fgrstegradsfaktorer i Q(z,y)

1. call Algoritme 17 i R =F,[z]/(f) til at bestemme h = 29 rem f

2. g:=gced(h —x, f), r:=degyg
if » = 0 then return 0 else

3. call Algoritme 25 til at bestemme de irreducible faktorer x —uy, ..., x—u,
af g
4. return uy, ..., u,

Trin 2 giver et kvadratfrit polynomium, hvorved det er tilladt at kalde Algoritme
251 trin 3.

Gyldigheden af algoritmen fglger da af Algoritme 17, Algoritme 25 og Lemma
22, samt af, at det at bestemme linesere faktorer, tilhgrende Fy[z], i f svarer til
at faktorisere ged(z? — , f), idet 29 — x =[], cp, (¢ — wi).

For at bestemme de linesre faktorer til Q(x,y) pad formen y — f(x), hvor
deg(f(x)) < k, bestemmes altsa forst rodderne i E til ¢(Q(z,y)) ved hjelp
af Algoritme 26, hvor inputtet er (Q(z,y)) € E[y].

Herefter indsaettes disse rodder i interpolationspolynomiet, Q(x, y), for at afggre
om de ogsa er rgdder hertil.

36



Kapitel 4

Grobner basis teorl

Formalet med dette kapitel er at fa defineret Grobner baser og beskrive nogle af
disses egenskaber, da dette ligger til grund for nogle af de resultater, vi senere
far brug for. Fgrst kreeves dog nogle indledende definitioner og resultater, sdsom
Dicksons lemma og Hilberts basis seetning.

Vi vil gennem resten af rapporten lade K betegne et vilkarligt legeme, med
mindre andet er antaget.

Kapitlet er baseret pa [2, Kapitel 2].
4.1 Dicksons lemma

Dette afsnit vil belyse monomielle idealer, og i Dicksons lemma vil det blive
vist, at et monomielt ideal er endeligt genereret.

Definition 27 (Monomielt ideal) Et ideal I C K[z1,...,z,] er et monomi-
elt ideal, hvis der er en delmengde A C Ny, sadan at I bestar af alle polynomier,
som er endelige summer pa formen ) 4 hax®, hvor 2% = 7" --- x5, a; > 0,

09 ho € K[z1,...,2,]. I dette tilfelde skrives I = (z* : « € A).

37



4. Grobner basis teori

Ved at benytte fglgende lemma kan det afggres, hvorvidt et monomium tilhgrer
et monomielt ideal.

Lemma 28 Lad I = (x® : a € A) veere et monomielt ideal. Et monomium, x°,
ligger i I hvis og kun hvis ° er divisibel med x® for et o € A.

Bevis: Hvis 27 er divisibel med z® for et a € A, sa geelder det, at 2 = ha?,
hvor h € K[x1,...,x,]. Sa pr. definition af et ideal vil 2% € I.

Hvis 27 € I, sa er 2 = 37 | hja®® | hvor h; € K[zy,...,2,] og a(i) € A.
Ved at skrive h; som en linearkombination af monomier, ses det, at ethvert led
pa hojresiden er divisibelt med et eller andet 2%("). Da venstresiden kun bestar
af ét monomium vil leddene pa hgjresiden ophaeve hinanden saledes, at kun et
enkelt monomium er tilbage. Da der specielt geelder for dette monomium, at det
er divisibelt med et 2 vil 2# veere divisibelt med dette z*(*). ([l

Naste lemma viser, at man kan afggre om et polynomium f tilhgrer I, ved at
afggre om de monomier, som f bestar af, tilhgrer I.

Lemma 29 Lad I vere et monomielt ideal, og f € K[z1,...,xz,]. Sd er folgende
cekvivalent:

(i) fel.
(i) Ethvert led i f tilhorer I.

(iit) f er en linearkombination af monomierne i I, hvor koefficienterne tilhorer
K.

BEVIS: (iii) = (ii): Da f er en linearkombination af monomierne i I med
koefficienter i K, vil ethvert led i f tilhgre I, da dette netop er et krav for at
veere et ideal.

(ii) = (i): Ethvert led i f tilhgrer I, og pr. definition af et ideal, sa tilhgrer
summen ogsa I.
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4.1. Dicksons lemma

(1) = (i19): Idet f tilhgrer I = (z* : « € A C N}), sa kan f skrives pa formen
f =37 hz*D hvor h; € K[r1,...,3,]. Hvert led i h;z®® tilhgrer I, idet
hvert led er divisibelt med z*(*). Desuden har leddene koefficienter i K, da h;
tilhgrer K[z1,...,z,]. Det vil sige, at f er en linearkombination af monomier i
I med koefficienter i K. O

Samspillet mellem punkt (i) og punkt (7i7) giver, at et monomielt ideal er en-
tydigt bestemt af dets monomier. Dette giver, at to monomielle idealer er ens,
hvis og kun hvis de indeholder de samme monomier, hvilket benyttes i beviset
for Dicksons lemma, som er fglgende:

Setning 30 (Dicksons lemma) Et monomielt ideal I = (z* : a € A) C
K[z1,...,x,] kan skrives pa formen I = (x®0) ... 2%G)) hvor a(1),...,a(s) €
A. Specielt har I en endelig basis.

BEVIS: Beviset fgres ved induktion i antallet af variable.

Basistrin: Hvis n = 1, sa er I genereret af monomierne z¢, hvor o« € A C Np.
Lad (8 veere det mindste element 1 A. Sd er 3 < « for alle « € A. Dermed vil zf
7)

ga op i alle andre generatorer z¢. Heraf ses det, at [ = (z
Induktionshypotese: Antag, at n > 1 samt, at ssetningen gaelder for n — 1.
Induktionstrin: De variable skrives i det fglgende som x1,...,2,_1,y. Dermed

skrives monomierne i K[z1,...,z,—1,y] som z%y™, hvor a = (a1,...,Qpn-1) €
Ng~! og m € No.

Lad I C K[z1,...,Zn-1,y] veere et monomielt ideal. For at finde generato-
rerne for I betragtes “projektionen”, J, af I pd K[x1,...,2,-1]. J er det ideal i
K[z1,...,2,-1], som er genereret af monomierne z%, for hvilke det geelder, at

z®y™ € I for mindst et m > 0.

Pr. induktionshypotese geelder det hermed, at J er genereret af endeligt mange
af z%%rne, J = (1) ... 2%¢)) Udfra definitionen af .J vil der for alle i
mellem 1 og s eksistere m; > 0, sadan at z*®y™: tilhgrer I. Da J er genereret
af endeligt mange monomier vil der findes en stgrste veerdi af m;’erne. Betegn
denne veerdi m.
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4. Grobner basis teori

Betragt, for hvert k& mellem 0 og m — 1, idealet Ji, C Klz1,...,2,—1], som er
genereret af monomierne z? for hvilke det geelder, at z°y* € I.

Ved endnu engang at benytte induktionshypotesen ses det, at J er genereret
af endeligt mange monomier, Jy = (W gz (k).

Lad I'* veere genereret af monomierne:

fra J za(l)ym, . ,xo‘(s)ym
fra Jo zo‘o(l), ceey po(s0)

fra Jy :co‘l(l)y, e x”‘l(ﬁl)y

fra Jpn_1 zam'*l(l)ym_l, e zam'*l(sT"'*l)ym_l

Det skal nu vises, at I = I'*.

Udfra konstruktionen af J’erne er det klart, at monomiernei I'* er en delmeengde
af monomierne i .

Hvis det kan vises, at alle monomierne i I er divisible med et i I*, sa gaelder det
ifglge Lemma 28, at monomierne i I er en delmaengde af monomierne i I*.

Antag z%yP € I. Hvis p > m, si er 2®yP divisibelt med et 2 y™ idet x>
tilhgrer den genererende maengde for J. Hvis derimod p < m — 1, sa er x%yP
divisibelt med et z®»Wy? ifglge konstruktionen af JIp.

Dermed er det vist, at monomierne i I er en delmaengde af monomierne i I*.
Altsa indeholder I og I* de samme monomier, hvormed I = I*.

Til sidst skal det vises, at en given maengde af generatorer for et ideal kan
udtyndes til en endelig genererende maengde for idealet.

Lad 1, ..., z, veere de variable. Sa er det monomielle ideal I = (z® : o« € A) C
K[z1,...,x,]. Det skal vises, at I er genereret af endeligt mange af *’erne.

Fra tidligere i beviset ved vi, at der findes en endelig genererende maengde for
I =1 = (P 20 Da 280 € I = (2% : a € A), sa geelder det fra
Lemma 28, at alle 2°(9)’erne er divisible med 2%, for et (i) € A. Det vil sige,
at 290 = 27D 22 hvor (i) € Np.
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4.2. Hilberts basis satning og Griobner baser

Sa ethvert element i I kan skrives péa formen:

f= i haP® = i hiz"’(i)xo‘(i),
i=0 i=0

hvor h; € K[z, ..., z,].

Altsa er T = (@) . 220)), O

Det vil sige, at ethvert monomielt ideal er endeligt genereret, og at det er muligt
at udtynde en given genererende maengde for et ideal til en endelig genererende
maengde. Dette benyttes i naeste afsnit til at vise Hilberts basis seetning.

4.2 Hilberts basis saetning og Grobner baser

I dette afsnit bevises Hilberts basis seetning, som siger, at alle idealer er endeligt
genererede. Herefter kan Grobner baser defineres.

Allerforst skal monomiel ordning defineres, da dette er ngdvendigt for at holde

styr pa monomierne i et polynomium.

Definition 31 (Monomiel ordning) En monomiel ordning pd K[z1,...,zy]
er enhver relation < pa N{, eller ekvivalent, enhver relation < pa mengden af
monomier, x%, o € N, som opfylder, at:

(i) < er en total ordning pd Ni.
(19) Hvisa < ogy € N§, sd era+~v<0+7.

(191) < er en velordning pa Nj.

En total ordning, er en ordning, hvori praecis ét af fglgende tre udsagn er opfyldt:
a < f, a=pf, a > 3.
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4. Grobner basis teori

En velordning vil sige, at enhver ikke-tom delmeengde af Nj har et mindste
element under <.

Er der fastsat en monomiel ordning, kan folgende begreber defineres for et po-
lynomium.

Definition 32 Lad f =) acx® # 0 tilhore Klz1, ..., x,], og lad < vere en
monomiel ordning. Da benyttes falgende terminologi:

(1) Multigrad of [ er
mdeg(f) = max{a € N : an # 0},

hvor mazimum er taget med hensyn til <.

(ii) Ledende koefficient for f er
LC(f) = Umdeg(f) € K.
(iit) Ledende monomium for f er
LM(f) = amdea(f),
(iv) Ledende term for f er

LT(f) = LC(/) - LM(f).

For multigraden af polynomier er fglgende opfyldt.

Lemma 33 Lad f,g € K[z1,...,x,] vere forskellige fra nulpolynomiet. Sé geel-
der det, at

Hvis f + g #0, s er mdeg(f + g) < max{mdeg(f), mdeg(g)}.

Bevis: Lad f =) aq2® 0g g = ZB bpz?. Antag, at LT(f) = —LT(g), det vil
sige, at mdeg(f) = mdeg(g), s& er

mdeg(f + g) < max{mdeg(f), mdeg(g)}.
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4.2. Hilberts basis satning og Griobner baser

Hvis derimod LT(f) # —LT(g), det vil sige, enten er mdeg(f) # mdeg(g), eller
ogsé er mdeg(f) = mdeg(g) og LC(f) # —LC(g). I begge tilfeelde geelder det, da
den monomielle ordning er total, at

mdeg(f + g) = max{mdeg(f), mdeg(g)}.

For en fastsat monomiel ordning kan det ledende term, LT(f), af et polynomium
f € Klz1,...,z,] bestemmes. Dermed kan man for ethvert ideal definere idealet
af ledende termer saledes.

Definition 34 Lad I C K]zy,...,x,] vere et ideal forskellig fra {0}, og lad
LT(I) betegne meengden af ledende termer af elementerne i I. Det vil sige, at

LT(I) = {ca® : der eksisterer f € I, hvor LT(f) = cz*}.

Da er (LT(I)) idealet genereret af elementerne i LT(I).
Det kan desuden vises, at (LT(I)) er endeligt genereret.
Proposition 35 Lad I C K[xy,...,2,] vere et ideal.

(1) (LT(I)) er et monomielt ideal.

(ii) Der findes g1,...9: € I sddan, at (LT(I)) = (LT(g1),...,LT(g¢))-

BEVISs: (i) De ledende monomier LM(g) af elementer g € I — {0} genererer det
monomielle ideal (LM(g) : g € I — {0}).

Idet LM(g) og LT(g) kun afviger med en konstant forskellig fra nul, s genererer
dette ideal det samme som (LT(g) : g € I — {0}) = (LT(I)). Dermed er (LT(I))
et monomielt ideal.

(i7) Da (LT(I)) er genereret af monomierne LM(g),g € I — {0}, s& giver Dicksons
lemma, at (LT(I)) = (LM(g1),...,LM(g¢)) for endeligt mange g1,...,g¢+ € I. Da
LM(g;) udelukkende adskiller sig fra LT(g;) med en konstant forskellig fra nul,
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4. Grobner basis teori

folger det, at (LT(I)) = (LT(g1),...,LT(g¢)). O

Hilberts basis seetning giver nu samme resultat for polynomielle idealer, som
Dicksons lemma giver for monomielle idealer.

Satning 36 (Hilberts Basis Saetning) Fthvert ideal I C K1, ...,2,] har
en endelig genererende mengde, som er I = {(g1,...,g+) for nogle
gi1,--.,0¢t el.

BEvis: Er I = {0}, kan den endelige genererende meengde veelges til at veere

{0}.

Hvis I indeholder polynomier forskellige fra nulpolynomiet, s& kan en endelig
genererende maengde g1, ..., g; for I konstrueres som fglgende.

Af Proposition 35 har vi, at der eksisterer gq,...,g: € I sddan, at (LT(I)) =

Idet alle g;’erne tilhgrer I, s& geelder det, at (g1,...,g+) C I.
Lad nu f € I veere et polynomium. Ved at benytte divisionsalgoritmen for
polynomier i flere variable til division af f med (¢1,...,g:) fis udtrykket

f=a1g1+ - +azgs +r,

hvor intet led i r er divisibelt med LT(g1),...,LT(g¢).
Det skal nu vises, at r = 0.
Forst ses det, at

r=f—aig1— - —ag: €1

Hvis r # 0, s& vil LT(r) € (LT(I)) = (LT(g1),...,LT(g+)), og af Lemma 28 vides
det, at LT(r) er divisibel med et eller andet LT(g;). Dette er i modstrid med, at
r er et restled, sa derfor mé det geelde, at 7 = 0. Det vil sige, at

f=aig1+ -+ ag: € {g1,---,9¢)-

Da f er vilkdrligt valgt, vil I C (g1,...,9:), ogsder I = (¢1,...,9g:), og dermed
endeligt genereret. (I
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4.2. Hilberts basis satning og Griobner baser

Det er muligt at finde flere genererende maengder for samme ideal, men nogle
viser sig mere anvendelige end andre, og disse kaldes Grobner baser.

Definition 37 (Grobner basis) Fustset en monomiel ordning. En endelig del-
mengde G = {q1,...,9t}, af et ideal I, er en Grobner basis, hvis

(LT(g1), ..., LT(g:)) = (LT(]))-

Afbeviset for Hilberts basis seetning fremgar det, at en Grébner basis, {g1, ..., gt },
udger en basis for idealet I, og af Proposition 35 (i7) folger det desuden, at en
sadan basis altid eksisterer.

Hilberts basis setning har ogsé betydning i beviset for naeste seetning. Selvom
denne ikke direkte har forbindelse til definitionen af en Grébner basis er den
relevant i forbindelse med konstruktionen af en sddan basis.

Setning 38 (Opstigende ksedes egenskab) Lad I} C I, C - - - vere en vok-

sende kede of idealer i Klxq, ..., x,]. Sd eksisterer der et N > 1 sadan, at
In=Iny1=---.

BEevis: Givet den voksende keede I C I C -+, betragt da meengden I =

U:i1 Iz'-

Fgrst skal det vises, at I er et ideal.

Idet 0 € I; for alle i, sa vil 0 € I.

Hvis f,g € I, sa fglger det pr. definition af I, at f € I; og g € I; for nogle i’er
og j'er. Antag, at i < j, sa vil f,g € I;, da I;’erne danner en voksende kaede,
og da I; er et ideal, vil f + g tilhgre I; og dermed ogsa I.

Tilsvarende hvis f € T og r € K[z1,...,x,], s& gelder det, at r- f € I; C I.
Altsa er I et ideal.

Af Hilberts basis ssetning fglger det, at I har en endelig genererende meengde
sadan, at I = (f1, ..., fi). Enhver af disse generatorer er indeholdt i et I;. Antag
fi el foret j;,i=1,...,t. Lad nu NV veere maximum af disse j;’er. Da I;’erne
udggr en voksende kaede, geelder det, at f; € Iy for alle ¢. Heraf fglger det, at

I=(fi,....ft) SIN CINny1 C---C L
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4. Grobner basis teori

Det vil sige, at keeden stabiliseres ved Iy, hvormed alle efterfslgende idealer er
ens.

O

4.3 Egenskaber ved Grobner baser

I dette afsnit vil vi beskrive en rackke af de anvendelige egenskaber, som Grébner
baser har, og afslutningsvis opstille en algoritme til konstruktion af en Grobner
basis.

Efterfolgende seetning viser, at man ved division af f med G = (g1,...,¢:) far
et entydigt bestemt restled, r, uathengig af valg af reekkefglgen af ¢1,..., gt,
nar G er en Grébner basis.

Saetning 39 Lad G = {¢q1,...,9t} veere en Grobner basis for et ideal I C
Klz1,...,z,], og lad f € Klz1,...,2,]. Da vil der findes et entydigt r €
K[z1,...,x,] med folgende egenskaber:

(1) Ingen af monomierne i r er diwvisible med nogle af LT(g1),...,LT(g:).

(i1) Der findes et g€ 1, sd f=g+r.

BEVIs: Divisionsalgoritmen for polynomier i flere variable giver eksistens af r,
og at bade (i) og (i) er opfyldt med g = a1g1 + - - - + a:g:.

For at bevise entydigheden antages det, at f = g + 1 = ¢’ + r’ begge opfylder
(i) og (it), men at r # /. Davilr — ' = ¢’ — g € I, og dermed vil LT(r —1’) €
(LT(I)) = (LT(g1),- - .,LT(g¢)). Dette betyder ifglge Lemma 28, at LT(r — ') er
divisibel med et LT(g;). Dette er umuligt, da intet monomium i hverken r eller
r" er divisibelt med noget LT(g;). Dermed mé r — " veere nulpolynomiet, hvilket
medferer, at r = 7', O
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4.3. Egenskaber ved Grébner baser

Denne egenskab med hensyn til  benyttes i folgende korollar.

Korollar 40 Lad G = {g1,...g:} vere en Grobner basis for et ideal I C
Klz1,...2,], o9 lad [ € Klx1,...,2,]. Da vil f € I, hvis og kun hvis rest-
leddet, r, ved division af f med G er nul.

BEVIS: Hvis restleddet er nul, vil f € I pa grund af divisionsalgoritmen for
polynomier i flere variable. Hvis derimod f € I, vil f = f + 0 opfylde de to
betingelser i Seetning 39, og dermed er restleddet nul ved division af f med G.
O

Indtil videre har vi beskaeftiget os med eksistensen af Grobner baser for ethvert
ideal. Det gnskes desuden at kunne afggre om en given basis er en Grébner basis.
I de situationer, hvor dette ikke er tilfeeldet, vil vi gerne kunne beskrive en algo-
ritme, som kan finde en sadan Grobner basis. Til dette benyttes S-polynomier.

Definition 41 (Feellesgradsmonomium og S-polynomium) Lad f,g € Klz1,. .., 2,
veere ikke-nul polynomier.

(i) Lad mdeg(f) = a og mdeg(g) = 8. Da er fellesgradsmonomiet af LM(f)
og LM(g) bencevnt LCM(LM(f),LM(g)) = a7, hvor v = (Y1,.--,Yn) 09 Vi =
max(ay, 5;).

(i1) S-polynomiet for f og g defineres som

S(f,9) = F(f)fimg'

Det ses heraf, at S-polynomierne er konstrueret séledes, at de ledende termer
elimineres og sidan, at koefficienterne til f og ¢ tilhgrer K[z1,...,z,]. Ved
hjeelp af fglgende lemma benyttes S-polynomier i beviset for, om en basis er en
Grdbner basis.

Lemma 42 Antag, at det for summeny ;_; ¢; fi, hvorc; € K og f; € K[z1, ..., 25],
geelder, at mdeg(f;) =6 € Ny for alle i.
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4. Grobner basis teori

Hvis mdeg(>"7_; ¢ifi) < 6, da kan summen skrives, som

STeifi=Y" eSS o),
i=1 .k

hvor cji, € K, 091 < j, k < s. Desuden er multigraden af hvert S(f;, fi) mindre
end d.

BEvis: Lad d; = LC(f;). Derved bliver LC(¢;f;) = c¢;d;. Da hvert ¢;f; har
multigrad §, og deres sum har multigrad skarpt mindre end §, méa det gelde, at

Zj:l Cidi = 0
Lad p; = 5— Dermed kan summen skrives som
S cifi = Y cidipi = crdi(pr — p2) + (crdy + cada)(p2 — ps) + -+ +
i=1 i=1
(Cldl + -+ Csfldsfl)(psfl 7ps) + (Cldl +-- 4+ Csds)ps- (41)

Da 2;1 c;d; = 0 vil det sidste led i denne opskrivning forsvinde.
Da LT(f;) = d;z° for alle i, vil LCM(LM(f;),LM(fx)) = «° for alle par af 1 < j, k <
s. Dermed bliver

5 5 5 5

X X X X
S(fj fx) = LT(fj)fj - LT(fk)fk = djngj - dkx5fk =Dj — Dk- (4.2)
Derved far ligning (4.1) nu udseendet
Zcifi = Zcidipi = c1d1S(f1, f2) + (c1dy + cad2)S(f2, f3) + - +
=1 =1

(crdy + -+ + cs_1ds—1)S(fs—1, [s),

hvilket netop er en sum pé den gnskede form.

Bade p; og py, har multigrad 6, og deres ledende koefficient er 1, hvorved multi-
graden af p; — py bliver skarpt mindre end d, hvilket ifglge ligning (4.2) derfor
ogsa ma geelde for S(f;, fx). Dette fuldfprer beviset. O

Det vises nu hvilke kriterier, der kraeves for, at en delmaengde af I er en Grobner
basis for I.
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4.3. Egenskaber ved Grébner baser

Seetning 43 (Buchbergers kriterie for Grébner baser) Lad I =
(91,---,9t) veere et polynomielt ideal. Da er G = {g1,...,g+} en Grébner basis
for I, hvis og kun hvis restleddet, ved division af S(g:,g;) med G, er nul, for
alle par af i,7.

BEVIs: =: S(¢;,9,;) € I, da g; og g; tilhgrer I. Er G en Grobner basis for I,
giver Korollar 40, at restleddet, ved division af S(g;, g;) med G, er nul, for alle
par af i, j.

«<: Lad f € I veere forskellig fra nulpolynomiet. Det gnskes nu bevist, at
nar S(gi, gj)-polynomierne alle har rest nul ved division med G, si medfgrer
det, at LT(f) € (LT(g1),...LT(g¢)). Dette vil, da f er vilkarligt valgt, give, at
(LT(I)) € (LT(¢1),-.-,LT(g¢)). Det indses let, at (LT(g1),...,LT(g¢)) C (LT(I)),
da g; tilhgrer I. Dermed er (LT(g1),...,LT(g:)) = (LT(I)), og altsa danner G en
Grobner basis for 1.

Strategien er at tage udgangspunkt i, at nar f € I = (g1,...,¢¢), sd findes der
polynomier h; € K[z1,...,z,] sddan, at

f= Z higi. (4.3)
im1

Lemma 33 giver da, at
mdeg(f) < max(mdeg(h;g;)), fori=1,...t. (4.4)

Ved at antage, at restleddet, ved division af S(g;,¢;) med G, er nul for alle
par af i,j bevises det, at mdeg(f) = mdeg(hig;) for et eller andet i. Dette
betyder, at LT(f) er divisibel med LT(g;), hvormed Lemma 28 giver, at LT(f) €
(LT(g1),.-.,LT(gt)), hvilket netop var det gnskede resultat.

Som sagt tages der udgangspunkt i udtrykket for f, som det star i ligning (4.3).
Lad m(:) = mdeg(h;g;), og definer § = max(m(1),...,m(t)). Det vil sige, at
ligning (4.4) bliver

mdeg(f) < 6.
Polynomiet f kan muligvis opskrives i forskellige variationer, dog vil alle disse
veere pa formen som i (4.3), hvilket kan have indflydelse pa stgrrelsen af 4.

Da der er valgt en monomiel ordning, som er velordnet, er det muligt at veelge
netop den variation af ligning (4.3), som giver § s lille som muligt. Det gnskes
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4. Grobner basis teori

nu bevist, at nar dette minimale § er valgt, vil mdeg(f) = § = mdeg(hig;) for
et eller andet ¢, hvilket, som beskrevet ovenfor, vil fuldfgre beviset.

At mdeg(f) = ¢ bevises ved et modstridsbevis, det vil sige, det antages, at
mdeg(f) < 9.

Der tages udgangspunkt i ligning (4.3). Denne kan ogsé skrives, som

= Z hig; + Z higi

m(i)=48 m(i)<d
= > LT(hi)gi+ Y (hi—LT(h))gi+ Y higi.  (45)
m(i)=48 m(i)=48 m(i)<d

Leddene i de to sidste summer har alle multigrad mindre end &, s& disse to
summer har begge multigrad mindre end §. Da det er antaget, at multigraden
af f er mindre end §, ma ogsa den fgrste sum have multigrad mindre end §. Det
vil sige, at

mdeg Z LT(hi)gi | <.
m(i)=48

Lad nu LT(h;) = ¢;z®®. Da vil summen,

Z LT(hi)g; = Z c;z®W g,

m(i)=48 m(i)=6

netop have den form som er beskrevet i Lemma 42, hvor f; = 2*(®g;. Det er
ovenfor blevet konkluderet, at mdeg (Zm(i): 5 ez gi) < §, s& betingelserne
til Lemma 42 er opfyldt.

Dette giver, at summen kan skrives som en linearkombination af S-polynomier
pa formen S(z*W) g;, 22 g}, hvor 2° = LCM(LM(2*U) g;), LM(x*(*) g1)). Det kan
dog indses, at nar z7* = LCM(LM(g;),LM(gx)) er

§ 6
S@eWg; z0®g) = — 2 gellg T galkg,
g z*U)LT(g;) 7 2o®LT(gy)
ik g0 xVikgd

= xmLT(gj)gj - xmLT(gk)gk
= 2°7%S(g;, gr).
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4.3. Egenskaber ved Grébner baser

Det vil sige, at der findes c;, € K sadan, at

Y LT(hi)gi =Y a7 S(g;, gr), (4.6)

m(i)=6 -k
hvor mdeg(xaf'”’“'s(gjagk)) < 4.

Nu benyttes, betingelsen om, at S(g;, gx) har restled nul ved division med G.
Dette betyder, at ethvert S-polymonium kan skrives som

g]agk Zaz,]kgza (47)

hvor a; ;1 € K[x1, ... 2y,]. Desuden vides det fra [2, Theorem 3, side 61], at
mdeg(a; jxg:) < mdeg(S(g;,gx)) for alle i, j, k. (4.8)

Lad nu b, = x‘s_”f’“ai7jk, da er

6 ’YJKS g gk szjkgz (49)

Dette giver sammen med ligning (4.8), og konklusionen fra Lemma 42, at
mdeg(bijrgi) < mdeg(z’~7*5(g;, gr)) < 0. (4.10)

Ved nu at kombinere ligning (4.6) og (4.9), fas udtrykket

t
Z LT(h;)g: = ZCjkx “%S(95, 9x) chk (Z bz]sz) = Z G,

m(i)=48 ik 3.k ]

hvor Hz = Zj k Cjkbijk-
Da ¢ji € K, sendrer det ikke pa multigraden, sa det kan ses udfra ligning (4.10),
at for alle i, er

mdeg(hig;) < 6

Ved nu at vende tilbage til ligning (4.5) ses det, at nar det er antaget, at
mdeg(f) < d, kan f skrives som

m(i)= 6 m(i)<d
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4. Grobner basis teori

Dette er en polynomiel kombination af g;’erne, hvor alle leddene har multigrad
mindre end 6. Men da vi netop havde valgt den opskrivning af f, hvor § var
mindst mulig, er det ikke muligt, at opskrive f uden at mindst ét led har mul-
tigrad lig §. Dermed er der opnaet en modstrid, hvormed det konkluderes, at
under de valgte omstendigheder er mdeg(f) = ¢, hvilket fuldfgrer beviset. O

Ved hjalp af dette kriterie er det herefter muligt at opstille en algoritme til
konstruktion af en Grobner basis udfra en kendt genererende maengde.

Saetning 44 Lad I = (f1,..., fs) # {0} veere et polynomielt ideal. Sd kan en
Grobner basis for I konstrueres i et endeligt antal skridt udfra folgende algo-
ritme.

Input: F = (f1,...,fs)
Output: En Grébner basis G = (¢1,...,9¢) for I, hvor F C G

G:=F
repeat
G =G
for hvert par {p,q}, p # q i G' do
S =5(p.a)°
if S #0 then G := GU{S}
until G = G’

BEvis: Hvis G = {g1,...,g:}, sa betegner (G) og (LT(G)) idealerne:
<G> = <gla cee agt>

(LT(G)) = (LT(g1), - - -, LT(g¢))-
Forst skal det vises, at G C I for alle trin i algoritmen. Dette er oplagt i forste
skridt, idet G = F. /
Nar G bliver udvidet sker dette ved at tilfgje resten S = S(p, q)G for p,q € G.
Altsa skal det vises, at G U {S} er en delmaengde af I. Da G C I, s& er bade p,
q og herved ogsa S(p,q) i I. Det vil sige, at nar S(p, ¢) divideres med G’, si kan

G —G
resten, S(p,q) , skrives som summen S(p,q) =71 = S(p,q)—(a191+- - -+a:gs),
G/
hvorved S(p,q) € I. Hermed er GU {S} en delmaengde af I.
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4.3. Egenskaber ved Grébner baser

Meengden G er en basis for idealet I, da F' C G, og F' er en basis. Nar algoritmen

standser geelder det, at G = G’, hvilket betyder, at S(p,q) =0forallep,q € G,
og udfra Saetning 43 er G en Groébner basis for 1.

Det mangler nu at blive vist, at algoritmen vil standse. For at vise dette betrag-
tes algoritmen efter hvert skridt.

Mengden G bestar af G’ (det foregaende G) og S # 0. Da G’ C G, s er
LI@)) C LT(). (4.11)

Antag, at G’ # G, og at S(p,q)G = r # 0 er tilfgjet G. Da r er restleddet

ved division af et S-polynomium med G’, s& er LT(r) ikke divisibelt med nogle

af de ledende termer i G’, og hermed geelder det, at LT(r) ¢ (LT(G')). Idet
LT(r) € (LT(G)), sa er (LT(G")) C (LT(Q)).

Af ligning (4.11) ses det, at idealerne (LT(G”)) udger en voksende keede af idealer
i K[z1,...,2,]. Dermed folger det af Seetning 38, at keeden stabiliseres efter et
endeligt antal skridt sadan, at (LT(G’")) = (LT(G)) for et eller andet G’. Det
vil sige, at inklusionen (LT(G')) C (LT(G)) ikke geelder, og dermed kan det ikke
gzelde, at G’ # G. Dette medferer, at G = G’, og altsa standser algoritmen efter
et endeligt antal skridt. O

Sa for at udvide en given basis for et ideal til en Grébner basis divideres alle S-
polynomier af den genererende maengde pa skift med den genererende maengde.
Hvis resten ved division ikke er nul tilfgjes denne til den genererende maengde,
og denne undersgges pa tilsvarende vis. Denne procedure fortsattes til resten
ved division af alle S-polynomier er nul.
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Kapitel 5

Koder udtrykt ved hjeelp af
norm- trace polynomier

Dette kapitel har til formal at na frem til en beskrivelse af en type koder, som
bygger pa samme princip som Reed-Solomon koderne. Dog kan kodeordene i
disse koder blive betydeligt leengere end kodeordene i Reed-Solomon koderne.

Vi sgger altsa punkter og polynomier, sddan at vi, ved at evaluere polynomierne
i de valgte punkter, far kodeordene i en kode, som vi vil kalde en NT P-kode.
Vi vil betragte elementer fra legemet Fym, hvor ¢ er en primtalspotens, p”, og
m € N\{1}. Er vi i det specialtilfeelde, hvor m = 2, s& kaldes koden en Hermite-
kode.

5.1 Bestemmelse af punkter

Dette afsnit bygger hovedsageligt pa [6, Afsnit 2.3].

Punkterne veelges til at veere de p; = (1,91),p2 = (T2,92), -+, Pn = (Tn,Yn) €
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5. Koder udtrykt ved hj=lp af norm- trace polynomier

Fgm, som er nulpunkter i norm- trace polynomiet:

m_1 m—1

D VL L y S ) (5.1)

m_q
Dette svarer til at bestemme varieteten V(I), hvor I er givet ved (z 7T —
gl =yt — gy, 20" — 9" — ), idet 297 — 2z og y? — y netop har alle
elementer i Fym som nulpunkter, se kommentaren til Lemma 79.

For at afggre storrelsen af varieteten V(I), samt udseendet af de pagseldende
punkter introduceres trace- og norm afbildningerne.

Definition 45 (Trace afbildningen) Lad o € Fym, sd er trace afbildningen
TTF, . /v, givet ved

m—1

Trg,mF, (@) = a+af + -+ af

Leddene i Try_,, /r, () kaldes de konjugerede af o med hensyn til F,.
For at klarggre, at Try, . r, (o) altid er et element i F,, betragtes fglgende
redeggrelse:

Lad f € Fy[z] veere minimalpolynomiet af «, af grad d, hvor a@ € Fgm. Da er
d ifglge Seetning 76 en divisor for m. Desuden gaelder det af Ssetning 77, at
roddderne til f i Fa er givet ved a,a?,.. ., ad’ ",

Polynomiet givet ved g(z) = f(z)@ € Fy[z], har ifslge Szetning 78 netop de
konjugerede af o med hensyn til F, som rgdder. Sa en opskrivning af dette
polynomium giver

g(*) = 2™+ am 2™+ +ag
= @—a)z—a®) - (z—a?" ). (5:2)

Ved at sammenligne koefficienter i de to ovenstaende udtryk for g(x), ses det,
at

TLF, 1 /7, (@) = —Qm-1.
Heraf fremgar det, at Try . /5, (a) altid er et element i IF,.

Dette kan ogsa indses ved at betragte folgende:

m—1

(Tr]qu/]Fq (@) =(a+a?+---+a ).
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5.1. Bestemmelse af punkter

Ved herpa at benytte Lemma 80 gentagne gange fas:

(ataf+-- -+aqm71)q = a%4a? + 4ol = al4 - +a?" +a = Tty m /7, ().
Da (Trg,,. /¢, (@))? = TrE,_,, /7, (@) giver Lemma 79, at Trg . /5, () € F,.

Trace afbildningen er altsa en afbildning fra Fgm til IF,.

Norm afbildningen defineres saledes:

Definition 46 (Norm afbildningen) Lad o € Fym. Da er norm afbildningen
Np, . /F, givet ved

NF, m/F, (@) = -al---al =T .

Ved endnu engang, at sammenligne koefficienter i (5.2), ses det, at
NIqu/]Fq (Oé) = (—1)ma0.
Hvoraf det ses, at ogsé norm afbildningen er en afbildning fra Fgm over i IFy.

Tilsvarende Traceafbildningen, kan dette ogsa indses ved:

(Vg yr, (@) = (-a?-- aq’"’l)q

m

2
= aq.aq...aq

Oéq . QQZ N N]qu/]Fq (a)7
og endnu engang benyttes Lemma 79 til at konkludere, at Ng_, /r, (a) € Fy,.

Af disse to definitioner ses det, at norm- trace polynomiet netop er givet ved
NE i /B, (T) = TTF o /7, (Y)-

Vi sgger derfor de punkter (6, 8) i Fim, som opfylder, at Ng .. /r, (0) = TIF, m /F, (B8).

Til dette formal introduceres folgende resultater vedrgrende trace og norm.
Seetning 47 Traceafbildningen Try ., /r, opfylder folgende:

(7) TLF, m /F, (a4 0) = TLF m /F, (o) + TLF, m /F, (B) for alle o, 3 € Fym.
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5. Koder udtrykt ved hj=lp af norm- trace polynomier

(i)
(i)
(iv)

(v)

Trg,m 7, () =TTy ., jr, (@) for alle c € Fy,a € Fym.

TTy, . 7, €7 en lineer transformation fra Fym pd Fy, hvor bide Fom og F,
betragtes som vektorrum over IFy.

Tr,. /v, (a) = ma for alle a € Fy.

Trg,m 7, (@) = TTR . jr, (@) for alle o € Fym.

BEVIS:

(4)

(i)

(iid)

(iv)

For o, B € Fym fas, ved at benytte Lemma 80, at

Tre,. o (@+0) = a+f+(a+B)i+ -+ (a+p)?
= a—l—ﬁ—l—aq_‘_ﬁ!J_,_..._i_aqm*l_i_ﬁqm’
TrIqu /Fq (Oé) + Tr]qu /Fq (B)

1

Hvis ¢ € Fy, sa geelder det som folge af Lemma 79, at @ = ¢ for alle
j Z 0. Dermed fas
Tr]qu/IFq (Ca) = ca+ cla? 4+ .4 Cqulaqul

m—1
= catcal+---+cal

cTrF 1 /r, (Q).

At Try, . 7, € en lineger transformation fra Fym til F, folger dels af punkt
(i) og (ii), og dels af, at Try ,, /r,(a) € F, for alle a € Fym.

For at vise, at trace afbildningen er surjektiv, skal det vises, at der eksi-
sterer et a € Fym, sa Trg_, /r, (@) # 0.

Dette er tilstraekkeligt, idet punkt (i) er opfyldt, og idet alle elementer i
FF, kan skrives pa formen 37, 0 < j < g — 2, hvor f3 er et primitivt element
iFy. Ved da at lade c gennemlgbe IF, fas samtlige elementer i IF,.

Det geelder, at Trp, . /r, (o) = 0 hvis og kun hvis « er rod i polynomiet

m—1

z?" 4.+ 29+ € Fyfz]. Dette polynomium har hgjst ¢™ ! nulpunk-
ter i Fym, og da Fgm har ¢ elementer, mé der eksistere a@ € Fym, sa
TI'Iqu /Fyq (Oé) 7é 0.

Dette folger direkte fra definitionen af trace afbildningen samt Lemma 79.
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5.1. Bestemmelse af punkter

(v) Af Lemma 79 folger det, at a4 = o for a € Fym. Det vil sige, at

2 m
Trs,. m,(0%) = +a% +---+a?" =Try,,. /5, ().

Det fremgar af punkt (i) og (i7), at trace afbildningen er en vekorrumshomo-
morfi mellem de to endelige legemer Fy» og Iy, her begge set som vektorrum
over F,. Dermed fremgar det af kommentaren efter beviset for Saetning 93,
at sckvivalensklasserne i Fym alle har samme stgrrelse. Da det af punkt (i47)
desuden fremgar, at trace afbildningen er surjektiv, s ma stgrrelsen af disse
akvivalensklasser netop veere %.

Det vil altsa sige, at hver af de ¢ elementer i F; bliver ramt af preecis gqi ele-
menter fra Fgm.

Seetning 48 Normafbildningen Ny, /7, opfylder folgende:

(4) N m/r,(@B) = N /7, (ONF . /7, (B) for alle o, € Fym.
(41) Ng, o r, afbilder Fogm pd By og Fjm = Fen\{0} pd F; = F,\{0}.
(#9i) Ng, . /r,(a) =a™ for alle a € Fy.

)

NE,m /F, (@7) = Np_ . /r, (@) for alle o € Fym.

(i) Dette folger direkte af definitionen for norm afbildningen.

(ii) Fra tidligere ved vi, at Ny, ,,, /p, atbilder Fym over i . Desuden gzelder det,
at N ., /r, (o) = 0 hvis og kun hvis o = 0, hvorved NF,m /F, afbilder Fom
over i Fy.

Punkt (2) viser, at NF,m /7, €r en gruppe homomorfi mellem de to multi-

plikative grupper Fy.. og Fy. Dermed er kernen af N ,, /r,, pr. definition
mo_q

af norm, netop rgdderne til polynomiet e Fgm, og antallet af

q" =1

q—1 "

elementer, d, i kernen opfylder, at d <
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5. Koder udtrykt ved hj=lp af norm- trace polynomier

Desuden giver Setning 93, idet Ng_,, /r, er en gruppe homomorfi, at alle
akvivalensklasser i Fy» indeholder d elementer. Det vil sige, at billedet af
N, /v, Vil indeholde qmd_1 elementer, og da dette er stgrre end eller lig
q — 1, s& er afbildningen Ng_,, /p, fra Fy.. til Fj surjektiv, hvormed ogsa
Ng m/r, : Fgm — Fg er surjektiv.

(#i7) Dette folger af definitionen p& norm afbildningen samt Lemma 79.

(iv) Af punkt (i) geelder det, at Ny, /r,(@?) = Np_,,. /r,(@)?, og af Lemma 79
geelder det, da Ng_,, /r, (@) € Fy, at Ng_,, r, (@)? = Ng_,, /r, (@), hvorved
seetningen er vist.

Det er nu muligt at bestemme de punkter, (4, 3), tilhgrende Fﬁm, som opfylder
N, m /¥, (0) = TTp . /r,(3), samt antallet af dem.

1

Saetning 49 Lad I = (z T —y " eyl 21" YT —y) € Fym [,y
Da er stprrelsen, n, af varieteten V(I) € Fgm lig ¢*™ 1, og punkterne tilhgrende
V(I) er enten pd formen:

(Z) (056); hvor 6 S qu 0g ﬂqmil + .- +ﬂq +5 =0
eller
(i1) hvis 0 er et primitivt element i Fom, (5i+j(q—1)’gi7k)7 hvori =0,...,q—2,

mo__ _ m—1
G=0, L =L k=0, ™ =1, 09 B A4 B+ Bk =

g™ —1

a
0T,

Punkterne beskrevet i (i) udgor ¢™~! punkter, mens punkterne beskrevet i (ii)

udgor de resterende ¢~ — g™~ punkter.

Saetning 49 og beviset herfor er en generalisering af [5, Lemma 14.1.1].

BEVISs: Forst bestemmes det samlede antal punkter (4, 3) € F2.., som opfylder,
at N . /v, (0) = v = Tt /1, (3)-
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5.1. Bestemmelse af punkter

For ethvert § € Fym eksisterer der et v € Fy, sadan at v = Ng_,. /r, (0)-

Fra kommentaren til Szetning 47 ved vi, at da trace afbildningen er en surjektiv
vektorrumshomomorfi, sa er antallet af elementer i hver sekvivalensklasse tilhg-
rende Fym lig qu.

Det vil sige, at for ethvert v € F, eksisterer der ¢™~! Fer i F,m, siledes at
TrE,m /7, (B) = 7-

Ovenstaende er illustreret i Figur 5.1, hvor Fym er vist to gange for overblikkets
skyld.

Definitionsmeengden Definitionsmaengden

for TIJFQ m /Fq

for NJFq m /Fq

Fym F, Fym

Figur 5.1: llustration af norm- og trace afbildningerne. Definitionsmengden for
Trr, . 7, €r inddelt © q ekvivalensklasser hver indeholdende g™ ! elementer.

Antallet af kombinationer af 6 og 3, hvor Ng_,. /r, (0) = Tt . /v, () er dermed
lig g™ - ¢! = ¢*™~1, hvilket netop er antallet af punkter i V(I).

Dernzest betragtes udseendet af punkterne. Det skal stadig geelde, at Ng_,,, /r, (6) =
Tr]qu/]Fq (ﬁ)

Punkterne bliver opdelt i de, hvor § = 0 og de, hvor § # 0.

Lad forst ¢ veere lig nul. Hermed er Ng_,, /r,(0) = 0. Altsa sgges de 3 € Fym,
som opfylder, at Try . /r,(3) = 0, det vil sige, hvor

BT 1B B =0.

Det vil sige, vi far punkterne (0, 3), hvor ﬂqn%l + -+ 74 5 = 0 er opfyldt,
og antallet af disse udggr ¢™~! af de ialt g™~ ! punkter, se Figur 5.2.

Lad nu ¢ veere et primitivt element i Fgm.
Idet Fy. og Fj er multiplikative grupper, er Ng_, /r, en surjektiv gruppe ho-
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5. Koder udtrykt ved hj=lp af norm- trace polynomier

momorfi ifplge Seetning 48. Hvormed F7.. ifplge Seetning 93 er inddelt i ¢ — 1
qg" =1
qg—1

ekvivalensklasser med elementer i hver, se Figur 5.2.

Definitionsmengden Definitionsmaengden

for TLF o /B,

for N]qu /Fq

Figur 5.2: lllustration af norm- og trace afbildningerne. Definitionsmengderne
for Ng .. )p, 09 Trg .. v, er inddelt i henholdsvis ¢ — 1 cekvivalensklasser med

q" -1
qg—1

elementer i hver, og i q ckvivalensklasser med ¢™ ™1 elementer i hver.

. it (g—1 - . m__q
Udseendet af § veelges til 6°17(¢=1) hvori =0,...,¢q—2,0gj =0, ..., qqﬂ —1.

Derved gennemlgber ¢ de g— 1 forskellige sekvivalensklasser, mens j gennemlgber
de qq__l forskellige elementer i hver sekvivalensklasse, fordi ¢ er et primitivt

1
element i Fym.

Med dette udseende af § bliver

Ne_.. %, CiaiCtod S L m it I (G (U slitila=1)a™ !
it i)
g™ —1

= (quT =i EF;

Der spges herefter de elementer 8 € Fym, som opfylder, at Try ,, /7, (B) = =

5i%, i =0,...,q — 2. Disse ~;’er vil ved trace afbildningen hver blive ramt
af ¢! elementer i Fym. Dermed velges udseendet af 3 til B;x, hvor k =
0,...,¢™ ! —1 gennemlgber de forskellige elementer i den i’te ackvivalensklasse.
Det vil sige, at vi far punkterne pa formen (§°+7@=1 3, 1) hvor det skal vaere
opfyldt, at

LqM—1

m—1
§UTT =B e+ Bik ot Bk
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5.2. Definition af NT P-koder

og antallet af disse punkter bliver hermed

mo__

- i k=1 L (g—1)- (g™ ") =g —¢g" 1.

q—1

Hermed har vi faet fastsat punkternes udseende og antal, og vi vil i naeste afsnit
beskeeftige os med konstruktion af koderne.

5.2 Definition af NT P-koder

I dette afsnit vil vi ved at betragte idealet I = (x K= 7qu71 eyl —y, 2" —
z,y7" —y) € Fym[z,y] finde frem til en metode til at udvaelge polynomierne,
som skal benyttes til definitionen af NT'P-koderne. Hertil kreeves forst fglgende.

5.2.1 Fodaftryk af et ideal

Dette underafsnit bygger primeert pa [2, Afsnit 5.3].

Nér der er valgt en monomiel ordning af polynomierne tilhgrende K[z, ..., 2,],
som defineret i Definition 31, er det muligt at bestemme LT(f), og dermed ogsa
det ledende term ideal, (LT(I)), som benyttes til bestemmelse af fodaftrykket af
et ideal, som er defineret séledes:

Definition 50 (Fodaftryk af et ideal) Fastset en monomiel ordning, <. Lad
I veere et ideal i K[z1,...,x,]. Da er fodaftrykket of I givet ved

ALl = (& a sl & (L(D))

n

Det vil sige, at der til bestemmelse af et fodaftryk kreeves kendskab til et (LT(I)).
Dette kan findes ved at bestemme en Grobner basis for idealet I, for da er (LT(1))
netop idealet frembragt af de ledende termer i Grobner basen.
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5. Koder udtrykt ved hj=lp af norm- trace polynomier

Antallet af monomier i fodaftrykket er uafheengig af valg af monomiel ordning.
For at vise dette benyttes Proposition 51.

Proposition 51 Fastset en monomiel ordning pé K[z1,...,x,], og lad I C
K[z1,...,x,] vere et ideal. Da geelder folgende:

(i) Ethvert f € K[z1,...,x,] er kongruent modulo I til et entydigt bestemt
polynomium r, som er en linearkombination af monomierne tilhgrende

fodaftrykket of I, med koefficienter i K.

(i7) Elementerne i {x® : z® & (LT(I))}, hvor z® = z{*--- 28,0 < oy, er
linecert uafhengige modulo I. Det vil sige, hvis

anzo‘ =0 mod I,

(e

hvor x® tilhgrer fodaftrykket af I, sa er co, = 0 for alle c.

BEevis: (i) : Lad G = {¢1,...,9:} veere en Grobner basis for I, og lad f €

K[z1,...,z,]. Ifglge divisionsalgoritmen for polynomier i flere variable opfylder
=G =G

restleddet r = f , hvor f er resten af f ved division med G, at f = ¢+, hvor

qgel

Dermed vil f —r = g € I, hvilket netop er definitionen pa, at f og r er kongru-
ente modulo /.

Divisionsalgoritmen for polynomier i flere variable giver desuden, at 7 er en line-
arkombination af monomierne z® ¢ (LT([)), med koefficienter i k. Entydigheden
af r folger af Seetning 39.

(ii) : Antag, at elementerne i {z® : z® ¢ (LT(I))} ikke er linezert uatheengige.
Det vil sige, at der eksisterer mindst et c, ;) # 0.

Da )’ cor® =0 mod I, sa vil 3 cqx® tilhgre I, og dermed vil den ledende
term af dette polynomium tilhgre (LT(I)).

Idet dette er i modstrid med antagelsen, er elementerne i {z® : ® ¢ (LT(I))}

linezert uafhaengige. O
Man kan betragte K[z1, ..., z,] som et uendeligt dimensionalt vektorrum, hvor
basisvektorerne er alle monomier i x1,...,Z,.
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5.2. Definition af NT P-koder

Ved at udtage et antal monomier som basisvektorer, fas et underrum af vektor-
rummet K[z, ..., 2,].
Af Proposition 51 ses det, at monomierne i fodaftrykket udspaender et saddant

underrum af K[zq,...,x,]. Det vil sige at alle restled r = 7G, hvor G er en
Grobner basis for idealet I, ligger i det pagseldende underrum.

Ifglge naeste seetning, vil fodaftrykket af et ideal I, uanset monomiel ordning,
udggre en basis for kvotientringen K|[x1, ..., 2,]/I. Det vil sige, at storrelsen af
fodaftrykket for I altid er den samme uafhaengig af monomiel ordning.

Seetning 52 Lad I C Klxy,...,x,] vere et ideal. Sd er Klxq,...,x,]/1, set
som et vektorrum over K, isomorf med S = Span(z® : ® & (LT(I))).

BEevis: Udfra Proposition 51 definerer afbildningen ¢: K[z1,...,2,]/I — S,

givet ved ¢([f]) = TG, en bijektiv afbildning mellem ekvivalensklasserne i
K[z1,...,2,]/1 og elementerne i S.

Det skal nu vises, at denne afbildning er lukket under addition og multiplikation
med skalar, idet ¢ da vil opfylde betingelserne for at veere en vektorrumsisomorfi.

Hvis [f] og [g] er elementer i K[x1,...,x,]/1I, s& skal det vises, at ¢([f] + [g]) =
o(LfD) + ¢(lg)-

Idet man leegger sckvivalensklasser sammen ved at addere deres repraesentanter,

gelder det, at ¢([f] + [g]) = &((f + ), og dermed er ¢([f] +[g)) = F T 9", og
det skal derfor vises, at

—G =G _
f+g =F+3% (5.3)
For at vise dette skal det forst vises, at
-G e
f =97 f-gel (5.4)
-G .
=:Lad f=q+f ogg=q+7g% hvor q1,q2 € 1. Savil f—g=q1 —q2 € I.

<: Lad f og g veere givet som ovenfor. Sder f —g=q +?G — g2 —g°. Dermed
vil ?G — 3% = f—g— q + ¢ tilhgre I. Men da ingen af leddene i ?G og g% er
divisible med elementerne i G, sa er 7G — 3% =0. Altsa er 7G = g%, hvormed
(5.4) er vist.
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5. Koder udtrykt ved hj=lp af norm- trace polynomier

Betragt f + gG = f+ g —q, hvor ¢ € I. Hvis det antages, at f og g er givet
som tidligere, s& vil f + gG — (7G +3%) = (1 + @) — q € 1. S (5.4) giver,

at f+ gG = ?G +3% , og da ingen af monomierne i f + gG7 ?G eller g& er
divisible med polynomierne i G far vi, at f + gG = ?G +g%. Altsa er ¢ lukket
under addition.

Det skal ligeledes vises, at ¢ er lukket under multiplikation med skalar. Det vil

sige, at ¢(c[f]) = ¢- ¢([f]), hvor ¢ € K. Da ¢(c[f]) = ¢([cf]), s& geelder det pr.
definition af ¢, at ¢(c[f]) = JG. Det skal dermed vises, at

o =cfe. (5.5)
Lad fglgende ligheder veere opfyldt
=G
= a+f,
—G
cf = q+cf .

Heraf folger det, da ¢1,q2 € I, at

—G =G
cf —cf =cq1—q €l
=¢ =
Dette medforer ifglge (5.4), at ¢f = = c¢f . Idet der ikke findes monomier i

—G —=G c . . R —G -G
hverken cf ~ eller ¢f , som er divisible med polynomiernei G, sdercf =cf .

Vi konkluderer hermed, at ved at benytte repraesentanter for sekvivalensklas-

serne, si svarer operationerne i K[z1,...,z,]/I til operationerne i vektorrum-
met S over K.
Altsa er ¢ en vektorrumsisomorfi. O

Idet kvotientringen K{[z1, ..., z,]/I og vektorrummet udspeendt af fodaftrykket
af I er isomorfe, sa giver efterfglgende saetning, at stgrrelsen af fodaftrykket er
en gvre greense for antallet af punkter i varieteten V(I).

Saetning 53 Lad I C K[xz1,...,x,], vere et ideal, sidan at V = V(I) er en
endelig mengde, sd geelder det, at antallet af punkter iV er hgjst dim(K[xq, ...,

xn]/1).
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BeEvis: For at vise ssetningen, skal det fgrst vises at, hvis vi har givet forskellige
punkter p1,...,p, € K", si findes der et polynomium f; € K[z1,...,z,], si
fi(p1) =1 o0g fi(p2) =+ = fi(pm) = 0.

For hvert par af punkter p; og p;, i > 2, geelder det, at p; # p;. Antag, at
p1 og p; er forskellige pa den j'te position. Der kan nu dannes polynomier
gi = (zj —pi;)/(p1, — pi;). Disse opfylder, at g;(p1) = 1 og gi(p;) = 0. Der-
med opfylder fi = g2g3 - - - gm de gnskede betingelser.

Hvis vi erstatter p; med hver af po, . .., p;, fas, udover f1, polynomierne fs, ... f,

sadan, at f;(p;) =1 og fi(p;) =0, for i # j.

Antag, at V. = {p1,...,pm}, sd har vi f1,..., f,, som givet ovenfor. Kan det
vises, at [f1],..., [fm] € K[x1,...,2,]/I er linezert uathengige, si er

m < dim(Klzy,...,z5]/1), (5.6)

hvilket netop er, hvad der gnskes vist.

For at vise, at [f1],...,[fm] er linesert uafheengige, antages det, at >\ | a;[f;] =
[0] i K[x1,...,2,]/1, hvor a; € K.

I K[z1,...,2,] svarer dette til, at h = > /" a;f; € I. Det vil sige, at h giver
nul for alle punkter i V = {pi,...,pm}, sd for et vilkérligt j, 1 <j < m, er

0=h(p;) =Y aifilp;) =0+ a;f;(p;) = a;.

i=1
Da dette gaelder for alle a;’erne, sa er [fi1],. .., [fm] linesert uathengige.
O
Denne sztning kan desuden betragtes udfra det synspunkt, at afbildningen
o: Klzq,...,z,)/I — K™ (5.7)

o(f +1) — (f(p1),--, f(Pm))s

hvor m er antallet af punkter i varieteten V. = {pi1,...pm}, er en surjektiv
vektorrumshomomorfi.

Hvis ¢ er en surjektiv afbildning, sa er billedrummet af K[z1,...,z,]/I praecis

K™. Det vil sige, at dim(o(Klz1,...,2,]/I)) = dim(K™) = m. Hvis det desu-

den gezelder, at ¢ er en vektorumshomomorfi, sa stammer en basis for K™ fra m
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5. Koder udtrykt ved hj=lp af norm- trace polynomier

linezert uatheengige elementer i Klxq, ..., x,]/1.
Sa alt i alt geelder det, at
antal punkter i V =m = dim(K™) < dim(K|z1,...,zy]/I),

hvilket netop er resultatet i Seetning 53.

Det skal derfor vises, at ¢ er en surjektiv vektorrumshomomorfi.

Hvis ¢ er en vektorrumshomomorfi, skal den veere lukket under addition og
multiplikation med skalar.

Lad derfor [f], [g] € K[x1,...,2,]/I veere aekvivalensklasserne repraesenteret ved
f og g. Sa geelder det, at

e([f1+[9]) = o (lf + 9D

Herudfra fas:

e([fl+1g) = (f+9)p1),--. (f +9)(Pm))
(f(p),---,

= o(lf]) +«(lg)).

Altsé er ¢ lukket under addition.

Ligeledes ses det, at ¢ er lukket under multiplikation med skalar, idet
olclf]) = e(efl) = (cf(pr),- .- cf(pm))

c(f(p1),--- s fpm))

= co([f])

hvor ¢ € K. Dermed er ¢ en vektorrumshomomorfi.

I forste del af beviset for Seetning 53 defineres polynomierne f1, ..., fi, sadan,
at fi(pi;) =1 og fi(p;) = 0 for ¢ # j. Ved dermed at benytte ¢ pa sekvivalens-
klasserne repraesenteret ved f;, for ¢ = 1,...,m, vil disse blive afbildet over i
den ortonormale basis for K™. Da ¢ er en vektorrumshomomorfi, vil alt i K™
derfor blive ramt, og alt i alt er ¢ en surjektiv vektorrumshomomorfi.

5.2.2 Udvelgelse af polynomier

Foregaende afsnits teori anvendes i dette afsnit pa4 monomier i to variable.
Fgr kode-polynomierne udveelges skal der fastssettes en monomiel ordning, og
til dette formal defineres forst (u,v)-veegten af et monomium i Fym [z, y].
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5.2. Definition af NT P-koder

Definition 54 (Veegt af et monomium) Lad z'y’ € Fym |z, y]. Da er (u,v)-
veegten af dette monomium givet ved:

W(z'y?) = iu + jo.

Ligeledes kan veegten af et polynomium, W (f), f € Fgm [z, y], bestemmes. Dette
er defineret som W (f) = max{W (z'y?) : 'y’ € f}.

Der vil gennem rapporten desuden blive refereret til veegten af et monomium
som den vaegtede grad af det pagaseldende monomium.

Veegten af et monomium kan herefter benyttes i definitionen pa veegtet lex-
orden.

Definitionen stammer fra [4, Definition 1, side 353].

Definition 55 (Veegtet lex-orden, <) Lad 21y, 22y’2 € Fym(z,y], og
lad <jer veere lex-ordningen, hvor x <jez Y.

Sé er
ZChle _<W xlzyh

hvis enten

a) W(z"yt) < W(z"y’?)
eller

b) W(ahyh) = W(z=y’) og
rhylt <., 22992 hvilket her vil sige, at j; < jo.

Det kan vises, at den vaegtede lex-orden, <y, opfylder betingelserne i Definition
31 for at veere en monomiel ordning.

Vi vil gennem rapporten benytte <,, om den veegtede lex-orden, hvor = <., vy,

og hvor u = ¢™ 1 ogv = q;n:ll. Det vil sige w(z'y?) = i(¢™ 1) +j(%).

m

. g —1 m—1
Det kan nu vises, at {x a1 — y?

— =yl =y, 27 —z,y7 —y}eren

_..._yq_y7xqm_$,qu_y>.

m—1

Grobner basis for idealet T = (x T y?
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5. Koder udtrykt ved hj=lp af norm- trace polynomier

1 m m
_,,,_yq_yvxq _z,yq _y}
m—1

er en Grébner basis med hensyn til <, for idealet I = (x o y? — =
y' =y a? —z,y” —y).

Proposition 56 Mengden G = {asqul1 —y?"

BEVIS: Betragt meengden af de monomier tilhgrende Fym [z, y], som ligger i
komplementet til (y¢" ", z¢", y?"),

D={a'y :0<i<q™0<j<qm '},

se Figur 5.3.

Antallet af monomier i D er dermed ¢™~ 1! -

(i,3) < z'yl

Figur 5.3: Mengden D.

Antag nu, at G ikke er en Grobner basis for 1. Det vil sige, at

m—1

"2y C (LT(D)).

Sa hvis vi gnsker en Grobner basis for I, skal der tilfgjes polynomier g til G
saledes, at LT(g) = a'y*, hvor [ < ¢™ eller k < ¢™ L.

Antag, at der er blevet tilfgjet tilstraekkeligt med polynomier til G, sa vi nu har
en Grobner basis for I. Det er herudfra muligt, at bestemme fodaftrykket af I,
og det ses, at stgrrelsen af dette fodaftryk er mindre end stgrrelsen af D, hvilken
er lig g™ 1.

Fra Seetning 49 har vi, at antallet af punkter i varieteten V(I) er ¢?™~1, og

ifplge Seetning 53 er antallet af monomier i fodaftrykket af I en gvre graense for
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5.2. Definition af NT P-koder

antallet af punkter i varieteten V(I). Dermed har vi alt i alt, at

T =#V(I) < #AL (1) <M
Da dette er en modstrid, er G = {x E —quf1 eyl =y, 2t~y —y)
en Grobner basis for 1. O

Udfra denne proposition ses det, at fodaftrykket af idealet I med hensyn til <.,
kan skrives som fglgende maengde:

A, (I)={2y/:0<i<qg™0<j<qg™ '}

Det er linearkombinationer af monomier fra en delmaengde af A~ (), der udggr
de polynomier, som benyttes i definitionen af NT P-koderne. Fgr koden defineres
betragtes nogle egenskaber ved fodaftrykket af I, samt konsekvenser af disse.
Antallet af punkter i fodaftrykket af I er, som en konsekvens af ovenstaende
proposition, lig ¢*™~1, hvilket ogsa er antallet af punkter, n, i V(I), se Szetning
49.

Lad nu I veere givet som i Proposition 56, s& giver kommentaren efter Szetning
53, at fglgende afbildning, v, er en surjektiv vektorrumshomomorfi,

’lp: qu [x,y]/[ — Fgm (58)
O(f+I)  — (f(pr),---, fpn)),
hvor {p1,...,pn} = V(I).
Da Seetning 52 giver, at Fgm [z, y]/I er isomorf med vektorrummmet udspzendt
af monomierne i A (I), er

dim (Fym[2,y]/I) = dim (Span A (I)) = ¢*™ ! = n.

Da dimensionen af Fy.. ogsa er n, er ¢ en surjektiv vektorrumshomomorfi,
som er defineret mellem to lige store maengder, hvorved 1) ogsa er en injektiv
vektorrumshomomorfi. Dette giver tilsammen, at 1 er en vektorrumsisomorfi.
Udfra denne afbildning, kan vi nu definere NT P-koderne.

1

Definition 57 (NTP-kode) Velg et s >0 og lad I = (x - Yy -
Yl —y, 29" — x99 —y) CFym[z,y]. Da er koden NTP(s) over Fym defineret
til at veere

NTP(s) = Spang _, {¢(M + 1) : M € A, (I),w(M) < s}.
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5. Koder udtrykt ved hj=lp af norm- trace polynomier

For at dette er veldefineret gnsker vi, at der til ethvert kodeord i NT P(s) svarer
netop ét polynomium, som er en linearkombination af monomierne i fodaftrykket
af idealet I med vaegtet grad mindre end eller lig s, og omvendt, at der til ethvert
polynomium pé denne form, svarer preecis ét kodeord i NT P(s).

Idet Fym [z, y]/I er isomorf med vektorrummet udspeendt af monomiernei A~ (1),
og da 1 er en isomorf afbildning mellem Fym [z, y]/I og Fy., sa afbilder en basis
for ethvert underrum af SpanA (1) over i en basis for et underrum i [Fy....

Det vil sige, at enhver linearkombination af monomier i A~ (I) med vaegtet
grad mindre end eller lig s giver et entydigt bestemt kodeord i NTP(s), og
ligeledes svarer der til ethvert kodeord i NT P(s) praecis et polynomium, som er
en linearkombination af monomier i A< (I) med veegtet grad mindre end eller

lig s. Hermed er NT P-koder veldefinerede.

Lad f,g € Span (A<, (I)), hvor alle monomier, som indgér i f og g, har veegt
mindre end eller lig s. Dermed er ¢)(f +1) og ¥(g+ 1) kodeord i NT P(s)-koden.
Hvis ¢,d € Fygm, sa vil c¢f + dg ogsa opfylde, at det er en linearkombination af
monomier fra Span (A~ (7)), som har veegt mindre end eller lig s. Dermed er
cU(f+I)+d-v(g+I) =((cf +dg)+1I) ogsa et kodeord i NT P(s), hvormed
det kan konkluderes, at NT P-koden er en linezer kode.
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Kapitel 6

Egenskaber ved N1 P- koden

Dette kapitel behandler forskellige egenskaber for NT P-koden. Fgrst bestemmes
minimumsafstanden, og dernaest en formel for kodens dimension, hvilket til slut
benyttes til at bestemme dualkoden til NT P-koden.

6.1 Minimumsafstand af N7 P-koden

For at bestemme en nedre graense for minimumsafstanden for en N7 P-kode kan
det benyttes, at en sddan kode er lineser, hvormed man i stedet kan bestemme
en nedre graense for minimumsveegten.

Lad n = ¢?™!. Hvis ¢ er et kodeord i en NT P-kode, s& er ¢ pa formen ¢ =

(f(p1),---, f(pn)), hvor f € Spang , {M € A, (I) : w(M) < s}.

Hamming veegten, wy, af kodeordet ¢ atheenger af antallet af feelles nulpunkter,
tilhgrende Fim, mellem f og norm- trace polynomiet. Dette antal fas udfra
fglgende proposition.

Proposition 58 Lad K vere et vilkarligt legeme, og lad der veere givet en veg-
tet lexikografisk ordning <w, hvor x <. y, W (z') = bi og W(y?) = aj.
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6. Egenskaber ved NT P- koden

Betragt

F(z,y) = 2"+ay’ +F'(z,y) € K[z,y]
G(z,y) = 2"y +G'(x,y) € Klz,y],

hvor a # 0, a,b >0, W(F') < ab og W(G') < bi+ aj.
Sd har F(x,y) = G(z,y) = 0 hgjst bi + aj losninger i K2.

Denne proposition samt bevis stammer fra [8, Proposition 4, side 637].

BEVIS: Pr. definition af den veegtede lexikografiske ordning er LM(F) = ° og

LM(G) = x'yl.
Hvis j > b dannes polynomiet,
Gi(z,y) = Glz,y)+(-1)'a " 2’y "F(z,y)

= G'(z,y) + (-D'a 2"y " (@ + F'(z,y)).

Heraf ses, at det ledende monomium er z*+%y7=°,
Hvis j — b > b, sa fortsaettes processen indtil vi far:

Gi(z,y) = Gio1(m,y) + (1) a TV =0 p(g ),

med LM(G,) = zittayi—th — xzyj;, hvor j < b. )
Det ses udfra konstruktionen af Gy, at denne tilhgrer idealet I = (F(x,y), G(z,y)).
Endvidere ses det, at:

W(x%yj) = W(xTt =) = b(i 4 ta) + a(j — tb) = bi + aj = W (z'y?).
For at begreense fodaftrykket af I betragtes desuden S-polynomiet, S(F, ét),
som er endnu et polynomium i idealet I.

2P

S(Fa ét) = a;gb F(‘Tay) -

i,b
Ty ~
(—1)ta7t:c;y3 Gt(‘r?y)

= o W F(z,y) — (1) taly? TGy, y).

Det ses, at S-polynomiet eliminerer monomiet xzyb, og det ledende monomium
i S(F,Gt) er dermed 2%, idet de gvrige led har veegtet grad hgjst ab+ b — 1.

Vi har nu folgende begraensning for fodaftrykket af I:

AL, (I) C{zy’ :a<a+1i,0<b, hvor ikke bide o > 1 og 8 > j}.
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6.1. Minimumsafstand af N7 P-koden

(i,§) < x'yd

Figur 6.1: Mengden, som I’s fodaftryk vil ligge i.

Denne begraensning er illustreret pa Figur 6.1.
Stgrrelsen af denne meengde er:

(a+Db—(at+i—1)(b—j) =W('y)) = W(a'y) = bi + aj.

Det vil sige, idet fodaftrykket er en gvre greense for antallet af nulpunkter i

V(I), s har F(z,y) og G(x,y) hojst bi + aj feelles nulpunkter. O

1

Korollar 59 Lad J = (z - y" — o —yl—y) € Fym[z,y]. Da vil enhver
mulig vegt vere representeret i fodaftrykket for J.

BEvVIs: Udfra beviset for Proposition 58 ses det, at veegten for det ledende mo-
nomium i G(xz,y) vil optreede som veegt af et monomium z%y?, hvor j <b.

Det vil sige, at enhver veegt er repraesenteret ved et monomium tilhgrende fod-
aftrykket af idealet givet ved (F(z,y)).

Dermed geelder det, i det tilfeelde hvor a = %, b=¢" ' oga=—-1,
at enhver veegt er repraesenteret ved et monomium i fodaftrykket af idealet
J = <xqqm*—711 -y

m—1

— - —y% —y), som netop var det sggte resultat. 0
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6. Egenskaber ved NT P- koden

Folgende lemma giver desuden, at monomierne i fodaftrykket af J alle har for-
skellig veegt.

1

Lemma 60 Lad J = (x S y!" — o —y? —y) € Fymz,y]. Da vil fodaf-
trykket of J, A<, (J), ikke indeholde to monomier af samme vegtet grad.

BEVIs: Det skal forst vises, at gcd(%7 g™ 1) = 1, nar ¢ er en primtalspo-

tens, p”, hvor r € N. Dermed er ¢! = p"(™=1_ og de mulige kandidater til

gcd(q;i—_ll, ¢ 1) vil veere meengden {1,p,p?,...,p "=V},

Da qm—11
e
i alle disse led er tallet 1. Dermed er gcd(q;__l1 g™ =1.

=14q+q¢>+--+¢™ ! sesdet, at den eneste kandidat, som gar op

Det antages nu, at monomierne x'y’, 2%y € AL (J) = {z°y% : 0 < 8 <
g™ 1,0 < a} har samme veegtede grad. Hermed er

(g™ )+ (2 = k(@Y + (L)
II m 1
" Hi—k) = L))
Altsa ma ¢™ ! ga opi (I —j), da ¢™ ! og q;":11 er indbyrdes primiske. Men

da (I — j) er nummerisk mindre end ¢™~!, vil dette kun kunne lade sig ggre,
hvis (I — j) er lig nul. Dette betyder, at | = j og dermed er i = k, hvorved to
forskellige monomier i fodaftrykket A~ (J) ikke kan have samme vaegtede grad.

O

Proposition 58 kan nu anvendes til at bestemme en nedre graense for minimums-
afstanden for NT P-koden.

Seetning 61 Lad NTP(s) vere en NT P-kode. Da vil det geelde, at minimums-
afstanden, d, for NTP(s) er mindst n - s.

BEVIs: Som tidligere naevnt, kan det udnyttes, at NTP(s) er en lineeer kode,
hvormed minimumsafstanden er lig minimumsveegten.
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Veelger vi nu at betragte den veegtede lexikografiske ordning, <, hvor w(z?) =
i(gm1) og w(y!) = j(q;n:ll), s& ser vi fra Proposition 58 at antallet af feelles
nulpunkter i ]Fim mellem norm- trace polynomiet, repreesenteret ved F(z,y),
og et polynomium f € Spang ,, {M € A<, (I) : w(M) < s}, repraesenteret ved

G(z,y), hojst er lig:

-1

Det vil sige, at Hamming veegten, wy for et kodeord € tilhgrende NT P(s)-
koden mindst er n — ((¢™ 1)i + (q;":11 )j), og da dette geelder for alle ¢ # 0,
s& er minimumsvaegten og dermed minimumsafstanden d > n — s, da s er den
storste veegtede grad af monomierne, som anvendes til konstruktion af NT P(s)-
koden. O

(@™ )i+ (

For et begraenset interval af s er minimiumsafstanden for NT P(s) praecis lig
n—s.

Szetning 62 Lad NT P(s) vere en NT P-kode, og lad i(q™ 1)+ j (L_ll) =s.

prn
Da er minimumsafstanden
d=n—s,

hvis funktionen givet ved

. [—ir] for i=0
B(i,j) = if j )
( ) { 1+ ’—(qul)/l(qfl)] + I—qm‘,j—l—| fO’f' 1 >1

er mindre end eller lig q.

BEvis: For at bestemme den eksakte minimiumsafstand skal der kunne findes
et kodeord i NT P(s), som netop har Hammingvaegt n — s. Dette svarer til at
finde et polynomium, som har preecis s nulpunkter til fzelles med norm-trace
polynomiet.

Definer maengderne

N’Y = {Oé S qu : N]qu /F, (Oé)
Tr, = {a€Fgm: TLF, m /F, (@)

v € Fq}a
v €Fq}
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6. Egenskaber ved NT P- koden

Opskriv desuden F, og Fym pé folgende mader:

IE?q = {03’713"'7711—1})
]F m - (S - 0 (S ......... (S m
q ("qu/Fq) { 1( )a 2, ) ’ » Oq }a
No Ny N’Yq—l
LT = {B1, sy, Bgm}
Try, 4 Tro
Her er Fym inddelt i ¢ delmeengder ordnet siledes, at elementerne i for-

T O /)
ste delmaengde tilhgrer Ny, elementerne i anden delmeengde tilhgrer N,, og sa
videre.

Tilsvarende er F inddelt i ¢ delmaengder ordnet saledes, at elemen-

qm (Trqu /Fq)
terne i forste delmaengde tilhgrer T'r, _,, elementerne i anden delmsengde tilhg-
rer T'r,_, og s& videre.

Veelg nu et polynomium

i J
@) = [J@ =00 w80,
r=1 t=1
som er en linearkombination af monomierne i fodaftrykket af I = (x T
quHl eyl —y, 2t — oyl — y), hvis veegtede grader er mindre end eller

lig s, og hvor det ledende monomium z’y’ har veegtet grad s.

Ifglge Lemma 60 har monomierne i fodaftrykket af I alle forskellige veegtede
grader, hvormed z’y’ er det eneste monomium med veegtet grad s. Dermed
vides det fra Proposition 58, at antallet af feelles nulpunkter mellem f(z,y) og
norm-trace polynomiet er mindre end eller lig s.

Det ses, at nulpunkterne til f(z,y) er de (z,y), hvor enten z = 6, forr = 1,...,4
eller y = B; for t = 1,...,7. Nulpunkterne til norm-trace polynomiet er de
(6,8), hvorom det gelder, at Ng_,, /r,(0) = TrF,_, /r,(3). Dermed er det muligt
at bestemme de feelles nulpunkter mellem f(z,y) og norm-trace polynomiet.

For hvert valgt d,, som er rod i f(z,y), eksisterer der g™~ ! B, er, sa (d,,3;) er
rod i norm-trace polynomiet. Antallet af d,.’er er i, s& dette giver anledning til
i(gm~1) faelles nulpunkter.

Idet j < g™~ 1, veelges der kun B, er fra Try, -

For hvert valgt 3; vil der dermed veere q;"_—11 0. er, sa (9, B¢) er rod i norm-trace
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m

polynomiet. Antallet af §;’er er j, sa dette giver anledning til j (q 71) feelles

q—1

nulpunkter. Det vil sige, at der er i(¢™™!) + j (%) = s feelles nulpunkter

mellem f(x,y) og norm-trace polynomiet med undtagelse af eventuelle overlap.
Et overlap forekommer, nar et valgt (d,, ;) er ssammenfaldende med et tidligere
Valgt (57"; 6t)

Da der hgjst veelges G;’er indeholdt i T'r,,_,, kan et overlap finde sted i de
tilfeelde, hvor @ er sa stor, at der skal veelges et 6, fra N, _,, da denne skal
kombineres med alle 3; tilhgrende T'r.,_,.

Altsa forekommer der ingen overlap, hvis antallet af IV,’er plus antallet af
T'r,’er, hvorfra der veelges henholdsvis d,’er og B’er, er mindre end eller lig
q.

Antallet af T'r,’er, hvorfra der veelges f;’er, er [q,,f%ﬂ, og antallet af N, ’er,

W], for ¢ > 1. Hvis enten 1 eller j er
lig nul, er f(x,y) kun et polynomium i én variabel, hvorved der kun skal vaelges
enten G;’er eller d,’er for at fa fastsat nulpunkterne for f(x,y), s da vil enten

antallet af N, ’er eller antallet af T'r,’er veere lig nul.

hvorfra der veelges d,er, er 1+ |

Dermed har f(z,y) og norm-trace polynomiet preecis s faelles nulpunkter, hvis
funktionen B(i,7) er mindre end eller lig g. O

6.2 Dimension af NTP - koden

I dette afsnit vil vi afdackke, hvorledes dimensionen, k, af en NT P-kode be-
stemmes. Dimensionen af en kode er antallet af elementer, som danner en basis
for koden. Da monomierne i A (I) er linesert uathengige ifslge Propsition 51,
vil ogsa en delmeengde af dem veere linezert uafhengige. Afbildes monomierne i
denne delmeengde med ¢ givet som i ligning (5.8), vil dette danne en basis for
en NT P-kode, da 1 er en vektorrumsisomorfi.

Dunskes dimensionen af NT P(s)-koden bestemt, svarer dette derfor til at be-
stemme antallet af monomier i A (I), som har veegt mindre end eller lig s. P&
Figur 6.2 er fodaftrykket af I illustreret, hvor m er valgt til 3 og ¢ til 2. Tallene
ved hvert punkt, som illustrerer et monomium, er veegten af det pagaeldende
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21 25 29|33 37 41 45 49
o o |o o o o o

14 18 22 26 30] 34 38 42
(o] o (o] (o] ] (o] o]

11 15 19 23 27|31 35
[} [} [} el [} [¢] Q

12 16 20 24 28
O O O O O
(8,0)
(i,5) < z'y’

Figur 6.2: Fodaftryk of I, nar m =3 og q = 2.

monomium.

Idet der altid er fastsat en veegt pd x og y, og idet disses eksponenter vokser
ud ad akserne, sa vil de vaegtede grader altid optreede i en ordnet reekkefglge.
Dette er illustreret ved hjelp af den stiplede linie pa Figur 6.2.

Da monomierne optraeder i en ordnet reekkefglge er det muligt at afgreense et
omrade, hvori alle monomier har veegtet grad mindre end eller lig s.

Den fuldt optrukne streg, som gar gennem figuren, viser hvilke monomier, der
repraesenterer en basis for NT P(30). Det ses, at k(NTP(30)) = 22.

Vi sgger herefter at finde en formel til bestemmelse af dimensionen for en NT P-
kode, og til dette formal introduceres fglgende teori vedrgrende nummeriske
semigrupper.

6.2.1 Nummeriske semigrupper -genus og konduktor

Dette underafsnit omhandlende nummeriske semigrupper har til formal at pree-
sentere begreberne genus og konduktor, som senere skal benyttes til udledningen
af dimensionen for NT P-koden.

Dette underafsnit bygger pa [9, Afsnit 10.5].

Definition 63 (Nummerisk semigruppe) En delmengde T' € Ny kaldes en
nummerisk semigruppe, hvis folgende er opfyldt:
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(1) 0€T, og

(i) hvisr,t €T, s¢vil r +t € T.

Elementerne i No\I" kaldes gaps og elementerne i I' kaldes nongaps.
Antallet af gaps kaldes genus og benzevnes g. Herudfra defineres konduktor.

Definition 64 (Konduktor) For g < oo, sd eksisterer der n € T' sddan, at
nairteNgogt>n, savilt €T.

Konduktoren for T, ¢(T'), er da det mindste n € I" sddan, at {t € Ng : t > n} er
indeholdt i I'.

Af definitionen pa konduktor ses det, at den stgrste gap er lig ¢(T") — 1, hvis
0<g<oo.

Der gaelder fglgende sammenhaeng mellem konduktor og genus:

Proposition 65 Antag g < co. S er ¢(T') < 2g. Specielt er ¢(T') = 2g, hvis og
kun hvis der for ethvert t € Ny geelder, at hvis t er en gap, sd er ¢(T')—1—1t en
nongap.

BEVIS: Betragt et ordnet par af ikke negative heltal (r,t), hvor r+t = ¢(T") — 1.
Idet summen af to nongaps pr. definition er en nongap, er enten r eller ¢ en gap.
Der er ialt ¢(T") ordnede par, som opfylder ligheden, og da der optreeder mindst
en gap i hvert par, s& er ¢(T") < 2g.

Det ses heraf at der geelder lighed przecis nar det ene af de to tal er en gap og
det andet er en nongap for alle de ordnede par. O

Hvis ¢(T") = 2g, sa siges den nummeriske semigruppe I' at veere symmetrisk.

Definition 66 (Generator for en nummerisk semigruppe) Lad A =
{a1,...,a;} vere en delmengde af en nummerisk semigruppe I'. Huvis der, for
ethvert element t € ', eksisterer aq,...,ar € Ng sddan, at t = Zle Q;a;, SG
siges T' at veere genereret af A, hvilket skrives T' = (A).
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6. Egenskaber ved NT P- koden

Ovenstaende definition samt Proposition 65 benyttes i efterfolgende proposition.

Proposition 67 Lad a,b € N sdledes, at ged(a,b) = 1.
Den nummeriske semigruppe genereret af a og b er symmetrisk, og har ab—a—2b

som storste gap, (a —1)(b— 1) som konduktor og genus lig “=4E=1)

BEvVIs: Idet ged(a,b) = 1, s& har ethvert heltal m en entydig repreesentation,
givet ved m = a1b + asa, hvis 0 < ag < b.

Heraf samt af Definition 66 gaelder det, at enhver gap, m har en entydig reprae-
sentation m = a1b + asa, hvor 0 < as < b og a1 < 0, og enhver nongap, m har
en entydig repraesentation m = a1b + asa, hvor 0 < as < b og a3 > 0.

Lad ¢(T") veere konduktoren for den nummeriske semigruppe I' = (a, b). Vi gn-
sker fgrst at bestemme den stgrste gap for I'.

Inddeles Z i aekvivalensklasser modulo b, kan disse repraesenteres af asa € T,
hvor ap =0,1,...,b— 1.

For en vilkarlig sekvivalensklasse er det stgrste element, asa 4+ a1b, hvor koeffi-
cienten til b er negativ, lig asa — b.

Dermed er den stgrste gap (b — 1)a — b, hvilken pr. definition af konduktor er
lig ¢(T") — 1. Hvormed ¢(T') = (a — 1)(b— 1).

Det skal nu vises, at {a,b) er symmetrisk. Det antages, at r og ¢ er gaps, og at
r+t=cl) -1
Der geelder da for r og ¢, at

r = a1b + asa, t =a1b+ asa, 0<as,as <boga,a <O0.
Vi har dermed, at ¢(I') =1 =ab—a — b= (a1 + &1)b+ (a2 + &2)a, s&
(70&1 — 6[1 — 1)b = (042 + 6[2 — b+ 1)(1,

hvor 0 < ag + ag < 20— 2 og a1 + &1 < —2. Idet parentesen pa hgjresiden er
strengt mindre end b og ged(a, b) = 1, si kan b kun ga op, hvis hgjresiden er lig
nul. Dette er umuligt, da venstresiden er strengt stgrre end nul.

Dermed er der opnaet en modstrid, hvormed r og ¢ ikke begge er gaps. Altsa
folger det af Proposition 65, at ¢(T') = 2g, hvor g er antallet af gaps, og T er

dermed symmetrisk. Det vil sige, at g = %. O
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6.2. Dimension af NTP - koden

6.2.2 Bestemmelse af dimension af N7 P-koden

For at bestemme dimensionen af N7 P-koden, skal det forst vises, at mang-
den, I'(A<, (J)), bestéende af de veegtede grader repraesenteret af monomierne
i fodaftrykket af J, udggr en nummerisk semigruppe. Herefter kan vi benytte
Proposition 67 til at bestemme genus og konduktor.

Seetning 68 Maengden I'(A<  (J)), udgor en nummerisk semigruppe.

BEVIS: Det er klart, at 0 € T'(A<, (J)), s& det skal nu vises, at hvis r og ¢
tilhgrer (A, (J)), sa vil 7+t € T'(A<,, (J)).

Ladr = ,L'lqul + 71 q;"_—ll ogt= ’L'quil + 72 qq_—ll’ saerr—+t= (Zl +’L'2)qm71 +

(41+72) q:; _11. Da dette er veegten af et monomium, sa ved vi fra Korollar 59, at

denne veegt er repraesenteret af et monomium tilhgrende fodaftrykket af J. Det
vil sige, at 7+t € T'(A<, (J)). Altsé er I'(A<, (J)) en nummerisk semigruppe.

O

Da alle veegte i I'(A <, (J)) er linearkombinationer af ¢~ og q;"_—11 ,er (A, (J))

genereret af ¢™ ™! og q;ﬂ__11 ifglge Definition 66.

Det blev i beviset for Lemma 60 vist, at ged(¢™ ™1, q;:—?) = 1. Dermed fglger
det af Proposition 67, at konduktoren, ¢(T"), for den nummeriske semigruppe
(A<, (J)), er lig (q;n:ll —1)(¢™ ! — 1), og at genus er lig
(L~ 1)t - 1)
5 .
Det er nu muligt, at opskrive formlen til bestemmelse af dimensionen for koden
NTP(s) indenfor et begreenset interval af s.

Seetning 69 (Dimension af NT P-koden) Lad NTP(s) vere en NT P-kode.
Da er dimensionen k(NTP(s)) givet ved:

E(NTP(s))=s+1—g for o) —1<s< g™t

m

v —
(2l _1y(gm -1
2

og o(T) = (L= = 1)(g™ ' = 1).

hvor g = ]
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6. Egenskaber ved NT P- koden

BEVIs: Antag, at s er stgrre end eller lig ¢(T") — 1. S& gaelder det, idet monomi-
erne i AL (J) ifolge Lemma 60 alle har forskellig veegt, at antallet af monomier
i AL, (J) med veegt mindre end eller lig s er, s plus monomiet med vaegt nul mi-
nus antallet af elementer, som ikke repraesenterer noget monomium. Sidstnsevnte
svarer netop til antallet af gaps.

Da koderne NT P(s) kun bestar af linearkombinationer af monomier med veegt
mindre end eller lig s, som tilhgrer A< (I), s er det ngdvendigt at fastseette en
gvre greense for s for at kunne bestemme dimensionen af koden, som beskrevet
ovenfor.

Denne gvre greense for s er ¢! — 1, idet ¢*™~! er vaegten af det fgrste mo-
nomium som ligger udenfor A (I).

Dermed er saetningen bevist. [

Seaetningen giver altsd kun en formel til bestemmelse af dimensionen for NT P-
koden pa et afgraenset interval for s. Veelges et s udenfor dette interval er frem-
gangsmaden at teelle monomier med veegtet grad mindre end eller lig s, som
beskrevet i indledningen til Afsnit 6.2.

Efter dimensionen for en NT P-kode er bestemt kan generatormatricen for N7 P-
koden beskrives. Raekkerne bestar af monomierne i fodaftrykket af I, hvis vaeg-
tede grad er mindre end eller lig s, evalueret i de ¢>™~! = n punkter. Det vil
sige, at generatormatricen er en (dim(NTP(s)) x n)-matrix.

6.3 Dualkode

I dette afsnit bestemmes N7 P-kodens dualkode.
En dualkode, C*, til en kode C, er udspeendt af reekkerne i paritetstjeksmatricen
for C. Det vil sige, at

Ct={zeF}.:T-c2=0 veeC}.

Dermed kan vi ved at bestemme dualkoden til NT P-koden ogsé finde dennes
paritetstjeksmatrix.

I beviset for Seetning 71 far vi brug for fglgende lemma:
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6.3. Dualkode

Lemma 70 Betragt Fym, hvor q er en primtalspotens, p”. Huvis det geelder, at

ie{l,...,q™ —2}, sd er

BEvVis: Lad « veere et primitivt

>

’YE]FQ’V‘VL

Z v =0.

YEF m

element i Fym, sa er

q" -2
- | Sy +o
§=0
L)
= > @Yy
7=0
)" =1 1
B ot —1
"y -1
B ot —1 e

Det er nu muligt at vise, hvordan dualkoden til en NT P-kode findes.
Efterfplgende seetning er en generalisering af [5, Theorem 14.1.4].

Szetning 71 Lad s tilhore intervallet ¢(T') — 2 < s < ¢*™~ L, hvor q er en
primtalspotens p”. Dualkoden til NTP(s) er da givet ved koden NTP(n+c¢(I') —

2 —5), hworn= ¢! og c(l') =

(@™ ' -1) (% - 1)-

BEvVIs: For at NTP(n+c(I') —2—s) er dualkoden til NT P(s), skal den opfylde,
at dens dimension er n—k(NT P(s)), samt at alle kodeord i NT P(n+¢(I')—2—s)
er ortognale med alle kodeord i NT P(s).

For at bestemme dimensionen af NT P(n + ¢(I") — 2 — s) gnskes det at benytte

Seetning 69. Dermed skal folgende dobbeltulighed veere opfyldt

(M) —2< ¢ e —2-s< gt
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6. Egenskaber ved NT P- koden

Da s < ¢*™~! er den fgrste ulighed opfyldt, og da s > ¢(I') —2 er ogsa den anden

ulighed opfyldt. Dermed kan Ssetning 69 benyttes til at bestemme dimensionen
af NTP(n+c(I') — 2 —s) til

r
n+c(F)72—s+1—c(2)
r
:n75—1+¥,

hvilket netop er n — k(NTP(s)).

Dernaest skal det vises, at kodeordene i NT P(n+¢(T') — 2 — s) alle er ortogonale
med alle kodeordene i NT P(s).

Betragt fodaftrykket A (I) = {2y’ : 0 < i < ¢™,0 < j < g™ 1}. For et
vilkarligt kodeord, @i, 1 NT'P(s) vil der eksistere et polynomium, F' € Fym [z, y],
iSpan{M € A (I): w(M) < s}, sddan at ¢, = (F(p1),..., F(pn)).

Ligeledes vil der for et vilkarligt kodeord, ¢o 1 NT P(n+c¢(I") —2—s) eksistere et
polynomium, G € Fym[x,y], 1 Span{M € A~ (I) :w(M) < (n+c(T)—2—13s)},
sadan at ¢ = (G(p1),...,G(pn)). For at vise at kodeordene er ortogonale skal
deres prikprodukt veere lig nul. Altsa skal

¢1-t = (F(p)Gp1)+---+ F(pn)G(pn))

= G m) =0,

Da NT P-koden er en lineser kode, er det nok at tjekke de kodeord, som danner
baser for koderne, hvilket her betyder, at F' og GG blot skal veere monomier fra
fodaftrykket af I. Det vil sige, at F = 2’1yt og G = 22972, hvor det er opfyldt,
at i1,12 < ¢™ og j1,72 < ¢™ 1. Dermed er FG = g1 Ti2yiitiz,

Fra Seetning 49 kender vi udseendet af punkterne, hvilket her kan benyttes til
udregning af prikproduktet ¢y -¢o. Det vil nu geelde, at prikproduktet far folgende
udseende

m
a -1 4

q—2 g—1 . .
. . . . . . _1 11+
Z Qi tiz /6]1 +12+§ Z ,6‘71 +J2 E (6k+l(q )) ,
841 4. 1 BatB=0 F=0 g™l Lgaig_ 1=0
m_q
5k q—1

(6.1)
hvor § er et primitivt element i Fgm.
Er 41 + 42 = 0 vil den fgrste sum i (6.1) overleve og den sidste sum vil give qq__ll =

86



6.3. Dualkode

14+q+---+¢™ !, hvilket er lig 1, idet vi regner over Fym med karakteristik p. Dette
giver alt i alt, at ligning (6.1) kan omskrives til:

Z ﬁjﬁr]é. (6.2)

BEFym

For ji1 + j2 = 0 er (6.2) lig ¢, hvilket er nul, da vi regner med karakteristik p. Det
gaelder desuden, at j1 + j2 < % -1+ % —-1= 2% — 2. Da g > 2, vil det derfor
veere opfyldt, at j1 + j2 < ¢™ — 1. Dermed bliver ligning (6.2) ifplge Lemma 70 lig nul,
hvormed kodeordene i de to koder er ortogonale, nar i1 + iz = 0.

Hvis i1 + i2 # 0 vil den forste sum i ligning (6.1) blive nul, og det resterende kan
skrives op som fglgende

ar—1_
q—2 q—1
ghlintiz) Z ﬂjl +i2 Z ila=D)(ir+iz) (6.3)
k=0 F S SCL R =0
a1
5 a1

Hvis §(~D01+i2) £ 1 yi] fglgende omskrivning af sidste sum kunne foretages, idet &
er et primitivt element for Fym.

m a1 i1+

sl (o) 5Ty (g
Z 5l(q—1)(i1+i2) — — =0
“ ola—1)(i1+i2) — 1 ola—1)(i1+i2) — 1 ’
=0

hvormed hele summen i ligning (6.3) er lig nul.

Tilbage er nu at betragte tilfeeldet, hvor §(4-DC1+i2) — 1,
Dette medfgrer, idet § er et primitivt element for Fgm, at (¢™ — 1)|((¢ — 1)(41 + i2)).

Hermed geelder det, at i1 +i2 = h <%>, hvor h > 1.
Desuden ved vi, da x'ylt € NTP(s) og 229472 € NTP(n+c(I')—2—s), at w(z"1yt) <
s og w(z?y’?) < n+ (') — 2 — s, og endelig har vi, at j1 + jo < 2(¢™~ ' —1).

Det skal altsa vises, at (6.3) er lig nul under fglgende tre omsteendigheder:

" -1

1. Lad w veere vaegtfunktionen hvor w(z'y’) = i(¢™ ') + j( 1

), s& er

w(mi1+i2yj1+j2) < s+n+ C(F) —_92_3g

q 1 m— m— qm 1
. 1 1
q 1

qm—l —1

_ q2m71 +

_ 2m—1
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m—1

2. i1+i2=nh- qqﬂ , hvor h > 1.
3.1+ <2(@™ " -1).

Forst vises det, at h € {1,...,q — 1}.
Antag, at h > q, sd er

w(xi1+i2yj1+j2) > u}(l’i1+i2)
qul m—1
= h- )
-1 q
m_1 .
> q '
qg—1
= ¢"(l+q+-—+q")
— 2m—1_’_qm_1 1 qu
qg—1

Da dette er i modstrid med betingelse 1 vil h € {1,...,q — 1}.

Det er nu muligt at vende tilbage til (6.3), som nu far udseendet

mo_q
& (qynil) j 1 (I(I71 - m
sEh( =1 itz (6° —l)lhA (6.4)
TR m /Fq (B)=6" a-1

For overskuelighedens skyld er ﬁanl + -+ B? + (3 erstattet med TIF m /F, (B) i den
midterste sum.

Idet der regnes i Fgm, med karakteristik p , er q;n__ll =1+4¢g+---+¢™ ' =1, hvormed
(6.4) kan skrives som:
a2 (qul . .
6kh =T Z /3]1-0—]2. (645)
k=0

k(=L
TrF ym /B (B)=6 Cot)

m_q
For hvert k eksisterer der ¢™ ' fer, sa TLF o /7, B) = 5" Det vil sige, at den
samlede sum bestar af (g — 1)(¢™™ ") = ¢™ — ¢™ " led.
Dette svarer netop til det antal 8’er, hvor TLF m /B, (B) #0.
g™

1
Desuden er § et primitivt element for Fgm, og dermed gennemlgber §FC=) [y, for
kE=0,...,q—2, og idet der preecis er g™~ ’er, som giver det samme TLF o /7, B) €
F7, kan (6.5) omskrives til

S (Treg e, ()" 47 (6.6)

TrR  m /Fq (B)#0
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Da Trp,,, /r, (8) = 0 ikke vil bidrage med noget yderligere til summen, sa er (6.6) det
samme som

D (Tzs s, (0))" 572, (6.7)
BEF m

Det skal alsé vises, at denne sum er lig nul, og fra Lemma 70 ved vi, at en sum pa
formen ZBE]qu B'=0,narte{l,...,¢" —2}.
Den mindst forekommende potens i (6.7) er h+j1 + j2. Det er klart, at denne er strengt
stgrre end nul, idet j1 +j2 > 0og h > 1.
Det skal herefter vises at den hgjest forekommende potens i (6.7) er strengt mindre
end ¢ — 1.

Fra tidligere i beviset ved vi, at h € {1,...,q — 1}.
Antag fgrst, at h < g — 2, sd har vi fra betingelse 3, at

h-deg(Tre m/r,) + 51 +72 < (¢—2)(¢" ") +2(¢" " —1)
= qm -2
< ¢q" -1
Dermed er der kun det tilfeelde tilbage, hvor h = g — 1.
Af betingelse 2 har vi, at
" -1

(a1
ir+i2 = (g — 1)( -

):qM717

og af betingelse 1 fas da

j j m— qm_l m— m— qm_l 1141
w(y]1+]2) < q2 1+ a1 . T_ r_ =1 717w(x1+2)
2m—1 qm -1 m—1 m—1 qm -1 m—1, m
= . — _ _1— 1
q T q o1 " (g )
qm_l m— -1
_ il O
q—1 q—1
qm_l m—1
- (g )

Det vil sige, at j1 +jo < g™ ' —1— qgn—jl <gmt o1,
Den hgjeste potens i (6.7) bliver da:

Mg™ ) +i+d2 < (@1 ) +q¢" " -1
= qm—l

Hermed er det vist, at (6.3) er lig nul under betingelse 1, 2 og 3.
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6. Egenskaber ved NT P- koden

Altsd er NTP(n + ¢(T') — 2 — s) dualkoden til NTP(s), nar ¢(T') =2 < s < ¢*™ . O

Paritetstjeksmatricen til NT'P(s) er hermed lig generatormatricen for NT P(n+
c(l)—2—3s).

Reekkerne i paritetstjeksmatricen for NT P(s)-koden bestar altsa af monomierne
i fodaftrykket af I, hvis veegtede grad er mindre end eller lig (n+ ¢(T") — 2 — s),
evalueret i de ¢>™~! = n punkter.
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Kapitel 7

Dekodning af NT'P-koder

I dette kapitel, som er baseret pa [5, Afsnit 14.2], vil vi se naermere pé dekodning
af NT P-koder.

Betragt koden NTP(s), givet som i Definition 57, samt et modtaget ord, 7 =
(ri,...,7n), som er en sum af et kodeord ¢ = (f(p1),..., f(pn)) og en fejlvektor,
€, med vaegt 7. For at kunne finde frem til det afsendte kodeord gnsker vi at
bestemme interpolationspolynomiet:

Q(x,y,z) = Q()(:L',y) + ZQl(zay) € Fq’" [$,y,Z] \ {0}7

hvor

1. Qxs,yi,7ri) =0,i=1,...,n.
2. w(Qo) <s+T7+g.

3. w(@Q1) <T+g.

Fgrst vises det, at der altid vil eksistere et sadant polynomium.
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7. Dekodning af NT P-koder

Saetning 72 Lad der vere sket T fejl © det modtagne ord 7, sa eksisterer der
mindst et polynomium Q(x,y, z) forskellig fra nulpolynomiet, som opfylder de
tre betingelser.

BEevis: Lad ¢y, ..., ¢, vere ordningen af monomierne i fodaftrykket af idealet
I udfra veegtfunktionen w.
Lad fejlpositionerne i 7 veere ji,...,Jj,, 0g

Ql(xvy) = Z)\Z(b%(p]s) = 05 Vs = 15' - T,

i=0

hvor \; € F, fori=0,...,7.

Idet der er 7 homogene ligninger med 74 1 ubekendte vil et sadant polynomium
altid eksistere.

Dette benyttes nu til at konstruere et polynomium Q(z,y, z), som opfylder alle
tre betingelser.

Lad f(z,y) veere det polynomium, der svarer til det afsendte kodeord, og r(z, y)
det, som svarer til det modtagne ord. Sa geelder det, at f(p,;)Q1(p;) = r(p;)Q1(p;)
for j=1,...,n,da f(p;) = r(p;), nar p; ikke er en fejlposition, og Qi(p;) =0
nar p; er en fejlposition. Hermed vil polynomiet givet ved

Q(xvyaz) = f(-fC,y)Ql(l',y) - ZQl(xvy)

opfylde betingelse 1.

Da Qi(z,y) = >.i_g\i¢i, s& er de veegtede grader hgrende til monomierne i
Q1 (z,y) mindre end eller lig 7 + ¢. Det vil sige, at w(Q1(x,y)) <7+ g.

Da Qo = f(z,y)Q1(x,y), hvor w(f(z,y)) < s og w(Qi(z,y)) < 7+ g, er
w(Qo(z,y)) < s+ 7+ g. Hermed opfylder Q(z,y, z) alle tre betingelser, og
seetningen er vist. O

Efter at have vist, at interpolationspolynomiet altid eksisterer, bevises i naeste
seetning en egenskab ved interpolationspolynomiet, som kan udnyttes i dekod-
ningen.

Szetning 73 Hvis antallet af fejlpositioner i 7 er mindre end *—~2, sd er fejl-

positionerne i T nulpunkter i Q1(x,y).
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BEevis: Lad der veere sket 7 fejl i et modtaget ord 7, siledes at 7 < ~——7,
hvormed s+7+¢g <n —7.
I beviset benyttes notationen

NT(z,y) = o T 7qu717.”7yq7y7
J = (NT(z,y)).

Ideen i beviset er at tage udgangspunkt i interpolationspolynomiet Q(z, y, f(x,y)),
hvor det afsendte ord, ¢, er genereret af polynomiet f(z,y).

Det gnskes at kunne benytte Propostition 58, og for at dette er muligt, skal vi
sikre os, at det polynomium, som svarer til G(z,y) i propositionen, kun inde-
holder ét monomium med den hgjeste veegt.

Ifslge Proposition 51 kunne et sadant polynomium veere den simple repraesen-
tant for den eekvivalensklasse i Fgm[z,y]/J, som indeholder Q(z,y, f(z,y)).
Denne simple reprasentant er nemlig restleddet frembragt ved division af

Q(z,y, f(z,y)) med polynomierne i J. Det vil sige, den er en linearkombination
af monomierne i fodaftrykket af J, hvilke ifglge Lemma 60 alle har forskellig
vaegt.

Den simple repraesentant har dermed udseendet

Q(‘Taya f(xay)) = Q(:E,y,f(x,y)) - g(m,y)NT(x,y), (71)

hvor g(z,y) € Fgm|z,y]. Dette polynomium, Q, undersgges nu nsermere.

Det gnskes forst vist, at w(Q(x,y, f(z,y))) = w(Q(z,y, f(z,y))).
Hvis Q(z,y, f(x,y)) er forskellig fra Q(x,y, f(x,y)), s& betyder det, at

LT(NT(z,y)) gar op i LT(Q(x,y, f(z,y))), og da LT(NT(z,y)) = yq"kl vil Q
veere pa formen

Qz,y, f(z,y)) = 2y R 4 Q' (2, y, f(z,y)),

m

hvor k < ¢™ 1 og w(Q'(x,y, f(z,y))) < w(aiyd™+R),
Det gnskes nu bekraeftet, at den storste veegt i Q(z,y, f(x,y)) ikke vokser ved
division af Q(z,y, f(z,y)) med NT(x,y).

Veegten af Q(z,vy, f(x,y)) for division er

w(Qe,y, f(2,9)) = ila™ ") + (g™ ™" + ) (q;n _11) |
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7. Dekodning af NT P-koder

Idet —yd" (—aiy((n=Da" k) = iy (™ 4k ganges NT(z,y) i forste divi-
sionsskridt med —axiy("=1a" ' +k) hvilket efterfolgende trackkes fra
Qz,y, f(z,y)).

e . -
Hermed elimineres 2y ("4
(n=1)g™ !

1+k), og den stgrste veegt stammer nu enten fra mo-

+5) eller et monimium i Q’(z,v, f(x,y)). Veegten af
((n=1)g™ " +k)

. qMm—1 .
nomiet z -1 zy(

. am-1
monomiet x -1 z'y er
q" —1

q—1

(i + 1

g™ )+ ((n=1)g™ " + k) (qm - 1)

. m—1 m—1 qm —1
= k
i+ g (T
og idet, w(Q'(x,y, f(z,v))) < w(Q(z,y, f(x,y))) ses det, at veegten ikke bliver
storre ved udfersel af et divisionsskridt, men derimod kan blive mindre, hvis der
i Q' findes led, som netop ophsever monomiet zqqulziy(("’l)qm71+k). Dermed
er

w(Q(z,y, f(2,))) = w(Q(z,y, f(2,y))).
Da Q(z,y, f(x,y)) opfylder betingelse 2 og 3 for interpolationspolynomiet, vil
veegten af Q(x,y, f(z,y)) veere hojst s + 7 + g, da veegten af f(x,y) hojst er s.
Udfra antagelsen om antal skete fejl, kan det konkluderes, at

n—71>s+7+g>wQxy, f(z,y) =2 w@Q,y, f(z,y))) (7.2)

Dermed er alle detaljerne pa plads til at anvende Proposition 58. Propositio-
nen giver, at NT(z,y) og Q(z,y, f(x,y)) hejst har w(Q(z,y, f(x,y))) felles
nulpunkter. Det vil sammen med ligning (7.2) give, at

#V{Q(,y, f(x,9), NT(2,y))) <s+T7+g<n-—T (7.3)

Ved at betragte Q(z,y, f(z,y)) og Q(z,y, f(x,y)), i ligning (7.1) ses det, at
de feelles nulpunkter mellem Q(z,y, f(x,y)) og NT(z,y) er de samme punkter,
som er felles nulpunkter mellem Q(z, vy, f(z,y)) og NT(x,vy).

Da Q(z,y, f(x,y)) desuden opfylder betingelse 1 for interpolationspolynomiet,
betyder dette, at Q(x,y, f(z,y)) har mindst n — 7 nulpunkter blandt punkterne
Pl,--.,Pn, som er lgsningerne til NT'(z,y). Dette svarer til, at antal punkter i
varieteten V((Q(z,y, f(z,y)), NT(z,y))) er mindst n — 7. Dermed kan det ogsa
udfra ovenstaende konkluderes, at

#V({(Q(z,y, f(z,y)), NT(z,y))) > n—.
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Dette er i modstrid med ligning (7.3), si hermed mé det konkluderes, at Q er
nulpolynomiet. Dermed er Q(z,y, f(x,y)) et multiplum af norm- trace polyno-
miet.

Det vil sige, at Qo(p;) + f(pj)Q1(p;) = 0, for j = 1,...,n. Desuden opfylder
Q(z,y, z) betingelse 1, og derfor er Qo(p;) + r(p;)Q1(p;) =0, for j =1,...,n.
Ved at traekke de to udtryk fra hinanden fas:

(r(psj) — f(p;))Q1(p;) =0, for j =1,...,n.

Da r(p;) — f(p;) ikke er nul for de p;, hvor der er sket fejl, ma det veere Q1
der er nul i disse positioner. Altséd er nulpunkterne, blandt pi,...,pn, til Q1
fejlpositionerne i 7. O

Denne saetning giver os altsa en metode til at bestemme fejlpositionerne i det
modtagne ord. For at kunne bestemme fejlvektoren, introduceres syndrom.

Definition 74 (Syndrom) Lad H veere en paritetstjeksmatriz for en NT P-
kode, og lad T =T+ € € Fjm, sd er syndromet S = Syn(T) givet ved:

S =Hr" = H(ec+e)' = He'.

Indgangene i S kaldes desuden syndromer.

Det er nu muligt, at opstille en dekodningsalgoritme for NT P-koder. Til dette
formal defineres lo = s + [*—5—2] og [1 = |*—5—2]. Dermed beskriver /[y + 1 og
l1 + 1 en gvre graense for antallet af monomier, som optraeder i henholdsvis Qg

og Q1. Algoritmen er som fglgende:

Algoritme 75
Input: Et modtaget ord T = (r1,...,7s).
Output: Fejlvektoren e.

1. Lgs folgende lineere ligningssystem.:
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7. Dekodning af NT P-koder

Q0,0
Qo,1
Q0,2

oo

d0(p1)  ¢1(p1) .. dp(p1)  rido(p1)  rida(pr) ... r1dy(P1)
d0(p2)  ¢1(p2) .. di(p2)  r2do(p2)  r2dilp2) ... r2éy (p2) :
Q0,19 =
Q1,0
Q1,1

co---

60(pn)  #1(n) - Gy(pn)  Tdo(En)  Tréin) .. Tnoy ()

Q1,1

2. Set Qi(z,y) = Yo Q105
3. Find nulpunkterne til Q1(x,y) blandt punkterne p1,...,pn.

4. Bestem syndromerne ved hjelp af paritetstjeksmatricen og det modtagne
ord.

5. Lgs det linecere ligningssystem He = S, ved hjeelp af paritetstjeksmatricen,
de udregnede syndromer samt fejlpositionerne, for at bestemme fejlvekto-
ren.

Denne algoritme virker, da Szetning 72 giver, at der altid vil eksistere en lgsning
til det opskrevne ligningssystem, hvorefter Szetning 73 sikrer, at det er muligt
at finde fejlpositionerne herudfra, hvis der er sket feerre end *——2 fejl. Tilsidst
giver definitionen af syndrom, at det er muligt ogsé at bestemme fejlvaerdierne.
Nar det er opfyldt, at 7 < =2 < % < g, er koden 7-fejlkorrigerende ifplge
Proposition 5. Dermed bliver lgsningerne til ligningssystemet i punkt 5, entydige
da der ellers ville eksistere €1 og €s begge med Hammingvaegt mindre end eller
lig 7, sddan at ¥ = ¢; + €1 = €y + €s, hvilket er i modstrid med, at koden er
T-fejlkorrigerende.
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Kapitel 8

Vurdering af N1 P-koder i
forhold til RS-koder

I dette kapitel gives en kort vurdering af, hvor gode NT P-koderne er i forhold
til Reed-Solomon koderne.

Med gode koder menes der her, at koden kan rette mange fejl, det vil sige,
at koden har en stor relativ minimumsafstand, samtidig med at den har en
forholdsvis hgj hastighed.

Dermed gnsker vi at plotte punkterne (%, %), for bade NT P- og RS-koderne
over et fastsat endeligt legeme Fym.

Det vil sige, at man for en bestemt hastighed kan afggre, hvor mange fejl den
pagaldende NT P- og RS-kode kan rette i forhold til leengden af kodeordene, og
modsat kan man, for et fastsat %, afggre, hvor stor hastigheden er for henholdsvis
NTP- og RS-koden.

Idet minimumsafstanden for RS-koder er givet ved d = n—k+1, s har punktet

(i E) udseendet:
( d k > ( qm" —d+ 1>
=, = — e
qm qm qm
1

n’n

I
S
o
—_
|
\\'

+

&l
3
~~_



8. Vurdering af NT P-koder i forhold til RS-koder

Da vi gnsker at sammenligne disse med NT P-koderne, betragter vi punktet

(%, %), for disse, hvor vi laderd =n—sogk=s+1—g.
( d k > ( q2m_1—d+1—g>
o —1° o —1 = T,
q2m—1 q2m—1 q2m—1
m_q m—
1 (qqfl - 1) (q b 1)
= |nl-7+ 21 2. g2m—1

Som det herudfra ses, er andenkoordinaten, qz,n%, for NT P-koden mindre end
andenkoordinaten, %, for RS-koden for et fastsat %. Séa tilsvarende vil der for

en fast hastighed galde, idet punkterne beskriver rette linier i % med haldning
—1, at det er muligt for RS-koden at rette flere fejl i forhold til leengden af
kodeord, end det er for NT P-koden.

Vi vil nu betragte et eksempel, som illustrerer dette.

0.8

Figur 8.1: Sammenligning af NT P-koderne og Reed-Solomon koderne for ¢ = 2
og m = 2.

Lad ¢ = 2 og m = 2. Hermed er linien, som reprasenterer RS-koderne, givet
ved % =R=1-7+ i, og linien, som repraesenterer NT P-koderne, er givet
ved R=1-—r7.

Heraf fremgar det, at linien, som repraesenterer RS-koderne, ligger gverst pa
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Figur 8.1, hvormed det for en given hastighed er muligt at rette flere fejl i
forhold til leengden af kodeordene i RS-koden, sammenlignet med NT P-koden,
se Figur 8.1.

Som det ses pa figuren, skeerer linien, som repraesenterer RS-koden, ingen af
akserne, hvilket skyldes, at % <1log % < 1 for alle koder.

Det kan desuden vises, at de to linier neermer sig hinanden nar ¢ vokser.
Betragt for et fast 7 udtrykket

(q;”:ll -~ 1) (qm—l _ 1)

2m—1 2. g2m—1

1
l—-7+— - 1—7+
qm q

1 1 1 1 1

— - + + :
qm qufl 2((] _ 1) qm _ qul 2(q2m71 _ q2m72)

Som det ses vil dette udtryk ga mod nul, for ¢ — oo og m — oo, hvormed det
for en fastsat hastighed vil geelde, at NT P-koden og RS-koden kan rette naesten
lige mange fejl i forhold til leengden af de pagaeldende koder, nar bade g og m
gar mod uendelig.

Dette er illustreret ved at sammenligne Figur 8.1 med Figur 8.2. I dette tilfeelde

0.9
0.4
0.4

0.2

Figur 8.2: Sammenligning of NT P-koderne og Reed-Solomon koderne for ¢ = 13
og m =>9.

er ¢ = 13 og m = 5, og det ses, at de to linier har nsermet sig hinanden i forhold
til pa Figur 8.1.
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8. Vurdering af NT P-koder i forhold til RS-koder

Det vil aldrig kunne finde sted, at linien, som repraesenterer NT P-koderne,
vil leegge sig over linien, som repraesenterer RS-koden, da RS-koderne antager
maksimum for Singleton grzensen, se Szetning 2.

Altsa vil NT P-koderne for meget store alfabeter kunne rette stort set lige s&
mange fejl i forhold til leengden af kodeordene, som RS-koderne kan. Derudover
har NT P-koderne den fordel, at kodeordene er betydeligt leengere end kodeor-
dene i RS-koderne. Eksempelvis er leengden af kodeordene i en NT P-kode over
Fym lig ¢>™~!, mens de for en RS-kode over samme legeme kun har leengden
q™. Dette medfgrer, at NT P-koderne, i langt hgjere grad end RS-koderne, vil
veere 1 stand til at rette “byger” af fejl.
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Kapitel 9

Afrunding

Vi har i dette speciale beskeaeftiget os med Reed-Solomon koder, og en generali-
sering af disse, kaldet NT'P-koder.

Efter at have bestemt minimumsafstanden og dimensionen af Reed-Solomon ko-
derne blev der opstillet en dekodningsalgoritme, som kan rette op til g fejl.
Denne dekodningsalgoritme blev derefter forbedret ved hjeelp af Sudans listede-
kodningsalgoritme saledes, at det er muligt at rette mere end % fejl, forudsat,
at hastigheden af koden opfylder, at

k 1 1

—<—F -
n 20—1 + n

Da dette betyder, at der kun er sket forbedringer, med hensyn til hvor mange

fejl det er muligt at rette, for meget sma hastigheder for koden blev Guruswami-

Sudans listedekodningsalgoritme introduceret.

Her sé vi, at det for hastigheder for koden, som opfylder, at

S 1

n 2—s n

er muligt at rette mere end g fejl.
Desuden er der sket en forbedring med hensyn til stgrrelsen af hastigheden, da
det her er muligt at regulere pa parameteren s.
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9. Afrunding

Disse to listedekodningsalgoritmer benyttede sig begge af, at det er muligt at
bestemme faktorer pa formen (y — f(x)), hvor deg(f(x)) < k, til interpolations-
polynomiet Q(x,y), hvilket der derpa blev gjort rede for i Kapitel 3.

Her blev problemet fgrst reduceret til at bestemme linesere faktorer til polyno-
miet i én variabel ¢(Q(z,y)). Dette blev gjort ved at finde

ged(y? — v, 0(Q(x,1)))-

Vi fandt frem til, at det for alle (y — f(x))|Q(z,y) geelder, at (y — [f(x)]g) er
en irreducibel faktor i o(Q(x,y)).

Dermed kan de fundne rgdder til o(Q(x,y)), pd formen [f(z)]g, indsattes i
Q(z,y) for at afggre, om nogle af disse ogsa er rgdder her til. Hvis dette er
tilfeeldet, har vi faktorer til Q(z,y) pa formen (y — f(x)), hvor deg(f(x)) < k,
idet deg([f(z)]g) < k.

Den resterende del af specialet omhandlede NT P-koderne.
Kodeordene heri blev bestemt til at veere polynomier, som er linearkombinatio-

WL71 m m
ner af monomierne i fodaftrykket af (x T —y?  ——yl—y x9 —x Yyl —y),
m—1

m

evalueret i de ¢*™~1 punkter tilhgrende V ({z T y4
z,y" —y)).

Vi fandt frem til, at minimumsafstanden for en NT P(s)-kode altid er mindre
end eller lig n — s. Specielt geelder der lighed, hvis funktionen

B(i,j) [qmj—fl] for i=0
,7)= i ) .
1+ [(qul)/l(qﬂ)w + (qm{J f07“ 1 >1

m—1

——yl—y,x?" —

er mindre end eller lig q.
For at bestemme dimensionen af koden blev der introduceret teori om semi-
grupper, herunder genus og konduktor, og dimensionen blev bestemt til at veere

E(NTP(s))=s+1—g,

for ¢(I) — 1 < s < g2 1, hvor ¢(T') = (£=2 — 1)(¢™ " — 1) er konduktoren,

-1
— <@ !
0g g = =5~ er genus.

Dimensionen af NT'P-koden blev derefter benyttet til bestemmelse af dualkoden
til NT P(s), hvilken er givet ved

NTP(n+¢(I) —2—s),

hvor ¢(T') —1 < s < ¢*™~ L.
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Endelig blev der givet en dekodningsalgoritme for NT'P-koden, som gjorde det
muligt at rette op til % fejl.

Til slut vurderede vi de to koder i forhold til hinanden udfra det synspunkt, at
en kode er god, hvis hastigheden er hgj samtidig med, at den relative minimums-
afstand er stor. Vi fandt frem til, at for en given hastighed vil Reed-Solomon
koderne kunne rette flere fejl i forhold til deres leengde end NT P-koderne kan.
Dog udlignes dette, hvis alfabetet vokser, og koderne vil dermed blive omtrent
lige gode.
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English Summary

During this report we have worked with Reed-Solomon codes and a generaliza-
tion of these called NT P-codes.

After having determined the minimumdistance and the dimension of the Reed-
Solomon codes, a decoding algorithm which is able to correct less than % errors
was presented.

The decoding algorithm was later improved by Sudans list decoding algorithm
which is able to correct more than % errors provided that the rate of the code
satisfies

k 1 1

- <t -
n 20—-1 n
This implied that there were only made improvements for very low rates of

the code. So we introduced the Guruswami-Sudan list decoding algorithm thus
making it possible to correct more than % errors for rates of the code which
satisfies

S 1

n 20—s n’

In addition there had been an improvement of the rate owing to the fact that
you could now adjust the s-parameter.

Both list decoding algorithms depended on the fact that you can identify linear
factors of the interpolation polynomial Q(z,y) of the form (y — f(x)) with
deg(f(x)) <k.

The problem was reduced to identifying linear factors of the polynomial in one
variable ¢(Q(z,y)) which is done by calculating

ged(y?” —y, 0(Q(x,y))).
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9. Afrunding

For all factors (y — f(z)) of Q(x,y) we saw that (y — [f(x)]g) was an irreducible
factor of p(Q(z,y)).

So the procedure to identify the roots of Q(x,y) of degree less than k would be
first to find the linear factors (y—[f (z)]r) of ¢(Q(z,y)) and then, by substitution
of these roots [f(z)]g into Q(z,y), to see which ones also are a root of Q(z,y).

The remaining part of this report concerned NT P-codes. The codewords in this
type of code were determined to be the polynomials which are linear com-

m
m—1

-1

binations of the monomials in the footprint of the ideal (zqqfl — gy —

v —yl —y, 2t — iyl — y) evaluated in the ¢*™~! points from the vari-
m_1 m m

ety V((z'mr — g0 — o — gyt —y 20" — 30" —y)).

The minimum distance of an NT P(s)-code is always less than or equal to n— s.

Especially the minimum distance is equal to n — s if the function

m—1

B(i, j) [=r] for i=0
i,j) = S ‘ :
1+ [(qm—l)}(q—1)1 + =] for i=1

is less than or equal to g.
To identify the dimension of the code we introduced some theory concerning
numerical semigroups, genus and conductor and the dimension is

E(NTP(s))=s+1—g,

for ¢(I') — 1 < s < ¢®™ 1, where ¢(I') = (2= — 1)(¢™~* — 1) is the conductor

qg—1
and g = 0(21“) is genus.

The dimension of the NT P-code was used to identify the dualcode which is
given by

NTP(n+¢(T)—2—s),

where ¢(I') — 1 < s < ¢*™~ L.
Then a decoding algorithm for the NT'P-codes was given which is able to correct
d—g

less than =5 errors.

Finally we compared the two codes to see which is the best. By best we mean
which code has high rate and can correct many errors. We concluded that for a
given rate the Reed-Solomon codes can correct more errors compared to their
lenght than the NT P-codes. But if the alphabet grows then the NT P-codes
will be nearly as good as the RS-codes.
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Appendiks A

Dette appendiks knytter sig primeert til Kapitel 5, og er opbygget med henblik
pa at vise, at Trg_,. /r, (@), Ng . /r, (@), @ € Fym, tilhgrer Fy. Til dette formal
skal der vises tre hovedresultater.

Hele Appendiks A bygger pa udvalgte dele af [6].

Det fgrste hovedresultat i Appendiks A er folgende:

Seetning 76 Lad f vere minimalpolynomiet af o over Fy, hvor o € Fym. Da
vil deg (f)|m.

Det andet hovedresultat er:

Saetning 77 Huis f er et irreducibelt polynomium i Fylx] med grad d, si har f
en rod a € Fya. Desuden er alle rodder i f simple, og givet ved de d forskellige

d—1

af € F,a.

elementer a, a9, ..., q

Endelig er det tredje hovedresultat i dette appendiks:

Saetning 78 Lad o € Fym 0g lad f € Fylx] veere minimalpolynomiet for o over
Fy. Da er de konjugerede af o med hensyn til ¥y, som er givet ved o, 04, - - - ,a‘fﬂfl ,
forskellige, hvis og kun hvis deg(f) = m.

Hvis derimod deg(f) = d < m, sd vil det geelde, at dlm, og de konjugerede af
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A.

o med hensyn til F, er de forskellige elementer a,a4,--- ,aqdfl, som hver er

gentaget = gange.

Disse tre seetninger vises udfra en raekke andre resultater, som vil blive intro-
duceret i det efterfglgende.

Al

I dette afsnit vil der blive vist to vigtige egenskaber ved endelige legemer, som
ofte vil blive benyttet.

Lemma 79 Huvis F, er et endeligt legeme med q elementer sa opfylder ethvert
element a € Fq ligningen a? = a.

BEVIS: For a = 0 ses det umiddelbart, at a? = a.
Lad « veere et primitivt element i Fy, hvilket vil sige, at a?! = 1, og o for
i=0,...,q—2er alle de forskellige elementer i F;. Altsa eksisterer der et i € No,
sadan at a = a.
Heraf fas, at

aqfl — (ai)qfl — (aqfl)i =1.

Altsa geelder det, at a? = a for alle a € F,,. O

Det ses udfra dette lemma, at elementerne i F; netop er rgdderne til polynomiet
29 — z. En udvidelse af dette betyder ligeledes, at rgdderne til 29" — z preecis
er elementerne i Fgm.

Lemma 80 Lad IF, veere et endeligt legeme med p elementer, hvor p er et prim-
tal, og lad m € N. S er (a + b)P" = a?" 4+ P,

BEVIS: Beviset fores ved induktion 1 m.
Basistrin: m = 1.
Udfra binomialformlen fas:
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(a+b)Pap+<71’)aplb+--~+< p1>abp1+bp. (A.1)

For 0 < i < p er binomialkoefficienten:

(p) p! plp—1)---(p—i+1)

i) - il

)

og idet p er et primtal vil dette ikke kunne forkortes veek i teelleren, hvorved

< 1; ) =0 mod p, for 0 < i < p. Hermed kan ligning (A.1) skrives som:

(a+b)P =adP + b7,

i Fp,, da de resterende led forsvinder.
Induktionstrin:
Antag, at seetningen geelder for m—1, det vil sige, at (a+b)?"  =a?"  +b?"
Det skal nu vises, at det ogsa geelder for p™.
Dette ses ved fglgende udregning:
m—1 g

(40" = ((a+ 0" = (@) = @ e =

og herved er satningen bevist. O

A.2

I dette afsnit vil fglgende hjslperesultat blive vist:

Lemma 81 Lad f € Fylz] vere et irreducibelt polynomium, hvor Fy er et en-
deligt legeme. Lad endvidere o veere en rod i f tilhgrende et udvidelseslegeme
Fy(o) af Fy. Sa gelder det for et polynomium h € Fylz], at h(a) = 0 hvis og
kun hvis f gar op i h.
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A.

Fgr beviset for dette lemma skal vi have introduceret nogle nyttige begreber.
Der leegges ud med definitionen af et udvidelseslegeme.

Definition 82 (Udvidelseslegeme) Lad K vere et dellegeme af legemet F,
og M en hvilken som helst delmengde af F. Sd er udvidelseslegemet K(M) af K
defineret som fellesmengden aof alle dellegemer af F, som alle indeholder bade
K og M.

Det ses, at K(M) er det mindste legeme, som indeholder K og M, da det er en
feellesmaengde af legemer, der indeholder dem begge.
Der kan nu defineres en speciel form for udvidelseslegeme.

Definition 83 (Algebraisk udvidelse) Lad K vere et dellegeme af F og o €
F. Hvis a er rod i et polynomium f, forskellig fra nulpolynomiet, tilhgrende
K[z], da siges « at veere algebraisk over K. Et udvidelseslegeme L of K kaldes
en algebraisk udvidelse af K hvis ethvert element i L er algebraisk over K.

Det vil sige, at alle elementer i L er rod i et eller andet polynomium i KJz].
Hvis alle rgdder til et polynomium f med koefficienter i K ligger i et udvidel-
seslegeme E, og dette er det mindste legeme med denne egenskab, sa kaldes E
for spaltningslegemet for f. Dette defineres mere formelt som fglgende.

Definition 84 (Spaltningslegeme) Lad f € K[z]| vere et polynomium med
positiv grad, og E et udvidelseslegeme for K. Da siges f at spalte i E, hvis
polynomiet kan skrives som produkt af lineeere faktorer i E[x]. Det il sige der
eksisterer elementer aq, ..., a, € E sdidan, at

f(@) =alz =) (2 - an),

hvor a er den ledende koefficient i f.
Legemet E kaldes spaltningslegemet for f over K, hvis E er det mindst mulige
udvidelseslegeme for K med ovenstdende egenskab.

Lad a € F vare algebraisk over K, og betragt idealet I(a) = {f € K]z] :
f(a) =0} C KJz]. Dette ideal er ikke nul-idealet, idet « er algebraisk, og vi ved
derved, at der eksisterer et polynomium i K[z], hvori « er rod. Da K]z] er et
hovedidealomréde, se [1, side 113], eksisterer der et entydigt monisk polynomium
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g € K]z], som genererer idealet I(«).

Det ses, at det genererende polynomium g er irreducibelt idet, hvis det antages,
at det ikke er, sa vil det kunne skrives som et produkt af irreducible polynomier.
Det vil sige g(z) = p(x)h(x), hvor p,h € K][z] er irreducible. Altsa er g(a) =
p(a)h(a) = 0, hvorved enten p(a) = 0 eller h(a) = 0. Antag, at p(a) = 0, da
er p(z) = g(z)ﬁ, men ﬁ ¢ K|z] og g genererer derfor ikke p, som vi ved
tilhgrer idealet, og vi har opnaet en modstrid.

Det er nu muligt at definere minimalpolynomiet for et element i F.

Definition 85 (Minimalpolynomium) Hvis a € F er algebraisk over K, sd
kaldes det entydige moniske polynomium g, som genererer idealet I(a) = {f €
Kz] : f(a) =0} C K[z], for minimalpolynomiet med hensyn til o over K.

Sa minimal polynomiet for o er det moniske polynomium af mindst grad, som
har o som rod. Af kommentaren fgr definitionen ses, at minimalpolynomiet er
et irreducibelt polynomium.

Lemma 86 Lad o € F weere algebraisk over K. Sa har minimalpolynomiet
g € K[x] med hensyn til a folgende egenskab.

For f € K[z] er f(a) =0 hvis og kun hvis g gar op i f.

BEvVIs: Hvis f(«) = 0 vil det sige, at f € (g) hvilket lige preecis betyder, at
7(@) = g()h(z), hvor h(z) € Kla].

Omvendt hvis f(z) = g(x)h(x), sd er f(a) =0, da g er minimalpolynomiet for
o. g

Heraf kan det ses, at er f et irreducibelt polynomium med « som rod, vil f
hgjst afvige fra minimalpolynomiet med multiplikation med en skalar.

Dette skyldes, at minimalpolynomiet, g, med hensyn til a over K, ifslge Lemma
86, gar op i f, det vil sige f = hg, men da f jo netop var irreducibel, kan
polynomiet h kun vaere en skalar.

Det er nu muligt at vise Lemma 81.
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BEvVISs: Bevis for Lemma 81.

Lad a veere den ledende koefficient i f, og lad g(x) = a~!f(x). S& er g(z) et
monisk irreducibelt polynomium i Fy[z], og g(a) = 0. Derved ses det udfra De-
finition 85, at g er minimalpolynomiet for o over IF,.

Hvis h(a) = 0 medfgrer dette udfra Lemma 86, at h(xz) = g(z)p(x), hvor
p(z) € F,lz]. Det vil sige, at h(xz) = a~' f(z)p(z), hvormed det ses, at f(z)
gar op i h(x).

Antag, at f(x) gar op i h(x). Hermed gir g(x) ogsd op i h(z), og Lemma 86
benyttes endnu engang til at konkludere, at h(a) = 0, hvilket fuldfgrer beviset.
(I

A.3

Gennem dette afsnit introduceres de sidste hjslperesultater til at bevise Ap-
pendiks A’s tre hovedsaetninger.
Folgende lemma benyttes direkte i beviset for Seetning 77.

Lemma 87 Lad f € F,[z] vere et irreducibelt polynomium over Fy af grad m.
Sa gar f(x) op i 29" — x hvis og kun hvis m gdr op in.

For at bevise dette introduceres yderligere et par resultater.
Definition 88 Lad L veere et udvidelseslegeme for K. Hvis L betragtes som et
endeligt dimensionalt vektorrum over K, sd kaldes L en endelig udvidelse af K.

Desuden kaldes dimensionen af vektorrummet L over K for graden af L over
K, og skrives som [L : K].

Der gaelder fglgende sammenhaeng mellem graderne pa endelige udvidelser.

Lemma 89 Hvis L er en endelig udvidelse af K, og M er en endelig udvidelse
af L, sd er M en endelig udvidelse af K, hvorom det geelder, at

M:K]=[M:L]L:K].
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A.3.

BEVIS: Antag, at [M : L] = m og [L : K] = n, og lad desuden {a1,...,an}
veere en basis for M over L, og {f1,..., 8, } en basis for L over K.
Dermed kan ethvert o € M skrives som en linearkombination

=701+ + YmQm,

hvor ; € L for 1 < i < m. Dernaest kan hvert af disse v; € L skrives som en
linearkombination af basis elementerne 3; med koeflicienter r;; € K.
Hermed far vi

m m n m n
0= =30 (St | o= 33 rsa
=1 1=1 j=1 =1 j=1

Dette viser, at alle a € M kan skrives som en linearkombination af elementerne
Bjoy, hvor 1 <7 <m,1 < j <n, hvormed disse kan betragtes som en basis for
M. Hvis det kan vises, at de mn elementer 3;c; er linesert uafheengige over K,
sé er graden af M over K, [M : K], netop lig [M : L][L : K].

Vi antager derfor, at
m n
DD subjes =0,

i=1 j=1

hvor koefficienterne s;; € K. Dermed har vi, at

Z Zsijﬁj a; = 0.

i=1 \j=1
Da «;’erne er linezert uathsengige over L, s geelder det, at
n
Zsijﬁj = O, for 1 < ) < m.
j=1

Men idet 3;’erne er linesert uathaengige over K. sd er s;; =0for 1 <i<m,1 <
Jj < n. Altsa er B;a;’erne linesert uathsengige. hvormed

M: K]=mn=[M:L]L: K]

Yderligere geelder der fglgende, som vedrgrer graden af en specifik endelig udvi-
delse.
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Lemma 90 Lad o € F veere algebraisk over K, og lad g vere minimalpolyno-
miet af a over K, hvor deg(g) = n. Da geelder folgende to punkter:

(i) Udvidelseslegemet for K med hensyn til o, K(«), er isomorf til legemet
Kl[z]/(g(x)).

(ii) [K(a) : K] = n og mengden {1,a,0?,...,a" "1} er basis for K(a) over
K.

BEVIS: (i): Betragt afbildningen ¢: K[z] — K(a) givet ved ¢(f) = f(«) for
f € KJz]. Dette vil veere en ring homomorfi, da det blot bliver polynomielle
opskrivninger af « ganget eller lagt sammen. Kernen af ¢ er givet ved ker p =

{f e Klz]: f(@) =0} = (g(x)).

Lad S veere billedet af . Dermed er S en meengde af polynomier udtrykt ved «
med koefficienter i K, hvilket kan vises at veaere en ring. Hermed kan homomor-
fiseetningen for ringe, [6, Theorem 1.40, side 14], benyttes til at konkludere, at
S er isomorf til legemet K[z]/(g(x)). Dermed er S ogséa et legeme, og det kan
af definitionen af S ses, at S C K(«), og at a € S, og pr. definitionen af K(«a)
er dette det mindste legeme, som indeholder bade K og «, og det kan hermed
konkluderes, at S = K(«), hvorved punkt (i) er bevist.

(i4): Da det i forrige punkt blev vist, at S = K(«), betyder dette, at alle § €
K(a) kan skrives som f(«), for et eller andet f € K|x]. Ethvert f € Klx]
kan udfra divisionsalgoritmen skrives som f = gg + r, hvor ¢,r € K|z] og
deg(r) < deg(g) = n.

Hermed er § = f(a) = q(a)g(a) + r(a) = r(«a). Altsd kan ethvert § € K(«)
skrives som en linear kombination af monomierne 1, o, a2, ..., a" 1.

Disse monomier vil da udspsende den endelige udvidelse af K(«) over K. For at
undersgge om de desuden er linesert uafheengige, og dermed en basis, betragtes
polynomiet h(z) = ap + a1x + asz? + - - + a, 12" € K]z].

Antag, at h(a) = 0, da giver Lemma 86, at g gar op i h. Men da deg(h) <n =
deg(g) er dette kun muligt, hvis h = 0. Dette betyder, at en linear kombination
af monomierne 1, a, a?,...,a" ! kun giver nul, hvis alle koefficienterne er nul,
og altsa er de lineert uatheengige, hvormed ogsé punkt (i) er vist. (I

I beviset for Lemma 87 anvendes endnu en satning, som dog ikke bevises her,
men beviset kan findes i [6, Theorem 2.6, side 46].
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Lemma 91 (Kriterie for dellegemer) Lad F, vere det endelige legeme med
q = p" elementer, hvor p er et primelement.

Da har ethvert dellegeme af Fy orden p™, hvor m er en positiv divisor for n.
Geelder det modsat, at m er en positiv divisor for n, si eksisterer der preecis et
dellegeme af Fy med p™ elementer.

Det er nu muligt at vise Lemma 87.
BEVIs: Bevis for Lemma 87.

Det antages forst, at f(x)[z?" — . Det vil sige, at 29" — x = h(x)f(z), h(z) €
F,[z]. Lad o veere rod i f i spaltningslegemet for f over F,, sa er al" = q,
hvormed a € Fyn, ifglge Lemma 79.

Heraf fplger det, da udvidelseslegemet for F, med hensyn til o, F,(a), er det
mindste udvidelseslegeme, som indeholder Fy og «, at Fy(c) er en delmeengde
af Fgn.

Af Lemma 89 fglger det sa, at

[Fgn : Fq] = [Fgn : Fo(a)][Fg(c) : Fl.

Idet ethvert polynomium med koefficienter i et legeme kan ggres monisk, sa
antages det, at det irreducible polynomium f er et minimalpolynomium. Dermed
kan vi benytte Lemma 90 punkt (i¢) til at fastsla, at [Fy(a) : Fy] = m. Desuden
er [Fgn : Fy] = n, og af Lemma 89 fplger det da, at m|n.

Antag modsat, at m|n, sa folger det af Lemma 91, at Fgm er et dellegeme af Fyn.
Hvis « er en rod i f i spaltningslegemet for f over Fy, sd er [Fy(o) : Fy] = m
ifplge Lemma 90 punkt (i¢). Hermed geelder det, at Fy(a) = Fgm.

Det vil sige, at o € Fgm C Fyn, og dermed er a?" = a, hvorved « er rod i polyno-
miet 27" —z € F,[z]. Der geelder da ifplge Lemma 81, at f(x) gar op i 24" —x. O
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Det er nu muligt ved hjelp af de foregaende hjzlperesultater, at vise de tre
hovedresultater i dette appendiks.

Det forste hovedresultat 1gd som fglger:

Saetning 76 Lad f € F 4[] vere minimalpolynomiet af o over Fy, hvor o € Fom.
Da wvil deg (f)|m.

BEVIs: Betragt polynomiet z¢" — z, som er det polynomium, der har alle
elementer i Fym som rgdder. Det vil sige det har specielt a som rod.

Da geelder det ifglge Lemma 86, da f er minimalpolynomiet med hensyn til «,
at

Idet f er minimal polynomiet er det ogsa et irreducibelt polynomium, og det er
nu muligt at benytte Lemma 87 til at konkludere, at

deg(f)|m.

Herefter kan det andet hovedresultat bevises, hvilket 1gd saledes:

Saetning 77 Huis f er et irreducibelt polynomium i Fq[x] med grad d, sd har f
en rod o € Fpa. Desuden er alle rgdder i f simple, og givet ved de d forskellige

d—1
elementer a,a4,...,a?7 € qu.

BEvIs: Lad o veere en rod i f i spaltningslegemet for f over ;. Hermed har
vi fra Lemma 90 (i7), at [Fq(a) : Fy] = d, og dermed er F (o) = Fa, hvorved
(NS qu.

Det skal nu vises, at hvis 8 € Fga er en rod i f, sd er 37 ogsé en rod i f.
Lad

f(x):adzd+~~~+a1:c+ao, hvor a; € Fy,0 <4 < d.
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Ved nu at benytte Lemma 79 og Lemma 80 fas:

F(BY) = aaf+ -+ a1f 4 ag = alf + - +aip? +af
= (aaB’+ -+ arf+ag)? = f(B) =0.
Derfor gelder det, da a er en rod i f, at ogsa a?, ... ,a‘fiil er rgdder i f.

Det skal nu bare vises, at disse elementer er forskellige.
Antag det modsatte, eksempelvis at a4 = a?" for 0 <i<k<d-—1. Ved at
oplgfte denne lighed til ¢¢=* fas:

i+d—k d

af = af

= a.
Det fglger nu af Lemma 81, at f(x)|(:cqi+d7k —x), og af Lemma 87 er dette kun
muligt, hvis d|(i + d — k). Men da 0 < i+d — k < d, har vi opnéet en modstrid,

og dermed er o, a4, ... ad'! forskellige. O

Endelig kan det tredje og sidste hovedresultat i Appendiks A bevises.

Saetning 78 Lad o € Fym, og lad f € Fylx] veere minimalpolynomiet for . Da
er de konjugerede af o med hensyn til Fq, som er givet ved a,a,--- ,oﬂmil,
forskellige, hvis og kun hvis deg(f) = m.

Hvis derimod deg(f) = d < m, sd vil det geelde, at dlm, og de konjugerede af
o med hensyn til Fq er de forskellige elementer a,a,--- ,oﬂdil, som hver er
gentaget 3 gange.

BEvis: Antag forst, at a, a4, ..., a?" " alle er forskellige. Graden af f vil som
en konsekvens af Szetning 76 veere mindre end eller lig m.

s—1
Lad deg(f) = s og antag, at s < m. Seetning 77 giver, at o, a?,...,a?  alle er

forskellige og rodder i f(z).
Lad nu § veere en af disse rgdder. Det vil sige, at f(8) = 0. Dermed er ogsa

(f(8))? =
Da f =37 | ciz" € Fylz], vil dette, ifplge Lemma 79 og Lemma 80, medfore,

at
S S

0=(f(B)? = (c:B)" =D (B = f(B9).

i=1 i=1
Dette betyder, at 49 ogsé er rod i f(z). Hvis 8 = oﬂSfl, s& betyder dette, at
B = (oﬂsjl)q = a? ogsa er en rod i f(x) og udfra begyndelsesbetingelsen
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A.

om, at a,a?,..., a?” " alle er forskellige, ma denne nye rod veere forskellig fra
de gvrige s rgdder, og dermed er der flere rgdder end graden af f, og da f
var antaget at veere forskellig fra nulpolynomiet, er der opnaet en modstrid, sa
hermed kan det konkluderes, at deg(f) = s = m.

Derneest antages, at deg(f) = m. Minimalpolynomiet er som tidligere naevnt et
irreducibelt polynf)mium7 hvormed Seetning 77 kan benyttes til at konkludere,
at a,09,...,09  er forskellige.

Hvis derimod deg(f) = d < m, giver Seetning 76, at d|m, og igen kan Seetning 77

benyttes til at se, at o, af, . .. at’ e [Fga er forskellige. Da o € Fya, er o’ = a.
Dermed er fglgende opfyldt:

d 2d jd
o = ol = ad = ... = ol
d+1 2d+1 jd+1
aq = aq = aq = DY = aq
aqd—l _ aqd+(d—1) _ aq2d+(d—1) _ _ aqjd+(d—1)

Da d|m er m = rd, si ses det af ovenstaende, hvis r — 1 = j, at

(r—1)d+(d—1) rd—1 m—1
q — ol — ol

Altsa er elementerne, listet ovenfor, de resterende af de konjugerede af o med
hensyn til Fy, oﬂd, o (Hl, ce ad" !
Hermed vil de d forskellige o, a9, ... ,oﬂd71 blive gentaget “} gange blandt de

m konjugerede af o med hensyn til F,. (I
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Appendiks B

Dette appendiks har til formal at vise en satning, som skal benyttes bade i
Kapitel 3 og i Kapitel 5.

B.1

Det gnskes i dette afsnit vist, at hvis ¢ er en homomorfi mellem to grupper
(G,0) og (¢(@G), *), s& er ekvivalensklasserne i G alle af samme stgrrelse.
Forst vises folgende resultat:

Seetning 92 Lad (G,0) vere en gruppe med neutralelement e, og R vere en
mengde hvorpd operationen * er defineret. Hvis ¢ er en homomorfi fra G til R,
sa er (p(G),*) en gruppe.

BEVis: Idet ¢(G) C R, er operationen * defineret pd maengden ¢(G).
Det skal nu vises, at ¢(G) opfylder fplgende tre betingelser:

(i) For alle (a), p(b), o(c) € ¢(G) gaelder det, at:
(p(a) x (b)) * (c) = @(a) * (p(b) * ¢(c)).
(13) Der eksisterer et element p(e) € ¢(G), sadan at for alle p(a) € p(G) er

p(a) * p(e) = p(e) * p(a) = p(a).
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B.

(#3¢) For ethvert element p(a) € ¢(G) findes et p(a’) € p(G) sadan, at

p(a) * p(a’) = p(a’) * p(a) = p(e).

For at bevise ovenstaende tre punkter benyttes, at p(aob) = ¢(a) x ¢(b) for alle
a,b € G, hvilket skyldes, at ¢ er en homomorfi.
Bevis for de tre punkter:
(1) : Lad a,b,c € G, da er:
(pla) xo(b)) xp(c) = plaob)xp(c) = @((aob)oc)
= p(ac(boc)) = ¢la)xp(boc)
= o(a)  (p(b) * ¢(c)).
(ii) : Lad a € G, da er

pla) = ¢lace) p(a) * p(e)
pla) = pleca) = op(e)*p(a).
Altsa er p(e) neutralelement i ¢(G).
(#41) : Lad a,d’,e € G sddan, at aoa’ = e, da er
p(e) = plaod’) = p(a) * p(d') = p(d’) * p(a).

Dermed er ¢(a’) det inverse element til p(a), og da a var vilkarligt valgt, s har
samtlige elementer i ¢(G) en invers.
Hermed er de tre punkter bevist, og altsa er (p(G), ) en gruppe. O

Lad kernen af ¢ have stgrrelsen m, det vil sige, at:

Hker(p) = #{a € G: pla) = ple)} = m.

Hvis t € p(G) og ¢~ 1(t) = {b € G : ¢(b) = t}, skal det vises, at #p~1(t) = m,
altsd at alle sckvivalensklasser 1 G er af samme storrelse.

Seetning 93 Lad ¢: G — R vere en homomorfi fra gruppen (G,o) med neut-
ralelement e til mengden R, hvorpd operationen * er defineret.

Lad desuden #ker(p) = m. Sa er #¢o~1(t) = m, hvor t € o(G) og p~1(t) =
{be G:p) =t}

BEvis: Udfra Szetning 92 er (p(G), *) en gruppe med neutralelement o(e).
Forst vises det, at #p~1(t) > m.
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Lad b€ ¢~ 1(t) C G og a € ker(p). Dermed geelder det, at

p(aob) =p(a)*p(b) = p(e) x p(b) = p(b) =t,

for alle a € ker(yp). Altsé er maengden af punkter i G, som afbilledes over i ¢
stgrre end eller lig antallet af elementer i kernen.

Herefter vises det, at #¢~1(t) < m. Dette vises ved hjelp af en modstrid. S&
antag, at der eksisterer et t € ¢(G) sadan, at #p~1(t) > m.

Idet (p(G),*) er en gruppe findes der et ¢ € p(G) sdledes, at ¢ * ¢ = p(e). Lad
c € ¢~ 1(t), sa har vi for alle b € p~1(t), at:

p(boc) =) xp(c) =tx(t) = p(e).

Det vil sige, at bo ¢ € ker(yp), og da dette gaelder for alle b € ¢~ 1(t) er der
opnaet en modstrid med, at # ker(y¢) kun er lig m. Altsa er #p~1(t) < m, og
dermed er satningen bevist. O

Idet et vektorrum opfylder de samme betingelser, som er opfyldt for en addi-
tiv gruppe, sa kan Seetning 93 ogsa benyttes for vektorrum. Det vil sige, hvis
p: Fgm — Fy er en vektorrumshomomorfi, hvor Fo» og IF, begge er endelige
legemer set som vektorrum over F,, s& har sckvivalensklasserne i Fym samme
stgrrelse.
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LITTERATUR

Retteark

B.1.1 Kapitel 2 Reed-Solomon koder

Side 710,112
Side 92,45

DC @ W Q¢

a

Side 108:
Side 11;:
Side 131,42
Side 1578:
Side 167:

Side 165 og Side 176:

Side 189:

Side 183 og Side 172:

Erstat z; med x og r; med r.

Erstat Det skal desuden sikres, at deg(Q;(x))

er storre end eller lig nul, da (2.1) i modsat fald

ikke wille teelle antallet af koefficienter i Q(x,y).

Da deg(Qi(z)) er mindre end eller lig deg(Q;(z))
forj=1,...,1—1 er det nok, at... med

Det skal desuden sikres, at samtlige parenteser i (2.1)

der storre end eller lig nul, da (2.1) i modsat falda

tkke ville teelle antallet af koefficienter.a
Idet(n—7)—l(k—-1)<(n—7)—j(k—=1) forj=0,...,1,
er det nok at sikre, at...

Erstat 7> 5 med T> d

Erstat £ < + med - %Jr

Erstat <m+ medn < 5= 1—1—%.

deg(Q;(x)) er storre end eller lig nul, eller at slettes.
Erstat sd har Q(z, f(x)) n — 7 s-dobbelte rodder

med sd har Q(z, f(x)) mindst n — 7 s-dobbelte rodder
Erstat qr; # 0, hvis j <logk <s(n—7) —1—j(k—1)
med g, ; =0, hvis j >logk>s(n—7)—1—j(k — 1),
og qi,j # 0, fornoglej <logk<s(n77)flfj(k71).
Erstat - < 245 + o med < —|— =

l+1 = l+1
Erstat £ < 21 5 + med < 51— +l.

n

1
o
1

3|3

3|3l

B.1.2 Kapitel 3 Bestemmelse af fgrstegradsfaktorer i Q(x, y)

Side 2713:  Erstat ringhomomorfien med ringisomorfien.

Side 3211:  Erstat deg(a) < k med deg(a) < n
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B.1.3 Kapitel 5 Koder udtrykt ved hjzlp af norm-trace
polynomier

Side 58¢:  Erstat F, med Fy.

Side 6319: FErstat af polynomierne tilhgrende... med pa....
Side 641p: Erstat k£ med K.

B.1.4 Kapitel 6 Egenskaber ved NT P-koder

Side 87 ligning (6.3): Erstat 8; med /3.

B.1.5 Kapitel 7 Dekodning af NT P-koder

Side 92%:  Erstat \; € F; med \; € Fym.
Side 93g:  Erstat LT(NT(z,y)) = 7" med LT(NT (z,y)) = —y*

m—1

B.1.6 Appendiks A

Side 1149:  Erstat den endelige udvidelse af... med den endelige udvidelse....
Side 1159:  Erstat ...antages det, at det irreducible polynomium f

er et minimalpolynomium. med ...vil minimalpolynomieta

med hensyn til o over F, have grad n,

da f er irreducibel.

B.1.7 Appendiks B

Side 121°:  Erstat (%) med Z.
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