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Kapitel 1

Indledende resultater

Fglgende svarer til seetning 1.12 i rapporten.

Seetning 1.1
Lad G vere en elementeer graf, si er G perfekt. o

Bevis
De elementeare grafer betragtes enkeltvis, og ifglge saetning 1.6 i rapporten er det nok at vise
seetningen for G.

Lad G veere en todelt graf. Da er x(G) < 2 og w(G) < 2.

Antag, at x(G) = 1. Dermed er |E(G)| =0, og sa er w(G) = 1. Antag, at x(G) = 2, si eksisterer
der mindst én kant e € E(G), og dermed er w(G) = 2.

Hvis w(G) = 1, sa eksisterer der ingen kanter i grafen, og dermed er x(G) = 1. Hvis w(G) = 2, sa
findes der mindst en kant i grafen, og dermed er x(G) = 2. Altsa er x(G) = w(G) for alle tilfeelde,
hvor G er en todelt graf. Altsd er x(G) = w(G), nar G er liniegrafen af en todelt graf.

Lad G veere liniegrafen af en todelt graf H. Idet H er todelt er w(G) = A(H) og x(G) = x'(H), hvor
X'(H) betegner det kantkromatiske tal. Ifplge [Bondy & Murty, 1976, side 93] er x'(H) = A(H)
for enhver todelt graf.

Lad G veere en bicograf. Pa grund af konstruktionen af bicografer udger meengden {ci1,...,¢,}
en komplet delgraf i G, og ligeledes udggr meengden {dy,...,d,} en komplet delgraf. Hermed ma
w(G@) > n og x(G) > n. Betragt tilfeeldet, hvor a; er nabo til ¢;, og b; er nabo til d;, da det analogt
kan vises for tilfeeldet, hvor a; er nabo til d;, og b; er nabo til ¢;. Der kan i en bicograf hgjst veere
komplette delgrafer af orden n+ 1, da der ikke findes kanter mellem punkter c; og d;, og der findes
ikke kanter mellem punkter a; og ay og ingen kanter mellem a; og d;. Desuden findes der ikke
kanter mellem punkter b; og by og ingen kanter mellem punkter b; og ¢; for 1 < i < i < m og
1 < j < n. Hermed kan ¢, og d; ikke veere i samme komplette delgraf, ligesom {a;,b;} ikke kan
veere i samme komplette delgraf som {a;, by }. Desuden kan a; og d; ikke vaere i samme komplette
delgraf, og b; samt ¢; kan ikke veere i samme delgraf. Heraf er w(G) <n+ 1.

Antag, at x(G) = n. Da punkterne ¢;, for 1 < j < n, udger en komplet delgraf, behgves der netop
n forskellige farver for at farve punkterne c;. Benyt farven j til punktet ¢; for 1 < j < n. Da
punkterne a; alle er naboer til punkterne c;, for 1 <¢ <m og 1 < j < n, behgves endnu en farve,
hvilket er i modstrid med, at x(G) = n.

Antag, at x(G) > n + 2. Igen farves punkterne ¢; med farve j, for 1 < j < n, og punkterne a;
farves med farven n + 1. Punkterne d; udggr en komplet delgraf, sa her behgves ogsa n farver, lad
dette veere farverne {1,...,n—1,n+ 1}. Betragt nu punkterne b;. Et punkt b; er nabo til samtlige
d; punkter og til punktet a;. Da yderligere mindst én farve skal benyttes, skal det geelde, at b; er
nabo til netop det punkt c,, der har farven n. Dette kan ikke vaere opfyldt pa grund af definition
1.10 i rapporten.
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Dermed mé x(G) = n + 1 og her udggr ci,..., ¢y, a1 en komplet delgraf af orden n + 1. Dette er
desuden en stgrste komplet delgraf i G, og da er x(G) = n + 1. Dermed er x(G) = w(G).

Antag, at w(G) = n. Dermed er stgrrelsen af en storste klike i G lig n, men ¢, ..., ¢y, a1 er en
komplet delgraf af orden n+ 1, s& derfor opnéaes en modstrid. Hermed mé det for bicografer gealde,
at x(G) = w(G). O

Fglgende svarer til lemma 2.2 i rapporten.

Lemma 1.2

Lad G veere en Berge graf, og lad X C V(G) veere en antisammenhgengende mangde. Lad P :
P1,-..,Pn veere en 2-vej i G — X af ulige laengde, hvor py og p, er komplette til X. Da vil en af
folgende gaelde:

(1) En kant e € E(P) er komplet til X.
(¢) P har lzengde mindst fem, og X vil indeholde et athop for P.

(#i7) P har lengde tre, og der findes en anti 2-vej af ulige laengde mellem de indre punkter i P,
hvis indre tilhgrer X .

<

I det folgende vises det, at omskrivnigen af Roussel-Rubios lemma er korrekt. Det vil sige, at
lemma 1.2 bevises ud fra Roussel-Rubios lemma [Roussel & Rubio, 2000, side 174].

Bevis

Hvis P har leengde en, si er (i) opfyldt. Hvis P har leengde tre, sd kan det antages, at der ikke
findes en anti 2-vej af ulige leengde mellem de indre punkter i P, hvis indre tilhgrer X, for ellers er
(7i1) opfyldt. Dermed er lemma 2.3(i) i [Roussel & Rubio, 2000, side 174] opfyldt. Hvis yderligere
lemma 2.3(ii) i [Roussel & Rubio, 2000] er opfyldt, s& vil der findes et punkt i det indre af P, som
er komplet til X, og dermed vil en kant i P veere komplet til X, og (i) er opfyldt. Det kan derfor
antages, at lemma 2.3(ii) i [Roussel & Rubio, 2000] ikke er opfyldt. Det vil sige, at der findes en
2-vej af ulige leengde mellem to ikke-nabopunkter i X, hvis indre tilhgrer det indre af P, og en
sddan ma have leengde tre. Dermed er det ogsa en anti 2-vej af ulige leengde mellem to nabopunkter
i P, hvis indre tilhgrer X, og en modstrid er opnaet med antagelsen om, at en sddan anti 2-vej
ikke findes. Lemmaet er dermed opfyldt, nar P har leengde tre.

Antag derfor, at P har leengde mindst fem, og X ikke indeholder et athop for P. Hvis lemma
2.3(i)-(ii) i [Roussel & Rubio, 2000] er opfyldt, sa vil der findes et punkt p; i det indre af P,
som er komplet til X. Dermed vil enten p1,...,p; eller p;, ..., p, have ulige leengde. Ovenstaende
gentages pa den nye kortere 2-vej af ulige leengde, hvormed der igen fremkommer en kortere 2-
vej af ulige leengde, hvor begge endepunkter er komplette til X. Denne proces fortsaettes, indtil
der haves en 2-vej af leengde tre. Da lemmaet allerede er vist for 2-veje af leengde tre, ma lem-
maet ogsd veere opfyldt, ndr P har leengde mindst fem, hvis det kan vises, at lemma 2.3(i)-(ii)
i [Roussel & Rubio, 2000] er opfyldt. Antag derfor, at lemma 2.3(ii) i [Roussel & Rubio, 2000]
ikke er opfyldt. Dermed vil der findes to ikke-nabopunkter x; og x5 i X, som er forbundet af en
2-vej af ulige leengde, hvis indre tilhgrer det indre af P, lad det veere 2-vejen x1,p;,...,Dp;, T2-
Hvis p; = p2 og pj = pn—1, sa& haves et athop for P i X, hvilket per antagelse ikke fore-
kommer. Dermed mé p; # po eller p; # pn—1, lad det veere p; # p;. Dermed dannes et hul
D1, %1, D4, - - -, D5, T2 af ulige leengde, hvilket ikke kan forekomme i en Berge graf. Altsa er lemma
2.3(ii) i [Roussel & Rubio, 2000] opfyldt. Hvis lemma 2.3(i) i [Roussel & Rubio, 2000] ikke er op-
fyldt, sa vil der findes to nabopunkter i P, som er forbundet af en anti 2-vej af ulige leengde, hvis
indre tilhgrer X. Da P har leengde mindst fem, er ikke bade ps og p,—1 blandt de to nabopunkter
fra P i anti 2-vejen, lad py veere et punkt, som ikke er med i anti 2-vejen. Da vil anti 2-vejen
sammen med p; danne et antihul af ulige lzengde, da p; er komplet til X og ikke-nabo til de to
nabopunkter i anti 2-vejen. Altsa er lemma 2.3(i) i [Roussel & Rubio, 2000] opfyldt. Det vil sige,
at nar P har leengde mindst fem, og X ikke indeholder et athop for P, sa er en kant i P komplet
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til X. O

Lemma 1.3

Lad G veere en Berge graf, og lad X C V(G). Lad P : p1,...,p, veere en 2-vej af ulige laengde
i G — X, hvor p; og p, er komplette til X, og hvor ingen kanter i P er komplette til X. Lad
v € V(G) veere et punkt, der er komplet til X. Da er v enten nabo til et af punkterne p; eller pa,
eller sa har v kun en nabo i det indre af P, nemlig p,_1. o

For bevis se [Chudnovsky, Robertson, Seymour & Thomas, 2002].

Lemma 1.4

Lad G veere en Berge graf og lad X, Y C V(G) veere disjunkte ikke-tomme antisammenhangende
maengder, som udggr et komplet par. Lad P : p1,...,p, vere en 2-vej i G — (X UY'), hvorn > 5
er ulige, sa py er det eneste punkt fra P, der er komplet til X, og p; samt p,, er de eneste punkter
fra P, som er komplette til Y. Da vil én af folgende vaere opfyldt:

(i) Der findes et x € X, som er ikke-nabo til samtlige pa, ..., pp.

(7i) Der er to ikke-naboer x1,x9 € X, sd x1,D2,...,Pn, T2 €r en 2-vej.

Bevis

Det er nok at betragte delgrafen H = (V(P)U X UY)q, da det er denne del af grafen, som
lemmaet omhandler. Lad G’ veere opndet fra H —Y ved at tilfgje et nyt punkt y, som er nabo til
alle punkter i X U {p1,pn}. Da y er nabo til p; og p,, vil D = (P U {y})¢ veere et hul i G’ af lige
leengde mindst seks.

Hvis G’ er en Berge graf, si ifglge lemma 2.6 i rapporten vil X enten indeholde en hat eller et afhop
for D ved pyy. Hvis X indeholder en hat, sa fglger af definition 2.5 i rapporten, at der findes et
punkt z € X, som ikke er nabo til pa, ..., py, hvormed (i) er opfyldt. Hvis X indeholder et athop,
sa fglger af definition 2.1 i rapporten, at der findes en 2-vej x1,po, ..., Pn, T2, hvor x1,22 € X,
hvormed (ii) er opfyldt.

Antag derfor, at G’ ikke er en Berge graf. Forst antages, at der findes et hul C' af ulige leengde
mindst syviG’. Da H er en Berge graf, ma C indeholde y. Dermed findes der en 2-vej Q = C—{y}
af ulige leengde mindst fem i H — Y. Begge endepunkter i (Q er komplette til Y, og ingen indre
punkter i @ er komplette til Y. Det vil sige, at @Q’s endepunkter tilhgrer X U {p1,pn}, og dens
indre punkter tilhgrer V(P) — {p1, pn}. Fra lemma 1.2(i:) folger, at Y indeholder et afhop for
Q. Ifplge definition 2.1 i rapporten vil det sige, at der findes to ikke-nabopunkter y;1,y2 € Y, sa
kanterne y1q1, Y192, Y1Gm, Y241, Y2gm—1 0L Y2qm findes for @ : qi1,...,qm. Der vil altsa findes en
2-vej R:y1,q2,.-.,qm—1, Y2 af ulige leengde mindst fem, hvis indre tilhgrer V(P) — {p1,p, }. Idet
R har ulige lzengde, og det indre af R er en delgraf af det indre af P, som har lige leengde, kan
R ikke indeholde alt fra det indre af P. Det vil sige, at ikke bade py og p,—1 Vil tilhgre R. Hvis
eksempelvis p,—; ikke er med i R, sa vil der dannes et hul af ulige lzengde bestaende af R og
kanterne y1p, og yapn, hvilket giver en modstrid, da H er en Berge graf. Det er hermed vist, at
G’ ikke kan indeholde et hul af ulige lzengde mindst syv.

Et hul af leengde fem er det samme som et antihul af leengde fem, s& derfor betragtes nu tilfzeldet,
hvor G’ indeholder et antihul D af ulige leengde mindst fem. Ligesom for C' m& D indeholde y, og
D méa indeholde netop to ikke-nabopunkter til y, og disse punkter tilhgrer V(P) —{p1, p.}, lad det
vaere u og v. Udover punkterne u,v og y mé der findes en anti 2-vej @ af ulige leengde mellem u
og v for at D er et antihul af ulige leengde. Da y skal vezere nabo til de indre punkter i anti 2-vejen
@, ma de indre punkter i @ tilhgre X U{p,}. Bemeerk, at p; ikke kan veere et indre punkt i Q, da
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p1 1 H enten skal forbindes til bade u og v, hvilket giver en kreds af leengde fire, eller det tvinger
Py, til at veere forbundet til bade u og v, hvilket ligeledes giver en kreds af lzengde fire. Idet u og v
ikke er komplette til Y i H, s& vil der findes en anti 2-vej R, hvis indre tilhgrer Y, og R ma have
ulige lengde, da R sammen med ) danner et antihul i GG, som derfor skal have lige lzengde. Da
n > 5, vil mindst et af p; og p, ikke veere forbundet til v og v. Hvis p; ikke er forbundet til u og
v, sa vil kanterne up; og vp; findes i H, hvormed de sammen med R danner et antihul af ulige
leengde 1 H, og en modstrid er opnaet med, at G er en Berge graf. Ligeledes opnaes en modstrid,
hvis p,, ikke er forbundet til u og v. O

Fglgende svarer til lemma 2.11 i rapporten.

Lemma 1.5

Lad G veare en Berge graf. Lad X veere en antisammenhaengende maengde, og antag, at X kan
forbindes til en trekant {ay, az, a3} via 2-vejene Py, Py og Ps. Fori = 1, 2,3 lad P; have endepunkter
a; og b;, og lad b; veere det eneste punkt i P;, som er komplet til X. Da vil enten mindst to af
P1, P> og P53 have lseengde nul, hvormed to af a1, as og as er komplette til X, eller en af Py, Py eller
P5 har leengde nul, og de andre to har leengde en. o

Bevis

Mindst to af 2-vejene Py, P> og P3 har samme paritet, lad det veere P : aq1,...,b1 0g Py : as,...,bs.
Lad @ : b1,...,a1,a2,...,bs. Dermed har () ulige leengde, dens endepunkter er begge komplette
til X, og ingen af dens indre punkter er komplette til X. Hvis @ har leengde én, altsa at bade P;
og P, har leengde nul, da er lemmaet opfyldt, s& det kan antages, at () har leengde mindst tre. Fra
korollar 2.3 i rapporten vil hvert punkt, der er komplet til X, have en nabo i det indre af ). Idet
bs er et punkt, der er komplet til X, sa skal b3 have en nabo i det indre af (), men da de eneste
kanter mellem de tre 2-veje er a;a;, for 1 <14 < j < 3, sd mé bs = as. Altsa har P3 leengde nul, sa
bade P, og P> méa have leengde mindst én, for ellers er lemmaet opfyldt.

Antag, at @ har leengde tre, det vil sige, at P, og P, har leengde én, og sa er lemmaet opfyldt.
Antag derfor, at @ har leengde mindst fem. Af symmetrigrunde kan det antages, at P; har leengde
mindst to.

Figur 1.1: Tilfeeldet, hvor @) har leengde mindst fem, og P; har leengde mindst to.

Idet b3 er komplet til X og hverken er nabo til endepunktet b; eller dens nabo, da a;a; er den
eneste kant mellem V(P;) og V(P;), s& folger af lemma 1.3, at bz kun har én nabo i det indre af
Q. Dette danner modstrid med, at b3 er forbundet til bade a1 og as, sa det er ikke muligt, at )
har lzengde mindst fem. O

Lemma 1.6

Lad G veere en Berge graf. Lad X, Y C V(G) veere disjunkte ikke-tomme antisammenhaengende
meengder, som udger et komplet par. Lad P : py,...,p, vere en 2-vej i G — (X UY), hvor n > 3
er ulige, og py er det eneste punkt fra P, der er komplet til X, og p, er det eneste punkt fra P,
der er komplet til Y. Da vil ét af folgende vaere opfyldt:

(i) n > 5, og der findes to ikke-naboer x1,x2 € X, s4 x1,pa,...,Pn, T2 €r en 2-vej.

(1i) n > 5, og der findes to ikke-naboer y1,y2 € Y, S8 y1,p1,...,Pn-1, Y2 €r en 2-vej.

Side 4 Kapitel 1. Indledende resultater



(#i1) m = 3, og der findes en anti 2-vej Q) mellem po og ps, hvis indre tilhgrer X, og der findes
en anti 2-vej R mellem p, og p2, hvis indre tilhgrer Y, og ngjagtig én af (Q og R har ulige
leengde.

I hvert tilfeelde vil enten {V(P) — p1, X} eller {V(P) — p,, Y} ikke vaere et balanceret par. o

Bevis

Hvis P har leengde to, altsa at n = 3, s& veelges en anti 2-vej (Q mellem py og p3, hvis indre tilhgrer
X, og der veelges en anti 2-vej R mellem p; og po, hvis indre tilhgrer Y. Anti 2-vejen @) findes, da
p2 og p3 ikke er naboer til alle punkter i X i GG, da p; er det eneste punkt fra P, der er komplet
til X. Anti 2-vejen R findes, da p; og ps ikke er nabo til samtlige punkter i Y, da p3 er det eneste
punkt fra P, der er komplet til Y.

Figur 1.2: De stiplede linier angiver 2-vejene Q og R i G.

Desuden vil kanten p;ps ikke veere i grafen G, sa pa, Q, p3, p1, R, p2 er et antihul. Da G er en Berge
graf, indeholder den ikke et antihul af ulige leengde. Det vil sige, at enten @ eller R har ulige
leengde, da leengden af antihullet er summen af leengden af @, leengden af R samt kanten pips.
Hermed er (ii7) opfyldt.

Det kan altsd antages, at n > 5. Det er nok at betragte delgrafen H = (V(P)UX UY )¢ af G, da
lemmaet kun omhandler denne del af grafen. Lad G’ veere opnéet fra H — Y ved at tilfgje et nyt
punkt y, som er nabo til alle punkter i X U {p,}. Lad P’ veere 2-vejen pi,...,pn,y i G'. Da har
P’ ulige leengde mindst fem. Hvis G’ er en Berge graf, si folger af lemma 1.2(i¢), at X indeholder
et afthop for P’. Per definition af afhop vil det sige, at der findes to ikke-nabopunkter z1,z2 € X,
s& kanterne x1ps og x2p, findes, hvormed (7) er opfyldt. Antag derfor, at G’ ikke er en Berge graf,
altsa at der findes enten et hul eller et antihul af ulige lsengde mindst fem.

Forst antages, at der findes et hul C af ulige leengde mindst syv i G’. Dette hul mé& ngdvendigvis
benytte y, da H er en Berge graf. Betragt y’s naboer i C, som ma veere komplette til Y i H,
og de ma veere de eneste punkter i C, som er komplette til Y. Dermed vil der i H — Y vaere en
2-vej Q = C —{y} af ulige leengde mindst fem, hvis endepunkter er komplette til YV, og hvis indre
punkter ikke er komplette til Y. Altsa vil endepunkterne i @ tilhgre X U {p,}, og dens indre vil
tilhgre V(P) — p,,. Fra lemma 1.2(i7) fglger, at Y indeholder et athop for Q. Per definition af athop
vil det sige, at der findes to ikke-naboer y1,y2 € Y, s& kanterne y1q1, Y142, Y1¢m, Y241, Y2G¢m—1 OL
Yoqm findes for Q : q1,..., Gm.

q1 dm

Y

Figur 1.3: Afhoppet y1,y2 for Q.

Der vil altsa findes en 2-vej R af ulige leengde mindst fem med endepunkter y; og o, hvis indre
tilhgrer V(P) — p,,. Idet R findes i grafen G, mé der ikke findes kanter y1p,, 0g y2pn, sd de sammen
med R udggr et hul af ulige leengde. For at undgéa dette, mé p, have en nabo i det indre af P,
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hvormed p,,—1 mi tilhgre R. Hvis yderligere p; ogsd tilhgrer R, s er (i¢) opnéet. Det kan derfor
antages, at p; ¢ R.

Idet R har ulige leengde, og P har lige leengde, méa po heller ikke tilhgre R, og dermed har p; ingen
nabo i det indre af R. Da R er en 2-vej af ulige leengde, hvor begge endepunkter er komplette
til X, og intet indre punkt i R er komplet til X, fglger det fra korollar 2.3 i rapporten, at hvert
punkt, der er komplet til X, skal have en nabo i det indre af R. Dette danner en modstrid, da p;
er komplet til X, men ikke har naboer i det indre af R. Dermed méa ogsa py tilhgre R, sa (ii) er
opfyldt.

Et hul af ulige laeengde fem er ogsa et antihul af ulige laengde fem, sa det er nok at betragte tilfeeldet,
hvor G’ indeholder et antihul D af ulige leengde. Ligesom for C mé D indeholde y. Desuden mé& D
indeholde netop to ikke-nabopunkter til y, og disse stammer fra V(P) — p,, lad det veere u og v.
Disse to punkter er naboer i P. Da D er et antihul af ulige leengde, méa der findes en anti 2-vej Q)
af ulige leengde mellem u og v med punkter fra X U {p,,}. Punkterne skal findes i denne maengde,
da det er de eneste punkter, som y er nabo til i G’. Idet u og v ikke er komplette til Y i H, vil
der findes en anti 2-vej R i G, hvis indre tilhgrer Y. Da R sammen med () danner et antihul, ma
R ligeledes have ulige lzengde, da et antihul i H skal have lige leengde. Idet R findes i grafen H,
ma der ikke findes kanter up,, og vp,, sd de sammen med R udggr et hul af ulige leengde. For at
undga dette méa p,, veere nabo til enten u eller v, sa det kan antages, at v = p,—2 og v = pp—1. Da
n > 5, er u # p1, og dermed vil der findes en anti 2-vej S fra u til v, hvis indre tilhgrer X. Som
for har S ulige leengde. Da S sammen med R danner et antihul i H, som skal veere lige ma S have
ulige leengde. I H findes kanterne up; og vp1, som sammen med S danner et hul af ulige leengde,
hvilket danner modstrid med, at G er en Berge graf. Det er hermed for alle tilfeelde vist, at (i),
(i%) eller (4i%) er opfyldt.

Det skal vises, at enten {V(P) —p1, X } eller {V(P) — p,, Y} ikke er balancerede par i hvert af de
tre tilfelde.

For (i) er {V(P) — p1, X} ikke et balanceret par, da der findes en 2-vej x1,pa, ..., pn, x2 af ulige
leengde, idet P har lige leengde, og denne 2-vej har en kant mere end P.

For (ii) er {V(P)—pyn, Y} ikke et balanceret par, da der findes en 2-vej y1,p1, ..., pn—1, y2 af ulige
lengde, idet P har lige leengde, og denne 2-vej har en kant mere end P.

For (iii) er der fundet to anti 2-veje Q og R, hvor den ene har ulige leengde, si hvis @ har ulige
leengde, da er {V(P)—p1, X} ikke et balanceret par. Hvis R har ulige leengde, sé er {V(P)—p,, Y}
ikke et balanceret par. O

Folgende svarer til lemma 2.16 i rapporten.

Lemma 1.7

Lad G veere en Berge graf, og lad P : p1,...,pm veere en 2-vej i G. Lad 2 < s < m — 2, og lad
Q :Ps,qi,---5qn, Pst+1 vaere en anti 2-vej, hvor n > 3 er ulige. Antag, at hvert punkt q1,...,q, har
en nabo i bade S = {p1,...,ps—1} 0g R = {ps+2,...,pm}. Da vil et af folgende geelde:

(i) s > 3, og de eneste kanter, der ikke findes mellem {ps_2,Ps—1, Ps, Ps+1; Ps+2} 0 {q1s- -, Gn};
€' Ps—1Gn; Psq1; Ps+14n-

(i1) s < m — 3, og de eneste kanter, der ikke findes mellem {ps_1,Ds,Ps+1, Ds+2,Ps+3} O
{qla L aqn}7 €I Psq1,Ps+149n, Ps+241-

o
Bevis
At G er en Berge graf, giver restriktioner pa, hvilke punkter i henholdsvis {p1,...,ps—1} og
{ps+2,--.,Pm} punkterne qi,...,q, kan have som naboer. Da n > 3 i anti 2-vejen @, har @

leengde mindst fire. Det er antaget, at hvert punkt i @ undtaget ps; og ps+1 har naboer i bade R
og S. Meengderne R og S er begge sammenhangende, og desuden er R antikomplet til S, og S er
antikomplet til R, for ellers udggr p1,...,p, ikke en 2-vej. Derfor kan lemma 1.6 anvendes i G,
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hvor G i lemma 1.6 svarer til G, Y svarer til R, X svarer til S, og P svarer til Q. Lemma 1.6(ii4)
er ikke opfyldt, da @ har leengde mindst fire, sd fra lemma 1.6 kan det antages, at der findes to
ikke-nabopunkter u,v € S, s& u,q1,...,qn,Ps11, €r en 2-vej i G, eller at der findes to punkter
u,v € R, der ikke er naboer, sa u, ps,q1, .- .,Gn,v €er en 2-vej i G.

Forst betragtes tilfeldet, hvor u,v € R. Det vil sige, at der findes nabopunkter u,v € R, sa
Uy Pss G1y - - - 5 Gn, U €r en anti 2-veji G. Dan > 3, vil anti 2-vejen i G mindst besta af u, ps, g1, ¢2, g3, v.
Derfor er v nabo til bade ps og u, hvor s > 3, v = ps_1 samt u = ps_o. Her er ps_2,0s,q1, - - -, qn, Ps—1
en anti 2-vej af ulige leengde mindst fire, hvor dens endepunkter ps_o og ps_1 er antikomplette
til {ps+1,--.,Pm}, og dens indre punkter, ps,qi,...,q, er ikke antikomplette til {psy1,...,pm}-
Anvendes lemma 1.2 i G, hvor G i lemma 1.2 svarer til G, X svarer til {psi1,...,pn}, 0g P svarer
til {ps—2,P3,41,---,qn, Ps—1}, folger det, at der findes nabopunkter w,z € {psi1,...,pm} 1 G, s&
W, Ps, Q1 - - -, Gn, T €r en anti 2-vej. Eftersom x er nabo til bade ps og w, ma & = psy1 0g W = ps42.
Det vil sige, at s > 3, 0g ps—2,Ps, @1, - - -, Gn, Ds—1 SaAMt Dst2, Ps, @1y - - -, dn, Ps+1 €T anti 2-veje i G,
hvormed ¢y, ..., q, alle ma veere nabo til ps, og pst2, q1,-..,qn—1 alle er nabo til p;_; og psy1,
0g G2, - - -, qn alle er nabo til p,. Altsd de kanter, der ikke findes mellem {ps_o, Ps—1, Ps, Ps+1, Ps+2}
og {q1,-.-,qn}, er kanterne ¢,ps—1, gnPs+1 08 q1Ps, hvormed (i) er opfyldt.

Nu betragtes tilfeeldet, hvor u,v € S. Her vil u og v veere naboer i S, og U, q1,...,qn, Psi1,V
vil veere en anti 2-vej i G. Da u er nabo til bade v og ps41, ma m > s+3 & s < m — 3,
0g U = pg4o samt v = pgy3. Dermed er psi2,q1, ..., qn, Ps+1,Ps+3 en anti 2-vej af ulige leengde
mindst fem, hvor psio og psts er antikomplette til {p1,...,ps}, og ingen af ¢1....,¢n, Ps+1 €r
antikomplette til {p1,...,ps}. Ved at anvende lemma 1.2 i G, hvor G i lemma 1.2 svarer til G, X
svarer til {p1,...,ps}, og P svarer til {psi+2,q1, ..., qn,Ps+1, Ps+3}, vil lemma 1.2(ii) veere opfyldt,
sa der findes et afhop for psio,qi,...,qn, Psi1,Pst3 i G. Det vil sige, at der findes nabopunkter
w,x € {p1,...,0s} 1 G, s& w,q1,...,Gn,Ps+1,2 €r en anti 2-vej i G. Da w er nabo til bade x
0g Ps+1, MA W = ps 0g T = pg—1. Opsummerende er s < m — 3, og der haves to anti 2-veje
Ds+25q15 - - -5 Gny, Ps+1,Ps+3 O Pss 1y - -+ qn, Ps+1,Ps—1 1 G. Dermed er gy, ..., g, alle nabo til ps_;
0g Ps+35 1, - - -, qn—1 er alle nabo til ps11, 0g qa, ..., g, er alle nabo til ps;12 og ps. Altsé de kanter,
der ikke findes mellem {ps_1,Ps, Ps+1,Ps+2,Ps+3} 08 {q1,--.,qn}, er kanterne ¢,ps11,q1Ps+2 0L
¢1ps, hvormed (i7) er opfyldt. U
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Kapitel 2

Skaeve opdelinger

Folgende svarer til lemma 3.7 i rapporten.

Lemma 2.1
Lad {A, B} veere en skeev opdeling i en Berge graf G. Hvis et af fplgende geaelder:

(¢) der findes punkter u,v € B, som er forbundet af en 2-vej af ulige laengde, hvis indre tilhgrer
A, og er forbundet af en 2-vej af lige leengde, hvis indre tilhgrer A.

(i4) der findes punkter u,v € A, som er forbundet af en anti 2-vej af ulige leengde, hvis indre
tilhgrer B, og er forbundet af en anti 2-vej af lige laengde, hvis indre tilhgrer B.

Da er {A, B} en lgs skeev opdeling, og G vil derfor have en balanceret sksev opdeling. o
Bevis o

Bemeerk, at (i) er (¢) i komplementeergrafen, og da er {B, A} en skeev opdeling i G, s& det er nok
at vise (7).

Antag derfor, at (i) geelder. Lad Ay,...,A,, vere komponenterne i A, og lad Bj,..., B, vere
antikomponenterne i B. Idet u,v € B, og de er forbundet af en 2-vej af lige leengde, sa er de ikke
naboer, da 2-vejen skal veere induceret, og hvis de er naboer, s& kan 2-vejen kun have leengde en.
Dermed mé u og v tilhgre samme Bj, da de ikke er naboer, og B; er komplet til alle de andre
antikomponenter i B.

Antag, at u,v € By. Her er u og v forbundet af en 2-vej P; af lige leengde og en 2-vej P af ulige
leengde, hvor det indre af P; og det indre af P» tilhgrer A. Hvis P; og P> danner et hul, s& er det
et hul af ulige leengde mindst fem, hvilket ikke méa optraede i en Berge graf, sa P; og P> danner
ikke et hul. Det kan antages, at P; har indre i A;. Da alle punkter i A; er forbundet via veje, s&
kan P, ogsa have indre i A1, uden der dannes et hul af ulige leengde. Det er desuden det eneste
sted, hvor P, kan eksistere, for hvis v og v er forbundet af en 2-vej, hvis indre tilhgrer A, s vil
den danne et hul af ulige leengde med enten P; eller Py. Altsé vil enten u eller v ikke have en nabo
i As, hviket betyder, at {A, B} er en lgs skeev opdeling. Da fglger af lemma 3.6 i rapporten, at G
indeholder en balanceret skaev opdeling. O

Folgende svarer til lemma 3.12 i rapporten.

Lemma 2.2

Lad {A, B} veere en skeev opdeling i en Berge graf G. Lad W vaere kerne for den skeseve opdeling.
Lad A; veere en komponent i A, og antag, at {A;,W} er et balanceret par. Da vil G have en
balanceret skseev opdeling. o
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Bevis

Fra lemma 3.6 i rapporten kan det antages, at {A, B} ikke er en lgs skeev opdeling, da lemmaet
ellers vil veere opfyldt.

Lad Ay, ..., A,, vere komponenterne i A, og lad By, ..., B, vere antikomponenterne i B.

Pastand: {A;, W} er et balanceret par for 1 <i <m.

Pastanden er per antagelse opfyldt for ¢ = 1. Antag derfor, at ¢ > 1. Per lemma 3.6 i rapporten
kan det antages, at {A;, W} ikke er en lgs skeev opdeling, da pastanden sa vil veere opfyldt.

Fra lemma 2.1 findes der ikke en 2-vej af ulige leengde mellem to punkter i W, hvis indre tilhgrer
A;. Antag, at der findes en anti 2-vej ) af ulige leengde mindst tre, hvis endepunkter tilhgrer A;,
og hvis indre tilhgrer W. Da en anti 2-vej af leengde tre ogsa er en 2-vej af leengde tre blot med
modsatte roller af endepunkterne og de indre punkter, ma @ have leengde mindst fem. Endepunk-
terne for @ har ingen naboer i den sammenhaengende maengde A;, da Aq,..., A, er maksimale
sammenhgengende maengder. De indre punkter i @ har alle en nabo i A, da {A, B} ellers er en lgs
skeev opdeling. Ved at benytte lemma 1.2 i komplementaergrafen G, hvor G i lemma 1.2 svarer til
G, X svarer til Ay, og P svarer til Q, s faes, at A; indeholder et athop for Q i G. Altsa findes der
en anti 2-vej med endepunkter i Aq, hvis indre er lig det indre af @. Da {A;, W} er et balanceret
par, mé der ikke findes en anti 2-vej af ulige leengde mellem to nabopunkter i A; med indre i W,
s en modstrid er opnaet. Der kan dermed ikke findes en anti 2-vej @ af ulige leengde, sa {A;, W}
er et balanceret par. Pastanden er dermed vist.

Idet W er en antisammenhaengende maengde, kan det antages, at W C Bj. Fra pastanden fglger,
at Ap,..., A, kan antage samme rolle, s det kan antages, at A; ikke indeholder et punkt, der
er komplet til W, da den skeeve opdeling ellers ville veere 1gs. Fra lemma 3.9 i rapporten kan det
antages, at (1,2) er et 2-vej par eller anti 2-vej par, da opdelingen ellers er balanceret, hvilket er
det gnskede. Antag fgrst, at det er et anti 2-vej par. Det vil sige, at der findes en anti 2-vej Q1
af ulige leengde mindst tre med endepunkter i A; og indre i Bs. Idet begge (Q1’s endepunkter har
ikke-nabopunkter i W, si er de ogsa forbundet af en anti 2-vej Q2 med indre i W. Ifplge 2.1(i)
méa (2 have ulige leengde, for ellers har G en balanceret skeev opdeling. Ifslge pastanden ma Q4
ikke have ulige laengde, sa der kan altsa ikke findes en sadan anti 2-vej @J;. Derfor ma der findes
en 2-vej P af ulige leengde mindst tre, hvis endepunkter tilhgrer By, og hvis indre tilhgrer A;. Da
en anti 2-vej af leengde tre ogsa er en 2-vej af leengde tre, m& P have leengde mindst fem. Ifglge
lemma 1.2 vil W indeholde et athop for P, da det indre af P ikke indeholder et punkt, som er
komplet til W. Det vil sige, at der findes en 2-vej med endepunkter i W og indre lig det indre af
P. Dette danner modstrid med pastanden, som giver, at {A;, W} er et balanceret par. Derfor ma
opdelingen veere lgs, sd G indeholder en balanceret skeev opdeling. ]

Folgende svarer til lemma 3.14 i rapporten.

Lemma 2.3

Lad G vaere et minimalt modeksempel graf, og lad {A, B} vere en skav opdeling i G. Lad
Ay, As, ..., A, vaere komponenterne 1 A, og lad By, Bs, ..., B, vere antikomponenterne i B.
Da galder, at

(i) for alle i, hvor 1 < i < m, findes der et j, hvor 1 < j < n, s (i,j) er et 2-vej par eller et
anti 2-vej par.

(7i) for alle j, hvor 1 < j < n, findes der et i, hvor 1 < i < m, si (i,j) er et 2-vej par eller et
anti 2-vej par.

Bevis

Bemeerk, at G ogsa opfylder lemmaets betingelser, hvor {E , A} er en skeev opdeling. Det er derfor
nok at vise et af punkterne, da punkt (7) svarer til (i¢) i G. Her vises punkt (i7). Det antages, at
j =1, da de resterende tilfeelde kan vises analogt.
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Lad G’ veere opnaet fra G ved at tilfgje et nyt punkt z, der er komplet til B;. Der er nu to
muligheder for G’. Nemlig, at

(I) G’ ikke er en Berge graf.
(II) G’ er en Berge graf.

Antag forst, at (I) geelder, altsd at G’ ikke er en Berge graf. Det vil sige, at der findes et hul af
ulige leengde eller et antihul af ulige lzengde, der indeholder z. Dette skyldes, at G er en Berge
graf, sd det ma vaere tilfgjelsen af punktet z, der medfgrer, at grafen ikke leengere er en Berge graf.

Antag forst, at der findes et hul C' af ulige lzengde, der indeholder z. Her vil z’s naboer pa kredsen,
x og vy, tilhgre meengden B7, og ingen andre punkter pa kredsen tilhgrer By, for ellers ville kredsen
have korder, da z er komplet til By, se figur 2.1.

y € By
z

z € By

Figur 2.1: Situationen, hvor G’ har et hul C af ulige leengde, der indeholder punktet .

Da By, Bs, ..., B, er disjunkte maksimale antisammenhaengende delmaengder, vil meengderne veere
komplette til hinanden. Altsa vil ingen af punkterne V(C) — {z,z,y} tilhgre en B;-meengde, for
ellers skulle det pagasldende punkt veere nabo til bade = og y, og C vil dermed have leengde fire.
Hermed mé& C — {z} veere en 2-vej i G af ulige leengde, hvis endepunkter tilhgrer By, og hvis indre
tilhgrer A.

Betragt nu det indre af denne 2-vej. Da punkterne i 2-vejens indre er forbundet, ma de alle tilhgre
en af maengderne Ay, A, ..., Ay, lad det veere A;. Dette medferer ifglge definition 3.8 i rapporten,
at (i,1) er et 2-vej par, og lemmaet er vist for dette tilfeelde.

Antag derfor, at der ikke findes et hul af ulige leengde i G’, men et antihul D af ulige leengde
indeholdende z. Der vil i D — {2} findes netop to punkter x og y, der ikke er naboer til z. Hermed
vil D — {x,y} € By og x,y ¢ B, se figur 2.2.

D

Figur 2.2: Situationen, hvor G’ har et antihul D indeholdende z. Her er D skitseret med ulige
leengde syv.

Betragt nu den inducerede delgraf (D — {z})g. Denne delgraf danner en anti 2-vej Q i G af ulige
leengde mindst tre, hvis endepunkter x og y ikke tilhgrer By, og hvis indre tilhgrer B;. Punkterne
x og y har ikke naboer blandt de indre punkter i @, sa derfor kan = og y ikke tilhgre B;, for
2 < j < n. Altsd ma punkterne z og y tilhgre A, og da de er naboer, méa de tilhgre samme
mengde, for eksempel A;. Hermed udggr (i,1) et anti 2-vej par, og lemmaet er opfyldt i dette
tilfeelde. Lemmaet er nu vist, hvis G’ ikke er en Berge graf.

Antag, at (II) geelder, altsd at G’ er en Berge graf. Lad w(B1) = s, og lad w(AU B) = t. Da G
ikke er en perfekt graf, vil x(G) > t. Antag, at der for 1 < ¢ < m findes en delmaengde C; C A;,
s& w(C; UBy) =s.Lad H = ((BUA; U{z}))¢ . Ingen af punkterne i A — A; tilhgrer H. Idet et
minimalt modeksempel ifglge [Chvatal, 1985, side 189] ikke kan indeholde en stjernesnitmaengde,
findes der mindst to punkter i G, som ikke findes i H. Da H kun indeholder ét punkt, som ikke
findes i G, mé |V (H)| < |V(G)|. Da G er et minimalt modeksempel, mé& H veere en perfekt graf.
Med kopiering af et punkt menes, at der dannes nye punkter vy, ..., vg, hvor N(v;) = N(v) U
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{v,v1,...,Vi—1,Vit1,...,0x}. lolge [Alfonsin & Reed, 2000, side 17] kan et punkt v i en perfekt
graf kopieres, og der opnaes en ny perfekt graf. Ved at bruge dette resultat kan punktet z € H
erstattes af en meengde af punkter Z, hvor |Z| =t — s, og hvor alle punkterne i Z er komplette til
Bj og naboer til hinanden. Desuden er intet punkt i Z nabo til punkter i A; U (B — By). Hermed er
den fremkomne graf H' stadig perfekt. Ud fra konstruktionen af H’ kan det ses, at w(H') <'t, da
w(AUB) =t. Da H’ er en perfekt graf, kan den farves med ¢ farver. Meengden Z er en klike i H',
og den har stgrrelse t — s. Lad Z veere farvet med farverne s+ 1,...,t¢, hvormed farverne 1,...,s
ikke optreeder blandt punkterne i Z. Da Z er komplet til By, kan punkterne i By ikke farves med
farverne s + 1,...,t, og da w(B;) = s, skal farverne 1,...,s alle benyttes. Da B; er komplet til
B — Bi, kan punkterne i B — Bj ikke farves med farverne 1,...,s. Lad C; veere de punkter fra A;,

der er farvet med farverne 1,...,s. Hermed er C; U By farvet med farverne 1,...,s, og H —{z} er
farvet med farverne s+ 1,...,t. Heraf er
w((A; —C))U(B—DBy)) <t—s. (2.1)

Lad C = BiUC 1 U---UCy,, 0glad D = V(G)—C. Da Ay,..., A, er maksimale sammenheaengende
delmaengder, findes der ingen kanter mellem disse maengder, og der geelder ifglge ligning (2.1), at
for hver meengde A; er w((4; — C;) U (B — By)) <t—s, sd w(D) <t — s. Ligeledes gelder der for
hver maengde C; C A;, at w(C; U By) = s, & w(C) = s. Da |[V(C)| < |[V(G)| og |[V(D)| < |[V(G)|,
mé (C)g og (D) begge vaere perfekte grafer. Dermed kan (C)¢ farves med s farver, og (D)g kan
farves med t — s farver. Dette giver, at G kan farves med t farver, men da G ikke er en perfekt
graf, giver dette en modstrid, s& antagelsen, om at G’ er en Berge graf, mé veere forkert. O
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Kapitel 3

Cykliske 3-sammenhangende
gratfer

Fglgende svarer til lemma 6.4 i rapporten.

Lemma 3.1
Lad H veere en todelt og cyklisk 3-sammenhaengende graf. Da vil et af folgende geelde:

(i) H=Ks3.
(1i) H vil veere en underdeling af Ky4.

(#i7) H vil indeholde en delgraf H', hvor H' er en underdeling af en K4, og hvor H' ikke indeholder
en kreds, hvis punktmaengde udgor meaengden af forgreningspunkter i H'.

Bevis

Det antages, at H ikke er isomorf med K3 3 og ikke er en underdeling af Ky, og det skal sa vises,
at punkt (iii) er opfyldt. Da H er en cyklisk 3-sammenhengende graf, har H en delgraf H', som
er en underdelt Ky, og det antages, at H' ikke opfylder punkt (ii7). Altsa vil der i H’ findes en
kreds, hvis punkter udggr meengden af forgreningspunkter i H'. Denne kreds vil veere lig Cy, da
der ved underdeling af K, ikke skabes punkter af grad mindst tre, men kun punkter af grad to.
Dermed méa der findes fire punkter p1, 1, pm 08 qn, der alle har grad tre, og hvor der er kanter
P1G1, P1Gn, Pmq1 O Pmqn- Desuden vil der findes to veje P : p1,p2,-.-,Pm 08 Q : q1,G2,- -, qn,
da H' er en underdeling af K;. Leengden af disse veje afhaenger af, hvor mange gange K4 blev
underdelt for at skabe H'. Her vil det dog geelde, at n,m > 3, da der ellers vil fremkomme kredse
af lzengde tre, som ikke ma forekomme i todelte grafer, hvilket H' er, da H' er en delgraf af den
todelte graf H. Desuden vil bade P og @ have lige lengde, for ellers dannes der kredse af ulige
leengde, hvilket ikke findes i en todelt graf.

p1 Pm

qn an
Q

Figur 3.1: Delgrafen i H' bestdende af vejene P og @ samt punkterne p1, pm, g1 0g n-
Antag, at enhver vej i H mellem {p1,p2,...,pm} og {q1,92,...,qn} benytter en af kanterne
P11, P1Gn, Pmq1 eller ppq,. Herved vil der ikke findes en vej J : j1,...,Jk, kK > 3, mellem P
og @, hvor kun j1,jx € V(H’), og ingen andre punkter fra J tilhgrer H'. For enhver sammen-
haengskomponent F' i H — (P U Q) vil der si geelde, at de punkter fra P U @, som er forbundet til
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punkter i F', enten alle vil tilhgre P, eller alle vil tilhgre Q.

Betragt nu en sadan komponent F', og hvorledes den er forbundet til for eksempel P. Her kan
F ikke veere forbundet af en enkelt kant, for s& vil punktet i P, hvorpad F er fastheeftet, veere
et forgreningspunkt, og hvis dette punkt fjernes, bliver grafen usammenhaengende, da sammen-
heengskomponenten F' ikke ellers er forbundet til P U Q). Da H er en cyklisk 3-sammenhangende
graf, ma F derfor veere forbundet til P med mindst to kanter. Bemeerk, at P U Q U F' ikke mé
indeholde en delgraf H”, som er en underdeling af K4, hvor H” indeholder en kreds, hvis punkt-
mangde udger maengden af forgreningspunkter i H”. Hvis de forskellige muligheder for udseendet
af F betragtes, vil der enten opnées en modstrid med, at H er todelt, eller en modstrid med, at
H er cyklisk 3-sammenhaengende. Det vil altsd sige, at F' ikke kan eksistere og H = H’ under
antagelse af, at enhver vej H mellem {p1,...,pm} og {q1,...,q,} benytter en af kanterne p1qi,
P1qn; Pmq1 eller pmqy.

Da det er antaget, at H # H’, ma der findes en vej R : r1,...,7: mellem {p1,po,...,pm} og
{q1,92,.-.,qn}, som ikke benytter nogen af kanterne p1q1, p1gn, Pm@q1 eller p,,q,. Det kan antages,
at 1 € {p1,p2,---sPm-1}, ™+ € {q1,92,---,4n-1}, 0g ingen af punkterne ro,...,r;—1 tilhgrer
V(P)UV(Q), hvor delgrafen P U Q U R U {p1¢n, Pmq1, Pm,qn} Ses pa figur 3.2.

5

Pm an

Figur 3.2: Delgrafen bestaende af vejene P, @ og R samt kanterne piqy, Pmqi 08 Pman-

De resterende tilfzelde kan vises analogt, hvor blot en anden delgraf veelges. Her ses det, at denne
delgraf er en underdelt K4, og hvis delgrafen ikke indeholder en kreds, hvis punktmengde udger
delgrafens forgreningspunkter, s er punkt (i7) i lemmaet opfyldt. Generelt hvis H indeholder
en delgraf H’, som er en underdeling af K4, og hvor H' indeholder en kreds, hvis punktmeaengde
udger maengden af forgreningspunkter i H', sa er (iii) opfyldt. Det vil sige, at for alle delgrafer H’
af H, som er en underdeling af K4, skal der gaelde, at H' indeholder en kreds, hvis punktmeengde
udger maengden af forgreningspunkter i H', for at (iii) ikke er opfyldt.

Derfor antages det, at delgrafen har en kreds, hvis punktmeengde udggr alle delgrafens forgrenings-
punkter. Da meengden {r1, 7, pm, ¢ } bestar af punkter med grad tre i delgrafen, ma det veere disse
punkter, der udggr en saddan kreds. Da H er todelt, p,,q. er en kant, og kredsen 71, ¢, pm, ¢, kun
skal besta af forgreningspunkter, ma ¢t = 2. Det kan ske, at 71 = p1, og det kan ske, at ro = ¢1. Dog
kan begge ikke forekomme samtidigt, for s& er R en vej mellem P og (), som benytter kanten p1q1,
hvilket er i modstrid med, at R er en vej, som ikke benytter nogen af kanterne p1q1, p1gn, Pmq1
0g Pm{n. Derfor ma r = pp—1 0g 12 = @n-1. I delgrafen P U Q U R U {p1¢1,p14n, Pmq1} er
r1,T¢,P1 OF qn forgreningspunkter, s& de ma udggre en kreds bestdende af forgreningspunkterne
for delgrafen. Da kredsen kun skal besta af forgreningspunkter, ma ¢ = 2, og enten r; = ps og
ro = qo, eller 11 = p,, 0g T2 = @n. Da 1 € {p1,pm—-1}, 08 12 =71t € {q1,-. ., qn-1}, MEA 71 = po
0g 12 = @2, sa derfor ma m = 3 og n = 3. Da kanten p;q; findes i H, indeholder H en delgraf
J 1 p1,D02,P3,q1, @2, g3, der er isomorf med K3 3. Denne delgraf udggr ikke hele H, for det er anta-
get, at H ikke er isomorf med K3 3.

Omnummerér delgrafen J, s& den bestar af punkterne ai, as,az og by, bz, bz, hvor a;b; er en kant
iJ fori,j € {1,2,3}. Lad F veere en sammenhaengskomponent i H — J. Da H er cyklisk 3-
sammenhgengende, vil F' veere forbundet til J i mindst to punkter.

Hvis dette er punkterne a; og b1, sa vaelges der en vej mellem a; og b1, hvis indre tilhgrer F'. Her-
med vil delgrafen bestéende af P U (J — {a1b1, azb2}) veere en underdelt Ky, som ikke indeholder
en kreds, hvis punktmeengde udggr meengden af forgreningspunkter i delgrafen. Hermed vil punkt
(i41) 1 lemmaet veere opfyldt.

Hvis F' er forbundet til J i punkterne a; og as, s veelges der en vej mellem a; og as, hvis indre
tilhgrer F. Hermed vil delgrafen bestaende af P U (J — {a1b1, azbs}) veere en underdelt K4, som
ikke indeholder en kreds, hvis punktmeengde udggr meengden af forgreningspunkter i delgrafen.
Hermed vil punkt (ii¢) i lemmaet veere opfyldt. De resterende mulige méder, hvorpa F kan for-
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bindes til J, kan vises analogt med ovenstaende. O
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Kapitel 4

Optraeden af liniegrafer

Folgende svarer til lemma 7.2 i rapporten.

Lemma 4.1

Lad G veere en Berge graf. Lad J veere en 3-sammenhangende graf, og lad L(H) vaere en optraeden
af JiG. Lady € V(G) — V (L(H)), og lad X vaere maengden af punkter i L(H), der er naboer til
y 1 G. Da geelder et af folgende:

(1) Maengden X meetter L(H).

(7i) Der findes et forgreningspunkt v € H, hvor X C o (v).

(iv) Der findes en forgrening B C H med endepunkter by og by, s& X — E(B) = ou(b1) — E(B).

(v

)
)
(#4t) Der findes en forgrening B C H, hvor X C E(B).
)
)

Der findes en forgrening B C H af ulige leengde med endepunkter by og be, s& X — E(B) =
(om (b1) U om (b2)) — E(B).

(vi) Der findes to punkter c¢1,co € V(H) med ulige biparitet, som ikke tilhgrer den samme
forgrening i H, s& X = og(c1) U om(c2).

Specielt vil enten (i) eller (vi) gaelde, eller sé findes hgjst to forgreningspunkter i H, der er incidente
med mere end en kant i X, og det er kun hvis (v) geelder, at der kan findes to forgreningspunkter
i H, der er incidente med mere end en kant i X. o

Bevis

Lemmaets afsluttende kommentar fplger af (¢)-(vi) ovenfor. Det fglger naturligt, at hvis (¢) eller (v4)
geelder, sa geelder lemmaets afsluttende kommentar. Hvis (i7),(4i7) eller (iv) geelder, sa fplger, at der
vil findes hgjst ét forgreningspunkt incident med mere end en kant i X. Hvis (v) geelder, sé er B C
H en forgrening af ulige leengde med endepunkter by og bs, s X —E(B) = (o (b1)Upm (b2))—E(B).
Da B har ulige leengde, folger det, at b1 og bo ikke har nogen faelles nabo, og det vil sige, at der
ikke findes et forgreningspunkt forskelligt fra b; og ba, som er incident med mere end en kant i X,
hvilket viser det sidste punkt i kommentaren. Tilbage er at vise, at et af punkterne ()-(vi) geelder.

Pastand 1: Enhver vej i H, hvis endekanter begge tilhgrer X, og hvis indre kanter ikke tilhgrer X,
har enten ulige lengde eller lengde to.

Argumentet for pastand 1 er, at eftersom X er meengden af et enkelt punkts naboer i L(H),
sa folger det, at enhver 2-vej i L(H), hvis endepunkter begge tilhgrer X, og hvis indre punkter
ikke tilhgrer X, har lige leengde eller leengde en, da der ellers er et hul af ulige leengde. Ifglge
bemeaerkning 1.15 i rapporten vil den tilsvarende vej i H, hvis endekanter tilhgrer X, have ulige
leengde eller leengde to, og dette viser pastand 1.
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Da J er en 3-sammenhaengende graf, og L(H) er en optreeden af J 1 G, er H per definition todelt og
cyklisk 3-sammenhaengende. Ifglge pastand 1 har enhver vej P i H, hvis endekanter begge tilhgrer
X, og hvis indre kanter ikke tilhgrer X, enten ulige leengde eller laengde to. Hvis yderligere enhver
kant i X har et endepunkt i det indre af P, vil det altsd betyde, at P har lige leengde mindst
fire. Hermed er antagelserne i lemma 6.10(J) i rapporten opfyldte. Det skal nu undersgges, om
antagelse (I7) i lemma 6.10 i rapporten er opfyldt. Hvis antagelse (I7) i lemma 6.10 i rapporten
ikke er opfyldt, s& skal der i H findes tre veje med et endepunkt b til feellles og ellers disjunkte,
s& hver vej indeholder en kant fra X, og mindst to af de tre vejes kanter incidente med b tilhgrer
ikke X, se figur 4.1.

b Py L{Py)

€X
e X Y
P
- 2 L P2)
3
L(P3)
H L(H)U{y}

Figur 4.1: Eksempel pé tre disjunkte veje med undtagelse af det faelles endepunkt b, hvor de fede
kanter repraesenterer kanter, der tilhgrer X.

I G vil der sa findes en trekant, som y er forbundet til via 2-veje. Her vil der ogsa geelde, at y
hgjst er nabo til et punkt fra trekanten, hvilket er i modstrid med lemma 2.9 i rapporten. Altsa
mé antagelse (I7) i lemma 6.10 i rapporten veere opfyldt. Da antagelserne i lemma 6.10(1)-(I1)
i rapportener opfyldte vil et af udsagnene 6.10(¢) — (v) i rapporten veere geeldende. Hvis lemma
6.10(2)i rapporten er opfyldt, vil meengden X meette L(H), hvormed (i) er opfyldt. Antag derfor,
at lemma 6.10 (7) i rapporten ikke er opfyldt. Ifslge lemma 6.10(ii¢) i rapporten findes en vej
i H af lige leengde mindst fire med begge endekanter i X og intet indre punkt i X, men ifglge
pastand 1 findes der ikke sddanne veje af lige leengde i H, hvormed lemma 6.10(4¢7) i rapporten
ikke kan veere opfyldt. Lemma 6.10(év) i rapporten omhandler | X| = 4, hvor kanterne i X danner
en kreds af leengde fire, og alle punkter er forgreningspunkter. Hvis lemma 6.10(iv) i rapporten
anvendes, lad da den tilsvarende kreds af leengde fire have forgreningspunkter b1, bo, bs og bs. Der
vil sa findes en vej T mellem b; og bs ikke indeholdende by og by, da by og b3 er forgreningspunkter.
Punkterne b; og bz har lige biparitet, da der haves en vej af lige leengde to mellem dem, og H er
todelt. Dermed har T lige leengde, og sa er vejen bo, by, T', b3, by af lige leengde, hvilket er i modstrid
med pastand 1. Dermed kan lemma 6.10(iv) i rapporten ikke veere opfyldt. Hvis lemma 6.10(v) i
rapporten er opfyldt, vil der findes to punkter c1,co € V(H) af ulige biparitet, som ikke tilhgrer
samme forgrening af H, s& X = opg(c1) U om(c2), hvormed (vi) er opfyldt. Antag derfor, lemma
6.10(v) i rapporten ikke er opfyldt. Nu mangler kun lemma 6.10(é¢) i rapporten at blive betragtet
og det kan antages, at lemma 6.10(é¢) i rapporten geelder.

Lad derfor C veere en forgrening i H, sa alle kanter i X har et endepunkt i C, og lad ¢; og ¢
veere C’s endepunkter. For ¢ = 1,2 lad A; veere meengden af kanter i o(¢;), der tilhgrer X og ikke
tilhgrer C, og lad B; veere meengden af kanter i o(¢;), der tilhgrer hverken X eller C.

Der haves nu fplgende muligheder, A; = () og A3 = (), hvilket svarer til By # () og B # 0, By = 0
og By = 0, hvilket svarer til A1 # 0 og Ay # 0, By = 0 og Ay = 0, hvilket svarer til By # ) og
A1 # 0, samt Ay = () og By = ), hvilket svarer til Ay # 0 og By # (). Kombinationerne A; = () og
By =0, samt Ay = () og By = () kan ikke forekomme, da c¢; og cs s& vil veere isolerede punkter.

Hvis bade A; og A er tomme, si findes ingen kanter i X udover kanter pa forgreningen C', da A;
indeholder kanter i X incidente med ¢; udenfor C, og (ii%) er opfyldt. Hvis bade By og Az er tomme,
s& vil kanter incidente med ¢; tilhgre X eller C, og da Ay =0, s vil X — E(C) = dy(c1) — E(C),
og (iv) er opfyldt. Kombinationen A; = {) og By = ) vises analogt. Antag, at bade By og Ba
er tomme. Hvis ¢; = co, sd er a; € Ay og ay € As ikke disjunkte, og (i7) er opfyldt. Der kan
derfor veelges a; € Aj og as € As, sa de er disjunkte, og lad T' veere en vej i H fra ¢; til ¢ med
endekanter a; og as. Da er ingen kant i T'1 X, og dets endekanter tilhgrer X . Ifglge pastand 1 kan
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T ikke have lige leengde. Derfor ma c¢; og co have ulige biparitet, og dermed er C' af ulige leengde,
hvormed (v) er opfyldt. Det er nu vist, at i de tilfeelde, hvor A; = @, og de tilfeelde, hvor By = 0,
er lemmaet opfyldt. Antag derfor, at A; og By begge er ikke-tomme.

Pastand 2: Det kan antages, at As er ikke-tom.

For at vise pastand 2 antages, at Ay er tom. Hvis ¢; er incident med alle kanter i X, s& gaelder
(7). Det kan derfor antages, at der findes kanter i X, der ikke er incidente med ¢y, og dermed, at
der ma findes en kant fra C'— {c1} i X. Lad P veere en minimal del af vejen C' indeholdende ¢z og
en kant i X. Veelg en kant cia; € A;. Da H er cyklisk 3-sammenheengende, er H' = H — {c1, a1}
sammenhgengende, og dermed findes en vej Q i H' startende fra for eksempel b; til ¢y, hvor
bic1 € Bi. Vejen @ kan udvides til en vej Q' i H mellem a; og ¢z, hvor det andet punkt er ¢y,
den fgrste kant tilhgrer A, og den anden kant tilhgrer By. Ved foreningen af Q' og P udledes fra
pastand 1, at leengderne i P og Q' har forskellig paritet, og dermed har P og () forskellig paritet.
Desuden er der en vej R C H — {c¢1} mellem a; og c2, og ved at udvide R til R’ ved hjelp af
kanten ajc; og forene R’ med P og anvende pastand 1, har R’ og P forskellig paritet, og dermed
har R og P samme paritet, hvilket indikerer, at R og @ har forskellig paritet. Da H er todelt, s&
findes der ikke kredse af ulige leengde, hvilket R, Q,b1,a; er, og en modstrid er opnaet. Det vil
altsa sige, at antagelsen, om at As er tom, er forkert, hvilket viser pastand 2.

Pastand 3: Forgreningen C har lige lengde.

For at vise pastand 3 antages, at C' har ulige leengde, og dermed har c¢; og ¢ ulige biparitet.
Som konsekvens er intet punkt incident med alle kanterne i Ay U Az, og dermed kan lemma 6.6(7)
i rapporten anvendes pa grafen H’ opnaet fra H ved at fjerne de indre punkter og kanter i C.
Hermed haves en vej S i H', hvor forste kant tilhgrer A;, anden kant tilhgrer B, og dermed er
det andet punkt c1, det sidste punkt er cs, og den sidste kant tilhgrer As. Men da ¢; og ¢o har
ulige biparitet, er S af lige leengde mindst fire, hvilket er i modstrid med pastand 1. Antagelsen,
om at forgreningen C har ulige lzengde, er altsa forkert, og dette viser pastand 3.

Nu antages, at der for i = 1,2 findes disjunkte kanter c;a; € A;, hvor det vides, at A; indeholder
kanter, da det er antaget at A; # ), og det fra pastand 2 fglger, at det kan antages, at Ay # 0.
Der findes en vej U i H — {c1, ca} mellem a1 og as. Idet forgreningen C ifglge pastand 3 har lige
leengde, har U lige leengde mindst to, og dermed har ¢; og c2 samme paritet. Ved at udvide U ved
hjeelp af kanterne cia; og csas til U’ opndes en modstrid med péstand 1. Modstriden nées, idet
c1ay og csag, som nu er endekanter, begge tilhgrer X, da c;a; € A;, som per definition indeholder
kanter tilhgrende X. Det vil sige, at der ikke findes sddanne to disjunkte kanter. Dermed ma der
findes et punkt a € V(H), sd A; = {c;a} for i = 1,2, altsi ¢; og c2 er naboer til det samme punkt
a. Da J per definition ikke indeholder lgkker, findes der kun en forgrening i H, der er incident med
c1 og co. Dermed tilhgrer a ikke det indre af en forgrening, men er derimod et forgreningspunkt.
Velg et forgreningspunkt b € H, hvor b # ¢y, b # co samt b # a, og velg tre 2-veje Py, P> og P;3
mellem b og henholdsvis ¢1, ¢o og a. Bortset fra forgreningspunktet b skal Py, P, og P3 veere parvis
disjunkte. Her har P; og P, leengde af samme paritet, da P, U P, U C ellers er en kreds af ulige
leengde, hvilket ikke findes i den todelte graf H. Desuden har P3 leengde af forskellig paritet med
P, og P», da co, P5,b, P3,a og c1, P1,b, P5,a ellers danner kredse af ulige leengde. Hvis der kun
findes kanter i X, der er incidente med a, s& er (ii) opfyldt med v = a. Derfor antages, at der ikke
kun findes sddanne kanter. For ¢ = 1,2 findes en minimal delgraf Q); af vejen C indeholdende ¢;
samt en kant x i X. Da C ifsolge pastand 3 har lige lzengde, sa hvis Q1 = C, er P; U P> det indre
af en vej af lige leengde med endekanter cia og x 1 X og ingen indre kanter tilhgrende X . Dette er
i modstrid med péstand 1. Det vil sige, at ca ¢ Q1. Tilsvarende hvis Q2 = C, er P, U P; det indre
af en vej af lige leengde med endekanter acs og x i X, og ingen indre kanter tilhgrende X. Igen
haves en modstrid med pastand 1, hvormed ¢; ¢ Q5. Fra vejen Q1,c1, P1,b, P, c2,a og pastand 1
folger, at Q1 har lige leengde, men fra vejen Q1,c1, P1,b, P53, a,co og pastand 1 felger, at ()1 har
ulige leengde, hvilket danner en modstrid.

Det vil sige, at antagelsen, om at A; og By begge er ikke-tomme, altsa er forkert, og da det er vist
at lemmaet er opfyldt i alle de tilfzelde, hvor A7 = (), og alle de tilfselde, hvor By = ), er lemmaet
vist. O

Kapitel 4. Optraeden af liniegrafer Side 19



Fglgende svarer til lemma 7.9 i rapporten.

Lemma 4.2

Lad G vaere en Berge graf, og lad L(H) veere en optraeden af en 3-sammenhaengende graf J 1 G.
Lad desuden Y veaere en antisammenhsengende maengde af punkter i V(G) — V(L(H)), og lad X
vaere maengden af punkter i L(H), som er komplette til Y. Da vil et af fplgende vaere opfyldt:

(i) J=Ksz3 eller J = Ky, og L(H) er degenereret, og der findes en forstorrelse af J, som har
en optreeden i G.

(i1) X opfylder betingelse (I) og (II) i lemma 6.10 i rapporten.

For bevis se [Chudnovsky, Robertson, Seymour & Thomas, 2002].

Folgende svarer til lemma 7.13 i rapporten.

Lemma 4.3
Lad G veere en Berge graf, og lad L(H) vaere en overskygget optreeden af J i G, hvor J er en
3-sammenhsengende graf. Da gelder et af fslgende:

(i) Der findes en forstorrelse af J, som har en ikke-degenereret optreeden i G.

(i) G har en balanceret skeev opdeling.

For bevis se [Chudnovsky, Robertson, Seymour & Thomas, 2002].
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Kapitel 5

Knuder

Folgende svarer til lemma 8.2 i rapporten.

Lemma 5.1

Lad G veere en Berge graf, og lad (P1, P2, Q1,Q2) veere en knude i G. Da vil P, Py, Q1 samt Qo
alle have ulige Izengde, og enten vil bade Py og P, have leengde en, eller sé vil bade ()1 og Q2 have
lzengde en. o

Bevis

I G danner x1, a1, P1,b1,y2 et hul, s& P; ma have ulige leengde. Ligeledes danner 1, z2, ba, Ps, as
et hul, s& P, har ulige leengde. Anti 2-vejen Q1 har ulige leengde, da x1, Q1,y1, a1, b2 er et antihul
i G, og Q2 har ulige lengde, da as, a1, y2, Q2, z2 er et antihul i G.

Antag, at en af P| og P> samt en af ()1 og Q2 har leengde mindst tre. Lad det veere P, og Q1.
Ifglge definition 8.1(iv) i rapporten vil punkterne a1, b1, as og by veere komplette til det indre af
Q1.

Da as er komplet til det indre af Q1, men as ikke har naboer i det indre af P;, kan korollar 2.3 i
rapporten benyttes, hvor X i korollar 2.3 i rapporten svarer til det indre af @)1, og P svarer til Py,
til at konkludere, at der ma findes en kant i P;, der er komplet til det indre af ()1. Dermed vil der
findes et punkt, der er komplet til det indre af ()1, som tilhgrer det indre af P;. Lad dette punkt
veere v. Hermed er aq,x1,y1,b1 en 2-vej af ulige leengde, hvis endepunkter er komplette til det
indre af @)1, mens hverken x; eller y; er komplette til det indre af ()1, men v har ingen naboer i
det indre af denne 2-vej. Dette er i modstrid med korollar 2.3 i rapporten, og derfor ma der gealde,
at enten vil bade P; og P> have lzengde en, eller sa vil bade Q1 og Q2 have leengde en. (]

Fglgende svarer til lemma 8.7 i rapporten.

Lemma 5.2

Lad G veaere en Berge graf, og lad K = (P1, P»,Q1,Q2) vaere en knude i G. Antag, at der ikke
findes en optraeden af en forstgrrelse af K, i hverken G eller G, og antag, at der ikke findes en
overskygget optraden af K, i hverken G eller G. Lad F veere en sammenhsengende delmzngde af
V(G) — V(K), sé mengden af vedheaftninger for F' i K ikke er lokal med hensyn til knuden. Da
vil et af folgende gaelde:

(1) Der findes et punkt i F, s& maengden bestdende af punktets naboer i K meetter knuden.

(7) Op til symmetri findes der en 2-vej P i F' med endepunkter p; og p2, sd p1 og a; har de
samme naboer i V(Py) UV (Q1) UV (Q2), og der ikke findes kanter mellem P — {p1} og
V(P2) UV(Q1) UV(Q2). Desuden har py en nabo i Py — {a1}, og der findes ikke kanter
mellem P — {p2} og P1 — {a1 }.
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(#i7) Op til symmetri findes der en 2-vej L af ulige lzengde i F' med endepunkter 1 og la, s I
og ay har de samme naboer 1 V(P2) UV (Q1) UV(Q2), lo samt by har de samme naboer i
V(P)UV(Q1) UV (Q2), der ikke findes kanter mellem V (P,) UV (Q1) UV (Q2) og det indre
af L, og der ikke findes kanter mellem L og Py, bortset fra méske kanterne l1a1 og l2b.

(iv) Op til symmetri findes der et punkt f € F, s f og x1 har de samme naboer i V(P;) U
V(P) UV (Q2), og f er ikke-nabo til y;.

Bevis
Ifglge lemma 5.1 er der to situationer, der skal undersgges, nemlig hvis det er P; og P», der har
lengde en, og hvis det er (1 og (Q2, der har leengde en.

Pastand 1: Hvis Q1 og Q2 har lengde en, sd er (i), (ii) eller (iv) opfyldt.

Nar @1 og Q2 begge har leengde en, kan K betragtes som en degenereret optraeden af K, i G ifslge
bemarkning 8.3 i rapporten, sa lad K = L(H). Lad f € V(F), og lad X veere meengden af f’s
naboer i K.

Antag, at X meetter L(H). Hvis X har punkter i bade V(P;) og V(P,), folger det af lemma 8.6
i rapporten, at X meetter knuden, og dermed er punkt (i) opfyldt. Det antages derfor, at X ikke
har punkter i P;. Hvis X ikke har punkter i V(Py), og X samtidig meetter L(H), er der kun en
mulighed, nemlig at X = {21, y1, 22, y2}. Hermed er f nabo til 21, y1, 22 0g y2, og der haves et hul
f,x1,a1, P1,b1,y; af ulige leengde. Dette kan ikke forekomme i en Berge graf, sa antagelsen, om at
X meetter L(H), mé veere forkert. Det vil sige, at der ikke findes et f € V(F), hvor meengden af
f’s naboer i L(H) metter L(H).

Hermed er antagelserne i lemma 7.6 i rapporten opfyldte, s& der findes en 2-vej P i GG, hvor
V(P) C V(F) og med endepunkter p; og pe. Et af punkterne (i), (i¢)(a)-(#4)(d) i lemma 7.6 i
rapporten mé derfor veere opfyldt. Hvis lemma 7.6(4) i rapporten er opfyldt, vil p; veere komplet
til om (1), og po vil veere komplet til og(z2), for x1,29 € V(J). Desuden vil der ikke findes flere
kanter mellem V(P) og V(L(H)). Hermed er (V(L(H))UV(P))g en optreeden i G af en graf H’,
hvor H' er en underdeling af en forstgrrelse af K4. Det er dog i lemmaet antaget, at en saddan
optraeden ikke findes i G, s& derfor kan lemma 7.6(¢) i rapporten ikke veere gaeldende. Dermed
mé lemma 7.6(i7) i rapporten veere opfyldt, og der findes en kant b1by € E(J), sa et af punkterne
(13)(a)-(i%)(d) i lemma 7.6 i rapporten er opfyldt.

Hvis (i7)(d) er opfyldt, kan det pa grund af symmetrien af K antages, at Ny, = {21,992, a2} og
Ny, = {x1,22,a1}. Hermed vil p; veere nabo til as samt ys, og pa vil veere nabo til a1 samt .
Der vil ifglge lemma 7.6(i7)(d) i rapporten ikke findes andre kanter mellem V(P) og V(K) — ;.
Desuden vil P have lige leengde. Hvis P har leengde nul, er P = {p;}, og dermed har p; og x;1 de
samme naboer 1 V(P;) UV (P) UV (Q2), og p1 er ikke nabo til y;. Hermed er punkt (iv) opfyldt,
sa det antages, at P har leengde mindst to.

Hvis P har leengde mindst to, vil der i H findes en forgrening af ulige leengde med endepunkter
v1 Og v2, s& vy er endepunkt for kanten p;, og vy er endepunkt for kanten ps. Desuden vil der i G
geelde, at x1 hgjst har én ikke-nabo i gy (v1), nemlig p1, og hgjst én ikke-nabo i oy (v2), nemlig
p2. Hermed findes der ifglge definition 7.11 i rapporten en overskygget optraeden af K4 i G. Dette
er dog i modstrid med antagelsen om, at sadanne ikke findes i hverken G eller G. Hermed kan
lemma 7.6(i¢)(d) i rapporten ikke vaere opfyldt.

Hvis lemma 7.6(i7)(a) i rapporten er opfyldt vil punkt (i%) i dette lemma veere opfyldt, hvor a; = ry
og Pi = Rp,p,. Hvis lemma 7.6(i¢)(b) i rapporten er opfyldt, vil punkt (#ii) i dette lemma veere
opfyldt, da a; kan veelges som 71, og b1 kan veelges som ro. Hvis lemma 7.6(i¢)(c) i rapporten er
opfyldt, vil punkt (i¢) i dette lemma veere opfyldt, da a; kan veelges som r1, P — {p1} = 0, og
P —{p2} =0, idet p; = pa. Dette viser pastand 1.

Det kan derfor antages, at @1 og (02 begge har leengde mindst tre, og P; samt P, begge har leengde
en, se figur 5.1.
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Figur 5.1: Udseendet af L(H), hvor (1 og Q2 er skitseret med lengde tre. Bemeerk, at
{a1,b1,a2,b2} er komplet til det indre af @1 og til det indre af @2, men disse kan-
ter er ikke indtegnet. Desuden er det indre af (); komplet til det indre af @3, som
ligeledes ikke er indtegnet.

Pastand 2: Hvis der findes et punkt f € V(F), sa f ikke er et L(H)-overpunkt i G, da er (i), (ii),
(i31) eller (iv) opfyldt.

Lad f € V(F) veere et punkt, der ikke er et L(H)-overpunkt i G. Lad X veere meengden af f’s
naboer i K i G. Hvis X metter knuden (Pr, P2, Q1,Q2) i G, er (i) opfyldt, s det kan antages,
at X ikke meetter knuden. Nar X ikke maetter knuden i G, betyder det, at i G er meengden af
f’s naboer i K ikke lokal med hensyn til knuden (Q1,Q2, P1, P»). Hvis meengden af f’s naboer i
K ikke meetter L(H), vil f per definition 7.10 i rapporten veere et L(H )-overpunkt. Derfor kan
meengden af f’s naboer i K ikke meette L(H), og dermed kan lemma 7.6 i rapporten anvendes. Da
faes som under pastand 1, at der enten findes en overskygget optreeden af K4 i G, f og a; har de
samme naboer i K — {a;}, eller si har f og 1 de samme naboer i enten V(Q1) UV (P2) UV (Q2)
eller V(P) UV (P2) UV (Q2). I det forste tilfeelde opnées en modstrid, og i det andet tilfeelde faes,
at (i) er opfyldt. I det sidste tilfzelde faes, at (iii) eller (iv) er opfyldt, hvilket viser pastand 2.

Det kan derfor antages, at alle punkter i F' er L(H)-overpunkter i G. Lad Y veere maengden af
punkter i L(H), som ikke har en nabo i F'. For at (i) ikke geelder, kan det antages, at for ethvert
punkt i F' vil meengden af punktets naboer i L(H) ikke meette L(H), og sa vil det geelde, at
meengden af vedhaeftninger for F i L(H) ikke er lokal med hensyn til (Py, Py, Q1,Q2). Det vil sige,
at V(L(H))—Y ikke er lokal med hensyn til knuden, da dette netop er maengden af vedhaeftninger
for F. Dermed meetter Y ikke knuden (Q1, Q2, P1, P») i G.

Antag, at Y ikke maetter L(H) i G. I G er Y meengden af punkter fra L(H), der er komplette til
V(F). Lad F' C F veere en antisammenhaengende delmeengde af F, og fra pastand 2 vil F/ besta
af L(H)-overpunkter, s antagelserne i lemma 7.12 i rapporten er opfyldte, hvor Y i lemma 7.12
i rapporten svarer til F’, og X svarer til Y. Lemma 7.12(4) i rapporten er ikke opfyldt, da det er
antaget, at der i G ikke findes en optraeden af en forstgrrelse af Ky, og da K. 3,3 kan betragtes som
en forstgrrelse af K. Lemma 7.12(i4) i rapporten er ikke opfyldt, da det er antaget, at der i G
ikke findes en overskygget optreeden af K. Lemma 7.12(éi%)(a) i rapporten er ikke opfyldt, da der
i G ikke findes en overskygget optreeden af K. Lemma 7.12(ii4)(c) i rapporten er ikke opfyldt, da
@1 har leengde mindst tre og dermed ikke laengde en, som kreevet. Lemma 7.12(#4¢)(b) i rapporten
mé derfor veere opfyldt, og der findes to punkter z,y € F’, som ikke er naboer, s& z er nabo til
x1,y2 samt by, og y er nabo til as, xo samt y;. Da z,y € F, og F' er sammenhaengende, vil der i F'
findes en 2-vej L med endepunkter x og y. Her gaelder der, at x har de samme naboer som as, og
y har de samme naboer som by. Desuden findes der ikke kanter mellem V(P) UV (Q1) UV (Q2)
og det indre af L, bortset fra méaske kanterne i xas og ybe. Dermed er punkt (iii) opfyldt.

Det kan nu antages, at Y meetter L(H) i G. Da Y er meengden af punkter i L(H), der i G er
komplette til ', er det antaget, at Y ikke meetter knuden (Q1,Q2, P, P») i G. Dermed fglger det
af lemma 8.6(ii) i rapporten, at punkterne tilhgrende Y i G er ikke-naboer til enten punkterne i
V(Q1) eller ikke-naboer til punkterne i V(Qz). Lad det veere punkterne i V(Q1), som punkterne
i Y ikke er nabo til i G. Da Y meetter L(H) i G, og V(Q1) NY = (), ma ay, by, by og as alle
tilhgre Y, for ellers meetter YV ikke L(H). Da @1 har ulige leengde, er ai,y1,@1,x1,b1 en anti

2-vej af ulige leengde i G. Her har anti 2-vejens indre punkter alle en nabo i F', mens anti 2-vejens
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endepunkter ikke har en nabo i F. Hvis korollar 2.3 i rapporten anvendes pa G, hvor X i korollar
2.3 i rapporten svarer til F, faes det, at ethvert punkt i G, der er komplet til F, har en nabo i det
indre af a1, y;, Q1,21,b1. Alle punkter, der i G er komplette til V(F), tilhgrer Y. Det vil sige, at
alle punkter i Y har en nabo tilhgrende V(Q1) i G. I G betyder det, at alle punkter i Y har en
ikke-nabo i V(Q1). Da Q1 er komplet til Q2 1 G, er V(Q2)NY = 0.

Da @ har leengde mindst tre, vil der i G gaelde, at 2-vejen ay, y1, Q1, 1, b1 har leengde mindst fem,
og dens endepunkter er komplette til V/(F), da a1,b; € Y. Desuden er 2-vejens indre punkter ikke
komplette til V(F) i G, og sa indeholder F ifglge lemma 1.2 et afhop for a1, y1, Q1, 21, b1. Det vil
sige, at der findes to punkter f1, fo € V(F), som ikke er naboer, si kanterne fia1, fiy1, f1b1, faa1,
fox1 og faby eksisterer i G. Det vil sige, at der findes en 2-vej af ulige leengde mellem f; og fo i G,
hvis indre er lig Q;. Hvis fi og fo har en felles nabo v i V(Q2) i G, vil v, f1,Q1, fo veere et hul af
ulige laengde i G. Derfor har f; og fo ikke en fzlles nabo i G. Punkterne a; og b; tilhgrer Y, sa for
2-vejen a1, ya, Q2, 2, b1 geelder der, at dens endepunkter er komplette til V(F'). Sa vil der ifplge
lemma 1.2 gzelde, at enten indeholder F et afhop for a1, 92, Q2, 2, b1, eller sa har a1, y2, Q2, 2, by
leengde tre, og der findes en anti 2-vej af ulige leengde mellem (2’s to indre punkter, hvis indre
tilhgrer V(F). Da f; og f2 ikke har en feelles nabo i Qq, er f1, fo et athop for ai,ya, Q2, 22, b1,
og hvis @2 har lengde tre, danner f; og fo en anti 2-vej af ulige leengde mellem Q>’s to indre
punkter. Hvis a1, y2, Q2, T2, by har leengde tre, kan f1, fo saledes ogsa betragtes som et afhop for
a1,Y2,Q2, 2, b1, da f1 kan veere nabo til a1, ys samt by, og desuden kan f5 veere nabo til a1, z2 og
by. P4 grund af symmetrien kan det antages, at det er f;, der er nabo til y; og y2, og det er fo,
der er nabo til 1 og xs.

De eneste punkter i V(L(H)), som f; i G ikke er nabo til, er dermed punkterne i det indre af
@1, punkterne i det indre af Q2 samt punkterne 1 og z3. De eneste punkter i V(L(H)), som fo
i G ikke er nabo til, er dermed punkterne i det indre af @1, punkterne i det indre af Qs samt
punkterne y; og y2. Hvis grafen G betragtes, vil f; i G kun veere nabo til punkterne i det indre
af @1, punkterne i det indre af Q)2 samt punkterne x; og zo. Ligeledes vil fo i G veere nabo til
punkterne i det indre af @1, punkterne i det indre af Q2 samt punkterne y; og yo. Hermed har f;
og a1 de samme naboer i V(P2) UV (Q1) UV (Q2), og punkterne fo og b; har de samme naboer i
V(P2) UV(Q1) UV(Q2). Hermed er punkt (ii7) opfyldt. O
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Kapitel 6

Generaliserede liniegrafer

Folgende svarer til lemma 9.14 i rapporten.

Lemma 6.1
Lad G veere en Berge graf, og lad J veere en 3-sammenhaengende graf, si G indeholder et maksimalt
strengsystem (S, N) for J. Antag, at et af fplgende gealder:

(I) (S, N) er ikke-degenereret, og der findes ikke en forstorrelse af J med en ikke-degenereret
optreeden i G.

(II) J = K33, og der findes ikke en forstorrelse af J, som har en optraden i enten G eller G.

Lad F C V(G) — V(S,N) vaere en sammenhsngende maengde, s intet punkt i F er et (S, N)-
overpunkt. Da vil enten J = Ky, og der vil findes en overskygget optraeden af J i G, eller sa vil
meengden af vedhaeftninger af F' i (S, N) veere lokal. o

For bevis se [Chudnovsky, Robertson, Seymour & Thomas, 2002, side 44].

Folgende svarer til lemma 9.29 i rapporten.

Lemma 6.2

Lad G veere en Berge graf, sa der ikke findes en optreaeden af en forstgrrelse af K4 i hverken G eller
G, og der ikke findes en overskygget optraeden af K4 i hverken G eller G. Lad L veere en maksimal
samling af strenge i G, og lad F C V(G) — V(L) veere sammenhangende, si der for hvert punkt
f € V(F) gelder, at maengden af dets naboer i V(L) er lokal med hensyn til L. Da vil mseengden
af vedheeftninger for F' i V(L) vaere lokal med hensyn til L. S

Bevis

Lad L have strenge S; = (4, C;, B;), for 1 <14 < m, og antistrenge T; = (X, Z;,Y;),for1 < j < n.
Antag, at meengden af vedheeftninger for F' 1 V(L) ikke er lokal med hensyn til L, og lad F veere
mindst mulig, s& det stadig er opfyldt, at meengden af dens vedheeftninger i V(L) ikke er lokal
med hensyn til L. Lad X veere meengden af vedheeftninger for F i V(L).

Pastand 1: X Z V(Ty) U---UV(T,).

For at bevise pastand 1 antages, at X C V(T1)U---UV(T,).

Idet X ikke er lokal, ma X ifglge lemma 9.28 i rapporten maette L. Det kan sa ifglge definition
9.27(7) i rapporten antages, at X indeholder V(Q1) for en Th-antisti 21, Q1, y1. Lad x;, Q;, y; veere
en Tj-antisti for 2 < j < n. Her kan S; og S;s pa grund af definition 9.25(vi) i rapporten vaelges, sa
(S, Siv,T1,T;) er en fordrejning. Der veelges en S;-sti P; og en Sy/-sti Py, og her vil (P, Py, Q1,Q;)
veere en knude pa grund af definition 9.25(iv) i rapporten. Antagelserne i lemma 5.2 er opfyldte,
sa et af de fire punkter i lemma 5.2 mé vaere opfyldt. Da §; og T} er disjunkte for alle valg af ¢ og
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J, vil X ikke indeholde punkter fra hverken S; eller S;, da X C V(T1)U---UV(T),). Lemma 5.2(i)
kan ikke veere opfyldt, da der om et punkt f € V(F) vil geelde, at meengden af punktets naboer
i L er en delmaengde af X. Da X ikke indeholder punkter fra hverken S; eller S;/, kan mengden
af f’s naboer i L ikke meette (P;, Py, Q1,Q;). Lemma 5.2(i7) kan ikke veere opfyldt, da hvis der
findes en 2-vej P i F med endepunkter p; og pa, vil der netop findes kanter mellem P — {p;} og
V(Q1) UV(Q;), idet X er meengden af vedheeftninger for F 1 L, og X C V(Th) U --- UV (Ty).
Lemma 5.2(iv) kan ikke veere opfyldt, da et punkt f € V(F) ikke har naboer i V(P;), mens
x1 € V(Q1) netop har naboen a; i P;. Altsad mé det veere lemma 5.2(i44), der er opfyldt. Dette har
flere konsekvenser.

For det fgrste ma der findes en 2-vej af ulige leengde i F' med punkter fi,..., fx, s& fi1 er nabo
til z1,2;, punkterne i det indre af ()1 og punkterne i det indre af ()2 samt eventuelt nabo til
ay. Ligeledes vil f veere nabo til y1,y;, punkterne i det indre af @)1 og punkterne i det indre
af Q2 samt eventuelt nabo til b;. Lad M veere meengden af {f1,..., fx}’s naboer i L. Da er M
ikke lokal med hensyn til L, idet meengden M N (V(S1)U---UV(S,,)), som er lig meengden af
a;,b; samt punkterne fra det indre af Q1 og fra det indre af ()o, ikke er komplet til maengden
MOWV(T)U---UV(T,)), som er lig meengden af z;,y;, z1, y1, samt punkterne fra det indre af
(1 og fra det indre af Q5. At disse to meengder ikke er komplette til hinanden, skyldes, at kanterne
aiy1, a;y;, biyr samt b;x; ikke findes i G. Desuden findes der ikke kanter mellem { fa,..., fx—1} og
Q1UQ;. Da M, som er meengden af vedhaeftninger for {f1,..., fx}, ikke er lokal med hensyn til
L,ma F={f1,..., fx}, da F er valgt mindst mulig.

For det andet vil hvert punkt i @; tilhgre X, da f; er nabo til x;, fi er nabo til y;, og de
begge er nabo til punkterne i det indre af Q;. Idet dette er opfyldt for alle @Q;, s& fglger det, at
V(T;) € X. Ved at ombytte T1 og T; folger det, at V(IT1) C X. Da det geelder for alle j, vil
V(Ty)U---UV(T,) C X, og da det er antaget, at X C V(T1)U---UV(T,), kan det konkluderes,
at V(Ty)U---UV(T,) = X. Dermed er symmetrien mellem 73 og T, ..., T, genetableret.

For det tredje viser det, at der ikke findes kanter mellem {fa,..., fx—1} og V(T1) U --- UV (T},),
da der ikke findes kanter mellem {fa,..., fi—1} og @1 U Q; for alle Q; og alle j.

For det fijerde er hvert punkt i Z; nabo til bade f; og fi for 1 < j < n, da ethvert punkt i Q;
tilhgrer X og Q; C Z;. Idet k er lige, da fi,..., fi har ulige leengde, s& viser det, at enten k = 2
eller Z, U---U Z, =0, for ellers dannes huller af ulige lzengde.

Da S; og Sy er valgt vilkarligt, sa (S;, Siz, T1,T;) er en fordrejning, vil der for det femte geelde, at
hvert punkt i X; UY; U---U X, UY, er nabo til ngjagtigt et af f; og fr Lad U veere maengden
af disse punkter, som er nabo til fi, det vil sige, at U bestar af a;-punkter og x;-punkter, og lad
V veere maengden af disse punkter, som er nabo til f, det vil sige, at V' bestar af b;-punkter og
y;-punkter. Hold j fast. Dermed har hver T)-antisti et endepunkt i U og et endepunkt i V. Lad
M veere foreningen af punktmeengden af alle Tj-antistier x;,Q;,y;, sa z; € U, og lad N; veere
foreningen af Tj-antistier med z; € V. Idet der ikke er en T}-antisti med begge endepunkter i U
eller begge endepunkter i V, s er M; N N; = (), og der findes ingen ikke-kanter mellem M; og N;,
da @;’erne ifplge definition 9.25(¢4¢) i rapporten er komplette til hinanden. Hvis M; er ikke-tom,
sder (M;NX;, M;NZ;, M;NY;) en antistreng, da der sa vil findes mindst én anti 2-vej med forste
punkt i M; N X}, sidste punkt i M; NY; og indre i M; N Z;. Ligeledes hvis N; er ikke-tom, sa vil
(N;NX,;,N;NZ;,N;NY;) veere en antistreng. Kald disse for afspring af 7). Hvis en af M; eller
Nj er tom, s& vil den anden veere lig V(7;), sa det eneste afspring af T; er T; selv. Hvis ingen af
M; og N; er tomme, har T} to afspring, nemlig T, og Th;.

Hvis meengden {f1,..., fr} opdeles i tre maengder, kan disse betragtes som en streng Sy =
({fit: {fes- -y fu—1}, {fx}) Betragt strengen Sp og antistrengene T, og T;. Fra definition 9.25
i rapporten vil der nu geelde folgende:

e for alle j med 1 < j <mner Si,..., S, parallelle eller antiparallelle med afspringene T, og
Ty;.

Da f; har de samme naboer i L som aj, og fr har de samme naboer som by, mé& Sy veere parallel
eller antiparallel med TMj og TN],.
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e for alle s med 1 < ¢ < m findes der et j med 1 < j < n, sd S; og S; er uenige om et af
afspringene T, og Ty;,, og der findes j, s& S1 og S; er enige om et af afspringene T, og
Tn;.

Igen da f; har de samme naboer som a1, og fr har de samme naboer som b, mé der gelde, at
for alle ¢ med 1 < i < m findes der et j med 1 < j < n, s& Sy og S; er uenige om et af afspringene
T, og Tin;, og der findes j, s Sy og S; er enige om et af afspringene Th; og T, .

Hvis der ikke findes et j, sa Sy og S; er uenige om et af afspringene, da vil hver af 7}’erne kun
have et afspring, og f1 vil kunne tilfojes A;, {fo,..., fx—1} vil kunne tilfgjes C;, og fi vil kunne
tilfsjes B;, hvilket er i modstrid med, at L er en maksimal samling af strenge. Hvis der ikke findes
j,sa4 Sy og S; er enige om et af afspringene, da vil ovenstaende kunne gentages ved at ombytte f1

og fk-

e hvis T] og T3 hver er afspring for en af Ty, ..., T,, det vil sige, at T{ = Ty, eller T{ = T,
og Ty = Ty, eller Ty = Ty, s& vil der findes et ¢ med 0 < i < m, s& T] og T4 er enige
om S;, og der findes et i, sd de er uenige. Dette er opfyldt, hvis T} og T er afspring af to
forskellige af Ty, ...,T,, idet den, de er afspring af, vil tilhgre samme fordrejning. Hvis T}

og T4 er afspring af samme Tj, s& er de uenige om Sy og enige om alle af Si,...,Sy,.
Af ovenstaende punkter fglger det, at hvis maengden af strenge S1, ..., S, i L erstattes af meengden
S0y -y Sm, vil der dannes en ny samling af strenge, som er stgrre end L, hvilket danner modstrid

med, at L er maksimal. Dette beviser pastand 1.
Pastand 2: X har punkter felles med ngjagtig én af Sy,...,Sm.

Fra pastand 1 vil X have punkter fazlles med mindst én af meengderne Si,...,S,, da X &
(V(Th)U---UV(Ty,)), si antag, at X har punkter faelles med to strenge, lad det veere S; og Ss.
Det kan pé grund af definition 9.25(v) i rapporten antages, at (S1,S52,71,T32) er en fordrejning.
For i = 1,2 veelg en S;-sti ay, P;, b;, s& X har punkter feelles med P;, og for j = 1,2 lad z;,Q;,y;
veere en @j-antisti. Da er (Py, P, Q1,Q2) ifolge definition 9.25(iv) i rapporten og definition 9.22
i rapporten en knude K. Her er X NV (K) ikke lokal med hensyn til K, da X har punkter feelles
med bade P, og P,. Da F er valgt mindst mulig, sa er F' mindst mulig, s& X NV (K) ikke er lokal
med hensyn til K. Antagelserne i lemma 5.2 er opfyldte, sa en af de fire konklusioner ma geelde.
Her mé det veere punkt (4) eller (iv), der geelder. I tilfselde (¢) vil der findes et punkt f € V(F),
s& hvis W er meengden af vedheeftninger for f, vil W NV (P) # 0 og W NV (Py) # (. T tilfeelde
(iv) vil der findes et f € V(F'), s& f og x1 har de samme naboer i V(P;) UV (P;) UV (Q2). Da x1
er nabo til a; og as, vil f have naboer i Py og P». I begge tilfeelde vil der altsa findes et f € V(F)
med naboer i P; og P,. Altsd er maengden af naboer til f i V(L) ikke lokal med hensyn til L.
Dette er i modstrid med lemmaets antagelser, sa pastand 2 er vist.

Pastand 3: For hver T;-antisti Q; vil V(Q;) € X, for 1 <j <n.

Antag, at V(Q1) C X for en Ty-antisti z1, @1, y1. Fra pastand 2 kan det antages, at X har punkter
feelles med Sy og ingen af Sa, ..., Sp. Lad 2 < j <n, og veelg ¢ med 2 <i < m, s& (51,5, T1,T;)
er en fordrejning, og dette kan ggres pa grund af definition 9.25(v)-(vi) i rapporten. Lad @Q; veere
en x;, T}, y;-antisti, lad a1, P1, by veere en S;-sti, s& X har punkter feelles med P, og lad a;, F;, b;
veere en S;-sti. Dermed er (P1, P;, Q1,Q;) en knude p& grund af definition 9.25(iv) i rapporten
og definition 9.22 i rapporten. Lemma 5.2 kan benyttes, og punkt (7) er ikke opfyldt, da X ifplge
pastand 2 kun har punkter til fzelles med ngjagtig én af Si,...,.S,,, og dermed kan X ikke mzette
knuden. Lemma 5.2(i7) er ikke opfyldt, da F' er valgt mindst muligt. Lemma 5.2(iv) er heller ikke
opfyldt, da X kun har punkter til feelles med ngjagtig én af Sy,...,S,,, og 1 har naboer i bade
Sy og S3. Dermed mé lemma 5.2(4i7) geelde. Dette har som for flere konsekvenser.

For det forste, da F' er mindst mulig, er (F)¢ en 2-vej f1, ..., fr af ulige leengde, sa f1 og a; har de
samme naboer 1 V(Q1) UV (Q;). Ifplge lemma 5.2(4i¢) ber V(P;) ogsd medtages, men dette giver
ikke et problem, da a; ikke har naboer i P;, og dermed far fi heller ikke naboer i P;. Ligeledes har
fx og b1 de samme naboer, og der er ingen kanter mellem F og V(P;) undtaget muligvis fia; og
frb1. Idet X har punkter feelles med P, s& folger det, at mindst en af disse to kanter er til stede,
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og begge kanter ma findes, da fi, ..., fr er en 2-vej af ulige leengde. Her er P; ogsé en 2-vej og har
pa grund af lemma 5.1 ulige leengde, for ellers vil foreningen af disse to 2-veje, med et af punkterne
x1 eller y1, inducere et hul af ulige leengde. Sa f; er nabo til a; og ikke til andre punkter i P;, og
fr er nabo til by og ikke til andre punkter i P;.

For det andet vil hvert punkt i @; tilhgre X, da fi er nabo til z;, fr er nabo til y;, og de er begge
nabo til punkterne i det indre af @);. Da dette er opfyldt for alle Q);, s& folger, at V(Tj) C X, og
ved at ombytte 77 og T kan det vises, at V(T1) U--- UV (T,) C X. Desuden er {fs,..., fi—1}
antikomplet til V(T1) U --- U V(T,).

Lad 2}, @}, y; veere en anden Tj-antisti. Ved for (P, P;, Q1,Q}) at benytte samme argument som
for knuden (Pi,P;,Q1,Q;) kan det konkluderes, at lemma 5.2(4i7) geelder for (Pr, P, Q1,Q;).
Dermed er et af fi og fi nabo til 2/, og det andet er nabo til y;. Yderligere er det punkt, som
er nabo til x;, ogsa nabo til a1, og f1 er nabo til z3 Idet dette er opfyldt for alle valg af @); og
alle valg af j, vil fi og a1 have de samme naboer i V(T1) U --- U V(T,), og ligeledes har fj og by
samme naboer i V(T1)U---UV(T,). Dermed kan f; tilfgjes A1, {fo,..., fr—1} kan tilfgjes C1, og
fr kan tilfgjes By, hvilket danner modstrid med, at samlingen af strenge er maksimal. Dermed er
pastand 3 vist.

Da X ikke er lokal med hensyn til L, kan det fra pastand 2 og pastand 3 antages, at der findes en
Si-sti a1, P1, b1 og en Th-antisti 21, Q1, y1, si et punkt fra X N V(P;) og et punkt fra X NV (Q1)
ikke er naboer. Dette skyldes, at pastand 2 giver, at definition 9.26(¢) i rapporten er opfyldt, og
pastand 3 giver, at definition 9.26(¢4) i rapporten er opfyldt, s& definition 9.26(#i7) i rapporten kan
ikke veere opfyldt. Ved eventuelt at benytte den omvendte antistreng af en af T7,...,7, kan det
antages, at Sy er parallel til hver T}. Idet hvert punkt i Z; er komplet til A; U By, hvormed A; er
komplet til V(T1) — Y1, og By er komplet til V(T1) — X;. Det kan derfor antages, at der findes en
S1-sti ay, P1, b1 og en Th-antisti x1,Q1,y1, s 21 € X, 08 X NV (P —{a1}) #0. Lad 2 < j < m,
og veelg i med 2 < ¢ < 'm, s& (S1,5;,T1,T;) er en fordrejning, og en sadan findes ifplge definition
9.25(wvi) i rapporten. Lad P; veere en S;-sti, og lad @); veere en Tj-antisti. Da er (P1, P;, Q1,Q;) en
knude K. Her kan X NV (K) ifplge definition 8.4(¢i7) i rapporten ikke veere lokal med hensyn til
K, da P; og Q1 indeholder punkter i X, som ikke indbyrdes er naboer.

Lemma 5.2 kan nu anvendes med F som sammenhengende maengde. Hvis lemma 5.2(¢) er opfyldt,
da vil der findes et punkt i F', s& dets naboer Xy meetter K. Dette giver dog en modstrid med
pastand 3, da X; C X, og der ifglge bemaerkningen efter definition 8.5 i rapporten geelder, at
X skal indeholde @ eller Qo for at meette K. Hvis lemma 5.2(4¢4) er opfyldt, da vil der findes
punkter f; og fr, sd fi er nabo til x1,x;, det indre af Q1 og det indre af Q);. Desuden vil f
veere nabo til yi,y;, det indre af @)1 og det indre af ;. Det vil sige, at alle punkter i ¢; og
@; har en nabo i {fi, fx}, s& V(Q1) C X og V(Q;) C X, hvilket er i modstrid med péastand
3. Hvis lemma 5.2(iv) er opfyldt, indeholder F' et punkt f, som har de samme naboer som z i
V(P) UV (P2) UV (Q2). Da z1 er komplet til V(Q2), vil f dermed veere komplet til V(Q2), men
dette er i modstrid med pastand 3. Derfor mé det veere lemma 5.2(i¢), der er opfyldt. Lad R veere
en 2-vej i F', som opfylder lemma 5.2(i7), altsd punkter i R er nabo til z1,x;, det indre af Q1 og
det indre af @; samt har en nabo i P; — {a1}. Lad D veere meengden af vedheeftninger for R i L.
Her vil V(Q1) —y1 € D og V(Q;) — y; € D. Definition 9.26(éi¢) i rapporten er ikke opfyldt, da
punktet i P — {a1} i D ikke er nabo til z1 og x; ifplge definition 9.25(¢v) i rapporten og definition
9.22(iv)-(v) i rapporten, s& D er ikke lokal med hensyn til L. Derfor ma V(R) = F, da F er valgt
mindst mulig. Altsa er F' en 2-vej med punkter fi,..., fx, og X = D. Idet z1 € X, sa folger det,
at et af f1 og fr er nabo til z1, og det kan antages, at det er f;, som er nabo til 1. Da a1 i L
er nabo til x;, de indre punkter i 1 og de indre punkter i Q;, er fi ogsa nabo til z; og til alle
indre punkter i @1 og @;. Da a; ikke er nabo til y; og y;, er f ligeledes ikke-nabo til y; og y;. Fra
lemma 5.2(i¢) folger det desuden, at ingen af punkterne fs, ..., fr—1 har naboer i V(Q:1) UV (Q);),
fx har en nabo i P; — {a1}, og fx har ingen naboer i V(Q1) U V(Q);). For ethvert valg af @, vil
det samme forekomme, og f1 og fi kan ikke byttes rundt, da f; har en nabo i @1, og fx ikke har
naboer i Q1. Deraf konkluderes, at f, er komplet til X; U Z;, da for alle Tj-antistier x;, Q;,y; vil
X; =Uwxj, og fi vil veere nabo til alle z;. Desuden vil Z; veere foreningen af de indre punkter af
alle Tj-antistier, og fi1 er netop nabo til de indre punkter i samtlige Tj-antistier. Da Y; = (Jy;, og
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f1 ikke er nabo til et eneste y;, vil fi veere antikomplet til ;. Da ingen af punkterne fo,..., fr—1
har naboer i V(Q;) for alle Q;, vil fa,..., fx—1 veere antikomplet til V' (7}). Specielt findes der et
punkt i X N V(S1) og et punkt i X NV (T}), som er ikke-naboer, for ellers er lemmaet opfyldt, og
sa ved at ombytte T og T; i det ovenstdende argument kan det konkluderes, at f; er komplet til
X1UZ; og antikomplet til Y7, og { fa, ..., fx} er antikomplet til V' (T1). Da dette geelder for alle j,
sa folger, at a1 og f1 har de samme naboer 1 V(T1)U---UV(T},), og der findes ikke kanter mellem
{fo, s fe} og V(T1)U---UV(T,). Men sa kan f; tilfgjes til A1, og {fo,..., fr} kan tilfgjes til
C1, hvilket danner modstrid med maksimaliteten af samlingen af strenge. Altsd ma antagelsen,
om at vedhaeftningerne for F' i L ikke er lokale, veere forkert. U
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Kapitel 7

Generelt om prismer

Folgende svarer til lemma 10.1 i rapporten.

Lemma 7.1

Lad G veere en Berge graf, lad Y C V(G) vaere en antisammenhangende meengde, og fori =1,2,3
lad a;, P;,b; veere en 2-vej 1 G — Y, der danner en prisme med trekanter A = {a1,a9,a3} og
B = {b1,bs,b3}. Antag, at Py, P, og Ps alle har leengde mindst to, og ethvert punkt i Y er nabo
til mindst to punkter i A og til mindst to punkter i B. Da vil mindst to punkter i A og mindst to
punkter i B vaere komplette til Y. o

Bevis

Hvis to punkter ikke er komplette til Y i G, sa vil de kunne forbindes af en 2-vej i G, hvis indre
tilhgrer Y, da de ikke er forbundet til hele Y i G. Antag, at der i en af trekanterne A og B kun
findes ét punkt, der er komplet til Y. Da vil der altsa findes en anti 2-vej @ i G, hvis indre tilhgrer
Y, mellem de to punkter i A, der ikke er komplette til Y, eller mellem de to punkter i B, der
ikke er komplette til Y. Dette skyldes, at for ethvert punkt i Y vil der gelde, at for ethvert par
af punkter i A henholdsvis B vil punktet fra Y veere nabo til mindst ét af parrets to punkter. Da
hgjst ét af punkterne fra A henholdsvis B er komplet til Y, vil der mellem de to andre punkter
fra A henholdsvis B kunne dannes en 2-vej, hvis indre tilhgrer Y. Lad @ veere kortest mulig, og
antag, at @) forbinder de to punkter a1, as € A, hvormed a3 mé veaere det punkt, der er komplet til
Y. Eftersom a3 er eneste punkt fra A, som er komplet til Y, vil a; samt as begge veere forbundet
til mindst ét punkt i Y. Hvis a; ikke er nabo til punkter i Y, vil antagelsen, om at punkter i Y er
naboer til mindst to punkter fra A, medfgre, at as er komplet til Y. Anti 2-vejen @ mellem a; og
as har derfor leengde mindst tre.

Da @ har indre tilhgrende Y, og a3 er komplet til Y, vil det sige, at a3 er komplet til Q. Mindst
ét af punkterne i B vil veere komplet til det indre af @), lad det vaere b3. Da (Q kan udvides til et
antihul ved brug af aj, b3, aq, folger det, at @ har lige leengde, da G er en Berge graf. Da @ har
leengde mindst tre, men ogsa er af lige leengde, mé @ have lige leengde mindst fire. Dan et hul af
(PUPy)g. Da Py og P, har leengde mindst to, vil hullet have leengde mindst seks. Desuden haves,
at @ har lige lzengde mindst fire, og a3 er komplet til @), s& dermed kan lemma 2.17 i rapporten
anvendes pa hullet. Deraf fglger, at punkter, der er komplette til det indre af @, tilhgrer det indre
af P; eller det indre af P,, sd dermed er hverken by eller bo komplette til det indre af (). Hermed
findes en anti 2-vej mellem b; og by med indre tilhgrende det indre af (). Ved minimaliteten af @
har de to anti 2-veje samme indre, men dette er i modstrid med lemma 2.17 i rapporten. Det vil
altsa sige, at antagelsen, om at der i en af trekanterne A og B kun findes ét punkt, der er komplet
til Y, er forkert. OJ

Fglgende svarer til korollar 10.7 i rapporten.

Kapitel 7. Generelt om prismer Side 31



Korollar 7.2

Lad Py, P, og Ps danne en prisme K i en Berge graf G, hvor P; har endepunkter a; og b;, for
i =1,2,3, og prismen har trekanter A = {ay,a2,a3} og B = {b1,b2,b3}. Lad F C V(G) — V(K)
veere sammenhaengende, sé maengden X af vedheftninger for F i K ikke er lokal. Antag, at intet
punkt i F er et K-overpunkt. Antag, at lemma 10.6(¢) i rapporten er opfyldt. Da har enten P, og

P, begge laengde en, eller der findes en ikke-degenereret optraeden af K4 i G. o
Bevis

Lad fi,..., fn veere en 2-vej i F, s& f1 har to naboer i P;, som er indbyrdes naboer, og f, har
to naboer i P2, som er indbyrdes naboer, og der findes ikke andre kanter mellem {fi,..., f,} og

V(K). Her vil (V(K)U{f1,..., fn})c veere liniegrafen af en todelt underdeling H af K. Det kan
antages, at underdelingen er degenereret, da korollaret ellers er opfyldt.

Hvis X NV(P;) # 0, s& lad ¢; og d; veere de punkter af P; i X, som er teettest p& henholdsvis a;
og b; i P, for i € {1,2,3}. Lad C; veere 2-vejen mellem a; og ¢;, og lad D; veere 2-vejen mellem d;
og b;.

H L(H)

Figur 7.1: Udseendet af L(H) = (V(K)U{f1,..., fa})c-

Da L(H) er en degenereret optraeden af Ky, vil alle prismer indeholdt i L(H) veere ulige prismer.
Altsd ma prismen K veere ulige. Dermed har P3 ulige leengde samtidig med, at C1, D1, C5 og Do
har leengde nul. Andre muligheder for leengden af henholdsvis {f1,..., fu}, C1, D1, C2 og D2 giver
et hul af ulige leengde i L(H). Specielt har Py og P> begge laengde en. O

Folgende svarer til korollar 10.9 i rapporten.

Korollar 7.3

Lad G veere en Berge graf, sa der ikke findes en ikke-degenereret optraeden af K, i G. Lad Py, P,
og P3 danne en prisme K i G, hvor prismen har trekanter A = {a1, az,a3} og B = {b1,bs, b3}, hvor
a; og b; er endepunkter i P;, for i = 1,2,3. Lad F C V(G) — V(K) veere sammenhangende, s4,
hvis prismen er lige, da er intet punkt i F' et K-overpunkt. Antag, at maengden af vedhaeftninger
for F i K ikke er lokal, og ingen af vedhaeftningerne tilhgrer Ps. Da er |F| > 2, og meaengden af
vedheeftninger for F i K er ngjagtig {a1,b1,a2,ba}. S

Bevis

Hvis der findes et K-overpunkt v € F, s& er det nabo til a1, as,b; og bs, da det er antaget, at
vedheeftninger ikke tilhgrer V(Ps3). Da v, a1, a3, P3, b3, by er et hul, m& P3 have lige leengde, og K
er en lige prisme, og en modstrid er opnaet, da det er antaget, at der ikke findes K-overpunkter,
hvis prismen er lige. Altsa findes der ikke overpunkter i F'.

Hvis der findes et indre punkt i P, som er en vedheeftning for F' i K, sa fglger af korollar 10.8
i rapporten, at der findes en vej f1,...,f, 1 F, s& f1 er nabo til as og a3, og f, har mindst én
nabo i P; — {a;1}. Dette er dog ikke muligt, da P5 ikke indeholder vedheeftninger for F, sa der
findes ikke et indre punkt i P;, som er en vedheeftning for F. Ligeledes kan det vises, at P> ikke
indeholder et indre punkt, som er en vedhaftning for F'. Fra lemma 10.6 i rapporten vil der findes
en 2-vej f1,...,fn 1 F, som opfylder et af punkterne (i)-(iv) i lemma 10.6 i rapporten. Da der
ikke er vedheftninger i V(Ps), kan lemma 10.6(i7) i rapporten og (iv) ikke veere opfyldt. Hvis
lemma 10.6(7) i rapporten er opfyldt, si er f; nabo til a; og by, da ingen indre punkter i P er
vedhaeftninger, og f,, er nabo til as og by, da ingen indre punkter i P5 er vedheeftninger. Da der
ikke findes prismeoverpunkter, si er fi # f,, hvormed korollaret er opfyldt. Hvis lemma 10.6(zi7)
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i rapporten er opfyldt, sa er fi; nabo til a1 og as, og f, er nabo til b; og by. Da der ikke findes
prismeoverpunkter, er f1 # f,, og korollaret er opfyldt. O
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Kapitel 8

Aflange ulige prismer

Folgende svarer til lemma 12.6 i rapporten.

Lemma 8.1

Lad G vaere en Berge graf, sa der ikke findes en ikke-degenereret optreeden af Ky i G. Lad S =
(A, C, B) veere en trin-sammenhgengende streng i G, og lad ag, Py, by vaere et geleender med hensyn
til S. Antag, at v € V(G) — V(S) har en nabo i AU C og ikke har en nabo i B. Antag yderligere,
at P er en 2-vej i G — (V(S) U{aop}) med endepunkter v og by, og der ikke findes kanter mellem
det indre af P og V(S). Da er v en venstrestjerne. S

Bevis
Lad F veere en sammenhangende delmaengde af V(P), der indeholder v, er disjunkt fra V(Fp)
samt har en vedhaeftning i Py — {ag}.

Pastand: For ethvert trin a1, P1,b1 og as, Pa,bs vil der geelde, at hvis v har en nabo ©: Py U Py, sd
er v nabo til a1 samt as og ikke til andre punkter tilhgrende Py U Ps.

Da P; og P> sammen danner et trin, og Py er et geleender, danner de tre sammen en prisme K.
For at vise pastanden antages, at v € F har en nabo tilhgrende P; — {b;}, og dermed findes intet
punkt tilhgrende F', som er et K-overpunkt, idet hverken b; eller by er nabo til et punkt tilhgrende
F. Eftersom F har en vedheeftning i Py — {ag} og en vedheeftning i P, — {b1}, s& er meengden
af vedheeftninger for F' ikke lokal. Da det haves, at G er en Berge graf, sa der ikke findes en
ikke-degenereret optreeden af Ky i G, Py, P1 og P> danner en prisme K, hvor F' ikke indeholder
et punkt, der er et K-overpunkt, og maengden af vedheftninger for F' ikke er lokal, kan korollar
7.3 anvendes. Ifglge korollar 7.3 vil det geelde, at hvis ingen af F’s vedheeftninger tilhgrer V (Py),
s& vil meengden af vedhaeftninger for F' veere {ao, bo, a1, b1}. Men idet by ikke er en vedhaeftninger
for F', ma det derfor geelde, at en af F’s vedheeftninger tilhgrer P. Det vil sige, at v har en nabo
i P, — {ba}. Hvis v har naboer tilhgrende P; U P», som er forskellige fra a; og ag, for eksempel et
punkt tilhgrende det indre af Pj, s& kan v forbindes til trekanten {bg, b1, b2} via 2-vejen v, P, by,
2-vejen med endepunkter i v og by og med indre tilhgrende P; — {a;} og 2-vejen med endepunkter
i v og by og med indre tilhgrende P,. Men da vil v ifglge lemma 2.9 i rapporten veere nabo til
mindst to af punkterne by, b1 og bo, hvilket ikke er tilfeeldet, sd en modstrid er opnéet. Det vil sige,
at v ikke har andre naboer end a; og as tilhgrende P; U P, hvormed pastanden er vist.

Fra pastanden fglger, at v ikke har naboer tilhgrende C', da hvert punkt tilhgrer et trin, og dermed
har v mindst én nabo tilhgrende A, idet v per antagelse har en nabo i AU C. Da S er trin-
sammenheengende, vil der kunne veelges et trin, hvor v er nabo til mindst ét af punkterne fra A.
Men da folger af pastand 1, at v er nabo til begge af punkterne fra A i dette trin. Da dette gaelder
for ethvert trin i S, vil v veere komplet til A. Det vil altsa sige, at v er en venstrestjerne. O

Fglgende svarer til lemma 12.7 i rapporten.
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Lemma 8.2

Lad G vaere en Berge graf, sa der ikke findes en ikke-degenereret optraeden af K4 i G. Lad S =
(A, C, B) veere en trin-sammenhgengende streng i G, og lad ag, Py, by vaere et geleender med hensyn
til S. Lad v € V(G) — V(S) have en nabo i V(S) og veere ikke-nabo til by. Lad P vaere en 2-vej i
G — (V(S)U{ao}) med endepunkter v og by, og lad Q veere en 2-vej tilhgrende G — (V(S) U {bo})
med endepunkter v og ag, sa der ikke findes kanter mellem det indre af P forenet med det indre
af Q og V(S). Da er v enten komplet til B, eller v er en venstrestjerne. S

Bevis

Hvis v ikke har naboer, der tilhgrer B, sa folger af lemma 8.1, at v er en venstrestjerne, og lemmaet
er opfyldt. Det antages derfor, at v har en nabo, der tilhgrer B. Hvis v er komplet til B, s& er
lemmaet opfyldt, sa det kan antages, at v ikke er komplet til B. Da v ikke er komplet til B, findes
et trin aq, P1, by og as, Pa, ba, s& v er nabo til b; men ikke til by eller omvendt. Af symmetri kan
v’s nabo veelges til at veere b;.

Lad F C V(Q) veere sammenheaengende, og lad desuden F' indeholde v, veere disjunkt fra V(Fp)
og have en vedheftning tilhgrende Py — {by}. Da P, og P> sammen danner et trin, og Py er et
geleender, danner de tre sammen en prisme K. Der findes intet punkt tilhgrende F', som er et K-
overpunkt, idet ingen af by, b1 eller by er nabo til et punkt tilhgrende F'. Da I har en vedhaeftning
tilhgrende Py — {bp}, v € F er nabo til b; og dermed er en vedheeftning tilhgrende F', er meengden
af vedheeftninger for F' ikke lokal med hensyn til K. Idet det haves, at G er en Berge graf, K
er en prisme, F' er sammenhangende, sd maengden af vedhaeftninger for F i K ikke er lokal, og
intet punkt tilhgrende F' er et K-overpunkt, er antagelserne i lemma 10.6 i rapporten opfyldte,
og dermed mé en af konklusionerne (7)-(iv) geelde. Da der ikke findes en optreeden af Ky i G, kan
lemma 10.6(7) i rapporten ikke geelde. Desuden kan punkt (i7) og (éi7) i lemma 10.6 i rapporten
ikke geelde, da v er det eneste punkt tilhgrende F med naboer tilhgrende A U B. Det vil sige,
at lemma 10.6(iv) i rapporten geelder, og dermed har F en vedheaftning tilhgrende P, hvilket
betyder, at v kan forbindes til trekanten {bg,b1,b2} via 2-vejen v, P, by, 2-vejen v,b; og 2-vejen
med endepunkter v og by, hvis indre tilhgrer P». Men da vil v ifglge lemma 2.9 i rapporten veere
nabo til mindst to af punkterne by, b1 og bs, hvilket ikke er tilfeeldet, s& en modstrid er opnéet.
Det vil sige, at antagelserne, om at v ikke er komplet til B, eller v ikke er en venstrestjerne, er
forkerte. O

Fglgende svarer til lemma 12.8 i rapporten.

Lemma 8.3

Lad G vaere en Berge graf, der ikke indeholder en lige prisme, lad S = (A, C, B) veere en trin-
sammenhaengende streng i G, og lad ag, Py, by vaere et geleender med hensyn til S. Da har enhver
sti tilhgrende S ulige laengde. o

Bevis

Lad a1, P1,b1 og as, Py, by veere et trin. Da vil 2-vejen P; og P> sammen med P, fra geleenderet
danne en prisme K. Per antagelse i lemmaet er K ikke lige, hvilket betyder, at alle tre 2-veje har
ulige leengde, da der ellers dannes et hul af ulige leengde. Det betyder, at enhver sti a, P,b sammen
med a;, P;, b;, for 1 < i < 2, skal danne et hul af lige laeengde, idet G er en Berge graf, hvormed P
har ulige leengde. g

Fglgende svarer til lemma 12.20 i rapporten.

Lemma 8.4

Lad G veere en Berge graf, sa der hverken findes en optraeden af Ky, en lige prisme eller en 1-
atbryderiG. Lad K = ((A, C, B), ag, Py, by) veere en maksimal trappe i G, oglad F C V(G)-V (K)
vaere sammenhaengende, s maengden af vedheftninger for F' i V(K) ikke er lokal med hensyn til
K. Da vil F indeholde et af folgende:
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) t K -overpunkt.
(i) Et K-overpunk
(13) Et gelaender u, P,v, sa der ikke findes kanter mellem V(P) og V().

(#i7) Op til symmetri, en 2-vej u, P,v, hvor u er en venstrestjerne, v har en nabo i Py — {ao}, og
der ikke findes kanter mellem V(P — {u}) og AUC U B.

Bevis

Lad X veere meengden af vedheeftninger for F' i V(K). Antag, at F' er minimal og sammenhgen-
gende, s& X ikke er lokal med hensyn til K. Her er en delmeengde af V(K) lokal, hvis og kun
hvis den ikke har punkter i bade A U C og V(P — {ao}) og ikke har punkter i bade B U C og
V(Po — {bo}). Det kan derfor antages, at X har punkter i bade AU C og V(FPy — {ag}). Dermed
folger pd grund af minimaliteten af F', at der findes en 2-vej f1,..., fi, hvor F = {f1,..., fr},
f1 er det eneste punkt i F', der har en nabo i AU C, og fi er det eneste punkt i F', der har en
nabo i V(Py — {ao}). Antag, at k = 1. Antagelserne i lemma 12.19 i rapporten er opfyldte, sa en
af konklusionerne mé geelde. Nar k = 1, er f1 = fi nabo til punkter i AU C og V(FPy — {ao}),
og lemma 12.19(¢) i rapporten kan ikke geelde for v = f; = fi. Hvis lemma 12.19(i4) i rapporten
geelder, s& vil (i) geelde, og hvis lemma 12.19(4i%) i rapporten geelder, ma v veere en venstrestjerne,
der har en nabo i Py — {ap}. Idet v kan betragtes som en 2-vej P af leengde nul, er (i) opfyldt,
da V(P) — v = 0. Det kan derfor antages, at k > 2.

Pastand: Hvis f, er komplet til A, sa er lemmaet opfyldt.

Antag, at f1 er komplet til A. Hvis der ikke findes kanter mellem F' og B U C, da er (iii) opfyldt,
idet F' s& er en 2-vej, hvor f; er en venstrestjerne, fi har en nabo i Py — {ag}, og der ikke findes
kanter mellem V(P — {f1}) og V(S). Det kan derfor antages, at der findes en kant mellem F' og
BUC. Velg ¢, hvor 1 < ¢ < k, mindst muligt, s f; har en naboi BUC.

Antag forst, at der ikke findes en kant mellem {fi,..., fi} og V(P). Lad a1, P1,b1 og as, Py, bo
veere et trin, s& f; har en nabo i Py — {a1}, og f; ikke er nabo til be, hvis det er muligt. Da f;
er komplet til A, og f; har en nabo i P — {a1}, er meengden af vedheeftninger for {f1,..., fi}
ikke indeholdt i en af trekanterne i prismen P’ dannet af Py, P; samt P, og er dermed ikke lokal
med hensyn til P’. Antagelserne i korollar 7.3 er opfyldte, og dermed er i > 2, og {a1,b1,a2,ba}
er vedhaeftningerne for {f1,..., f;} 1 P’. De eneste kanter mellem {f1,..., f;} og V(P1 U P») er
dermed fia1, fias, fib1 og fibs. P& grund af valget af trinet fglger, at f; er komplet til B. Det vil
sige, at ethvert trin opfylder, at f; har en nabo i P, — {a1}, og f; ikke er nabo til by, hvis det er
muligt. Dermed geelder ogsa for ethvert trin, at f; er komplet til B, hvormed (ii) er opfyldt, idet
f1,..., fi er et geleender for S, og der ikke findes kanter mellem {f1,..., fi} og V(P).

Antag nu, at der findes en kant mellem {f1,..., fi} og V(P), og antag, at ¢ < k. Da F er valgt
mindst mulig, s& fx er det eneste punkt i F', der har en nabo i V/(Py—{ao}), findes der ikke en kant
mellem {f1,...,fi;} og V(Po — {ao}). Det vil sige, at ag er en vedheeftning for {fi,..., f;}. Men
{f1,--., fi} har ogsa en vedheftning i BUC, da f; har en nabo i BUC, og dermed er maengden
af vedheeftninger for {f1,..., fi} ikke lokal, hvilket er i modstrid med minimaliteten af F'. Det vil
altsa sige, at antagelsen, om at i < k, er forkert, s& dermed ma ¢ = k.

Da k > 2, medfgrer minimaliteten af F', at der ikke findes kanter mellem {fa,..., fxr} og V(P —
{bo}), da meengden af vedheeftninger s& ikke er lokal. Dermed er by den eneste nabo til fi i Pp.
Heraf fglger pa grund af minimaliteten af F, at der ikke findes kanter mellem { fo, ..., fi} og AUC.
P4 grund af minimaliteten af ¢ findes der heller ikke kanter mellem {fi,..., fr—1} og BUC.
Vealg et trin ay, P1,b1 og ag, Ps, by, sd fr er nabo til by, og fi ikke er nabo til by, hvis det er
muligt. Da P; har ulige leengde, og aq, f1,..., fk, b1, P1,a1 danner et hul, fglger, at k er lige. Da
as, f1,---, fx,bo, b2, P2, as ikke danner et hul af ulige leengde, er fi nabo til b og dermed til alle
punkter i B pa grund af valget af trin. Da a1, f1,..., [k, bo, Po, ap, a1 ikke danner et hul af ulige
leengde, og Py har ulige leengde, folger, at f1 er nabo til ag. Hermed er fi altsd komplet til B
og nabo til by, og f1 er komplet til A og nabo til ag. Men da kan f; tilfgjes A, fr kan tilfgjes

Kapitel 8. Aflange ulige prismer Side 37



B, og {f2,.--, f—1} kan tilfgjes C, hvilket er i modstrid med maksimaliteten af K. Dette viser
pastanden.

Fra pastanden kan det antages, at der findes et trin a1, Pi,b1 og as, P2, b2, sd f1 har en nabo
i P — {b1}, og as ikke er nabo til f;. Da danner Py, P; og P> en prisme K’  og mengden af
vedheeftninger for F' i V(K') er ikke lokal med hensyn til K’. Antag, at et punkt v i F er et
K’-overpunkt. Hvis v har en nabo i A, en nabo i B og ikke har en nabo i Py, si er v nabo til
a1, as,b; og be. Her danner v, a1, ag, Py, by, b2 et hul af ulige leengde. Dermed mé v have en nabo
i A, en nabo i B og en nabo i Py, hvormed v er et K-overpunkt, og dermed er (i) opfyldt. Det
kan derfor antages, at intet punkt i F' er et K'-overpunkt, og dermed er antagelserne i lemma 10.6
i rapporten opfyldte, og en af konklusionerne méa geelde. Da det er antaget, at der ikke findes en
optraeden af K4 i G, kan lemma 10.6(¢) i rapporten ikke geelde. Da intet punkt i F' er nabo til
ag, kan lemma 10.6(i¢) i rapporten ikke geelde. Antag, at lemma 10.6(4i%) i rapporten gaelder. Da
f1 ikke er nabo til as, fglger, at f1 er nabo til ag og a1, og der findes et ¢, hvor 2 < i < k, sé&
fi er nabo til by og by, og der findes ikke andre kanter mellem {fi,..., fi} og V(K’). Da kan f;
tilfojes A, f; tilfgjes B, og {fa,..., fi—1} tilfojes C, hvilket er i modstrid med maksimaliteten af
K. Det vil sige, at lemma 10.6(i77) i rapporten ikke gaelder, og det er lemma 10.6(iv) i rapporten,
der geelder. Da lemma 10.6(iv) i rapporten geelder, findes en 2-vej p1, P,pa i F, si der for et j,
hvor 0 < j < 2, gaelder et af folgende:

(a) p1 er nabo til de to punkter i {ao, a1,a2} — {a;}, og p2 har naboer i P; —{a;}, og der findes
ikke andre kanter mellem V(P) og V(K') — {a;}.

(b) p1 er nabo til de to punkter i {bg, b1,b2} — {b;}, og ps har naboer i P; — {b;}, og der findes
ikke andre kanter mellem V(P) og V(K') — {b;}.

P4 grund af minimaliteten af ', er F = V(P). Hvis j > 0, s& kan p; 1 tilfeelde (a) tilfgjes A, og
V(P — {p1}) kan tilfgjes C, hvilket er i modstrid med maksimaliteten af K. I tilfeelde (b) kan p;
tilfgjes B, og V(P — {p1}) kan tilfgjes C, hvilket er i modstrid med maksimaliteten af K. Det
vil sige, at j = 0. Her er tilfeelde (a) ikke mulig, da intet punkt i F' er nabo til as. Ogsé tilfeelde
(b) er ikke mulig, da f; € F' = V(P), og f1 har en nabo i P; — {b1}. Altsd mé der ikke findes et
K'-overpunkt i F'. O

Fglgende svarer til lemma 12.21 i rapporten.

Lemma 8.5

Lad G veere en Berge graf, sa der hverken findes en optraeden af K,, en lige prisme eller en 1-
afbryder i G. Lad K = ((A,C, B), ag, Py, by) vaere en maksimal trappe i G, og lad F C V(G) —
V(K) veere en sammenhangende mangde. Antag, at F indeholder en venstrestjerne, og har en
vedhaeftning i B U C. Da indeholder F enten et K-overpunkt eller et geleender med hensyn til
(A,C, B). o

Bevis

Antag, at F' er mindst mulig, eventuelt ved at ombytte A og B, s& der findes en 2-vej f1,..., [k,
hvor F ={f1,..., fr}, f1 er den eneste venstrestjerne i F', og fi er det eneste punkt i F', der har
en nabo i BUC. Da f; er den eneste venstrestjerne, og fi har en nabo i B U C, fglger det, at
k > 2. Det kan antages, at der ikke findes et K-overpunkt i F' og ikke findes et geleender med
hensyn til (A, C, B), da lemmaet ellers er opfyldt.

Pastand 1: Det kan antages, at ingen af f1,..., fx er en hgjrestjerne, og fr ikke er komplet til B.

Hvis der findes en hgjrestjerne i F', ma det veere fi, da fi er det eneste punkt, der har en nabo i
BUC. Pa grund af minimaliteten af F’, har intet punkt i F' forskelligt fra f; en naboi AUC, og
dermed er f1,..., fi et geleender med hensyn til (A4, C, B), hvilket danner modstrid med antagelsen
om, at F' ikke indeholder et geleender med hensyn til (A4, C, B). Det kan derfor antages, at der ikke
findes en hgjrestjerne i F.
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Da fr hverken er et K-overpunkt, en hgjrestjerne, en venstrestjerne eller har en nabo i AU C,
geelder ifplge lemma 12.19(¢) i rapporten, at fi er et K-underpunkt. Idet fj ikke er en hgjrestjerne,
folger det, at fi ikke er komplet til B, hvilket viser pastand 1.

Pastand 2: FNV(Py) = 0, og der findes ikke kanter mellem {fa,..., fx} og V(Py) — {bo}.

Fra pastand 1 er by ¢ F, da by er en hgjrestjerne. Antag, at V(Py) — {bo} og {f1,..., fx} enten
har felles punkter, eller der findes en kant, der sammenfgjer V(Py) — {bo} og {fa,..., fx}. Veelg
i, for 2 <1 < k, hvor i er stgrst muligt, sa f; € V(Py) — {bo}, eller f; har en nabo i V(Py) — {bo}.
Det vises, at f; ¢ V(Py). Hvis i = k, og fi = fr € V(Fo) — {bo}, s& haves en modstrid, idet fj
har naboer i BUC'. Hvis i = k og fr = f; har en nabo i V(Py) — {bo}, s& er fi = by den eneste
mulighed, da f har naboer i BUC. Men da by ¢ F, si haves en modstrid, altsd ma i < k.

Hvis i < k, s& har f;+1 pa grund af maksimaliteten af ¢ ingen naboer i V/(FPy) — {bo}, og dermed
er f; ¢ V(Py), idet fi er nabo til f;. Det vil sige, at fi,..., fx ¢ V(P). Da {fi,..., fx} har
en vedheeftning i BUC og i V(Py) — {bo}, er {fi,..., fr} ikke lokal og indeholder dermed ikke
et K-underpunkt. Desuden indeholder {f;,..., fr} ikke et K-overpunkt, da lemmaet s& vil veere
opfyldt, indeholder ikke en venstrestjerne, da det kun er fi, der er en venstrestjerne, og indeholder
heller ikke en hgjrestjerne pa grund af pastand 1. Dette danner en modstrid med lemma 12.19 i
rapporten, da ingen af konklusionerne i lemma 12.19 i rapporten sa er opfyldte. Det vil sige, at
{fe,--., fx} er disjunkt fra V(Py) — {bo} og dermed disjunkt fra V(F), og der findes ikke kanter
mellem {fa,..., fx} og V(Py) — {bo}. Da der findes en kant mellem {fs,..., fi} og f1, folger det,
at fi1 ¢ V(FP), og dermed er F NV (Py) = 0, hvilket viser pastand 2.

Lad ay, P1,b1 og az, Py, be veere et trin, s fi har en nabo i Py — {a1}, og fi ikke er nabo til bs.
Et sadant trin findes, da fi ikke er komplet til B.

Pastand 3: fias er den eneste kant mellem F og Ps.

Hvis fi har en nabo i P», s& er maengden af naboer til fi i prismen dannet af Py, P; og P» ikke
lokal med hensyn til prismen. Da har f; en nabo i Py ifglge korollar 7.3, hvor F' i korollar 7.3
svarer til {fx}, da konklusionerne ikke geelder. Altsd har fj, vedheeftninger i alle tre 2-veje Py, Py
og P, og da pastand 1 giver, at fi ikke er en hgjrestjerne, er fi ifglge lemma 12.19 i rapporten
et K-overpunkt. Men dette er i modstrid med antagelsen om, at der ikke findes et K-overpunkt i
F', sa derfor har fi ingen naboer i P». P4 grund af minimaliteten af F' findes ingen kanter mellem
Fog P, — {ag}, idet V(P2 — {ao}) cBuUC.

Antag, at az har en nabo i {fa,..., fr—1}, og veelg 4, for 2 < i < k — 1, stgrst muligt, sd ag er
nabo til f;. Da fi har en nabo i P, — {a1}, er meengden af vedheeftninger for {f;,..., fi} ikke
lokal med hensyn til prismen dannet af Py, P; og P,. Idet by ikke er en vedheeftning, da det kun
er fi, der har naboer i BU C, og fi ikke har naboer i Ps, fglger det af korollar 7.3, at der findes
en vedheeftning for {f;, ..., fi} i V(). Fra pastand 2 folger det, at by har en nabo i {f;,..., fx},
men da er {f;,..., fx} 1 modstrid med lemma 8.4, idet hverken lemma 8.4(7), (i7) eller (iii) er
opfyldt. Dette viser pastand 3.

Pastand 4: by har naboer i {f1,..., fx—1}-

Antag, at by ikke har en nabo i F. Da by ifglge pastand 2 ikke er en vedheeftning for F, folger
det fra korollar 7.3 anvendt pa F og prismen dannet af Py, P; og P>, at der findes en kant mellem
F og V(P,). Fra pastand 2 fplger det, at fi er det eneste punkt i F, der kan veere forbundet til
V(Py) — bg. Dermed kan f; forbindes til trekanten {bg, b1,b2} via 2-vejen med forste endepunkt
f1, andet endepunkt by og med indre tilhgrende V(FP), 2-vejen med forste endepunkt f;, andet
endepunkt b; og med indre tilhgrende {fa,..., fr} U (V(P1) — {a1,b1}), og 2-vejen f1,aq, Pa, bo.
Dette er i modstrid med lemma 2.9 i rapporten, da f; ikke har mindst to naboer i trekanten.
Dermed ma by have en nabo i F.

Antag, at fi er bg’s eneste nabo i F. Da fi ikke er et K-overpunkt, en vestrestjerne eller en
hgjrestjerne, folger det af lemma 8.4, at fi er et K-underpunkt. Da fi er nabo til by, m& meengden
af fi’s naboer veere indeholdt i BU {bg}. Da fi har en nabo i P; — {a1}, ma by veere fi’s eneste
nabo i P;. Fra lemma 8.3 har P, og P, ulige leengde, og da f1,..., fx, bo, b2, P2, as danner et hul,
er k ulige. Hvis a; ikke har en nabo i {fs,..., fx}, s& danner fi,..., fx,b1, P1,a1 et hul af ulige
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leengde, og hvis a; har en nabo i {fa,..., fk}, sd er {fo,..., fk} i modstrid med lemma 8.4(7i).
Dermed er fj, ikke den eneste nabo til by i F', hvilket viser pastand 4.

Veelg i, for 1 <14 < k — 1, mindst muligt, s& by er nabo til f;, og lad P} veere 2-vejen f1,..., fi, bo.
P4 grund af minimaliteten af F' findes der ikke kanter mellem {f1,..., f;} og BUC, og fra lemma
8.4 findes der ikke kanter mellem {fa,..., fi,bo} 0og AU C. Dermed er f1, P{, by et geleender med
hensyn til K, og de tre 2-veje P}, Py og P, danner en prisme K'. Lad F' = {f;41,..., fr}. Daer F’
sammenheengende og disjunkt fra V(K’), og F’ har vedheeftninger i Py — {b1} og P — {bo}, men
ikke i P pé grund af pastand 3. Ved at anvende korollar 7.3 pa K’, folger det, at F’ indeholder en
2-vej med fgrste endepunkt aq eller fi, det andet endepunkt bg eller by, og hvor der ikke findes flere
kanter mellem denne 2-vej og V(P{) UV (Py). Da f; er det eneste punkt i F', der er nabo til fi, og
fx er det eneste punkt i F’, der er nabo til b1, ma i = 1, og de eneste kanter mellem {fs, ..., fr} og
V(P UV(P) er fib1, fubo, faa1 og faf1. Men da kan a; ifplge pastand 2 forbindes til trekanten
{bo, b1, fr} via 2-vejen a1, ag, Po, by, 2-vejen ay, Py, by og 2-vejen aq, fa, ..., fi, hvilket er i modstrid
med lemma 2.9, da a; ikke har mindst to naboer i {bg, b1, fx}. Det vil sige, at antagelsen, om at
F hverken indeholder et K-overpunkt eller et geleender for (A4, C, B), mé veere forkert. O

Folgende svarer til lemma 12.25 i rapporten.

Lemma 8.6

Lad G veere en Berge graf, som hverken indeholder en optreeden af K,, en lige prisme, en 1-
atbryder eller en 2-atbryder. Lad K = ((A,C, B),ag, Po,by) veere en sterk-maksimal trappe i G.
Lad ¢, ...,qx veere en anti 2-vej i G, Sa qo,...,qx—1 er bade venstrediagonale og hgjrediagonale
punkter, q; er et venstrediagonalt men ikke et hgjrediagonalt punkt, og qx er et hgjrediagonalt
men ikke et venstrediagonalt punkt. Da er q; en venstrestjerne og qj er en hgjrestjerne. o

Bevis
Lad Q = {q1,...,qx}. For at lemmaets antagelser kan vaere opfyldte, ma k > 2. Desuden haves, at
q1,- - -,qk—1 alle er komplette til AU {bp}, og g2 ..., qx alle er komplette til BU{ap}, se figur 8.1.

a1
a b
ag 2 2 bo
a3 b3
a bn,
Q
q1 dk

Figur 8.1: Udseendet af K og anti 2-vejen @, som her er skitseret med |@Q| = 5. Punkterne
g2, .-, qr—1 er komplette til AU B U {ap, by}, men disse kanter er ikke indtegnet.

Lemmaet vises ved at betragte hvorledes {ag,bg} kan veere forbundet til {q1,qxr}. P4 grund af
symmetrien er tilfeeldet, hvor ag er nabo til ¢q1, og bg ikke er nabo til g, lig tilfeeldet, hvor ag ikke
er nabo til g1, og bg er nabo til g.

Pastand 1: Hvis g1 er nabo til ag, og qx er nabo til by, sé er lemmaet opfyldt.

Antag, at g1 er nabo til ag, og g er nabo til by. Hermed er ag og by begge komplette til ). Punktet
¢1 har mindst en ikke-nabo i B, da ¢; ikke er komplet til B U {ao}, og ligeledes har g mindst
en ikke-nabo i A. Da P, er et geleender, har det ulige leengde mindst tre, og dermed mé der om
et punkt ¢; € Q, for 1 < i < k, geelde, at ¢; har en nabo i det indre af Py, idet der ellers kan
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dannes et hul ag, g;, bg, Py af ulige leengde. Da G ikke indeholder en 1-afbryder, ma et af punkterne
i definition 12.10 ikke veere opfyldte for (S, Py, Q). Punkterne (i)-(vi) i definition 12.10 er alle
opfyldte, s& @ ma indeholde en venstrestjerne. Det ma veere punktet ¢, som er venstrestjerne, da
q1 er det eneste punkt fra (), som kan veere antikomplet til B. Pa grund af symmetrien mé g ogsé
veere en hgjrestjerne, for ellers kan der ved en omnummerering af punkterne dannes en 1-afbryder
i G. Lemmaet vil dermed veaere opfyldt, og pastand 1 er vist.

Pastand 2: Hvis g1 er nabo til ag, og qx ikke er nabo til by, sa er lemmaet opfyldt.

Antag, at ¢ er nabo til ag, og g ikke er nabo til by. Da ¢ ikke er komplet til B U {ag}, har
q1 en ikke-nabo b € B. Da der kan dannes et antihul ag, b, q1, ..., qx, bg, ma k veere lige. Hermed
haves en 2-vej Py af ulige leengde mindst tre, hvis endepunkter er komplette til @ — gx, og ethvert
punkt a € A er komplet til Q — {g;} og har ingen naboer i det indre af Py. Dermed er der ifglge
korollar 2.3 i rapporten et punkt ¢ i det indre af Py, som er komplet til @ — {qx}, da korollarets
konklusion ikke er opfyldt. Lad T : t,..., by veere en delgraf af Py, og veelg t, sd t er det eneste
punkt fra T, der er komplet til @ — {qx }. Hvis ¢ ikke er nabo til gx, sé er ¢, bo, ¢1, . .., gx et antihul
af ulige leengde, sa ¢ er nabo til g; og er dermed komplet til (). Som ved pastand 1 har punkterne
i @ en nabo i det indre af ), og antagelserne i lemma 12.9 i rapporten er opfyldte, hvor F' = F.
Da et af de seks punkter i lemma 12.9 i rapporten ikke kan gaelde, og (i)-(v) er opfyldte, ma Q
indeholde en venstrestjerne. Dette ma veaere punktet g1, da dette punkt er det eneste fra ), som
ikke er komplet til BU C.

Det kan antages, at g ikke er en hgjrestjerne, for ellers er lemmaet opfyldt. Antagelserne i lemma,
12.19 i rapporten er opfyldte sa ét af de tre punkter i lemma 12.19 i rapporten ma veere opfyldt.
Her er g ikke et underpunkt og ikke en hgjrestjerne eller en venstrestjerne. Altsd mé qi veere
et K-overpunkt og har derfor en nabo i A, B og V(Fy). Lad a1, P1,b1 og ag, P2, by veere et trin,
hvor gi er nabo til a; og hvis muligt ikke er nabo til as. Sa er ¢, T, by, b1, P1,a1 en 2-vej i G, hvis
endepunkter er komplette til . Desuden vil 2-vejens indre punkter ikke veere komplette til @,
da q; er en venstrestjerne og dermed er antikomplet til B U C. Lemma 1.7 kan nu benyttes, hvor
t,T,bo,b1, P1,a1 er 2-vejen og b1,q1,...,qx, bo er anti 2-vejen. Da t er komplet til ¢1,...,qx, 0og
q1,- - -,qr alle er naboer til a1, er antagelserne i lemma 1.7 opfyldte, sa en af de to konklusioner mé
veere gaeldende. Hvis lemma 1.7(7) er geeldende, betyder det, at 2-vejen T' indeholder mindst tre
punkter. Yderligere skal punkterne i afstand to fra by pa 2-vejen vaere komplette til @, og da ¢t samt
ap er de eneste punkter fra 2-vejen, som er komplette til (), ma t, T, by, b1, P1, a1 have leengde fire.
Hvis lemma 1.7(i¢) er opfyldt, betyder det, at 2-vejen P; indeholder mindst tre punkter. Ydermere
skal der gelde, at by’s nabo fra T er komplet til @, det vil sige, at ¢ er nabo til by, og T har dermed
leengde en. Desuden skal punktet i afstand tre fra by pa 2-vejen by, b1, P1, a1 veere komplet til @,
sd dette punkt méa veere a;. Heraf har bg, b1, P, a1 leengde tre, men dette er i modstrid med, at
Py har ulige leengde. Altsa geelder lemma 1.7(4), og da Py har ulige leengde, mé det veere Py, der
har lzengde en, og T, der har leengde to. Da T har leengde to, bestar den af tre punkter ¢, u, bg.
Fra lemma 1.7(i) er u komplet til @ — {qx} og ikke-nabo til gx. Antag, at qi ikke er nabo til as.
Da ¢ er en venstrestjerne, er by ikke-nabo til ¢1, og da as ikke er nabo til g, findes der ikke et
punkt fra V(P,), som er komplet til Q. Ingen af P;’s indre punkter er komplette til @, da de indre
punkter tilhgrer C', og idet ¢q; er en venstrestjerne, er g; antikomplet til C.

Hvis t ikke er nabo til ag, vil ag, as, Ps, bs, bg, u,t veere en 2-vej af ulige leengde mindst fem, hvis
endepunkter er komplette til @, og hvis indre punkter ikke er komplette til Q. Ifglge lemma 1.2
indeholder @ et athop for 2-vejen ag, asz, Ps,bs, bg, u,t. Dette kan dog ikke lade sig gore, da alle
punkterne i ) enten er nabo til by eller til by, altsa er ¢ nabo til ag.

Hvis ¢ er nabo til ag, altsa at Py : ag, t, u, by, S& er ag, az, P, ba, by, Py et hul af leengde mindst seks,
og de eneste punkter herfra, som er komplette til @), er nabopunkterne ag og t. Ifglge lemma 2.6
i rapporten indeholder @ en hat eller et afthop for ag, as, P, b2, by, Py, men dette er igen umuligt,
da ethvert punkt i @ er nabo til enten bg eller by. Da t hverken er nabo eller ikke-nabo til ag, mé
antagelsen, om at g er ikke-nabo til ao, veere forkert. Altsd mé ¢ veere nabo til as.

Da ovenstaende argumenter kan gennemfgres for ethvert trin a;, P;,b; og aj, P;,b;, hvor ¢ som
udgangspunkt er nabo til a; og muligvis a;, faes det, at gx er nabo til a;, og R; har leengde en for
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alle trin. Det vil sige, at ¢ er komplet til A, og C = ().

Nuer S’ = (AU {t},0, BU{u}) en trin-sammenhzengende streng i G , og K' = (5", bo, @, - - -, q1)
er en trappe i G, hvilket er i modstrid med, at K er en steerk-maksimal trappe. Derfor ma g veere
en hgjrestjerne, og pastand 2 er vist.

Pastand 3: Hvis q1 ikke er nabo til ag, og qi tkke er nabo til by, sd er lemmaet opfyldt.

Hvis ¢ ikke er nabo til ag, og g ikke er nabo til by, s& er ag,q1,-..,qx, bp et antihul, og k£ ma
veere lige. Lad A; veere de punkter i A, som er naboer til gx, og lad Ay = A — Ay, det vil sige de
punkter fra A, som ikke er nabo til q;. Lad B; veere de punkter i B, som er naboer til ¢, og lad
By = B— B;. Lad a; € Ay og by € Bs. Da ay,bs,q1,...,qk, by ikke kan veere et antihul af ulige
leengde, mé aq veere nabo til by. Da dette geelder for alle valg af a; og by, mé A; veere komplet til
Bs. Tilsvarende er A komplet til Bj.

Hvis bade A; og By er tomme, hvilket vil sige, at ¢ er antikomplet til B, og gx er antikomplet til
A, sa folger det af lemma 12.19 i rapporten, at ¢; er en venstrestjerne, og qi er en hgjrestjerne,
da hverken ¢; eller g er et K-overpunkt eller et K-underpunkt. Det kan derfor antages, at der
findes a; € Ay. Da a; tilhgrer et trin i G, findes der et punkt i B, som er ikke-nabo til a1, lad det
veere by. Da a; er komplet til Bs, ma by € B;. Da a; i forvejen er nabo til g1, ..., qx—1, folger det,
at a; er komplet til Q. Ligeledes er b; komplet til Q.

Idet det er antaget, at { K, Q} ikke er en 2-afbryder, skal mindst et af punkterne i definition 12.23
i rapporten ikke veere opfyldt. Da punkt (¢)-(iv) i definition 12.23 i rapporten er opfyldte, ma det
geelde, at intet punkt i det indre af Py er komplet til . Hermed er aq, ag, Py, bo, b1 en 2-vej af ulige
leengde mindst fem, hvis endepunkter er komplette til (), og hvis indre punkter ikke er komplette til
Q. Ifplge lemma 1.2 indeholder @ et athop for a1, ag, Py, by, b1. Punkterne go, ..., gx—1 har mindst
to naboer i Py, da de er komplette til AUBU{ag, by}, altsd kan ingen af disse punkter veere en del
af athoppet. Da q1, . . ., gx er en anti 2-vej, og et afthop bestar af to ikke-nabopunkter, méa det galde,
at k = 2 og dermed, at g, ¢1 er athoppet for a1, ag, Py, bo, b1. Men s er 8" = (AU{qx},C, BU{q1})
en trin-sammenhaengende streng i G, hvor a1, g1 og b1, gx er et trin, og K’ = (5’, ) er en trappe i
G. Dette danner en modstrid med, at K er en steerk-maksimal trappe. Altsd m& A; = (. Ligeledes
kan det vises, at B; = (). Dette viser pastand 3.

Pastand 1, pastand 2 og pastand 3 daekker alle tilfeelde op til symmetri. g

Folgende svarer til lemma 12.31 i rapporten.

Lemma 8.7

Lad G veaere en Berge graf, som hverken indeholder en optreeden af Ky, en lige prisme, en 1-
afbryder eller en 2-atbryder. Lad K = ((A,C, B), ag, Py, bg) veere en steerk-maksimal trappe i G.
Lad X : xi,...,xy veere en hgjrefolge i G, lad b vaere en hgjrestjerne i G, lad a, P,b veere et
b-optimalt geleender i G, og lad a,w, ..., w, vere sporet af a. Da er n ulige, og et af folgende vil
gaelde:

(i) b er det eneste punkt fra P, som er komplet til {w1,...,wy}.

(#i) P har laengde en, og der findes et m, hvor 1 < m < n, sd a,w1,...,Wn,b er en anti 2-vej i

G.

Bevis

Beviset fgres ved induktion over ¢. Antag derfor at lemmaet er opfyldt for alle mindre veerdier
af t. Hvis wy € {x1,...,21-1}, haves en kortere hgjrefplge, og dermed er lemmaet per antagelse
opfyldt. Det kan derfor antages, at w; = x;. Lad W = {wz, ..., w,}, det vil sige, at W bestéar af
punkterne i en hgjrefplge, s ifplge definition 12.26(¢) i rapporten er {B, W} et komplet par.

Lad a2 € A, s& as ikke er nabo til w,, hvor et sddant punkt findes ifglge definition 12.28(i7) i
rapporten og lad by € B, sa by ikke er nabo til as. Da er by, a,wy,...,w,,as,b; et antihul, da B
er komplet til W, sa n er ulige.
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Det skal nu vises, at et af de to punkter i lemmaet altid vil veere opfyldt.
Pastand 1: Hvis w, har en nabo i A, sd er lemmaet opfyldt.

Velg et trin a1, P1, by og as, P, bs, sa w, er nabo til a; og ikke-nabo til as. S& er a; og bs begge
komplette til W, da b € B, og wy, ..., w,—1 ifelge definition 12.28(ii%) i rapporten er komplet til
A.

Antag, at der i P findes et punkt, som er komplet til WW. Hvis punktet b er det eneste punkt fra
P, som er komplet til W, er (i) opfyldt, s det kan antages, at der findes et punkt v € P, hvor
v # b, og v er komplet til W. T G udger {a,a1,as} en trekant, og W kan forbindes til denne via
2-vejen a,...,v, 2-vejen P, samt punktet a;. Ifglge lemma 1.5 vil ethvert punkt, som er komplet
til W, veere nabo til a og a;. Men punktet b; er komplet til W og ikke-nabo a, hvilket giver en
modstrid. Altsa findes der ikke et punkt i P — {b}, som er komplet til W.

Det kan derfor antages, at der i P ikke findes et punkt, som er komplet til W, for ellers er lemmaet
opfyldt. Desuden har P ulige leengde mindst tre, da det er et geleender. Sé er ay, a, P, b, by en 2-vej
af ulige leengde, hvis endepunkter er komplette til W, og hvis indre punkter ikke er komplette
til W. Antag forst, at P har leengde mindst to. Dermed er aq,a, P, b, bs en 2-vej af ulige leengde
mindst fem, hvis endepunkter er komplette til W, og hvis indre punkter ikke er komplette til W,
og ifglge lemma 1.2 indeholder W et athop for ai,a, P,b,bs. Da a,ws,...,w, er sporet af a, er w;
ifglge definition 12.28 i rapporten, det eneste punkt fra W, som ikke er nabo til a. Altsd mé wy, ws
veere athoppet for a1, a, P, b, ba. Det vil altsé sige, at de eneste kanter, der findes mellem {wy, ws}
og P, er kanterne w1b og waa. Da n er et ulige tal og wy,ws € W, ma n > 3. Altsa findes punktet
ws 1 W. Det vil ifglge definition 12.28(i4i) i rapporten og definition 12.26(¢) i rapporten sige, at w
og wo er komplette til AU B. Men s& er S = (AU {wz},C, BU{w;}) en trin-sammenhangende
streng i G og K' = (57, P) er en trappe i G. Dette danner en modstrid med, at K er en maksimal
trappe i G.

Det kan derfor antages, at P har leengde en. Sa findes der en anti 2-vej @) mellem a og b, hvis
indre tilhgrer W, da a og b ikke er komplette til W, og w1, ..., w, udger en anti 2-vej. Der kan
nu dannes et antihul a, @, b, a1, ba, s& Q ma have ulige leengde. Hermed er punkt (ii) opfyldt, og
pastand 1 er vist.

Fra pastand 1 kan det nu antages, at w, ikke har naboer i A. Lad w, = z;, og ifglge definition
12.26(#4¢) 1 rapporten fplger det, at der findes et geleender ', P’,w,, s r’ har en ikke-nabo i
{x1,...,2s-1}. Det kan derfor antages, at r’, P’, w,, er wy-optimalt geleender.

Pastand 2: P’ er disjunkt fra P, og der findes ingen kanter mellem V(P) —a og V(P') — wy,.

Antag, at ((V(P) —a) U (V(P') —wy))¢ er sammenhzengende. Det vil sige, at der findes en 2-vej,
som forbinder ' og b, hvis indre tilhgrer foreningen af det indre af P og det indre af P’. Altsi
er denne 2-vej et geleender. Men P er et b-optimalt geleender, og udgangspunktet for r’ er fgr
udgangspunktet for a, idet w, = zs er udgangspunktet for a, hvilket giver en modstrid med, at
a, P,b er et b-optimalt geleender. Det vil sige, at V(P) — a er disjunkt fra V(P') — w,,, og der findes
ingen kanter mellem dem. Da udgangspunktet for a er forskelligt fra udgangspunktet for 7/, er
a # 1, og da a, P,b er et b-optimalt geleender, mé b # w,,. Dermed er P disjunkt fra P’, hvilket
viser pastand 2.

Lad vy, ..., v, veere sporet af 1/, lad V = {vy,...,un}, og lad W’ = {a, w1, ..., w,—1}. Da hvert
af vy,..., vy er for w,, folger det af definition 12.28 i rapporten, at vy, ..., v, alle er komplette
til W’ . Ifplge induktionsantagelsen er enten w, det eneste punkt fra P’, som er komplet til V,
eller s har P’ leengde en, og der findes en anti 2-vej af ulige leengde mellem 7’ og w,, hvis indre
tilhgrer V.

Pastand 3: Hvis n = 1, sd er lemmaet opfyldt.

Lad n = 1, og veelg et trin ay, P1, by og as, Py, bs. Antag, at a ikke har naboer i P’. Hermed er a
komplet til V, og enten er w; det eneste punkt fra P’, som er komplet til V, eller s har P’ leengde
en, og der findes en anti 2-vej af ulige leengde mellem 7’ og wy, hvis indre tilhgrer V. Hvis wy er
det eneste punkt fra P’, som er komplet til V, sa er a,a1,7’, P’,w; en 2-vej af ulige laengde, hvis
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endepunkter er komplette til V', og hvis indre punkter ikke er komplette til V. Desuden er punktet
by et punkt, der er komplet til V, men by har ingen naboer i det indre af a, a1,r’, P/, w1, hvilket
giver en modstid med korollar 2.3 i rapporten.

Hvis P’ har leengde en, og der findes en anti 2-vej Q af ulige leengde mellem 7' og w1, hvis indre
tilhgrer V', da vil a,7’, Q,wy veere et hul af ulige leengde mindst fem. Dermed kan det ikke geelde,
at a har ikke-naboer i P’.

Antag, at a har en nabo i P’ forskellig fra 7’. S& har P’ leengde mindst to, og w; er det eneste
punkt fra P’, som er komplet til V. Dermed findes der en 2-vej R’ fra a til w1, hvis indre tilhgrer
V(P’)—r'. Da endepunkterne i R’ begge er komplette til V', de indre punkter ikke er komplette til
V', og punktet by, som er komplet til V', ikke har en nabo i det indre af R’, folger det af korollar 2.3
i rapporten, at P’ har lige leengde. Men s& er wq, b1, P1,a1,a, R’ et hul af ulige leengde, s& derfor
kan a ikke have en nabo i P’ forskellig fra r’. Dette viser, at r’ er det eneste punkt fra P’, som
er nabo til a. Da a,r’, P/, w1, b1,b, R ikke er et hul af ulige laeengde, og der ifglge péastand 2 ikke
findes kanter mellem V(P) — a og V(P’) — wy, md w; have mindst en nabo i P. Hvis b er wq’s
eneste nabo i P, da er lemmaet opfyldt, s det kan antages, at w; har en nabo u € P, hvor u # b.
Sa findes der en 2-vej R fra wi til a, hvis indre tilhgrer V(P) —b. Da w1y, R,a,7’, P’ er et hul i G,
méa R have lige leengde, men sa er a, ay, Pi, b1, w1, P et hul af ulige leengde. Dermed mé b veere det
eneste punkt fra P, som er nabo til wy, og punkt () er opfyldt. Dermed er pastand 3 vist.

Det kan nu antages, at n > 3, da n er ulige.
Pastand 4: C = (.

Antag, at C # (), og veelg et trin ay, P1,b1 og as, P, by, sd P, har leengde mindst tre. Da G ikke
indeholder lige prismer, har P; ulige leengde, sa derfor er ai, P, by en 2-vej af ulige leengde, hvis
endepunkter er komplette til W — w,,, og hvis indre punkter ikke er komplette til W — w,,. Da
by ikke har naboer i det indre af P;, men er komplet til W — w,, fglger det af korollar 2.3 i
rapporten, at der ma findes et punkt v i det indre af P;, som er komplet til W —w,,, da korollarets
konklusioner ikke er opfyldte. Dermed er v ikke-nabo til bade a og w,, da de er henholdsvis en
venstrestjerne og en hgjrestjerne. Da er v, a,wy,...,w, et antihul af ulige leengde, sa derfor ma
det gzlde, at C = (), og pastand 4 er vist.

Pastand 5: Huis b ikke er komplet til W — w,,, og ingen kant i P er komplet til W — w,, sd er
lemmoaet opfyldt.

Velg et trin a1, P1, b1 og ag, P2, ba, sé er ay,a, P, b, by en 2-vej af ulige lezengde, hvis endepunkter
er komplette til W — w,,, og hvis indre punkter ikke er komplette til W — w,,. Hvis P har leengde
mindst tre, fglger det af lemma 1.2, at W — w,, indeholder et athop for ai,a, P,b,by. Det vil
sige, at der findes to ikke-nabopunkter z,y € W — w,, sa z,a,P,b,y er en 2-vej. Men sa er
S = (AU {z},0,BU {y}) en trin-sammenhaengende streng, hvilket er i modstrid med, at K er
en maksimal trappe i G. Derfor ma P have leengde en. Da fglger af lemma 1.2, at der findes en
anti 2-vej af ulige leengde mellem a og b, hvis indre tilhgrer W. Dermed er punkt (ii) opfyldt, og
pastand 5 er vist.

Pastand 6: Hvis intet punkt i P er komplet til W, sa er lemmaet opfyldt.

Ifglge pastand 5 kan det antages, at der findes et punkt v € P, som er komplet til W — w,,.
Dermed er v ikke-nabo til w,, da intet punkt i P er komplet til W. Da n > 3, n er ulige, og
idet a, w1, ...,wy,,v ikke mé veere et antihul af ulige leengde, er v nabo til a. Da dette skal geelde
for ethvert punkt fra P, som er komplet til W — w,,, ma v veere det eneste punkt fra P, som er
komplet til W —w,,, da a € P, og P er en 2-vej. Da ingen kant i P s& er komplet til W — w,,, ma
b ifglge pastand 5 veere komplet til W — w,,, da lemmaet ellers er opfyldt. Dermed er v = b, og P
har leengde en.

Velg et trin a1, P1, b1 og ag, P, ba. Sa er by, a,wy, ..., w,,b en anti 2-vej af ulige leengde mindst
fem, hvis indre punkter alle har en nabo i (V(P’)—w,)U{az}, og hvis endepunkter ikke har en nabo
deri. Her er ((V (P')—w,,)U{az2})¢ sammenhaengende, da ' er nabo til as. Det betyder, at i G haves
der nu en 2-vej af ulige leengde mindst fem, hvis endepunkter er komplette til (V (P') —w,,)U{az},
og hvis indre punkter ikke er komplette til ((V(P') — w,) U {az}). Ved at anvende lemma 1.2 i G
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faes det, at ((V(P') —w,)U{az}) i G indeholder et afhop x,y for by, a,ws, ..., wy,b. Det betyder,
at i G findes der to nabopunkter z,y € (V(P') —w,) U {az}, s& x,a,wy,...,w,,y er en anti 2-vej
i G. Da z er nabo til w,, og x € (V(P') —wy,) U {az}, md z veere w,’s nabo i P’, og da y er
nabo til z, og y € (V(P') — w,) U {az}, ma y enten veere x’s anden nabo i P’ eller sa vil P’ have
leengde en, det vil sige, at z=7', og y—as. Antag fgrst, at P’ har leengde mindst tre, hvilket vil
sige, at bade z og y tilhgrer det indre af P’. Dermed er bade x og y antikomplette til AU B, og
saer K' = ((BU{x},0,AU{y}),a,wi,...,w,) en trappe i G, hvilket er i modstrid med, at K er
en steerk-maksimal trappe i G.

Antag, at P’ har leengde en. S& er z=r', y=as og ((BU{r'},0, AU{b}),a,w1,...,wy,) er en trappe i
G, hvilket igen giver en modstrid. Nar der foretages antagelser for at undga, at lemmaet er opfyldt,
sa opnaes en modstrid, hvormed lemmaet ma geelde, og pastand 6 er vist.

Det kan nu ifplge pastand 5 og péastand 6 antages, at der findes et punkt i V(P) — b, som er
komplet til W, for ellers er lemmaet opfyldt. Lad a, L,l veere en delgraf af P, sa [ er det eneste
punkt fra L, der er komplet til W. Da C = 0 ifglge pastand 4, vil der findes et punkt a; € A
som er nabo til by € B. Hermed er I, L,a,a1,b; en 2-vej i G, og a,wy,...,wy,a; er en anti 2-vej
af ulige leengde. Lemma 1.7 kan nu benyttes, og da bade [ og b; er komplette til wy,...,w,, er
antagelserne opfyldte, si en af de to konklusioner mé veere geeldende. Hvis lemma 1.7(4) geelder,
betyder det, at L indeholder mindst tre punkter. Yderligere skal punkterne i afstand to fra a pa
2-vejen vaere komplette til @, og da [ samt by er de eneste punkter fra 2-vejen, som er komplette til
Q, ma l, L,a,ay, by have leengde fire. Lemma 1.7(i¢) kan ikke veere opfyldt, da dette punkt kraever,
at 2-vejen a, ay, by indeholder mindst fire punkter.

Dermed fglger det af lemma 1.7, at P har leengde to, hvilket vil sige, at P : a,z,b. Men sa
er (BU{p},0,AuU{z}),a,wi,...,w,) en trappe i G, sa derfor kan der ikke findes et punkt i
V(P) — b, som er komplet til W. Derfor kan det ifplge pastand 6 antages, at b er komplet til W,
og dermed er (i) opfyldt. Hermed er det vist, at enten () eller (i7) altid vil geelde. O
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Kapitel 9

Familien F;

Folgende svarer til lemma 14.3 i rapporten.

Lemma 9.1

Lad G veere en graf, sa G € Fs, og lad P vaere en 2-vej i G af ulige leengde. Lad X C V(G) veere en
antisammenhaengende maengde, sa begge endepunkter i P er komplette til X. Da vil et af folgende
gaelde:

(i) En kant i P er komplet til X.

(1) P har leengde tre, og der findes en anti 2-vej af ulige laengde, som forbinder de indre punkter
i P, hvis indre tilhgrer X.

Bevis

Fra lemma 1.2 geelder, at enten vil en kant i P veere komplet til X, P vil have leengde mindst fem,
og X indeholder et athop for P, eller P vil have leengde tre, og der findes en anti 2-vej af ulige
leengde, som forbinder de indre punkter i P med indre tilhgrende X. Altsa er lemmaet opfyldt,
med mindre P har leengde mindst fem, og X indeholder et afthop for P. Sa antag dette, og lad
u,v veere et athop for P, sd u,pa,...,pn—1,v er en 2-vej i G. Da danner 2-vejen pi,v, 2-vejen
U, pr, Og 2-vejen po,...,pn—1 en prisme med trekanter {pi,ps,u} samt {v,p,—1,pn}, 0g 2-vejen
P2, ..., Pn_1 har leengde mindst tre, hvormed der findes en aflang prisme. Dette danner modstrid
med, at G € F5, da G per definition 14.1 i rapporten ikke mé indeholde en aflang prisme. O

Fglgende svarer til lemma 14.4 i rapporten.

Lemma 9.2

Lad G veare en graf, s& G € Fs, og lad X, Y C V(G) vaere disjunkte ikke-tomme antisammen-
haengende maengder, som udger et komplet par. Lad P : py, ..., p, vaere en 2-vej i G af lige laengde
mindst to, sa p1 er det eneste punkt i P, som er komplet til X, og p, er det eneste punkt i P, som
er komplet til Y. Da har P lsengde to, og der findes en anti 2-vej Q mellem ps og ps3, hvis indre
tilhgrer X . Desuden findes der en anti 2-vej R mellem p; og po, hvis indre tilhgrer Y, og ngjagtig
en af ) eller R har ulige lzengde. o

Bevis

Antagelserne i lemma 1.6 er opfyldte, og der haves dermed tre muligheder for strukturen af P.
Hvis lemma 1.6(¢) er geeldende, har P leengde mindst fire, og der findes to ikke-naboer 1,22 € X,
sd P’ :x1,p2,...,Pn, 22 er en 2-vej. Dermed har P’ ulige leengde mindst fem. Endepunkterne x4
og x2 i P’ er komplette til Y U {p;}, og ingen indre punkter i P’ er komplette til Y U {p; }, hvilket
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danner modstrid med lemma 9.1.

Hvis lemma 1.6(i7) er geeldende, vil der findes ikke-nabopunkter y1,y2 € Y, 88 y1,p1, .-+, Pn—1, Y2
er en 2-vej, og der opnaes analogt med for en modstrid. Altsd mé lemma 1.6(ii) geelde. Da har P
leengde to, og der findes en anti 2-vej Q mellem ps og ps, hvis indre tilhgrer X, og der findes en
anti 2-vej R mellem p; og ps, hvis indre tilhgrer Y, og ngjagtig en af () og R har ulige leengde. [

Folgende svarer til lemma 14.9 i rapporten.

Lemma 9.3

Lad G veere en graf, s& G € Fs, lad {A, B,C, D} veere en maksimal kube i G, som danner K,
lad F C V(G) — V(K) veere en sammenhaengende meangde af K-underpunkter, og lad X vaere
meengden af vedheaeftninger for F i V(K). Da er X en delmengde af en af AUB,CUD,AUC
eller BU D. Yderligere er X N (AU C) komplet til X N (B U D). S

Bevis

Antag, at X ikke er en delmeengde af en af AUB,C U D, AU C eller BU D, og veelg F' mindst
mulig, s& X ikke er en delmangde af en af AUB,CUD, AUC eller BUD. Da alle punkter i F' er
K-underpunkter, er lemmaet ifglge lemma 14.7 i rapporten opfyldt, hvis |F| = 1. Det kan derfor
antages, at |F| > 2. Desuden kan det antages, at X har punkter i bdde A og D. Da F er valgt
mindst mulig, vil F' veere en 2-vej f1,..., fx, hvor k£ > 2. Det kan antages, at f1 er det eneste punkt
i F' med en nabo i A, og fi er det eneste punkt i F' med en nabo i D, for ellers kunne F' velges
mindre. Lad X; og Xa veere maengden af vedhaeftninger for henholdsvis F — {f;} og F — {f1} i
K. Da F er valgt mindst mulig, og f; har en nabo i A, ma X; veere en delmeengde af en af AU B
eller AU C, og ligeledes da f har en nabo i D, ma X5 veere en delmaengde af en af B U D eller
CuD.

Pastand 1: Tkke bade X1 C AUB og Xo C BUD.
Antag, at bade X; CAUB og Xo C BUD.

Hvis k er lige, sa veelg et a € A, som er nabo til fi, og veelg et d € D, som er nabo til fr. Veelg
desuden en nabo ¢ € C til d. Da er a, fi1,..., fr,d,c et hul af ulige leengde, hvilket er i modstrid
med, at G er en Berge graf, idet G € F5. Det vil sige, at k er ulige.

Antag, at f; er komplet til A. Da {A, B} er firkants-sammenhaengende, er intet punkt i B komplet
til A. Idet f; er et K-underpunkt, hvormed X N (AU C) er komplet til X N (B U D), har f; ikke
en nabo i B. Hvis der ikke findes kanter mellem B og F', s& lad aq, b1, ba, as veere en firkant, og lad
d € D veere nabo til fi, hvormed 2-vejen ai,b1, 2-vejen ao, b og 2-vejen f1,..., fi,d danner en
aflang prisme med trekanter {ay, az, f1} og {b1, b2, d}, hvilket danner modstrid med, at G € Fs.
Altsd ma der findes kanter mellem B og F. Velg i, hvor 1 < ¢ < k, mindst muligt, s& f; har en
nabo i B. Hvis f; ikke er komplet til B, sa veelg en firkant aq, b1, bo, as, sd f; er nabo til b, men
ikke er nabo til by. Da kan by forbindes til trekanten {f1,a1, a2} via 2-vejen by, fi, ..., f1, 2-vejen
b1, a1 og 2-vejen by, by, ag, hvilket danner modstrid med lemma 2.9 i rapporten, da b; ikke er nabo
til hverken f1 eller as. Det vil sige, at f; er komplet til B. Lad a1, b1, b2, as veere en firkant, da
danner 2-vejen ai, b1, 2-vejen ao,bs og 2-vejen fi,..., f; en prisme, og da G € F5, ma det ikke
vaere en aflang prisme, s ¢ = 2. Da k er ulige, ma k > 3. Dermed kan f; tilféjes C, og f2 kan
tilfajes D, hvor f; og fo tilhgrer en antifirkant, da f; og fo begge har ikke-naboer i C' og D, da
{C, D} er antifirkants-sammenhzaengende, og X N C er komplet til X N D. Dette danner modstrid
med, at K er maksimal, og hermed er pastand 1 vist, nar f; er komplet til A.

Antag, at f1 ikke er komplet til A. Veelg en firkant aq, b1, b2, a2, sd f1 er nabo til a;, men ikke er
nabo til as. Veelg desuden d € D, s& fj, er nabo til d. Idet a1, f1,..., fx,d, bs, as ikke ma veere et
hul af ulige leengde, sa har by en nabo i F. Veelg ¢, hvor 1 < ¢ < k, mindst muligt, s& by er nabo
til f;. Lad ¢ € C' og d € D veere et vilkarligt par af nabopunkter, da vil 2-vejen aq, b1, 2-vejen
as,ba og 2-vejen ¢, d danne en prisme. Idet meengden af vedheaeftninger for {fi,..., f;} i prismen
ikke er lokal med hensyn til prismen, og a1 og bs tilhgrer meengden af vedhaftninger, og as ikke er
en vedheeftning, vil F ifglge korollar 7.3 have en vedheeftning i 2-vejen ¢, d af prismen. Da C' per
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antagelse i denne pastand ikke har vedheaeftninger for F', ma i = k, og fx er komplet til D, da d er
valgt vilkarligt. Lad igen ¢ € C og d € D veaere nabopunkter, da vil 2-vejen a1, f1,..., fi, 2-vejen
asz, ba og 2-vejen c,d danne en aflang prisme, hvilket danner modstrid med, at G € F5, hvormed
pastand 1 er vist.

Pastand 2: Tkke bide X1 C AUC o9 Xo CCUD.

Antag, at bade X; C AUC og X2 C CUD. Velg en firkant a1, b1, b2, az, sd f1 er nabo til a;, og
veelg d € D, sa fj, er nabo til d. Hvis a9 er nabo til f;, sd danner 2-vejen a1, by, 2-vejen asg, bs og

2-vejen f1,..., fx,d en aflang prisme, hvilket danner modstrid med, at G € F5, sa as er ikke-nabo
til f1. Dermed kan a; forbindes til trekanten {b1,be,d} via 2-vejen ai, b1, 2-vejen aj,as,bs og
2-vejen ay, fi, ..., fr,d, hvilket ifglge korollar 7.3 danner en modstrid, da a; hverken er nabo til

by eller d. Dette viser pastand 2.
Pastand 3: Tkke bide X1 C AUB og Xo CCUD.

Antag, at X1 C AUB og X2 C CUD. Daer XN X5 = (), hvormed f; er det eneste punkt i F', som
har naboer i X1, og f er det eneste punkt i F', som har naboer i Xs. Fra pastand 1 er Xo € BUD,
sd XoNC # (). Fra pastand 2 er X3 € AUC, s& X1NB # (. Desuden er X1NA # 0, og XoND # (),
da det er antaget, at X har punkter i bade A og D. Lad a1 € AN Xy, oglad ¢ € CN X5. Da
a1, f1,---, fx,c1 er et hul, ma k veere lige. Idet f; er et K-underpunkt, vil X; N A ifglge lemma
14.7(4) i rapporten veere komplet til X; N B, og da A og B ikke er et komplet par, vil alle punkter
i A og alle punkter i B ikke tilhgre X;. Ligeledes er fi et K-underpunkt, hvormed lemma 14.7(%)
i rapporten giver, at Xo N C er komplet til Xo N D, sa alle punkter i C' og alle punkter i D tilhgrer
ikke X5. Det vil sige, at alle otte meengder ANX1,A—X1,BNX;,B—X1,CNXs,C—X5, DNXy
og D — X, er ikke-tomme. Velg en firkant a1, b1, ba, a2, s& fi er nabo til a1, men ikke er nabo til
as, og veelg en antifirkant c;,d;, da, co, s& fi er nabo til dy, men ikke er nabo til ds, se figur 9.1.

f1

ay by .

»
cid k

c2 da

Figur 9.1: Firkanten a1, b1, be, as, hvor f; er nabo til a; og ikke-nabo til as, samt antifirkanten
c1,dy1,da, ca, hvor fi er nabo til d; og ikke-nabo til ds.

Idet X7 N A er komplet til X1 N B, er fi ikke-nabo til bo, og idet XoNC er komplet til XoND, er fi
ikke-nabo til ¢;. Da er aq, f1,..., fx,d1, b2, d2,c1 et hul af ulige leengde, hvilket danner modstrid
med, at G € Fs5, hvormed pastand 3 er vist.

Pastand 4: Tkke bade X1 C AUC og Xo C BUD.

Antag, at bade X; C AUC og X C BUD. Som i beviset for pastand 3 er X1 N X3 =0, s& f;
er det eneste punkt i F, der har naboer i X1, og fi er det eneste punkt fra F', der har naboer i
Xo. Fra pastand 2 er Xo € CU D, si Xo N B # . Fra pastand 1 er X1 € AU B, s& X, N C # ().
Desuden er X1 N A # 0 og XoN D # (), da det er antaget, at X har punkter i bade A og D.

Antag, at k er ulige. Lad a € AN X7, og lad b € BN X5. Hvis a og b er naboer, sa er a, f1,..., fr,0
et hul af ulige lzengde, og en modstrid er opnaet, hvormed a og b er ikke-naboer. Dermed er AN X,
antikomplet til BNX5. Da {A, B} er firkants-sammenhaengende, vil der findes kanter mellem A og
B, sd A— X, og B— X er begge ikke-tomme. Ligeledes hvis ¢ € X1 NC og d € XoN D er naboer,
sderc,f ..., fr,d et hul af ulige leengde, hvormed ¢ og d er ikke-naboer. Da {C, D} er antifirkants-
sammenhaengende, vil der findes kanter mellem C og D, hvormed C — X5 og D — X5 begge er
ikke-tomme. Velg en firkant ay, b1, ba, as, s& f1 er nabo til a;, men ikke er nabo til as, og veelg en
antifirkant c1,dy, ds, co, s fr er nabo til dy, men ikke er nabo til ds. Da a1, fi1,..., fx,d1, b2, as
ikke méa veere et hul af ulige leengde, vil by € X5. Da AN X5 er antikomplet til BN X5, vil as ¢ X,
og da CNX; er komplet til DN Xo, vil o ¢ X;. Her danner 2-vejen asg, by, 2-vejen ca, d1 og 2-vejen
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a1, f1,..., fr en aflang prisme, hvilket danner modstrid med, at G € F5, hvormed k ikke er ulige.
Antag, at k er lige. Lad a € ANX;,lad b€ B — X,, hvis B — X3 # 0, og lad d € D N X,. Hvis
a og b er naboer, sa er a, f1,..., fr,d,b et hul af ulige leengde, hvormed A N X; er antikomplet til
B — X5, og hvis B — X5 = (), s kan det siges, at AN X3 er antikomplet til B — X5. Ligeledes er
A — X; antikomplet til BN X5, C N X; er antikomplet til D — Xo, og C — X er antikomplet til
DNXs,. Veelg a € AN Xy, og veelg en nabo b € B til a, da vil b € X5, da AN X7 er antikomplet til
B— X5. Vzlg ligeledes ¢ € CNX; og d € DN Xs, s& de er naboer. Disse kan vaelges, da CNXs = 0,
og {C, D} er antifirkants-sammenhangende. Da vil 2-vejen a,b, 2-vejen ¢, d og 2-vejen fi,..., fi
danne en prisme, hvormed k = 2, da det ikke ma veere en aflang prisme. Hvis f1 er komplet til C,
sé idet CNX; = C er antikomplet til D — X, er fi = fo komplet til D. Nu kan f; tilfgjes A, og fo
kan tilfgjes B, hvor a, f1, f2, b er en firkant, hvilket danner modstrid med, at kuben K er maksimal.
Altsé er f; ikke komplet til C, og C' — X1 # 0. Veelg en antifirkant ¢1, dy, da, co, si f1 er nabo til
c1, men ikke er nabo til co. Da er f5 nabo til do, men ikke-nabo til dy, da C' N X7 er antikomplet
til D — X5, og C' — X7 er antikomplet til D N X5. Hvis f1 er komplet til A, sd idet AN X; = A
er antikomplet til B — Xo, er fi, = fo komplet til B, da {4, B} er firkants-sammenhangende.
Nu kan f; tilfgjes C, og f2 kan tilfgjes D, hvor fi,d;, f2,co er en ny antifirkant, hvilket danner
modstrid med, at kuben K er maksimal. Det vil sige, at f; har en ikke-nabo i A, og en firkant
ai, b1, ba, az kan veelges, sa fi er nabo til a;, men ikke er nabo til as. Da AN X; er antikomplet til
B— X5, og A— X, er antikomplet til BN X5, vil f5 veere nabo til b og ikke-nabo til bs. Da danner
ai, f1, fa,da, b2, d1, co et hul af ulige leengde, hvilket danner modstrid med, at G € F5, hvormed
pastand 4 er vist.

Fra pastand 1, pastand 2, pastand 3 og pastand 4 vil der i alle tilfselde opnaes en modstrid med
antagelsen om, at X har punkter i bade A og D, sa der méa gealde, at X er en delmaengde af en af
AUB,CUD,AUC eller BUD.

Det skal nu vises, at X N (AU C) er komplet til X N (B U D).

Det kan antages, at X har punkter i bade AUC og BU D, for ellers er lemmaet opfyldt. Da fglger
fra fgrste del af lemmaet, at enten er X C CU D, eller s er X C AU B.

Antag, at X C C U D. Hvis det er muligt, sa veelg c € C N X og d € DN X, sa de ikke er naboer,
og veelg en 2-vej P, som forbinder dem, og hvis indre tilhgrer F'. Dermed har P leengde mindst
to. Lad a1, b1, ba, as veere en firkant. Da vil 2-vejen aq, b1, 2-vejen as, by og 2-vejen ¢, P, d danne en
aflang prisme, hvilket er i modstrid med, at G € F5. Det vil sige, at der ikke findes punkter ¢ og
d, sa de ikke er naboer, hvormed lemmaet er opfyldt.

Antag, at X C AU B. Antag, at X N A ikke er komplet til X N B, og veelg en 2-vej a, f1,..., fk, b,
hvor a € A og b € B ikke er naboer, og f1,..., fx € F, hvor k er mindst muligt. Idet f; er et
K-underpunkt, er f1’s naboer i A ifplge lemma 14.7 i rapporten komplette til f1’s naboer i B, sa
k > 2, og f1 er ikke-nabo til b. Lad A’ veere maengden af punkter a € A, s a er nabo til f1, og der
findes en ikke-nabo b € B til a, hvor b er nabo til fi. Da det er antaget, at X N A ikke er komplet
til X N B, er A’ # (). Definér B’ analogt i B. Hvis A’ = A og B’ = B, s er f; komplet til A, og
da F er valgt mindst mulig, findes der ikke kanter mellem {f1,..., fx—1} og B, og ligeledes er fj
komplet til B, og der findes ikke kanter mellem {fs,..., fx} og A. Velg en firkant aq,bq, be, as.
Da danner 2-vejen aq, by, 2-vejen ao, by og 2-vejen fi,..., fi en prisme, sd k = 2, da der ikke ma
findes aflange prismer i G. Da kan f; tilféjes C, og fo kan tilféjes D, hvilket danner modstrid med,
at kuben K er maksimal. Det kan derfor antages, at A’ # A.

Veelg en firkant ay, b1, ba, a2, 88 a1 € A’ og as ¢ A'. Veelg ¢ € C og d € D, s& de er naboer. Veelg
b € B’, som er ikke-nabo til a1, og en sédan vil findes per definition af A’. Da k er mindst mulig,
vil a1, f1,..., fx,b veere en 2-vej, og da ay, fi1,..., fx,b,d,c er et hul, ma k veere lige. Idet b ikke
er nabo til a1, er b # by. Antag, at fi er nabo til bo. Meengden af vedheeftninger for {f1,..., fi}
med hensyn til prismen dannet af 2-vejen a1, b1, 2-vejen aq, by og 2-vejen c,d er ikke lokal med
hensyn til prismen, og der findes ikke vedheeftninger for ¢ og d, s fra korollar 7.3 er bade as og by
vedheeftninger. Idet as og b1 ikke er naboer, folger, af at k er valgt mindst muligt og lemma 10.6
i rapporten, at ag er nabo til fi, og by er nabo til fi, hvilket danner modstrid med, at ay ¢ A’
Det vil sige, at fi ikke er nabo til by, hvormed b # b, da b € B’. Idet ¢ ikke har en nabo i den
sammenhaengende maengde F' = {f1,..., fr, b}, og meengden af vedhaeftninger for F’ ikke er lokal
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med hensyn prismen dannet af 2-vejen aq, by, 2-vejen as, b og 2-vejen c, d, folger det af korollar
7.3, at F’ har en vedheaftning i 2-vejen as, bo. Hvis as ikke er en vedhaeftning, mé by veere det,
og da k er valgt mindst muligt, m& b veere den eneste nabo til by i F’, men da danner 2-vejen
ai, fi,---, fx, b, 2-vejen as, by og 2-vejen c,d en aflang prisme, og en modstrid er naet. Altsd ma
as veere en vedheeftning for F’. Idet as,aq, fi1,..., fr, b ikke ma veere et hul af ulige leengde, har
ag en nabo i {f1,..., fr}. Hvis by ogsd har en nabo i {f1,..., fx}, s& folger det, af at k er valgt
mindst muligt og lemma 10.6 i rapporten, da as og by ikke er naboer, at as er nabo til fi, og by
er nabo til fi, hvormed ay € A’, og en modstrid er opnaet. Det vil sige, at b; ikke har en nabo
i{f1,..., fx}. Idet a1, f1,..., fx,b,b1 ikke ma veere et hul af ulige leengde, er b; ikke-nabo til b,
hvormed b ikke har naboer i F’. Lad P veere 2-vejen mellem ay og b med indre i F’. Fra korollar
7.3 har a; en nabo i P — {a2}. Den eneste nabo til a; i F” er fi, si fi tilhgrer P — {as}, hvormed
f1 er nabo til ag, og der findes ikke andre kanter mellem as og F”. Idet ay ¢ A’, er as nabo til
b. Da er meengden af naboer til b i prismen dannet af 2-vejen aq, by, 2-vejen as, ba og 2-vejen ¢, d
ikke lokal med hensyn til prismen, og ingen vedheaeftninger tilhgrer 2-vejen aq, by, hvilket danner
modstrid med korollar 7.3. Dermed méa antagelsen, om at X N A ikke er komplet til X N B, veere
forkert. 0
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Kapitel 10

Familien Fg

Folgende svarer til lemma 15.6 i rapporten.

Lemma 10.1

Lad G veere en graf, sa G € Fg, og lad p1,...,pm veere en 2-vej i G. Lad 2 < s < m — 2, og lad
DPsyq1, - - -, qn, Ds+1 veere en anti 2-vej af laengde mindst tre. Antag, at p1 og p,, begge er naboer til
alle af q1,...,q,. Da er n lige, og m = 4. o
Bevis

Hvis n er lige, sa er ps,qi1,-..,qn,Ps+1 €n anti 2-vej af ulige leengde, hvor p; og p,, er komplette

til det indre af anti 2-vejen. Hvis p; ikke er nabo til hverken pg eller pg41, s& haves et antihul
P1,Dss q15 - - -, qn, Ps+1 af ulige laengde, og ligeledes med p,,,. Det vil sige, at p1 og p,, begge er nabo
til enten py eller ps41. Dermed er s = 2 og m = s + 2, hvormed m = 4.

Antag, at n er ulige. Da er ps, q1, ..., qn, Ps+1 €n anti 2-vej af lige leengde mindst fire, hvor psi1
er antikomplet til {p1,...,ps—1}, og ps er antikomplet til {pst2,...,pn}, hvilket danner modstrid
med lemma 9.2 anvendt i komplementet G, da lemma 9.2 giver, at p,, q1,. .., qn, ps+1 har laeengde
to.

Det vil sige, at n ikke kan vaere ulige, og n dermed altid er lige. O

Fglgende svarer til lemma 15.7 i rapporten.

Lemma 10.2

Lad G veere en graf, sé G € Fg, lad C vaere et hul i G, og lad X C V(G) —V(C) veere en antisam-
menhaengende maengde. Lad P veere en 2-vej i C' af leengde mindst to, si 2-vejens endepunkter er
komplette til X, og ingen af dens indre punkter er komplette til X. Da har P lige lzengde. o

Bevis

Hvis C har leengde fire, hvilket er den mindste leengde for et hul, sa har P leengde to, da den
ellers ikke er en 2-vej af leengde mindst to. Det kan derfor antages, at C' har leengde mindst seks.
Desuden kan det antages, at P har ulige leengde, for ellers er lemmaet opfyldt.

Lad C : p1,...,pn, 0g lad P : py1,...,pk, hvor 3 < k < n — 1. Da P har ulige leengde, vil det sige,
at k er lige. Fra lemma 9.1 vil P have leengde tre, hvormed k = 4. Fra korollar 2.3 i rapporten vil
ethvert punkt, der er komplet til X, veere nabo til ps eller p3, sa der findes ingen punkter blandt
{p5,--.,Pn}, som er komplette til X, da C er et hul. Dermed er p4,ps,...,pn,p1 en 2-vej af ulige
lengde, hvis endepunkter er komplette til X, og hvis indre punkter ikke er komplette til X. Da
folger af lemma 9.1, at denne 2-vej ogsa har lseengde tre, hvormed n = 6. Lad @ veere den korteste
anti 2-vej, hvis indre tilhgrer X, og som forbinder enten ps og p3 eller ps og pg. Af symmetrigrunde
kan det antages, at ) har punkter p2, q1,. .., ¢m,p3. Da @ danner et antihul med p3, p1, p4, p2, mé
Q@ have ulige leengde. Da ps, p2, @, p3 ikke mé veere et antihul, ma ps have en ikke-nabo i det indre
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af ), og ligeledes méa pg have en ikke-nabo i det indre af (). Da @) er valgt kortest mulig, og ps samt
ps begge méa have én ikke-nabo i det indre af @, vil den ene veere ikke-nabo til g1, og den anden vil
vaere ikke-nabo til g,,. Antag, at m > 3. Hvis p5 er ikke-nabo til ¢1, s& vil anti 2-vejen ¢, ..., ¢m,
anti 2-vejen pg, ps og anti 2-vejen po, ps danne en aflang prisme i G, hvilket danner modstrid med,
at G € Fg. Hvis ps er ikke-nabo til ¢,,, s& danner anti 2-vejen ¢, ..., qn, anti 2-vejen pg, p3 0g
anti 2-vejen py, ps en aflang prisme i G, og igen er det en modstrid. Det vil sige, at m = 2. Da er
(P1s-- -, 06,1, q2)c lig L(K3 3 — e), hvis ps er ikke-nabo til ¢1, og (p1,-...DPs,¢1,g2)c danner en
dobbeltdiamant, hvis ps er ikke-nabo til g2, hvilket igen giver en modstrid med, at G € Fg. Altséa
méa antagelsen, om at P har ulige leengde, vaere forkert. O

Folgende svarer til lemma 15.8 i rapporten.

Lemma 10.3

Lad G veaere en graf, sa G € Fg, lad C : p1,...,pm veere et hul i G af leengde mindst seks, og
lad Q : p1,q1,.-.,qn,p2 veere en anti 2-vej af lige leengde mindst fire. Da findes hgjst et punkt i
{ps,...,pm}, der er komplet til enten {q1,...,qn—1} eller {qa,...,qn}, og dette punkt er enten p3
eller p,,. o

Bevis

Antag, at et af punkterne ¢1,..., ¢, tilhgrer hullet C, lad det veere g;, hvor 1 < j < n. Idet ¢; er
nabo til mindst et af p; eller ps, da @ er en anti 2-vej, kan det antages, at ¢; = p,,. Idet p,, er
ikke-nabo til pe, mé p,, = ¢,. Da ¢; og g, er naboer, og p2 og q1 er naboer, kan der ikke findes
flere punkter i C, som tilhgrer Q. Punktet p,, kan godt veere komplet til enten {q1,...,qn—1} eller
{q2,-..,qn}, s& leenge der ikke findes et punkt i {ps,...,pm—1}, som er komplet til en af de to
maengder.

Antag, at der findes et ¢, hvor 3 < i < m — 1, s& p; er komplet til enten {qi,...,q,—1} eller
{q2,.-.,qn}. Hvis i < m — 1, sd er p; ikke-nabo til p,, = ¢, og dermed ma p; veere komplet til
{q1,.--,qn-1}. Da danner p;,p1,q1,...,qn et antihul af ulige leengde, s& i = m — 1. Hvis pp,—1
er komplet til {q1,...,qn—1}, s& vil 2-vejen py—1, pm,p1, P2 opfylde antagelserne i lemma 10.2,
hvormed 2-vejen har lige leengde. Dette giver dog en modstrid, da 2-vejen har ulige leengde, sa
Pm—1 er ikke komplet til {q1,...,gn—1}, hvormed p,,_1 mé& veere komplet til {go, ..., ¢} og ikke-
nabo til ¢;. Da danner ps, pm—1,q1,-- -, qn et antihul af ulige leengde, hvilket ikke mé forekomme
i G € Fg, s en modstrid er opnaet, hvormed der ikke mé findes et sddant i. Lemmaet er dermed
opfyldt i det tilfeelde, hvor |V(Q) NV (C)| > 2.

Det kan derfor antages, at intet af punkterne ¢1, ..., ¢, tilhgrer C. Lad X = {q1,...,qn}, og lad
Y1 og Ys veere maengden af punkter i {ps, ..., pm }, som er komplette til X — g,, henholdsvis X —¢;.

Pastand 1: Y1 C Y2 U {pm} o9 Y2 C Y1 U {ps}.

Antag, at der findes et 4, hvor 3 < i < m, s p; € Y7 og p; ¢ Ys. Da p; er komplet til X — g, og
Q — {p2} er en anti 2-vej af ulige leengde, vil @ — {p2} sammen med kanterne p;q,, og p;p1 danne
et antihul af ulige leengde, hvis i #m. Da G € Fg, ma i =m, sd Y1 C Yo U {pm}.

Ligeledes kan det vises, at Y2 C Y7 U {p3}, og pastand 1 er vist.

Pastand 2: Hvis Y1 € {pm}, sd vil ps € Y1 NYa, og hvis Yo € {ps}, sd vil p,, € Y1 N Y.

Antag, at Y1 € {pm}. Veelg ¢, hvor 3 < i < m — 1, mindst muligt, s& p; € Y7. Fra péastand 1 vil
p; € Yo, sa det kan antages, at ¢ > 3, for ellers er pastanden opfyldt.

Fra lemma 10.2 anvendt pa den antisammenhaengende maengde X — g, folger det, at ¢ er lige. Her
er 2-vejen p1, ..., p; af ulige leengde, og dens endepunkter er komplette til X — ¢;. Da fglger det af
lemma 10.2, at 2-vejens indre indeholder et punkt, som er komplet til X —¢q;, lad det veere pp. Da ¢
er valgt mindst muligt, mé p;, ¢ Y7, sa fra pastand 1 er h = 3, og fra lemma 10.2 anvendt pa 2-vejen
D3, ...,p; folger det, at i = 4. Veelg j, hvor 4 < j < m, stgrst muligt, s& p; € Y5. Fra pastand 1 er
p; komplet til X. Fra lemma 10.1 anvendt pa pj,...,Dm,P1,-..,pa folger det, at 7 < 5, hvormed
j # m. Fra lemma 10.2 anvendt pa 2-vejen pj,...,Pm,p1 0g den antisammenhsengende maengde
X — g, folger, at der findes et k, hvor 6 < k < m, s& pi, € Y;. Idet py ikke tilhgrer Y5, fglger det af
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pastand 1, at kK = m, hvormed p,,, € Y1 — Y5. Men da danner ps, q1,. .., gn, pm et antihul af ulige
leengde, hvilket danner modstrid med, at G € Fg. Altsd ma antagelsen, om at i > 3, veere forkert,
hvormed ¢ = 3, og pastand 2 er opfyldt. Ligeledes hvis Yo & {ps}, vil p,, € Y1 N Ya. Dermed er
pastand 2 vist.

Ikke bade ps og p., tilhgrer Y1 NYs, for sa vil @ danne et antihul af ulige leengde med p2, Py, p3, P1-
Det kan derfor antages, at ps ¢ Y1 NYa, og sa felger af pastand 2, at Y1 C {p,,}. Fra pastand 1 er
Y2 C {p3} UY1, hvormed Y; UY>2 C {p3, pm }. Det kan derfor antages, at Y1 UYs = {p3, pi, }, altsa
at bade p3 og p,, er komplette til X — g, eller X — ¢;, for ellers er lemmaet opfyldt. Specielt vil
p3 € Yo, da ps ¢ Y1 UYs og Y1 C {pn}. Hvis yderligere p,,, € Ya, s& er ps,pa,...,pm en 2-vej af
ulige leengde, hvis endepunkter er komplette til X — ¢1, og hvis indre punkter ikke er komplette
til X — ¢1, hvilket danner modstrid med lemma 10.2, idet m > 6. Dermed vil p,, ¢ Y, og sé vil
Pm € Y7, men da er p3,qi1,qo, - - ., qn, Pm €t antihul af ulige leengde, og en modstrid er opnéet. Det
vil sige, at under antagelse af, at p3 ¢ Y1 NY3, sd er ps komplet til X — ¢1, og ikke andre punkter
er komplette til X — ¢, eller X — ¢;. Hvis den anden mulighed antages, alts& at p,, ¢ Y1 NYa,
sa fremkommer, at p,, er komplet til X — ¢,, og ikke andre punkter er komplette til X — g, eller
X — q1. O

Folgende svarer til lemma 15.15 i rapporten.

Lemma 10.4

Lad G veaere en graf, s G € Fg, og lad {C,Y} veere et hjul i G. Lad F € V(G) — (V(C)UY)
vaere sammenhgengende, sé intet punkt i F' er komplet til Y, og lad X C V(C') vaere meengden af
vedhaeftninger for F i C. Antag, at der findes punkter i X, der har ulige hjulparitet, og der findes
to punkter i X, der ikke er naboer. Da vil et af folgende gaelde:

(7) Der findes et punkt v € F', sa {C,Y U{v}} er et hjul.

(7i) Der findes et punkt v € F med mindst fire naboer i C, og en 2-vej i C bestdende af tre
punkter p1,pa 0g ps, sé de alle er komplette til Y U {v}, og alle andre naboer til v i C' har
lige hjulparitet med p1.

(#4t) Der findes en 2-vej p1,pa,p3 i C, hvor p1,pa og ps alle er komplette til Y, og en 2-vej
p1, f1,- -+, [k, p3 med indre i F', s& der ikke findes kanter mellem {f1, ..., fi} og {p4,...,pn}

&

Bevis

Antag, at F' er minimal, s& der findes punkter i X, der har ulige hjulparitet, og der findes ikke-
nabopunkter i X. Hvis |F| = 1, sé fglger resultatet af lemma 15.14(i44) i rapporten. Det kan derfor
antages, at |F| > 2.

Pastand 1: Hvis X ikke indeholder ikke-nabopunkter, sa er lemmaet opfyldt.

Da det er antaget, at der findes punkter i X, der har ulige hjulparitet, og der findes to punkter
i X, der ikke er naboer, ma de punkter i X, der har ulige hjulparitet, veere naboer. Lad C besta
af p1,...,pn, og lad de to nabopunkter af ulige hjulparitet veere p; og ps. Det vil sige, at p; og
p2 begge er komplette til Y. Da det er antaget, at der findes to punkter i X, der ikke er naboer,
findes der i C' en tredje vedhaeftning for F'. Lad denne vedhaftning veere p;, for 3 <i < n. Lad p;
veere ikke-nabo til p1. Hvis po og p; har lige hjulparitet, vil p; og p; have ulige hjulparitet. Dette er
dog ikke muligt, da p; og p; ikke er naboer, og punkter af ulige hjulparitet er naboer. Dermed kan
det antages, at py og p; har ulige hjulparitet, hvormed p; og p; har lige hjulparitet. Dermed er po
og p; naboer. Det vil sige, at 1 = 3, og p3 er komplet til Y. Antag, at F’ har en fjerde vedhaftning
pj, for 4 < j < n. Pa grund af symmetri kan det antages, at j # n, og dermed er p; ikke-nabo til
bade p; og p2. Desuden har et af p; og ps ulige hjulparitet med p;, hvilket er i modstrid med, at
de ikke er naboer. Dermed er p1, p2 og ps de eneste vedheeftninger, som F' har, og (iii) er opfyldt,
hvilket viser pastand 1.
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Fra pastand 1 kan det antages, at der findes punkter x; og x2 i X, der ikke er naboer og har
ulige hjulparitet. Pa grund af minimaliteten af F' udgegr F dermed det indre af en 2-vej mellem
1 og 2. Lad C besta af py,...,p,. Antag, at der findes et m, for 3 < m < n — 1, sd p1 og pm
har ulige hjulparitet, og der findes en 2-vej p1, f1,..., fis Pm, hvor F = {f1,..., fx}, p1 = 21 og
p2 = x2. Lad X veere meengden af vedheeftninger i C for F — {fi}, og lad Xo veere maengden
af vedheeftninger for ' — {f1}. P& grund af minimaliteten af F' har enten alle punkter i X;, for
1 = 1,2, lige hjulparitet, eller der findes hgjst to punkter i X;, og hvis der findes saddanne to, s er
de naboer. Da |F| > 2, er k > 2, 0g X; U Xy = X.

Pastand 2: X1 og X5 indeholder ikke begge punkter af ulige hjulparitet.

Antag, at X; og X, begge indeholder punkter af ulige hjulparitet. Da kan det antages, at X3
og X5 begge bestar af netop to nabopunkter af ulige hjulparitet, lad det veere X; = {p1,p2} og
Xo = {ps,ps+1}. Det vil sige, at p1,p2,ps 0g pst1 alle er komplette til YV, og alle er forskellige.
Idet to af dem er ikke-naboer og har ulige hjulparitet, er de eneste kanter mellem F og {pi1,p2}
incidente med f1, og p4 samme méde er de eneste kanter mellem F og {ps, ps+1} incidente med f.
Men da n > 6 indeholder G en aflang prisme med trekanter {p1, p2, f1} 0og {ps,Ps+1, fx}, hvilket
er i modstrid med, at G € Fg. Dette viser pastand 2.

Pastand 3: Hvis X1 indeholder punkter of ulige hjulparitet, sd er lemmaet opfyldt.

Antag, at X; indeholder punkter af ulige hjulparitet. Antag, at de eneste punkter i X; er p; og
pa2, hvormed de begge er komplette til Y. Fra pastand 1 kan det antages, at alle punkter i X5 har
lige hjulparitet med p2, da de ikke er naboer til ps. Specielt har p; ingen nabo i F'— { f1}. Dermed
er de eneste kanter mellem F' og C' kanten f1p1, kanter, der er incidente med ps, og kanter, der er
incidente med f.

Antag, at ps heller ikke har en nabo i F' — {f1}, og derfor er ps nabo til f;. Hvis fi har en unik
nabo x i C, da kan x forbindes til trekanten {p1, p2, f1} via 2-vejen x, ..., pa, 2-vejen z, ..., pn, P1
og 2-vejen z, fi,..., f1. Dette giver en modstrid med lemma 2.9 i rapporten, idet x ikke har to
naboer i trekanten {pi,pe, f1}. Hvis fr har to naboer i C, der ikke er naboer til hinanden, sa
kan fj forbindes til den samme trekant, og fi har i modstrid med lemma 2.9 i rapporten ikke to
naboer i trekanten {pi,p2, f1}. Hvis f; har to naboer, som indbyrdes er naboer til hinanden, sa
indeholder G en aflang prisme, da C' har leengde mindst seks, hvilket danner en modstrid med, at
G € Fs. Det vil sige, at po har en nabo i F' — {f1}.

Lad Py : p1, f1..., fr, og lad Py veere 2-vejen fra po til fi, hvis indre tilhgrer F' — {f1}. Da har p;
ingen naboer i P,—{p2}. Lad Q1 veere 2-vejen fra fj, til p, med indre tilhgrende C—{p }. Nu danner
p1, P1, fr, Q1,pn et hul, s& P og Q1 ma have leengder af modsat paritet. Da dette hul indeholder
et ulige antal kanter, der er komplette til Y, idet alle fi’s naboer har ulige hjulparitet med pq,
fglger det af korollar 2.4 i rapporten, at hullet indeholder netop to punkter, der er komplette til Y,
og som indbyrdes er naboer, idet hullet har lige leengde. Da p; er komplet til Y, er det andet punkt
Pn, da po ikke tilhgrer hullet. Her er ps, Ps, fr, Q1, pn en 2-vej, hvis endepunkter er komplette til
Y, og hvis indre punkter ikke er komplette til Y. Punktet p; er komplet til Y, men har ingen nabo
i det indre af 2-vejen. Dermed har 2-vejen ifglge korollar 2.3 i rapporten lige leengde, hvilket vil
sige, at leengden af P; og leengden af Py har modsat paritet. Nu haves, at et punkt i {p4,...,pn—1}
er komplet til Y, idet der findes mindst to disjunkte kanter i C, der er komplette til Y. Lad p,
veere et sadant punkt, hvor 4 < s <n — 1.

Det vises, at fj har en nabo i {p4,...,pn—1}.

Antag, at fj ikke har en nabo i {ps,...,pn—1}. Da X # {pn,p1,p2}, idet der findes punkter i
X, der er ikke-naboer, og som har ulige hjulparitet, er fr nabo til ps. Da p, ikke tilhgrer @1,
fglger det, at ps ikke tilhgrer (@1, og s& har f; en anden nabo, som mé veere p,. Men da danner
fis D3, D4y -« -, Pn et hul af ulige leengde. Det vil sige, at fi har en nabo i {p4,...,pn—1}, og derfor
findes en 2-vej Qo fra fi til et punkt x, si x er det eneste punkt i Q)2, der er komplet til Y, og
V(Q2—{fx}) € {p4,-..,pn—1}. Nu har 2-vejen po, P, fi, Q2 endepunkter, der er komplette til Y,
ingen indre punkter, der er komplette til Y, mens p;, der er komplet til Y, ikke har naboer i det
indre af 2-vejen. Da folger det af korollar 2.3 i rapporten, at 2-vejen ma have lige leengde. Derfor
har 2-vejen p1, P1, fr, Q2, x ulige leengde, da leengden af P; og leengden af P, har modsat paritet,
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og igen er p1, P, fr, Q,x en 2-vej, hvis endepunkter er komplette til Y, og hvis indre punkter ikke
er komplette til Y. Det vil sige, at 2-vejen ifglge lemma 9.1 har leengde tre, og dermed er k = 2, og
ethvert punkt, der er komplet til Y, er nabo til et af f; eller fo. Som konsekvens findes der intet
punkt i C, der er forskellig fra p;, og som har ulige hjulparitet med p;, hvilket er i modstrid med
antagelsen om, at X; indeholder punkter af ulige hjulparitet. Dette viser pastand 3.

Analogt kan det vises, at hvis X5 indeholder punkter af ulige hjulparitet, sa er lemmaet opfyldt.
Fra pastand 3 kan det antages, at alle punkter i X; har lige hjulparitet, og alle punkter i X, har
ulige hjulparitet. Det fglger, at X; N X5 = () og dermed findes der ingen kanter mellem C og det
indre af F'. Det vil sige, at X; er maengden af f;’s naboer i C, og Xo er meengden af fi’s naboer
iC.

Pastand 4: Mindst et af f1 eller fr har kun én nabo i C.

Antag, at f; og fr hver har mindst to naboer i C. Da findes disjunkte 2-veje Q og P i C, der begge
indeholder naboer til bade f1 og fr. Veelg @Q og P mindst mulige, og lad @) have endepunkter ¢;
og q2. Da fglger af minimaliteten af ), at ¢; er den eneste nabo til et af f; og fr i @, og ¢2 er
den eneste nabo til det andet, sa antag, at fip; og frge er kanter i G. P4 samme made har P
endepunkter r1 og ro, hvor det kan antages, at fir; og frro er kanter i G. Da ¢1 og g2 har ulige
hjulparitet, findes et ulige antal kanter i hullet f1,..., fx, g2, @, q1, der er komplette til Y. Dermed
folger af korollar 2.4 i rapporten, at der findes netop to punkter, der er komplette til Y, og disse
er indbyrdes naboer. P4 samme méde vil der i hullet f1,..., fix,r2, P,r1 kun veere to punkter,
som er komplette til Y, og disse er indbyrdes naboer. Hvis der ikke findes kanter mellem @ og P,
s& opnaes en modstrid med lemma 15.5 i rapporten, hvor C' i lemma 15.5 i rapporten svarer til
f1,q1,Q, g2, fr, 72, P,r1, og F svarer til { f1, ..., fi}, da konklusionen ikke er opfyldt. Da Q og P er
disjunkte 2-veje i C, sammenfgjer alle kanter mellem dem deres endepunkter, sa det kan antages,
at g1 er nabo til et af r; eller ro. Fra hullet dannet af f1,..., fx,q2, Q, q1 folger, at leengden af @)
har samme paritet som k — 1, og pd samme méade har leengden af P samme paritet som k — 1.
Antag, at g1 er nabo til r1. Da q1,Q, g2, fr, 72, P, 71 ikke mé& danne et hul af ulige leengde, folger
det, at g2 er nabo til 5. Dermed indeholder G en aflang prisme, da C' har lzengde mindst seks,
hvilket er i modstrid med, at G € Fg, sa g1 er ikke-nabo til 1. Altsa er ¢; nabo til r5. Da ¢ er
nabo til f1, og ro er nabo til fi, folger det, at g1 og ro har ulige hjulparitet, og da de er naboer,
er de begge komplette til Y.

Lad ¢’ veere naboen til ¢; 1 Q, lad Q' = Q@ —{q¢1}, lad 7’ veere naboen til o i P, og lad P’ = P—{r2}.
Da der i hullet dannet af f1,..., fx, g2, @, g1 kun findes to punkter, der er komplette til Y, og disse
to punkter samtidig er naboer, folger, at det andet punkt er ¢’, idet ¢’ er nabo til g1, som er
komplet til Y. P4 samme méade er v’ komplet til Y. Hvis g2 er nabo til 1, s& er ikke bade g2 og r1
komplette til Y, da g2 # 71, og C har leengde mindst seks Der findes altsi netop tre kanter i C,
der er komplette til Y, hvilket er i modstrid med korollar 2.4 i rapporten. Altsa er gs ikke-nabo til
r1. Fra hullet dannet af ¢, Q, qo, fr, 72 folger det, at @ har ulige lzengde, og dermed har P ulige
lzengde, s& k er lige. Da har 2-vejen ¢/, Q', qo, f2,. .., f1,71, P',r’ ulige lzengde, dens endepunkter
er komplette til Y, og dens indre punkter er ikke komplette til Y. Dermed har den ifslge lemma
9.1 leengde tre. Det vil sige, at @) og P har leengde en, og k = 2. Dermed har 2-vejen r1, f1, f2,q2
ulige leengde, dens endepunkter er komplette til Y, og dens indre punkter er ikke komplette til Y,
sa ethvert punkt, der er komplet til Y, er nabo til et af f; eller fs ifglge korollar 2.3 i rapporten.
Lad ab og a'b’ veere to disjunkte kanter i C, der er komplette til Y, s& der ikke findes kanter
mellem {a, b} og {a’,b'}. Da er hvert af a,b,a’ og b’ nabo til et af f; eller fo, da hvert punkt, som
er komplet til Y, er nabo til f; eller f,;. Da alle naboer til f; i C' har ulige hjulparitet med alle
naboer til fo i C, kan det antages, at a samt a’ er naboer til f1, og b samt b’ er naboer til fs.
Dette er dog i modstrid med lemma 15.5 i rapporten, hvor C' i lemma 15.5 i rapporten svarer til
a, f1,a’,V', fo, og F svarer til F. Dette viser pastand 4.

Fra pastand 4 kan det antages, at X; kun indeholder et punkt p;. Veelg i og 7, for 2 < i,j < n,
s& p; og p; er naboer til f, hvor 7 er mindst muligt, og j er stgrst muligt. Fra hullet H; :
fiy- o, fe,0i,Pi—1,...,p1 mé leengden af fi,..., fr og leengden af p;,p;_1,...,p1 have samme
paritet, hvormed ¢ og k har samme paritet. Fra hullet Hy : pq, fi,..., f&,Pj,Pj+1,---,Pn Ma
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leengden af f1,. .., fr ogleengden af p;j, pji1,. .., pn, p1 have samme paritet, det vil sige, at leengden
af fi,..., fr og leengden af p;,pji1,...,p, har modsat paritet. Altsa har j og k samme paritet,
og dermed har ¢,j og k alle samme paritet. Det vil sige, at enten er p; = pj, eller p; og p; er
ikke-naboer. Da p; samt p; har ulige hjulparitet, og p; samt p; har ulige hjulparitet, findes der et
ulige antal kanter i hver af H; og Ho, der er komplette til Y. Det vil ifslge korollar 2.4 i rapporten
sige, at der findes netop én kant, der er komplet til Y, og netop to punkter, der er komplette til
Y i hver af de to huller.

Antag, at i = j. Da findes kun to kanter i C, der er komplette til Y. De to kanter er disjunkte,
og p1 samt p; er ikke komplette til Y, da H; og Hs begge kun indeholder to punkter, der er
komplette til Y, hvilket er i modstrid med lemma 15.5 i rapporten, idet der ikke findes et punkt
ipi, fi,-.., fx,Di, som er komplet til Y. Det vil sige, at j > i, og dermed at j > i+ 2, da i og j
ikke er naboer.

Hvis p; ikke er komplet til Y, s& er den kant, der er komplet til Y i H; disjunkt fra 2-vejen
p1, f1,-- -, fr, og det er den kant i Hy, der er komplet til Y, ogsd. Men det er i modstrid med
lemma 15.5 i rapporten, idet der ikke findes et punkt i pi, fi,..., fx,pj, der er komplet til Y.
Dermed er p; komplet til Y. Da H; kun indeholder to punkter, der er komplette til Y, og de to
punkter er naboer, ma ps veere det andet punkt. P4 samme méade er p,, komplet til Y.

Pastand 5: fi har ikke en nabo i {ps,...,pj—2}.

Antag, at f har en nabo i {ps,...,pj—2}. Der findes et punkt i {ps,...,pj—2}, som er komplet
til Y, for ellers er de eneste punkter i C', der er komplette til Y, punkterne p;, p2, p, 0og muligvis
pj—1 Disse punkter kan dog ikke veere de eneste punkter, der er komplette til Y, fordi der findes to
disjunkte kanter, der er komplette til Y, hvilket kanterne p,p; og p1p2 ikke er. Desuden findes et
lige antal kanter i C', der er komplette til Y. Det vil sige, at der findes en 2-vej R fra fi til et punkt
x, s& x er det eneste punkt i R, der er komplet til Y, og V(R — {fx}) C {ps,...,pj—2}. Her har
2-vejen pp,Pn—1,---,0;, fx, I, x ifolge korollar 2.3 i rapporten lige leengde, da dens endepunkter
er komplette til Y, intet indre punkt er komplet til Y, og p1, der er komplet til Y, har ingen nabo
i 2-vejens indre. Dermed har 2-vejen p1, f1,..., fx, R,z ulige leengde, idet leengden af f1, ..., fi og
leengden af pj,...,p, har modsat paritet. Desuden er dens endepunkter komplette til Y og intet
indre punkt er komplet til Y. Det vil ifglge lemma 9.1 sige, at 2-vejen har lzengde tre, og dermed
at k = 2. Desuden er ethvert punkt, der er komplet til Y, ifslge korollar 2.3 i rapporten nabo til
et af f1 eller fo. Dermed findes der ikke et punkt i C' — {p1}, der er komplet til Y, og som har
lige hjulparitet med p;, hvilket danner en modstrid. Dermed er antagelsen, om at f; har en nabo
i{ps,...,pj—2}, forkert, hvilket viser pastand 5.

Da fj, er nabo til p;, for i < j og j —i er lige, folger fra pastand 5, at i = 2. Ved at gentage beviset
for pastand 5, hvor der i stedet benyttes maengden {p4,...,pn-1}, faes, at fi ikke har naboer i
{pi+2,...,Pn-1}, 0g 7 = n. Dermed har f; ingen naboer i {ps,...,pj—2} U{pit2,...,Pn—1} =
{p3,...,Pn-1}, 0g derfor er ps og p, de eneste naboer til fj, hvilket er i modstrid med, at der
findes punkter i X, som ikke er naboer og har ulige hjulparitet. U
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Kapitel 11

Familien F7

Lemma 11.1

Lad G veere en graf, s G € F;. Lad F\Y C V(G) veere to disjunkte maengder, si F er sammen-
heengende, og Y er antisammenhsengende. Lad ag,bp € V(G) — (FUY) og a,b € F, sa a,ag, by, b
er en 2-vej af leengde tre i G. Antag, at

(I) ap og by begge er komplette til Y, og a samt b begge ikke er komplette til Y.
(II) a ogb er de eneste punkter fra F', som er naboer til ag og bg.

(III) F —a og F — b er begge sammenhangende.
Da vil et af folgende gaelde:

(i) Der findes et punkt 1Y, som ikke har en nabo i F.

(i) Der findes to ikke-nabopunkter y1,y2 € Y, sd a er y1’s eneste nabo i F', og b er ys’s eneste
nabo i F.

Bevis
Det antages, at ethvert punkt i Y har en nabo i F, for ellers er (i) opfyldt. Bemaerk, at kravet,
om at a, ag, bg, b er en 2-vej af leengde tre, medfgrer, at a ikke er nabo til b.

Pastand 1: Der findes to ikke-nabopunkter yi,y2 € Y, sd y1 er nabo til a, men ikke er nabo til b,
0g Yo er nabo til b, men ikke er nabo til a.

Lad y1,y2 € Y veere to ikke-nabopunkter, og lad P vaere en 2-vej mellem a og b i F, og dermed
har P leengde mindst tre, da C' : ag,a, P,b,bg er et hul i G, altsa C har leengde mindst seks. Hvis
der i P findes punkter, som er komplette til Y, vil de tilhgre det indre af P, idet a og b ikke
er komplette til Y. Ifglge korollar 2.4 i rapporten vil der findes et ulige antal kanter i P, som er
komplette til Y. Men si er {C,Y} et hjul af ulige leengde, da kanten agby er et udsnit af C, der
er komplet til Y og har ulige leengde, hvilket er i modstrid med, at G € F7. Det vil sige, at der
ikke findes et punkt i det indre af P, som er komplet til Y. Alts& er punkterne ag og by de eneste
punkter fra C, som er komplette til Y.

Ifslge lemma 2.6 i rapporten indeholder Y enten et afhop for C' eller en hat for C ved agby. Hvis
Y indeholder en hat for C, findes der et punkt y € Y, som kun er nabo til ag og by i C. Det vil
sige, at y ikke er nabo til punkter fra P. Da det er antaget at ethvert punkt i Y har en nabo i
F, vil punktet y have en nabo F. Dermed indeholder F' en nabo til bade ag, by og y, og F fanger
trekanten {ag, bo, y}. Hermed er antagelserne i lemma 16.5 i rapporten opfyldte. Da « ifplge (I1)
er ag’s eneste nabo fra F, og b ifglge (II) er by’s eneste nabo fra F', og y ikke er nabo til hverken
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a eller b, findes der ikke et punkt i F', som har mindst to naboer i {ag, by, y}. Da a ikke er nabo til
b, og grafen ikke mé indeholde en aflang prisme, kan F' ikke indeholde et spejlbillede af {ag, bo, y}.
Altsa er ingen af konklusionerne i lemma 16.5 i rapporten opfyldte, hvilket giver en modstrid.
Altsa kan Y ikke indeholde en hat for C. Derfor ma Y indeholde et afhop for C ved agbgy, og
pastand 1 er opfyldt, da det kun er kanterne yiaq, y1a, y1bo, y2a0, y2b og y2bg, der findes mellem
{yla yQ} 0og C.

Lad y; og ys veere som i pastand 1.

Pastand 2: Der findes ikke en 2-vej i F mellem a og b, sd y1 eller y» har en nabo i dens indre.

Lad P veere en 2-vej mellem a og b, hvis indre indeholder en nabo til enten y; eller y». Da er
C : ag,a, P’ b, by et hul af leengde mindst seks, og meengden {yi,y2} indeholder hverken et athop
for C eller en hat for C'. Dermed er konklusionerne i lemma 2.6 i rapporten ikke opfyldte, s&
der findes et punkt i P, som er komplet til {y1,y2}. Ifplge korollar 2.4 i rapporten indeholder
C' et lige antal kanter, som er komplette til {y1,y2}, og da a og b ikke er komplette til {y1,y2},
er {C,{y1,y2}} et hjul af ulige leengde. Dermed er en modstrid opnéet, da G € F7. Dette viser
pastand 2.

Hvis y; kun er nabo til a i F, og y2 kun er nabo til b1 F, er (i7) opfyldt, si det kan antages, at
mindst et af dem har yderligere en nabo i F'. Da bade F' —a og F — b er sammenhangende, findes
der en sammenhaengende delmaengde F’ af F' — {a,b}, s bade a og b har en nabo i F’, og mindst
et af y1 og y2 har en nabo i F’. Veelg F’ mindst mulig, s dette er opfyldt. Lad = € F’ veere det
punkt, som er nabo til y; eller ys.

Pastand 3: F/ — x er sammenh®ngende.

Antag, at F’ — x ikke er sammenhsengende. Da F’ er sammenhaengende, mi x veere et snitpunkt
for F’'. Lad N veere en komponent i F/ — z, og lad M = F/ —x — N. P& grund af minimaliteten af
F’, kan a og b ikke begge have naboer i N U {x} og ikke begge have naboer i M U {x}, s& derfor
kan det antages, at a’s naboer i F’ er indeholdt i NU{x}, og b’s naboer er indeholdt i M U{z}. Da
findes der i F' en 2-vej mellem a og b, hvis indre indeholder x, hvilket er i modstrid med pastand
2. Dette viser pastand 3.

P4 grund af pastand 2 og idet F’ er sammenhsengende, mé der findes en 2-vej L mellem a og b i
F, hvis indre tilhgrer F’, og hvor 2 ¢ V(L). Her m& L have lengde mindst to, da a og b ikke er
naboer. Altsd har badde a og b en nabo i F/ — x. P& grund af minimaliteten af F’ ma det gelde,
at bade y1 og yo ikke har naboer i F/ — z. Altsd er x det eneste punkt fra F’, som er nabo til y;
eller yo. Hvis x kun er nabo til g1, s& lad @ veere 2-vejen mellem z og b, hvis indre tilhgrer F’. Da
er y1,x,Q,b en 2-vej, idet y; ikke har naboer i F' — x, og y; ikke er nabo til b. Da by, y1, 7, @,b er
et hul i G, m& @Q have ulige leengde. Men sa er ag,y1,,Q, b, y2 et hul af ulige leengde, og derfor
ma x veere nabo til bade y; og ya.

Da @ har ulige leengde, méa ys, x, @, b ikke vaere et hul, s Q mé have leengde en, hvilket vil sige,
at = er nabo til b.

Lad @’ veere 2-vejen mellem x og a, hvis indre tilhgrer F’. Da er y2, 2, Q’, a en 2-vej, idet yo ikke
har naboer i F' — x, og y» ikke er nabo til ag. Da ag,y2,%,Q’,a er et hul i G, m& Q' have ulige
lzengde. Da y1, z, Q’, a ikke ma veere et hul af ulige leengde, ma @' have leengde en, s x er nabo til
a. Men da er x, a, ag, bg, b et hul af ulige leengde, hvilket giver en modstrid. Det vil sige, at nar der
laves antagelser for at undgé, at en af lemmaets to konklusioner er opfyldt, s opnaes en modstrid.
O

Folgende svarer til lemma 16.6 i rapporten.

Lemma 11.2

Lad G € F7. Lad F,Y C V(G) veere to disjunkte meengder, sé F er sammenhaengende, og Y er
antisammenheengende. Lad ag,by € V(G) — (FUY), og lad a,b € F, sa a,aq, by, b er en 2-vej af
laengde tre i G. Antag, at

(I) ao og by begge er komplette til Y, og a samt b begge ikke er komplette til Y.
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(II) a ogb er de eneste punkter fra F', som er naboer til ag og bg.

(III) F — a er sammenhangende.
Da vil der findes et punkt y € Y, som ikke har naboer i F — a. o

Bevis

Hvis F' — b er sammenhengende, fplger det af lemma 11.1(z), at der findes et y € Y, som ikke
har naboer i F' og dermed ikke har naboer i F' — a. Derfor kan det antages, at F' — b ikke er
sammenheengende. Lad FY| veere den komponent i F' — b, der indeholder a, og lad Fj = F —b— F}.
Lad F; = F/U{b} for i = 1, 2. Dermed er F; —b sammenhaengende, og F; —a er sammenhaengende,
da F' — a er sammenhangende. Ifglge lemma 11.1 findes der enten et y € Y, som ikke har naboer
i Iy, eller to ikke-nabopunkter 41,42 € Y, s a er y;’s eneste nabo i Fi, og b er y»’s eneste nabo i
Fy.

Antag fgrst, at der findes et y € Y, som ikke har naboer i F;. Hvis y har en nabo fs i F5, s kan b
forbindes til trekanten {ag, bo,y} via 2-vejen b, ..., a,aq, 2-vejen b, ..., fa,y og kanten bby. Dette
er i modstrid med lemma 2.9 i rapporten, idet b kun har én nabo i trekanten {ag, by, y}. Derfor
har y ikke en nabo i F5. Idet F} U F5, = F, er lemmaet hermed opfyldt.

Antag derfor, at der findes to ikke-nabopunkter y1,y2 € Y, s a er y;1’s eneste nabo i Fy, og b er
y2’s eneste nabo i Fy. Hvis g1 ikke har en nabo i Fb, vil a veere y;’s eneste nabo i F', og lemmaet
er opfyldt. Antag, at y; har en nabo i F». Da vil (F —a) U {y2} fange trekanten {a, ap,y1}, da 41
har en nabo i Fb, a har en nabo i F' — a, og ag er nabo til yo. Ifglge lemma 16.5 i rapporten vil
(F —a)U{y2} enten indeholde et spejlbillede af {a, ag, y1}, eller et punkt i (F' —a) U {ya2} er nabo
til mindst to punkter i trekanten {a, ag,y1 }. Her indeholder (F' — a) U {y2} ikke et spejlbillede af
{a, ap,y1}, da der ikke findes kanter mellem y; og F; — a. Desuden tilhgrer naboerne til {a, ag, y1}
i (F —a)U{ys2} tre disjunkte meengder, nemlig Fy, {y2} og Fy. Det vil sige, at intet punkt fra
(F —a) U{yz} er nabo til mindst to punkter fra trekanten, hvilket er i modstrid med lemma 16.5
i rapporten. Det vil sige, at y; ikke har en nabo i F5, og dermed har y; ingen naboer i F' —a. [

Fglgende svarer til lemma 16.7 i rapporten.

Lemma 11.3

Lad G veere en graf, sa G € F7, oglad P : p1,...,p, veere en 2-vej i G af leengde mindst to. Lad
X, Y CV(G)—V(P) vare to antisammenhaengende maengder, sa X UY er antisammenhaengende,
p1 er komplet til X, og p,, er det eneste punkt fra P, som er komplet til Y. Lad z € V(G) — (X U
Y UV/(P)) vare et punkt, der er komplet til X UY, og som ikke har naboer i P. Antag, at p,, ikke
er komplet til X, og lad y € Y, s p,,x1,...,Zk,y er en anti 2-vej, hvis indre tilhgrer X. Da er
Pn_1 ikke-nabo til x. o

Bevis

Lad F = {pn—1,21,...,25+ UY. Da p,, er det eneste punkt fra P, som er komplet til Y, er p,_1
ikke komplet til Y. Dermed er F' antisammenhaengende, idet X U Y er antisammenhaengende.
Ligeledes er F' — x1 og F' — p,_1 antisammenhangende. Blandt punkterne i F' er det kun punktet
Pn—1, som ikke er nabo til z, idet z er komplet til X UY, og det er kun punktet z; i F, der ikke
er nabo til p,, idet p,,x1,..., Tk, y er en anti 2-vej, og p, er komplet til Y.

Antag, at p,_1 er nabo til x;. Betragt anti 2-vejen pn_1, 2, pn,x1. Dette er i G en 2-vej, hvor
desuden F er en sammenhangende meengde, og {p1,...,pn_2} er antisammenhaengende. Desuden
er z og p, i G komplette til {p1,...,p,_2}, men p,_; samt x; er ikke komplette til {p1,...,pn_2},
idet p,_1 er ikke-nabo til p,_o, og 1 er ikke-nabo til p; i G. Lemma 11.1 kan nu anvendes i G,
og der findes derfor et punkt p; i {p1,...,pn—2}, som ikke har naboer i F' — p,,_1. Det vil sige, at
i G er p; komplet til F' — p,_1. Dermed er p; komplet til Y, hvilket er i modstrid med, at p,, er
det eneste punkt fra P, som er komplet til Y. Derfor kan p,,_1 ikke veere nabo til x;. ]
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Lemma 11.4

Lad G vere en graf, sa G € F7, og lad P : py,...,p, veere en 2-vej i G af ulige leengde mindst
tre. Lad X, Y C V(G) — V(P) veere to antisammenhaengende maengder, s§ X UY er antisam-
menhaengende, py er komplet til X, og p, er det eneste punkt fra P, som er komplet til Y. Lad
z € V(G) — (X UY UV (P)) veere et punkt, der er komplet til X UY', og som ikke har naboer i P.
Da vil et ulige antal af kanter i P vaere komplette til X. o

Bevis

Bemerk, at hvis der ikke findes et modeksempel, da er lemmaet vist, sa veelg et minimalt mod-
eksempel ved forst at betragte alle mulige modeksempler, og veelg dem, hvor P er mindst mulig.
Veelg derefter de modeksempler, hvor maengderne X og Y er mindst mulige. Veaelg et modeksempel,
hvor der yderligere geelder, at | X| 4 |Y| er mindst mulig.

Pastand 1: Intet punkt i V(P) — p1 er komplet til X.

Antag, at der findes et punkt i V(P), der er komplet til X. Hvis punktet p, er komplet til X,
fglger det af korollar 2.3 i rapporten, at der findes en kant i P, som er komplet til X, idet punktet
z er komplet til X, men ikke har en nabo i det indre af P. Dermed findes der mindst tre punkter i
P, som er komplette til X. Da P har ulige leengde mindst tre, fglger det af korollar 2.4 i rapporten,
at der findes et ulige antal kanter i P, som er komplette til X, og lemmaet er vist. Derfor kan det
antages, at p, ikke er komplet til X.

Ifslge lemma 11.3 er punktet p, 1 ikke-nabo til z;, og dermed ikke komplet til X. Da p; er komplet
til X, indeholder P punkter, som er komplette til X . Veelg et punkt p; € V(P), hvor 1 <i <n—2
er stgrst muligt, sa p; er komplet til X. Hvis 7 er lige, er p1,...,p; en 2-vej af ulige leengde, hvis
endepunkter er komplette til X, og da faes som fgr fra korollar 2.3 i rapporten og korollar 2.4
i rapporten, at pi,...,p; og dermed P indeholder et ulige antal kanter, som er komplette til X.
Derfor mé 4 veere ulige. Hvis @ > 1, er p;,...,p, en 2-vej med de samme egenskaber i forhold til
X og Y som P, men hvor |[{p;,...,pn}| <|V(P)|. Dette er i modstrid med, at P er valgt mindst
mulig. Derfor ma i = 1, og dette viser pastand 1.

Pastand 2: Hvis der findes to forskellige punkter x1,x2 € X, s X — x; er antisammenhengende
fori=1,2, davii XNY =0, og et af punkterne x1 eller xo er det eneste punkt fra X, der ikke
er komplet til'Y .

Antag, at (X — ;) UY ikke er antisammenhangende, og idet X og Y begge er antisammenhsaen-
gende, er Y disjunkt fra X — ;. Desuden er Y komplet til X — x;, for hvis der findes et y € Y, som
har en ikke-nabo i X — z;, bliver Y i G netop forbundet til X — z; via y. Da z; har en ikke-nabo
i X, mda; €Y, og dermed er X NY = 0, og x; er det eneste punkt fra X, der ikke er komplet
til Y, og pastand 2 er opfyldt. Det kan derfor antages, at (X — z;) UY er antisammenhaengende.
Da X og Y er valgt minimale, sa lemmaets konklusion ikke er opfyldt, ma der for P, X — x; og
Y gelde, at der findes et ulige antal kanter i P, der er komplette til X — x;, for ¢ = 1,2. Lad W;
veere maengden af punkter i P, der er komplette til X — z;, for i = 1,2. Da p; ifslge pastand 1
er det eneste punkt fra P, som er komplet til X, vil W7 N Wy = {p1}. Lad @ veere en anti 2-vej
i X mellem 2, og x2. Da Wi N Wy = {p1} findes der to ikke-nabopunkter p; og p; i P, hvor
p; € Wi — Wha, og p; € Wy — Wi. Dermed er p;, 1, Q, x2,p; et antihul, og derfor mé& @ have ulige
leengde.

Lad L veere en minimal delgraf af 2-vejen P — {p;}, s& L indeholder punkter fra bade Wy og Wa.
I det folgende kaldes en sddan delgraf for en linie i P. Da W7 N Wa = {p1}, har enhver linie i P
leengde mindst to, det ene endepunkt tilhgrer Wi, og det andet tilhgrer W5. Desuden vil det om
enhver linie geelde, at ingen indre punkter tilhgrer hverken W eller W, for ellers kan linien veelges
mindre.

Antag, at der findes en linie L : p;,...,p; i P af ulige leengde mindst tre. Da L ikke har kanter,
der er komplette til X — x1, og idet p; er komplet til X — 21 samt p; er det eneste punkt fra L,
som er komplet til X — x5, udgegr L, X — z1 og X — 22 et modeksempel til lemmaet. Dette er i
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modstrid med valget af P, X og Y. Derfor kan en linie ikke have ulige leengde mindst tre. Hvis en
linie i P har leengde en, lad det veere p;p;+1, s& p; er komplet til Wi, og p;y1 er komplet til Wy,
da er z,p;,x1,Q, x2, pi+1 et antihul af ulige leengde. Derfor ma enhver linie i P have lige laengde
mindst to.

Da P — {p1} indeholder punkter fra bade W; og Wa, kan der veelges et k, hvor 1 < k < n, si
{p2,...,pr} indeholder en linie, og hvor k er valgt mindst muligt. Da enhver linie har leengde
mindst to, ma k > 4. Da linien er valgt mindst mulig, vil {ps,...,pr—1} ikke indeholde en linie,
s& {pa,...,pr} er en 2-vej, hvis endepunkter er komplette til X — (1 Uxz). Punktet z er komplet
til X og dermed ogsé til X — (z1 Uxs), men z har ingen naboer i det indre af po, ..., px, s ifolge
korollar 2.3 i rapporten ma 2-vejen ps, ..., pr have lige leengde, hvilket vil sige, at k er lige. Veelg
I, hvor [ > 2, stgrst muligt, s& {p;,...,pn} indeholder en linie. Da enhver linie har lige leengde
mindst to, ma 2 <[ <n—2. Dal er valgt stgrst muligt, vil p; veere det eneste punkt fra p; ..., pn,
der er komplet til enten X — x1 eller X — x5 lad det veere X — 4.

Hvis py, ..., pp har ulige leengde, dannes en modstrid med valget af P, X og Y, idet p; er komplet
til X — 1, p, er komplet til Y, og (X — z1) UY er antisammenhaengende. Derfor mé py, ..., p,
have lige leengde. Da n er lige, méa [ derfor ligeledes veere lige.

Hermed haves, at k er ulige, og [ er lige, og hvis k > [, sa er p;,...,px en linie af ulige leengde,
hvilket er vist ikke findes i P, s k < [, og I — k er ulige. Det vil sige, at kanterne pippr—1 0g Pipi+1
begge tilhgrer linier i P. Altsa kan der veelges et r og et s, hvor k <r < s <1, sd p,,ps € W1 UW5,
og kanterne p,_1p, 0og psps+1 tilhgrer linier i P. Tilsvarende som for k og [, m& s — r veere ulige,
og derfor kan de veelges, sd s — r er mindst muligt. Hvis p,., ..., ps indeholder en linie, for eksempel
Pty Pu, Vil u — t veere ulige, og dette giver en modstrid med, at s — r er valgt mindst muligt.
Derfor indeholder p;., ..., ps ikke en linie. Det méa derfor gezelde, at punkterne p,., ..., ps alle tilhgrer
Wi, eller alle tilhgrer W5, lad det veere W;. Da kanterne p,_1p, og psps+1 begge tilhgrer linier,
findes der et ¢ og et w, hvor 2 < g <r < s < w < n, s& pg,...,Dr OZ Ds, ..., Dy er linier. Da
alle linier har lige leengde, er r — ¢ og w — s lige tal, og derfor ma w — ¢ veere ulige. Desuden
vil pg, pw € Wa, da det er antaget, at p,,...,ps € Wi. Da pg,...,pr 0g ps,...,pw er linier, og
Dry ..., Ds € W1, vil ingen af punkterne pg41, ..., py—1 tilhgre Ws. Desuden er pq, . . ., p,y en 2-vej af
ulige leengde, hvis endepunkter tilhgrer W, det vil sige, at endepunkterne er komplette til X — xo,
og ingen af de indre punkter er komplette til X — x5. Da punktet z ikke er nabo til punkter i det
indre af pg, ..., pw, haves en modstrid med korollar 2.4 i rapporten, hvilket viser pastand 2.

Pastand 3: Der findes en anti 2-vej x1,...,%s,y1,...,9: @ G, s¢ X = {x1,...,25} og Y =
{y1,.-.,yt}, hvor s > 1 ogt > 1.

Antag, at |X| = 1, hvor X = {z}. Da vil z,2,p1,...,p, veere en 2-vej af ulige leengde mindst
fem, hvis endepunkter er komplette til Y, og hvis indre punkter ikke er komplette til Y, hvilket
er i modstrid med lemma 9.1. S& derfor er | X| > 2, og tilsvarende er Y| > 2. Det vil sige, at X
indeholder mindst to punkter z;, for ¢ = 1,2, s& X — x; er antisammenhangende, og da felger
det af pastand 2, at X N'Y = 0, og der findes et punkt z € X, som er det eneste punkt fra X,
der ikke er komplet til Y. Ifplge pastand 2 findes der ikke to punkter z; € X — x;, s& X — z; er
antisammenheengende, og derfor er X en anti 2-vej, hvis ene endepunkt er lig ;. Tilsvarende for
Y. Dette viser pastand 3.

Veelg t/, hvor 1 < t' < ¢, mindst muligt, sd p; ikke er nabo til ¥y, og idet p; ikke er komplet
til Y, findes et sddant punkt. Dermed er x1,...,%s,¥1,---,Yyr,p1 €n anti 2-vej i G. Lad W =
(X —z)U{y1,..,yr—1}-

Pastand 4: I enhver delgraf P’ af P, hvis endepunkter er naboer til x1, vil der findes et lige antal
kanter, som er komplette til W.

Antag, at der findes en delgraf P’ af P, hvis endepunkter er naboer til x1, men som indeholder et
ulige antal kanter, der er komplette til W. Veelg P’, s& ingen indre punkter i P’ er nabo til z1, og
lad P : pp,...,pk, hvor 1 < h <k <n. Velg i og j, hvor h <i < j <k, s& p; og p; er komplette
til W, hvor i er valgt mindst muligt, og j er valgt storst muligt. Sddanne to punkter findes, da P’
indeholder et ulige antal kanter, og py ikke er komplet til W, idet k£ > 1, py, ikke er komplet til X,
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og px. er nabo til z1. Da P’ indeholder et ulige antal kanter, der er komplette til W, m& k > h+ 2,
og idet C': x1,pp,...,pk er et hul i G, ma k — h veere lige. Desuden ma C' indeholde et ulige antal
kanter, der er komplette til W, idet C' indeholder P’, og z; ikke er komplet til X — z1, idet X er
antisammenhaengende. Ifglge korollar 2.4 i rapporten kan C' kun indeholde en enkelt kant, der er
komplet til W, og disse to punkter er de eneste punkter fra C', der er komplette til W. Da p; og p;
er to punkter fra C, som er komplette til W, mé det geelde, at ¢+ = j — 1. Hermed er z, x1, pn, ..., D;
en 2-vej, hvis endepunkter er komplette til W, og hvis indre punkter ikke er komplette til W.
Punktet p; er komplet til W, men har ingen naboer i det indre af z,z1,pp, ..., p;, idet j < k, og
p; dermed ikke er nabo til z;. Ifglge korollar 2.3 i rapporten ma z,x1,pp,...,p; derfor have lige
leengde, hvilket vil sige, at i — h er lige. Da k — h er lige, og j = i + 1, fglger det, at p;,...,pk, 71,2
er en 2-vej af ulige leengde, hvis endepunkter er komplette til W, og hvis indre punkter ikke er
komplette til W. Ifglge lemma 9.1 ma pj, ..., pg, x1, 2 have leengde tre, sa k = j+ 1. Ifglge korollar
2.3 i rapporten mé ethvert punkt, der er komplet til W, vaere nabo til py, eller til z1, da disse udggr
de indre punkter i p;, px, 1, 2. Da det eneste punkt i P, der er komplet til W, og som samtidig er
nabo til z1, er punktet p;, mé ethvert punkt fra P — {p;}, der er komplet til W, veere nabo til p.
Da P er en 2-vej, kan det derfor kun veere punkterne pi_1 og pi+1, der udover p; er komplette til
W. Da p; er komplet til W, ogi < k—1, mé i =1, og dermed er p; = p;. Da j = i+1, ma p; = p»,
ogda k =7+ 1, ma p;y = p3. Dermed er punkterne p1, p2 og muligvis ps de eneste punkter fra P,
der er komplette til .

Hvis der i lemma 11.3 benyttes anti 2-vejen p1,yy, ..., Y1, Ts, 2-vejen py, ..., p; og maengderne Y
og X, faes, at py er ikke-nabo til yy. Veelg d, for 1 < d < n, mindst muligt, sa pg er nabo til
yyr. Dermed er p1,...,pd, yp, 2 en 2-vej af leengde mindst fire, hvis endepunkter er komplette til
W U{x1}, og hvis indre punkter ikke er komplette til W U{x}. Dette skyldes, at punkterne ps og
muligvis p4 er komplette til W, men ingen af dem er nabo til x1, og punktet p3 er ikke komplet til
W. Ifglge lemma 9.1 ma p1,...,pq, ys, 2z have lige leengde, hvilket vil sige, at d er ulige. Betragt
nu 2-vejen pi,...,pd, Y. Den har ulige leengde, ingen af dens indre punkter er komplette til X,
endepunktet p; er komplet til X, og punktet z er komplet til X, men har ingen naboer i det indre
af denne 2-vej. Derfor kan punktet y; ifglge korollar 2.3 i rapporten ikke veere komplet til X. Da
alle punkterne i Y — y; ifplge pastand 3 er komplette til X, ma yy = y1. Dermed er W = X — 4.

Lad V = X — zs. Da er p1,...,p4,y1 en 2-vej, hvis endepunkter er komplette til V', og som har
ulige leengde, da d er ulige. Da punktet z ikke har en nabo i det indre af denne 2-vej, folger det
af korollar 2.3 i rapporten, at der mé vaere et punkt i po,...,pq, der er komplet til V. Veelg c,
hvor 2 < ¢ < d, mindst muligt, s p. er komplet til V. Da x1 € V, og p» ikke er nabo til 21, ma
c > 3. Da pi1,...,p. er en 2-vej, hvis endepunkter er komplette til V', hvis indre punkter ikke er
komplette til V', og hvor z ikke har en nabo i det indre, fglger det af korollar 2.3 i rapporten, at
Pp1,...,Pe har lige leengde, hvilket vil sige, at ¢ er ulige. Da p1, p2 og muligvis ps er komplette til
W, og ¢ > 3, kan der veelges et b, hvor 2 < b < ¢, stgrst muligt, sa p, er komplet til W. Det vil
sige, at b = 2 eller b = 4. Dermed er py, ..., pc en 2-vej af ulige leengde, hvor p;, er komplet til W,
og p. er komplet til V', og ingen indre punkter er komplette til hverken W eller V. Hvis ¢ —b > 1,

haves et modeksempel med py,...,p. som 2-vej og W samt V som de to antisammenhaengende
maengder. Dette er i modstrid med valget af P, X og Y, sd ¢ = b+ 1. Dermed er z,pp, 1 ..., Zs, Pe
et antihul i G, og derfor ma s veere ulige. Men sa er ps,x1,...,%s,y; et antihul af ulige leengde i

G, hvilket giver en modstrid, og viser pastand 4.

Veelg h, hvor 1 < h < n, stgrst muligt, s& pp er nabo til ;. Da s > 1, er z; komplet til Y,
og T1,Ph,--.,Pn er en 2-vej, hvis endepunkter er komplette til Y, og hvis indre punkter ikke er
komplette til Y. Idet punktet z ikke har naboer i det indre af denne 2-vej, folger det af korollar
2.3 i rapporten0, at x1,ppn,...,p, enten har leengde en eller lige leengde. Det vil sige, at enten er
h = n, eller sa er h ulige. Pa grund af valget af P, X og Y er P, W og Y ikke et modeksempel,
idet |W| < |X|. Derfor findes der et ulige antal kanter i P, der er komplette til W. Da bade p1
og pn er naboer til x1, findes der ifglge pastand 4 et lige antal kanter i 2-vejen pq,...,pp, der
er komplette til W. For at P kan indeholde et ulige antal kanter, der er komplette til W, mé
Dh, - - -, Pn, indeholde et ulige antal kanter, der er komplette til W. Det vil sige, at h < n. Veelg ¢
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og j, hvor h < i < j < n, sd p; og p; er komplette til W, og i er valgt mindst muligt, og hvor j
er valgt stgrst muligt. Da pp, ..., p, indeholder mindst en kant, der er komplet til W, ma i < j.
Her er z,x1,pp, ..., p; en 2-vej af leengde mindst to, hvis endepunkter er komplette til W, og hvis
indre punkter ikke er komplette til W. Punktet p; er komplet til W, men har ikke en nabo i det
indre af z,1,pn,...,p;. Bemaerk, at p; ikke er nabo til x;, da h er valgt stgrst muligt, sa pj er
nabo til z;. Dermed fglger det af korollar 2.3 i rapporten, at z, 1, py, . . ., p; ma have lige leengde,
hvilket vil sige, at h — 7 er lige.

Pastand 5: h > 1.

Antag, at h = 1, det vil sige, at p; er det eneste punkt fra P, der er nabo til z;.

Lad Q : z1,...,2s,y1,..., Yy, p1 veere en anti 2-vej. Dermed er x1, @), p1, z en anti 2-vej af leengde
mindst fire, hvis indre punkter alle har en nabo i P — {p; }, og hvis endepunkter ikke har en nabo i
P—{pi1}.1G er z1,Q,p1, z dermed en 2-vej af leengde mindst fire, hvis endepunkter er komplette
til P — {p1}, og hvis indre punkter ikke er komplette til P — {p;}. Ifplge lemma 9.1 har 1, Q, p1, 2
lige leengde, da ingen af konklusionerne er opfyldte. Det vil sige, at () har ulige leengde. Da @) er en
anti 2-vej af ulige leengde, hvis endepunkter ikke har en nabo i P — {p1, p2}, og hvis indre punkter
alle har en nabo i P— {py,p2}, folger det, at i G er Q en 2-vej af ulige laengde, hvis endepunkter er
komplette til P — {p1,p2}, og hvis indre punkter ikke er komplette til P — {p1,p2}. Punktet z er i
G komplet til P, men har ingen naboer i det indre af Q. Ifglge korollar 2.3 i rapporten ma et indre
punkt i @ veere komplet til P — {p1,p2}. Det betyder, at i G findes der et punkt i det indre af @,
som ikke har en nabo i P — {p1,p2}. Da punktet p; er komplet til W, betyder det, at punkterne
Z1,...,%s alle er naboer til p;. Ligeledes, da p, er komplet til Y, er punkterne yq,...,yy alle
naboer til p,. Da z1,...,2s,y1...,yr er de indre punkter i (), ma p; = po, for ellers kan det indre
af @ ikke indeholde et punkt, som ikke har en nabo i P — {p1,p2}. Ved at anvende lemma 11.3
pa @ og 2-vejen py, ..., p1 faes, at py ikke er nabo til 3. Da p; er det eneste punkt fra P, som er
nabo til x1, er ps ikke-nabo til 1, og dermed er D : py,x1,...,2s,Y1,-..,yr et antihul i G. Veelg
d, hvor 1 < d < n, mindst muligt, s& pg er nabo til y. Da p; og ps ikke er naboer til 3/, ma
d > 3. Dermed er C : x1,p1,...,pd, yr et hul af leengde mindst seks, hvor |V(C) NV (D)| = 3, sa
ifglge lemma 16.9 i rapporten har D laengde fire. Dermed ma yy = y1 og x5 = x2, da s > 1.

Mellem P og X = {z} findes der nu kun kanterne x1p1, xop1 og xaps. Dette skyldes, at p; er det
eneste punkt fra P, som er nabo til z1, og p; = p» er det eneste punkt fra P, der er komplet til
W = {z2}. Hermed udggr {p1,p2,z2} en trekant, og ligeledes udger {x1,y1, 2} en trekant. Disse
to trekanter er forbundet via kanterne pix1, 2z og 2-vejen po,...,p4,y1. Det vil sige, at der i G
findes en aflang prisme, hvilket er i modstrid med, at G € F7, hvormed pastand 5 er vist.

Da pp, er nabo til z1, fglger det fra pastand 5, at pj ikke er komplet til X — x1, og derfor ma det
geelde, at h <1 < j.

Veelg ', hvor 1 < s’ < s, mindst muligt, sa pj, er nabo til zy. Dermed er p;,1,...,2s,ps €t
antihul, hvormed s’ er lige. Heraf fglger, at z1,..., x4, pn, 2z er en anti 2-vej af ulige laengde, hvis
indre punkter har naboer i {pp41,...,pn}, 0og hvis endepunkter ikke har naboer i {pp41,...,0n}-
Da fplger af lemma 9.1, at x1,...,zs,pp, 2z har leengde tre, hvormed s’ = 2. Meengden F =
{z2,pn,...,pn} er sammenhaengende, og den eneste nabo til z1 i F' er py, samt den eneste nabo
til 21 F er zo. Idet 21 og z er komplette til (X — {z1,22}) UY, og pj, samt xo ikke er komplette
til (X — {z1,22}) UY, da p, ikke er komplet til YV, folger det af lemma 11.1, at der findes et
punkt i (X — {z1,22})UY, der ikke har en nabo i F undtaget muligvis 2. Men da ethvert punkt
i (X —{z1,22})UY er nabo til enten p; eller p,, haves en modstrid. Dermed méa antagelsen, om
at P, X og Y udger et modeksempel, veere forkert. O

Lemma 11.5

Lad G veere en graf, s& G € Fr, og lad X, Y C V(G) veere disjunkte og antisammenhangende
meengder, der udger et komplet par. Lad P : p1,pa, ps,pa, ps veere en vej i G — (X UY), hvor paps
er eneste mulige kant mellem punkterne i P udover kanterne i P. Lad p; og ps vaere de eneste
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punkter fra P, som er komplette til X. Hvis p1, ps og ps er komplette til Y, sa er et af punkterne
pa eller ps ligeledes komplet til Y. o

Bevis

Antag, at p1,ps og ps er komplette til Y, men at hverken ps eller ps er komplet til Y. I G udggr
{p1,p3,p5} en trekant, og F = X UY U {ps,ps} er en sammenhaengende meengde. I G vil F fange
trekanten {p1,ps,ps}, da p1 er nabo til ps, ps har naboer i X, og ps har naboer i Y. Punktet ps
har i G alle sine naboer fra F'i Y U {p2}, punktet ps har alle sine naboer fra F'i X, og p; er i F'
kun nabo til ps. Her er Y U {p2}, X og {ps} disjunkte delmeengder, s& intet punkt fra F har mere
end en nabo i {p1,ps3,ps}. Ifolge lemma 16.5 i rapporten ma F derfor indeholde et spejlbillede af
{p1,p3,p5}. Lad det veere {b1,ba,ps}, hvor by € X, by € Y U {ps}. Det vil sige, at i G er by nabo
til p1, ps og muligvis ps, men er ikke-nabo til ps og ps. Ligeledes er by nabo til py, ps og muligvis
p2, men er ikke-nabo til py og ps. Da py er komplet til Y, vil by ¢ Y, da by ikke er nabo til py.
Derfor mé bs = po. Hvis ps er nabo til ps, kan lemma 15.5 i rapporten anvendes, hvor C' svarer
til kredsen p1, ..., p4, b1. Da hverken ps eller ps per antagelse er komplette til Y, faes en modstrid
med lemma 15.5 i rapporten. Derfor kan ps ikke veere nabo til ps. Da er py,...,ps,b; et hul af
lengde seks, og kanten pspy er komplet til Y, mens punkterne ps og ps ikke er komplette til Y.
Dermed haves et hjul af ulige leengde, hvilket er i modstrid med, at G € F7, s& ps eller ps mé veere
komplette til Y, nar p;, ps og ps er komplette til Y. U

Fglgende svarer til lemma 16.8 i rapporten.

Lemma 11.6

Lad G veere en graf, s G € Fr, og lad X, Y C V(G) veere to disjunkte og antisammenhangende
delmaengder, der udgger et komplet par. Lad P : p1,...,p, veere en 2-vej i G af lige leengde mindst
to, hvor p; er komplet til X, p, ikke er komplet til X, og p, er det eneste punkt fra P, som er
komplet til Y. Antag, at der i G findes et punkt u, der er komplet til Y, og som ikke er nabo til
hverken p,,_1 eller p,_s. Da vil et af folgende geelde:

(i) Der findes et ulige antal kanter i P, som er komplette til X.

(i) m = 3, og der findes en anti 2-vej af ulige leengde mellem p,,_1 0g py, hvis indre tilhgrer X.

<

Bevis

Da p; er komplet til X, indeholder P punkter, som er komplette til X. Veelg et punkt p; € V(P),
hvor 1 < i < n — 1 er storst muligt, s& p; er komplet til X. Antag, at i er lige, da har 2-
vejen pi,...,p; ulige leengde. Det kan antages, at pq,...,p; indeholder et lige antal kanter, der
er komplette til X, for ellers er (i) opfyldt. Da bade p1 og p; er komplette til X, ma p1,...,p;
have ulige leengde mindst tre, idet 4 er lige. Ifglge korollar 2.4 i rapporten skal antallet af kanter
ipi,...,pi, som er komplette til X, have samme paritet som leengden af p1,...,p;, eller sa er py
og p; de eneste punkter, der er komplette til X. Da pq,...,p; har ulige leengde, men indeholder
et lige antal kanter, der er komplette til X, ma p; og p; veere de eneste punkter, der er komplette
til X. Altsa er intet punkt i det indre af pq,...,p; komplet til X. Ifglge lemma 9.1 vil py,...,p;
dermed have lezengde tre, og der findes en anti 2-vej Q) x mellem ps og ps af ulige leengde, hvis indre
tilhgrer X. Der findes en anti 2-vej Qy mellem py og ps med indre tilhgrende Y, da hverken po
eller p3 er komplet til Y, og denne har ulige leengde, da Qx og Qy ellers danner et hul af ulige
leengde. Da po, Qy, p3, pn ikke ma veere et antihul af ulige leengde, ma n < 4. Da n er ulige, og
P1,-...,p; har ulige leengde mindst tre, ma n = 3 og ¢ = 2. Det er antaget, at der findes et punkt
u, der er komplet til Y og ikke-nabo til bade p,_1 = p2 0og pn_2 = p1, men da er v, p1, ps3, Qy, P2
et antihul af ulige leengde i G, og en modstrid er opnéet. Hvis ¢ er lige, vil (i) dermed altid veere
opfyldt.

Hvis ¢ er ulige, er p;,...,p, en 2-vej af lige leengde. Ifplge lemma 9.2 ma den have leengde to, da
1 er valgt stgrst muligt, sd p; er komplet til X. Desuden vil der findes en anti 2-vej (Qx mellem
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Prn_1 OL Pn, hvis indre tilhgrer X og en anti 2-vej Qy mellem p,,_5 og p,_1, hvis indre tilhgrer Y.
Ydermere vil preecis én af Q) x og @y have ulige leengde. Per antagelse findes der et punkt u, som
er komplet til Y, og ikke-nabo til bade p,_1 og p,_2, sa derfor mé Qy have lige leengde, hvormed
Qx har ulige leengde. Da p,,—1,Qx, pn, p1 ikke mé veere et antihul af ulige leengde, ma n = 3, og
dermed er (i7) opfyldt. O

Folgende svarer til lemma 16.16 i rapporten.

Lemma 11.7

Lad G veere en graf, s& G € Fz, og lad {X;Y; P} veere et optimalt pseudohjul i G. Lad v €
V(G)— (X UY UV(P)) veere et punkt, som ikke er komplet til Y. Da findes en sammenhangende
delgraf P" af P : py,...,pn, sa folgende er opfyldt:

(1) V(P') indeholder alle v’s naboer I P.
(¢4) Intet indre punkt i P' er komplet til Y.

(#41) Hvis v er komplet til X, da vil enten P' = {p,} eller p, € V(P’).

Bevis

Valg h mindst muligt, og k stgrst muligt, hvor 1 < h < k < n, sa p; samt pg er naboer til v,
bemeerk, at pp = px er en mulighed. Hvis sddanne punkter ikke findes, betyder det, at v ikke har
naboer i P, og (i) er opfyldt for enhver delgraf P’ af P. Desuden kan P’ altid veelges, si (i%) er
opfyldt, hvis v ikke har naboer i P. Hvis v ikke har naboer i P og samtidig er komplet til X, s&
vil enten P’ = {p1} opfylde (i)-(iii), eller P’ med p, € V(P’) opfylder (:)-(ii3).

Veelg ¢ mindst muligt og j sterst muligt, hvor 2 < ¢ < j < n, s& p; samt p; er komplet til Y.
Sadanne punkter findes, idet P tilhgrer et pseudohjul og dermed indeholder mindst to punkter,
som er komplette til Y. Ifglge lemma 16.9 i rapporten er ¢ ulige, og j er lige. Da p;, . .., p; indeholder
samtlige kanter fra P, som er komplette til Y, fglger det af lemma 16.13 i rapporten, at j —i > 3.

Pastand 1: Hvis v bdade er nabo til p1 og komplet til X, da er lemmaet opfyldt.

Da {X;Y; P} er et optimalt pseudohjul, vil {X;Y U{v}; P} ikke veere et pseudohjul. Altsd ma en
af antagelserne i definition 16.12 i rapporten ikke vzere opfyldt. Da X og P ikke @endres, og p; er
komplet til Y U {v}, ma det geelde, at der ikke findes et punkt i {ps,...,pn—1}, som er komplet
til Y U {v}.

Da v er komplet til X, udger {X, YU{v}} et komplet par. Ved at anvende lemma 1.4 p&4 meengderne
Y U {v} og X samt 2-vejen P fées, at enten findes der et y € Y U {v}, som ikke har naboer i
{p2,...,pn}, eller si findes to ikke-nabopunkter y1,y2 € Y U {v}, 84 y1,p2,...,Pn, Y2 €r en 2-vej
i G. Men y1,p2,...,Pn, Y2 er ikke en 2-vej, idet p;, for 3 <7 < n — 1, er komplet til Y. Altsa ma
der findes et y € Y U {v}, som ikke har naboer i {ps,...,pn}, og dette kan kun veere opfyldt for
y = v, idet p; € {pa,...,pn} er komplet til Y. Hermed er lemmaet opfyldt, da v kun er nabo til
p1 1 P, og P' = {p1} opfylder (i)-(ii7). Dermed er pastand 1 vist.

Pastand 2: Det kan antages, at der findes en 2-vej Q mellem v og ¢ € {piy1....,Dj—1}, sG q er
det eneste punkt fra Q, der er komplet til'Y, og V(Q — {v}) C {pit1,---,pj-1}-

Da {X;Y; P} er et pseudohjul, findes der ifglge lemma 16.13 i rapporten mindst tre kanter i P,
som er komplette til Y. Derfor findes der et punkt i {p;11,...,pj—1}, som er komplet til Y. Hvis
v har en nabo i {pi41,...,pj—1}, s& er pastanden opfyldt. Det kan derfor antages, at v ikke har en
nabo i {p;+1,...,pj—1}. Hvis v ikke har en nabo i {p1,...,pi}, vil pr,pr € {pj,--.,Pn}, da pj 0g
py er naboer til v. Dermed kan P’ veelges som 2-vejen pj, ..., pp, og lemmaet er opfyldt. Derfor
antages det, at v har en nabo i {p1,...,p;}, lad det veere p,, hvor 1 < h < a < i, og a er storst
muligt. Hvis v ogsé har en nabo i {p;,...,pn}, lad det veere py, hvor j < b < k < n, og b er mindst
muligt, s& danner C : v,pq,...,pp et hul i G, hvor {p;,...,p;} C C, og C ma have lige leengde.
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Da de kanter i P, som er komplette til Y, alle tilhgrer 2-vejen p;,...,p;, vil C' indeholde disse
kanter. Her vil C ifglge lemma 16.13 i rapporten indeholde et ulige antal kanter, som er komplette
til Y, og C indeholder mindst tre sddanne kanter. Dette giver dog en modstrid med korollar 2.4 i
rapporten, sa v kan ikke have en nabo i p;,...,p,. Det vil sige, at py € {p1,...,pi}, altsd k < .
Hvis v ikke er komplet til X, kan P’ veelges til p1,...,p;, og lemmaet er opfyldt. Derfor antages
det, at v er komplet til X. Hvis yderligere h = k = 1, s& er lemmaet ifslge pastand 1 opfyldt,
hvormed k > 1. Da j —i > 3, er v,pk,...,Diy...,Dj,-..,Pn €n 2-vej af leengde mindst fire, hvis
endepunkter er komplette til X, og hvis indre punkter ikke er komplette til X. Ifglge lemma 9.1
har v, px, ..., pn lige leengde. Da i er ulige, har 2-vejen v, pg, . .., p; dermed lige laeengde. I 2-vejen
U, Pk, - - -, Pi €r v det eneste punkt, som er komplet til X, da & > 1, og p; er det eneste punkt,
som er komplet til V. Ifglge lemma 9.2 vil v, pg, ..., p; have leengde to, s& k = ¢ — 1. Fra lemma
9.2 folger yderligere, at der findes en anti 2-vej @Qx mellem pj og p;, hvis indre tilhgrer X, og en
anti 2-vej Qy mellem v og pg, hvis indre tilhgrer Y. Desuden vil preecis én af Qx og Qy have
ulige leengde. Hvis Qx har ulige leengde, er pi, Qx, pi, pn et antihul af ulige leengde, idet p, er
komplet til X samt er ikke-nabo til bade py og p;. Hvis Qy har ulige leengde, er v, Qy, pr,p; et
antihul af ulige leengde, idet p; er komplet til Y samt er ikke-nabo til bade v og pi. Altsd opnaes
en modstrid. Det vil sige, at nar der foretages antagelser for at undga, at pastanden er opfyldt, da
opnaes en modstrid, hvormed pastand 2 er vist.

Pastand 3: Hvis v er komplet til X, s er lemmaet opfyldt.

Hvis v er komplet til X, kan det ifglge pastand 1 antages, at v ikke er nabo til p1, for ellers er
lemmaet opfyldt. Hvis h er ulige, er p1,...,pn,v en 2-vej af ulige leengde, hvis endepunkter er
komplette til X, og hvis indre punkter ikke er komplette til X. Ifglge lemma 9.1 har p1,...,pn, v
leengde tre. Da punktet p, er komplet til X, og n > 5, har p, ikke en nabo i det indre af
P1,---,Ph, v, hvilket er i modstrid med korollar 2.3 i rapporten. Altsa er h lige.

Antag, at der findes et punkt i {pa,...,pr}, som er komplet til Y. Idet po ifplge definition 16.12
i rapporten ikke er komplet til Y, m& h > 4. Da opfylder {X;Y;p1,...,pn, v} definition 16.12 i
rapporten, men dette er i modstrid med, at {X;Y’; P} er et optimalt pseudohjul, da p1,...,pp,v
indeholder feerre punkter, der er komplette til Y, end P ggr. Dette skyldes, at py, ifglge pastand 2
tilhgrer {p1,...,pj—1}. Altsa findes der ikke et punkt i {pa,...,pr}, som er komplet til Y, hvilket
giver, at ¢ > h. Ifglge pastand 2 findes der en 2-vej ) mellem v og ¢, hvor g er det eneste punkt
fra @, som er komplet til Y, og V(Q — {v}) C {pit1,...,pj—1}. Da punktet p; er komplet til X
og antikomplet til V(Q), er {V(Q), X} ifolge lemma 2.13 i rapporten et balanceret par. Ligeledes,
da py er komplet til Y, er {V(Q),Y} et balanceret par. Nar {V(Q), X} er et balanceret par, er
{V(Q — {v}), X} ogsé et balanceret par, og ligeledes er {V(Q — {v}),Y} et balanceret par. Hvis
lemma 1.6 benyttes, hvor P i lemma 1.6 svarer til @, ses det, at konklusionerne ikke er opfyldte.
Altsd ma @ have ulige leengde.

Hermed er p1,...,pn,v,Q, q en 2-vej af ulige leengde, hvis endepunkter er komplette til Y, og hvis
indre punkter ikke er komplette til Y. Ifglge lemma 9.1 har py,...,pn, v, @, g leengde tre, hvilket vil
sige, at h = 2, og v er nabo til q. Ifglge korollar 2.3 i rapporten vil ethvert punkt, som er komplet
til Y, veere nabo til enten v eller ps, idet disse punkter udggr de indre punkter i 2-vejen p1, p2, v, q.
Da p; samt p3 er de eneste punkter, som i P er nabo til ps, vil v veere nabo til ethvert punkt i
V(P —{p1,ps}), som er komplet til Y. Da P indeholder mindst tre kanter, som er komplette til Y,
vil der findes et punkt p € V(P — {p1,p3}), som er komplet til Y og dermed komplet til Y U {v}.
Antag, at ¢ > 3, si er p; komplet til Y U {v}. Da i er ulige, er i > 5, og p1,...,p; er en 2-vej af
lige laengde, hvor p; er det eneste punkt, som er komplet til X, og p; er det eneste punkt, som er
komplet til Y U {v}. Ifglge lemma 9.2 har p1, ..., p; leengde to, hvilket er i modstrid med, at i > 5.
Derfor ma ¢ = 3, og p; = ps er ikke-nabo til v.

Veelg A’ > ¢ mindst muligt, s& v er nabo til py/, og da px € {p4,...,pn}, findes et sddant punkt.
Da h = 2, er v nabo til ps, og da v,ps,...,pr er et hul, ma I’ veere lige. Nu kan lemma 11.6

anvendes, hvor P i lemma 11.6 svarer til p3 ..., pnrs,v, X svarer til Y, og Y svarer til X. Desuden
er punktet p; komplet til X UY, men har ingen naboer i ps,...,pp,v. Da n > 5, ma det veere
lemma 11.6(¢), som er opfyldt. Det vil sige, at ps,...,pn, v indeholder et ulige antal kanter, som

er komplette til Y. Altsa findes der mindst et punkt i {py4, ..., pn }, som er komplet til Y. Da v er
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nabo til ethvert punkt i V(P — {p1,ps}), som er komplet til Y, kan det kun veere punktet p, fra
{p4a,...,pn'}, som er komplet til Y, idet h’ er valgt mindst muligt, s& ps er nabo til v. Dermed
ma h/ = 4, idet pspy s& er en kant, der er komplet til Y. Vejen p1,...,ps, v danner en modstrid
med lemma 11.5, idet p1, p3 samt py er komplette til Y, men hverken ps eller v er komplet til Y.
Altsé findes der ikke et sddant A', men dette er i modstrid med, at py € {p4,...,pn}. Derfor méa
antagelsen, om at v ikke er nabo til p;, veere forkert, hvilket viser pastand 3.

Ifglge pastand 3 kan det nu antages, at v ikke er komplet til X. Hvis k < h+ 1, sd er k = h eller
k=h+1,dah <k, og da kan P’ veelges til py,, pr, og lemmaet er opfyldt. Det vil sige, at det kan
antages, at k > h + 1.

Pastand 4: Hvis v ikke er nabo til p1, sd er lemmaet opfyldt.

Lad P* : pi1,...,Ph,V, Pk, .., Pn. Hvis der blandt punkterne {ps,...,pn,DPk,-..,Pn} findes et
punkt, som er komplet til Y, ma P* have leengde mindst fire, idet py samt p, per definition
16.12 i rapporten ikke er komplette til Y. Hermed er {X;Y; P*} et pseudohjul. Da {X;Y’; P} er
et optimalt pseudohjul, og V(P)NV (P*) = {p1,...,Ph, Pk, - - - s Pn}, mé det gaelde, at intet punkt i
{Ph+1,---,PE—1} er komplet til Y, for ellers findes et pseudohjul som beskrevet i definition 16.15(4)
i rapporten. Da kan P’ veelges som py, ..., px, og lemmaet er opfyldt. Derfor kan det antages, at
intet punkt i {p2,...,Pn,Pk,--.,Pn} er komplet til Y. Dermed er 1 < h < i < j < k < n, og da
j—i>3,er k—h>5.

Ifglge pastand 2 findes der en 2-vej (Q mellem v og ¢, hvor g er det eneste punkt fra (), som er
komplet til Y, og V(Q — {v}) C {pi+1,...,pj—1}-

Dermed er R : q,Q, v, pk, - - -, Pn en 2-vej, hvor kun punktet ¢ er komplet til Y, og kun punktet p,
er komplet til X. Da punktet p; er komplet til X og antikomplet til V(R), er {V(R), X} ifplge
lemma 2.13 i rapporten et balanceret par. Ligeledes er {V(R),Y} et balanceret par, da p; er
komplet til Y. Nar {V(R), X} er et balanceret par, er {V(R — {q}), X} ogsa et balanceret par,
og ligeledes er {V(Q — {q}),Y} et balanceret par. Hvis lemma 1.6 benyttes, hvor P i lemma 1.6
svarer til R, ses det, at konklusionerne ikke er opfyldte. Altsd ma R have ulige leengde.

Hvis 2-vejene S : p1,...,pn,0,Q,q0g T :p1,...,Ph, U, Pk, - - -, Pn betragtes, ses det, at deres leeng-
der har modsat paritet, idet V(S) NV (T) = {p1,...,pn,v}, 0g R : q,Q,v,pk,...,pn har ulige
leengde, V(S)NV(R) = {q,V(Q),v} og V(T)NV(R) = {v,pk,...,pn}. Altsa vil en af 2-vejene
S eller T have ulige leengde. Hvis lemma 9.1 benyttes pa den af S eller T', der har ulige leengde,
faes, at den méa have leengde tre. For begge 2-veje vil et krav, om at lseengden er lig tre, medfeore,
at h = 2. Desuden faes fra lemma 9.1, at der findes en anti 2-vej af ulige leengde mellem ps og v,
hvis indre tilhgrer enten X eller Y. Da hverken ps eller v er komplet til X eller Y, vil der findes
en anti 2-vej @ x mellem ps og v, hvis indre tilhgrer X, og der vil findes en anti 2-vej Qy mellem
p2 og v, hvis indre tilhgrer Y. Fra lemma 9.1 faes altsa, at enten har @@ x ulige laengde, eller s& har
Qy ulige leengde. Da v, Qx, p2, Qy danner et antihul, ma bade Q) x og Qy have ulige leengde. Hvis
Pp1, P2, Y, Pk, Pn har leengde tre, er pr = p,, og R bliver lig 2-vejen q, v, p,,, hvilket er i modstrid
med, at R har ulige leengde. Derfor méa det veere 2-vejen py, po, v, @, g der har leengde tre. Da folger
det af korollar 2.3 i rapporten, at ethvert punkt, der er komplet til X, har en nabo i det indre
af p1,p2, v, q, hvilket vil sige, at punktet er nabo til enten v eller po. Altsa vil det geelde, at v er
nabo til ethvert punkt fra V(P — {p1,ps}), som er komplet til X. Da p,, er komplet til X, vil der
altsa geelde, at p, er nabo til v. Det vil sige, at k = n, idet h + 2 < k < n er valgt maksimalt,
sa py er nabo til v. Igen haves en modstrid, da R : g, v, p, ikke har ulige leengde. Det vil sige, at
antagelsen, om at intet punkt i {pa,...,Dn,Pk,...,pn} er komplet til Y, ma veere forkert. Dette
viser pastand 4.

Det kan nu antages, at v ikke er komplet til X, men er nabo til p;.
Pastand 5: p,—1 er ikke komplet til Y U {v}.

Antag, at p,,—1 er komplet til YU{v}. Ifglge lemma 16.13 i rapporten har P lige laengde mindst seks,
san > 7, 0g n er ulige. Ved at anvende lemma 9.1 pa 2-vejen P—{p,,} og den antisammenhangende
mangde Y U {v}, faes, at der findes et punkt i {pa,...,pn_2}, som er komplet til Y U {v}. Veelg
j' maksimalt, s 2 < j/ < n — 2, og p,» er komplet til Y U {v}. Derfor ma j > j/, og j =n—1
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pa grund af valget af j < n, sd p; er komplet til Y. Hvis j' < j —1, da er pj,...,p; en 2-vej,
hvis endepunkter er komplette til Y U {v}, og hvis indre punkter ikke er komplette til Y{v}. Da
punktet p; er komplet til Y U {v}, men ikke har naboer i det indre af pj/,...,p;, ma pjs,...,p;
ifplge korollar 2.3 i rapporten have lige leengde. Det vil sige, at j' er lige, idet j er lige. Dermed er
Pjrs ..., Pn en 2-vej af ulige leengde, hvor p;, er komplet til Y U {v}, p,, er det eneste punkt, der
er komplet til X. Desuden er p; komplet til Y U {v} U X. Hvis lemma 11.4 benyttes, hvor X og
Y ilemma 11.4 svarer til Y U {v} og X, samt hvor P svarer til p;/,...,p,, fies en modstrid, idet
Dj,- ., Pn ikke indeholder kanter, der er komplette til Y U {v}.

Altsd ma j/ = j— 1. Lad F = X UY U {v,pp—1}. Dermed er F antisammenhangende, idet
DPn—1 = Ppj, og v ikke er komplette til X, og punkterne p;,p,_» = p;» samt p,, alle har en ikke-nabo
i F.1G er {p1,pj:,pn} en trekant, hvor punkterne alle har en nabo i F. Det vil sige, at F' fanger
trekanten {p1,pj ,pn} i G. Ifolge lemma 16.5 i rapporten vil F' i G indeholde et spejlbillede af
{p1,pj7,Pn}, eller et punkt i F er nabo til to punkter i trekanten. Da p; kun er nabo til p,_q i G,
naboerne til p;s alle tilhgrer X, og naboerne til p,, alle tilhgrer Y U{v}, kan et punkt i F' ikke veere
nabo til to punkter i trekanten {p1, p;/, pn}. Altsd ma F' indeholde et spejlbillede af trekanten. Det
vil sige, at der findes tre punkter by = p,—1, ba € X og bs € Y U {v}, s& {b1, b2, bs} er en trekant i
G. Da punktet p,—1 = p; i G er komplet til Y U {v}, kan dette ikke lade sig ggre. Det vil sige, at
antagelsen, om at p,_1 er komplet til Y U {v}, er forkert, hvormed pastand 5 er vist.

Pastand 6: v er ikke-nabo til p,.

Antag, at v er nabo til p,,. Ifglge lemma 16.13 i rapporten indeholder P mindst tre kanter, som
er komplette til Y. Derfor findes der et punkt p,, hvor 3 < a < n — 1, og a er lige. Da j er lige,
méa j — a veere lige. Dermed findes der ifglge korollar 2.4 i rapporten et lige antal kanter i 2-vejen
Da, - - -, P4, som er komplette til Y. Det vil sige, at 2-vejen pq, . .., p, indeholder et lige antal kanter,
der er komplette til Y. Her er p, komplet til Y, og p, er det eneste punkt fra p,,...,p,, som er
komplet til X U {v}. Da punktet p; er komplet til Y U X U {v} og ikke har naboer i p,,...,pn,
haves der en modstrid med lemma 11.4, idet p,, ..., p, har ulige leengde og indeholder et lige antal
kanter, der er komplette til Y. Dette viser pastand 6.

Det vil sige, at det nu kan antages, at v er nabo til p;, ikke-nabo til p,, og ikke komplet til X.

Pastand 7: Der findes ikke en nabo p., til v, hvor p,, € V(P), sd der mellem v og py, findes en
anti 2-vej af ulige leengde, hvis indre tilhgrer Y .

Antag, at p,, er nabo til v, og der findes en anti 2-vej Qy af ulige leengde mellem v og p,,, hvis
indre tilhgrer Y. Det vil sige, at p,, ikke er komplet til Y. Ifslge pastand 6 vil m < n, og da py
er komplet til X UY U {v}, ma 1 < m. Da p; og p, er de eneste punkter fra P, som er komplette
til X, vil p,, ikke veere komplet til X. Da v ikke er komplet til X, vil der findes en anti 2-vej Qx
mellem v og p,,, hvis indre tilhgrer X. Da Qx og Qv danner et antihul, og QQy har ulige leengde,
méa @ x have ulige leengde. Da v, Q x, pm, pn. ikke mé veere et antihul, da det s& har ulige leengde,
ma m = n — 1, og dermed er m lige. Da j er lige, vil p; veere ikke-nabo til p,,, da p,, ikke er
komplet til Y, og de dermed ikke er det samme punkt. Da Qy er en anti 2-vej mellem v og p,, af
ulige laengde, vil der i Y findes to punkter y; og 2, sd v er nabo til y;, men ikke til yo. Hvis p;
ikke er nabo til v, vil der dannes et hul v, y1,p;,y2, 1, s& p; ma veere nabo til v. Da p,_; ifslge
pastand 5 ikke er komplet til Y U {v}, vil p; # pn—1, hvilket vil sige, at n — j > 3. Hermed er
Dj, -, Pn en 2-vej af ulige leengde, hvor p; er komplet til Y U {v}, og p,, er det eneste punkt, der
er komplet til X. Da punktet p; er komplet til Y U {v} U X, faes ifplge lemma 11.4, at pj,...,p,
indeholder et ulige antal kanter, der er komplette til Y U {v}. Dette er dog i modstrid med, at j
er valgt stgrst muligt, s& p; er komplet til V', idet p,, ikke er komplet til Y. Dette viser pastand 7.

Antag, at j > k, og lad P* : p1,v,pk, ..., Dn. Hvis pp = pp—1, ma p, = p;, idet j > k, og p, ikke
er komplet til Y. Dermed er p;, = p; komplet til Y og nabo til v. Dette giver en modstrid, da
Pi = Pn—1 ifolge pastand 5 ikke er komplet til Y U {v}. Altsd har P* leengde mindst fire. Dermed
er {X;Y;P*} et pseudohjul, og da {X;Y; P} er et optimalt pseudohjul, kan P* ikke indeholde
feerre punkter, der er komplette til Y, end P. Det vil sige, at intet punkt i {po,...,pr—1} er
komplet til Y. Dette danner dog en modstrid med pastand 2, som giver, at der findes et punkt
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q € {pit+1,...,pj—1}, der er komplet til Y. Derfor ma j < k.

Lad @ veere en 2-vej mellem v og ¢, sd pastand 2 er opfyldt for Q. Hvis @ har lige leengde, har
2-vejen p1,v, @, q ulige leengde, dens endepunkter er komplette til Y, og dens indre punkter er
ikke komplette til Y. Ifslge lemma 9.1 har py,v, @, g leengde tre, det vil sige, at @ : v, w, g, og der
findes en anti 2-vej mellem v og w af ulige leengde, hvis indre tilhgrer Y. Dette er dog i modstrid
med péastand 7, da w € V(P) ifplge pastand 2. Det vil sige, at @ har lige leengde.

Hvis k er lige, er p1,v, pk, - . ., pn €n 2-vej af ulige leengde, hvis endepunkter er komplette til X, og
hvis indre punkter ikke er komplette til X. Ifglge lemma 9.1 har py, v, pg, . . ., p, derfor leengde tre,
sd k =n — 1. Desuden fglger det, at der findes en anti 2-vej af ulige leengde mellem v og pg, hvis
indre tilhgrer X. Da py = p,—1 ifglge pastand 5 ikke er komplet til Y U {v}, og v per antagelse
ikke er komplet til Y, findes der ogsa en anti 2-vej mellem v og pg, hvis indre tilhgrer Y. Dette er
dog i modstrid med pastand 7, sa k er ulige.

Da @ har ulige leengde, er L : q,Q, v, pk, - - -, Pn en 2-vej af lige leengde. Da ¢ er det eneste punkt
fra @), som er komplet til Y, og k > j, er ¢ det eneste punkt fra L, som er komplet til Y. Da p,,
er det eneste punkt fra L, som er komplet til X, faes fra lemma 9.2, at L har leengde to. Dette
danner en modstrid, da v ifglge pastand 6 ikke er nabo til p,,, og L dermed har leengde mindst fire. [J

Definition 11.8 (Ramme)
Lad G veere en graf, lad z € V(G), og lad Ay C V(G) — N|[z] vaere en ikke-tom sammenhangende
maengde. Da siges {z, Ap} at veere en ramme i G. o

Bemeerk, at N[z] betegner meengden bestdende af punktet z samt alle z’s naboer i G.

Definition 11.9 (Hjulsystem)
Lad G vere en graf, og lad {z, Ao} veere en ramme i G. Lad xo,...,x:, hvor t > 1, vaere en fplge
af forskellige punkter 1 V(G) — (Ao U {z}), som opfylder fplgende:

(i) Ap indeholder naboer til o og x1, men intet punkt i Ay er nabo til bade xy og 1.

(i4) For2 < i <t findes der en sammenhangende delmaengde af G, som indeholder Ay, indeholder
en nabo til x;, ikke indeholder naboer til z og ikke indeholder punkter, der er komplette til

{SC(), ey 1171'71}.
(#i7) For 1 <1i <t er x; ikke komplet til {xq,...,z;—1}.
(iv) z er komplet til {xq,...,x}.

En sadan folge xq, . ..,z kaldes et hjulsystem i G af hgjde t. o

Bemeerk, at der er symmetri mellem xg og x1, hvilket vil sige, at x1,xg,Z2,...,2; er et andet
hjulsystem i G af hgjde t.

Definition 11.10 (X; og A;)
Lad G vere en graf, og lad xg, . ..,x; veere et hjulsystem i G af hgjde t. For 1 < i < t defineres

X; = {=o,...,2;}, og A; defineres til at veere en maksimal sammenhsangende delmangde af V (G),
som indeholder Ay, ikke indeholder naboer til z og ikke indeholder punkter, der er komplette til
Xi- &

Bemeerk, at per definition vil 4;_1 C A;.

Bemaerkning 11.11
Definition 11.9(ii) kan nu omformuleres til, at x; har en nabo i A;_1. o
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Definition 11.12 (Y-diamant, Y-firkant og Y-firkantsdiamant)

Lad G vere en graf, og lad xg, ...,z veere et hjulsystem i G af hgjde t. Lad desuden X; og A;
vaere som 1 definition 11.10. Lad Y C V(G) veere en ikke-tom og antisammenhgngende maengde,
saY N{z,xzo,...,2:} =0, og xg, ..., x4 alle er komplette til Y, mens x; ikke er komplette til Y.
Hvis t > 3, x; er komplet til X;_o, og x; har en nabo i A;_5, da siges xg,...,x: at vere en
Y -diamant af hgjde t.

Hvis t > 3, x4 er nabo til xy_1, x; ikke har en nabo i A;_o, og der findes et punkt i A;_1, som er
nabo til x; og har en nabo i A;_s, da siges xq,...,x; at vaere en Y -firkant af hgjde t.

Hvist > 4, x; er komplet til X;_o, xs_1 ikke er komplet til X;_3, x; ikke har en nabo 1 As_3, x4_1
har en nabo i A;_3, og der findes et punkt i A;_o, som er nabo til bade x; og x;_1 og har en nabo
i A¢_3, da siges xq, ..., xs at veere en Y -firkantsdiamant af hgjde t. o

Bemerk, at en Y-firkantsdiamant ogsa er en Y-diamant, men ikke er en Y-firkant.

Lemma 11.13

Lad G veere en graf, s& G € Fr, lad {z, Ay} veere en ramme i G, og lad Y C V(G) — (A U {z})
vaere en ikke-tom og antisammenhangende maengde. Da findes der ingen Y -firkant af hgjde tre,
og der findes ingen Y -firkantsdiamant af hgjde fire i G. Hvis xg, ..., xs er en Y-diamant af hgjde
tre, si er z komplet til Y, og G indeholder et hjul {C,Y U{z3}}. o

Bevis
Lad zg, ...,z veere et hjulsystem i G, og lad X; og A; veere som i definition 11.10.

Antag, at g, ..., x; er en Y-firkant af hgjde tre. Dermed er ¢t = 3, x3 er nabo til x5, x5 har ingen
nabo i A1, og der findes et punkt ¢ i Ao, som er nabo til x3 og har en nabo i A;. Da ¢ er nabo til
x3, og x3 ikke har en nabo i A;, ma q € Ay — Ay, og da ¢ har en nabo i Ay, og A; er maksimal,
mé ¢ veere komplet til X;. Da A, ikke mé indeholde punkter, der er komplette til Xs, mé g og x2
ikke veere naboer. Lad ) veere en 2-vej fra ¢ til xo, hvis indre tilhgrer A1, og en sddan findes, da
To ifplge bemeerkning 11.11 har en nabo i Ay, og A1 er sammenhaengende. Dermed har ) leengde
mindst to. Da @ sammen med s, z3, ¢ danner et hul, ma @ have lige leengde. Dermed er ¢, Q, x2, 2
en 2-vej af ulige leengde, hvis endepunkter er komplette til X7, og hvis indre punkter per definition
11.10 og definition 11.9(iéi) ikke er komplette til X;. Da fplger af lemma 9.1(i7), at ¢, Q, x2, 2
har leengde tre, og der findes en anti 2-vej af ulige leengde mellem de indre punkter i 2-vejen, og
anti 2-vejens indre tilhgrer X;. Lad r veere punktet i (), som tilhgrer Ay, s& vil anti 2-vejen veere
mellem r og x2. Denne anti 2-vej danner et antihul med 7, 2, ¢, 2, s& anti 2-vejen ma have ulige
lengde, og da X7 kun indeholder xy og x1, ma anti 2-vejen have leengde tre. Dermed er antihullet
af leengde mindst seks, og det indeholder blandt andet punkterne xg,x; og z. Lad P veere en 2-vej
fra xq til 1, hvis indre tilhgrer Ag, og da har P lengde mindst tre, idet definition 11.9(7) giver,
at xg og x1 ikke har en feelles nabo i Ag. Dermed er z, xg, P, x1 et hul af leengde mindst seks, som
ogsa indeholder zq, 1 og z, hvilket danner modstrid med lemma 15.9 i rapporten, sa xzg, ...,z er
ikke en Y-firkant af hgjde tre.

Antag, at xg,...,x; er en Y-firkantsdiamant af hgjde fire. Dermed er t = 4, x4 er komplet til X5,
x3 er ikke komplet til X7, x4 har ingen naboer i Ay, 3 har en nabo i Ay, og der findes et punkt
q i As, som er nabo til bade x4 og x3 og har en nabo i A;. Da x4 ikke har naboer i A1, og ¢ er
nabo til x4, mé ¢ € A3 — A;. Da ¢ har en nabo i A;, og A; er maksimal, ma ¢ vaere komplet til
X;. Desuden er g ikke-nabo til x2, da As ifglge definition 11.10 ikke méa indeholde punkter, som
er komplette til Xs5. Lad @ veere en 2-vej mellem ¢ og xs, hvis indre tilhgrer A;, hvormed @ har
leengde mindst to. Da Q sammen med z3, x4, g danner et hul, ma @ have lige leengde. Dermed er
q,Q, 2,z en 2-vej af ulige leengde, hvis endepunkter er komplette til X7, og hvis indre punkter
per definition 11.10 og definition 11.9(éi%) ikke er komplette til X. Da fglger af lemma 9.1(i7),
at ¢, Q, x2, z har leengde tre, og der findes en anti 2-vej af ulige leengde mellem de indre punkter
i 2-vejen, og anti 2-vejen har indre tilhgrende X;. Lad r veere punktet i @), som tilhgrer A;, s&
vil anti 2-vejen veere mellem r og x5. Denne anti 2-vej danner et antihul med r, z, ¢, z3, s& anti
2-vejen ma have ulige lzengde, og da X; kun indeholder zg og x1, m& anti 2-vejen have leengde
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tre. Dermed er antihullet af leengde mindst seks, og det indeholder blandt andet punkterne xg, x1
og z. Lad P veere en 2-vej fra xg til x1, hvis indre tilhgrer Ag, sd har P leengde mindst tre, idet
definition 11.9(¢) giver, at x¢ og x; ikke har en feelles nabo i Ag. Dermed er z,xzq, P,x; et hul af
leengde mindst seks, som ogsa indeholder zg, 21 og z, hvilket danner modstrid med lemma 15.9 i
rapporten, sa xg,...,x; er ikke en Y-firkantsdiamant af hgjde fire.

Antag, at xg,...,x; er en Y-diamant af hgjde tre. Dermed er t = 3, x3 er komplet til X1, og x3
har en nabo i A;. Da z3 er komplet til X7, folger af definition 11.9(ii4), at a3 er ikke-nabo til xs.
Lemma 16.10 i rapporten er opfyldt med Y U {z3} som antisammenhangende meengde, A; som
sammenhaengdende maengde, og xg, 1, z2 0g 2 som fire forskellige punkter i V(G)— (Y U{z3}UA,),
hvor lemma 16.10(¢) i rapporten er opfyldt per definition 11.9(¢i7) og definition 11.12, lemma 16.10
i rapporten(ii) er opfyldt per definition 11.9(iv), lemma 16.10(44¢) i rapporten er opfyldt per de-
finition 11.10, lemma 16.10(¢v) i rapporten er opfyldt per definition 11.9(4i%), samt fordi zo og x3
er ikke-naboer, lemma 16.10(v) i rapporten er opfyldt, da x5 er det eneste punkt i Y U {z3}, som
ikke er nabo til x5 ifglge definition 11.12, og lemma 16.10(vi) i rapporten er opfyldt per definition
11.9(4)-(4¢). Da folger fra lemma 16.10 i rapporten, at z er komplet til Y, og G indeholder et hjul
{C,Y U{xs}}. O

Lemma 11.14

Lad G veere en graf, s G € Fr, lad {z, Ao} veere en ramme i G, og ladY C V(G)— (AgU{z}) vaere
en ikke-tom og antisammenhaengende maengde. Lad xg,...,x; veere en Y-diamant i G af hgjde
t > 4. Antag, at der ikke findes en antisammenhaengende maengde Y', hvorY CY’' C V(G), sé et
af folgende er opfyldt:

(7) Der findes en Y'-diamant i G af hgjde t — 1.
(i4) Der findes en Y'-firkant i G af hgjde t — 1.

(#91) Der findes en Y'-firkantsdiamant i G af hgjde t.

Da vil z veere komplet til Y, og G indeholder et hjul {C,Y}. o
Bevis

Antag, at enten z ikke er komplet til YV, eller G ikke indeholder et hjul {C,Y}. Definér X; og A;
som i definition 11.10. Da xg, ..., x; er en Y-diamant, er z; komplet til X;_5, og z; har en nabo i

Ai_o. Desuden er Y komplet til X;_1, men x; er ifglge definition 11.12 ikke komplet til X;_;.
Pastand 1: Ikke bade xy og xt—1 har naboer i A;_s3.

Antag, at x; og x;_1 begge har naboer i A;_3. Hvis x;_1 er komplet til X;_3, s& er xg,...,Ts_1
en Y U {z;}-diamant af hgjde ¢t — 1, da zg,...,z1—2 alle er komplette til Y U {x;}, mens z;_1
ikke er komplet til Y U {z:}, z:—1 er komplet til X;_3, og x;—1 har per antagelse en nabo i A;_3.
Dette danner modstrid med, at det er antaget, at der ikke findes Y”, s& der er en Y’-diamant af
hgjde t — 1. Hvis ;1 ikke er komplet til X;_g3, s er xg,...,2s_3,T¢_1, 2 en Y-diamant af hgjde
t —1, da z¢ er komplet til X;_3, og x; per antagelse har en nabo i A;_3, hvilket ligeledes giver en
modstrid. Dermed kan x; og x;_1 ikke begge have naboer i A;_3, hvormed péastand 1 er vist.

Pastand 2: Der findes et punkt q i As_s, som er nabo til bade x+ og :_1, og der findes en 2-vej R
i At—2 fra q til Ai_s, sd ikke bide x4 og xi—1 har naboer i Ay_3 UV (R — {q}).

Lad F veere en minimal sammenhaengende delgraf af A;_o, som indeholder A;_3 og indeholder
naboer til bade x; og x;_1.

Hvis z; og x¢—1 har en feelles nabo ¢ i F, sa vil ¢ € A;_o — A;_3 ifglge pastand 1. Da F' er minimal,
og A;_o er sammenhaengende, vil der findes en 2-vej R i A;_o mellem g og A;_3, s& ikke bade x;
og x;—1 har naboer i A;_3 UV (R — {q}), hvormed péastand 2 er opfyldt. Det kan derfor antages,
at x; og x;_1 ikke har en feelles nabo i F'.
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Lad P veere en 2-vej mellem z; og x;_1, hvis indre tilhgrer F', og lad P : x¢,p1,...,Pn, Tt_1.
Dermed ma P have leengde mindst tre, og fra hullet C : z, x¢, P, x:—1 folger, at P har lige leengde.
De eneste punkter i C, der er komplette til X;_o, er z og x, da A;_5 ifglge definition 11.10 ikke
ma indeholde punkter, som er komplette til X;_5. Lemma 2.6 i rapporten med X;_o som den
antisammenhaengende maengde, C' som hullet af leengde mindst seks, og zx; som kanten, der er
komplet til X;_o, giver, at X;_o indeholder enten en hat for C' eller et athop for C ved zxy.
Antag fgrst, at X;_o indeholder et afhop. Da vil der findes to ikke-nabopunkter z;,z; € X;_o, sa
TiyP1s- -+ Pns Ti—1,%; er en 2-vej af ulige laengde. Idet x; og x; er komplette til Y U {z,}, folger
af lemma 9.1, at 2-vejen z;,p1,...,Pn, Tt—1,2; ma indeholde yderligere mindst et punkt, som er
komplet til Y U {x:}, og da p; er det eneste punkt i 2-vejen, som er nabo til z;, ma p; veere et
sadant punkt. Desuden er endepunkterne i 2-vejen x;, p1, . .., Pn, Tt—1, x; komplette til Y U{zy, 2},
og intet indre punkt er komplet til Y U {zy, 2}, s ifglge lemma 9.1 vil Y U {xy, 2z} ikke veere
antisammenhangende, hvormed z ma veere komplet til Y. Da vil C; : z,x;,p1, - - -, Pn, Tt—1 danne
et hul af leengde mindst seks, og {C1,Y'} er et hjul, hvor za;_1 og x;p1 er de to disjunkte kanter,
der er komplette til Y. Dette danner en modstrid, da det er antaget, at ikke bade z er komplet til
Y, og der findes et hjul.

Dermed mé X;_o indeholde en hat for C' ved zz;. Det vil sige, at der findes et punkt z; € X;_o,
som kun er nabo til z og x; i C. Dermed vil 2-vejen x;, x¢, P, x:—1 have ulige leengde mindst fem,
dens endepunkter er komplette til Y U{z}, mens intet indre punkt er komplet til Y U{z}, da intet
punkt i A;_o er nabo til z. Da folger af lemma 9.1, at Y U {z} ikke er antisammenhsngende, sa
z er komplet til Y. Lad S veere en 2-vej mellem x; og x;—1, hvis indre tilhgrer F', og en sadan vil
findes, da x; € X;_» ifolge bemaerkning 11.11 har en nabo i A;_3 C F, og F' er sammenhangende.
Da vil F' = (V(S)UV(P)) — {x;,z:} fange trekanten {z,x;, z:}. Den eneste nabo til z i F’ er
x4—1, som er ikke-nabo til bade x; og x;. Hvis F’ indeholder et spejlbillede af {z, z;, z:}, altsa at
der findes en nabo r til 2; i F’, og der findes en nabo s til z; 1 F', s& {r, s, z;—1} danner en trekant,
og der kun findes kanterne z; 1z, rx; og sx; mellem de to trekanter, si vil der dannes et antihul
2,8, %3, Te—1, Ty, T af leengde seks. Antihullet og C' har punkterne z,x; og x;—1 til feelles, hvilket
er i modstrid med lemma 15.9 i rapporten. Det vil sige, at F’ ikke indeholder et spejlbillede af
{z,x;, 2+ }, hvormed lemma 16.5 i rapporten giver, at der findes et punkt i F’, som har to naboer
i trekanten {z,xz;, z:}. Da x;_1 er det eneste punkt i F’, som er nabo til z, og x;_1 ikke har andre
naboer i trekanten, sd ma der findes et punkt i F’, som er nabo til badde z; og x4, lad det veere
v. Idet z; ikke har en nabo i P — {z;}, da x; er en hat for C : z, x4, P,xy—1 ved zxy, folger det,
at v € P — {x,}. Det vil sige, at v € V(S). Idet z; ikke er nabo til z;_1, ma v tilhgre det indre
af S. Altsa har x; og x; en nabo i det indre af S. Da x;_1 er endepunkt for S, har x;_; ligeledes
en nabo i det indre af S. Dermed findes der en 2-vej P’ : x4, v,...,z;_1 mellem z; og x;_1, hvor
P’ — {x;} er en delgraf af 2-vejen S — {z;}. Da z; og x4 ikke har en faxlles nabo i F, og P’
dermed har leengde mindst tre, og P’ danner et hul med z;, 2, z;_1, har P’ leengde mindst fire.
Dermed har ogséd S leengde mindst fire. Da bade P’ og S danner et hul med z, m& de begge have
lige leengde. Det fglger af lemma 9.2 med Y og X;_o som antisammenhangende meengder og P’
som 2-vejen, at der findes en kant i P’, som er komplet til Y, da konklusionen ikke er opfyldt,
P’ C A;_o, og Ai_o ifplge definition 11.10 ikke indeholder et punkt, som er komplet til X;_o, og
x¢_1 ikke er komplet til X;_ o, s& z; er det eneste punkt i P/, som er komplet til X;_ 5. Idet z;
ikke er komplet til Y, ma kanten, der er komplet til Y, tilhgre P’ — {x;} C S — {z;}, s& kanten
tilhgrer S. Idet kanterne zz,_; og zx; ogsa er komplette til Y, vil der findes mindst tre kanter i
hullet z,x;, S, x:—1, der er komplette til Y, og dermed er hullet omkredsen af et hjul med Y som
centrum. Altsa vil der findes et hjul {z,z;,S,2:—1,Y}, hvilket danner modstrid med antagelsen
om, at der ikke bade findes et hjul, og 2z er komplet til Y. Som beskrevet forst i beviset for denne
pastand vil der findes det gnskede ¢ og den gnskede P. Dermed er pastand 2 vist.

Veelg q og R som i pastand 2, hvor R er mindst mulig. Lad R : rq,...,7r,, hvor r; = q, og r,, er
det eneste punkt tilhgrende R i A;_3.

Pastand 3: x4_1 har naboer i As_3.
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Antag, at x4_1 ikke har naboer i A;_35. Dermed mé g ¢ A;_3, da g skal veere nabo til bade z; og
zt—1. Da R er en 2-vej mellem g og A;_3, ma R have leengde mindst en.

Antag forst, at enhver anti 2-vej mellem x;_; og ¢, hvis indre tilhgrer X;_o, har ulige leengde, og
lad @ veere en saddan anti 2-vej. Idet alle indre punkter i (Q har naboer i A;_3, og z er komplet
til det indre af @ og antikomplet til A;_3, sa vil i G ingen kanter i Q veere komplette til den
antisammenhaengende maengde A;_3, og z vil ikke have en nabo i det indre af @), men vil veere
komplet til A;_3. Da fglger af korollar 2.2 i rapporten anvendt i G, at ikke begge endepunkter z;_;
og q er komplette til A;,_5 i G, hvormed det ene endepunkt ma have en nabo i A,_3 i G. Da det
er antaget, at ;1 ikke har, si m& ¢ have en nabo i A;_3. Da ¢ ¢ A;_3, men har en nabo deri, s&
mé ¢ ifglge maksimaliteten af A;_3 veere komplet til X;_3. Da ¢ € A;_o, méa g veere ikke-nabo til
;9. Da det er antaget, at enhver anti 2-vej mellem x;_1 og ¢ har ulige leengde, og g er ikke-nabo
til z;_o, ma z;_o 0g xs+_1 veere naboer, da der ellers haves en anti 2-vej af leengde to. Dermed er
Zoy...,2i—1 en Y U {x; }-firkant af hgjde t — 1, da xo, ..., 22 alle er komplette til Y U {z;}, men
x4—1 er ikke komplet til Y U {x:}, 2¢—1 er nabo til 2;_2, x:—1 har per antagelse ingen naboer i
A;_3, og der findes et punkt g i A;_2, som er nabo til z;_1 og har en nabo i A;_3. Dette danner
modstrid med, at det er antaget, at der ikke findes en meengde Y, s& der findes en Y'-firkant af
hgjde t — 1.

Det kan derfor antages, at der findes en anti 2-vej (Q mellem x;_; og ¢ af lige leengde, hvis indre
tilhgrer X;_o. Fra pastand 2 har ikke bade x; og z;—1 naboeri A;_sUV(R—{q}). Da det er antaget,
at x;_1 ikke har naboer i A;_3, vil 2;—1 kun have naboer i det indre af R i A;—3 UV (R — {q}).

Antag, at ;1 har en nabo deri, hvormed z; ikke har en nabo i A;_3 UV (R —{¢}). Dermed méa R
have leengde mindst to. Anti 2-vejen x¢, T:—1, Q, ¢ har ulige lzengde, og dens endepunkter har ingen
naboer i den sammenhaengende meengde A;_3U{rs,...,r,}, hvor z; ikke har naboer deri, da z;_1
har naboer deri, og q ikke har naboer deri, da R er mindst mulig og har leengde to. Punktet z er
komplet til det indre af anti 2-vejen og antikomplet til A;_s5U{rs,...,r,}. Ved at anvende korollar
2.3 i rapporten i G med A;_3U {r3,...,r,} som antisammenhangende meengde og =, z:_1,Q, q
som 2-vej af ulige leengde, folger det, at der ma findes en kant i 24, 241, Q, ¢ i G, som er komplet
til As—gU{rs,...,r,}. Det vil sige, at i G vil der findes mindst et punkt i det indre af anti 2-vejen
x4, -1, @, q, som ikke har naboer i A;_3 U {rs,...,r,}. Alle indre punkter i @ tilhgrer X;_o, og
har dermed hver en nabo i A;_3 ifelge bemeerkning 11.11, hvormed det mé veere punktet x;_1, der
ikke har en nabo i A;_gU{rs,...,r,}. Da det er antaget, at z;_; har en naboi 4;_sUV(R—{q}),
s mé x4_1 og ro veere naboer, da ro er det eneste punkt, som tilhgrer A;_3 U V(R — {¢}), men
ikke tilhgrer A;_3U{rs,...,r,}. Antag, at enhver anti 2-vej mellem z;_; og re, hvis indre tilhgrer
X;_o, har ulige lzengde, og lad Q' veere en sddan anti 2-vej. Alle indre punkter i Q' har naboer i
den sammenhsengende meengde A;_3, og 2 er komplet til det indre af Q' og antikomplet til A;_3,
hvormed intet indre punkt i Q" i G vil veere komplet til den antisammenhsengende meengde A;_3,
og z vil veere komplet til A;_3, men ikke have naboer i det indre af Q’. Da folger af korollar 2.3
i rapporten, at ikke begge endepunkter i Q' i G er komplette til A;_5. Dermed vil rp i G have
en nabo i A;_3, da det er antaget, at x;_; ikke har naboer i A;_3. Da 1o € A;_o — A;_3, ma ro
grundet maksimaliteten af A;_3 veere komplet til X;_3. Dermed er ry ikke-nabo til z;_o. Da det
er antaget, at enhver anti 2-vej Q' mellem x;_1 og ro med indre tilhgrende X;_5 har ulige leengde,
ma x;_o 0g Ty_1 veere naboer, for ellers haves en anti 2-vej x;_1,x: 2,72 af leengde to. Dermed
er xg,...,xs—1 en Y U {z;}-firkant af hgjde ¢t — 1, da g, ...,x:—o alle er komplette til Y U {x:},
men z;_1 er ikke komplet til Y U {z;}, 21— er nabo til 2;_o, 2:—1 har per antagelse ikke en nabo
i A¢—_3, og der findes et punkt r5 i A;_o, som er nabo til x;_1 og har en nabo i A;_3. Dette giver
en modstrid, s& der mé4 findes en anti 2-vej Q' mellem x;_1 og ro, hvis indre tilhgrer X;_o, der har
lige leengde. Dermed vil anti 2-vejen x;_1, @, r2, 2z have ulige leengde, og dens endepunkter vil ikke
have en nabo i den sammenhaengende maengde A;_3 U {rs,...,r,}, mens alle dens indre punkter
vil. Ifplge lemma 9.1 anvendt i G vil 2;_1, Q’, 72, 2z have leengde tre, hvormed @’ har leengde to.
Lad z; veere midterpunktet i ), altsd Q' : x;_1, x;, r2. Dermed vil den sammenhsengende meengde
F: A sUV(R—{q,r2})U{x;, x4, 2} fange trekanten {q, ro, z;—1}. Her er z; og muligvis x; naboer
til gi F, Ay_3U{rs} indeholder naboerne til 3 i F, og z er naboen til z;_; 1 F. Ifglge lemma 16.5
i rapporten skal F' enten indeholde et spejlbillede af {q, 2, 2:—1} eller indeholde et punkt, der har
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mindst to naboer i {q,r2,z+—1}. Da z ikke har naboer i A;_3 U {r3}, sd kan F ikke indeholde et
spejlbillede, og da de tre punkter ¢, r2 og x;_1 ikke har en felles nabo, er en modstrid opnéet, sa
antagelsen, om at ;1 har en nabo i A;_3 U V(R — {¢}), ma veere forkert.

Da x;_; ikke har naboer i A;_3 UV (R —{q}), vil z,q, Q, x1—1 veere en anti 2-vej af ulige leengde,
hvis endepunkter ikke har naboer i A;—35 U V(R — {q¢}), og hvis indre punkter alle har naboer
deri. Da fglger af lemma 9.1, at anti 2-vejen har leengde tre, hvormed @ har leengde to. Lad @’s
midterpunkt veere x;. Da x; € X;_o ifolge bemaerkning 11.11 har en nabo i A;_3, s& vil der findes
en 2-vej P mellem q og x;, hvis indre tilhgrer A;_3UV(R—{q}). Lad C veere hullet z,2:_1, q, P, 2,
s& har C leengde mindst seks, da ¢ ikke har naboer i A;_3. Ifglge lemma 15.9 vil der ikke findes
et antihul af leengde mindst seks, som indeholder punkterne g, z; og x;_1. Hvis ¢ ikke er komplet
til Y, s findes der en anti 2-vej mellem ¢ og x;, hvis indre tilhgrer Y. Denne anti 2-vej danner et
antihul med x, x;_1, T;, ¢, og et sddant antihul ma ikke findes, s& ¢ er komplet til Y. Hvis z ikke
er komplet til Y, sa findes der en anti 2-vej mellem z og x;, hvis indre tilhgrer Y. Denne anti 2-vej
danner et antihul med x, z:—1, x;, q, z, og et sddant antihul ma ikke findes, s& z er ogsa komplet
til Y. Bade z; og ¢ er komplette til Y U {z;}, og z, som ogsé er komplet til Y U {x;}, har ikke en
nabo i det indre af P. Dermed fglger af korollar 2.3 i rapporten, at P ma indeholde en kant, som
er komplet til Y U {z;}. Dermed vil hullet C' indeholde mindst to kanter, som er komplette til Y,
s& {C, Y} er et hjul, hvilket giver en modstrid, da det er antaget, at der ikke bade findes et hjul,
og z er komplet til Y. Hermed er pastand 3 vist.

Fra pastand 3 og valget af R folger det, at x; ikke har naboer i A;_3 UV (R —{q}). Lad @ veere en
anti 2-vej mellem ¢ og x;_1, hvis indre tilhgrer X; 5. Daer z,q, Q, r¢_1, x; en anti 2-vej af leengde
mindst fire, hvis endepunkter ikke har naboer i den sammenhaengende meengde A;_sUV (R—{q}),
og hvis indre punkter alle har en nabo deri. I G er ingen af konklusionerne i lemma 9.1 opfyldte, sa
z,q,Q, x+—1, s ma have lige leengde, hvormed @ ogséa har lige leengde. Anti 2-vejen ¢, Q, x¢+—1, T+
har derfor ulige leengde, og alle dens indre punkter har naboer i A;_3. Da z er komplet til det
indre af anti 2-vejen og antikomplet til A;_3, sa folger af korollar 2.3 i rapporten anvendt i G,
at et af endepunkterne x; eller ¢ har en nabo i A;_3, hvormed ¢ mé have en nabo i A;_3. Da
q € Ao — A3, og A;_3 er valgt stgrst mulig, ma g veere komplet til X;_3 og ikke-nabo til
Tt—o. Hvis x+_1 ikke er komplet til X;_3, sa er xg,...,z; en Y-firkantsdiamant af hgjde ¢, da x;
er komplet til X;_o grundet xg,...,x; er en Y-diamant, x;_1 er ikke komplet til X;_3, x; har
ifglge pastand 3 ingen nabo i A;_3, x;—1 har en nabo i A;_3, og der findes et punkt g i A;_o,
som er nabo til bade x; og x;_1 og har en nabo i A;_3. Dette er i modstrid med antagelsen om,
at der ikke findes en saddan Y’. Hvis z;_; er komplet til X;_3, s& er xo,...,2:—1 en Y U {z:}-
diamant af hgjde t — 1, da xg,...,2:—2 alle er komplette til Y U {z;}, men x;_; er ikke komplet
til Y U {z:}, 24—1 er komplet til X;_3, og :—1 har ifplge pastand 3 en nabo i A;_3. Dette giver
ligeledes en modstrid med antagelsen om, at der ikke findes en sddan Y’. Det vil sige, at antagel-
sen, om at enten z ikke er komplet til Y, eller G ikke indeholder et hjul {C, Y}, mé veere forkert. OJ

Lemma 11.15

Lad G veere en graf, s& G € Fr, lad {z, Ay} veere en ramme i G, og lad Y C V(G) — (Ap U {z})
veere en ikke-tom og antisammenhangende maengde. Lad xg, . . ., x; veere en Y -firkant i G af hgjde
t > 4. Da findes der en antisammenhangende maengde Y', hvor Y CY' CV(G) — (Ag U{z}), s
et af folgende er opfyldt:

(i) Der findes en Y'-diamant i G af hgjde t — 1.
(i4) Der findes en Y'-firkant i G af hgjde t — 1.
(#91) Der findes en Y'-firkantsdiamant i G af hgjde t.

Bevis
Antag, at der ikke findes en sddan meengde Y’. Lad X; og A; veere som i definition 11.12. Da
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Zg, ..., er en Y-firkant, vil z; veere nabo til x;_1, x¢ vil have en nabo i A;_s, og der vil findes
et punkt ¢ i A;—_1, som er nabo til x; og har en nabo i A;_5. Per definition 11.10 er Y komplet til
X;:_1, men ikke til z;. Da ¢ er nabo til x;, og x; ikke har en nabo i A;_o, ma q € A;_1 — As_a,
og da ¢ har en nabo i A;_s, og A;_5 er maksimal, mé ¢ veere komplet til X;_o. Da A;_; ikke mé
indeholde punkter, der er komplette til X; 1, ma q og x;_1 ikke veere naboer.

Pastand 1: x;_1 har en nabo i As_3.

Antag, at x;_1 ikke har naboer i A;_3. Lad R veaere en 2-vej mellem ¢ og x;_1, hvis indre tilhgrer
Ai_o, da har R lengde mindst to. Da R danner et hul med x;_1,x¢,q, m& R have lige leengde.
Dermed er q, R, z;—1, 2z en 2-vej af ulige leengde, hvis endepunkter er komplette til X;_o, og hvis
indre punkter ikke er komplette til X;_s. Da folger af lemma 9.1, at 2-vejen ¢, R, z;_1, z har leengde
tre, altsd har R leengde to. Desuden folger det af lemma 9.1 at der findes en anti 2-vej mellem de
indre punkter i q, R, x+—1, z, hvor anti 2-vejens indre tilhgrer X;_o. Lad r veere R’s midterpunkt.
Idet det er antaget, at x;—; ikke har naboer i A;_3, s& ma r € A;_o — A;_3. Lad @ veere en
anti 2-vej mellem r og ;1 med indre i X; 5. Idet r,Q, z:_1,q, z er et antihul, ma ) have ulige
leengde. Alle punkter i X;_o har en nabo i A;_3 ifslge bemeerkning 11.11. Dermed har alle indre
punkter i @ en nabo i A;_3, men x;_1 har ikke en nabo i A;_3. Desuden er z komplet til det
indre af @ og antikomplet til A;_3. Anvendes korollar 2.3 i rapporten i G pa Q med A,_3 som
antisammenhaengende delmaengde, ma r ikke vaere komplet til A;_3. I G vil det sige, at r har en
nabo i A;_3, og da r ¢ A;_3, og A;_3 er maksimal, ma r veere komplet til X;_3 og ikke-nabo til
Ty_o. Idet z, 24 _1,7,q, 42 ikke ma veere et hul, sd er x;_5 og x;_1 naboer. Da er xg,...,x;_1 en
Y U{q}-firkant af hgjde ¢t—1, hvilket er i modstrid med antagelsen, idet YU{q} C V(G)—(AoU{z}).
Dermed méa x;_; have naboer i A;_3, og pastand 1 er vist.

Pastand 2: ¢ har naboer i A;_3.

Antag, at ¢ ikke har naboer i A;_3. Lad S veere en anti 2-vej mellem x; og x;—1, hvor V(S) C X,
hvilket vil sige, at .S har indre i X;_s. Da er =4, S, xs—1,q en anti 2-vej af leengde mindst tre. Fra
bemserkning 11.11 og pastand 1 vil alle anti 2-vejens indre punkter have naboer i A;_3, og dens
endepunkter har ikke naboer i A;_;. Punktet z er komplet til anti 2-vejens indre og antikomplet
til As_3, sa ifglge korollar 2.3 i rapporten anvendt i G, har x4, S, z;_1, ¢ lige leengde, hvormed S
har ulige leengde. Dermed har x4, S, x;—1, q, z ulige leengde mindst fem, dens indre punkter har
alle en nabo i A;_o, og dens endepunkter har ikke naboer i A;_. Anvendes lemma 9.1 i G opnaes
en modstrid, da der ikke findes kanter i (), som er komplette til A;_3, og @ ikke har leengde tre.
Dermed er pastand 2 vist.

Hvis 2;—1 er komplet til X;_3, s er xg,...,x:—1 en Y U {¢}-diamant af hgjde t — 1, da x;_1
ifplge pastand 1 har naboer i A;_3. Dette danner modstrid med antagelsen, idet Y U {q} C
V(G) — (Ao U {z}). Det vil sige, at x4y ikke er komplet til X;_3. Hvis x; er komplet til X;_3, sa
er To,...,Tt—3,Ti—1, Lt—2, T+ en Y-firkantsdiamant af hgjde ¢, da x; er komplet til Xy 5 U {at_1},
x¢—1 ikke er komplet til X;_3, x; ikke har en nabo i A;_3, z;_o har en nabo i A;_3 ifglge be-
merkning 11.11, og ¢ tilhgrer A;_1, g er nabo til bade x; og x;_o samt har en nabo i A;_3 ifslge
pastand 2. Dette danner en modstrid, da ¥ C V(G) — (Ao U{z}). Hvis x; ikke er komplet til X;_3,
sd er xg,...,Ts 3,1, T en Y-firkant af hgjde t — 1, da x; er nabo til x;_1, x; ikke har en nabo
i A¢_3, og q tilhgrer A;_1, q er nabo til x; og har ifslge pastand 2 en nabo i A;_3. Dette danner
modstrid med antagelsen, idet Y C V(G) — (Ao U {z}). Altsad mé antagelsen, om at der ikke findes
en sddan meengde Y, veere forkert. O

Lemma 11.16

Lad G veere en graf, s&é G € Fr, lad {z, Ag} veere en ramme i G, og lad Y C V(G) — (Ao U {z})
veere en ikke-tom og antisammenhaengende meengde. Lad xq, . .., x¢y1 vaere en Y -firkantsdiamant
i G af hgjde t + 1 > 5. Da findes der en ikke-tom antisammenhaengende mengde Y', hvor Y' C
V(G) - (AgU{z}), sd enten Y CY’, eller z ikke er komplet til Y', og sa et af fplgende er opfyldt:
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(7) Der findes en Y'-diamant i G af hgjde t — 1.
(14) Der findes en Y'-firkant i G af hgjde t — 1.

(#91) Der findes en Y'-firkantsdiamant i G af hgjde t.

Bevis

Antag, at der ikke findes en maengde Y, si lemmaet er opfyldt. Det vil sige, at en modstrid er
opnaet, hvis der findes en antisammenhangende maengde Y’, hvor Y C Y’, 2 ikke er komplet til
Y’, og (i),(i7) eller (ii3) er opfyldt. Lad X; og A; veere som i definition 11.10. Da zg, ..., %41 er en
Y-firkantsdiamant, vil det ifglge definition 11.12 sige, at X; er komplet til Y, x4 er ikke komplet
til Y, @441 er komplet til X;_1, x4 er ikke komplet til X;_o, 2441 har ikke en nabo i A;_o, x; har
en nabo i A;_o, og der findes et punkt ¢ i A;_1, som er nabo til bade ;41 og x; samt har en nabo
i Ai—9. Da ¢ € A;—1 har en nabo i A;_o, og Ao er valgt stgrst mulig, ma ¢ veere komplet til
Xi_9 og ikke-nabo til z;_.

Velg en 2-vej vy, ..., 0s, s s er mindst muligt, v1,...,vs € A;_s, v1 er nabo til ¢, og vs € As_3.
Bemeerk, at hvis ¢ har en nabo i A;_3, s er s = 1. Lad R veaere en 2-vej mellem g og x;_1, hvis
indre tilhgrer A;_o, og hvis det er muligt, s& dens indre tilhgrer A;_3 U {v1,...,vs}. Dermed har
R leengde mindst to, og da 2-vejen danner et hul med z;_1, 211, ¢, har R lige leengde. Det vil sige,
at 2-vejen q, R, r:_1, 2z har ulige leengde, og dens endepunkter er komplette til X;_o, mens dens
indre punkter ikke er komplette til X;_o. Da fglger af lemma 9.1, at ¢, R, x¢_1, z har leengde tre,
hvormed R har leengde to. Lad r veere midterpunktet i R.

Pastand 1: x;_1 har en nabo i As_3.

Antag, at x;—; ikke har naboer i A;_3. Det fglger da, at r € A;_5 — A;_3. Lad Q veere en anti
2-vej mellem r og x;_1, hvis indre tilhgrer X; 5. Idet r,@Q,x:—1,q,z er et antihul, ma @ have
ulige leengde. Alle indre punkter i () har en nabo i A;_3, og endepunktet x;_; har per antagelse
ikke en nabo i A;_3. Desuden er z komplet til det indre af Q og antikomplet til A;_3. Det folger
af korollar 2.3 i rapporten anvendt i G, at = har en nabo i A;_3. Dermed er r komplet til X;_s
grundet maksimaliteten af A;_3, og r er ikke-nabo til z;_o. Idet z,z:_1, 7, q, xs—2 ikke ma veere et
hul, m& z;_2 og z;—1 veere naboer. Dermed er zo,...,z;—1 en {¢}-firkant af hgjde t — 1, og z er
ikke komplet til {¢}, hvilket danner en modstrid, da ¢ kan betragtes som en Y’ mangde, hvilken
per antagelse ikke findes. Dette viser pastand 1.

Fra péastand 1 folger, at det er muligt at veelge R, s& 2-vejens indre tilhgrer A;_3 U {v,...,vs},
da x;_; har en nabo i A;_3. Hermed har R indre tilhgrende A;—3 U {v1,...,vs}.

Pastand 2: ¢ har naboer i A;_3, hvormed r € A;_3.

Antag, at ¢ ikke har naboer i A;_3. Lad @Q veere en anti 2-vej mellem x;_, og r, hvis indre tilhgrer
Xi—o. Da x4_1,Q, 7, 2z,q danner et antihul, ma @ have ulige leengde. Dermed har anti 2-vejen
q,x—1,Q,r, 11 ligeledes ulige lengde, og anti 2-vejen ma have leengde mindst fem. Punkterne i
Q har alle en nabo i A;_3U{va,...,vs}, mens hverken q eller x;; har naboer i A;_3U{va,...,vs},
hvor ¢ ikke har naboer deri, da g er komplet til X;_o og nabo til v; i 2-vejen vy, ..., vs. Dette er i
modstrid med lemma 9.1 anvendt i G, sa ¢ har naboer i A;_s.

Da R er valgt med indre tilhgrende A;_3 U {v1,...,vs}, og ¢ har en nabo i A;_3, ma r € A;_3.
Hermed er pastand 2 vist.

Pastand 3: z;_1 er ikke komplet til X;_3.

Hvis x;_1 er komplet til X;_3, s er xo, ..., x1—1 en {¢}-diamant af hgjde ¢ —1, da x;_1 er komplet
til X;_3, og w41 ifglge pastand 1 har en nabo i A;_3. Dette danner en modstrid, da z ikke er
komplet til {¢}, og idet ¢ kan betragtes som en Y’ maengde, hvilken per antagelse ikke eksisterer.
Dette viser pastand 3.

Pastand 4: x; har ikke en nabo i A;_3.
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Antag, at x; har en nabo i A;_3. Hvis z; er komplet til X;_3, sa er x; ikke-nabo til x;_o, da x¢
ikke er komplet til X; 5. Dermed er xo, ..., 2t—2, 2 en Y U{xs41 }-diamant af hgjde t — 1, da x4
ikke er komplet til Y U {z¢4+1}, hvormed Y U {x:11} er antisammenhaengende, xg, ..., xi_2 alle er
komplette til Y U {2+41}, 2+ er ikke-nabo til 411, da a4y er komplet til X;_; og ifglge definition
11.9(i#i), x4 er komplet til X;_3, og x4 har en nabo i A;_3. Dette danner modstrid, da Y U {41}
kan betragtes som en Y’ mengde, hvilken per antagelse ikke findes. Hvis z; ikke er komplet til
Xi_3, 88 er xg,...,T¢—3,Tt—1, T, Try1 en Y-firkantsdiamant af hgjde ¢, da xg,...,z4—3,x¢—1, ¢
alle er komplette til Y, mens xy4; ikke er komplet til Y, x44; er komplet til X; 1, z; er ikke
komplet til X;_3, 441 har ikke en nabo i A;_3, og der findes et punkt ¢ i A;_1, som er nabo til
bade x;y1 og x; samt har en nabo i A;_3. Dette giver en modstrid, da Y kan betragtes som en Y’
maengde. Dermed er pastand 4 vist.

Ifglge pastand 2 vil r € A;_3, og pastand 4 giver, at x; ikke har naboer i A;_3, s& x; og r er
ikke naboer. Idet z,x,q,r, x1—1 ikke ma veere et hul, er x; og x;—1 naboer. Hvis x; er komplet
til Xy 3, s& er xq,..., 23,241, Tt—2,2¢ en Y U {x;1q }-firkantsdiamant af hgjde ¢, da X;_q er
komplet til Y U {x;y1}, mens x; ikke er komplet til Y U {x411}, @ er komplet til X;—3 U {z1_1},
x¢—o er ikke komplet til X;_3 ifplge definition 11.9(7i7), z; har ingen naboer i A;_3 ifglge pastand
4, rs_o har en nabo i A;_3 ifslge bemeerkning 11.11, og der findes et punkt ¢, som er nabo til bade
x4 og x1—2 (da ¢ er komplet til X;_5) og har en nabo i A;_3 ifplge pastand 2. Dette danner en
modstrid, da Y U {x:11} kan betragtes som en Y’ meengde. Hvis x; ikke er komplet til X;_3, si er
XOy .- Tp—3, Ti—1, T en Y U {xyqq }-firkant af hejde ¢ — 1, da xo, ..., x¢—3,2.—1 alle er komplette
til Y U {241}, mens a; ikke er komplet til Y U {441}, z; er nabo til z;—1, x; har ikke naboer i
A;_3 ifplge pastand 4, og der findes et punkt ¢ i A;_1, som er nabo til z; og har en nabo i A;_3.
Igen er en modstrid opndet, s antagelsen, om at der ikke findes en meengde Y’ som beskrevet i
lemmaet, mé veere forkert. ]

Lemma 11.17

Lad G veere en graf, sé G € Fr, lad {z, Ag} veere en ramme i G, og lad Y C V(G) — (A U {z})
veere en ikke-tom og antisammenhaengende maengde. Antag, at der findes enten en Y -diamant, en
Y -firkant eller en Y -firkantsdiamant i G. Da vil z vaere komplet til Y, og G vil indeholde et hjul
{C,Y}. S

Bevis

Pastand: Hvis Y1 C V(G) er en antisammenhwengende mengde, hvor Y C Yy, og der findes en
Y1-firkantsdiamant i G af hojde t + 1, sd kan det antages, at der findes en antisammenhengende
mengde Yo, hvor Y1 C Yy C V(G), sd der findes en Yao-firkant eller en Ya-diamant i G af hgjde
hajst t — 1.

Dette bevises ved induktion over ¢. Induktionsbasis er ¢ = 3, hvor lemma 11.13 giver, at der enten
ikke findes en Y-firkant eller en Y-firkantsdiamant, eller sa er lemmaet opfyldt. Det kan derfor
antages, at t > 4. Ifglge lemma 11.16 vil der enten findes en antisammenhasengende maengde Y53,
hvor Y1 C Y5, eller z er ikke komplet til Y3, og desuden fglger, at der findes en Ys-diamant af
hgjde t — 1, en Ys-firkant af hgjde ¢ — 1 eller en Ys-firkantsdiamant af hgjde ¢. Hvis der findes
en Yo-diamant af hgjde t — 1 eller en Ys-firkant af hgjde ¢ — 1, s er pastanden opfyldt. Det kan
derfor antages, at der findes en Ys-firkantsdiamant af hgjde t. Ifplge induktionsantagelsen vil der
findes en antisammenhaengende maengde Y3, hvor Ys C Y3, sd G indeholder en Y3-diamant eller en
Ys-firkant af hgjde hgjst t —2. Da Y7 C Y5 og Y> C Y3, vil Y7 C Y3, hvormed pastanden er opfyldt.
Dette viser pastanden.

Det er i lemmaet antaget, at der findes en Y-diamant, en Y-firkant eller en Y-firkantsdiamant.
Hvis der findes en Y -firkantsdiamant, sa fglger af pastanden, at der findes en antisammenhaengende
meangde Y7, hvor Y C Y7. Det vil sige, at G indeholder en Yi-diamant eller en Y;-firkant. Det kan
altsa antages, at der findes en Yi-diamant eller en Y;-firkant i G af hgjde ¢ for et ¢. Veelg ¢ mindst
muligt. Hvis ¢t = 3, sa fglger lemmaet af lemma 11.13, hvormed det kan antages, at ¢ > 4. Fra
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pastanden vil der ikke findes en antisammenhsengende maengde Y3, sa Y7 C Ys, og G indeholder
en Ys-firkantsdiamant af hgjde hgjst t. Hvis der findes en Y;-diamant, sa fglger lemmaet af lemma
11.14. Hvis der findes en Y;-firkant, sa opnaes en modstrid med lemma 11.15, da Y5, hvor Y7 C Y5,
er vist ikke at findes. O

Folgende svarer til lemma 16.11 i rapporten.

Lemma 11.18

Lad G veere en graf, s G € F7, og lad X,Y C V(QG) veere ikke-tomme disjunkte antisammenhaen-
gende maengder, som er komplette til hinanden. Lad p1,...,p, vere en 2-vej i G — (X UY) af
leengde mindst fire, sé p1 og py er komplette til X, mens punkterne ps, ..., p,—1 ikke er komplette
til X. Antag, at et af folgende er opfyldt:

(1) p1,p2 og ps er alle komplette til Y.
(#4) Der findes i, hvor 1 < i < n — 3, sd p;, pi+1, Pi+2 08 pi+s alle er komplette til Y.

(#i7) Der findes i, hvor 1 <i <mn — 3, sd p;11 0g pi+2 er komplette til Y, mens p; og p;+s ikke er
komplette til Y.

Da findes der et hjul i G med Y som centrum, og hvis (iii) er opfyldt, sa vil G yderligere have en
balanceret skaev opdeling. o

Bevis

For (i) lad ¢ = 1, og for (ii) og (iii) lad i veere som givet der. Lad @ veere en anti 2-vej mellem
Di+1 0L Pit+e, hvis indre tilhgrer X, og en sddan vil findes, da p;11,pit2 € {p2,...,Pn—1} ikke
er komplette til X. Idet 2 < i+ 1 <i+2 < n—1,n > 5, og bade p; og p, er komplette til
det indre af @, s& folger af lemma 10.1, at @@ har lsengde to, da konklusionen i lemmaet ikke er
opfyldt. Dermed vil der findes et punkt x € X, som er ikke-nabo til bade p;+1 0og pi+2. Veelg h,
hvor 1 < h < 1, stogrst muligt, s& x er nabo til py. Veelg j, hvor ¢ + 3 < 7 < n, mindst muligt,
sa x er nabo til p;. Dermed er x,pp,...,p; et hul C af leengde mindst fem, men da G € F7, vil
hullet have leengde mindst seks. Hullet C' vil indeholde punkterne z, p;, pi+1, Piy2 0g Di+s3, hvor
x, pi+1 samt p; o ifplge valget af i og (7)-(4i7), alle er komplette til Y . Ved (i) er h=1,dai=1,
hvormed kanterne xp1, p1p2 og p2ps alle findes i C, og alle er komplette til Y, hvormed {C, Y} per
definition 15.10 i rapporten er et hjul. Ved (i¢) er kanterne p;p;4+1, pi+1Pi+2 08 Pi+2pi+3 alle i C og
alle komplette til Y, s {C,Y} er et hjul. I (ii7) er punkterne x, p; 11 og p;+2 alle komplette til Y.
Fra korollar 2.4 i rapporten anvendt pa den antisammenhsengende meaengde Y og hullet C' fglger
da, at der findes et lige antal kanter, som er komplette til Y, og da p;+1p;+2 er en kant, som er
komplet til Y, ma der findes mindst en anden kant. Da hverken p;p;+1 eller p;1ap;+3 er komplette
til Y, vil der findes to disjunkte kanter, som er komplette til Y, hvormed {C,Y} er et hjul. Da
Dit1Pite2 er et udsnit af C' af ulige leengde, er {C, Y} et hjul af ulige leengde, hvormed seetning
15.16 i rapporten giver, at G har en balanceret skaev opdeling. O
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Kapitel 12

Familien Fg

Lemma 12.1
Lad G veere en graf, si G € Fg, ladY C V(G) veere en ikke-tom og antisammenhaengende maengde,
lad {z, Ao} veere en ramme med Y N (Ag U {z}) =0, og lad =y, . .., zt41 veere et hjulsystem med

Y som centrum, og t > 2. Lad X; og A; vaere som i definition 11.10. Da vil et af fplgende veere
opfyldt:

(i) @41 har en nabo i A;_q.

)
(74) Der findes et punkt i Y, som er ikke-nabo til x¢11 og er antikomplet til A;.
(#4t) Der findes mindst to punkter 1Y, som er ikke-naboer til x;y1 og antikomplette til A;_;.
)

(iv

Der findes et hjul i G med Y som centrum.

Bevis
Antag, at x4 ikke har en nabo i A;_1, altsd at (i) ikke geelder.

Pastand 1: Der findes ikke punkter x;, x; € X¢, som er forbundet af en 2-vej x;, x¢11, P, x; af ulige
leengde, sd P’s indre tilhorer As.

Antag, at der findes en sadan 2-vej P, og lad P : x¢41,a1,...,ay,2;. Lad S veere en 2-vej mellem
x; og x;, hvis indre tilhgrer A;_;. Da har S lige leengde, fordi S danner et hul med 2-vejen
%, 2, x5 Idet x¢1, Pyxj, S, x; ikke mé veere et hul, og det er antaget, at x441 ikke har naboer i
A;—1, mé der findes kanter mellem det indre af P og det indre af S, altsd er {a1,...,a,} U A;—1
sammenhaengende. Da x4 ikke har naboer i A;_1, ma a3 € Ay — A;—1, og der mé findes k, hvor
1<k<n,sdar € Ay—A;_1, og a; har en nabo i A;_1. Da A;_; er maksimal, mé a; veere komplet
til X;—1. Mindst et af z; og x; ma tilhgre X;_1, s& & = n, lad det veere z; som tilhgrer X, i,
og da z; ikke mé& have naboer i det indre af P, vil ¢ = ¢t. Meengden F' = {a1,...,an,z;} U As1
er sammenhaengende og fanger trekanten {z, 41,2}, hvor x; er den eneste nabo til z i F', a; er
den eneste nabo til z;41 i F', og x; har ifglge bemaerkning 11.11 en nabo i A¢—1. Da z; og a1 ikke
er naboer, kan F' ikke indeholde et spejlbillede af {z, 141, 2}, og da hverken z; eller aq tilhgrer
A;_1, findes der ikke et punkt i F', som har mindst to naboer i {z,x¢11, 2}, hvilket danner en
modstrid med lemma 16.5 i rapporten. Altsa vil der ikke findes en siddan 2-vej P, hvormed pastand
1 er vist.

Idet x441 ifslge bemaerkning 11.11 har en nabo i A, og det er antaget, at x;41 ikke har en nabo i
A1, vil der findes en 2-vej mellem ;11 og A;—1, hvis indre tilhgrer Ay — A;_;. Det vil sige, at der
findes en 2-vej x¢41,a1,. .. Qm, SA A1, ... G € Ay — A4_1, @y, har en naboi A;_q,0g aq,...,am-1
ikke har en nabo i A;_1. Dermed er m > 1, og a,, er komplet til X;_ 1, da A;_1 er maksimal og
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sammenhgengende. Hvis det er muligt, sa veelg en sadan 2-vej x4y1, a1, ..., anm, sé hvert punkt i Y
har en nabo i A;—1 U {xtq11,a1,...,am}.

Pastand 2: Det kan antages, at et af xq, ...,z er ikke-nabo til bade x¢41 09 ay.

Da x441 og a1 begge ikke er komplette til X;, vil der findes en anti 2-vej @) mellem dem, hvis indre
tilhgrer X;.

Antag, at @ har ulige leengde. Ethvert punkt i det indre af @ har en nabo i den sammenhangende
meengde A;_1, mens .41 per antagelse ikke har en nabo i A;_;. Desuden er z komplet til det
indre af @ og antikomplet til A;_;. Da fglger af korollar 2.3 i rapporten anvendt i G, at a; ikke
er komplet til A;_; i G. Det vil sige, at i G har a; en nabo i A;_;. Dermed er m = 1, og a1 = am,
er komplet til X;_1. Da a; € A; er komplet til X;_1, vil a; veere ikke-nabo til z;. Hvis x; ikke
er nabo til z;y1, sa er pastanden opfyldt, da z; sa er ikke-nabo til bade a; og x¢41. Hvis x4 er
nabo til z4y1, sa er xg, ..., z441 en Y-firkant, da x4 er nabo til xy, 141 per antagelse ikke har
en nabo i A;_1, og der findes et punkt a7 i A;, som er nabo til x;11 og har en nabo i A;_;. Da
folger af lemma 11.17, at G indeholder et hjul med Y som centrum, hvormed (iv) er opfyldt.

Antag nu, at @ har lige leengde. Anti 2-vejen z, a1, @, 141 har dermed ulige leengde mindst tre.
Alle dens indre punkter har en nabo i den sammenhgengende maengde A;—1 U{aa, ..., anm}, og dens
endepunkter z og ;41 har ikke naboer deri. Ved at anvende lemma 9.1 i G kan det konkluderes,
at z,a1, Q, v14+1 har leengde tre, hvormed @ har leengde to. Det vil sige, at der i G findes et punkt
tilhgrende X;, som er ikke-nabo til bade a; og 41, hvormed pastand 2 er vist.

Pastand 3: Det kan antages, at ethvert punkt i Y har en nabo i Ar—1U {Zt41,a1,...,am}.

Antag, at der findes et y € Y, som ikke har en nabo i As—1 U{2z¢t1,01,...,am}.

Hvis y ikke har en nabo i A, s& er (i) opfyldt, da y sa er ikke-nabo til 241 og ikke har en nabo
i A;. Det kan derfor antages, at y har en nabo i A;. Dermed vil der findes en sammenhangende
delmeengde F af A; indeholdende A;_; U {aq,...,an}, som indeholder en nabo til y, og veelg F
mindst mulig, si dette er opfyldt. Idet det er antaget, at y ikke har en nabo i A;_1U{a1,...,am},
ma y have en unik nabo f i F, da F er valgt mindst mulig. Dermed vil f € Ay — A;_1. Da y har en
nabo f i F, og x;y1 har en nabo a; i F, vil der findes en 2-vej R mellem dem, hvis indre tilhgrer
F. Da danner C : z,x441, R,y et hul, sd R har lige leengde.

Antag, at R har leengde mindst fire. De eneste punkter i C, som er komplette til Xy, er z og vy,
og da fglger af lemma 2.6 i rapporten, at X; enten indeholder en hat eller et afhop for C' ved zy.
Et athop for C ved zy i X; vil betyde, at der findes to ikke-nabopunkter z;,x; € X, sa der findes
en 2-vej x;, Tiy1, P, x;, hvor P er det indre af R. En sddan 2-vej findes ifglge pastand 1 ikke, s&
der mé findes en hat for C ved zy. Det vil sige, at der findes = € X;, som kun er nabo til z og y i
C. Da vil FU {x41} fange trekanten {z,y, z}, hvor « har naboer i A;_1, den eneste nabo til y i
FU{z¢41} er f, og den eneste nabo til z i FU{2¢41} er 2441. Da R har leengde mindst fire, er f
og x+11 ikke-naboer, s& F U {z:41} indeholder ikke et spejlbillede af {z,y, z}. Desuden findes der
ikke et punkt i F'U{x¢4+1}, som har mindst to naboer i {z,y, 2}, da bade f og x4 er ikke-naboer
til z. Dette danner en modstrid med lemma 16.5 i rapporten, s& R ma have leengde to.

Dermed er x:11 nabo til f. Idet det er antaget, at y ikke har en nabo i A;—1 U {x¢41}, s mé
alle andre punkter i Y have en nabo i A;_1 U {xy1}, for ellers er (iii) opfyldt. Der er valgt en
2-v€ej T441,01,...,0y, 0g 1 denne 2-vej er y det eneste punkt, som ikke har en nabo i A;—1 U
{Zt+1,01,...,am}, og de andre har alle en nabo i A;—1 U {z¢4+1}. Hvis der kan veelges en anden
2-vej, hvor y har en nabo i A;_1 U {x41,a1,...,am}, sd er en modstrid opnéet.

Hvis f har en nabo i A;_1, og 2-vejen x4y1,a1,...,a, veelges lig x4y1, f, vil dette veere et bedre
valg, idet y s& har en nabo f =a; = an, 1 {a1,...,a,}, og en modstrid er naet.

Hvis f er nabo til et af as, ..., ay,, sa vil der ligeledes kunne treeffes et bedre valg, hvor y har en
nabo f € {a1,...,am-1}, og en modstrid er opnaet.

Altsa vil f ikke have en nabo i A;_1, og f er ikke-nabo til alle af as, ..., a,. Lad @ veere en anti
2-vej mellem f og x441, hvis indre tilhgrer X;, og en sddan vil findes, da f € Ay — A;_1 0g X441
begge ikke er komplette til X;. Ethvert indre punkt i ¢ har en nabo i A;_1, mens anti 2-vejens
endepunkter ikke har en nabo i A;_1. Desuden er z komplet til det indre af @ og antikomplet
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til A;_1. Anvendes korollar2.3 i rapporten i G fglger det, at Q har lige laengde. Dermed har anti
2-vejen y, xry1, Q, f ulige leengde, og dens indre punkter har alle en nabo i A;—1 U {a1,...,am},
mens det er antaget, at y ikke har en nabo i A;_1U{aq,...,an}. Desuden er z komplet til det indre
af anti 2-vejen og antikomplet til A;_; U {aq,...,an}. Fra korollar 2.3 i rapporten anvendt i G
folger, at f ikke er komplet til A;_;U{a1,...,am}iG. Dermed har f en naboi A;_1U{a1,...,am}
i G. Da det tidligere er vist, at f ikke har en nabo i A;—1 U{aq,...,an}, ma f og a; veere naboer.
Fra pastand 2 vil der findes x € Xy, som er ikke-nabo til bade z;11 og a1, nabo til z og y samt
har en nabo i A;_1. Dermed vil F' = {z,y,2,as,...,am} U A1 veere sammenheengende og fange
trekanten {2:41, f, a1}, hvor den eneste nabo til 2441 1 F’ er z, den eneste nabo til f i F’ er y, og
ay er nabo til as. Der vil ikke findes et punkt i F”, som er nabo til to punkter i {z:41, f,a1}, da
hverken z eller y er nabo til a;. Da fglger af lemma 16.5 i rapporten, at F’ indeholder et spejlbillede
af {zy11, f, a1}, hvilket vil sige, at der findes et punkt i F/, som er nabo til y, 2z og a;. De eneste
naboer til z 1 F’ er x og y, men de er begge ikke-naboer til a1, og en modstrid er opnaet, hvormed
antagelsen, om at der findes et y € Y, som ikke har en nabo i A;_; U{xty1,0a1,...,an}, mi vere
forkert, og pastand 3 er vist.

Idet a,, er komplet til X; 1, har zq,...,z;_1 alle en nabo i ay,...,a,. Idet bade x; og a,, har en
naboi A;_1, ogingen af 11, a1, ...,a,,—1 har naboer i A;_; per antagelse og definition af 2-vejen
Tiq1,01,--.,0Qm, Kan 2-vejen Tyy1,a,...,a, udvides til 2-vejen xyy1,a1,...,am, Am+1,---,0n,
som indeholder naboer til alle punkter i X;. Denne nye 2-vej har den egenskab, at alle punkter
i X; har en nabo deri, og den forste del x441,a1,...,a, af 2-vejen har samme egenskaber som
hidtil. Ifglge pastand 2 kan der veelges ¢, hvor 2 < ¢ < n, storst muligt, sa der findes et punkt i
X, som er ikke-nabo til samtlige af punkterne x;11,a1,...,a;—1. Veelg s, hvor 0 < s <, sa x5 er
antikomplet til 41, a1, ..., a;—1. Idet alle punkter i X; har en nabo i {z¢41,a1,...,an}, sd grundet
maksimaliteten af ¢ vil alle punkter i X; have en nabo blandt punkterne i {x¢11,a1,...,a;}, og
specielt er x5 nabo til a; og ikke til andre punkter i {z;+1,a1,...,a;}. Bemeerk, at hvis i > m, si
er s =t, da alle punkter i X;_; har en nabo i {ay,...,am}.

Pastand 4: i er ulige, og a; er komplet til Y.

Her vil C': z,2¢41, a1, ..., a;,zs danne et hul, hvormed i er ulige, og i > 3. Dermed har C' laengde
mindst seks.

Antag, at a; ikke er komplet til Y. Da er C et hul af lzengde mindst seks, hvor z og x5 er komplette
til Y, og x¢41 samt a; ikke er komplet til Y. Da der ikke ma findes et hjul i G med Y som centrum,
kan der ikke findes yderligere en kant i C', som er komplet til Y. Hvis der i C' findes andre punkter,
som er komplette til Y, mé der findes mindst to sddanne punkter i C' — {z, x5, x+11,a; }, for ellers
dannes et hul af ulige leengde. Da aq, ..., a, har lige leengde, vil der, hvis der findes mindst to
sddanne punkter, findes et ulige antal kanter, der er komplette til Y, for ellers haves et hul af ulige
leengde. Men s& haves et hjul {C,Y} af ulige leengde, hvilket er i modstrid med, at G € Fs. Det
vil sige, at C' — {z, 24} ikke indeholder punkter, der er komplette til Y.

Da fglger af lemma 2.6 i rapporten, at Y enten indeholder et afhop eller en hat for C ved zx,.
Antag, at C indeholder et athop. Det vil sige, at der findes to ikke-nabopunkter y1,y2 € Y, sa
Y1, Tt41, A1, - - -, a7, Y2 €r en 2-vej. Denne 2-vej har ulige leengde mindst fem, dens endepunkter er
komplette til X;, og dens indre punkter er ikke komplette til X;, da de tilhgrer {x¢41} U A;. Dette
danner modstrid med lemma 9.1, da der ikke findes en kant i 2-vejen, som er komplet til X;, og
2-vejen ikke har leengde tre. Altsa ma Y indeholde en hat for C' ved zzs. Det vil sige, at der findes
y € Y, sd y kun er nabo til z og x5 i C, altsé y er ikke-nabo til alle af z;41, a1, ..., a;. Fra pastand
3 kan det si antages, at y har en nabo 1 A;—1 U{ait1,-..,am}-

Antag fgrst, at ¢ < m. Lad a;,71,...,7%,y veere en 2-vej mellem a; og y, hvis indre tilhgrer
Ai_1U{ait1,...,am}. Daer Cy : z,2¢11,a1,...,a4,71,...,7k,y et hul af leengde mindst seks, hvor
z og y er de eneste punkter, der er komplette til X;, da x:y; ifplge definition 11.9(¢i4) ikke er
komplet til Xy, {a1,...,a;} € Arog {r1,...,rx} € A1 U{ait1,...,am} C As og ifplge definition
11.10 dermed ikke indeholder punkter, der er komplette til X;. Ifglge lemma 2.6 i rapporten vil X;
indeholde en hat eller et athop for C' ved zy. Ifglge pastand 1 vil X; ikke indeholde et athop for C
ved zy, s& der ma findes x € X;, sd x ikke har naboer i {z;y1,a1,...,a;,71,..., 7%}, hvilket danner
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modstrid med, at x, er valgt for i stgrst muligt, sa x, ikke har naboer i {x¢11,a1,...,a,-1}, men
er nabo til a;, dog findes der her et x € X;, som yderligere ikke er nabo til a;. Antagelsen, om at
1 < m, mé derfor vaere forkert.

Antag nu, at ¢ > m. Dermed er s = t. Lad am,r1,...,7,y vere en 2-vej mellem a,, og v,
hvis indre tilhgrer A;_1, og en séddan vil findes, da y er ikke-nabo til x;11,a1,...,a;, og ifglge
pastand 3 har en nabo i A;—1 U {xt11,01,...,am}, 08 a, per definition har en nabo i A;_1.
Daer Cy : z,x441,a1,...,0m,71,...,7k,y et hul af leengde mindst seks, og de eneste punkter
deri, som er komplette til Xy, er z og y, da x4 ifplge definition 11.9(iéi) ikke er komplet til
X, {a1,...,am} C At og {r1,...,rx} C A;_1 og ifplge definition 11.10 dermed ikke indeholder
punkter, der er komplette til X;. Da fglger af lemma 2.6 i rapporten, at X; indeholder en hat eller
et athop for Cy ved zy. Ifglge pastand 1 vil X; ikke indeholde et afhop, s& der ma findes x € X4,
som ikke har naboer i {zty1,a1,...,am,7r1,...,7%}. Idet a,, er komplet til X;_1, s& ma =z = z;.
Dermed vil F = {x¢11,a1,...,am,...,a:,71,...,7;} veere sammenhangende og fange trekanten
{y, z, ¢}, hvor rj, er den eneste nabo til y i F, da Cs er et hul, og y er ikke-nabo til z;41,a,...,a;,
x¢+1 er den eneste nabo til z, da alle de andre punkter er indeholdt i A;, og a; er den eneste nabo
til 2y i F, da z; er en hat til C5, og zs = x; er ikke-nabo til samtlige af x;y1,a1,...,a;—1. Da
i > m, er x4 ikke-nabo til a;, sd F indeholder ikke et spejlbillede af {y, z, z;}. Desuden findes der
ikke et punkt i F', som har to naboer i {y, z, ;}, hvormed en modstrid er opniet med lemma 16.5
i rapporten. Altsd ma antagelsen, om at a; ikke er komplet til Y, veere forkert, hvormed pastand
4 er vist.

Pastand 5: Lad R vere en 2-vej mellem xy og v, hvor r er det eneste punkt i R, der er komplet
til Xi—1, og V(R —{x:}) C Ai—1 U{a1,...,am}. Da har R ulige lengde mindst tre. Specielt er x;
tkke-nabo til a,;, 09 Qpy—1.

Antag, at R har lige leengde. Da har 2-vejen z, ¢, R, r ulige leengde, dens endepunkter er komplette
til X;_1, mens dens indre punkter ikke er komplette til X;_;. Da folger af lemma 9.1, at 2-vejen
har leengde tre, og der findes en anti 2-vej af ulige leengde mellem de indre punkter i 2-vejen, og
anti 2-vejens indre tilhgrer X;_1, hvormed R har laeengde to. Lad q vaere det midterste punkt i R
og lad @ veere anti 2-vejen mellem g og ¢, hvis indre tilhgrer X;_ ;. Da a,, er komplet til X;_; og
ikke-nabo til x;, og @ ikke ma danne et antihul med 2-vejen ¢, ay,, ¢, ma a,, og q veere naboer.

Antag forst, at ¢ € {a1,...,am}. Da vil ¢ = a;—1. Dermed er ¢, Q, x¢,a,, en anti 2-vej af lige
leengde mindst fire, hvor ¢ er det eneste punkt, som er antikomplet til A;_1, da det indre af Q
er indeholdt i X;_1, og ifglge bemeerkning 11.11 vil alle punkter i det indre af () samt z; dermed
have en nabo i A;_s, og a,, har per definition en nabo i A;_;. Desuden er a,, det eneste punkt
i anti 2-vejen, som er antikomplet til {z, 2441, 01,...,am—2}, da ¢ = am—1 er nabo til a,,—2, og
punkterne i det indre af @ samt z; er nabo til z. Idet maengderne A;—1 og {z,T¢+1,a1,...,Qm—2}
begge er sammenhaengende og antikomplette til hinanden, s& danner det en modstrid med lemma
9.2 anvendt i G, da q,Q,x¢, a,, har leengde mindst fire. Det kan derfor antages, at ¢ € A;_1.
Specielt er x; ikke-nabo til a,, og @m,—1, hvor x; er ikke-nabo til a,,, da a,, € A; er komplet til
Xi_1, og x¢ er ikke-nabo til a,,—1. Da a,, er nabo til ¢ og komplet til X;_1, sa er r = a,, en
mulighed, og z¢,q, a,, er 2-vejen R. Lad R’ veere en 2-vej mellem z; og a,,, hvis indre tilhgrer

{z,2¢41,a1,...,am}, og en sddan vil findes, da z; og z er naboer, og a,, har en nabo deri, da
maengden er sammenhaengende. Desuden vil R’ have leengde mindst tre, da x; og a., ikke har en
feelles nabo i {z,2¢41,0a1,...,am}. Dermed er ¢, an,, R',z; et hul af leengde mindst seks. Hullet

indeholder blandt andet punkterne x;,q og a.,, hvilket antihullet ¢, @, x¢, am,, z ogsa ggr. Dette
danner en modstrid med lemma 15.9 i rapporten og dermed ma R have ulige leengde.

Dar € A;—1 U{a1,...,an} er komplet til X;—1, ma r € {a1,...,am} C A¢. Dermed er r ikke-
nabo til z;, da der ellers dannes modstrid med definition 11.10, hvormed R har lzengde mindst
tre. Per definition er a,, € A; komplet til X;_1, s& x; og a,, er ikke-naboer. Desuden er a,,_1 og
x; ikke-naboer. Dermed er pastand 5 vist.

Pastand 6: Det kan antages, at ingen af x441,a1,...,a;—1 er komplette til X;_1, og specielt at
1 <m.
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Antag, at et af a1,...,a;_1 er komplet til X;_1, og veelg h, hvor 1 < h < i — 1, storst muligt, s&
ap, er komplet til X;_1. Idet aj per definition af x4 ikke er nabo til zs, hvor 0 < s <t, ma s = t,
da ap er komplet til X;_1. Da x, = x; er nabo til a;, ma a; € A; ikke veere komplet til X;_;.
Dermed fglger af pastand 5, at 2-vejen x¢, a;,a;—1,...,an har ulige lengde mindst tre, hvormed
2-vejen z, Ty, aq, . ..,ap har lige lengde mindst fire. Idet de eneste punkter, der er komplette til
X;_1, er 2-vejens endepunkter, og idet z, x; samt a; ifglge pastand 4 er komplette til Y, folger det
af lemma 11.18(%), at der findes et hjul i G med Y som centrum, hvormed (iv) er opfyldt. Det kan
derfor antages, at ingen af a1, ..., a;,_1 er komplette til X;_1. Specielt er i < m, da a,, er komplet
til X¢—1, hvormed a,, ¢ {a1,...,a;—1}.

Antag, at x4y er komplet til X;_1. Idet x;41 per definition af x ikke er nabo til x5, hvor 0 < s < ¢,
ma s = t. Lad R veere en 2-vej mellem x; og a,,, som har indre tilhgrende A;_;1, og en sadan vil
findes, da z; ifglge bemaerkning 11.11 har en nabo i A;_1, og a,, vil per definition have en nabo
i A;_1, og ingen punkter i det indre af R er komplette til X;_;, da A;_; ifglge definition 11.10
ikke indeholder punkter, som er komplette til X;_;. Dermed folger af pastand 5, at R har ulige
leengde mindst tre, hvormed x4y1,0a1,...,a;, ¢, R, a,, er en 2-vej af ulige leengde mindst fem, da
1 ifglge pastand 4 er ulige. Endepunkterne x4y1 og a,, er begge komplette til X;_;, mens ingen af
dens indre punkter er komplette til X;_1, hvor det tidligere i denne pastand er vist, at aq,...,q;
ikke er komplette til X;_;. Dette danner modstrid med lemma 9.1. Dermed er x;y; ikke komplet
til X;_1, og pastand 6 vist.

Ifglge pastand 6 vil der ikke findes a;, hvor 1 < j < i — 1, s& a; er komplet til X;_;, men da
pastanden ligeledes giver, at ¢ < m, og det vides, at a,, er komplet til X;_ 1, da veelges k, hvor
1 < k < m, mindst muligt, s& ax er komplet til X;_;.

Pastand 7: k er ulige.

Ifslge pastand 4 er ¢ ulige, og da i > 2, ma ¢ > 3, og da k > 4, ma 2-vejen z,x¢4+1,0a1,...,a; have
leengde mindst fire. Endepunkterne z og ar er komplette til X; 1, mens ingen af 2-vejens indre
punkter er komplette til X;_;. Da folger af lemma 9.1, at 2-vejen har lige leengde, da hverken
lemma 9.1(4) eller lemma 9.1(i¢) er opfyldt. Dermed méa k veere ulige, og pastand 7 er vist.

Pastand 8: x; er nabo til et af a1, ..., ak.

Antag, at x; er ikke-nabo til alle af aq,...,ax. Fra valget af i fglger, at x; er nabo til x4y, da
k > 1i—1, og x; er ikke-nabo til alle de andre. Lad S veere en 2-vej mellem z; og ai, hvis indre
tilhgrer A;—1 U {ak+t1,...,am}, og lad C veere hullet z441,a1,...,ax,S,2:. Da C skal have lige
leengde, og k ifglge pastand 7 er ulige, ma S have lige leengde. Da fglger af pastand 5, at der ma
findes et punkt i det indre af S, som er komplet til X;_;. Da S har lige leengde, har z, x4, S, ax
ulige leengde, og dens endepunkter er komplette til X;_ 1, og da fglger af korollar 2.4 i rapporten,
at 2-vejen indeholder et ulige antal kanter, der er komplette til X;_1, idet S indeholder et indre
punkt, der er komplet til X;_;. Da z; ikke er komplet til X;_1, sa vil de kanter, der er komplette
til X;_1, alle tilhgre S, hvormed de ogsa tilhgrer C, og der findes ikke andre kanter i C, som
er komplette til X;_1, da ingen af x4;1,a1,...,ax—1 er komplette til X;_;. Det vil sige, at C
indeholder et ulige antal kanter, der er komplette til X;_1. Da fglger af korollar 2.4 i rapporten,
at der er ngjagtig en kant i C, der er komplet til X; 1, det vil sige, at S har lengde en, og
dermed ngjagtig to punkter, der er komplette til X;_;. Idet ar er komplet til X;_;, s& ma det
andet punkt v, der er komplet til X;_1, veere nabo til ax 1 S. Dermed vil v ikke tilhgre A;_1, s&
v € {ak+1,--+,0m}. Dermed mi k < m, og v = ag41. Fralemma 2.6 i rapporten anvendt pa C med
X;_1 som antisammenhaengende maengde kan det konkluderes, at X;_; indeholder en hat eller et
athop for C' ved apapy1. I begge tilfeelde vil der findes x € X;_1, som er ikke-nabo til x;, x4y
og ai, og som er nabo til ai. Dermed vil F = (V(C) — {2, x441}) U {2z} veere sammenheaengende
og fange trekanten {z,xs, x141}, hvor = er den eneste nabo til z, den eneste nabo til x; er dens
nabo i S, som er indeholdt 1 A:—1 U {ak11,...,am}, 0g a1 er den eneste nabo til z¢11. Da = og
ay ikke er naboer, vil F' ikke indeholde et spejlbillede af {z, ¢, 2111}, og F' vil ikke indeholde et
punkt, som har to naboer i {z,xs, 441} idet hvert punkt i {z,z;, 2441} kun har én nabo i F,
a1 & Asg U{aky1, ... an} 0og & & As_qg U{aky1,-..,an}. Dette danner en modstrid med lemma
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16.5 i rapporten, hvormed z; mé have en nabo blandt aq,...,ax. Dermed er pastand 8 vist.
Pastand 9: ay er komplet til Y.

Antag, at aj ikke er komplet til Y. Da fglger af pastand 4, at ¢ # k, altsd ¢ < k. Dermed
er {X;_1;Y;z,x¢41,a1,...,ar} et pseudohjul, da X;_1 og Y begge er antisammenheengende og
komplette til hinanden, z,xs+1,a1,...,a; har leengde mindst fire, z og ax er begge komplette til
X1, mens ingen af x441,a1,...,a; er komplette til X;_1, a; er komplet til Y, mens x4 og ag
ikke er komplette til Y, og a; € {as,...,ar—1} er komplet til Y. Da G € Fg, ma der ikke findes et
pseudohjul i G, s& en modstrid er opnéet, og pastand 9 er vist.

Ifglge pastand 8 kan der veelges j, hvor 1 < j < k, stgrst muligt, s& x; er nabo til a;. Fra pastand 5
vil 2-vejen x4, a;, ..., a; have ulige leengde mindst tre, hvormed aj, . .., ax har lige leengde mindst
to. Antag, at a; er komplet til Y. Da har 2-vejen z,x¢,a;,...,a; lige leengde mindst fire, dens
endepunkter er komplette til X;_1, dens indre punkter er ikke komplette til X;_1, og z,x; og
a; er alle komplette til Y, og da folger af lemma 11.18(¢), at der findes et hjul, som har YV
som centrum, hvormed (iv) er opfyldt. Det kan derfor antages, at a; ikke er komplet til Y. Nu
har 2-vejen x¢,a;,...,ax ulige leengde mindst tre, og dens endepunkter er komplette til Y. Da
folger det af korollar 2.3 i rapporten, at x¢,a;,...,a, indeholder en kant, der er komplet til Y,
idet punktet z er komplet til Y, men ikke har naboer i a;,...,ar—1. Da fglger af korollar 2.4 i
rapporten, at 2-vejen indeholder et ulige antal kanter, som er komplette til Y. Idet a; ikke er
komplet til Y, s& vil a;,...,ar indeholde et ulige antal kanter, der er komplette til Y. Her har
2-vejen P : z,x441,01,...,a lige leengde ifglge pastand 7, og dens endepunkter er komplette til
Y, og da fglger af korollar 2.4 i rapporten, at P indeholder et lige antal kanter, der er komplette
til Y. Da et lige antal kanter i z, z441,a1,...,4a;,...,a; er komplette til Y, og et ulige antal kanter
iaj,...,a, er komplette til Y, s& vil et ulige antal kanter i z,z41,a1,...,a; vere komplette til
Y. Dermed vil der findes et udsnit P’ af P, der er komplet til Y, som har ulige leengde. Hvis P’
har leengde mindst tre, da vil lemma 11.18(i7) veere opfyldt, hvor P er 2-vejen, hvis endepunkter
er komplette til X;_1, og ingen af dens indre punkter er komplette til X;_;, og punkterne i P’
er a;,a;y1,0;+2 Og G;4+3, som er komplette til Y. Dermed vil der findes et hjul, som har Y som
centrum, hvormed (iv) er opfyldt. Det kan derfor antages, at P’ har leengde en. Da hverken ;41
eller a; er komplet til Y, mé& punkterne i P’ begge veere indre punkter i 2-vejen z, x¢41, a1, ..., a;.
Dermed er lemma 11.18(7i7) opfyldt med P som 2-vejen, hvis endepunkter er komplette til X;_1,
mens ingen af dens indre punkter er komplette til X;_1, og punkterne i P’ er a;110g a;i2, der
er komplette til Y. Deraf folger, at der findes et hjul i G med Y som centrum, hvormed (iv) er
opfyldt.

Der vil altsa altid enten veere et af (¢)-(iv), der er opfyldt, eller der opnées en modstrid. O

Folgende svarer til korollar 17.8 i rapporten.

Korollar 12.2

Lad G vaere en graf, s G € Fg, lad Y C V(G) veere en ikke-tom og antisammenhangende meengde,
lad {z, Ao} veere en ramme, hvor Y N (Ag U {z}) =0, og lad xy, . .., T¢+1 veere et hjulsystem med
Y som centrum, og t > 1. Lad X; og A; vaere som i definition 11.10, og antag, at hgjst et y € Y
er antikomplet til Ay. Antag desuden, at der ikke findes et hjul med Y som centrum. Da vil der
findes et punkt y € Y og indeks r, hvor 1 < r < t, som opfylder falgende:

(i) y er ikke-nabo til x1y1 og er antikomplet til A,.

(i4) xty1 har en nabo i A, og en ikke-nabo i X..

Bevis
Dette bevises ved induktion over ¢t. Hvis t = 1, sd er » = 1. Lemma 16.10 i rapporten gnskes
anvendt med Y som antisammenhzengende meengde, A; som sammenhangende maengde samt
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X, x1, T2 0og z som punkterne. Her er lemma 16.10(7) i rapporten opfyldt ifglge definition 11.9(zi7)
og definition 11.10, lemma 16.10(i%) i rapporten er opfyldt ifglge definition 11.9(iv) og definition
11.10, lemma 16.10(4i%) i rapporten er opfyldt ifglge definition 11.10, lemma 16.10(¢v) i rapporten
er opfyldt ifglge definition 11.9(ii%) og definition 11.12, lemma 16.10(vi) i rapporten er opfyldt
ifplge definition 11.9(¢) og bemeerkning 11.11, og konklusionen i lemma 16.10 i rapporten er ikke
opfyldt, s& lemma 16.10(v) i rapporten mé ikke veere opfyldt. Altsd vil der findes y € Y, som er
ikke-nabo til x2 og antikomplet til A;. Dermed er korollaret opfyldt, da y og x2 er ikke-naboer, y
ikke har naboer i A; samt x5 har en nabo i A; ifglge bemeerkning 11.11, og x5 har en ikke-nabo i
X, ifplge definition 11.9(éi¢). Det kan derfor antages, at ¢ > 2.

Hvis x441 ikke har en nabo i A;_1, da giver lemma 12.1, at korollaret er opfyldt, da hgjst et punkt
1Y er antikomplet til A;_1, hvormed lemma 12.1(7),(i77) og (iv) ikke er opfyldt, og lemma 12.1(4)
giver, at korollaret er opfyldt med r = t. Det kan derfor antages, at ;11 har en nabo i A;_;.

Hvis 41 er komplet til X;_1, sd er zg,...,x¢+1 en Y-diamant, og korollaret fglger af lemma
11.17. Hvis x4y ikke er komplet til X;_;, s& er zg,...,Z¢—1,T¢4+1 et mindre hjulsystem med Y
som centrum, og korollaret fglger af induktionsantagelsen. O
Lemma 12.3

Lad G veere en graf, s& G € Fs, og lad {C,Y} veere et optimalt hjul i G. Lad z € V(C), og lad
xo samt x1 vaere naboerne til z i C. Lad T vaere en hale for z, og lad y veere nabo til z i T'. Lad
Ao =V(C) —{z, 0,21}, og lad xo, ..., x141 veere et hjulsystem med hensyn til rammen {z, A}
med Y U{y} som centrum. Lad X; og A; veere som I definition 11.10. Da er y enten nabo til x441,
eller y har en nabo i A;. o

Bevis

Antag, at y ikke er nabo til x¢41, og y ikke har en nabo i A;. Lad y,u1,...,u, veere en minimal
2-vej i T — {z}, s& u, har en nabo i A;, hvilket vil sige, at n > 1. P4 grund af maksimaliteten af
A; folger det, at u, er komplet til X;, og dermed er komplet til X4, idet ¢ > 1. Da T er en hale,
er ingen af uq,...,u, ifslge definition 17.14(v) i rapporten komplette til Y. Lad P veere en 2-vej
fra u, til et punkt p € C, hvor p er komplet til Y, mens intet punkt i P — {p} er komplet til Y,
og 2-vejens indre tilhgrer A;.

Pastand 1: P har ulige lengde.

Intet punkt i 7' — {z} er ifplge defintition 17.14(v) i rapporten komplet til Y, og p er det eneste
punkt i P, der er komplet til Y. I P er u, komplet til X;, ingen af de indre punkter er komplette
til Xy, sa hvis p er komplet til X;, haves en modstrid med korollar 2.3 i rapporten, idet y er
komplet til X;, men ikke har en nabo i det indre af P. Derfor ma u,, veere det eneste punkt i
P, der er komplet til X;. Dermed har P leengde mindst en. Det haves ifglge definition 11.9, at
z er komplet til Xy, og ifslge definition 17.14(¢) i rapporten er z komplet til Y. Desuden er z
antikomplet til V(P), idet z ifelge definition 17.14(#i¢) i rapporten ikke har andre naboer end y i
T, hvormed u,, og z ikke er naboer, xy og x1 er de eneste punkter i C, der er naboer til z, og z er
antikomplet til V(P) — {upn,p} C A;. Dermed er {V(P), X;} og {V(P),Y} balanceret par ifplge
lemma 2.13 i rapporten. Nar {V(P), X;} er et balanceret par, er {V(P — {un}), X+ } et balanceret
par, og ligeledes er {V(P — {u,}),Y} et balanceret par. Da ingen af konklusionerne i lemma 1.6
er opfyldte, m& P have ulige leengde, hvilket viser pastand 1.

Da y,ui,...,u, er en minimal 2-vej i T — {z}, s& u,, har en nabo i Ay, har y,us,...,un—1 ikke
naboer i Ay, hvormed Q : z,y, u1,. .., Un, P,p er en 2-vej.

Pastand 2: Det kan antages, at QQ har lige lengde mindst fire, og dermed er n lige.

Antag, at @ har ulige leengde. Det haves, at Q’s endepunkter er komplette til Y. Dermed er
antagelserne i lemma 9.1 opfyldte, hvormed en af konklusionerne mé geaelde. Antag, at ) har
leengde tre, hvormed n = 1. Da hverken y eller u; er komplette til Y, er intet indre punkt i @
komplet til Y. Det vil sige, at det ma veere lemma 9.1(i%), der er opfyldt, hvormed der findes en
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anti 2-vej U af ulige leengde mellem y og uq, hvis indre tilhgrer Y. Dermed er ethvert punkt i G,
der er komplet til Y, nabo til y eller u;, idet der ellers er et antihul a,wu;, U,y af ulige leengde,
hvor a er komplet til Y. Da det er antaget, at y ikke har naboer i A;, er u; nabo til alle punkter i
C —{z,x0,x1}, der er komplette til Y. Da uy = u,, er komplet til X, er u; nabo til alle punkter
i C —{z}, der er komplette til Y. Her er u; ikke nabo til z, fordi z kun er nabo til y i T'. Dette
betyder dog, at uj er en drage med hensyn til {C, Y}, hvilket er i modstrid med, at T er en hale,
da intet punkt i G ifplge definition 17.14(vi) i rapporten er en drage med hensyn til {C,Y}. Det
kan derfor antages, at @) ikke har leengde tre. Det fglger, at ingen af konklusionerne i lemma 9.1
kan veere opfyldte, hvormed det mé geelde, at @ har lige leengde. Da @ har lige leengde, og P ifslge
pastand 1 har ulige leengde, betyder det, at n ma veere lige, og pastand 2 er vist.

Pastand 3: xyq1 er nabo til et af uy,...,up—1.

Antag, at x;41 ikke er nabo til et af uy,...,up—1. Veelg en 2-vej N mellem z;11 og u,, hvis indre
tilhgrer A;. Da er z,y,u1,...,un, N,2¢41 et hul, og da n er lige, folger det dermed, at N har
lige leengde. Idet N har lige leengde, er M : z,x441, N, u, en 2-vej af ulige leengde. Desuden er
M’s endepunkter komplette til X;, mens de indre punkter ikke er komplette til X;. Dermed kan
korollar 2.3 i rapporten anvendes med X; som antisammenhsengende maengde og M som 2-vejen.
Men da y, som er komplet til X;, ikke har en nabo i det indre af M, opnées en modstrid med
korollar 2.3 i rapporten. Dermed ma antagelsen, om at x;y; ikke er nabo til et af uq,...,u,—1,
veaere forkert, og pastand 3 er vist.

Pastand 4: xyy1 er ikke komplet til Y.

Antag, at x;y1 er komplet til Y. Idet G € Fg, ma {Y; X;41; Q} ikke veere et pseudohjul. Det skal
s& undersgges hvilken af betingelserne i definition 16.12 i rapporten, der ikke er opfyldt. Det vides,
at Y og X; begge er antisammenhaengende og komplette til hinanden ifglge definition 11.12 og
antagelsen her, ) er en anti 2-vej af laengde mindst fire, z og p er de eneste punkter i (), som er
komplette til Y, z er komplet til X;,1, og y er ikke komplet til X;;;. Da y ikke er nabo til x4y1,
og p heller ikke er komplet til X;11, da p € C, og P dermed ikke kan veere nabo til bade z¢ og z1,
er intet indre punkt i @ komplet til X;;1. Ved at anvende lemma 1.4, hvor P i lemma 1.4 svarer
til Q, Y svarer til Y, og X svarer til X;41, folger af lemma 1.4(¢), at der findes € X;11, som er
ikke-nabo til alle punkter i @ — {2z}, og det fglger af lemma 1.4(i7), at der findes x € X;11, som
er ikke-nabo til alle punkter i @ — {z,p}. Det vil sige, at der findes z € X;11, som er ikke-nabo
til alle punkter i Q — {2} undtaget muligvis punktet p. Da x4, ifglge pastand 3 er nabo til et af
Ui, ...,Un_—1, og alle andre punkter i X;y; er naboer til y, kan et sddant x ikke eksistere. Der er
altsa opnaet en modstrid, hvormed antagelsen, om at ;41 er komplet til Y, er forkert, og pastand
4 er vist.

Da x441 har en nabo i A, findes en 2-vej R mellem x4 1 og et punkt r i A;, der er komplet til YV,
hvor V(R — {x¢11}) C Ay, s& intet punkt i R — {r} er komplet til Y.

Pastand 5: R har ulige lengde.

Da x441 ¢ Ay, har R leengde mindst en.

Antag, at R har lengde to, og lad det midterste punkt i R veere a. Da intet punkt i R — {r} er
komplet til Y, findes en anti 2-vej S mellem 41 og a, hvis indre tilhgrer Y. Da S sammen med
a, z,r,x4+1 danner et antihul, har S ulige leengde. Det haves, at x441 ikke er komplet til X, og
da a € A, er a heller ikke komplet til X;. Dermed haves en anti 2-vej T" mellem z;41 og a, hvis
indre tilhgrer X;. Da T sammen med S danner et antihul, har 7 ligesom S ulige leengde. Da y er
komplet til X; og ikke er nabo til bade x;11 og a, idet y ikke har naboer i A;, danner 7' sammen
med a,y, ;1 et antihul. Men da T har ulige leengde, har det fremkomne antihul ulige leengde,
hvilket er i modstrid med, at G € Fg. Det vil sige, at antagelsen, om at R har leengde to, er forkert.
Da R ikke har leengde to, har 2-vejen U : z, z;41, R, r ikke leengde tre, og idet U’s endepunkter er
komplette til Y, mens de indre punkter ikke er komplette til Y, folger af lemma 9.1, at U har lige
leengde, idet ingen af konklusionerne er opfyldte. Idet U har lige laengde, folger det, at R har ulige
leengde, hvormed pastand 5 er vist.

Pastand 6: Hvis xy+1 er nabo til uy, sd er u; komplet til X;.
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Lad ;41 veere nabo til u;. Antag, at u; ikke er komplet til X;. Idet x4 ikke er komplet til X,
findes der en anti 2-vej L mellem x¢y1 og uq, hvis indre tilhgrer X;. Her er K : z,u1, L, 2441,y en
anti 2-vej af leengde mindst fire. Desuden har alle indre punkter i K naboer i A; U {ug,...,uy},
mens endepunkterne ikke har naboer i A; U {ua,...,u,}. I G er K en 2-vej, hvis endepunkter er
komplette til A; U {uso,...,u,}, mens de indre punkter ikke er komplette til A; U {us, ..., u,}.
Dermed fglger af lemma 9.1, at K i G har lige laengde, hvormed K i G er en anti 2-vej af lige
leengde, og w1, L, x¢41,y er en anti 2-vej af ulige laengde. Idet uy og y ikke er komplette til Y, kan
de forbindes via en anti 2-vej M, hvis indre tilhgrer Y. Da M og u1, L, 141,y danner et antihul,
méa M have ulige lzengde. Da p € A; er komplet til Y, danner M sammen med y, p, u; et antihul
af ulige leengde. Det vil sige, at antagelsen, om at u; ikke er komplet til X;, méa veere forkert, og
pastand 6 er vist.

Pastand 7: Ingen af uy,...,u,—1 er komplette til X;.

Antag, at et af punkterne uj,...,u,—1 er komplet til X;. Lad S veere en 2-vej mellem ;11 og
s € {u1,...,upn—1}, hvor s er komplet til X;, og V(S —{xt41}) C {u1,...,un—1}, si s er det eneste
punkt i S, der er komplet til X;. Da S er en 2-vej mellem x;y1 og s, har S leengde mindst en.
Antag, at S har lige leengde, hvormed 2-vejen T' : z, 11,5, s har ulige leengde. Desuden er T’s
endepunkter komplette til X;, mens de indre punkter i 7" ikke er komplette til X;. Heraf folger
det af korollar 2.3 i rapporten, at y, som er komplet til X;, har en nabo i det indre af T'. Den
eneste nabo til y i {u1,...,up—1,Z¢r1} er ug, og uy er kun nabo til ug i {us,...,u,—1}, sd enten
er u; = s, eller u; er nabo til z;11. Hvis u; = s, sa4 opnaes en modstrid, da y sa ikke har en nabo
i det indre af T'. Hvis u; er nabo til x4, sa folger af pastand 6, at u; er komplet til Xy, hvormed
u1 = s, og S har leengde en i modstrid med antagelsen om, at S har lige leengde.

Det vil sige, at S har ulige leengde. Dermed har 2-vejen U : s, S, x¢41, R, r lige leengde, idet R ifglge
pastand 5 har ulige leengde. Det eneste punkt i U, der er komplet til X, er s, og det eneste punkt
i U, der er komplet til Y, er . Antagelserne i lemma 9.2 er opfyldte, og U har dermed laengde
to. Det vil sige, at S og R begge har leengde en. Yderligere folger af lemma 9.2, at der findes en
anti 2-vej @ x, mellem x44; og r, hvis indre tilhgrer X;, der findes en anti 2-vej Qy mellem s
0g Ziy1, hvis indre tilhgrer Y, og netop én af Qx, og Qy har ulige leengde. Hvis Qx, har ulige
leengde, sa danner den sammen med r,y,z.y1 et antihul af ulige leengde, hvormed @ x, ikke kan
have ulige leengde. Dermed ma det veere (Qy, der har ulige leengde. Det geelder, at ethvert punkt,
der er komplet til Y, er nabo til et af x4, eller s, da der ellers findes et antihul af ulige leengde.
Alle punkter i A;, som er komplette til Y, er nabo til z;11, og z;11 er nabo til alle punkter i C, der
er komplette til Y, undtaget muligvis z¢ og x;1. Fra definition 17.14(i7) i rapporten findes en kant
i C—{xg,z,21}, der er komplet til Y, og dermed har x;11 to naboer i C, der er indbyrdes naboer,
og som har ulige hjulparitet, samt ;1 har mindst en anden nabo i C'. Dette punkt er dog ikke
er drage, idet intet punkt i G ifglge definition 17.14(vi) i rapporten er en drage. Dermed er hjulet
optimalt . Det er dog i modstrid med lemma 15.14(i47) i rapporten. Det vil sige, at antagelsen, om
at et af punkterne uq,...,u,_1 er komplet til X;, mé veere forkert, hvormed pastand 7 er vist.

Fra pastand 3 fglger det, at der kan veelges 4, for 1 < i < n—1, mindst muligt, sa x;41 er nabo til u;.
Thullet D : z,y,uq,...,u;, x4+1 er z og y de eneste punkter, der er komplette til Xy, idet uq, ..., u;
ifglge pastand 7 ikke er komplette til X;. Det folger da af pastand 6, at u; ikke er nabo til x4y1,
hvormed D har lzengde mindst seks. Antagelserne i lemma 2.6 i rapporten er opfyldte, hvormed
X; indeholder enten en hat for D eller et athop for D ved zy. Hvis X; indeholder et afhop for D, s&
findes en 2-vej U af ulige leengde mindst fem mellem to ikke-nabopunkter i X;, hvis indre tilhgrer
{u1,...,u;,ze+1}. Det betyder, at intet indre punkt er komplet til Y. Idet begge endepunkter er
komplette til Y, intet indre punkt er komplet til Y, og U har leengde mindst fem, haves en modstrid
med lemma 9.1, idet ingen af konklusionerne er opfyldte. Der findes dermed ikke et afhop for D,
hvormed der findes en hat for D ved zy. Det vil sige, at der findes z € X, hvor z kun er nabo til
z og y. Altsad har x ikke naboer i {uq,...,u;, xt41}. Det haves nu, at F = Ay U {uy, ..., Un, Try1}
fanger trekanten {z,y,2}. Den eneste nabo til z 1 F er z;41, den eneste nabo til y i F er uy, og
bade x441 og uy er ikke-naboer til x, s F' indeholder ikke et punkt, som har mindst to naboer
i {z,y,z}. Derudover er z;;1 ikke-nabo til w1, hvormed F' ikke kan indeholde et spejlbillede af
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{z,y, z}. Dette er i modstrid med lemma 16.5 i rapporten, si antagelsen, om at y hverken er nabo
til 2441 eller har en nabo i A;, ma veere forkert. ]

Fglgende svarer til lemma 17.15 i rapporten.

Lemma 12.4

Lad G vaere en graf, s G € Fg, og G ikke har en balanceret skeev opdeling, og lad {C,Y} vaere et
optimalt hjul i G. Da har intet punkt i C' en hale. o
Bevis

Antag, at z € V(C) har en hale T. Lad y veere naboen til z i T, og lad 2 samt 1 veere naboerne
til z1 C. Lad Ag = V(C) — {z, 20,21}, s& xg, 21 er et hjulsystem med hensyn til rammen {z, Ag},
og xo samt x1 er komplette til Y U{y}. Antagelserne i lemma 17.9 i rapporten er opfyldte, hvormed
der findes xo, ..., x¢41, hvor t > 1, s& xq, ..., 2441 er et hjulsystem med hensyn til rammen {z, Ao}
med Y U{y} som centrum. Lad X; og A; veere som i definition 11.10. Idet {C, Y} er et hjul, findes
to disjunkte kanter, der er komplette til Y, hvilket vil sige, at der findes et punkt i Ay, som er
komplet til Y. Dermed har alle punkter i Y en nabo i Ag. Ifglge lemma 12.2 findes r, for 1 < r < ¢,
s& y er ikke-nabo til 2441, og s& y ikke har en nabo i A,. Endvidere fglger af lemma 12.2, at z;11

har en nabo i A, samt en ikke-nabo i X,. Det vil sige, at g, ..., x,, ;11 er et hjulsystem, hvor
Y U {y} er centrum, og T er en hale for z. Dette er i modstrid med lemma 12.3, idet y ikke er
nabo til 441 og ikke har en nabo i A;. O
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Kapitel 13

Familien Fiy

Folgende svarer til lemma 20.3 i rapporten.

Lemma 13.1

Lad G veere en graf, s& G € Fi1, og lad P : p1,...,p, vaere en 2-vej af ulige lseengde i G. Lad
X C V(G) veere en antisammenhangende mangde, sé p1 og py, er komplette til X. Da vil en kant
i P veere komplet til X . o

Bevis

Antag, at ingen kanter i P er komplette til X. Da folger af lemma 9.1, at P har leengde tre.
Desuden findes der en anti 2-vej @ af ulige leengde mellem ps og ps, hvis indre tilhgrer X. Men da
er pa2, @, p3, p1, pa et antihul af ulige leengde, s& P mé indeholde en kant, som er komplet til X. [

Folgende svarer til lemma 20.4 i rapporten.

Lemma 13.2

Lad G veere en graf, sa G € F11, og lad X C V(G) vaere en antisammenhzngende mangde. Lad
P : py,...,p, vaere en 2-vej af leengde mindst tre i G — X, sd p1 og p, er komplette til X, og
D2, ..., Pn—1 ikke er komplette til X. Da findes der ikke et punkt y € V(G) — (X U{p2,...,Pn-1}),
som er komplet til X og nabo til bade p1 og po. o

Bevis

Lad y € V(G) — (X U{pa,...,pn-1}), 0g antag, at y er komplet til X og nabo til bade p; og p,.
Da intet indre punkt i P er komplet til X, og P har lsengde mindst tre, vil P ifglge lemma 13.1
have lige leengde. Det vil sige, at n er ulige, og n > 5. Da ps og ps ikke er komplette til X, findes
der en anti 2-vej () mellem py og ps, hvis indre tilhgrer X. Da po, @, p3, p, er et antihul i G, ma @
have leengde to, idet G € F11. Det vil sige, at @) : po, x, p3, hvor z € X er ikke-nabo til bade ps og
ps3. Da z er nabo til p,, findes der i {p4, ..., p,} punkter, som er nabo til z. Veelg ¢ mindst muligt,
s& p; € {p4y...,Pn}, 0g p; er nabo til x. Hvis i = 4, sd er p1,...,ps, = et hul af leengde fem, sa
1 > 4. Hermed er p1,...,p;,x et hul af lengde mindst seks, hvor y er nabo til pi, ps samt z, og
p1,p2 samt x er tre pa hinanden fglgende punkter. Dette giver en modstrid med, at G € F1;. O

Folgende svarer til lemma 20.6 i rapporten.

Lemma 13.3

Lad G veere en graf, s& G € Fi1, og G ikke har en balanceret skaev opdeling. Lad X,Y C V(QG)
vaere disjunkte ikke-tomme antisammenhaengende maengder, som udggr et komplet par. Lad P :
Ply...,pn veere en 2-vej i G — (X UY), hvor n > 2, si p; er det eneste punkt fra P, som er
komplet til X, og p, er det eneste punkt fra P, der er komplet til Y. Da findes der ikke et punkt
z € V(G) — (X UY UV(P)), som er komplet til X UY og ikke-nabo til bade p1 og pn. o
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Bevis

Antag, at z € V(G) — (X UY UV(P)) er komplet til X UY og ikke-nabo til bade p; og p,. Veelg
X maksimal, s& X er antisammenhaengende og komplet til Y. Ifglge lemma 15.4 i rapporten vil
V(G) — (X UY) veere sammenhaengende. Altsd findes der en 2-vej P’ mellem p; og z, hvis indre
punkter ikke tilhgrer X. Denne 2-vej kan vaelges, sa intet indre punkt er komplet til X, da lemma
15.4 i rapporten i modsat fald anvendes igen pa meengderne X samt Y forenet med de indre
punkter, der er komplette til X. Da intet punkt i {pa,...,p,} er komplet til X, kan P’ veelges,
sddan at hvis z har en nabo i {pa,...,pn}, vil V(P’) C ({z}UV(P)). Lad F = V(P'—{z})UV(P),
da er F' sammenhaengende og indeholder et punkt, der er komplet til X, et punkt, der er komplet
til Y, og et punkt, der er komplet til {z}. Da p; er det eneste punkt fra F', som er komplet til X,
og p1 ikke er komplet til hverken Y eller {z}, fglger det af lemma 20.5 i rapporten, at der findes
et punkt u € F' — pq, sd u er komplet til Y U {z}.

Hvis z har en nabo i {pa,...,pn}, vil V(P') C ({2} U{p1,...,Pn}), 0og dermed er p, det eneste
punkt fra F', som er komplet til Y. Men p, er ikke-nabo til z, s dette giver en modstrid med
lemma 20.5 i rapporten. Det vil sige, at z ikke har en nabo i {p2,...,p,}. Punktet z har altsi
kun én nabo i F, nemlig punktet fra P’, som er nabo til z. Lad dette punkt veere p’, og dermed
er p’ ifglge lemma 20.5 i rapporten komplet til Y. Hvis p’ er nabo til p1, er P’ lig 2-vejen py,p’, z,
men da kan p’ tilfgjes X, og z er komplet til X U {p'}, p1 er komplet til X U{p’}, og X U{p'} er
komplet til Y. Men dette er i modstrid med maksimaliteten af X, s& p’ er ikke-nabo til p;. Det
vil sige, at P’ har leengde mindst tre.

Ved at anvende lemma 13.2, hvor X svarer til X, og P svarer til z,p/, ..., p1, fAes en modstrid, da
et vilkarligt y € Y altid er nabo til z og p’. Det vil sige, at antagelsen, om at der findes et punkt
z, som er komplet til X UY og ikke-nabo til bade p1 og p;,,, ma veere forkert. U

Fglgende svarer til lemma 20.7 i rapporten.

Lemma 13.4

Lad G veere en graf, sa G € Fi1, og G ikke har en balanceret skeev opdeling. Lad C veere et hul i
G. Hvis et punkt z € V(G) — V(C) har to naboer i C, som indbyrdes er naboer, da har z en tredje
nabo i C, og C' har lsengde fire. Specielt indeholder G ikke en anti 2-vej af leengde mindst fire. ¢

Bevis
Lad C : py,...,pn, og antag, at z er nabo til p; og p;+1, for 1 < i < n. Ifglge lemma 13.3, hvor X
svarer til {p;}, Y svarer til {p;+1}, og P svarer til p,—1,pi—2,...,Pn,- - ., Dit+2, € z nabo til enten

pi—1 eller p;1o2. Da G € F11, og C indeholder tre pa hinanden fslgende punkter, som alle er naboer
til z, m& C have leengde fire.

Hvis en anti 2-vej a, b, ¢, d, e af leengde fire i G betragtes, ses det, at a, e, b, d udggr et hul af leengde
fire, og punktet ¢ har to naboer i hullet, nemlig a og e, som indbyrdes er naboer. Da vil ¢ ifglge
ovenstaende veere nabo til enten b eller d, og dermed er a, b, ¢, d, e ikke en anti 2-vej. O
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