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Forord

Denne rapport er lavet som speciale i algebraisk grafteori pa 7. semester ved
Aalborg Universitet, Institut for matematiske fag. Forudsatningerne for udar-
bejdelsen af specialet har sin oprindelse i et projektenhedskursus i algebraisk
grafteori pa Mat4.

Den behandlede teori i dette speciale vedrgrer to overordnede emner indenfor
algebraisk grafteori; de steerkt regulere grafer og de retningsbestemte staerkt
regulaere grafer. Motivationen af dette valg beror pa grafernes interessante egen-
skaber, som muligggrer mange forskellige konstruktionsmetoder. Teorien omfat-
ter primaert den mulige eksistens af disse grafer. I den forbindelse sgges generelle
resultater for de tilfeelde, der ikke giver anledning til eksistens.

I indledningen gives et resume af hvert kapitel. Herunder redeggres for de kil-
der, der har fungeret som inspiration. Kildehenvisninger angives efter Haward-
princippet; dvs [forfatter, arstal, setning/sidetal]. Beviser afsluttes med B og
eksempler med [.

Specialet er skrevet i dataprogrammet EXTEX.

Aalborg, den 14. december 2001

Jakob Peter Thomsen
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Indledning

De steerkt reguleere grafer blev opdaget i 1959 af R.C. Bose og D.M. Mesner i en
artikel, hvori der redeggres for relationen mellem algebraer og associeringsske-
maer [Bose and Mesner, 1959]. Men forst i 1963 introduceres de staerkt reguleere
grafer af R.C. Bose |Bose, 1963]. Syv ar senere i 1970 udledes de af teorien om
kombinatoriske designs [Goethals and Seidel, 1970]. Aret efter relateres de til
permutationsgrupper af D.G. Higman [Higman, 1971] og efter yderligere fire ar
til egenverdier af A.J. Hoffman [Hoffman, 1975]. Herefter forskes meget i teo-
rien vedrorende de sterkt requlere grafer og i dag findes omfattende litteratur
indenfor emnet.

Med introduktion i 1963 er teorien om de sterkt requleere grafer en forholdsvis
ny disciplin indenfor algebraisk grafteori. Endnu nyere er teorien om de retnings-
bestemte steerkt requlere grafer, som blev indfort af A.M. Duval i 1986 [Duval,
1988].

Den grafteoretiske notationen i dette speciale er primeert inspireret af [Biggs,
1993] og [Chartrand and Lesniak, 1996]. Mange symboler har samme betyd-
ning gennem rapporten, og er anfgrt i symbollisten bagerst i rapporten. Enkelte
gange forekommer symboler med en bestemt betydning som variable, men i disse
tilfeelde fremgar det af teksten.

Efterfolgende gives et kort resume af hvert kapitel og bilag.

Kapitel 1: Sterkt regulsere grafer

De sterkt requler grafer defineres og inddeles i to klasser; de primitive og
de imprimitive. Der redeggres for hvornar en steerkt reguleer graf er im-
primitiv, hvorefter det kun er de primitive der betragtes. Efter indfgrelsen
af nabomatricen og egenverdier gives en betingelse for hvornar en graf
er staerkt reguleer. Egenveerdierne til en steerkt regulser graf samt multi-
pliciteterne af disse bestemmes. Ved bestemmelse af multipliciteterne fas
heltalsbetingelsen. Denne giver restriktioner pa parametrene til en steerkt
regulaer graf ved multipliciteterne til en sddan. Dermed fungerer heltalsbe-
tingelsen som et redskab til evt. at afvise eksistensen af en staerkt regulaer
graf.

Kapitlet er inspireret af [Godsil, 1993, pp. 177-180] og |Godsil and Royle,
2001, pp. 217-221].
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Kapitel 2: Ikke-eksistenssaetninger

I forleengelse af heltalsbetingelsen i kapitel 1 vises yderligere et resul-
tat vedrgrende eksistens; den absolutte grense for steerkt regulere gra-
fer. Denne begraenser antallet af punkter i en steerkt reguleer graf, I', ved
multipliciteterne til egenveerdierne til I'. Saledes kan den absolutte graense
bruges til evt. at afvise eksistensen af en steerkt regulaer graf.

Kapitlet er inspireret af [Neumaier, 1981|, [Cameron and van Lint, 1991,
pp. 200-204], [Kveiborg and Laursen, 1997, pp. 31-37] og [Jorgensen, 2000].

Kapitel 3: Typer af steerkt regulzere grafer

To typer af steerkt reguleere grafer defineres; konference og latinsk kva-
drat grafer. Der vises at en staerkt reguleer graf af primtalsorden er en
konference graf. Den uendelige familie af konference grafer kaldet Paley
grafer defineres og parametrene for en sadan bestemmes. Latinske kva-
drater defineres og bruges til konstruktion af en type af steerkt regulaere
grafer. Indbyrdes ortogonale latinske kvadrater defineres, og disse giver
anledning til endnu en konstruktion. Parametrene til de to sidstnaevnte
konstruktioner af steerkt reguler grafer bestemmes.

Kapitlet er inspireret af [Godsil, 1993, pp. 180-184]|, [Gramkow and Han-
sen, 1997, p. 17|, [Laywine and Mullen, 1998, pp. 3-9, 18-22, 120-123| og
[Godsil and Royle, 2001, pp. 221-223].

Kapitel 4: Retningsbestemte steerkt regulere grafer

De retningsbestemte sterkt reguler defineres, og mange af resultaterne
vedrgrende betingelser for parametersattet af en (ikke-retningsbestemt)
steerkt regulaer graf vises at geelde for denne type grafer. De retningsbe-
stemte steerkt reguleere grafers relation til de dobbelt requlere turnerin-
ger defineret i bilag A undersgges. Heltalsbetingelsen for en retningsbe-
stemt staerkt reguleer graf vises at veere akvivalent med den for (ikke-
retningsbestemte) staerkt regulaere grafer. Der vises at en retningsbestemt
steerkt reguleer graf ikke kan have primtalsorden.

Kapitlet er inspireret af [Duval, 1988| og [Jorgensen, 2000, Theorem 10].

Kapitel 5: Kroneckerprodukt konstruktion

To familier af retningsbestemte sterkt regulaere grafer konstrueres ved
brug af Kroneckerproduktet. Parametrene til disse grafer bestemmes. Den
ene af disse konstruktioner vil senere vise sig nyttig i kapitel 7 til at vise
eksistensen af en (8s,4s; s, 3s, 3s)-RSRG.

Kapitlet er inspireret af [Duval, 1988], [Kveiborg and Laursen, 1997, pp.
37-38] og [Godsil and Royle, 2001, p. 206].
Kapitel 6: Eksistens af RSRG med ¢t =0

En Hadamard og en skev Hadamard matriz defineres. Der gives et resultat
til konstruktion af en Hadamard matrix via Kroneckerproduktet defineret
i forrige kapitel. Ved brug af skeev Hadamard matricer, dobbelt reguleere
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turneringer samt deres relation til retningsbestemte steerkt reguleere grafer
(underspgt i kapitel 4) vises at der eksisterer en retningsbestemt steerkt
reguleer graf med ¢ = 0.

Kapitlet er inspireret af [Ryser, 1963, pp. 102-108|, [Reid and Brown, 1972]
og |Hall, 1986, Lemma 14.1.6, p. 247].

Kapitel 7: Eksistens og entydighed af en (8s,4s;s,3s,3s)-RSRG

Der vises at rangen af en (8s,4s; s, 3s,3s)-RSRG er tre og, at der eksisterer
en entydig (8,4;1,3,3)-RSRG. Ved disse to resultater samt en rackke lem-
maer vises at der eksisterer en entydig (8s,4s; s, 3s,3s)-RSRG for ethvert
heltal s.

Kapitlet er inspireret af |[Hammersley, 1983, pp. 49-51| og [Jorgensen,
2000].

Kapitel 8: Epilog

Der afrundes med et eksempel pa konstruktion af en retningsbestemt
steerkt reguleer graf ud fra en (ikke-retningsbestemt) steerkt reguleer graf.

Kapitlet er inspireret af [Hobart, 2001].

Bilag A: Turneringer

Dobbelt requlere og homogene turneringer defineres og vises at veere &kvi-
valente. Resultatet benyttes i kapitel 4 til at vise, at en retningsbestemt
staerkt regulaer graf med ¢ = 0 er en dobbelt reguleer turnering og i kapitel 6
til at vise den modsatte vej.

Bilaget er inspireret af |[Reid and Brown, 1972].

Bilag B: Linezr Algebra

Spektralscetningen for symmetriske nxn matricer vises hvoraf den spektrale
dekomposition i afsnit B.1.1 fglger. Den spektrale dekomposition benyttes
i kapitel 2 til at skrive nabomatricen for en steerkt reguleer graf, I', som
en linearkombination af projektionsmatricerne pa egenrummene for egen-
veerdier til I'. Yderligere benyttes spektralsetningen i kapitel 1 og 3 til
at bestemme summen af multipliciteterne til egneveerdierne til en steerkt
regulaer graf.

Nabomatricen for en retningsbestemt steerkt reguleer graf er ikke symme-
trisk, hvorfor vi i afsnit B.2 bestemmer summen af multipliciteterne for
egenveerdierne til en retningsbestemt sterkt reguler graf. Yderligere udle-
des et resultat vedrgrende rangen af nabomatricen for en retningsbestemt
regulaer graf, som benyttes i kapitel 7.

Til sidst gives et resultat vedrgrende dimensionen af et vektorrum, udtrykt
som en direkte sum af underrum.

Bilaget er inspireret af [Sernesi, 1993|, [Fraleigh and Beauregard, 1995|,
[Lay, 1997], [Axler, 1997], [Jorgensen, 1999] og [Meyer, 2000].
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Bilag C: Hj=lperesultater

Multipliciteten af egenveerdien k til bade retningsbestemte og ikke-retningsbestemte
staerkt regulaere grafer bestemmes til én. Dette resultat bruges flere gange

gennem specialet. Yderligere findes to elementaere resultater fra algebra til

brug i kapitel 4 samt et resultat vedrgrende Kroneckerproduktet til brug

i kapitel 5.

Bilaget er inspireret af [Biggs, 1993, Proposition 3.1] og [Allenby, 1991].



KAPITEL 1

Steerkt regulsere grafer

En endelig graf I' bestar af en endelig maengde punkter VI = {vy,ve,...,v,},
hvor to forskellige punkter i I' enten er naboer eller ikke-naboer. Er to punkter i
I naboer udggr de en kant. Kantmeengden, ET', kan betragtes som mengden af
uordnede par af elementer i VI'. Vi betragter kun endelige grafer uden multiple
kanter mellem nabopunkter og uden loops |Biggs, 1993, pp. 3-4].

En graf T siges at veere requleer af valens k (eller k-reguleer), hvis ethvert punkt
u € VI har valens k.

Definition 1.0.1 (Steerkt regulser graf)
En graf T' med n punkter er steerkt reguleer med parametre (n, k; A\, 1), hvis

1. T" er reguleer af valens k
2. ethvert par af nabopunkter har A falles naboer

3. ethvert par af ikke-nabopunkter har u falles naboer.
[ siges at veere (n, k; \, p)-staerkt reguleer.

En komplet og en tom graf er trivielle eksempler pa steerkt reguleere grafer.
Ved en tom graf forstas det komplementzare til en komplet graf. Definition 1.0.1
udvides til skke at omhandle komplette og tomme grafer.

Et andet eksempel pé en steerkt reguleer graf er petersen grafen (se forside),
som er (10,3;0,1)-staerkt reguleer. Komplementaergrafen til petersen grafen er
en (10,6;3,4)-steerkt regulaer graf.

Saetning 1.0.2
Hvis T er en (n,k; \, p)-steerkt reguleer graf, sa er den komplementaere graf T
steerkt reguleer med parametre (n,k = n—k—1;\ = n—2k—2+u, i = n—2k+\).

Bevis:
For ethvert par af punkter u,v € VI' = VI geelder

{u,v} € ET & {u,v} ¢ ET og {u,v} ¢ ET & {u,v} € ET. (1.1)

5



6 Steerkt reguleere grafer

Idet der findes n — k — 1 ikke-nabopunkter til ethvert punkt v € I’ fas, at T er
regulaer med valens k =n — k — 1.

Ethvert par af nabopunkter w,v i I' har, ifslge definition 1.0.1, X faelles naboer.
Punktet v har k—A\—1 naboer i I', som ikke er nabo til v og ligeledes har v praecis
k—A—1naboer i, som ikke er nabo til u. Dermed findes n—2(k—A—1)—2—X\ =
n — 2k 4+ X punkter i I', som ikke er nabo til hverken u eller v. Bemark at der
traekkes to fra m, idet punkterne u og v ikke teeller som ikke-nabopunkter. Det
folger af (1.1), at ethvert par af ikke-nabopunkter w,v i I har 1 = n — 2k + A
feelles naboer.

Ethvert par af ikke-nabopunkter u,v i I' har, ifglge definition 1.0.1, p feelles
naboer i I'. Punktet w (hhv. v) har £ — p naboer, som ikke er nabo til v (hhv.
w). Saledes findes n — 2(k — u) —2 — p = n — 2k — 2 4 p punkter i I', som ikke
er nabo til hverken u eller v. Det folger af (1.1), at ethvert par af nabopunkter
u,v i [ har X\ = n — 2k — 2 + u fzelles naboer. |

Parameteren k i foregaende bevis kan udtrykkes ved k, X og u forudsat, at u # 0.

Seetning 1.0.3 B
Lad T veere en (n, k; A\, pu)-staerkt regulaer graf og lad I' veere den komplementaere
graf til I' med valens k = n — k — 1. Si gaelder

kE(k—1—=X)=(n—-k—1)u.

Bevis:
Beviset folger ved at teelle kanter pa to forskellige mader.

1. Lad u,v € VT, {u,v} € ET, s& har u og v precis A felles naboer idet
[ er (n,k; A, p)-steerkt reguleer. Yderligere er der £ — 1 — A naboer til v,
som ikke er nabo til u. Idet  har k naboer som v, findes der k(k —1 — \)
kanter i I', som forbinder naboer til v med ikke-naboer til w.

2. Lad u,v € VT, {u,v} ¢ ET, sd har u og v preecis u felles naboer. Idet
uw har n — k — 1 ikke-naboer som v, findes der (n — k — 1)u kanter, som
forbinder ikke-naboer til v med naboer til u.

Af punkt 1 og punkt 2 fas
E(k—1=-X)=(n—-k—1)u.

En staerkt reguleer graf I' kaldes primitiv hvis bade I' og dens komplementeere
I' er sammenhaengende. Hvis " ikke er primitiv, siges den at veere imprimitiv.

Proposition 1.0.4 En (n,k; \, p)-sterkt requler graf ' er imprimitiv hvis og
kun huvis p =k eller u = 0.



Bevis:

Forst vises, at I' er usammenheengende < 4 = 0. Antag [' er usammenheangende
og lad T'y veere en komponent af I'. For vilkarlige punkter u € VI'; og v €
VI, v ¢ VI'y geelder, at {u,v} ¢ ET" samt u og v har ingen feelles naboer. Da I’
er (n, k; A, u)-staerkt reguleer fas, at p = 0. Omvendt hvis p = 0 og {u,v} ¢ ET
for u,v € VT, s findes der ingen vej [Chartrand and Lesniak, 1996, p. 17| fra
u til v, og dermed er I' usammenhaengende. Dvs at [ er sammenhaengende hvis
og kun hvis g > 0. Tilsvarende geelder, at ' er sammenhzengende hvis og kun
hvis @ > 0.

Nu vises, at [ er usammenhaengende < p = k. Antag at [' er usammenhaen-
gende, sa er 7 = 0. Af seetning 1.0.2 folger, at g =n—2k+A =0 XA =2k —n.
Sa folger af setning 1.0.3

k(k=1=2)=(n—k-1p
k(k—l—Zk-I—n) (n—Fk—1)u
k(n—k—1)= (n E—1u

k=

Omvendt hvis p = k, sa fas af setning 1.0.3, at A = 2k — n. Af satning 1.0.2
folger, at w =n —2k+ X =n —2k+ 2k —n = 0. Vi fandt i starten af beviset, at
hvis 7 = 0 er I’ usammenhzengende. Dvs I’ er usammenhzengende hvis og kun
hvis p = k. |

Af ovenstiende proposition folger, at en imprimitiv steerkt regulser graf enten
er en disjunkt foreningsmaengde af komplette grafer eller en komplet mangedelt
graf. I efterfolgende korollar betegner Ky, en komplet graf med k + 1 punkter
og K(k+1)1, (k+1)2, .., (k4+1)m €1 komplet mangedelt graf med m punktklasser hver
bestaende af k + 1 punkter.

Korollar 1.0.5 Lad T" vere en imprimitiv (n, k; X\, u)-sterkt requler graf. Huvis

1. p =0, sa er I isomorf med mKy1 for et m > 1;

2. p=k, sierT isomorf med K_g),, (n—k)a, ..., (n—k), Jor €t m > 1.

Bevis:

ad. 1 Lad u,v,w € VI med {u,v} € ET og {u,w} € ET. Idet u = 0 folger,
at {v,w} € EI. Dvs ethvert par af nabopunkter til et punkt v € VI’
er naboer og da I' er k-reguleer er A = k — 1. Betragt nu kun punkterne
u,v € VI'. Idet A = k — 1 og u har k naboer, si er de resterende k£ — 1
naboer til v preecis de A = k — 1 punkter, som u og v har tilfelles. Dermed
er enhver komponent af I en komplet graf med k + 1 punkter; dvs I' er en
disjunkt foreningsmeengde af et antal Ky 1.
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ad. 2 Ved indsettelse af p = k i seetning 1.0.3 fas, at A = 2k — n. Betragt nu
den komplementaere graf I', sa folger af seetning 1.0.2

n=n—-2k+A=n-2k+2k—n=0.

Dvs den komplementere graf til I' ifslge punkt 1 er en foreningsmaengde af
m, m > 1, disjunkte komplette grafer, hver med k4+1=(n—k—1)+1=
n — k punkter. Dermed er I' en komplet m-delt graf, m > 1, med (n — k)
punkter i hver punktklasse.

Fremtidige resultater om sterkt regulere grafer indbefatter ikke imprimitive
steerkt regulaere grafer.

1.1 Egenveerdier

Egenveaerdierne til en steerkt reguleer graf, I', er bestemt af parametrene til I'.
Ved egenveerdier til I' forstas egenvaerdierne hgrende til nabomatricen for I'.

Definition 1.1.1 (Nabomatrix)
Lad T veere en graf med punktmeengde {vy,ve,...,v,}, s er nabomatricen for
I' en n X n matrix A, hvis indgange er givet ved

1, hvis{v;,v;} € ET;
(A)ij = ’
0, ellers.

Det folger af definition 1.1.1, at A er en reel, symmetrisk matrix og at tr(A) = 0.
Da vi kun betragter grafer uden loops, er alle diagonalindgange i A nul.

Lemma 1.1.2 Lad A vere en reel symmetrisk matriz. Hvis u og v er egenvek-
torer til A med forskellige egenveerdier, sd er w og v indbyrdes ortogonale.

Bevis:
Lad Au = ¢u og Av = 7v. Da A er symmetrisk fas

ulAv = (v Au)T
ul'ro = (vl pu)T
wl'rv = ulgv
rulv — gbuTv =0

ulv(t — ¢) = 0. (1.2)

Hvis 7 # ¢ folger det af (1.2), at u'v = 0 og dermed u L v. [ |
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Lemma 1.1.3 Lad I" vere en graf of orden n med nabomatriz A. Antallet of
veje af lengde | fra v; til vj i I' er lig indgangen pd position (i,7) i matricen

Al 1 eNU{0}.

Bevis:
Beviset fglger ved induktion efter [.

Lemmaet er opfyldt for [ = 0,1 idet A =1 og A = A. For | = 2 fas position
(i,7) i A? til
n
(A%)ij = (AA); =D (A)in(A);. (1.3)
h=1
Rekke 7 i A udpeger nabopunkter til v; € VI, og sgjle 7 i A udpeger nabo-
punkter til v; € VI'. Dvs (1.3) er antallet af punkter, der er nabo til bade v; og
v; og dermed antallet af veje af leengde to fra v; til v;.

Induktionsantagelse: Antag at lemmaet er opfyldt for [ — 1 med [ > 2, sa skal
lemmaet vises for [.

Position (i,5) i Al er givet ved

n

(ADi = (A7TA); =D (AT )in(A)- (1.4)
h=1

Ifplge induktionsantagelsen er (A!~');, antal veje af laengde | — 1 fra v; til vy,
og (A)pj er antal veje af leengde én fra vy, til v;. Dermed er (1.4) antal veje af
leengde [ fra v; til v;. |

Lad J betegne matricen der opfylder, at (J);; = 1.

Lemma 1.1.4 Lad T' vere en graf, som ikke er komplet eller tom, med nabo-
matriz A. Sa er I' (n, k; X\, p)-sterkt reguler hvis og kun hvis

A2 =KT+)MA +pu(J —1-A). (1.5)

Bevis:
Ifplge lemma 1.1.3 er (i,j)-indgangen i A? antal veje af leengde to fra v; til v; i
. Hvis T er (n, k; A, p)-steerkt reguleer, er der tre mulige veerdier for (A?);;.

l.i=y
I dette tilfeelde er v; og v; det samme punkt. En vej af leengde to fas saledes

ved at ga til et nabopunkt til v; = v; og tilbage igen. Da I' er k-reguleer
far vi k veje af leengde to.

2. 1 # j, v; og v; naboer

En vej af leengde to fra v; til v; fas ved at ga gennem et feelles punkt til
v; og vj. Da I' er (n,k; A, p)-steerkt reguleer, er der A veje af laengde to.
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3. 1 # j, v; og vj ikke-naboer

En vej af leenge to fra v; til v; fas igen ved at g& gennem et feelles punkt
til v; og v;. Da I' er (n, k; A, p)-steerkt reguleer, er der u veje af laengde to.

Ved at sammenholde de tre ovenstaende tilfeelde fas, at

A=K+ XA +pu(J-1-A).

Hvis vi omvendt tager udgangspunkt i ligning (1.5) fas, ved brug af de tre oven-
staende muligheder for indgangene i A2, at grafen I" hgrende til A er (n, k; A, p)-
steerkt regulaer. [ |

Bemaerkning 1.1.5 Idet I' fra lemma 1.1.4 er k-reguler indholder hver sgjle
og rekke 1 A precis k ét-taller, hvormed

AJ=JA =kJ.

Ved brug af ligning (1.5) kan egenveerdierne til en steerkt reguleer graf I' med
nabomatrix A bestemmes.

Korollar 1.1.6 Lad I' vere en (n,k; A, u)-sterkt requler graf med nabomatriz

; — : - _ AptVA
A. Hvis A := (A — p)* + 4(k — p), sd er egenverdierne for A k, § = 2422

A—u—VA
og p = A=V

Bevis:
Idet T' er k-reguleer fas
Aj =ky,

hvor j er vektoren bestidende af ét-taller. Dermed er k£ en egenvaerdi til A med
tilhgrende egenvektor 7. Lad 0 # k veere en anden egenveerdi til A med egen-
vektor z, s folger af lemma 1.1.2, at z 1L 7. Af lemma 1.1.4 fas

A? =KI+ XA +pu(J-1I-A)
A? = (A=A —(k—p)I=pd.

Ved multiplikation af z p& begge sider af lighedstegnet fas

A%z — (A= p)Az — (k—p)z = pJz
A2z — (A —p)Az — (k—p)z =0, (1.6)

hvor der benyttes, at z L j. At 6 er en egenveerdi til A med egenvektor z
betyder, at Az = z. Heraf folger at A%z = 6?z. Udnyt dette i (1.6), sa fas

0’z —(A—p)bz— (k—pz=0
02 — (A — )0 — (k — p) = 0. (1.7)
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For at finde de resterende egenveerdier lgses andengradsligningen (1.7

).
JE

A =8 —dac= (A=)’ + 4k — ), ez_b;\/z:“_“); 2 (18)
_ _b;a‘/zz (A_“)Q_‘/Z. (1.9)

Proposition 1.1.7 Lad T vere en (n, k; A\, p)-sterkt reguler graf med egenveer-
dier k,0 og p og nabomatriz A. Sa er egenverdierne k,0 og p til komplemen-
tergrafen T givet ved

k=n—-k—-1, 6=-1-0 og p=—-1—p.

Bevis:
I beviset for korollar 1.1.6 fandt vi, at Aj = kj. Idet nabomatricen for T er
A=(J—-1I-A)gelder
J-I-A)j=Jj—j—Aj

= nj—j — kj

= (’I’L -1- k)Ja
og dermed er k = n — k — 1 egenveerdi til T.
Idet 0 er egenveerdier til A, findes der en vektor @, s& Ax = fx. Af lemma 1.1.2

folger, at j L «. Idet J er matricen, hvis reekker (og sgjler) er j, far vi

J-I-Ax=Jzr —x— Ax

~—
=0
=(-1-0)x.
Dermed er § = —1 — 6 egenveerdi for T. Tilsvarende kan vises, at p= —1 — p er

egenveerdi for L.

For egenveerdierne i korollar 1.1.6 geelder, at 8p = (u — k). Da I' er staerkt
reguleer er p < k. Hvis u = k folger af proposition 1.0.4, at I' er imprimitiv,
hvormed vi gnsker u < k. Dvs 0 og p har modsat fortegn, hvormed det fglger af
(1.8) og (1.9), at p < 0 < €. Multipliciteten my og m, af hhv. 6 og p er ligesom
egenverdierne bestemt ved parametrene til I'. Multipliciteten af egenveerdien k
er én ifplge seetning B.1.3 og proposition C.1.1. Af seetning B.1.3 folger at

my +my, =mn— L. (1.10)
Summen af alle egenvaerdierne er tr(A) = 0 [Axler, 1997, p. 217], hvormed

mel +mpp = —k. (1.11)
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(1.10) og (1.11) er to ligninger med to ubekendte, som ved lgsning giver

(n—1)p+k _(n—l)H—i—k.

= 1.12

my = — -,

Af (1.8) og (1.9) folger, at (8 — p) = VA og ved indsettelse af parametrene for
hhv. 6 og p i (1.12) fas

me = % (n—l— 2k+("\_/%)(k_“)> (1.13)
1 2% + (n — 1)(A — )
mp =35 (n—l—l— A ) (1.14)

Da my og m, ngdvendigvis er positive heltal giver (1.13) eller (1.14) en betingelse
for, om den givne (n, k; A\, p)-staerkt reguleere graf I' eksisterer. Dette er kendt
som heltalsbetingelsen.

Bemaerkning 1.1.8 Ved at udfore ovenstiende argumenter og beregninger pa
egenveerdierne (—1 —0) og (=1 — p) for den komplementere graf I fas, at mul-
tipliciteten for disse er

M1-9) =My 09 M(_1_p) = Mp,

hvor mg og m, er multipliciteterne for egenverdier 6 og p hgrende til den
(n, k; A\, p)-sterkt regulere graf T'.

Lemma 1.1.9 En sammenhengende requler graf med precis tre forskellige
egenverdier er en sterkt requler graf.

Bevis:
Antag at ' er en sammenhaengende k-reguler graf med n punkter, nabomatrix
A og precis tre egenveerdier. Idet I' er k-reguleer, er k en egenveerdi til I'. Lad 0
og p vaere de to andre egenveerdier. Lad p(z) = (z — k) (x — 0)(x — p), s& gaelder
[Axler, 1997, Cayley-Hamilton Theorem 9.20]

p(A) = (A — kI) (A — OI)(A — pI) = 0.

N J
e

=q(A)

Dvs sgjlerne i g(A) er i ker{ A — kI'}, som kaldes egenrummet af A hgrende
til egenveerdien k. Da I' er sammenhaengende, er k£ en simpel egenveerdi ifplge
proposition C.1.1, hvormed dim{ ker{ A — kI } } = 1. Idet

Aj=kje (A-KI)j=0,

er egenrummet af A hgrende til k£ udspaendt af j. Dvs enhver sgjle i ¢(A) er et
multiplum af j, og da g(A) er en symmetrisk matrix fas

q(A) =cJ, foret ce R
(A—0L)(A —pI)=cJ
A2 —A(p+0)+0pL=cJ
A?=A(p+06) —0pI +cJ.
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Dvs A? er en linearkombination af A, I og J, hvormed det folger af lemma 1.1.4,
at [" er en staerkt regulaer graf. |
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KAPITEL 2

Ikke-eksistenssaetninger

En stor del af den teori der foreligger om staerkt regulere grafer fokuserer pa ek-
sistensen af disse. I afsnit 1.1, side 12 udledte vi heltalsbetingelsen, som i kraft af
multipliciteten af egenveerdierne til en staerkt reguleer graf giver restriktioner pa
parametrene til denne. Kendes parametrene til en steerkt reguleer graf fungerer
heltalsbetingelsen som et redskab til evt. at udelukke eksistensen af en sadan.
Der findes andre generelle resultater, der ligesom heltalsbetingelsen kan udnyt-
tes til at undersgge muligheden for, at en given steerkt reguler graf eksisterer.
Bl.a kan neevnes half-case [Belevitch, 1950|, Krein betingelserne [Scott, 1973|,
klo greensen [Neumaier, 1979] og u-graensen [Neumaier, 1979]. For et nyere bevis
af Krein betingelserne henvises til [Godsil and Royle, 2001, pp. 231-235|.

I dette kapitel vises den absolutte grense, som begraenser antallet af punkter i en
steerkt reguleer graf I' ved multipliciteten af egenveaerdierne til I'. Den absolutte
graense blev forst vist af [Koornwinder, 1976|. Beviset for den absolutte graense i
dette kapitel er inspireret af [Neumaier, 1981], [Cameron and van Lint, 1991, pp.
200-204], |[Kveiborg and Laursen, 1997, pp. 31-37| og |Jorgensen, 2000|. For at
bevise den absolutte graense ggres brug af en raekke resultater fra linezer algebra.
I denne forbindelse henvises til bilag B.

2.1 Absolut graense

Beviset i dette afsnit for den absolutte grense forudsetter at der findes en
spektral dekomposition af nabomatricen for en steerkt regulser graf. Yderligere
er det ngdvendigt at undersgge projektionsmatricerne i denne dekomposition
gennem en raekke lemmaer.

Lad T" veere en (n, k; A, p)-steerkt reguleer graf med tre forskellige egenvaerdier
k,0 og p, hvis multiplicitet er hhv. 1,my og m,. Lad A vere nabomatrix til
I'. Af definition 1.1.1 fplger, at A er en n X n symmetrisk matrix, hvormed A
ifglge satning B.1.3 kan ortogonalt diagonaliseres. Dvs der findes en spektral
dekomposition af A (afsnit B.1.1) givet ved

A = kE;, + 0Eg + pE,, (2.1)

15



16 Ikke-eksistenssaetninger

hvor Ex,Eg og E, er projektionsmatricer pa egenrummene Vj,Vy og V, for
egenveerdierne k, 6 og p til A. Yderligere gelder for i, j1, jo € {k, 0, p}, at

ml{E;} ={z |Exz=0}
={zeV, @V, |itptiNitl}, (2.2)
da egenrummene V,Vy og V, er indbyrdes ortogonale (setning B.1.3). En
anden konsekvens af den indbyrdes ortogonalitet mellem Vj,Vy og V, er, at
Span{ Vi, Vy,V, } = R". Saledes kan enhver vektor u € R" udtrykkes ved

U = Ui + Uy + Up,

hvor u; € V; for ¢ € {k,0,p}. Vi gnsker at udtrykke projektionsmatricerne ved
linearkombinationer af I, J og A.

Lemma 2.1.1 Projektionsmatricerne Eg,Eg og E, er givet ved

1
E, =-J; 2.3
k n ) ( )
P p—k 1

Ey=— I+ J+ A;

0—p n@—p)  O0-p

9 k—0 1
E, = I+ J— A.

0—p nl—-p) O-p

Bevis:
Idet k er en simpel egenveerdi til A med tilhgrende egenvektor j, er enhver
vektor ug € Vi et multiplum af j. Dermed fas for enhver vektor uy € Vi, at

Jup = nup = nEguy.
Dvs
E, = -J.
n
Af den spektrale dekomposition folger (se afsnit B.1.1), at
E.+Ey+E, =1L (2.4)

Idet E; = 1J, er (2.1) og (2.4) to ligninger med to ubekendte Ey og E,, som
ved lgsning giver
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Lemma 2.1.2 Lad T vere en (n, k; A, u)-sterkt requler graf med egenveerdier
k,0 og p. Lad E; vere projektionsmatriz pa egenrummet V; for i € {k,0,p}. Sa
geelder

rank{ aEjy, + bEy + cE, } = rank{ aEy } + rank{ bEy } + rank{ cE, },
for a,b,c € Q.

Bevis:
For enhver vektor & € R™ fas, at

T O0Eg+cE))e= aErx + ot + cE,x
aEj; + bEg + B, E bE E,
N _ N—— N——

~ SN~
cRange{ aE+bEy+cE,} €Range{aE;} €Range{bEg} cRange{cE, }

Dermed kan enhver vektor i Range{ ¢dEj, + bEg + cE, } udtrykkes som en sum
af vektorer i hhv. Range{ aEy, }, Range{ bEj } og Range{ cE, }. Dvs

Range{ aEj, + bEg + cE, } C Range{ aEj, } + Range{ bEy } + Range{ cE, }.
Omvendt galder at
Range{ aEj, + bEg + cE, } O Range{ aEj, } + Range{ bEy } + Range{ cE, },
idet Range{ aEy, }, Range{ bEy }, Range{ cE, } C Range{ aEj + bEj + cE, }. Dvs
Range{ aEj + bEy + cE, } = Range{ aEy, } + Range{ bEy } + Range{ cE, }, (2.5)

az Vs v,

Idet Vi, Vy og V, er indbyrdes ortogonale fglger, at summen i (2.5) er entydig
hvormed

Range{ aEj, + bEg + cE, } = Range{ aEj, } ® Range{ bEy } ® Range{ cE, }.
Nu fglger af setning B.3.4, at
rank{ aEy, + bEy + cE, } = rank{ aE;, } + rank{ bEy } + rank{ cE, }.
[ |
For at vise den absolutte greense gor vi brug af en ulighed (lemma 2.1.7), hvori

rangen af Schur-Hadamard produktet af to ens projektionsmatricer (undtagen
projektionsmatricen pé egenrummet V) indgér.

Definition 2.1.3 (Schur-Hadamard produkt)
Lad A og B vare matricer af samme dimension, s er Schur-Hadamard produk-
tet af A og B givet ved

AoB=C, hvor (C); = (A);(B)i.

Vi gnsker at vise at Schur-Hadamard produktet af to ens projektionsmatri-
cer er veldefineret. Dette vil vise sig at vaere opfyldt, hvis vektorrummet V =
Span{I, A,J } med Schur-Hadamard produktet er en algebra.
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Definition 2.1.4 (Algebra over R)
En algebra over R er et vektorrum V over R med et produkt %, sa der for ethvert
A,B,C €V og ethvert a € R galder

1. (A+B)xC=Ax«C+B=x*C;
2 Ax(B+C)=AxB+Ax«C;
3. a(A*xB) = (aA)«*B = A x (aB).

Vi betegner algebraen med (V, x) .

Punkt 1 og 2 i definition 2.1.4 kaldes de distributive love. Hvis den associative
lov Ax (B xC) = (A xB) x C galder for alle A,B,C € V siges algebraen i
definition 2.1.4 at veere associativ. Hvis den kommutative lov A * B = B « A
geelder for alle A, B € V siges algebraen i definition 2.1.4 at veere kommutativ.

Lemma 2.1.5 Lad V = Span{1, A,J } vere et underrum af mengden af reelle
n X n matricer, hvor A er nabomatriz for en (n,k; X, u)-sterkt requler graf. Sa
er Ay = (V,0) og Ay = (V,-) begge en algebra over R, som er associativ og
kommutativ.

Bevis:
Det ses let at V = Span{I, A,J} opfylder de ngdvendige krav [Lay, 1997, p.
211] for at veere et vektorrum over R.

Forst vises at A; er en matrixalgebra. Lad A, B og C vare reelle n X n matricer.
Bemaerk at A i denne sammenhang ikke betegner nabomatricen for staerkt
reguleer graf. Af definition 2.1.3 fas for a,b € R, at

a(A)ij + b(B)i;)(C)yj
(A)ij(C)ij + b(B)i;(C)ij
(AoC)+b(BoC). (2.6)

(aA +bB) o C =

—

2 2

Tilsvarende kan vises, at
Ao (aB+bC)=a(AoB)+bAoC). (2.7)

Af (2.6) og (2.7) folger punkt 1, 2 og 3 i definition 2.1.4 samt, at Schur-Hadamard
produktet er linezrt. Idet I er identitetsmatricen og J er matricen bestaende af
ét-taller, fas folgende multiplikationstabel ved benyttelse af definition 2.1.3.

o‘IJA
I 1 I O
J|I J A
A0 A A

Tabel 2.1: Multiplikationstabel for Schur-Hadamard produktet

Det ses at alle produkter i multiplikationstabellen ligger i V. Da Schur-Hadamard
produktet er linezert, er V lukket under Schur-Hadamard multiplikation. Dvs
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Schur-Hadamard produktet er veldefineret for V.= Span{I, A,J } og A; opfyl-
der de ngdvendige krav for at veere en algebra over R. Det ses let af definition
2.1.3, at Schur-Hadamard produktet er associativt og kommutativt.

Nu vises at Ao er en matrixalgebra. Det er klart, at seedvanlig matrixmultipli-
kation |Lay, 1997, pp. 100-106] opfylder kravene i definition 2.1.4 og er linezert.
Ved bemerkning 1.1.5 fas folgende multiplikationstabel for sadvanlig matrix-
multiplikation

|1 J A
I|[I J A
J|J nJ kI
Al A kI A?

Tabel 2.2: Multiplikationstabel for sedvanlig matrixmultiplikation
Af lemma 1.1.4 fglger, at

A?=FKI+ M +pu(J -1-A)
=k -—wI+pJ+A-pA.

Dermed er A? en linearkombination af I, A og J, hvormed alle produkter i ta-
bel 2.2 ligger i V. Dvs V er lukket under ssedvanlig matrixmultiplikation, som
dermed er veldefineret. Seedvanlig matrixmultiplikation ses let at veere associa-
tivt. Af tabel 2.2 fglger at seedvanlig matrixmultiplikation er kommutativt for
V =Span{I,A,J}. [ |

Det fglger af den spektrale dekomposition i afsnit B.1.1 og lemma B.1.2, at
E;, Eg og E, er indbyrdes ortogonale mht. saedvanlig matrixmultiplikation (E;E; =
0 for i # j). Dermed er {E;,Eg,E,} en linezert uafhengig maengde. Sa fas af
(2.1), (2.3) og (2.4), at {Ey, By, E,} er en basis for As. Dermed fplger af lemma
2.1.5 at saedvanlig matrixmultiplikation er veldefineret for Span{ Ey, Ey,E, }.

Da IA og J — I — A har indgange lig én pa forskellige positioner folger af
definition 2.1.3, at de er indbyrdes ortogonale mht. Schur-Hadamard multipli-
kation. Dvs {I, A, J —I— A} udger en basis for A;. Det folger af lemma 2.1.1 og
lemma 2.1.5 at Schur-Hadamard multiplikation er veldefineret for Span{ E;, Eg,E, }.

Bemaerkning 2.1.6 En konsekvens af multiplikationstabel 2.1 er, at

J-I-A)o(J-I-A)=Jo(J-I-A)—-Io(J-I-A)—Aoc(J-I-A)
=J-I1—-A.

For vi beviser den absolutte graense for en (n, k; A, p)-steerkt reguleer graf, er det
ngdvendigt med endnu et lemma.

Lemma 2.1.7 Lad A vere en m x n matriz med rank{ A} = f, sd er

rank{ Ao A} < %f(f—i—l)
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Bevis:
Idet rank{ A } = f findes f linezert uatheengige sgjler (og reekker) @1, xo,..., x;
i A. Dvs enhver sgjle ar, k =1,...,n,1 A kan skrives

ap=c1xy +cxy+---+cpxp for ¢;eR, j=1,...,f

For enhver sgjle (aoa)k, k=1,...,n,1 Ao A fas ved definition 2.1.3, at

f f
(@aca)y =apoa,= (Z Ci%’) o <Z Cﬂh’)

i=1 i=1
f f
= chz(azZ o x;) —I—ZZcicj(azi ox;). (2.8)
i=1 i=1 j#i

I (2.8) er der f led pa formen c¢?(z;oz;). Antal blandede led pa formen c;c;(z;
x;) er antal mader at veelge to elementer ud af f mulige, som er (/;) Dermed

kan enhver sgjle (@ o a); i A o A skrives som en linearkombination af f + (J;)

sojler i Ao A. Dvs

rank{ Ao A} < f+ (f>

2
=1+ 57
= fH 5= 1)
= I+ 1),

Seetning 2.1.8 (Absolut graense)
Lad T’ veere en (n, k; \, p)-staerkt regulaer graf med nabomatrix A. Lad k,0 og
p veere egenveerdier til I' med multiplicitet hhv. 1,mg og m,, sa geelder

1
n < Ema(me +3);

1
n < imp(mp +3).

Bevis:
Idet Range{ Ey } = Vj folger, at rank{ Ey } = my. Sa folger af lemma 2.1.7, at

1
rank{ Eg o By } < Emg(mg +1). (2.9)
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Nu viser vi, at rank{ Eg o Ey } > n — my. Fra lemma 2.1.1 fas, at

p—k 1
J+ A
n—p)  O—p

P
—k

:—<—p1+p J+A>
0—p n

<—px+¥J+A> - (p_k(IJrA)—#(IJrA))]

n

:HL[_k_p(J_:[—A)—(p+¥>1+(1—k_p>A]. (2.10)

n

Idet I, A og J —I— A har indgange lig én pa forskellige positioner fglger af tabel
2.1, bemaerkning 2.1.6, (2.10) samt lineariteten af Schur-Hadamard produktet,

at
EyoEy = <ei—p>2 (k_p>2(J—I—A)

n

+ <p+¥>21+(1—¥>2A]. (2.11)

Af (2.1),(2.3) og (2.4) folger, at

J—I—A:nEk—(Ek-I-Eg—i-Ep)—(kEk-l-aEg-l-pEp)
= (n—1—k)Ek—(1+9)Eg—(1+p)Ep.

Ved at indsette ovenstiende samt (2.1) og (2.4) i (2.11) fas, at
Eg o By = gy B + 459 Eo + 4B,

hvor

J P+ k)= (k—p)*

09 = (0= p)? ;

o = n(p® +0) +2(k — p)(p - 0) .

96 (0 — p)? ;
_np(l+p)

p
qhy = ———.
" (O - p)?
Nu vises at qga #0 og qga #0.
Forst vises ved (1.12), at qge =8 dvs

n

n(p*+k) —(k—p)? (n—Dp+k
n(f — p)? n(6 — p)
n(p? + k) = (k= p)*> = (=(n = D)p = k)(0 — p)
np? +nk —k* — p* + 2kp = —pbn + 0p — Ok + p*n — p* + pk
nk + pn = k* + 0p — 0k — pk

n(k + p8) = (k — p)(k — 0). (2.12)
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Dermed er det nok at vise (2.12). Af (1.8) og (1.9) fés, at
Op=p—k < p=0p+k og —-0—-—p=p—A (2.13)
Ved disse to ligninger fas af satning 1.0.3, at

k(k—1—=X)=(n—k—1)u
k* —k — kX + pk +p

=nN

W
H+MH—M—k+u_n

W
K +k(—0—p)—k+0p+k
0p+ & -
k2 — k0 —kp+0p
0p+ k -

Indseet denne veerdi for n pé& venstresiden af (2.12) hvormed folger, at

k2 — k0 —kp+0p

n(k + pb) = Tk (k + p)
=k?>—kO—kp+0p
= (k—p)(k —0).

m

Dermed er vist, at qga =t #£0.

Nu vises at qga # 0. I afsnit 1.1, side 11 fandt vi, at

p<0<8. (2.14)

Da T er (n, k; X, i)-steerkt reguleer fas tilsvarende (2.13), at
0p =71 — k. (2.15)

Hvis p = —1 fés af proposition 1.1.7, at p = —1—p = 0. Saledes folger af (2.15),
at @ = k, hvilket ifglge proposition 1.0.4 strider mod antagelsen, at I' ikke er
imprimitiv. Sammenhold dette med (2.14) sa fas, at p ¢ {0,—1}. Dermed er

by # 0.
Hvis qgg = 0 fas af lemma 2.1.2, at

rank{ Eg o By } = rank{ qggEk + qgeEg + qgaEp}
= rank{ ¢jyEy } + rank{ ¢)yEy } +rank{ ¢},E, }
T
=1+m,
=1+mp+m,—my
=n —myp. (2.16)
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Hvis qge # 0 fas af lemma 2.1.2, at

rank{ Eg o Ey } = rank{ qgaEk + qgaEg + qgeEp }
= rank{ qgaEk } + rank{ qggEg } + rank{ qgaEp }
=14+my+ my
= n. (2.17)
Af (2.16) og (2.17) folger, at

rank{ Ego Eg } > n — my.

Sammenhold dette med (2.9), sa fas

1
n—mg <rank{EgoEy } < Emg(mg +1)
\

n < Emg(mg +1)+my

—_

—_

n < 5mo(mg +3).

Tilsvarende kan vises, at n < %mp(mp +3) ved at tage udgangspunkt i E, frem
for Ey. |
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KAPITEL 3

Typer af steerkt regulsere grafer

Der findes forskellige typer af steerkt regulere grafer. Indenfor bestemte typer
findes familier af steerkt reguleere grafer. Dette er tilfeeldet for typen af staerkt
regulzere grafer kaldet konference grafer.

3.1 Konference grafer

Lad I veere en (n, k; A, p)-steerkt reguleer graf med egenveerdier k,6 og p. Lad
my og m, vere multipliciteter for hhv. 6 og p, sa kaldes I' en konference graf,
hvis mg = m,.

Lemma 3.1.1 Lad T" vere en (n,k;\, u)-sterkt requler graf med forskellige
egenverdier k,0 og p. Sa gelder

nkk
(0= p)° = :
mem,,
Bevis:
Lad fglgende matricer veere givet
1k k 1 0 0
P=|16 -1-6 og Q=10 mg O
1 p -1-p 0 0 m,
Sa fas, at
1 1 1 1k k
Pl =k 0 p og QP = | myg myd my(—1-—0)
k —1-60 —-1—p my, mep my(—1—p)
Vi gnsker at vise, at
1 00
PIQP=n|0 k 0 |. (3.1)
—— -
—M 0 0 k
———
=R
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Idet Q er en symmetrisk matrix geelder
M” = (PTQP) =PTQ"PTT =PTQP =M,

og dermed er M en symmetrisk matrix. Derfor er det nok at bestemme diago-
nalindgangene i M samt indgangene (M), (M)13 0og (M)s3. Idet summen af
alle egenveerdierne til I er tr(A) fas, at

(M)15 = k + mgf + m,p = tr(A) = 0. (3.2)

Hvis A betegner nabomatricen for I' fas tilsvarende af proposition 1.1.7 og
bemeerkning 1.1.8, at

(M)13 =k +mp(—1—60) + m,(—1 — p) = tr(A) = 0. (3.3)

I beviset for proposition 1.1.7 fandt vi, at hvis & er egenvektor hgrende til
egenveerdien k (hhv. 6, p) til A, si er & egenvektor til egenveerdien k = n—k—1
(hhv. (=1 —8), (=1 —p)) til A. Lad « veere egenvektor hgrende til egenveerdien
k til A, sa geelder

AAx = Akz
=kAwx
= kkx.

Dvs kk er egenveerdi til AA. Tilsvarende kan vises, at 0(—1 — ) og p(—1 — p)
er egenveerdier til AA. Dermed er tr(AA) = kk +mgpf(—1 —0) + m,p(—1 —p),
s&

Moy; = kk + mgO(—1 — 0) +m,p(—1 — p)

— tr(AA) = 3 (A)ij(A)y =0, (3.4)
]

idet (A);; = 0 & (A);; = 1 og omvendt. Det folger af (3.2),(3.3) og (3.4),
samt at M er symmetrisk, at alle ikke-diagonalindgange i M er nul. Vi mangler
at bestemme diagonalindgangene. Det fglger af seetning B.1.3 at summen af
multipliciteterne af egenvaerdierne til A er n. Hermed fés at

(M)H =14+mp+ my = n. (35)

Det fglger af lemma 1.1.3, at position (i,4) i A2 er antal veje af leengde to fra
punktet v; € VT og tilbage igen, som vi kalder en lukket vej. Dermed er tr(A?)

antallet af alle lukkede veje af leengde to i I'. Tilsvarende er tr(A2) antal lukkede
veje af leengde to i I'. Hermed fas

(M)go = k% + 6%myg + p2mp = tr(A?) = nk

(M)s3 =k + (=1 — 0)*mg + (—1 — p)*m,, = tr(A”

) = nk.
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Séledes er alle indgange i M bestemt og det ses, at (3.1) er opfyldt. Ved at tage
determinanten af begge sider i (3.1) fas
det(PTQP) = det(nR)
det(PT) det(Q) det(P) = n? det(R)
det(P) det(Q) det(P) = n’kk
(det(P))*mym, = n’kk

Skk

—0))? = n
(n(p —0)) o,
kk
6—p)? = —.
(0 —p) ey

Korollar 3.1.2 Lad I" vere en (n,k; A, p)-sterkt requler graf med forskellige
egenverdier k,0 og p. Huis I er en konference graf, si har I' og den komple-
mentere I' de samme parametre:

n—1n—-5n-1

n : .

27 47 4
Bevis:

Det er tilstrackkeligt at vise, at I har de givne parametre, idet korollaret saledes
folger af seetning 1.0.2. Hvis my = m,, folger af (1.10), at my = Z5%. Dermed er
my relativt primisk til n. Af (1.8) og (1.9) fas, at (0 —p)? = A € Z, hvormed det
fplger af lemma 3.1.1, at mz gar op i kk. Af seetning 1.0.2 har vi, at k+k =n—1,
hvormed

(k + k)? _(n— 1)2
4 4
hvor lighedstegn geelder hvis og kun hvis k& = k. Idet mg gar op i kk geelder

lighedstegn og dermed

kk <

a2
=my,

k=k=n—-k-1&n=2k+1. (3.6)
Benyt (3.6) samt det faktum, at summen af egenveerdierne er tr(A), sa geelder

mg(0 +p)+ k=0

—1
S (0+p) =k
_ok
0 L
(0 +p) p—
—9k
0 S
O+p) =11

Nu fplger af (1.8) og (1.9), at

—1=0+p=A—pesrA=p—1L (3.7)
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Af seetning 1.0.3 og (3.7) fas, at

k(k—1—-X) =ku
F-1-(u-1) =p
k
— = 3.8
5 = 1 (3-8)
Korollaret folger af (3.6),(3.7) og (3.8). [

Proposition 3.1.3 Lad T vere en (p, k; A, p)-sterkt requler graf, hvor p er et
primtal. Sd er I' en konference graf.

Bevis:
Fra lemma 3.1.1 har vi, at

(0 pp = P (39)
mem,,
Af (1.13) og (1.14) fas
mp—mgzzk”"_lm_“). (3.10)

VA

Hvis 0 — p = VA ¢ 7 og my # m, geelder, at differensen (3.10) er irrationel,
hvilket stider mod det faktum, at mg og m, er heltal. Dermed folger, at hvis
0—p=vVA¢7Z, saermy= m,. Dvs hvis I" ikke er en konference graf, kan vi
antage, at VA = /(0 — p)2 € Z, hvormed venstre side af (3.9) er et kvadrat.
Idet I hverken er tom eller komplet, er konstanterne k, k, mg og m,, forskellig fra
nul og dermed ikke-delelig med p. Heraf folger, at venstre side af (3.9) er delelig
med p, men ikke med p?, hvilket er en modstrid [Allenby, 1991, Definition 1.3.5
(iii)]. [ |

Folgende korollar fas umiddelbart af beviset for proposition 3.1.3.

Korollar 3.1.4 Lad I" vere en (n, k; A, p)-sterkt requler graf med egenverdier
k,0 og p. Sa geelder, at

1. T er en konference graf eller;

2. (0 — p)? er et kvadrat og 0,p € 7.

Bevis:
Det eneste der ikke ggres rede for under forrige bevis er, at 6, p € Z.

ad. 2 Idet VA =60 — p € Z folger, at 0, p € Q. I beviset for korollar 1.1.6 fandt
vi, at 6 og p er rgdder i et monisk andengradspolynomium med heltallige
koefficienter. Hvis 6 = L ¢ Z geelder, at r og s er indbyrdes primiske og
s # 1. Men s& gar s op i én [Allenby, 1991, Theorem 1.11.6], hvilket er en
modstrid. Dermed er 8 € Z. Tilsvarende vises, at p € Z.
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Nu konstrueres en uendelig familie af konference grafer, hvis medlemmer kaldes
for Paley grafer.

3.1.1 Paley grafer

Lad GF(¢q) veere et endeligt legeme med ¢ elementer [Pless, 1998, pp. 51-66],
hvor ¢ = 1 (mod 4) og ¢ er en primtalspotens. Kongruensbetingelsen pa ¢
medfgrer, at —1 er et kvadrat i GF(q) [Pless, 1998, Theorem 68]. Lad @ C
GF(q) betegne mangden af kvadrater forskellig fra nul; dvs @ = {o? ‘ a €

GF(q)\{0} }.

Definition 3.1.5 (Paley graf)
En Paley graf I med q punkter er grafen, hvis punktmeengde og kantmaengde
er givet ved

VI'=GF(q), hvor g=1 (mod 4);
EF:{{x,y}‘x,yEVF/\x—yEQ}.

Kongruensbetingelsen pa q sikrer, at en Paley graf I" ikke er en retningsbestemt
graf (se definition 4.0.12 og definition 4.0.14), hvilket er formuleret i fplgende
lemma.

Lemma 3.1.6 Lad I" vere en Paley graf med q punkter, sa gelder

{z,y} € ET' & {y,z} € ET.

Bevis:
Af definition 3.1.5 fglger, at

{z,yt e ET @z —y € Q.

Produktet af to kvadrater er et kvadrat og produktet af et kvadrat og et ikke-
kvadrat er et ikke-kvadrat. Dvs idet —1 € @ folger

r-yeRQe —(r-y=y-zeq
& {y,z} € ET.

Satning 3.1.7
Lad T" veere en Paley graf med q punkter, sa er I' en sterkt reguleer graf med

parametre
g—1 g—5 qg-—1
q’ 2 7 4 Y 4 *
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Bevis:
Lad z € VI og betragt afbildningen

p:r—>r+a for et fast &« € GF(q). (3.11)
Det ses umiddelbart, at ¢ er surjektiv. For x,y € VI' geelder, at
plr)=ply) rt+a=y+tasz=y,

hvormed ¢ er injektiv. Dvs ¢ er en permutation [Allenby, 1991, p. 75] af VT
Lad {z,y} € ET for z,y € VI, s& geelder

{p(2),0(y)} EET & (z+a) — (y+a) €Q
Sr—yeq
< {z,y} € ET,

og dermed er ¢ en automorfi [Chartrand and Lesniak, 1996, p. 40] af VT med
©(0) = a. Idet der findes en automorfi af I'; der afbilder nul i « for ethvert
a € GF(q) geelder, at T' er reguleer med en givet valens k.

Lad z € VI og betragt afbildningen

iz — zf for et fast 5 € Q. (3.12)
1 er surjektiv og idet der for z,y € VI gelder

P(x) =p(y) & 2f=yp &z =y,

er ¢ injektiv. Dvs 4 er en permutation af VI'. Lad {z,y} € ET for z,y € VT,
sa fas

{¢(),9(y)} € ET & af —yB € Q

S @@-ypBeq
& (r-y)eq (3.13)
< {z,y} € EL,

hvor (3.13) folger af, at produktet af et kvadrat og et ikke-kvadrat er et ikke-
kvadrat. Heraf folger, at ¢ er en automorfi af I, hvor ¢(0) = 0 og #(1) = .
Dermed er antallet af faelles naboer til 0 og 1 lig med antallet af feelles naboer
til 0 og 3, hvor 0,1,5 € VI' og {0,1},{0,8} € ET. Bade a i (3.11) og [ i (3.12)
er valgt vilkarligt. Ved valget 8 = v — « € @ fas for ethvert par af nabopunkter
a,y € VI, at

¢ (¥(0)) = ¢(0) = «
p(¥(1) = oy —a) =17.

Dermed har ethvert par af nabopunkter «,v € VI samme antal A af falles
naboer.

Lad z € VI og betragt afbildningen

Oz — 0 for et fast 6 ¢ Q.
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Da produktet af et kvadrat og et ikke-kvadrat er et ikke-kvadrat, samt at pro-
duktet af to ikke-kvadrater er et kvadrat fas, at

{z,y} e ET @z —y € Q
S0z —y)=0z-0y¢Q
& {B(x), 0(y)} ¢ BT
& {®(x),®(y)} € ET.

Idet @ er injektiv folger af ovenstdende, at ® er en isomorfi [Chartrand and
Lesniak, 1996, p. 3| mellem I' og den komplementzere T til I'. Dermed er I' = T,
og I har saledes samme valens k som I'. Yderligere fandt vi, at ethvert par af
nabopunkter i I' har X fzlles naboer, hvormed ethvert par af nabopunkter i I’
ligeledes har X fzelles naboer. Idet T er den komplementzere til I' fglger af seetning
1.0.2, at ethvert par af ikke-nabopunkter i I' har y = g — 2k + X fzelles naboer.
Derfor er I' en steerkt regulaer graf. Vi mangler blot at bestemme parametrene
k, X og .

Eftersom T' ~ T fglger af seetning 1.0.2, at

_ -1
k:k:q—k—l@k:qT, (3.14)
0g
— q—1
A:)\:q—Zk—2+u<:)>\—,u:q—2<T>—2:—1. (3.15)
Af seetning 1.0.3 fas
k(k—X—1) =kpu
kE—1=X+p. (3.16)

(3.15) og (3.16) giver to ligninger med to ubekendte p og p, som ved lgsning
giver, at p = % og A = % Ved indsettelse af k i (3.14) i de to sidstnaevnte
ligninger, fas det gnskede resultat. |

Eksempel 3.1.8
Vi konstruerer Paley grafen med ni punkter fra

GF(3%) = { aiataz |a;i € GF(3),i=1,2} = {(a1,a2) | a; € GF(3),i=1,2}.

Forst konstrueres GF(3%) ud fra det irreducible polynomium f(z) = 2%+ 2x+2
over GF(3). Lad a veere en rod i f(x), sd gelder

?+204+2=02a’=-20-2=a+1,

idet koefficienterne reduceres modulo tre. Sdledes far vi folgende elementer.
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o G

a2 a’ a3 ab

Figur 3.1: Paley grafen med ni punkter

Ternere talsystem | (a1,a2) € GF(3%) | aja + ay € GF(3?%)
0x3'+0x3"=0 (0,0) 0

O0x3t+1x3" =1 (0,1) 1

Ix3'+0x3°=3 (1,0) «

Ix3+1x3%°=4 (1,1) a?=a+1

2x3+1x3=7 (2,1) B =a?=a’+a=2a+1
Ox3'+2x3"=2 (0,2) al=ac® =2 +a=3a+2=2
2x31+0x3"=6 (2,0) o’ = aat = 2a
2x3'+2x3=38 (2,2) a® = aa® =2a? =20+ 2
I1x3'+2x3°=5 (1,2) o =aa® =da+2=a+2
O0x3'+1x3"=1 (0,1) A =aa"=a’+2a=3a+1=1

Lad Q betegne mengden af kvadrater og N = GF(3%)\(Q U {0}) mengden af
ikke-kvadrater, sa fas

—~ = N~
Q={lL,a+1, 2 ,2a+2}
N ={a, 2a + 1, 2a, o + 2}.

Ved brug of definition 3.1.5 konstrueres Paley grafen med ni punkter, som er
Wllustreret ved figur 3.1.
O

Vi ser pa en anden type af sterkt regulere grafer kaldet latinsk kvadrat grafer.
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3.2 Latinsk kvadrat grafer

Ved brug af et latinsk kvadrat gnsker vi, at konstruere en steerkt regulser graf.
Et latinsk kvadrat er det todimensionelle analog til en permutation.

Definition 3.2.1 (Latinsk kvadrat)

Et latinsk kvadrat af orden n er en nxn tabel indeholdene n forskellige symboler,
sa hvert symbol optraeder pracis én gang i hver rekke og sagjle. Et latinsk kvadrat
af orden n betegnes med LK.

Saetning 3.2.2
For ethvert n € N findes et LK,,.

Bevis:

Lad heltallene 1,2,...,n vere den forste raekke i et LK,. Lad reekke to i dette
LK, vare den cykliske forskydning til venstre af rackke ét. Cyklisk forskyd pa
denne méde n gange ialt, sa fas

1 2 ...
2 3 .- n 1

som er et LK,. [ ]

Vi konstruerer en graf fra et LK.

Definition 3.2.3 (Latinsk kvadrat graf)
En latinsk kvadrat graf Ly(n) med n? punkter er grafen med

VLi(n) = {ijk ‘ i angiver en raekke i LK,,, j angiver en sgjle i LK,
k er symbolet péa position (i,7) i LKn}
ELi(n) = {{ijk,d'j'"k'} | i=id" Vv j=jVk=FK}.

Hvis u = ijk € V Li(n), kaldes i, 5 og k koordinaterne til punktet u.

Saetning 3.2.4
Li(n) er en (n? k; \, pu)-steerkt reguleer graf med

1. k=3(n—-1);
2. A =mn;
3. u=6.

Bevis:
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ad. 1

ad. 2

ad. 3

Ethvert punkt u = ijk € V Li(n) er nabo til de punkter, der har indgange
i LK, i samme rakke, samme sgjle og de der har samme symbol. Idet der
er n — 1 muligheder i hver af de tre tilfeelde fas, at £k = 3(n — 1).
=u =v
—
Lad 41j1k1,92j2ks € V Li(n) og antag W.L.O.G at iy = is = i, hvormed
{u,v} € EL(n). Nabopunkterne u og v er begge naboer til de resterende
n — 2 punkter i reekke 7. Yderligere findes der to punkter i'j1ko,1"jok; €
V Li(n) i hhv. reekke i # i og i # i, som er nabo til bade u og v. Dermed
har ethvert par af nabopunkter u,v € VLi(n) precis A\ =n—-2+4+2=n
feelles naboer. Tilsvarende kan vises, at A = n hvis j; = 7o eller k1 = k.
=u =v
—
Lad iljlkl,igjékg € VLl(n) med il 7é iQ, jl 7é jQ og kl 75 kg; dvs {u,v} ¢
EL;(n). Et punkt p € VLi(n) er nabo til bade u og v, hvis det er lig u
pa én koordinat og lig v pa en anden. Fastholdes én koordinat i p, er der
to mulige valg af de to sidste koordinater i p. Idet der er tre koordinater i
p fés, at ethvert par af ikke-nabopunkter u,v € VLi(n) har p =3-2=6
feelles naboer.

Eksempel 3.2.5
Vi konstruerer L1(3) med ni punkter ud fra folgende LKj

11213

Ly =

W|

Li(3) er ifolge swtningen 3.2.4 en (9,6;3,6)-sterkt requler graf. Af defini-

tion 3.2.3 konstrueres punktmengden VLi(3) = {v1,va,...,v9}, som er givet
ved
R P I N R R R R
1 1 112212333
g1 2|13 1 213 1 213
kE{1|2 3|3 |12|2|3]|1

Ved brug af definition 3.2.3 konstrueres Li(3), som er illustreret ved figur 3.2.

O

3.2.1 Net grafer

Vi konstruerer en anden type af latinske kvadrat grafer ud fra en mengde af
indbyrdes ortogonale LK,,.
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Vi V2 V3
v v Ve
V7 V8 Vg

Figur 3.2: L;(3) med ni punkter

Definition 3.2.6 (Ortogonale LK)

Lad Ly, Ly veere to LK, og konstruer ordnede par ((L1)j, (L2)i;), 1 < i,5 < n.
Sé siges Ly og Lo at veere ortogonale, hvis alle n? ordnede par er forskellige.
Yderligere siges meengden {Li,Lo,...,L;} af t > 2 LK, at vaere indbyrdes
ortogonale, hvis L; og L; er ortogonale for i # j.

Der geelder, at vi hpjest kan have n —1 indbyrdes ortogonale LK, |Laywine and
Mullen, 1998, Theorem 2.1]. En mangde af n — 1 indbyrdes ortogonale LK,
siges at veere fuldstendig. Vi gnsker at vise, at for enhver primtalspotens ¢, kan
en fuldsteendig meengde af ¢ — 1 indbyrdes ortogonale LK, konstrueres.

Definition 3.2.7

Nummerer reekkerne og sgjlerne i et LK, med elementerne i det endelige legeme
GF(q), hvor q er en primtalspotens. Lad fq(z,y) = az +y for a € GF(q)\{0}.
Sa siges fq(x,y) at repraesentere et LK, for ethvert a € GF(q)\{0}, hvis

(LKy)ij = fali,j)-

Seetning 3.2.8
For enhver primtalspotens q repraesenterer f,(z,y) for a gennemlpbende GF(q)\{0}
en fuldstendig meengde af ¢ — 1 indbyrdes ortogonale LK.

Bevis:

Forst viser vi, at f,(z,y) = az + y repreesenterer et LK, for ethvert a €
GF(¢)\{0}. Antag at et element forekommer to gange i samme sgjle I, (z’te
og x;’te raekke) i det formodede LK, repraesenteret ved f,(x,vy), s fas

fa(zk,y5) = falz1,y5)
axK + Y; = ax; + yj
ar, = axy. (3.17)

Idet a # 0 folger af (3.17), at z; = z;. Dermed er alle elementer i enhver sgjle I,
forskellige. Antag at et element forekommer to gange i samme raekke 1y, (yi'te
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og yi'te sgjle) i det formodede LK, reprasenteret ved f,(z,y), sa fas

fa(@isyk) = fa(@i, y1)
ar; +yr = ax; +y
Yk = Yi-
Dvs at alle elementer i enhver rackke I, er forskellige. Af definition 3.2.1 fglger,
at fu(x,y) repreesenterer et LK, for et ethvert a € GF(q).

Nu vises at fq(z,y) og fy(x,y) repreesenterer ortogonale LK, hvis a # b og
a,b € GF(q)\{0}. Antag at (z;,y;) og (zk,y) er to pos. i hhv. fo(z,y) og
fo(z,y), som giver anledning til det samme ordnede par (se definition 3.2.6);
dvs

ar; +Yj = arp + Yy
(3.18)
bx; + Yj = bxy + y;.
Af (3.18) fas

axr; — bx; = ax — bxy,

(a —b)x; = (a — b)xg. (3.19)
Idet a # b folger af (3.19), at z; = 4, og dermed y; = y; ved (3.18). Dvs vi befin-
der os pa samme position, hvormed alle ordnede par (f,(zi,y;), fo(zi,y5)), 1 <

i,7 < g, er forskellige. Det folger af definition 3.2.6, at de to LK, repreesenteret
ved fo(z,y) og fy(z,y) er ortogonale. |

Lad T'={Ly, Ly,...,L;}, 1 <r <mn—1, veere en maengde af r ortogonale LK,
s& konstrueres en graf af 7.

Definition 3.2.9 (Net graf)
En latinsk kvadrat graf L,(n) med n? punkter konstrueret af r indbyrdes ortog-
onale LK, er grafen med
VL,(n)= {ijklkg .k ‘ 1 angiver en raekke i et LK, € T,
J angiver en sgjle i et LK, € T,
ki, 1=1,..., er symbolet pa position (i,j) i det I’te LKn}

ELy(n) = {{ijkrks .. ke, i j'KiKy .. K} | i=d Vi=jVEk=kV
ky=ky V...V k. =k.}.

L.(n) kaldes en net graf.

En net graf konstrueret af en fuldsteendig maengde af indbyrdes ortogonale LK,
er komplet. Det fplger af definition 3.2.1, at de ordnede koordinatpar (i,k;) og
(4,k;) for I = 1,...,r antager hver mulig veerdi preecis én gang. Dette kalder
vi latinsk kvadrat egenskaben. Af definition 3.2.6 fglger, at for ethvert par af
ortogonale kvadrater L, Ly antager koordinatparret (ks, k;) enhver mulig veerdi
praecis én gang. Dette kalder vi ortogonal egenskaben.
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Satning 3.2.10
For1 <r—2 < n er net grafen L,_3(n) en (n?, k; \, u)-staerkt reguleer graf med

1.

2.

3.

k=r(n—1);
A=(r—1)(r—2)+(n—2);

p=r(r—1).

Bevis:

ad. 1

ad. 2

ad. 3

Et punkt u = ijky...k—2 € VL,_o(n) er nabo til ethvert punkt v =
i'j'K) .. kl_y € VL, 5(n), hvis v og v stemmer overens pa én af de r
koordinater. For enhver valgt koordinat i v, kan de resterende koordinater
veelges pa n — 1 forskellige mader. Dvs ethvert punkt u € V L, _5(n) har
k = r(n — 1) naboer.

=u =v

Lad ijky ... ky 2,05k, ... k. 5 € VL, o(n) og lad {u,v} € EL, 5(n).
Antag W.L.O.G at 7 = 7/, hvormed bade u og v er naboer til de resterende
n — 2 punkter med samme i-koordinat. Yderligere er ethvert punkt p =
i"§"K] .. k._y € VL_5(n) med i" # i = i’ nabo til bade u og v, hvis to af
de resterende r—1 koordinater i p stemmer overens med en koordinat i hhv.
u og v. Antag W.L.O.G, at k{ = k; og kY = kf. Bemaerk at der ikke findes
blot en enkelt koordinat i p, som stemmer overens med samme koordinat
i bade u og v (f.eks kY = ki = k1), da det strider mod latinsk kvadrat
egenskaben. k! vaelges ud af r — 1 mulige og derefter veelges k% ud af r — 2
mulige. Dvs koordinatparret (kY, %) veelges ud af (r — 1)(r — 2) mulige.
Pga ortogonal egenskaben giver ethvert koordinatpar (k' k5) anledning til
praecis ét punkt. Dermed har ethvert par af nabopunkter u,v € V L, _5(n)
pracis A = (n — 2) + (r — 1)(r — 2) feelles naboer.

=Uu =v
PN A

Lad k1 ... ky2,d'3'k, ... Ky € VL, o(n) og lad i # i',j # j', k1 #
Loy kr—o #kl_o; dvs {u,v} ¢ EL,_5(n). Ethvert punkt

p=1d"3"k{ ...kl 5 € VL,_9(n) er nabo til bade u og v, hvis det er lig u pa
én koordinat og lig v pd en anden koordinat. Antag W.L.O.G, at k{ = ky
og ki = k}. Bemeerk at vi ikke kan ngjes med én koordinat; f.eks kan vi
ikke have kf = k1 = K}, idet ky # k}. K veelges ud af r mulige og derefter
veelges k) ud af r — 1 mulige. Dvs koordinatparret (k,k)) veelges ud af
r(r — 1) mulige. Pga ortogonal egenskaben fas, at ethvert koordinatpar
(K}, k) giver anledning til praecis ét punkt. Dermed har ethvert par af
ikke-naboer u,v € V L,_5(n) preecis pu = r(r — 1) feelles naboer.

Bemeerk at for r = 3 i seetning 3.2.10 fas setning 3.2.4.
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Eksempel 3.2.11
Vi konstruerer tre indbyrdes ortogonale LKy ud fra det endelige legeme

GF(2*) ={a1a+ay | a; € GF(2),i =1,2} = {(a1,a2) | a; € GF(2),i=1,2}.

Elementerne i GF(2?) konstrueres af det irreducible polynomium f(z) = z? +
x + 1 over GF(2). Lad o veere rod i f(x), sd fis

ra+l=0ecdl=-a-1=a+1l,

idet koefficienterne reduceres modulo to. Elementerne i GF(2?) konstrueres.

Binere talsystem | (a1,a2) € GF(2?) ara +ag € GF(2?)
O0x2l+0x2°=0 (0,0) 0
Ox2'+1x20=1 (0,1) 1
Ix2t+0x20=2 (1,0) «
Ix2t+1x20=3 (1,1) a=a+1
Ox2'+1x20=1 (0,1) B=act=a?+a=1

Dvs GF(2?) = {0,1,, + 1}. Ved at benytte definition 3.2.7 og seetning 3.2.8
fas folgende tre indbyrdes ortogonale LK.

1. fi(z,y) representerer Ly

0 1 @ a+1
0 0 1 @ a+1
L, = 1 1 0 a+1 «@
«a o a+1 0 1
a+l|a+1 o 1 0
2. falz,y) representerer L,
0 1 o a+1
0 0 1 a a+1
L, = 1 a a+1 0 1
« a+1 « 1 0
a+1 1 0 a+1 @
3. fat1(z,y) representerer Lqyq
‘ 0 1 « a+1
0 0 1 « a+1
Losi = 1 |at+1 «a 1 0
@ 1 0 a+1 @
a+1 o a+1 0 1

Ved definition 8.2.9 kan vi konstruere Ly (4) ved brug af ét af ovenstiende LKy,
Lo(4) ved brug af to af ovenstiende LKy og L3(4) ved brug af alle tre. O



KAPITEL 4

Retningsbestemte steerkt
regulaere grafer

En endelig retningsbestemt graf f er en endelig ikke-tom maengde af objekter
kaldet punkter med en (muligvis tom) mangde af ordnede par af forskellige
punkter kaldet buer eller retningsbestemte kanter. Maengden af punkter betegnes
med VF.

Definition 4.0.12 (Retningsbestemt kant)
En kant er retningsbestemt fra w € VF til v € V[, hvis man via kanten kan
komme fra u til v (men ikke ngdvendigvis fra v til u). For u,v € VF betegnes
en retningsbestemt kant fra v til v med u — v.

En kant mellem to punkter u,v € VF der er retningsbestemt bade fra u til v
og fra v til w kaldes ikke-retningsbestemt og betegnes med u <> v eller v <> w.
For uw,v € VF betegner u - v, at der ikke er en retningsbestemt kant fra
u til v. Yderligere defineres indgraden af et punkt v € VF til at veere antal
forskellige kanter, som gar ind i u og udgraden til antal forskellige kanter, som
gar ud fra u. I dette kapitel betragtes kun endelige retningsbestemte grafer uden
multiple kanter og loops [Biggs, 1993, pp. 3-4]. En retningsbestemt graf f kan
karakteriseres ved nabomatricen.

Definition 4.0.13 (Nabomatrix for en retningsbestemt graf)
Lad F veere en retningsbestemt graf med Vf = {vy,...,v,}. Sa er nabomatricen
for F en n x n matrix B, hvis indgange er givet ved

1, hviswv; = v
B).. = ’ ]
(B)i {0, ellers.

Idet vi kun betragter retningsbestemte grafer uden loops er alle diagonalind-
gange i B nul.

Definitionen af en steerkt reguleer graf udvides til at omhandle retningsbestemte
grafer. En sadan graf kaldes en retningsbestemt sterkt reguler graf, som frem-
over betegnes med RSRG. For en RSRG er indgraden og udgraden akvivalente
konstanter.

39
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I fglgende definition er en sti fra et punkt w til et punkt v en vej fra u til v,
hvor intet punkt i vejen gentages |[Chartrand and Lesniak, 1996, p. 17].

Definition 4.0.14 (RSRG)
En retningsbestemt graf F med n punkter er starkt regulaer med parametre
(n, k; A\, i, t), hvis nabomatricen B for F opfylder

BZ=tI+AB+pu(J—1-B) « B2+ (u—-AB—(t—pI=pJ (41)
BJ = JB = kJ,

hvor

k er indgraden og udgraden af et punkt v € V[ ;
A er antal stier af leengde to frauw € VF tilv € VF givet, at u — v;
i er antal stier af leengde to frau € VF tilv € V| givet, at u - v;

t er antal ikke-retningsbestemte kanter incident med et punkt u € VF.
I siges at vaere (n, k; \, u, t)-staerkt reguleer.

Da indgangene i B kun kan veaere nul eller én fglger af (4.1), at A\, u > 0. Yder-
ligere geelder at 0 < ¢t < k < n — 1. En (n,k;\, 1, t)-RSRG med t = k er en
(ikke-retningsbestemt) (n, k; A, p)-steerkt reguleer graf. En (n, k; A\, p, t)-RSRG
med k£ =n — 1 er en (ikke-retningsbestemt) komplet (n, k; A, pu)-steerkt reguleer
graf.

Eksempel 4.0.15
Lad F wvere en (6,2;0,1,1)-RSRG med nabomatriz

01 0100
001010
1 00001
B= 1 00001
01 0100
L0 0O 1 0 1 0]
Af B og definition 4.0.13 konstrueres grafen for F givet ved figur 4.1. O

4.1 Betingelser for parametersattet

Mange af resultaterne i kapitel 1 for steerkt reguleere grafer kan vises at gaelde
for en RSRG. Vi starter med at vise seetning 1.0.2 for en RSRG.
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Ve

Va4 Vs

Figur 4.1: En (6,2;0,1,1)-RSRG

Lemma 4.1.1 Lad F vere en (1 1 14
komplementergrafen F en (n,k; N\, i, t)-RSRG med nabomatric B=J —1 - B,
hvor

k= (n—2k)+ (k- 1);
X = (n—28) + (u—2):
= (n—2k)+ X

t=(n—2k)+ (t—1).

Bevis:
Idet F er (n,k; A, p, t)-steerkt reguleer fas af definition 4.0.14, at

BI=J-I-B)J

=JJ-1J-BJ
=nJ—-J—kJ
=(n-1-k)J
=kJ.

Tilsvarende kan vises at JB = kJ, hvormed (4.2) er opfyldt for . Udnyt igen
at F er (n,k; \, u,t)-steerkt regulaer si fas af definition 4.0.14, at

B =(J-1-B)?
=nJ +1+B?-2J —2kJ + 2B
=(n—-2k-2)J+I+2B+ (tI+AB+u(J—-1I-B))
=(n—-2k-2)J+1+t)I+(2+NB+pulJ—-I-B)
=n-2k+t—-1)I+n—-2k+p—-2)J-I-B)+(n—2k+))B
:(n—2k+t—1)JI+(n—2k+,u—2)J§+£n—2k+>\Z(J—I—ﬁ).

~~ -~

Dvs (4.1) er opfyldt for F med de gnskede parametre. |

For t = k giver ovenstaende bevis et andet bevis for seetning 1.0.2.
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Eksempel 4.1.2
Lad B veere nabomatriz for den (6,2;0,1,1)-RSRG givet i eksempel 4.0.15. Sd
er F ifolge setning 4.1.1 en (6,3;1,2,2)-RSRG med nabomatriz

o]

Il
-0 O = O
—_— O == O O
SO R = OO

—_—0 O = = O
OO = = O
O = OO = =

Af B og definition 4.0.13 konstrueres grafen for F givet ved figur 4.2.

Vi

N/

Ve

V1 Va2
Figur 4.2: En (6, 3;1,2,2)-RSRG

0

I efterfplgende bevis betegner DRT,, en dobbelt requler turnering af orden n. I
den forbindelse hevises til bilag A.

Saetning 4.1.3

Lad F veere en (n, k; A\, i, t)-RSRG med nabomatrix B, som ikke er en (n, k; \, p)-
steerkt regulaer graf (t = k) eller en komplet graf (B = J—1I). Sa er B nabomatrix
for en DRT}, samt at B+BT =J -1 og BBT = (1 —1)J + uI; eller for VA € N
geelder, at

I~

Ck(E+(p—X) =t+ (n— 1)
2. (= AP+ At —p) =4
3. VA gar op i 2k — (pn — X)(n — 1);

4, O =y 1 (mod 2);

2k+(A—p)(n—1) B
5. TA <n-—1.
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Bevis:
Af (4.2) folger at k er egenveerdi til B med tilhgrende egenvektor j. Eftersom
Bj = kj medforer at B%j = k%5 fas af (4.1), at

B*j + (u— \)Bj — (t — p)j = pJj

K2 G+ (0= Nkj — (t = p)j = png
K2+ (= Nk = (t —p) = pn
E(k4+(u—X)=t+(n—1)pu.

Dermed er punkt 1 vist. Bemeerk at for £ = k giver ovenstiaende et andet bevis
for setning 1.0.3.

Lad 0 # k veere en anden egenveerdi til B med tilhgrende egenvektor z. Sa
geelder ifplge (4.2), at
0z =J0z=JBz =kJz.

Idet 0 # k og 6,k # 0 folger af ovenstaende, at Jz = 0. Dermed fas af (4.1), at
Bz + (u—\Bz — (t —p)z = pJz
0%z + (n— N0z — (t—p)z=0
02 + (u— N0 — (t —p) =0.

De resterende egenveerdier til B findes ved lgsning af ovenstdende andengrads-
ligning

A =b—dac= (up— N +4(t — p), T:—b-;-a\/Z:(A—M;-F\/Z; (4.3)
U:—b;aﬂ:(x—u;—\/ﬁ_ (4.4)

Lad m, og m, vere multipliciteten af hhv. 7 og o. Multipliciteten af k er én
ifplge proposition B.2.2 og proposition C.1.1. Sé folger af korollar B.2.3 og [Axler,
1997, p. 217], at

my +my=mn—1 (4.5)

k+m.;7 4+ myo = tr(B) =0. (4.6)

(4.5) og (4.6) er to ligninger med to ubekendte m, og m,, som ved lgsning giver
(n—1)o+k (n—1)7+k
ms = — y Mg = :

T—0 T—0

Ifplge (4.3) og (44) er 7 +0 = X —p og 7 — 0 = VA. Hermed fas af (4.7), at
_2k+(t+o)(n—1) 2k+A—p)(n—-1)
N T—o0 - VA '
Af (4.8) ses at beviset for korollar 3.1.4 ogsa geaelder for en (n, k; A, i, t)-RSRG.

Antag forst at 7 — o = VA ¢ N, sa folger af korollar 3.1.4 at m, = m,. Dermed
giver (4.8), at

(4.7)

(4.8)

My — My

N
5 :
Heraf folger at p — A € {1,2} idet 0 < k <n —1 og pu, A € NU{0}.

(4.9)
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a. p—A=2
Hvis 4 — A = 2 folger af (4.9), at k =n — 1. Af (4.2) fas, at

BJ =JB =kJ = (n—1)J.

Dvs summen af enhver reekke i B er n — 1. Da B er en n X n matrix
med diagonalindgange lig nul fglger, at B = J — I. Dette strider mod
antagelsen, at f ikke er komplet. Dermed er y — A # 2.

b. u—X=1
Hvis p— X =1 folger af (4.9), at n = 2k+ 1. S& fas af punkt 1 i seetningen,
at

k(k+(pu—A)=t+(n—-1)pu
k(k+1) =t + 2ku
E(k+1-—2u) =t.

Idet t e NU{0} er k,(k+1—2u) e NU{0} og da 0 <t < k geelder, at
t=k+1—2u=0. (4.10)

Vi ser neermere pé konsekvenserne af tilfeelde b.

Eftersom ¢ = 0 er der ingen ikke-retningsbestemte kanter i f. Dvs for ethvert
par af forskellige punkter v;,v; € VF gelder, at

Vi — Vj == Vj = U;.
Dermed opfylder indgangene i nabomatricen B, at

Idet hver reekke og sgjle i n X n matricen B har praecis k = ”Tfl indgange lig én
(ifolge punkt b) folger af (4.11), at

B)ji=1 < (B);; =0 for i#j. (4.12)

Dermed findes der kun retningsbestemte kanter i F . Dvs F ifglge definition A.0.6
og definition A.0.10 er en HT,, med 7(e) = p for enhver retningsbestemt kant
el F.Af (4.10) folger at k = 2u — 1; dvs at n = 2k + 1 = 4 — 1 ifplge punkt
b. Nu folger af saetning A.0.11 og lemma A.0.9 at F er en DRT;,, med

od(

v)
od(v,w)

k=2u—1 for ethvert punkt v i DRT};
i — 1 for ethvert par af forskellige punkter v, w i DRT};
4p — 1.

Yderligere fas af (4.12) at

(B+B")ij = (B)ij + (B")ij = (B)ij + (B)ji = (I — D)y
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dvs
B+B'=J-1 (4.13)

Idet u — A =1o0g t =0 fas af (4.1), at

B2+ (u—NB = puJ + (t — p)I
BZ+ B = u(J - 1). (4.14)

Af (4.10),(4.13) og (4.14) folger, at

BB =B(J -1-B)

=kJ - B -B?
=kJ—B— (u(J —I)—B)
= kI —p(d - 1)

= (k= p)J + pl
=(2p—1) = p)J + plI

= (u—1)J + ul.

Dermed er forste del af seetningen vist og nu vises ellers-delen.

Antag at 7 — o0 = VA € N. Da m, og m, er multipliciteter til egenverdier
geelder, at m,, m, € N. Heraf folger at m, — m,; € Z. Dermed fas af (4.8) at
VA gar op i 2k — (. — A)(n — 1), hvormed punkt 3 er vist.

Eftersom

Mg — My = Mg + My — 2ms = my +m;  (mod 2),
folger punkt 4 ved (4.5) og (4.8).
Idet m,,m, € N fglger, at

|m0_m’r|§ma+m7':n_17

hvormed punkt 5 er vist ved brug af (4.8). [ |

I kapitel 6 viser vi, at der eksisterer en (n,k; A, 4, t)-RSRG med t = 0 og n =
4p — 1 (punkt b i beviset for seetning 4.1.3) givet, at der er visse restriktioner
pa n.

Bemarkning 4.1.4 (Heltalsbetingelsen for en RSRG) Da m, og m, er
heltal giver ligningerne i (4.7) en betingelse for om den givne (n, k; A\, u,t)-RSRG
eksisterer. Dette kaldes heltalsbetingelsen for en RSRG. Ved at sammenligne
(4.7) med (1.13) og (1.14) ses, at heltalsbetingelsen for hhv. en RSRG og en
(ikke-retningsbestemt) steerkt requleer graf er ekvivalente.

Fremover antager vi, at t < k og at B ikke er nabomatrix for en DRT,,. Bemaerk
at t < k sikrer, at F ikke er en (ikke-retningsbestemt) steerkt reguleer graf og
ikke er komplet (t < k = k #n —1).
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Saetning 4.1.5
Lad F vere en (n, k; A\, u, t)-RSRG. S& gaelder, at

0<A<Kt<k og O0<u<t<ek.

Bevis:
Forst vises at ¢ > u. Antag modsat at ¢ — p < 0, s& folger af punkt 2 i seet-
ning 4.1.3, at

(L—=AN?—A=—4(t—p)>0
4
= Al > VAl = VA. (4.15)

Dette giver to mulige tilfeelde for u — A.

L.u—A<0

Hvis  — A < 0 fas af (4.15), at VA < —(u — ). Idet m,, m, € N fas af
(4.5), at my — m; < my +m; =n — 1. Dermed folger af (4.8), at

k— (n_ 1)(:“‘_>‘)'*_(""”Ltr_""%')\/Z
2

< (n—l)(u—/\);(n—l)(u—k)

=0.

Dette er en modstrid.

2. p—A>0

Hvis 1 — A > 0 fas af (4.15), at VA < p— \. Ifplge saetning 4.1.3 geelder at
VA €Nogdap—XeN fas, at (u—\) — VA € N. Af punkt 2 i seetning
4.1.3 og lemma, C.2.2 folger, at (1 — \) — VA er et lige positivt heltal. Dvs
(1 —X) — VA > 2. Eftersom |m, —m,| <n —1 (punkt 5 i setning 4.1.3)
fas sa af (4.8), at

(n = 1)(s = N) + (my — m)VA
2

L ==X~ (- )VA

- 2

(- 1)(u-A-VA)

2

k=

>n—1.

Dvs k = n — 1 hvormed fplger, at B = J — I (se punkt a i beviset for
setning 4.1.3). Dette strider mod antagelsen, at f ikke er komplet.

Dermed giver bade tilfeelde 1 og 2 en modstrid hvormed sluttes, at p < .
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Lad F veere komplementeaergrafen til F, si fglger af lemma 4.1.1, at

m<t
n—2k+A<n-—-2k+t-1
A<t—1
A<t (4.16)

Tilsidst vises at 4 > 0. Antag modsat at u = 0, s& fglger af punkt 1 i szet-
ning 4.1.3, at
t=k(k—M\). (4.17)

Eftersom vi har antaget ¢ < k folger af (4.16), at 0 < A < ¢t < k hvormed
E—X>00g0 <t < k. Sammenhold dette med (4.17) og vi far en modstrid.
Dvs p > 0. |

Saetning 4.1.6
Lad F vere en (n, k; A\, u, t)-RSRG. S& gaelder, at

ok —t—1) < p— <20k —1).

Bevis:
Lad v — v men v - u for u,v € V. Sa fglger af definition 4.0.14

p={zeVF|vozsuvvsrzeouVverssuVooroul|. (4.18)
Idet der er k — t kanter, der gar ind ¢ eller ud af et givet punkt i F fas, at

‘{xEVF‘v—)x—)u\/v—)xHu}‘g‘{xEVF‘v—)x}‘Sk—t;
‘{xEVF‘v(—)x—H;}‘S‘{xEVF‘x—H;}‘Sk—t.

Eftersom u — v er der, ifglge definition 4.0.14, A stier af leengde to fra u til v.
Dermed fas, at
‘{xEVF‘zM—)xHu}‘ < A

Séledes fas af (4.18), at

p<2(k—t)+ A
p—A<2(k—t).

Heraf folger ved brug af lemma 4.1.1, at

o—A<2(k—1)
m—2k+X)—(n—2k+p—-2)<2((n—k—-1)—(n—-2k+t—-1))
A—pu+2<2k-1t)
A—pu<2k-t-1)

pw—A>=2k—t—1).



48 Retningsbestemte steerkt reguleere grafer

Satning 4.1.7
Lad F vere en (n, k; A\, u, t)-RSRG. S& gaelder, at

(k=t)(p— (k —1)) < At.

Bevis:
Lad z,y € VF sa z — y men y -» x. S& gaelder ifplge definition 4.0.14, at

‘{zGVF‘y—>z—>$}‘:u.

Da k — t er antal kanter der kun gar ind i (eller ud af ) x € VF, er der mindst
p — (k —t) af disse punkter z som opfylder, at z «+ x. Idet x — y og y - = kan
y veelges pa k — t forskellige mader (for fastholdt x). Dvs

‘{y—)z‘zﬁx/\x—)y—ﬁx}‘Z(k—t)(,u—(k—t)). (4.19)

Idet z — z (og x — z) for ethvert af disse z geelder ifplge definition 4.0.14 ( for
z og x fastholdt), at

‘{yEVF‘x—)y—)z}‘:)\.

Eftersom der ialt er t ikke-retningsbestemte kanter incident med x € V F gaelder
(for z fastholdt), at

‘{y—)z‘z(—)x/\x—)y—ﬁx}‘g)\t. (4.20)

Sammenhold (4.19) og (4.20) hvormed det gnskede resultat folger. [ |

4.2 Ikke-eksistens af primtalsorden

Ved brug af de viste betingelser for parametersaettet for en RSRG i forrige afsnit
viser vi, at der ikke eksisterer en RSRG af primtalsorden.

Satning 4.2.1
Lad F vere en (n, k; A\, u, t)-RSRG. Sé er n ikke et primtal.

Bevis:

Antag n er et primtal. Hvis n = 2 er det klart, at f ikke er en (n,k;\, p, t)-
RSRG. Lad derfor n veere et ulige primtal; dvs n = 2p + 1. Antag W.L.O.G at
kEk<p= ”T_l Bemaerk at hvis vi istedet vaelger k > p fas af setning 4.1.1, at

n—1
k>
- 2
-1
an—l—n
2
-1
n >n—1—k
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Dvs at vise swtningen for tilfaeldet & > p er skvivalent med at vise setningen
for den komplementare (n, k; A\, i, t)-RSRG til F.

Saetning 4.1.5 giver, at

lw=Al<k<p (4.21)

og
0<t—pu<k<p. (4.22)
Benyt disse uligheder i punkt 2 i seetning 4.1.3 hvormed fés, at

A=(p—=N+4(t—p) <p’+4p<p’+4p+4=(p+2)°
)

VA <p+2. (4.23)
Ved at benytte punkt 1 og 2 i setning 4.1.3 fas, at
pn=t+pun—p—=t+p
pn=t+(n—1Lp—(t —p)
1
pn = k(k + (g = ) = 7 (A = (1= 2)%)
4un = 4% + 4k(p — N) — A+ (u — \)?
dpn = (2k + (n — A) + VA)(2k + (1 — A) — VA).
Dvs n gar op i (2k + (u — A) + VA)(2k + (1 — \) — VA). Idet n er et primtal

fglger [Allenby, 1991, Definition 1.3.5 (iii)], at n gar op i (2k + (1 — \) + VA)
eller (2k + (1 — A\) — V/A) eller dem begge.

Af punkt 2 i seetning 4.1.3 og lemma C.2.2 folger at (1—\)—vA og (u—\)+vVA
er lige tal. Dvs 2 gar op i (2k + (¢ — \) £ VA).

Eftersom 2 og n er indbyrdes primiske far vi af lemma C.2.1, at
* 2n gar op i (2k 4 (1 — ) +VA) eller (2 + (1 — A) —v/A) eller dem begge.

Vi gnsker at udnytte dette ved at finde et interval for (2k + (1 — A) £VA).
Af (4.21) og (4.23) fas, at

2%+ (p—N)EVA<2p4+p+ (p+2) = 2n;
og ved yderligere at benytte (4.22) fas

%+ (pn—NEVA>-2p—p— (p+2) = —2n.

Dvs
—2n < 2k + (p— A) £ VA < 2n. (4.24)
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Ved at sammenholde * og (4.24) folger, at 2k+(u—\)+V/A eller 2k+(u—\)—vVA
eller dem begge er nul. Hermed fés, at

dpn = 2k + (= X) + VA) 2k 4+ (u — ) = VA) =0

U
p = 0;

hvilket er i modstrid med saetning 4.1.5. Dermed er n ikke et primtal. u



KAPITEL 5

Kroneckerprodukt konstruktion

I dette kapitel konstrueres to familier af retningsbestemte steerkt regulaere grafer
ved brug af Kroneckerproduktet. Dette produkt har sit navn fra den polske
matematiker Leopold Kronecker.

Leopold Kronecker (1823-1891) blev fpdt d. 7. december, 1823 i Liegnitz, Preus-
sen (nu Legnica, Polen). Kronecker kom fra en velhavende kobmandsfamilie, som
ansatte private laererer til at undervise ham indtil han startede i Gymnasiet i
Liegnitz. Kronecker tog til Berlin Universitet i 1841, hvor han under Dirichlets
(1805-1859) tilsyn erhvervede sin doktorgrad i emnet ’ algebraisk tal teori . I
1848 vendte Kronecker tilbage til Liegnitz for at gifte sig med hans afdgde onkels
datter, som han fik seks bgrn med. Kronecker arvede velstand efter den afdgde
onkel, som gjorde forretning indenfor bankverdenen og landbruget. Kronecker
forblev forretningsmand indtil 1855, hvorefter han overlod forretningsarbejdet
til andre og helligede sig matematikken.

Kronecker var af den mening, at matematik skulle reduceres til argumenter, der
kun indeholdte heltal og et endeligt antal trin. Han betvivlede gyldigheden af
eksistensbeviser uden konstruktion og brgd sig ikke om brugen af irrationale
eller transcendente tal. Kronecker er kendt for at have sagt, at

“ Gud skabte heltallene, alt andet er menneskets verk. ”

Kronecker var i matematisk korrespondance med den tyske matematiker Karl
Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-1897). Weierstrass arbejdede med geometri
og analyse, hvorimod Kronecker beskaeftigede sig med algebra. Dette forte ofte
til stridigheder.

Kronecker kom sig aldrig af hans kones dgd. Han dgde af bronkitis d. 29. de-
cember, 1891 i Berlin; f& maneder efter hans kones dgd.

5.1 Kroneckerproduktet

For vi pdbegynder konstruktionen af de to familier af RSRG defineres Kroneck-
erproduktet.

ol
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Definition 5.1.1 (Kroneckerprodukt)

Lad A = [(A)i;] = [ai;] veere en m x n matrix og B = [(B)] = [bg] en p x ¢
matrix. Kroneckerproduktet A ® B er mp X nq matricen givet ved
[ a1 B aljB a1,B
ai;b11 ai;by aiibig
A®B = [a;;B] = | aaB --- @ijbr @ijbii ;g ainB
aijbp @ijbpi @ijbpg
L a1 B am;B amnB

Indgangen (A);;B i A ® B kaldes en blok-indgang, og den (ik, jl)’te position
iA®Ber (A® B)ik,jl = (A)Z](B)kl = aijbkl. Bemaerk at ik (hhv. jl) ikke
betegner et produkt, men derimod rzekke i og k (hhv. sgjle j ogl) i hhv. A og

B.

Kroneckerproduktet kaldes ligeledes for det direkte produkt. Kroneckerproduktet
opfylder en reekke egenskaber, men vi far kun brug for de to fglgende. For en

fuldsteendig liste af egenskaber henvises til [Meyer, 2000, pp. 597-598].

Lemma 5.1.2 Lad A,B, C og D veere fire reelle matricer, sd produkterne AC

og BD eksisterer. Sa geelder

(A®B)(C®D) = AC @BD.

Bevis:

Eftersom produkterne AC og BD eksisterer, er position (ij, mn) i (A®B)(C®

D) ifplge definition 5.1.1 givet ved

(A®B)(C®D))ijmn=3_ Y (A®B)iju(C&D)ksmn
ko1
=D (A)ir(B)ji(C)rm(D)in
ko1

= (A)ik > (B)ji(D)in
k

(C)km

= (AC);u(BD);,

= (AC X BD)ij,mn-

Dvs (A ® B)(C @ D) = AC @ BD.

Lemma 5.1.3 Lad A,B og C vere reelle matricer, hvor A og B har samme

format. Sa geelder for a,b € R, at

(cA+btB)C=0a(A®C)+bB®C);
C® (aA +bB) = a(C ® A) + b(C @ B).

Dus Kroneckerproduktet opfylder de distributive love.
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Bevis:
Eftersom A + B eksisterer, er position (ik, jl) i (aA +bB) ® C ifplge definition
5.1.1 givet ved

(A +bB) ® C)ik ji = (aA + bB);;(C)p

= (a(A)ij + b(B)ij)(C)r

(A)i (C)ir + b(B)is (Chrt
= a(A ® C)ig,ji + b(B ® C)ig ji-
Dvs (tA+0B)®C=a(A®C)+bB ®C) for a,b € R.
Tilsvarende vises at C ® (¢A +bB) = a(C® A) + b(C ® B). [ ]

a

5.2 Konstruktion

Vi konstruerer to familier af RSRG hver efterfulgt af et eksempel. Den for-
ste konstruktion vil vise sig nyttig i kapitel 7 til at vise eksistensen af en
(8s,4s, s, 3s,3s)-RSRG.

For ethvert k betegner J;, k x k matricen med (J);; = 1 og I k x k identitets-

matricen.

Satning 5.2.1
Lad F veere en (n, k; A, i1, t)-RSRG med nabomatrix B. Sd er B' = BQJ,,, m >
1, nabomatrix for en (n',k'; X', ', t')-RSRG F' med

!

n = nm;
kK = km;
N = m;
p' = pm;
t' = tm;

hvis og kun hvis t = . Resultatet geelder ligeledes for J,, ® B.

Bevis:
Da B’ = B® J,, er en nm x nm matrix vil en mulig RSRG med nabomatrix
B’ have n' = nm punkter.

Hver raekke og sgjle i B har k indgange lig én og n — k indgange lig nul. Dermed
er der ifplge definition 5.1.1 preecis k' = km indgange lig én i hver raekke og
sojle i B'; dvs
B'Jum = JumB' = K Jum. (5.1)
Dermed opfylder B’ (4.2). Vi mangler at vise at B’ opfylder (4.1).
Af lemma 5.1.2, lemma 5.1.3 og (4.1) fas, at
(BI)2 =B® Jm)2 =B’® J%z = (=(p =B+t + u(Jn — 1)) @ mJy,
—(pm — Am)(B ®@ Jp) +tm(I, @ Ip) + pm((Jn — In) @ i)
=—(p' = N)B' + (1, ® Ip) + ' (Jn — 1)) @ ) (5.2)
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Jn — I, er n X n matricen hvis indgange er givet ved

1, hvis i # j;
J,—1,)i =
(T =T {0, hvis 7 = 7.
Dermed er (J, — I,) ® J,;, ifolge definition 5.1.1 nm X nm matricen givet ved
0Jy, I -+ In
3. . :
(Jn - In) RdJdpy = . ) ) . (5.3)
: .. I
Jon - Jn 0T,
Idet I,, er n X n identitetsmatricen fas af definition 5.1.1, at
Jn 0Jp -+ 0J,,
: . o 0d,
0J,, -+ 0Jm Ji

Ved at sammenholde (5.3) og (5.4) med (5.2) folger, at blok-diagonalindgangene
i (B")2+ (' —\)B' er t'J,, og blok-indgangene forskellig fra disse er u'J,,. Idet
m > 1 er nogle af elementerne i blok-diagonalen ikke pa diagonalen. Dvs der
star ¢ pa nogle af ikke-diagonalindgange i (B')? + (' — \)B/.
Men (4.1) er opfyldt for B’ hvis og kun hvis alle diagonalindgange i (B')? +
(' — N)B' er t’ og alle ikke-diagonalindgange er p'. Dvs (4.1) er opfyldt for B’
hvis og kun hvis

=y <= tm=pm < t=p.
For t = p < t' =y giver (5.2), at

(B)? = (1 = X)B' + /T, (5.5)
Af (5.1) og (5.5) folger at B opfylder definition 4.0.14 med de gnskede parametre.
Beviset for J,, ® B forlgber analogt. |

Eksempel 5.2.2

Lad B vere nabomatricen givet i eksempel 4.0.15 for en (6,2;0,1,1)-RSRG F .
Det ses at t = p er opfyldt for F, hvormed vi kan konstruere nabomatricen
B' =B ®J; for en (12,4;2,0,2)-RSRG F'. Nabomatricen B’ er givet ved

0 0/1 1]o o1 1|0 0|0 O
0 0/1 1lo ofl1 1]l0 0|0 0

0 0/0 0|1 1|0 0|1 1|0 0

0|J,|]0]J.|0]0 0 0/o ol1 10 ofl1 1|0 0
00 |J.]0([J.]0 1 1]0 0[]0 0[]0 0[]0 0|1 1
g~ | (0000 [% | |1 1/0 0/0 0j0 0]0 0]1 1
J.lo]o0]o0]o0]|J; 1 1]0 0[]0 0[]0 0[]0 0|1 1
0[J,]|0]J.]0 1 1/0 oo oo o0 01 1
00]|J.]0[Jd.]0 0 0]1 1|0 0[1 1[0 0]0 O

0 0/1 1lo ofl1 1]l0 0|0 0

0 0/0 0|1 1|0 0|1 1|0 0

Lo o0 o1 1[0 0|1 1]0 0 |




5.2. Konstruktion 55

Ud fra B’ og definition 4.0.13 kan F' konstrueres.

Yderligere er B" = Jo @ B ligeledes nabomatriz for en (12,4;2,0,2)-RSRG F".
Nabomatricen B" er givet ved

—_

Il
OO R P, OO R EFOO
o ocooRoOoOrHROOO R
— OO0, OIFROOO O
O O OO HIOKFOOO -
H OO OoORrR O OOoOOo kO
OO R P, OO R FOO
SO O R P OO R EFEOOo
O O OO KFIOoOKF,EOOOH
H OO OoORrR Ok OCOoOOo O
OO OO RO OO
—H OO0 OIFROOO O
OO R R, OO, EFOO

Ud fra B" og definition 4.0.13 kan F" konstrueres. Bemerk at ' og F" er iso-
morfe grafer. Grafen F" konstrueres ved at spalte ethvert punkt v;, i =1,...,6,
i figur 4.1 i to. Antag at punktet v; € VF spaltes hvorved punktet u; € VF"
fas. Der geelder at u; er forbundet med samme slags hhv. ikke-retningsbestemt
og retningsbestemte kanter til ngjagtig de samme oprindelige punkter, som v; er
forbundet til. Dvs v; og u; har samme mengde ind- og ud-naboer (hvis u — v
er u ind-nabo til v og v er ud-nabo til u). U

Seetning 5.2.3
Lad F veare en (n,k; A, pi,t)-RSRG med nabomatrix B. Sa er B' = (B® J,,,) +
(I, ® (J; — L)), m > 1, nabomatrix for en (n',k'; X', 1/, t')-RSRG F' med

n' =nm;

= (k+1)m-1;

N=(t+1)m—2;

"= pm;
t'=(t+1)m—1;

hvis og kun hvis A =t — 1.
Bevis:

DaB' = (B®J,,)+(I,®(J,,—1L,)) er en nm X nm matrix vil en mulig RSRG
med nabomatrix B’ have n’ = nm punkter.

Jm — L, er m X m matricen hvis indgange er givet ved

1, hvisi # j;

0, hviss=7j.

(Jm - Im)ij = {

Dermed er I, ® (J,,, — I,) nm x nm matricen givet ved

J., -1, 0
I, ® (Jpn—1,) =
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Dvs hver raekke og sgjle i I, ® (J,, — L;;) indeholder preecis (m — 1) ét-taller, som
alle er placeret pa blok-diagonalindgangene. B ® J,;, er nm X nm matricen med
blok-diagonalindgange lig nul og praecis km ét-taller i hver raekke og sgjle (se
bevis for seetning 5.2.1). Dermed er der preecis &' = km+(m—1) = (k+1)m—1
ét-taller i hver rackke og sgjle i B'. Heraf folger, at

Bl = JumB = K J .

Saledes opfylder B’ (4.2). Vi mangler at vise at B’ opfylder (4.1).
Af lemma 5.1.2, lemma 5.1.3 og lemma C.3.1 fglger

(B)? = [(B®Jnm) + (I ® (Jm — Ln)))?
B &JIn)’ + (In ® (Jm — Ln))* + 2(B & Jn)(Tn ® (I — L))
B®JIn)’+ I ®Jm — Lim)* +2(B @ J0) (I ® Iy — Inimy)
BIn)?+ @, @Jn)? + (I, @ Ly)? = 2(I, ® Jin)Lom

+2B@md, —BeJy)

=BRJ,)+m1,0J,)+1, L, -21,®J,)
+2m(B ®J,,) —2(B®J,).

Ved at benytte resultatet for (B®J,,)? i beviset for seetning 5.2.1 fas ovenstaende
til
(B")? = —(um — Am)(B ® Jn) + tm(I, @ ) + pm((J, — 1) @ Ipn)
+m(I,®@Jy) +1, 0L, -20,®J,)+2mB o J,) -2B®J,)
=—((p=2A=-2m+2)BJy)+((t+1)m—2)(I, ®Jn)
+ L, L, +pum((J, —I,) @Jn)
=—((p-—A=-2m+2)BJI,) + L, [((t+1)m — 1)1,
F(t+ Dm =)@ — L)l + By~ L) ©3).  (5.6)
For at B’ opfylder (4.1) kraeves, at
(B')? = —(1' = \)B' + t'Lyppy + 4/ (Jnm. — Tum)
= - =N)(B@In)+ Tn® (Im —In))] + /(I @ L)
(I @ (T = L)) + (T — 1) ® Ipn)]
=—W - N)YB®J,)+ N -1, ® T — L) + (1, @ L,)
+ 1 (I @ (Im = Im)) + 4/ (Tn —In) ® Im)
=—( -N)(BeJn)+L o {#tL,+XNJIn—1n))
+ 1 (Jn — 1) @ Tp). (5.7)



5.2. Konstruktion 57

Af (5.6) og (5.7) folger at B’ opfylder (4.1) med

W =XN=(u—X=2)m+2; (5.8)
N=(t+1)m—2; (5.9)
p= pm; (5.10)

t'=(t+1)m— 1.
Af (5.8), (5.9) og (5.10) folger, at denne konstruktion er mulig hvis og kun hvis
(p=A=2ym+2=p" —XN=pm—(t+1)m+ 2,

hvilket er sekvivalent med A = ¢ — 1. [ |

Eksempel 5.2.4

Lad igen B wvere nabomatricen for den i eksempel 4.0.15 givne (6,2;0,1,1)-
RSRG F. Det ses at A = t — 1 er opfyldt for F, hvormed vi kan konstruere
nabomatricen B' = (B ® J3) + (Io ® (J2 — Iy)) for en (12,5;2,2,3)-RSRG F'.
Nabomatricen B’ er givet ved

0 1{1 170 0|1 1(0 OO0 O

1 01 1({0 Of(1 1,0 0|0 O

0 0{0 11 170 O0j1 10 O

0 0{1 0j1 170 O0Oj1 1|0 O

1 1(0 0(0 1(0 0|0 O]1 1

B — 1 1(0 O0f1 00 0|0 O]1 1
|1 1{0 0{0 OO 1|0 O]1 1
1170 0(0 Of1 0|0 O]1 1

0 0{1 10 0j1 1(0 10 O

0 0{1 10 0|1 1j1 0|0 O

0 0{0 Oj1 1{0 Of1 1|0 1
L0 0jO0O Of1T 1(0 O|1 1|1 0 ]

Ud fra B' og definition 4.0.13 kan F' konstrueres. O
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KAPITEL 6

Eksistens af RSRG med ¢t =0

I dette kapitel bruges en raekke betegnelser, hvor den tilhgrende definition findes
i bilag A. For ngjagtig sideangivelse af de tilhgrende definitioner henvises til
symbollisten.

I dette kapitel defineres en skeev Hadamard matrix. Vi viser at eksistens af en
DRT, er xkvivalent med eksistensen af en skaev Hadamard matrix af orden
(n 4+ 1). Ved hjalp af dette vises at der eksisterer en (n, k; A, i, t)-RSRG med
t = 0 givet, at der er visse restriktioner pa n.

For at kunne definere en skev Hadamard matrix, er det ngdvendigt fgrst at
definere en Hadamard matrix. Denne matrix har faet sit navn fra den franske
matematiker Jacques Hadamard.

Jacques Hadamard blev fgdt d. 8. december, 1865 i Versailles, Frankrig. Han
blev nummer ét ved indgangseksamener til universiteterne Ecole Polytechnique
og Ecole Normale Supérieure og valgte optagelse pa det sidstnzevnte. Han skrev
speciale om funktioner defineret af Taylor serier og modtog hans doktorgrad i
1892.

I 1893 opdagede Hadamard kvadratiske matricer af orden 12 og 20, med ind-
gange lig £1, hvis reekker (og sgjler) er parvis ortogonale. For hver af disse
matricer X gaelder lighedstegn i uligheden

n n
[det X[* < [T D 1(X)35*.

i=1j=1

Dvs disse matricer har maksimal determinant blandt matricer med indgange lig
+1. Hadamard’s stegrste bidrag til matematikken var hans bevis af primtalssaet-
ningen i 1896. Sxtningen siger, at

|
lim W(x)ﬂ =1;
T—00 T

hvor 7(z) betegner antal positive primtal < x. Hadamard beviste setningen ved
brug af kompleks analyse.

99
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Hadamard underviste som professor pa Collége de France (1897-1935), the Ecole
Polytechnique (1912-1935) og Ecole Centrales des Arts et Manufactures (1920-
1935); alle universiteter i Paris. Til stor sorg dgde to af Hadamard’s sgnner
under forste verdenskrig. Han flygtede til Amerika ved Frankrig’s fald i 1940
(anden verdenskrig). Hadamard returnerede til Paris i 1944. T 1950 blev han
valgt til heederspraesident for den Internationale Matematiske Kongres i Cam-
bridge, Massachusetts i Amerika.

Hadamard dede d. 17 oktober, 1963 i Paris.

6.1 Hadamard matrix

Vi definerer en Hadamard matrix.

Definition 6.1.1 (Hadamard matrix)
En Hadamard matrix H af orden n er en n X n matrix med indgange lig +1,

som opfylder at
HH' =nl

Det fglger af definition 6.1.1 at
H' =H 'nI=nH .

Heraf folger at
H'H =nH 'H = nl = HH;

dvs at en Hadamard matrix H af orden n er normal.

Bemeerk at hvis sgjlerne i en Hadamard matrix ombyttes, er den opnéede matrix
ligeledes en Hadamard matrix. Dette benyttes i proposition 6.1.2.

Proposition 6.1.2 En Hadamard matriz H af orden n har

n=12 eller n=0 (mod4).

Bevis:
Ifplge korollar 6.2.3 kan vi antage, at forste sgjle og reekke i en Hadamard matrix
har indgange lig +1. En sddan Hadamard matrix kaldes normaliseret.

Dvs Hadamard matricerne af orden én og to er givet ved

(1] og “ _H

Lad nu H veere en Hadamard matrix af orden n > 3. Eftersom den fgrste rackke
iHer jg; folger, at forste spjle i H” er j,,. Dermed folger af definition 6.1.1 at

n er lige, og hver raekke i H (undtagen den fgrste) har % indgange lig +1 og §

indgange lig —1.

Ombyt sgjlerne i H, sa anden reekke i har de forste 5 indgange lig +1 og de
n

sidste & indgange lig —1 og betegn denne matrix med H'. Bemark at H' er
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en Hadamard matrix. Lad ¢ € N betegne antal indgange lig +1 i de forste

% positioner af raekke tre i H' og ¢’ € N antal indgange lig +1 i de sidste %

positioner af reekke tre i H'. Dermed indeholder de forste § positioner af reekke
n

tre (§ — t) indgange lig —1 og de sidste § positioner af reekke tre indholder
(3 —t') indgange lig —1.

Idet (H'T);; = (H')1; = +1 for alle j fas af definition 6.1.1, at

0=(HH ) = i(H')& H ")y = i(HI):zz
=1 =1
=(t-(5-1)+ (1= (5-7)) =2t +2' —n;
dvs
2t +2t' = n. (6.1)
Da

1, forj=1,...,%;
by = o it
=1, forj=(5+1),...,n;

fas af definition 6.1.1 at

0= (HH")3 =Y (H)y(H")p = (H)y(H)y
=1 =1
= (t—(g—t))—(t’—(g—t’)) — 2t — 2t (6.2)
Af (6.1) og (6.2) folger at n = 4t for t € N. [ |

Det er vist, at der eksisterer Hadamard matricer af orden 2%¢ for de fleste
g < 3000 [Seberry and Yamada, 1992, p. 435]. Der findes mange forskellige kon-
struktionsmetoder til at frembringe disse matricer. Hadamard’s originale kon-
struktion af Hadamard matricer er en multiplikationssetning, som benytter sig
af det faktum at Kroneckerproduktet af to Hadamard matricer af orden hhv.
2¢m og 2°n, er en Hadamard matrix af orden 2%T%mn. Vi beskriver en simpel
konstruktion via Kroneckerproduktet defineret i kapitel 5.

Forst er det ngdvendigt at vise en egenskab for Kroneckerproduktet.

Lemma 6.1.3 Lad C vere en reel n X m matriz og D en reel p X ¢ matriz. Sd
geelder at
(CeD) =clfeD?.

Bevis:
Lad position (7,7) i C veere (C);; og position (k,1) i D veere (D). Sa er position
(ik, 1) i (C ® D)7 ifplge definition 5.1.1 givet ved

(CeD)"), ;= (Ce®D)ji, = (C);i(D)u
= (C1);(D") = (CT @ DT )iy 1.
Dvs (C®D)!' = CT @ DT [
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Saetning 6.1.4
Lad H og H' veere Hadamard matricer af orden hhv. n og n'. Si er H® H' en
Hadamard matrix af orden nn'.

Bevis:
Forst vises at H® H' er en Hadamard matrix.

Af lemma 6.1.3, lemma 5.1.2 og definition 6.1.1 fas at
HoH)HH) = HeoH)H! e H'T)
=HH' o HH'T =nI, @ n'I,; = nn'I,,.
|

For at kunne vise den gnskede setning om eksistensen af en RSRG med ¢ = 0,
er det ngdvendigt med en betingelse for Hadamard matricerne. De Hadamard
matricer der opfylder denne betingelse kaldes for skev Hadamard matricer.

6.2 Skaev Hadamard matrix

I dette afsnit defineres en sksev Hadamard matrix, som benyttes til at vise
eksistensen af en (n, k; A, 4, t)-RSRG med ¢ = 0.

Definition 6.2.1 (Skeev Hadamard matrix)
En Hadamard matrix H er skaev hvis og kun hvis

H+H' =2IL

Bemark at idet ombytningen af sgjler i beviset for proposition 6.1.2 ikke er
ngdvendig (men udfgres for overblikkets skyld) geelder, at resultatet ligeledes
gaelder for en skeev Hadamard matrix. Dvs en skeev Hadamard matrix har orden
n=1,2eller n =0 (mod 4).

Vi viser et resultat, som udtaler sig om udseendet af en skaeev Hadamard matrix.

Lemma 6.2.2 Lad H vere en skev Hadamard matriz af orden n og lad H'
veere matricen, som opnas ved at multiplicere rekke v og sgjle r + H med —1,
for1 <r <n. SderH' en skev Hadamard matriz.

Bevis:
Lad E, vere n X n matricen, der for r e N, 1 <1 < n, er givet ved

1, hvisi=7j#r;
(Er)ij =< -1, hvisi=j=r; (6.3)
0, ellers.

Dermed fas at

3 _ | (®)y, hvisi#r
(Bt = ;(Er)ll(H)l] B {_(H)ija hvis ¢ = r.



6.2. Skeev Hadamard matrix 63

0g

L | ] (H)y, hvis j £
(HE;);; = ;(H)Zl(Er)l] N {—(H)ij, hvis j =r.

Dvs E,.H har den effekt at multiplicere raekke » i H med —1, og HE, har den
effekt at multiplicerer sgjle r i H med —1. Dermed har E,HE, den effekt at
multiplicere reekke r og s@jle r i H med —1. Vi viser, at E,HE, er en Hadamard
matrix.

Af (6.3) ses at EI' = E, og E,E, = I hvormed folger af definition 6.1.1, at
(E,HE,)(E,HE,)T = E,HE,E,H'E, = E,HH'E, = E,(nI)E, = nl.

Dvs E.HE, er en Hadamard matrix.

Vi viser, at E, HE, er en skeev Hadamard matrix. Af definition 6.2.1 fplger at

(E,HE,) + (E,HE,)” = E,HE, + E,H'E,
= E,(H+H)E, = E,(2)E, = 2L

Korollar 6.2.3 Lad H vere en Hadamard matriz af orden n og lad H' vere
matricen, som opnas ved at multiplicere en rekke eller en sgjle 1 H med —1. Sa
er H' en Hadamard matriz.

Bevis:
Lad E, veere n X n matricen konstrueret i beviset for proposition 6.2.2. Eftersom
E!l' = E, og E,E, = I fis af definition 6.1.1, at

(E,H)(E,H)! = E,HHTE, = E,(nI)E, = nl.

Tilsvarende kan vises at (HE,)(HE,)? = nl. [ |

Hvis H er en skaev Hadamard matrix folger af definition 6.2.1, at (H)1; = +1.
Dermed kan vi ifglge lemma 6.2.2 antage, at forste raekke i H har indgange lig
+1.

For at vise eksistensen af en (m,k; A, u,t)-RSRG med ¢ = 0, far vi brug for
folgende lemma [Hall, 1986, Lemma 14.1.6, p. 247].

Lemma 6.2.4 Der eksisterer en skev Hadamard matriz af orden n, hvis n =
2!y - - by, hvor hvert b; er pi formen p" 4+ 1 =0 (mod 4), p et primtal.

De eneste ordner n < 100 der ikke daekkes af lemma 6.2.4, er n = 36, 52, 76, 92, 100.
Men skaev Hadamard matricer er vist at eksisterer for orden 36 [Goethals and
Seidel|, orden 52 [Blatt and Szekeres| og orden 76 [Szekeres, 1969|. Dvs det
mindste ikke-viste tilfeelde for eksistens af en skeev Hadamard matrix er n = 92.
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6.3 Eksistens

Vi mangler blot et enkelt resultat for at kunne vise eksistensen af en RSRG med
t=0.

Saetning 6.3.1
Lad n = 4c¢+3 for ¢ € N. 5S4 eksisterer en D RT;, hvis og kun hvis, der eksisterer
en skaev Hadamard matrix af orden n + 1.

Bevis:

=: Antag der eksisterer en DRT,, med n X n nabomatrix B.

Vi konstruerer en (n + 1) x (n + 1) matrix H af B. Lad forste rakke og
sgjle i H vaere givet ved

(H)y; =+1 for 1<j<n+1,; (6.4)
(H);; = -1 for 2<i<n+1. (6.5)

For ¢,7 =2,...,n+ 1 er de resterende indgange i H givet ved

1, hvis (B)g 1) = 1 eller + = 7;
(H)l] — {+ ) VIS ( )(Z*l)(]*l) elier ¢ .]7 (66)

-1 hvis (B)(’L—l)(]—l) =0 0og ) ?é _]

For at vise at H er en Hadamard matrix betragtes indgangene i HHT,
hvor den (i, j)’te position er givet ved

n+1 n+1
(HHT),;; = Z(H)il(HT)lj = Z(H)z’l(H)jl- (6.7)
=1 =1

Forst betragtes diagonalindgangene i HHT; dvs de indgange hvor i = j.

li=j:
Idet Heer en (n+1) X (n+ 1) matrix hvis indgange er £1 fas af (6.7),
at
n+1 n+1
(HH"); => (H)y(H)y =Y _ (H)y)’ =n+1.
=1 =1
2 1=i#j:

Forste raekke i HH?. Eftersom raekke j i B ifglge lemma A.0.9 inde-
holder od(wv;) = 2¢ + 1 indgange lig 1 og n —od(v;) = (4c + 3) —
(2¢ + 1) = 2¢ + 2 indgange lig 0 folger af (6.4) og (6.6), at reekke j
i H indeholder 2¢ + 2 indgange lig 1 og 2c + 2 indgange lig —1. Da
(H)q; = +1 for alle j ifplge (6.4) fas af (6.7), at

n+1 n+1

(HH");; =) (H)y(H); = (H); = (2c+2) - (2c+2) =0.
=1 =1
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3. 1=5#1:
Forste sgjle i HH”. Ved sekvivalente argumenter til de i punkt 2 fas
af (6.7) at
n+1 n+1
(HH"); = > (H)y(H)y = Y (H)g = (2c+2) — (2c+2) =0,
I=1 I=1
4. 1#i#5#1:

De resterende indgange i HH”. Betegn antal punkter i DRT,, der
dominerer v; i DRT,, med id(v;) og antal punkter der dominerer
bade v; og v; med id(v;,v; ). Eftersom et vilkarligt punkt v i DRT,
ifolge definition A.0.6 er forbundet til alle punkter i DRT,, fas af
antagelsen og lemma A.0.9, at

id(v)=n—-od(v)—1=(4c+3)—(2c+1)—1=2c+1;

for ethvert punkt v i DRT),. Antag W.L.O.G at v; — vj for 1 # 1 #
j # 1, hvormed fglger af definition A.0.6 at

(B);: = 0. (6.8)

Eftersom (B); = 0 fas folgende to ligninger ved brug af antagelsen,
lemma A.0.9 og (6.8) (se figur 6.1)

[{1]| B)a=(B)ji=1}=od(vi,v;) =
[{1] B)a=B)j=0}=id(viv;)+ 1
(B)ii=0
:id(vi) — (Od(’Uj)—Od(UZ',’Uj)) +1
=2c+1—((2¢c+1)—c)+1=c+1.

odyi,v; )

id(vi,v)

Figur 6.1: Antal punkter i DRT,, der dominerer bade v; og v,
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Eftersom (H);; = (H)j1 = —1 (1 #¢ # j # 1) ifolge (6.5) fas ved at
sammenholde ovenstdende med (6.6), at

{!| H)yH)j=+1}=c+(c+1)+1=2c+2. (6.9)
Idet H er en (n + 1) x (n + 1) matrix med indgange lig +1 fas, at

{1 @)a(H)j = -1} = (n+1) - [{1 | (Ha(H); = 1}]
=(4c+4)—(2c¢+2)=2c+2. (6.10)

Dermed fas af (6.9), (6.10) og (6.7) at

n+1
(HH");; = > " (H)y(H);; = (2c+2) — (2c+2) = 0.
=1

Af punkt 1, 2, 3 og 4 folger at HH? = (n + 1)L

For at vise at H er skeev betragtes indgangene i H+HT, hvor den (i, §)’te
position er givet ved

(H+H"); = (H)y; + (H");; = (H);; + (H)i. (6.11)
Forst betragtes diagonalindgangene.

a. 1 =7:
Af (6.4), (6.6) og (6.11) folger at

(H+H"); = (H); + (H)y =1+1=2.

b. 1=i#j:
Forste reekke i H+ HT. Af (6.4), (6.5) og (6.11) folger at

(H+H");=H),;+H)=1-1=0.

c.l=j#6:
Forste sgjle i H + H”. Af (6.5), (6.4) og (6.11) folger at

H+H");; = (H)j+ (H);=-1+1=0.

d. 1#i#£j7#1:
De resterende indgange i H+HT. Idet B er nabomatrix for en DRT),
folger af definition A.0.6, at

(B)ij =1 < (B);i =0.
Dermed folger af (6.6) at

(H)ij =1 < (H);; =-1.
Séledes fas af (6.11) at

H+H");;=H);; + (H)j;=1-1 (eller —1+1)=0.
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Af punkt a, b, ¢ og d folger at H+ HT = 2I.

«<: Antag at H er en skaev Hadamard matrix af orden n + 1.

Pga lemma 6.2.2 kan vi antage, at alle indgange i forste rackke af H er +1.
Dermed fplger af definition 6.2.1 at (H);; = —1fori =2,...,(n+ 1) og
at (H)y =4+1fori=1,...,(n+1).

Ved at fjerne raekke ét og sgjle ét i H konstrueres en n x n matrix A af
H, hvor position (7,5) i A fori,7 =1,...,n er givet ved

1, hvis (H) 1 ien = +1 | # 75
(A)y; =4 vis (H) (i1)(j+1) - +1og: #i, | (6.12)
0, hvis (H)(q1)j+1) = —1 eller i = j.
Idet H + HT = 2I ifplge definition 6.2.1 fas, at
(H)” = —(HT)Z']' = _(H)ji fOI' Z 75 ] (613)

Dermed fglger af (6.12) og (6.13) at position (i,5) i A + AT er givet ved

1 hvis i # j;
(A +AT)ij = (A + (AT)ij = (A)y + (A)ji = T
0 hvisi=j.

Heraf folger at A + AT = J — I, dvs A er nabomatrix for en T}, (se
definition A.0.6) med n = 4¢ + 3. Vi viser at A er nabomatrix for en
requler T,.

Eftersom HHT = (n + 1)I ifglge definition 6.1.1 og (H);; = +1 for alle j
fas for 7 # 1, at

n+1 n+1 n+1
0= (HH"); =) (H)uyH )y => (H)y(H)y = > (H);.
=1 =1 =1

Dvs hver raekke i H (undtagen den forste) indeholder 2 = 2¢ + 2 ind-

gange lig +1 og "T"'l = 2c¢ + 2 indgange lig —1. Eftersom (H);; = +1 for

alle 7 fas af (6.12), at antal indgange lig én i hver reekke i A preecis er

(2¢+2) -1 =2c+1. (6.14)

Bemaerk at idet fgrste sgjle i H fjernes, er antal indgange lig nul i hver
raekke 1 A ifplge (6.12) givet ved
(2¢c+2) -1 +1 =2c+2;
~~ ~~
—forste sgjle (H);;=+1<(A);;=0
hvilket sammenholdt med (6.14) er i overensstemmelse med, at n = 4c+3.

Af (6.14) folger at A er nabomatrix for en reguleer T, af valens od(v) =
(2¢ 4+ 1) for ethvert punkt v i T),.
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Vimangler at vise at T}, er dobbelt reguleer. Vi gnsker at vise at od(v;, v; ) =
c for to forskellige punkter v;, v; i Tj,.

Betragt reekke ¢ og j 1 H med ¢ < j. Eftersom indgangene i H er plus
eller minus én, fas fire mulige og forskellige par af indgange pé formen
((H);;, (H);;). Indgangsparrene samt deres forekomst opstilles i folgende

skema
Forekomst ‘ a [ v 06

Rekke: | +1 -1 +1 -1 (6.15)
Rekkej |+1 -1 -1 +1

hvor
a=[{l|MH)y=H);=+1} (6.16)
B={l|MH)y=MH);=-1}
y=[{l]| (H)y=—-(H)j=+1}
§=[{l](H)y=—-(H)j=-1}

Bemeerk at o ifglge (6.12) er antal punkter domineret af v; og v; i en Ty,
med nabomatrix A; dvs a = od(wv;,v;) for i < j.

Idet HH? = nl ifglge definition 6.1.1 og (H)y, = +1 for alle r fas for
r=1,7 (i <j) at

n+1 n+1 n+l
0=(HH"), =) (H)y#E"), =Y (H)yH)y =) (H)y (6.17)
=1 =1 =1

Sammenhold ovenstaende med (6.15) hvormed fas (2 = 2c +2) at

at+y=p+d=2c+2=0+vy=a+0 (6.18)
4
a=p0 og =04 (6.19)

Bemeerk at (6.19) ligeledes folger af (6.17) og (6.15). Da i < j er en anden
konsekvens af HH” = nl, at

n+1 n+1
0=HH"); => H)yH"); => (H)u(H);.
=1 =1

Sammenhold ovenstaende med (6.15) hvormed folger at
a+pB=v+0.
Indsaet (6.19) i ovenstaende hvoraf fas at
a=v og [B=0
Indseet ovenstaende i (6.18) hvormed fas at

20=2c+2 < a=c+1.
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Da H + H” = 2I ifglge definition 6.2.1 fas for i < j at
0=(H+H"); = (H);+ H)y = (H)y + (H);.

Dermed har (H);; og (H);; modsat fortegn for i < j, og enten er (H);;
eller (H)j; lig +1. Dvs blandt de ¢+ 1 indgangspar talt af a geelder ifglge
(6.16), at enten [ = ¢ eller | = j forekommer (men ikke dem begge).

Antag W.L.O.G at [ = ¢ forekommer blandt de ¢ + 1 indgangspar talt
af . Dermed findes ifglge (6.16) preecis ét indgangspar ((H);, (H)j;),
blandt de ¢+ 1 indgangspar talt af «, hvor den ene koordinat (H);; er en
diagonalindgang. Sa folger af (6.16) og (6.12) at der for praecis a — 1 = ¢
sgjler [ geelder, at

(A1 = (A) -1y = +1.

Dvs ethvert par af reekker 7,7 i A indeholder praecis c¢ ét-taller i samme
sgjle. Dermed er A nabomatrix for en DRT, med od(v;,v;) = ¢ for
ethvert par af forskellige (¢ < j) punkter v;,v; i DRT,.

Saledes kan vi give det gnskede resultat.

Saetning 6.3.2
Der eksisterer en (n, k; A\, 1, t)-RSRG F med t = 0, hvisn+1 = 2'b; - - - by,, hvor
hvert b; er pa formen p" +1 =0 (mod 4), p et primtal.

Bevis:
I beviset for seetning 4.1.3 fandt vi, at hvis en (n, k; A, i, t)-RSRG F har ¢t = 0,
er f en DRT,, med

v)=2u—1 for ethvert punkt v i DRT);
( w) =p—1 for ethvert par af forskellige punkter v, w i DRT);
n

Omvendt er en DRT, med n = 4u — 1 ifplge seetning A.0.11 (¢ = p — 1)
akvivalent med en HT,, med 7(e) = pu. Lad v,w veere to vilkarlige punkter i
DRT, med v — w. Dermed er DRT, ifslge lemma A.0.9 og definition A.0.8 en
(n, k; A, i, t)-RSRG med (se figur 6.2)

n=4p — 1;

k=od(v)=2u—1,
A=od(v)—od(v,w)—-1=2u—-1)—(p—1)—1=p—1;
p=r1(e)=p

t=0

Bemark at ¢ = 0 fplger af definition A.0.6.

Dvs at en (n,k; A, u,t)-RSRG med ¢ = 0 er skvivalent med en DRT,, med
n=4u — 1.
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Lot G

od(v,W )

Figur 6.2: Fire typer retningsbestemte kanter

Sa folger af setning 6.3.1 (¢ = pu — 1) at der eksisterer en (n, k; A, i, t)-RSRG
med ¢t = 0 hvis og kun hvis, der eksisterer en skeev Hadamard matrix af orden

n+1=4u.
Nu fglger det gnskede resultat af lemma 6.2.4. u



KAPITEL 7

Eksistens og entydighed af en
(8s,4s; s,3s,35)-RSRG

I kapitel 4 viste vi, at der ikke eksisterer en RSRG af primtalsorden. I det
efterfolgende kapitel 5 konstruerede vi to familier af RSRG beskrevet i hhv.
setning 5.2.1 og setning 5.2.3. Ved hjeelp af konstruktionen i setning 5.2.1 vises
i dette kapitel, at der for ethvert heltal s eksisterer en entydig (8s,4s; s, 3s, 3s)-
RSRG F.

Yderligere vises at hvis nabomatricen B for en (n, k; A, i, t)-RSRG er hgjest tre,
sd er parametersaettet enten (6s,2s,0, s, s) eller (8s,4s; s, 3s,3s).

7.1 Rang af nabomatricen

Lad B veere nabomatrix for en (n, k; A, i, t)-RSRG og lad rangen af B veere r.
Lad B’ veere den 7 xn delmatrix af B, som bestar af r linesert uatheengige rackker
i B. S& har B’ samme raeekkerum som B. Eftersom j7,, ifplge (4.2) er indeholdt i
B’s raekkerum, er j,, sdledes indeholdt i reekkerummet af B'. For at udtale sig
om parametrene til en RSRG ud fra kendskab til rangen af nabomatricen B, er
det npdvendigt at analysere delmatricen B’.

For ethvert k betegner j, vektoren bestaende af k ét-taller. En matrix med
indgange lig én eller nul skrives som en {0, 1}-matrix.

Lemma 7.1.1 Lad C vere en m x n {0,1}-matriz med konstant rekkesum k
09 3, indeholdt 1 rekkerummet. Sa gelder at

1. hwis 3, er en sgjle © C, sd er n = k;

2. C har ingen nul-sgjler;

71
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Bevis:
ad. 1 Lad
U1
C=1 1 |;
v
dvs vq,...,v,, udspender C’s rekkerum hvor v; € R" for 1 = 1,...,m.
Da j,, er i C’s reekkerum eksisterer aq,...,q, € R, si
m
Z vl =3I (7.1)
i=1

Eftersom hver reekke i C har konstant reekkesum k fés af (7.1), at

m m m
n=jnin=y v/ j,) =Y ak=kY a.
=1 i=1 i=1
Dvs

7 n
Z =, (7.2)
=1

Antag W.L.O.G at den j'te sgjlei Cer j,,; dvs (v]); =1fori=1,...,m.
Af (7.1) folger sa at

Zai = ZOJZ’(’U?)]‘ =1.
i=1 i=1
Sammenhold ovenstadende med (7.2) hvormed det gnskede resultat folger.

ad. 2 Af (7.1) fplger at C ikke kan have en nul-sgjle.

Ved hjxlp af foregdende lemma kan vi, ud fra kendskab til antal reekker i delma-
tricen B’ af nabomatricen B til en (n, k; A, i, t)-RSRG, give en liste af mulige
vaerdier for %

Lemma 7.1.2 Lad C vere en m x n {0, 1}-matriz med konstant rekkesum k
09 J,, ‘ndeholdt i rekkerummet. Sa gelder at

1. hvis m =1, sd er k =n;

. _ .k 1.
2. hvis m = 2, saer—n€{1,§ ;

; = s o k 11 2.
3. hvis m =3, saerﬁe{l,i,g,§ :

* hvis k = %n, sa er 3, summen af to rekker i C.
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Bevis:
Lad v?,... vl veere raekkerne i C, hvor v; € R* for i = 1,...,m. Da j, er

indeholdt i reekkerummet er (7.1) opfyldt for o; € R, i =1,...,m.

Antag at oy =0 foret [ € {1,...,m}. S& kan raekke [ i C fjernes hvormed vi far
en (m — 1) x n {0, 1}-matrix med konstant raeekkesum k. Dvs at vise seetningen
for en m x n {0, 1}-matrix hvor oy = 0 for et [ € {1,...,m} er ekvivalent med
at vise setningen for en (m — 1) x n {0, 1}-matrix med «; # 0 for alle 3.

Antag derfor at a; #0 fore=1,...,m.

ad. 1 Hvis m = 1 har C én raekke v?. Da C er en {0, 1}-matrix, og jI er antaget
at tilhgre C’s reekkerum geelder, at v! = 37, Dermed folger at k = n.

ad. 2 Hvis m = 2 har C to raeekker. Af punkt 2 i lemma 7.1.1 fglger, at de mulige

sgjler i C er
1 1 1 10
xr = 11> Y = 0 eller yo = 1|

Lad a, b og bs vaere antal sgjler af hhv. ,y, og y, 1 C. Hvis a > 0 folger

af punkt 1ilemma 7.1.1, at k =n < £ =1.

n
Antag at a = 0. Idet spjlerne y, og y, har indgange lig én pa forskellige
positioner og hver raekke i C har konstant reekkesum k fglger, at bade u;
og uo forekommer preecis k gange i C. Dvs k = b; = by og dermed er antal
sgjler i C givet ved

k 1
n=by+by=2k—=— = —.
n 2

ad. 3 Hvis m = 3 har C tre reekker. Igen far vi af punkt 2 i lemma 7.1.1, at
nul-sgjlen ikke forekommer i C. Vi opstiller de mulige sgjler i C samt
forekomsten af disse i et skema.

a b1 b2 b3 Cl1 Cy C3
11 1 0 1 0 O
11 0 1 0 1 O (7:3)
10 1 1 0 0 1

Hvis a > 0 fas af punkt 1 i lemma 7.1.1, at % =1.

Antag at a = 0 og W.L.O.G at b; > 0 (alternativt by eller b3). Sa folger af (7.1)
og (7.3), at a; + ag = 1. Eftersom «; # 0 for alle ¢ fas, at a1 # 1 og ag # 1.
Dermed er ¢; = c¢2 =0 pga (7.1) og (7.3).

Hvis ¢3 > 0 er ag = 1 hvormed by = bg = 0 ifplge (7.1) og (7.3). Idet reekkesum-
men i C er k fas, at by = ¢3 = k og dermed er antal sgjler givet ved

1
n:b1+03:2k:>E:—.
n 2
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I dette tilfaelde (punkt x i lemmaet) ses af (7.3), at j,, er summen af rakke ét
og tre samt raekke to og tre.

Eftersom C har konstant rackkesum £ folger af (7.3), at hvis ¢z = 0 er by, b3 > 0
(bemeerk at vi ikke kan ngjes med kun at by > 0 eller b3 > 0, da reekkesummen
er konstant for hver reekke). Dvs by + by = k, by + bs = k, by + by = k. Saledes
fas

2n =2(by + b2 +b3) = (by + b2) + (by + b3) + (b2 + b3) = 3k

Antag nu at by = by = b3 = 0. Sa ses af (7.3) at ¢; = ¢y = ¢3 = k, hvormed
antal sgjler i C er givet ved

k 1
n=c +tc+tc3=3k— — = —.
n 3

Kendes rangen af nabomatricen for en RSRG ggr lemma 7.1.2 det muligt at
bestemme de mulige parametre til denne.

Saetning 7.1.3
Lad F vere en (n, k; A, u,t)-RSRG med nabomatrix B og rank{ B} < 3. Sa er
rank{ B } = 3, og parametrene er for s € N givet ved

(n,k; A\, i, t) = (6s,25;0,8,s) eller (n,k;\ p,t) = (8s,4s;s,3s,3s).
Bevis:

Af (4.2) folger at B har konstant rackkesum (og sgjlesum) k. Idet hver sgjle (og
reekke) i B indeholder k ét-taller fas, at summen af reekkerne i B er kj,,. Dvs

Jn er indeholdt i B’s reekkerum. Lad rank{ B} = r og lad v!,... v veere r
reekker i B, som udggr en basis for B’s reekkerum. Sa er r X n matricen
v
B =
ol

r

en {0, 1}-matrix, som opfylder betingelserne i lemma 7.1.1 og lemma 7.1.2. Der
geelder at rank{ B } = rank{B'} =r.

Af definition 4.0.14 fglger at k < n —1 for en (n, k; A\, p, t)-RSRG. Dvs tilfeeldet
n = k er umuligt hvormed det folger af punkt 1 i lemma 7.1.2, at

rank{ B} = rank{B'} > 2.
Antag at rank{ B } = 2. Sa fas |Lay, 1997, Rank Theorem| at

rank{ B} +dim{null{ B} } =n
dim{null{ B} } =n — 2. (7.4)
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Idet null{ B} = {z € R" | Bz = 0 = Ox } folger af (7.4), at nul er egenveerdi
til B med multiplicitet n — 2. I beviset for ssetning 4.1.3 fandt vi egenveerdierne
k,T og o for en (n,k; A, 1, t)-RSRG. En af disse egenveerdier er nul. Hvis £ = 0
er F en tom graf (komplementere til en komplet), som ikke betragtes. Dvs at
enten 7 eller o er nul. Af (4.3) og (4.4) folger at

A=—m+vVA _ (A-p-VA
2 2

T = =o. (7.5)
Eftersom k + m,;7 + myo = 0 og k > 0 fglger, at hvis 0 = 0, er 7 < 0.

Sammenhold dette med (7.5) og vi far en modstrid. Dvs at 7 = 0. S& fas af
(4.3) at

VA =p— A (7.6)
Dermed folger af punkt 2 i seetning 4.1.3 at
(=22 +4(t —p) = A
(=N +4(t —p) = (u = N)?
4t —p) =0
t—p=0 << t=p. (7.7)

Idet 7 = 0 fas af proposition B.2.4 og (4.7) at

(n—1)T1+k k

rank{B}=14+ms; =1+ =1+ —

5

T—0
Da rank{ B } = 2 fas af ovenstéende, at
k= VA. (7.8)
Eftersom p < k ifplge saetning 4.1.5 fas af (7.8) og (7.6), at
p<p—XA &= A=0.

Sammenhold ovenstdende med (7.6) og (7.8) hvoraf folger at k = u. Dermed fas
af (7.7) at
t=p=k (7.9)

Dvs F er en (ikke-retningsbestemt) (n, k; A, 1)-steerkt reguleer graf. Idet rank{ B } =
rank{ B’ } =2 fas af punkt 2 i lemma 7.1.2, at n = 2k. Sammenhold dette med
(7.9) hvormed folger af korollar 1.0.5 at F er en komplet todelt graf med k = $n
punkter i hver punktklasse. En sadan graf betragtes ikke i ssetning 7.1.3 hvormed
rank{ B } > 2.

Antag at rank{ B } = 3. Sa folger at nul er egenveerdi med multiplicitet [Lay,
1997, Rank Theorem)|

dim{null{ B} } =n —rank{ B} =n — 3.
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Ved samme argumenter som tidligere (rank{ B} = 2) folger at 7 = 0 og, at

rank{B}zl%—%:Z% = k=2VA; (7.10)
VA =p— X (7.11)
t=p. (7.12)

Ved ovenstaende ligninger og punkt 1 i seetning 4.1.3 fas at

k(k+(u—X)=t+(n—-1)p
E2VA +VA) = p+(n—1)p

3VA = %u- (7.13)
Fra punkt 3 i lemma 7.1.2 har vi, at rank{ B } = rank{ B’} = 3 medforer, at
k 112
n€{la st

Vi undersgger hvert tilfeelde.
n = k:
Idet K < mn — 1 for en (n, k; A\, u,t)-RSRG er dette tilfaelde ikke muligt.

n = 2k:
Hvis n = 2k folger af (7.13), at

3VA =2p. (7.14)
Dermed fas af (7.11) at
3VA =2 =2(VA+)) <= VA =2) (7.15)
for A € N. Af ovenstaende samt (7.12) og (7.14) fas at
t:uzgx/ﬁzgz\:w.
Af (7.10) og (7.15) fas at
k=2VA =4\

Idet n = 2k fas af ovenstéende, at n = 8.
Dvs F er en (8X,4X; A, 3),3))-RSRG for A € N.

n = 3k:

Hvis n = 3k folger af (7.13), at 3v/A = 3y <= /A = pu. Dermed fas af
(7.12) at t = = V/A. Af (7.11) folger sd at A = u— A = 0. (7.10) giver
at k = 2v/A hvormed n = 3k = 6v/A.

Dvs F er en (6\/Z, 2\/Z; 0, \/Z, \/Z)—RSRG for VA € N ifglge saet-
ning 4.1.3.
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Hvis n = 3k folger af (7.13), at 3VA = 3 < 2V/A = pu. Dermed
giver (7.12) at t = u = 2v/A og (7.10) at k = 2v/A. Heraf fas at t = p =
k hvormed F er en ikke-retningsbestemt steerkt reguleer graf. Yderligere
folger af korollar 1.0.5, at F for ethvert lige heltal k (n = 2k) er en
ikke-retningsbestemt komplet 3-delt graf med %k = %n punkter i hver
punktklasse. En sadan graf betragtes ikke i seetning 7.1.3.

Dvs en nabomatrix for en RSRG med rang hgjest tre giver anledning til to
forskellige parametersaet. Men findes der grafer til hvert af disse parametersat,
og er graferne til samme parametersat i givet fald forskellige? Vi undersgger
eksistens og entydighed af den (8s,4s; s, 3s, 3s)-RSRG.

For at vise entydigheden af den (8s,4s; s, 3s,3s)-RSRG F , er det ngdvendigt at
kende rangen af nabomatricen B til f.

Lemma 7.1.4 Lad F vere en (8s,4s;s,3s,35)-RSRG med nabomatriz B og
egenveerdier k, 7 og 0. Sd er rank{ B } = 3.

Bevis:
Idet t = 3s = p fas af punkt 2 i setning 4.1.3, at

VA== X2 +4(t—p) = p— X
Dermed fas af (4.3) at

(A=) VA 0
==

Sa folger af (4.3),(4.4),(4.7) og proposition B.2.4 at

(n-—U1r+k k k 4s

I+ ——=1+4——=1+

— =3
VA Bw—A 2s

rank{ B} =1+

7.2 Eksistens og entydighed

I bestraebelserne pa at vise entydigheden af den (8s,4s; s, 3s, 35)-RSRG, vil det
vise sig ngdvendigt at kende resultatet for s = 1.

Proposition 7.2.1 Der eksisterer en entydig (8,4;1,3,3)-RSRG.

Bevis:
Lad F veereen (8,4;1,3,3)-RSRG. Komplementaergrafen F til f er ifglge lemma 4.1.1
en (8,3;1,1,2)-RSRG. Vi viser at F er entydig hvormed folger, at F er entydig.

Fgrst viser vi, at
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% enhver firkant i £ har mindst ét par af modsatstdende sider, som er mod-
satrettede retningsbestemte kanter.

Antag at % ikke gaelder. Sa vil F indeholde en firkant, hvori der findes to diago-
nalt modsatte punkter v; og v; saledes, at der er to forskellige veje fra v; til v;
(se figur 7.1). Dette er ifplge definition 4.0.14 i modstrid med, at p = 1.

Vi

Vi

Figur 7.1: Firkant uden et par modsatstaende sider, som er modsatrettede ret-
ningsbestemte kanter

Lad F' betegne grafen der fas, ved at fjerne alle retningsbestemte kanter fra F.
Eftersom hvert punkt i £’ har lige grad folger af [Chartrand and Lesniak, 1996,
Eulers Theorem 4.1], at F ' bestar af en maengde disjunkte kredse. Vi viser at
F ' er en 8-kreds.

Af x folger at F ' ikke indeholder en 4-kreds.

Antag at F ' indeholder en 3-kreds gennem punkterne v;,v; og vg. Da k = 3
og t = 2, gar der én retningsbestemt ind i og ud af hvert af punkterne v;,v;
og vg. Punkterne i den anden ende af hver af disse retningsbestemte kanter ma
ngdvendigvis vaere forskellige, idet vi ellers far en modstrid ved x. Dvs der er
seks punkter fraregnet v;,v; og vi. Séledes bestar F ' af ni punkter, hvilket er
en modstrid (n = 8). Dvs F/ indeholder ikke en 3-kreds.

Eftersom n = 8 og t = 2, er de eneste mulige disjunkte kredse i ' en 3- og en 5-
kreds eller to 4-kredse eller en 8-kreds. Da vi lige har vist, at F ’ ikke indeholder
3- og 4-kredse gelder, at F' er en 8-kreds. Vi underspger de retningsbestemte
kanter i F.

Navngiv punkterne i 8-kredsen efterfglgende med vy, ..., vg, hvor indicierne be-
tragtes modulo otte.

1. Vi kan ikke have en retningsbestemt kant fra v; til v;4; eller v;_1, da en
sadan kant vil veere sammenfaldene med en ikke-retningsbestemt kant.

2. Der kan ikke vaere en kant fra v; til v;y3 eller v;_3, idet det ifglge * vil
vaere en modstrid (se figur 7.2).

3. Antag at v; — vj44. S& er v;4q — v; umuligt, da vi saledes far en ikke-
retningsbestemt kant mellem v; og v; 4. Der gaelder at v;44 — viyg, Vigqa —
Vit2y Vitd — Vit7 OZ Vitq — v;41 alle er i modstrid med x (se figur 7.2).
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Vi-1=Viez PN N Vir1=Vi-7
Vi-2= Vi

Vi+2= Vi-6

Vis3=Vis

Vita=Vi-a

Figur 7.2: 8-kredsen i F

Dvs at der ikke gar en retningsbestemt kant fra v; 4, hvilket er en modstrid
(k = 3). Dermed geelder at v; = vj14.

Af punkt 1, 2 og 3 folger at v; — v;10 eller v; — v;_o.

Antag at v1 — v3 (ved modsat navngivning af punkter i 8-kredsen fas v; — v7).
Idet vejen langs ikke-retningsbestemte kanter fra v; til bade v3 og vy er to, er det
ligegyldigt (mht. udseendet af F) hvilket af de to punkter vs og v7, der veelges
som ud-nabo til v; (det handler blot om i hvilken retning navngivningen af
punkterne startes). For ikke at f& ekstra ikke-retningsbestemte kanter medfgrer
dette valg, at v; — v3 — vs — vy — wv;. S& er vo —» w4 pga *, hvormed
ve — Vg — Vg — Ug — V9. Dette giver grafen i figur 7.3, som er entydig op til
isomorfi. |

Figur 7.3: Den entydige (8,3;1,1,2)-RSRG
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Saetning 7.2.2
Der eksisterer en entydig (8s,4s; s,3s,3s)-RSRG for ethvert s € N.

Bevis:

Lad F veere en (n = 8s,k = 4s;\ = s,u = 3s,t = 35)-RSRG, s € N, med
nabomatrix B og punktmeengde VF . Ifplge lemma 7.1.4 er rank{ B } = 3. Lad
vl vl og vl veere tre linesert uathaengige raekker i B og lad

for v; € R*, i = 1,2,3. Eftersom j, ifolge (4.2) tilhgrer B’s rakkerum og
{v1,v9,v3} er en basis for dette geelder, at j,, er i reekkerummet af B’. Yderligere
er B’ en {0, 1}-matrix med konstant raekkesum k. Dvs B’ opfylder betingelserne
i lemma 7.1.1 og lemma 7.1.2. Af punkt 2 i lemma 7.1.1 fas at B’ ikke har en
nul-sgjle. Eftersom n = 2k folger af punkt 1ilemma 7.1.1, at 5 ikke er en sgjle
i B’ og af punkt 3x i seetning 7.1.2, at summen af to af reekkerne i B’ er j,,. De
mulige sgjler i B’ er givet ved (7.3) (fraregnet j;). Vi veelger sgjlerne i B’, s&
summen af de to fgrste raeekker giver j,. Dvs typen af sgjler samt forekomsten
af disse i B’ ifplge (7.3) er givet ved

la (k—a) (k—a) a

vl |1 1 0 0 (7.16)
v3 |0 0 1 1
vi |1 0 1 0

foret a € N, 0 < a < k. Bemaerk at v; € R2t2(k—a) — R for § = 1,2,3.
Det ses af (7.16) at den eneste {0, 1}-vektor med k ét-taller i raekkerummet
af B’ forskellig fra vy,vy og w3, er vy = v; + v9 — v3. Idet B har konstant
sojlesum k ifplge (4.2) folger af (7.16), at hhv. vy, v9,v3 og vy forekommer
mindst én gang som raekke i B. Ligeledes findes kun fire forskellige type sgjler i
B; nemlig de sgjler der fremkommer ved at bruge v!, v?, U3T og vl som raekker.
Eftersom sgjlesummen af B er k fas af (7.16), at hvis forekomsten af raekke
v? er b, er forekomsten af hhv. raekke vg,vg,vz givet ved hhv. b,k — b,k — b
forb e N, 0 < b < k. Lad uy,...,uq betegne de fire forskellige spjler i B, sa
opstiller vi for overblikkets skyld de forskellige rackker og sgjler samt forekomsten
af disse i et skema.

uq U9 us Uy Forekomst
vl 1 1 0 0 b
T
U5 0 0 1 1 b
ol |1 0 1 0 | (k-b) (7.17)
vl 0 1 0 1 (k —b)
Forekomst | ¢« (k—a) a (k—a)

Vi inddeler VF péa to forskellige mader.
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1. Inddel VF efter &kvivalente sgjler i B (spjle j repraesenterer punktet
vj, j = 1,...,n). Dvs to punkter er i samme maengde hvis og kun hvis
sgjlerne, som repraesenterer dem, er ens. Séledes fas to maengder hver med
(k — a) punkter og to meengder hver med a punkter. Af (7.17) ses at to
punkter i VF tilhgrer samme maengde hvis og kun hvis, de har sammen
mengde af ind-naboer (u € VF er ind-nabo til v € VF hvis og kun hvis
u — v). Dermed findes der ikke en retningsbestemt kant (og dermed heller
ikke en ikke-retningsbestemt kant) mellem to punkter i samme maengde.
Vi siger, at to punkter i samme mengde ikke er naboer.

2. Tilsvarende kan V F inddeles efter skvivalente raekker i B séledes, at to
punkter befinder sig i samme mangde hvis og kun hvis, de har samme
mangde af ud-naboer (v er ud-nabo til u hvis og kun hvis u — v). Dette
giver to maengder hver med b punkter og to mangder hver med (k — b)
punkter.

Lad W vere én af de fire maengder beskrevet i inddeling 1; antag W.L.O.G at

W:{ul,...,ul}.
N——

a

Inddel W i de fire delmaengder W1, ..., Wy beskrevet ved inddeling 2 saledes,
at punkter i W med samme mengde ud-naboer er i samme delmangde. Lad
W; veere delmaengden inddelt efter v! for i = 1,...,4. Lad z og y veere to
vilkarlige og forskellige punkter i W. Punktet  hhv. y er indeholdt i én af de
fire delmeengder Wy, ..., Wy. Eftersom x hhv. y ifglge inddeling 1 ikke er nabo
med et punkt i W, og u; indeholder to ét-taller fplger af (7.17), at hverken z
eller y er indeholdt i W eller W3. Idet x og y 1 W er valgt vilkarligt folger, at
W hgjest kan inddeles i to forskellige delmaengder Wy og Wj.

Dermed kan vi inddele V' F i hgjest otte maengder VF,...,VFg saledes, at
ethvert par af punkter tilhgrer samme maengde hvis og kun hvis de har samme
meangde af ind- og ud-naboer.

Betragt en maengde Vf; oglad z € VF; forv = 1,...,8. Lad y € VF sa
y — x men z - y. Eftersom ethvert punkt i Vf har udgrad k = %n geelder,
at z og y har en felles ud-nabo z. For ethvert punkt =/ € V[ ; forskellig fra
z € VF; gelder, at y — 2’ — z idet z og 2’ har samme mangde af ind- og
ud-naboer. Dermed fplger af definition 4.0.14 at |V F;| < A = s. Da n = 8s fas
at [VFq|=---=|VFsg| =s.

Lad F' veere grafen opnaet ved at sammentraekke maengden VF; til et en-
kelt punkt for hvert i = 1,...,8. S& er F ' ifolge proposition 7.2.1 den entydige
(8,4;1,3,3)-RSRG hvormed, [ er den entydige (8s,4s; s, 3s,3s)-RSRG konstru-
eret af F ' ved brug af s@tning 5.2.1. [ |
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KAPITEL 8

Epilog

Specialet afsluttes med et eksempel pa konstruktion af en retningsbestemt steerkt
reguleer graf ud fra en sterkt regulaer graf.

Hvis der eksisterer en (n, k; A, p)-steerkt reguleer graf I' med g = A + 1 kan det
vises [Hobart, 2001, 2.15 M1|, at der eksisterer en (ny,kr; A\, ur,tr )-RSRG
med

).
A = (n =k —2)(k — )
wr = (n—k = 1)(k - p);
tr = (n—k—1)(k — p).

For at konstruere F vil det vise sig ngdvendigt med fglgende definition.

Definition 8.0.3 (Afstand)
For en sammenhangende endelig graf I defineres afstanden d(v,w) mellem to
punkter v og w i I til at veere den korteste vej fra v til w i T

Konstruktionen af f er givet ved folgende.

Definition 8.0.4
LadT vare en (n, k; A, u)-staerkt reguleer graf med punktmaengde VI' = {vy, ..., v, }.
Sa er F den (np,kr; A\r,pr,tr)-RSRG, hvis punktmangde er givet ved

VF = {vivj ‘ {vi,vj} € ET' N4 75]}
De retningsbestemte kanter i [ er givet ved
ViV —r VU 1 [ = d(vj,vk) = 2.

Eksempel 8.0.5
Lad T’ veere en (5,2;0, 1)-sterkt requler graf med punktmengde {vy,...,vs5}. Sd
er F givet ved figur 8.1

83
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Vi

[ 4 '

Vs V3

Figur 8.1: En (5,2;0, 1)-staerkt reguleer graf

Af definition 8.0.4 folger at F er en (10,4;1,2,2)-RSRG med punktmengde

VF‘U1‘Uz‘U3‘U4‘U5‘U6‘W‘Us‘ug‘uw

U1
V2

U1
Us

V2
U1

V2
U3

U3
V2

U3
U4

U4
U3

U4
Us

Us
U4

Us
U1

Af definition 8.0.4 kan F konstrueres, som er illustreret pa figur 8.2.
ViVa

ViVs /NS . Vava
A A
VV5 <l VsV
VsVs a1
Y
VaVy VV3

V4V3
Figur 8.2: En (10,4;1,2,2)-RSRG

0

Ved at benytte konstruktionen pa petersen grafen (se forside) fas en (30, 18; 12, 10, 12)-
RSRG.



BiLAG A

Turneringer

Dobbelt regulaere og homogene turneringer defineres og vises at vaere aekviva-
lente.

Forst defineres en turnering af orden n, som vi fremover betegner med 7,.

Definition A.0.6 (7))

En T, er en retningsbestemt graf med n punkter, si ethvert par af forskellige
punkter v, w i denne er forbundet med praecis én af de retningsbestemte kanter
v — w eller w — v.

Hvis v er et punkt i en T}, betegnes udgraden af v med od(v ). Vi siger at od(v)
er antal punkter i T,, domineret af v; dvs antal punkter z i T, der opfylder
v — 2. Hvis v, w er forskellige punkter i en T}, betegner od( v, w ) antal punkter
domineret af bade v og w.

Bemeaerkning A.0.7 Bemerk at ovenstdende definition of udgraden er ekviva-
lent med udgraden defineret i kapitel 4. Med definitionen of ud-naboer i punkt 2
i beviset for seetning 7.2.2 betegner od(v,w ) antal feelles ud-naboer for v og w.

Nu kan vi definere en dobbelt reguler turnering af orden n, som fremover beteg-
nes med DRT,.

Definition A.0.8 (DRT,,)
En DRT, er en T, for hvilken der eksisterer heltal mi og ms, sa

1. od(v) = my for ethvert punkt v i Ty;

2. od(v,w) = mgy for ethvert par af forskellige punkter v, w i T,.

Hvis vi kender kender od(v,w) i en DRT,, kan de resterende oplysninger ud-
ledes heraf.

Lemma A.0.9 For enhver DRT,, med od(v,w) = ¢ gelder, at

od(v)=2c+1 o9 n=4c+3.
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Bevis:
Lad en DRT,, veere givet og antag, at od(wv,w ) = c¢ for ethvert par af forskellige
punkter v, w i DRT;,. Forst vises at od(v ) = 2¢+1 for ethvert punkt v i DRT),.

Lad v veere et vilkarligt punkt i DRT,, og betegn mangden af punkter domineret
af v med D, hvor |D| = od(v) ifplge definition A.0.8. Lad w veere et vilkarligt
punkt i D. Lad D; C D betegne delmaengden af punkter i D, som er ind-nabo
til w. Lad D2 C D betegne delmaengden af punkter i D, som er ud-nabo til w.

Punkterne i Dy er domineret af bdde v og w. Dvs ifslge antagelsen og defini-
tion A.0.8 gelder, at
|D2| = od(v,w) =c. (A1)

Vi teeller de retningsbestemte kanter i D pa to forskellige mader.

1. Ind-kanter

De retningsbestemte kanter i D teelles ved de retningsbestemte kanter, som
gér ind i w. Ifglge definition A.0.6 er alle punkter z,y i DRT, forbundet
med enten z — y eller y — v. Dvs Dy, Dy og w udggr alle punkter i D.
Eftersom |D| = od(wv), er antal punkter i Dy, ifplge (A.1), givet ved (se
figur A.1)

|D1| = |D| — |D2| =od(v) —c—1.

Dvs antal retningsbestemte kanter, der gar ind i w er od(v ) —c—1. Idet der
findes |D| = od(v ) punkter som w i D geelder, at antal retningsbestemte
kanter i D er givet ved

od(v)(od(v) —c—1).

Figur A.1: Antal retningsbestemte kanter i D

2. Ud-kanter

De retningsbestemte kanter i D tealles ved de retningsbestemte kanter,
som gar ud af w. Ifglge (A.1) er der |D2| = c retningsbestemt kanter, der
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gar ud af w. Da der findes |D| = od(v) punkter som w i D gaelder, at
antal retningsbestemte kanter i D er givet ved

od(wv)e.

Idet v og w er vilkarligt valgt fglger af punkt 1 og 2, at

od(v)(od(v) —c—1) =od(v)ec
)

od(v) =2c+1 for ethvert punkt v i DRT,. (A.2)

Nu viser vi, at n = 4¢c + 3.

Lad v veere et vilkarligt punkt i DRT,,. Ifplge definition A.0.6 er v forbundet til
alle kanter i DRT,, ved en retningsbestemt kant, som enten gar ind i eller ud af
.

Vi teeller antal retningsbestemte kanter i DRT,, pa to forskellige mader.

a. Ud-kanter

Der er od(wv) retningsbestemte kanter, der gar ud af v. Da der findes n
punkter som v i DRT,, gelder, at antal retningsbestemte kanter i DRT;,
er givet ved

nod(v).

b. Ind-kanter

Der er n — od(v) — 1 retningsbestemte kanter, der gar ind i v. Da der
findes n punkter som v i DRT,, gelder, at antal retningsbestemte kanter
i DRT,, er givet ved

n(n—od(v)—1).

Af punkt a og b samt (A.2) folger at

nod(v) =n(n—od(v)—1)

v

n=2od(v)+1=2(2c+1)+1=4c+3.
|

Lad e veere en retningsbestemt kant i 7). S& defineres 7(e) til at veere antal
kredse af leengde tre i T},, som indeholder e.

Hermed kan vi definere en homogen turnering af orden n, som fremover betegnes
med HT,.

Definition A.0.10 (HT),)
En HT, er en T, for hvilken der eksisterer et heltal r > 0, sa 7(e) = r for
enhver retningsbestemt kant e i T},.
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Nu kan vi give beviset for den gnskede satning.

Saetning A.0.11
Sé er en Ty, en DRT,, med n = 4c + 3 hvis og kun hvis, en T, er en HT,, med
7(e) = ¢+ 1 for enhver retningsbestemt kant e i Ty,.

Bevis:

=: Antag at en T}, er en DRT,, oglad x — y vaere en retningsbestemt kant i
T),. Af definition A.0.8 fplger, at der er od(x,y ) = ¢ punkter i T,, domine-
ret af bade z og y. Eftersom der ifplge definition A.0.8 er od(y) =2c+1
punkter i 7T}, domineret af y fas, at antal punkter i T}, domineret af y men
ikke af xz, er 2c+ 1 — c = ¢+ 1. Ifplge definition A.0.6 er ethvert par af
punkter i en T}, forbundet med en retningsbestemt kant hvormed gelder,
at disse ¢ + 1 punkter dominerer z (og er domineret af y). Idet z og y er
vilkarligt valgt, er T), ifolge definition A.0.10 en HT,, med 7(e) = c+ 1
for enhver retningsbestemt kant e i 75,.

<: Antag at en T}, er en HT, med 7(e) = ¢+ 1 for enhver retningsbestemt
kant e i T),. Vi skal vise, at T, er dobbelt reguleer. Forst viser vi, at T, er
regulaer.

Lad z veere et punkt i T,, og betegn maengden af punkter domineret af
z med A, og meengden af punkter der dominerer x med B. Vi teller de
retningsbestemte kanter fra A til B pé to forskellige méader.

Lad z € A og w € B og lad hhv. e; og ey betegne de retningsbestemte
kanter w — z og z — 2.

1. Eftersom 7(eg) = c+1 ifplge antagelsen og definition A.0.10 geelder,
at z dominerer preecis ¢ + 1 punkter i B (se figur A.2). Da z er
vilkarligt valgt, er antal retningsbestemte kanter fra A til B lig | A| (c+

1).

c+ 1 punkter i A c+ 1 punkteriB

w- B zZn A

Figur A.2: Tilfeeldet hvor T, er en HT,
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2. Idet 7(e1 ) = c¢+1 ifplge antagelsen og definition A.0.10 geelder, at w
er domineret af praecis ¢+ 1 punkter i A (se figur A.2). Da w er valgt
vilkérligt er antal retningsbestemte kanter fra A til B lig |B| (c+1).

Af punkt 1 og punkt 2 fas at
Al (c+1) = |B|(c+1) < |A| =|B|.

Eftersom z er vilkarligt valgt i T}, fas af ovenstaende, at 7, er reguler af
valens m for et m € N.

Af definition A.0.6 fplger at ethvert par af punkter v,w i T;, er forbundet
med én af de retningsbestemte kanter v — w eller w — v. Saledes er x
forbundet til alle punkter i 7}, (fraregnet x selv) ved retningsbestemte ind-
og ud-kanter. Dvs A, B og x udger alle punkter i 7}, og

n=2m+ 1. (A.3)

Nu viser vi, at m = 2c¢ + 1.

Vi finder et udtryk for od(z,y ). Lad = og y vaere to forskellige og vilkarlige
punkter i 7}, og antag W.L.O.G at x — y. Betegn maengden af punkter
der dominerer z og er domineret af y med D og mengden af punkter
domineret af bade x og y med E. Eftersom ethvert par af punkter i en
T, er forbundet med en retningsbestemt kant fglger, at ethvert punkt
domineret af y er indeholdt i enten D eller E. Idet = og y er vilkarligt
valgt og T;, er reguleer af valens m fés af antagelsen, at (se figur A.3)

od(2,y) = |E] = od(y) — |D|
= od(y) — (antal 3-kredse indeholdene 2 — y)
=m— (c+1) (A4)
for ethvert par af forskellige og vilkarlige punkter z,y i T),.
Nu folger af lemma A.0.9 og (A.4) at

m=od(y)=20d(z,y)+1=2(m—c—1)4+1=2m —2c—1

r

m=2c+ 1. (A.5)

Dvs T, ifolge (A.3), (A.4) og (A.5) er en DRT,, med

2m+1=22c+1)+1=4c+3;
m =2c+ 1 for ethvert punkt = i Tj;
m —

(c+1) =

for ethvert par af forskellige punkter z,y i T5,.

od(z) =
od(z,y)
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n O o

Figur A.3: Tilfeeldet hvor T}, er en HT),



BiLAG B

Lineser Algebra

Dette bilag indeholder resultater fra lineser algebra, som bruges til at beskrive
egenveerdierne til en ikke-retningsbestemt og en retningsbestemt staerkt regulaer
graf. Resultaterne i efterfglgende afsnit gaelder for nabomatricen A til en ikke-
retningsbestemt (n, k; A, u)-staerkt reguleer graf.

B.1 Spektralssetningen

For spektralseetningen vises er det ngdvendigt med et par lemmaer.

Lemma B.1.1 En m X n matriz U har ortonormale sdgjler hvis og kun huvis

viu=1

Bevis:
Lad
U=[u uy -+ uy,],
hvor u; € R™ for+=1,...,n. S fas
ul wlu; wluy - ulu,
T T T T
u Us U] Uy U - UsU
UTU — _2 [ UL Uy -+ Up ] = 2‘ 2_ 2o
ul uluy wluy - ulu,
(B.1)
Sgjlerne i U er indbyrdes ortogonale hvis og kun hvis
T L T L f . . ..
u;uj=uju; =0, fori#jogij=0,1,...,n (B.2)
Sgjlerne i U er af leengde én hvis og kun hvis
wu;=1 fori=12,...,n. (B.3)
Af (B.2) og (B.3) folger at matricen i (B.1) er identitetsmatricen. [ |
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Lemma B.1.2 Lad A vere en m X n matriz. Lad A\ vere en egenveerds til A
med multiplicitet k. Huvis x1,x2,...,x er de forskellige egenvektorer horende
til A\, sd geelder for 1 <k, at

[ [
A Z CGT; = Ak Z GT; for c; € R.
i=1 =1

Bevis:
For ¢; € R og @; € R™ fas, at

l l l l l
A E Ci; — E Aciwi = E ciAwi = E ci)\ka:i = >\k E Ci&j.
1=1 =1 1=1 1=1 =1
|

Den algebraiske multiplicitet af en egenveerdi A til A er multipliciteten af A
som rod i det karakteristiske polynomium. Den geometriske multiplicitet af X\ er
dimensionen af egenrummet V) til X eller eekvivalent antal uafthengige egenvek-
torer hgrende til .

Satning B.1.3 (Spektralssetningen for symmetriske matricer)
Lad A vare en reel symmetrisk n X n matrix. Sa geelder

1. A har n reelle egenveerdier talt med algebraisk multipliciteter;
2. egenrummene er indbyrdes ortogonale;
3. A kan ortogonalt diagonaliseres;

4. den algebraiske og den geometriske multiplicitet af hver egenvaerdi X\ til A
er ekvivalente.

Bevis:

ad. 1 Vikan betragte A som en matrix over C (komplekse indgange). Lad A € C
veere egenvaerdi til A med tilhgrende egenvektor @ € C*; dvs

Az = \z. (B.4)

Tag den kompleks konjugerede [Axler, 1997, p. 69| pa begge sider af (B.4),
s fas

AT = Az = \x = \7. (B.5)

Dvs X er egenveerdi til A med tilhgrende egenvektor Z. Eftersom A er
symmetrisk fas af (B.4) og (B.5), at

M = e =7 Az = (AZ) 'z = Oz) ¢ = &' . (B.6)
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ad. 2
ad. 3

Idet

n
e =) T = |zl
=1

og « # 0 far vi af (B.6), at A = X\. Dermed er A reel.
Et tal A er egenveerdi til A, hvis der er en ikke-triviel lgsning @ til

(A - X))z =0,

hvor & er egenvektor til A. Dvs egenvaerdierne er de tal A der opfylder, at
null{ A — AXI'} # {0}. Dette er opfyldt hvis og kun hvis A — AI er singuleer
(ikke invertibel). A — AI er singulaer hvis og kun hvis

det A — AI =0.
Idet A er en reel n x n matrix har vi, at
det A =M= (=1)" XN+ A" LN 24 F et A+ ¢

forc¢; € R, 2 =1,...,n. Dvs egenveerdierne er Igsninger til et n’te gradspo-
lynomium, hvormed der findes n reelle egenvaerdier talt med multiplicitet.

Folger af lemma 1.1.2.

Lad A\p veere en egenveerdi til A med multiplicitet k. Lad @1, @2, ..., Tk
veere de forskellige egenvektorer til A, som udggr en basis for egenrummet
Vy, til Ag. Ved brug af Gram-Schmidt metoden [Lay, 1997, p. 399] fas

V1=
T2V
Vg = T2 — 1
CARCA
T3 - U1 I3 - U2
U3 =3 — U1 — V2
U1 -1 V2 - V2
T - V1 Lk - U2 Tk - Vk—1
Vp = T — v — Vg — -+ — — Vg_1,
RO PR V-1 V-1
hvor {v1,v2,...,v;} er en ortogonal basis for egenrummet Vj, . Bemaerk
at
j—1
T v
o,
v; - V;
=1 vt
er ortogonalprojektionen af «; pa Span{ vi,vo,...,vj_1 }forj =1,2,...k
[Lay, 1997, p. 390]. Lad
v; v;
!/ ) ) .
v; = = , fori=1,2,...,k.
[Jvill VUi U;
Sa er {v],v),...,v}} en ortonormal basis for Vy, , som ifglge lemma B.1.2

bestar af egenvektorer til Ag. Saledes kan vi konstruere en ortonormal basis
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ad. 4

for hver af egenrummene til A bestaende af egenvektorer til den tilhgrende
egenveerdi til A. Idet egenrummene er indbyrdes ortogonale (punkt 2) fas
en ortonormal basis {v],v),..., v} } for R" bestdende af egenvektorer til
A. Lad

P=[v] v, -~ o ].

Idet spjlerne i P er ortonormale fglger af lemma B.1.1, at P er invertibel
og P! =P". Lad

Al 0
D= : ,
0 An
sé& er
AP =A [ v| v v, |
=[ Av] Av) Av), |
=[ vl Avh o Aoy ] (B.7)
0g
Al 0
PD=[v, v), - ]
0 An
=[ o) davy e Aoy ] (B.8)

Af (B.7) og (B.8) folger, at

AP =PD «— A =PDP ! = PDPT.

Af punkt 3 folger, at A kan ortogonalt diagonaliseres; dvs A = PDP~!,
Lad A\; veere en egenveerdi til A med algebraisk multiplicitet £ < n, hvor-
med A\, forekommer k gange pa diagonalen i D. Antag W.L.O.G at X
forekommer pé de forste k diagonalindgange i D, sa fas af beviset for
punkt 3, at

AP =PD = [ AV ARvy e N M1V o Anty ],
hvor v/, ..., v} erlinesrt uathaengige egenvektorer hgrende til ;. Dermed
er {v],...,v}} en basis for egenrummet V), til Ay hvormed dim{Vy, } =

k.

I kapitel 2 udnytter vi, at der findes en spektral dekomposition af nabomatricen
A til en (n, k; A, p)-steerkt regulaer graf.
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B.1.1 Spektral dekomposition

Lad A vere en n X n symmetrisk matrix. Hvis A kan ortogonalt diagonali-
seres geelder, at A = PDP~!, hvor sgjlerne i P er ortonormale egenvektorer
Uuy,...,u, til A hgrende til egenvaerdierne Ay, ..., A\, i diagonalmatricen D. Idet
P! =P7 fas, at

)\1 0 ’u?
A=PDP' =[u; - w, | . :
0 An ul
ui
= [ Alur o Apug ] :
up,
= AlululT + )\2’(12’11,; + -+ Anunug (B.g)

Denne repraesentation af A kaldes en spektral dekomposition . Hvert led i (B.9)
er en n X n matrix af rang én

uil
T _ .
wiug = || [y o g, ]
L Wi,
T ) T
Ujy Uiy = rr Uy Uiy, Uiy Uy
= : : = : = [ wui, - wuy, |,
L . T
L Ug,, Uiy T Ui, Uiy, Ui, ui
for7 =1,...,n. Det ses, at hver raekke og sgjle er et multiplum af w;. Yderligere

er hver matrix w;ul

(2
p. 447].

Specielt geelder for identitetsmatricen I, at

en ortogonal projektionsmatriz pa Span{ w; } [Lay, 1997,

I=PP ! =pPpP7’

= ululT + u2u2T +---+ unug
I forleengelse af resultater vedrgrende egenveerdier til en ikke-retningsbestemt
steerkt reguleer graf ser vi pa resultater i forbindelse med egenveerdierne til en
retningsbestemt steerkt reguleer graf.

B.2 Retningsbestemte staerkt regulsere grafer

Eftersom nabomatricen B for en (n,k; A, u,t)-RSRG ikke er symmetrisk, er
spektralsaetningen B.1.3 ikke opfyldt for B. Derfor er det ngdvendigt at udlede
separate resultater for B.
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Egenveaerdierne til en (n, k; A, 1, t)-RSRG med nabomatrix B er de A som opfyl-
der, at der er en ikke-triviel lgsning x til

(B — M)z =0.

Dermed kan vi ved akvivalente argumenter til de i beviset for punkt 1 i saet-
ning B.1.3 vise, at en (n, k; \, u, t)-RSRG har n egenveerdier talt med algebraisk
multiplicitet. Vi gnsker at vise, at de algebraiske og geometriske multipliciteter
for egenvaerdierne til en (n, k; A, 4, t)-RSRG er aekvivalente. For at kunne gore
dette er det ngdvendigt med folgende generelle resultat [Griffel, 1989, Theorem
10B-3].

Lemma B.2.1 Lad C vere en n xXn matriz. Sa er den geometriske multiplicitet
mindre end eller lig den algebraiske multiplicitet for enhver egenverds \ til C.

I saetning 4.1.3 fandt vi, at en (n, k; A, i, t)-RSRG har tre egenveerdier &, 7 og o.

Proposition B.2.2 Lad F vere en (n,k; \, p,t)-RSRG med nabomatriz B og
egenverdier k, T og . Sa er den algebraiske og den geometriske multiplicitet of
hhv. k, 7 og p ekvivalente.

Bevis:
I beviset for saetning 4.1.3 fandt vi, at

A—p) +VA (A —p) -VA

T=-—"—— o0g o= 5 ,
hvor A = (. — A\)? + 4(t — p). Heraf folger at

T+o=A—p og To=—(t—p).
Indseet disse to ligninger i (4.1) hvormed fés

B2+ (u—MNB— (t—p)I=pd
B~ (1 +0)B + 710l = puJ

)
(B—-—7I)(B—-0I)=(B—0I)(B—7I)=pnJ. (B.10)

Lad m;,ms, og r,s vere hhv. de geometriske og de algebraiske multipliciteter
af hhv. 7 og o.

Vi viser at m,; = r. Af lemma B.2.1 fpolger at m, < r. Saledes fas |Lay, 1997,
Rank Theorem]| at

rank{ B — 71} =n — dim{null{ B —71}}
=n—m,
>n—r. (B.11)
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Antag at rank{ B — 71} > n —r +1 oglad vg,...,v,—, veere n —r + 1 lineeert
uafheengige sgjler i B—71I. Sa fas af (B.10) at (B—oI)v; = pj fori =0,...,n—r.
Heraf folger at

(B — UI)(’Ui — ’U()) = (B — UI)’Ui — (B — UI)’UO

=pj —pj =0, (B.12)
fori =0,...,n—r Idet mll{B—-0l} = {z € R* | (B—ol)z =0} fas
af (B.12), at vi — vg,..., v — vo er n — r lineert uathengige vektorer i

nulrummet af (B — o). Da dim{null{ B — ol } } = m, folger, at myz > n —r.
Eftersom der er n egenveerdier talt med algebraisk multiplicitet og k, T og ¢ har
algebraisk multiplicitet hhv. 1,r og s fas, at

s=n—r—1<n—r<mg.
Dette er ifglge lemma B.2.1 en modstrid. Dvs
rank{B—7I} <n—-r+1 <= rank{B—71} <n-—r.

Sammenhold ovenstaende med (B.11) hvormed folger at rank{ B — 71} =n—r.
Dermed fas [Lay, 1997, Rank Theorem| at

m,; =dim{null{ B —-7I}}=n—rank{B—-7I}=n—(n—1r)=r.

Tilsvarende kan vises at m, = s. |

Bemerk at for ¢ = k geelder proposition B.2.2 for en (ikke-retningsbestemt)
(n, k; A, p)-steerkt reguleer graf T', hvilket ligeledes er tilfeeldet for fglgende kor-
ollar.

Korollar B.2.3 Lad | vere en (n, k; A\, u, t)-RSRG med egenverdier k, T og o.
Huvis 1,m; og my er multipliciteten of hhv. k, 7 og o geelder, at

mr +mys+1=mn.

Bevis:

Daen (n,k; A, i, t)-RSRG F har n egenveerdier talt med algebraisk multiplicitet
folger af proposition B.2.2, at F har n egenveerdier talt med geometrisk multi-
plicitet. Dvs vi skelner ikke mellem algebraisk og geometrisk multiplicitet for de
fundne egenveerdier til F i setning 4.1.3 og

mr +my+1=mn.
|
Yderligere far vi brug for fglgende resultat vedrgrende rangen af en matrix.

Bemaerk at vi efterfolgende ikke skelner mellem algebraisk og geometrisk multi-
plicitet for en (n, k; A, 1, t)-RSRG.
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Proposition B.2.4 Lad | vere en (n,k; \, p, t)-RSRG med nabomatriz B og
n egenverdier talt med multiplicitet. Lad A\, ..., N\ for | < n vere de forskellige
ikke-trivielle egenverdier til F og lad my, vere multipliciteten af X\; for i =
1,...,1. Sa geelder at

l
rank{ B } = Z my,-
i=1

Bevis:

Danul{B} ={x € R" | Cz =0 =0z } fas, at dim{null{ B} } er multiplici-
teten af nul som egenvaerdi til B. Eftersom n er antallet af alle egenvaerdier til
B talt med multiplicitet fas [Lay, 1997, Rank Theorem| at

rank{ B} =n — dim{null{ B} }

!
=2 M
i=1
hvor m), er multipliciteten af den ikke-trivielle egenveerdi A; fori =1,...,/. B

I kapitel 2 far vi brug for et resultat fra linezr algebra vedrgrende dimensionen
af et vektorrum, der er udtrykt som en direkte sum af underrum.

B.3 Sum og direkte sum

For at vise den gnskede seetning far vi brug for en seetning omhandlende di-
mensionen et vektorrum, som er summen af to underrum. Men forst er det
ngdvendigt med et lemma.

Lemma B.3.1 Enhver lineert uafhengig mengde af vektorer i et endeligt-
dimensionalt vektorrum kan udvides til en basis for vektorrummet.

Bevis:
Lad V vaere et n-dimensionalt vektorrum og B = {v1,...,v,}, m < n, en line-
eert uafhaengig meengde i V. Lad {wy,...,w,} veere en basis for V. Sa udvides

B til en basis for V ved at gennemlgbe folgende trin for j = 1,...,n.

Trin j
Hvis w; € Span{vi,...,v }, sdalad B = {vi,...,v,,}. Hvis
w; ¢ Span{ vi,...,vp }, sdlad B = {vi,..., vy, w;}.

Efter trin n geelder, at {wy,...,wy,} € Span{ B } og maden B blev konstrueret
pa sikrer, at B er en linexrt uathengig maengde. Dvs B er en basis for V. N

Saetning B.3.2
Hvis Uy og Uy er underrum af et endeligt-dimensionalt vektorrum geelder, at

dim{ U, + 0, } = dim{ U } + dim{ U, } — dim{ U; N0, }
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Bevis:

Lad {u1,...,un} veere en basis for Uy N Usz; dvs dim{U; NU; } = m. Idet
{u1,...,up} er en basis for Uy N Uy, er det en linezert uathengig maengde i Uy
(og Uy). Dermed kan {uy,...,up} ifolge lemma B.3.1 udvides til en basis

{ui,...,;upm,v1,...,v;} for Uy, (B.13)

hvorwv; € U; fori =1,...,7. Dvsdim{ U; } = m+yj. Tilsvarende kan {uy,...,u;}
udvides til en basis

{ug, ..., up,w,..., Wi} for Us, (B.14)
hvor w; € U, for j =1,...,k. Dvs dim{ U, } =m + k.
Vi viser at B = {u1,..., %y, V1,...,0;,W,...,wi} er en basis for Uy + Uy,

dvs dim{U; + Uy } = m + j + k. Dette vil fuldende beviset idet
dim{U1 +U2}:m+j+k
=(m+j)+(m+k)—m
=dim{U; } + dim{ U } — dim{U; N Uy }.

Idet U;, Uy C Span{ B} folger, at Uy + Uy C Span{ B }. Derfor er B en basis
for U; + Uy, hvis B er en linesert uathengig maengde.

Antag at
arwy + -+ apUy +b1v + - Fbjvj Fewy + - Fw =0, (B15)
hvor alle a’er, b’er og c’er er reelle tal. Omskriv denne ligning til
crwi + -+ + W = —a1U1 — - — AUy — b1v] — -+ — by,

hvormed det fplger af (B.13), at cyw; + --- + ¢pwy, € Up. Af (B.14) folger, at
w; € Uy fori =1,...,k hvormed cyw;+- - -+cpwy € Uy NUy. Idet {wy, ..., un}
er en basis for Uy N U, gaelder, at

cowi + -+ cgwi =diu + ...+ dpup,, (B.IG)

for d; € R, i =1,...,m. Men af (B.14) folger, at {u1,...,Up,w1,...,wg} er
en linezert uafhengig meengde, hvormed (B.16) er opfyldt hvis og kun hvis

co=-=cp=dy = =dy=0. (B.17)
Benyt dette i (B.15), sa fas
a1y + - + Gty + b1y + -+ bjv; = 0. (B.18)

Da {u1,...,Up,v1,...,v;} ifolge (B.13) er en linesert uatheengig meengde, er
(B.18) opfyldt hvis og kun hvis

G = =ap=b = =bj=0. (B.19)
Af (B.17) og (B.19) fas, at den eneste lgsning til (B.15) er nullgsningen. Dermed

er B en linezert uafthengig mengde og saledes basis for U; + Us. |

Ved satning B.3.2 kan vi vise det gnskede resultat vedrgrende den direkte sum.
Forst defineres denne.
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Definition B.3.3 (Direkte sum)
Et vektorrum V siges at vaere den direkte sum af underrummene Uy, ..., Uy,
hvisV=U; +---+Uy og Uy N(Uy +---+U;j_y) = {0} for hvert j =2,...,m.

I dette tilfaelde skriver vi, at V=TU; @ --- @ Up,.
Saetning B.3.4

LadV=U, ®&Us ®---® U, hvor V er et endeligt-dimensionalt vektorrum og
U; CV fori=1,...,m. Lad B; veere en basis for U;. Sa gaelder at

1. dim{V} =dim{U; } + dim{ U } + - -- 4+ dim{ Uy, };

2. for enhver vektor v € V er der én og kun én made at skrive v = u; +
-+« + Uy, hvor u; € Uj;

3. By =B1U---UB,, med B; N Bj =0 fori # j er en basis for V.

Bevis:

ad. 1 Af setning B.3.2 og definition B.3.3 fas

dim{V} =dim{U; +... 4+ Uy, } =dim{U,, + (U +... + Up_1) }
=dim{ U, } + dim{U; +... + Up—1 }
—dim{Um ﬂ(Ul -|-"'+Um_1)}

7

-0
=dim{ U, } + dim{ U1 + (Uy +... + Up—2) }
=dim{ U, } + dim{Uy—; } + dim{U; +... + Up,—2 }
— dim{EUm—l N (Ul + - +Um_2)1}

=0

= dim{U,, } +--- + dim{ U }.

ad. 2 Antag der er to mader at reprasentere en vektor v € V som en sum af
vektorer i hhv. Uy, ..., Uy,; dvs

v=a1+ -+ Ty =ur+ -+ Uy, (B.20)
hvor @;,u; € U; for 2 = 1,...,m. Dermed féar vi, at

wm_um:(ul‘i‘"'—l—’um,l)—($1+"'+$m)
—_———
€Um
= (U1 =)+ (e — @),

€Us+-AUpm—1

Dvs @ — Uy, € Uy, N(Uy ++ - - +Upy—1) hvormed folger af definition B.3.3,
at &y, = Uy, Dermed kan @, og u,, elimineres i (B.20) og ved at gentage
argumentet yderligere (m — 2) gange fés, at ©; = u; for i = 1,...,m.
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ad. 3 Eftersom B; er en basis for U; geelder, at
U +---4+U, =Span{ B U---UB, }.

Vi mangler at vise, at B; U--- U B,, er en linexrt uafhengig maengde.

Lad B; = {z(,1),---, %)} 0g antag, at

7]1 a]m
Z QR+ + Z arx, = 0.
k=(m,1)
_/—’ ——
[SOR el

Af punkt 2 folger at ovenstiende er opfyldt hvis og kun hvis, at

7]1 a]m

Z aka:k—O Z akazk—o

k=(m,1)

Idet B; er en linezert uafhaengige mangde fas af ovenstaende, at a(y1,) =

=) =0, Q1) = = Q) = 0. Dermed er By U---UB,,

en linezert uafhaenglg meengde hvormed, By = By U---UB,, er en basis
for V.

[

I nogle lererbgger (f.eks [Lay, 1997, p. 15]) defineres den direkte sum af un-
derrummene Uy, ..., U, til at veere et vektorrum V, for hvilket punkt 2 i seet-
ning B.3.4 er opfyldt. Bemeerk at punkt 3 i seetning B.3.4 ligeledes giver et bevis
for punkt 1, idet antal elementer i basen B; er dim{ U; }.
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BirLAGg C

Hjalperesultater

Dette bilag indeholder et resultat, som beskriver egenvaerdien k£ til bade en ikke-
retningsbestemt og en retningsbestemt steerkt regulser graf. Yderligere findes
nogle elementaere resultater af algebraisk karakter til brug i kapitel 4 samt et
lemma i forbindelse med Kroneckerproduktet i kapitel 5.

C.1 Algebraisk grafteori

Nabomatricen A for en ikke-retningsbestemt (n, k; A, p)-steerkt reguleer graf I'
og nabomatricen B for en (n, k; A, i, t)-RSRG F har begge rackke- og spjlesum k
ifglge hhv. bemaerkning 1.1.5 og definition 4.0.14. Nabomatricen for en regulser
graf af valens k har ligeledes reekke- og sgjlesum k. Dermed geelder fglgende resul-
tat bade for ikke-retningsbestemte og retningsbestemte steerkt reguleere grafer.

Proposition C.1.1 Lad " vere en k-requleer graf med n punkter. Sa gelder at

1. k er egenveerds til T';

2. hvis I' er sammenhengende, sa er den geometriske multipliciteten of k én;

3. for enhver egenveerdi \ til T’ geelder, at |A| < k.

Bevis:

ad. 1 Lad j = [l1,1s,...,1,]" og lad A veere nabomatrix til T'. Idet ' er k-
reguleer, er der preecis k indgange lig én i A’s rackker (og sojler). Dermed
far vi, at

Aj =kj.

Dvs k er en egenveerdi til T'.
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ad. 2

ad. 3

Lad = [x1,Z2,...,2,]" veere en ikke-triviel egenvektor til T’ med tilhg-
rende egenveerdi k; dvs Ax = kx. Lad z; veere en indgang i @ der opfylder,
at |z;| > |zj| for j =1,...,n. Idet (Ax); = kx; fas, at

n

k.’I)i = (A:c)z = Z(A)U.’I)] = Z L. (Cl)

J=1 J
{'Ui,’l]j} c kT
Da |z;| > |z;]| for alle ¢ og vi summer over k z;’er folger af (C.1), at z; = x;
for de k z;’er i i’te reekke hvor {v;,v;} € ET.
Hvis I' er sammenhangende fas ved at gentage ovenstaende argument, at
xj = z; for alle 5. Dvs enhver egenvektor x til I' med tilhgrende egenveerdi
k er et multiplum af 7. Dermed er dimensionen af egenrummet V; til k
lig én.

Lad y = [y1,...,yn]? veere en ikke-triviel egenvektor til I' med tilhgrende
egenveerdi A; dvs Ay = Ay. Lad y; betegne en indgang i y der opfylder, at
lyil > |y;| for j =1,...,n. Ved samme argument som i beviset for punkt

2 fas
Z Yj = Ni-

J
{Uiavj} € LD

Heraf folger at

Myl =il =] DY wl< D Iyl <kul (C2
{vi,vj%» € ET {’l]i,?]j%’ € ET
Y
A < k.

Bemeerk at sidste ulighedstegn i (C.2) folger af at I er k-reguleer.

C.2 Elementzer algebra

I dette afsnit betegner a|b, at a gér op i b. Yderligere betegner gcd (a,b) den
storste feelles divisor af a og b [Allenby, 1991, Definition 1.4.1].

Lemma C.2.1 Lad a|c og b|c for a,b,c € Z. Hvis gcd(a,b) = 1 gelder, at

ab | c.

Bevis:
Idet a|c har vi, at

E:m<:>c:am for meZ. (C.3)
a
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Idet ged (a,b) = 1 fas af ovenstaende, at
b|c:>b|am:>b|m:>%:n<:>m:bn for neZ. (C4)

Af (C.3) og (C.4) fas

c am  abn
ab  ab ab or mes;

dvs ab| c. [ ]

Lemma C.2.2 Huvis (a® + b?) er et lige heltal gelder, at (a —b) og (a + b) er
lige heltal.

Bevis:
Lad (a? + b%) veere et lige heltal s geelder

2] (a® + b%) = 2| (a — b)(a +b).

Idet to er et primtal fplger [Allenby, 1991, Definition 1.3.5 (iii)], at 2| (a — b)
eller 2| (a +b). Antag W.L.O.G at 2| (a — b); dvs

a;b:m@a—b:%n for meZ.
Heraf folger
a+b a—-0b+20 2m+2b 2(m+b) _
= 5 === 5 = (m+0b) € Z;
dvs 2| (a +b). [ ]

C.3 Kroneckerprodukt

I almindelighed er Kroneckerproduktet ikke kommutativt ligesom almindelig
matrixmultiplikation ikke er kommutativt for matricer forskellig fra identitets-
matricen.

Lemma C.3.1 Lad B vere nabomatriz for en (n,k; A\, i, t)-RSRG. Sd geelder

(B 029 Jm)(In ® (Jm - Im)) = (In ® (Jm - Im))(B 0 Jm)'
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Bevis:
Ved brug af lemma 5.1.2 og lemma 5.1.3 fas

BeJ) L ®Jm—I,)=B8J,) I, @I, -1, ®L,)
=B®JI)I, o3, - B3, 1, a1,
= BI, ®J?, — BL, ® J,, L,
=1,B®J -1,B®1,7J,
=L ®Jn)B3JIn) - (I, @Ly)(B®JIn)
=L, ), -1, (BoJ,)
=1, Jm—I,)(BI,).
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Symbolliste

Betydning

mangden af naturlige tal

mengden af hele tal

meangden af rationale tal

mengden af reelle tal

mengden af komplekse tal

n-dimensionale Euklidiske rum
feellesmaengde

foreningsmaengde

er en delmaengde af

er en egte delmaengde af

dimensionen af C

endelig graf

den komplementzere graf til en given graf I'
punktmaengden for en graf I'

kantmaengden for en graf I'

en kant mellem to punkter u og v i en givet graf
en komplet graf med n punkter

komplet mangedelt graf med k punktklasser
og nj, t = 1,...,k punkter i hver klasse
nabomatrix for en graf I’

trace af en matrix A

identitetsmatricen

matricen med én i alle indgange

1-vektoren

nabomatrix for den komplementzere graf I’
kernen af en linezr transformation A
nulrummet af en matrix A

egenrummet hgrende til egenveerdien i € {k, 0, p}
projektionsmatrix pa egenrummet

V; for i € {k,0, p}

vektorrummet udspeendt af Vi,V og V,
billedrummet af en linezr transformation A

dimensionen af billedrummet af en lineser transformation A

Schur-Hadamard produktet mellem A og B
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108 Symbolliste
Symbol Betydning Side
GF(q) endeligt legeme med ¢ elementer 29
Q mengden af kvadrater 29
N mengden af ikke-kvadrater 32
LK, latinsk kvadrat af orden n 33
L,(n) latinsk kvadrat graf 33
falz,y) repraesentation af et LK, ved et polynomium 35
F retningsbestemt graf 39
uU—v retningsbestemt kant fra w til v 39
B nabomatrix for en retningsbestemt graf 39
RSRG retningsbestemt steerkt reguleer graf 40
k indgraden og udgraden 9,40
A antal stier af leengde to givet at u — v 9,40
W antal stier af leengde to givet at u = v 5,40
t antal ikke-retningsbestemte kanter incident med 40
W.L.O.G uden tab af generalitet 48
A®B Kroneckerproduktet mellem to matricer A og B 52
I, k x k identitetsmatrix for ethvert k 53
Ji k x k matrix med én i alle indgange for ethvert k 03
H skeev Hadamard matrix 62
id(wv) antal punkter der dominerer v 65
id(v,w) antal punkter der dominerer bade v og w 65
Jk vektoren bestaende af k ét-taller 71
{0,1}-matrix matrix med indgange lig én eller nul 71
llyl| normen eller leengden af en vektor 72
d(v,w) afstanden mellem v og w 83
T, turnering af orden n 85
od(v) antal punkter domineret af v 85
od(v,w) antal punkter domineret af v og w 85
DRT, dobbelt reguleer turnering af orden n 85
7(e) antal kredse af laengde tre indeholdene kanten e 87
HT, homogen turnering af orden n 87
UoW direkte sum mellem to vektorrum 100
alb agaropib 104
ged (a,b) den storste feelles divisor af a og b 104
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