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ForordDenne rapport er lavet som spe
iale i algebraisk grafteori på 7. semester vedAalborg Universitet, Institut for matematiske fag. Forudsætningerne for udar-bejdelsen af spe
ialet har sin oprindelse i et projektenhedskursus i algebraiskgrafteori på Mat4.Den behandlede teori i dette spe
iale vedrører to overordnede emner indenforalgebraisk grafteori; de stærkt regulære grafer og de retningsbestemte stærktregulære grafer. Motivationen af dette valg beror på grafernes interessante egen-skaber, som muliggører mange forskellige konstruktionsmetoder. Teorien omfat-ter primært den mulige eksistens af disse grafer. I den forbindelse søges generelleresultater for de tilfælde, der ikke giver anledning til eksistens.I indledningen gives et resume af hvert kapitel. Herunder redegøres for de kil-der, der har fungeret som inspiration. Kildehenvisninger angives efter Haward-prin
ippet; dvs [forfatter, årstal, sætning/sidetal℄. Beviser afsluttes med � ogeksempler med �:Spe
ialet er skrevet i dataprogrammet LATEX.
Aalborg, den 14. de
ember 2001

Jakob Peter Thomsen
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IndledningDe stærkt regulære grafer blev opdaget i 1959 af R.C. Bose og D.M. Mesner i enartikel, hvori der redegøres for relationen mellem algebraer og asso
ieringsske-maer [Bose and Mesner, 1959℄. Men først i 1963 introdu
eres de stærkt regulæregrafer af R.C. Bose [Bose, 1963℄. Syv år senere i 1970 udledes de af teorien omkombinatoriske designs [Goethals and Seidel, 1970℄. Året efter relateres de tilpermutationsgrupper af D.G. Higman [Higman, 1971℄ og efter yderligere �re årtil egenværdier af A.J. Ho�man [Ho�man, 1975℄. Herefter forskes meget i teo-rien vedrørende de stærkt regulære grafer og i dag �ndes omfattende litteraturindenfor emnet.Med introduktion i 1963 er teorien om de stærkt regulære grafer en forholdsvisny dis
iplin indenfor algebraisk grafteori. Endnu nyere er teorien om de retnings-bestemte stærkt regulære grafer, som blev indført af A.M. Duval i 1986 [Duval,1988℄.Den grafteoretiske notationen i dette spe
iale er primært inspireret af [Biggs,1993℄ og [Chartrand and Lesniak, 1996℄. Mange symboler har samme betyd-ning gennem rapporten, og er anført i symbollisten bagerst i rapporten. Enkeltegange forekommer symboler med en bestemt betydning som variable, men i dissetilfælde fremgår det af teksten.Efterfølgende gives et kort resume af hvert kapitel og bilag.Kapitel 1: Stærkt regulære graferDe stærkt regulær grafer de�neres og inddeles i to klasser; de primitive ogde imprimitive. Der redegøres for hvornår en stærkt regulær graf er im-primitiv, hvorefter det kun er de primitive der betragtes. Efter indførelsenaf nabomatri
en og egenværdier gives en betingelse for hvornår en grafer stærkt regulær. Egenværdierne til en stærkt regulær graf samt multi-pli
iteterne af disse bestemmes. Ved bestemmelse af multipli
iteterne fåsheltalsbetingelsen. Denne giver restriktioner på parametrene til en stærktregulær graf ved multipli
iteterne til en sådan. Dermed fungerer heltalsbe-tingelsen som et redskab til evt. at afvise eksistensen af en stærkt regulærgraf.Kapitlet er inspireret af [Godsil, 1993, pp. 177-180℄ og [Godsil and Royle,2001, pp. 217-221℄. 1



2 INDHOLDSFORTEGNELSEKapitel 2: Ikke-eksistenssætningerI forlængelse af heltalsbetingelsen i kapitel 1 vises yderligere et resul-tat vedrørende eksistens; den absolutte grænse for stærkt regulære gra-fer. Denne begrænser antallet af punkter i en stærkt regulær graf, �; vedmultipli
iteterne til egenværdierne til �: Således kan den absolutte grænsebruges til evt. at afvise eksistensen af en stærkt regulær graf.Kapitlet er inspireret af [Neumaier, 1981℄, [Cameron and van Lint, 1991,pp. 200-204℄, [Kveiborg and Laursen, 1997, pp. 31-37℄ og [Jørgensen, 2000℄.Kapitel 3: Typer af stærkt regulære graferTo typer af stærkt regulære grafer de�neres; konferen
e og latinsk kva-drat grafer. Der vises at en stærkt regulær graf af primtalsorden er enkonferen
e graf. Den uendelige familie af konferen
e grafer kaldet Paleygrafer de�neres og parametrene for en sådan bestemmes. Latinske kva-drater de�neres og bruges til konstruktion af en type af stærkt regulæregrafer. Indbyrdes ortogonale latinske kvadrater de�neres, og disse giveranledning til endnu en konstruktion. Parametrene til de to sidstnævntekonstruktioner af stærkt regulær grafer bestemmes.Kapitlet er inspireret af [Godsil, 1993, pp. 180-184℄, [Gramkow and Han-sen, 1997, p. 17℄, [Laywine and Mullen, 1998, pp. 3-9, 18-22, 120-123℄ og[Godsil and Royle, 2001, pp. 221-223℄.Kapitel 4: Retningsbestemte stærkt regulære graferDe retningsbestemte stærkt regulær de�neres, og mange af resultaternevedrørende betingelser for parametersættet af en (ikke-retningsbestemt)stærkt regulær graf vises at gælde for denne type grafer. De retningsbe-stemte stærkt regulære grafers relation til de dobbelt regulære turnerin-ger de�neret i bilag A undersøges. Heltalsbetingelsen for en retningsbe-stemt stærkt regulær graf vises at være ækvivalent med den for (ikke-retningsbestemte) stærkt regulære grafer. Der vises at en retningsbestemtstærkt regulær graf ikke kan have primtalsorden.Kapitlet er inspireret af [Duval, 1988℄ og [Jørgensen, 2000, Theorem 10℄.Kapitel 5: Krone
kerprodukt konstruktionTo familier af retningsbestemte stærkt regulære grafer konstrueres vedbrug af Krone
kerproduktet. Parametrene til disse grafer bestemmes. Denene af disse konstruktioner vil senere vise sig nyttig i kapitel 7 til at viseeksistensen af en (8s; 4s; s; 3s; 3s)-RSRG.Kapitlet er inspireret af [Duval, 1988℄, [Kveiborg and Laursen, 1997, pp.37-38℄ og [Godsil and Royle, 2001, p. 206℄.Kapitel 6: Eksistens af RSRG med t = 0En Hadamard og en skæv Hadamard matrix de�neres. Der gives et resultattil konstruktion af en Hadamard matrix via Krone
kerproduktet de�nereti forrige kapitel. Ved brug af skæv Hadamard matri
er, dobbelt regulære



INDHOLDSFORTEGNELSE 3turneringer samt deres relation til retningsbestemte stærkt regulære grafer(undersøgt i kapitel 4) vises at der eksisterer en retningsbestemt stærktregulær graf med t = 0:Kapitlet er inspireret af [Ryser, 1963, pp. 102-108℄, [Reid and Brown, 1972℄og [Hall, 1986, Lemma 14.1.6, p. 247℄.Kapitel 7: Eksistens og entydighed af en (8s; 4s; s; 3s; 3s)-RSRGDer vises at rangen af en (8s; 4s; s; 3s; 3s)-RSRG er tre og, at der eksistereren entydig (8; 4; 1; 3; 3)-RSRG. Ved disse to resultater samt en række lem-maer vises at der eksisterer en entydig (8s; 4s; s; 3s; 3s)-RSRG for ethvertheltal s:Kapitlet er inspireret af [Hammersley, 1983, pp. 49-51℄ og [Jørgensen,2000℄.Kapitel 8: EpilogDer afrundes med et eksempel på konstruktion af en retningsbestemtstærkt regulær graf ud fra en (ikke-retningsbestemt) stærkt regulær graf.Kapitlet er inspireret af [Hobart, 2001℄.Bilag A: TurneringerDobbelt regulære og homogene turneringer de�neres og vises at være ækvi-valente. Resultatet benyttes i kapitel 4 til at vise, at en retningsbestemtstærkt regulær graf med t = 0 er en dobbelt regulær turnering og i kapitel 6til at vise den modsatte vej.Bilaget er inspireret af [Reid and Brown, 1972℄.Bilag B: Lineær AlgebraSpektralsætningen for symmetriske n�nmatri
er vises hvoraf den spektraledekomposition i afsnit B.1.1 følger. Den spektrale dekomposition benyttesi kapitel 2 til at skrive nabomatri
en for en stærkt regulær graf, �; somen linearkombination af projektionsmatri
erne på egenrummene for egen-værdier til �: Yderligere benyttes spektralsætningen i kapitel 1 og 3 tilat bestemme summen af multipli
iteterne til egneværdierne til en stærktregulær graf.Nabomatri
en for en retningsbestemt stærkt regulær graf er ikke symme-trisk, hvorfor vi i afsnit B.2 bestemmer summen af multipli
iteterne foregenværdierne til en retningsbestemt stærkt regulær graf. Yderligere udle-des et resultat vedrørende rangen af nabomatri
en for en retningsbestemtregulær graf, som benyttes i kapitel 7.Til sidst gives et resultat vedrørende dimensionen af et vektorrum, udtryktsom en direkte sum af underrum.Bilaget er inspireret af [Sernesi, 1993℄, [Fraleigh and Beauregard, 1995℄,[Lay, 1997℄, [Axler, 1997℄, [Jørgensen, 1999℄ og [Meyer, 2000℄.



4 INDHOLDSFORTEGNELSEBilag C: HjælperesultaterMultipli
iteten af egenværdien k til både retningsbestemte og ikke-retningsbestemtestærkt regulære grafer bestemmes til én. Dette resultat bruges �ere gangegennem spe
ialet. Yderligere �ndes to elementære resultater fra algebra tilbrug i kapitel 4 samt et resultat vedrørende Krone
kerproduktet til brugi kapitel 5.Bilaget er inspireret af [Biggs, 1993, Proposition 3.1℄ og [Allenby, 1991℄.



Kapitel 1Stærkt regulære graferEn endelig graf � består af en endelig mængde punkter V � = fv1; v2; : : : ; vng;hvor to forskellige punkter i � enten er naboer eller ikke-naboer. Er to punkter i� naboer udgør de en kant. Kantmængden, E�; kan betragtes som mængden afuordnede par af elementer i V �: Vi betragter kun endelige grafer uden multiplekanter mellem nabopunkter og uden loops [Biggs, 1993, pp. 3-4℄.En graf � siges at være regulær af valens k (eller k-regulær), hvis ethvert punktu 2 V � har valens k:De�nition 1.0.1 (Stærkt regulær graf)En graf � med n punkter er stærkt regulær med parametre (n; k;�; �), hvis1. � er regulær af valens k2. ethvert par af nabopunkter har � fælles naboer3. ethvert par af ikke-nabopunkter har � fælles naboer.� siges at være (n; k;�; �)-stærkt regulær.En komplet og en tom graf er trivielle eksempler på stærkt regulære grafer.Ved en tom graf forstås det komplementære til en komplet graf. De�nition 1.0.1udvides til ikke at omhandle komplette og tomme grafer.Et andet eksempel på en stærkt regulær graf er petersen grafen (se forside),som er (10; 3; 0; 1)-stærkt regulær. Komplementærgrafen til petersen grafen eren (10; 6; 3; 4)-stærkt regulær graf.Sætning 1.0.2Hvis � er en (n; k;�; �)-stærkt regulær graf, så er den komplementære graf �stærkt regulær med parametre (n; k = n�k�1;� = n�2k�2+�; � = n�2k+�):Bevis:For ethvert par af punkter u; v 2 V � = V � gælderfu; vg 2 E�, fu; vg =2 E� og fu; vg =2 E�, fu; vg 2 E�: (1.1)5



6 Stærkt regulære graferIdet der �ndes n� k � 1 ikke-nabopunkter til ethvert punkt u 2 � fås, at � erregulær med valens k = n� k � 1:Ethvert par af nabopunkter u; v i � har, ifølge de�nition 1.0.1, � fælles naboer.Punktet u har k���1 naboer i �; som ikke er nabo til v og ligeledes har v præ
isk���1 naboer i �; som ikke er nabo til u: Dermed �ndes n�2(k���1)�2�� =n� 2k + � punkter i �; som ikke er nabo til hverken u eller v: Bemærk at dertrækkes to fra n; idet punkterne u og v ikke tæller som ikke-nabopunkter. Detfølger af (1.1), at ethvert par af ikke-nabopunkter u; v i � har � = n � 2k + �fælles naboer.Ethvert par af ikke-nabopunkter u; v i � har, ifølge de�nition 1.0.1, � fællesnaboer i �: Punktet u (hhv. v) har k � � naboer, som ikke er nabo til v (hhv.u). Således �ndes n� 2(k � �)� 2� � = n� 2k � 2 + � punkter i �; som ikkeer nabo til hverken u eller v: Det følger af (1.1), at ethvert par af nabopunkteru; v i � har � = n� 2k � 2 + � fælles naboer. �Parameteren k i foregående bevis kan udtrykkes ved k; � og � forudsat, at � 6= 0:Sætning 1.0.3Lad � være en (n; k;�; �)-stærkt regulær graf og lad � være den komplementæregraf til � med valens k = n� k � 1: Så gælderk(k � 1� �) = (n� k � 1)�:Bevis:Beviset følger ved at tælle kanter på to forskellige måder.1. Lad u; v 2 V �; fu; vg 2 E�; så har u og v præ
is � fælles naboer idet� er (n; k;�; �)-stærkt regulær. Yderligere er der k � 1 � � naboer til v;som ikke er nabo til u: Idet u har k naboer som v; �ndes der k(k� 1� �)kanter i �; som forbinder naboer til u med ikke-naboer til u:2. Lad u; v 2 V �; fu; vg =2 E�; så har u og v præ
is � fælles naboer. Idetu har n � k � 1 ikke-naboer som v; �ndes der (n � k � 1)� kanter, somforbinder ikke-naboer til u med naboer til u:Af punkt 1 og punkt 2 fåsk(k � 1� �) = (n� k � 1)�: �En stærkt regulær graf � kaldes primitiv hvis både � og dens komplementære� er sammenhængende. Hvis � ikke er primitiv, siges den at være imprimitiv.Proposition 1.0.4 En (n; k;�; �)-stærkt regulær graf � er imprimitiv hvis ogkun hvis � = k eller � = 0:



7Bevis:Først vises, at � er usammenhængende, � = 0: Antag � er usammenhængendeog lad �1 være en komponent af �: For vilkårlige punkter u 2 V �1 og v 2V �; v =2 V �1 gælder, at fu; vg =2 E� samt u og v har ingen fælles naboer. Da �er (n; k;�; �)-stærkt regulær fås, at � = 0: Omvendt hvis � = 0 og fu; vg =2 E�for u; v 2 V �; så �ndes der ingen vej [Chartrand and Lesniak, 1996, p. 17℄ frau til v; og dermed er � usammenhængende. Dvs at � er sammenhængende hvisog kun hvis � > 0: Tilsvarende gælder, at � er sammenhængende hvis og kunhvis � > 0:Nu vises, at � er usammenhængende , � = k: Antag at � er usammenhæn-gende, så er � = 0: Af sætning 1.0.2 følger, at � = n�2k+� = 0, � = 2k�n:Så følger af sætning 1.0.3 k(k � 1� �) = (n� k � 1)�k(k � 1� 2k + n) = (n� k � 1)�k(n� k � 1) = (n� k � 1)�k = �:Omvendt hvis � = k; så fås af sætning 1.0.3, at � = 2k � n: Af sætning 1.0.2følger, at � = n� 2k+� = n� 2k+2k�n = 0: Vi fandt i starten af beviset, athvis � = 0 er � usammenhængende. Dvs � er usammenhængende hvis og kunhvis � = k: �Af ovenstående proposition følger, at en imprimitiv stærkt regulær graf entener en disjunkt foreningsmængde af komplette grafer eller en komplet mangedeltgraf. I efterfølgende korollar betegner Kk+1 en komplet graf med k+ 1 punkterog K(k+1)1; (k+1)2; :::; (k+1)m en komplet mangedelt graf med m punktklasser hverbestående af k + 1 punkter.Korollar 1.0.5 Lad � være en imprimitiv (n; k;�; �)-stærkt regulær graf. Hvis1. � = 0; så er � isomorf med mKk+1 for et m > 1;2. � = k; så er � isomorf med K(n�k)1; (n�k)2; :::; (n�k)m for et m > 1:Bevis:ad. 1 Lad u; v; w 2 V � med fu; vg 2 E� og fu;wg 2 E�: Idet � = 0 følger,at fv; wg 2 E�: Dvs ethvert par af nabopunkter til et punkt u 2 V �er naboer og da � er k-regulær er � = k � 1: Betragt nu kun punkterneu; v 2 V �: Idet � = k � 1 og u har k naboer, så er de resterende k � 1naboer til v præ
is de � = k�1 punkter, som u og v har tilfælles. Dermeder enhver komponent af � en komplet graf med k+1 punkter; dvs � er endisjunkt foreningsmængde af et antal Kk+1:



8 Stærkt regulære graferad. 2 Ved indsættelse af � = k i sætning 1.0.3 fås, at � = 2k � n: Betragt nuden komplementære graf �; så følger af sætning 1.0.2� = n� 2k + � = n� 2k + 2k � n = 0:Dvs den komplementære graf til � ifølge punkt 1 er en foreningsmængde afm; m > 1; disjunkte komplette grafer, hver med k+1 = (n� k� 1)+1 =n� k punkter. Dermed er � en komplet m-delt graf, m > 1; med (n� k)punkter i hver punktklasse. �Fremtidige resultater om stærkt regulære grafer indbefatter ikke imprimitivestærkt regulære grafer.1.1 EgenværdierEgenværdierne til en stærkt regulær graf, �; er bestemt af parametrene til �:Ved egenværdier til � forstås egenværdierne hørende til nabomatri
en for �:De�nition 1.1.1 (Nabomatrix)Lad � være en graf med punktmængde fv1; v2; : : : ; vng; så er nabomatri
en for� en n� n matrix A; hvis indgange er givet ved(A)ij = (1; hvis fvi; vjg 2 E�;0; ellers.Det følger af de�nition 1.1.1, atA er en reel, symmetrisk matrix og at tr(A) = 0:Da vi kun betragter grafer uden loops, er alle diagonalindgange i A nul.Lemma 1.1.2 Lad A være en reel symmetrisk matrix. Hvis u og v er egenvek-torer til A med forskellige egenværdier, så er u og v indbyrdes ortogonale.Bevis:Lad Au = �u og Av = �v: Da A er symmetrisk fåsuTAv = (vTAu)TuT �v = (vT�u)TuT �v = uT�v�uTv � �uTv = 0uTv(� � �) = 0: (1.2)Hvis � 6= � følger det af (1.2), at uTv = 0 og dermed u ? v: �



1.1. Egenværdier 9Lemma 1.1.3 Lad � være en graf af orden n med nabomatrix A: Antallet afveje af længde l fra vi til vj i � er lig indgangen på position (i; j) i matri
enAl; l 2 N [ f0g:Bevis:Beviset følger ved induktion efter l:Lemmaet er opfyldt for l = 0; 1 idet A0 = I og A1 = A: For l = 2 fås position(i; j) i A2 til (A2)ij = (AA)ij = nXh=1(A)ih(A)hj : (1.3)Række i i A udpeger nabopunkter til vi 2 V �; og søjle j i A udpeger nabo-punkter til vj 2 V �: Dvs (1.3) er antallet af punkter, der er nabo til både vi ogvj og dermed antallet af veje af længde to fra vi til vj:Induktionsantagelse: Antag at lemmaet er opfyldt for l � 1 med l > 2; så skallemmaet vises for l:Position (i; j) i Al er givet ved(Al)ij = (Al�1A)ij = nXh=1(Al�1)ih(A)hj : (1.4)Ifølge induktionsantagelsen er (Al�1)ih antal veje af længde l � 1 fra vi til vh;og (A)hj er antal veje af længde én fra vh til vj : Dermed er (1.4) antal veje aflængde l fra vi til vj : �Lad J betegne matri
en der opfylder, at (J)ij = 1:Lemma 1.1.4 Lad � være en graf, som ikke er komplet eller tom, med nabo-matrix A: Så er � (n; k;�; �)-stærkt regulær hvis og kun hvisA2 = kI+ �A+ �(J� I�A): (1.5)Bevis:Ifølge lemma 1.1.3 er (i; j)-indgangen i A2 antal veje af længde to fra vi til vj i�: Hvis � er (n; k;�; �)-stærkt regulær, er der tre mulige værdier for (A2)ij :1. i = jI dette tilfælde er vi og vj det samme punkt. En vej af længde to fås såledesved at gå til et nabopunkt til vi = vj og tilbage igen. Da � er k-regulærfår vi k veje af længde to.2. i 6= j; vi og vj naboerEn vej af længde to fra vi til vj fås ved at gå gennem et fælles punkt tilvi og vj : Da � er (n; k;�; �)-stærkt regulær, er der � veje af længde to.



10 Stærkt regulære grafer3. i 6= j; vi og vj ikke-naboerEn vej af længe to fra vi til vj fås igen ved at gå gennem et fælles punkttil vi og vj : Da � er (n; k;�; �)-stærkt regulær, er der � veje af længde to.Ved at sammenholde de tre ovenstående tilfælde fås, atA2 = kI+ �A+ �(J� I�A):Hvis vi omvendt tager udgangspunkt i ligning (1.5) fås, ved brug af de tre oven-stående muligheder for indgangene iA2; at grafen � hørende tilA er (n; k;�; �)-stærkt regulær. �Bemærkning 1.1.5 Idet � fra lemma 1.1.4 er k-regulær indholder hver søjleog række i A præ
is k ét-taller, hvormedAJ = JA = kJ:Ved brug af ligning (1.5) kan egenværdierne til en stærkt regulær graf � mednabomatrix A bestemmes.Korollar 1.1.6 Lad � være en (n; k;�; �)-stærkt regulær graf med nabomatrixA: Hvis � := (� � �)2 + 4(k � �); så er egenværdierne for A k; � = ���+p�2og � = ����p�2 :Bevis:Idet � er k-regulær fås Aj = kj;hvor j er vektoren bestående af ét-taller. Dermed er k en egenværdi til A medtilhørende egenvektor j: Lad � 6= k være en anden egenværdi til A med egen-vektor z; så følger af lemma 1.1.2, at z ? j: Af lemma 1.1.4 fåsA2 = kI+ �A+ �(J� I�A)A2 � (�� �)A� (k � �)I = �J:Ved multiplikation af z på begge sider af lighedstegnet fåsA2z � (�� �)Az � (k � �)z = �JzA2z � (�� �)Az � (k � �)z = 0; (1.6)hvor der benyttes, at z ? j: At � er en egenværdi til A med egenvektor zbetyder, at Az = �z: Heraf følger at A2z = �2z: Udnyt dette i (1.6), så fås�2z � (�� �)�z � (k � �)z = 0�2 � (�� �)� � (k � �) = 0: (1.7)



1.1. Egenværdier 11For at �nde de resterende egenværdier løses andengradsligningen (1.7).� = b2 � 4a
 = (�� �)2 + 4(k � �); � = �b+p�2a = (�� �) +p�2 (1.8)� = �b�p�2a = (�� �)�p�2 : (1.9)�Proposition 1.1.7 Lad � være en (n; k;�; �)-stærkt regulær graf med egenvær-dier k; � og � og nabomatrix A: Så er egenværdierne k; � og � til komplemen-tærgrafen � givet vedk = n� k � 1 ; � = �1� � og � = �1� �:Bevis:I beviset for korollar 1.1.6 fandt vi, at Aj = kj: Idet nabomatri
en for � erA = (J� I�A) gælder (J� I�A)j = Jj � j �Aj= nj � j � kj= (n� 1� k)j;og dermed er k = n� k � 1 egenværdi til �:Idet � er egenværdier til A; �ndes der en vektor x; så Ax = �x: Af lemma 1.1.2følger, at j ? x: Idet J er matri
en, hvis rækker (og søjler) er j; får vi(J� I�A)x = Jx|{z}=0 �x�Ax= (�1� �)x:Dermed er � = �1� � egenværdi for �: Tilsvarende kan vises, at � = �1� � eregenværdi for �: �For egenværdierne i korollar 1.1.6 gælder, at �� = (� � k): Da � er stærktregulær er � � k: Hvis � = k følger af proposition 1.0.4, at � er imprimitiv,hvormed vi ønsker � < k: Dvs � og � har modsat fortegn, hvormed det følger af(1.8) og (1.9), at � < 0 < �: Multipli
iteten m� og m� af hhv. � og � er ligesomegenværdierne bestemt ved parametrene til �: Multipli
iteten af egenværdien ker én ifølge sætning B.1.3 og proposition C.1.1. Af sætning B.1.3 følger atm� +m� = n� 1: (1.10)Summen af alle egenværdierne er tr(A) = 0 [Axler, 1997, p. 217℄, hvormedm�� +m�� = �k: (1.11)



12 Stærkt regulære grafer(1.10) og (1.11) er to ligninger med to ubekendte, som ved løsning giverm� = �(n� 1)�+ k� � � ; m� = (n� 1)� + k� � � : (1.12)Af (1.8) og (1.9) følger, at (�� �) = p� og ved indsættelse af parametrene forhhv. � og � i (1.12) fåsm� = 12 �n� 1� 2k + (n� 1)(�� �)p� � (1.13)m� = 12 �n� 1 + 2k + (n� 1)(�� �)p� � : (1.14)Dam� ogm� nødvendigvis er positive heltal giver (1.13) eller (1.14) en betingelsefor, om den givne (n; k;�; �)-stærkt regulære graf � eksisterer. Dette er kendtsom heltalsbetingelsen.Bemærkning 1.1.8 Ved at udføre ovenstående argumenter og beregninger påegenværdierne (�1� �) og (�1� �) for den komplementære graf � fås, at mul-tipli
iteten for disse erm(�1��) = m� og m(�1��) =m� ;hvor m� og m� er multipli
iteterne for egenværdier � og � hørende til den(n; k;�; �)-stærkt regulære graf �:Lemma 1.1.9 En sammenhængende regulær graf med præ
is tre forskelligeegenværdier er en stærkt regulær graf.Bevis:Antag at � er en sammenhængende k-regulær graf med n punkter, nabomatrixA og præ
is tre egenværdier. Idet � er k-regulær, er k en egenværdi til �: Lad �og � være de to andre egenværdier. Lad p(x) = (x� k)(x� �)(x� �); så gælder[Axler, 1997, Cayley-Hamilton Theorem 9.20℄p(A) = (A� kI) (A� �I)(A� �I)| {z }=q(A) = 0:Dvs søjlerne i q(A) er i kerfA� kI g; som kaldes egenrummet af A hørendetil egenværdien k: Da � er sammenhængende, er k en simpel egenværdi ifølgeproposition C.1.1, hvormed dimf kerfA� kI g g = 1: IdetAj = kj , (A� kI)j = 0;er egenrummet af A hørende til k udspændt af j: Dvs enhver søjle i q(A) er etmultiplum af j; og da q(A) er en symmetrisk matrix fåsq(A) = 
J ; for et 
 2 R(A� �I)(A� �I) = 
JA2 �A(�+ �) + ��I = 
JA2 = A(�+ �)� ��I+ 
J:



1.1. Egenværdier 13DvsA2 er en linearkombination af A; I og J; hvormed det følger af lemma 1.1.4,at � er en stærkt regulær graf. �



14 Stærkt regulære grafer



Kapitel 2Ikke-eksistenssætningerEn stor del af den teori der foreligger om stærkt regulære grafer fokuserer på ek-sistensen af disse. I afsnit 1.1, side 12 udledte vi heltalsbetingelsen, som i kraft afmultipli
iteten af egenværdierne til en stærkt regulær graf giver restriktioner påparametrene til denne. Kendes parametrene til en stærkt regulær graf fungererheltalsbetingelsen som et redskab til evt. at udelukke eksistensen af en sådan.Der �ndes andre generelle resultater, der ligesom heltalsbetingelsen kan udnyt-tes til at undersøge muligheden for, at en given stærkt regulær graf eksisterer.Bl.a kan nævnes half-
ase [Belevit
h, 1950℄, Krein betingelserne [S
ott, 1973℄,klo grænsen [Neumaier, 1979℄ og �-grænsen [Neumaier, 1979℄. For et nyere bevisaf Krein betingelserne henvises til [Godsil and Royle, 2001, pp. 231-235℄.I dette kapitel vises den absolutte grænse, som begrænser antallet af punkter i enstærkt regulær graf � ved multipli
iteten af egenværdierne til �: Den absoluttegrænse blev først vist af [Koornwinder, 1976℄. Beviset for den absolutte grænse idette kapitel er inspireret af [Neumaier, 1981℄, [Cameron and van Lint, 1991, pp.200-204℄, [Kveiborg and Laursen, 1997, pp. 31-37℄ og [Jørgensen, 2000℄. For atbevise den absolutte grænse gøres brug af en række resultater fra lineær algebra.I denne forbindelse henvises til bilag B.2.1 Absolut grænseBeviset i dette afsnit for den absolutte grænse forudsætter at der �ndes enspektral dekomposition af nabomatri
en for en stærkt regulær graf. Yderligereer det nødvendigt at undersøge projektionsmatri
erne i denne dekompositiongennem en række lemmaer.Lad � være en (n; k;�; �)-stærkt regulær graf med tre forskellige egenværdierk; � og �; hvis multipli
itet er hhv. 1;m� og m�: Lad A være nabomatrix til�: Af de�nition 1.1.1 følger, at A er en n � n symmetrisk matrix, hvormed Aifølge sætning B.1.3 kan ortogonalt diagonaliseres. Dvs der �ndes en spektraldekomposition af A (afsnit B.1.1) givet vedA = kEk + �E� + �E�; (2.1)15



16 Ikke-eksistenssætningerhvor Ek;E� og E� er projektionsmatri
er på egenrummene Vk ;V� og V� foregenværdierne k; � og � til A: Yderligere gælder for i; j1; j2 2 fk; �; �g; atnullfEi g = �x �� Eix = 0	= �x 2 Vj1 � Vj2 �� i 6= j1 6= j2 ^ i 6= j2 	; (2.2)da egenrummene Vk ;V� og V� er indbyrdes ortogonale (sætning B.1.3). Enanden konsekvens af den indbyrdes ortogonalitet mellem Vk ;V� og V� er, atSpanfVk ;V� ;V� g = Rn : Således kan enhver vektor u 2 Rn udtrykkes vedu = uk + u� + u�;hvor ui 2 Vi for i 2 fk; �; �g: Vi ønsker at udtrykke projektionsmatri
erne vedlinearkombinationer af I;J og A:Lemma 2.1.1 Projektionsmatri
erne Ek;E� og E� er givet vedEk = 1nJ ; (2.3)E� = � �� � �I+ �� kn(� � �)J+ 1� � �A ;E� = �� � �I+ k � �n(� � �)J� 1� � �A:Bevis:Idet k er en simpel egenværdi til A med tilhørende egenvektor j; er enhvervektor uk 2 Vk et multiplum af j: Dermed fås for enhver vektor uk 2 Vk ; atJuk = nuk = nEkuk:Dvs Ek = 1nJ:Af den spektrale dekomposition følger (se afsnit B.1.1), atEk +E� +E� = I: (2.4)Idet Ek = 1nJ; er (2.1) og (2.4) to ligninger med to ubekendte E� og E�; somved løsning giver E� = � �� � �I+ �� kn(� � �)J+ 1� � �AE� = �� � �I+ k � �n(� � �)J� 1� � �A: �



2.1. Absolut grænse 17Lemma 2.1.2 Lad � være en (n; k;�; �)-stærkt regulær graf med egenværdierk; � og �: Lad Ei være projektionsmatrix på egenrummet Vi for i 2 fk; �; �g: Sågælderrankf aEk + bE� + 
E� g = rankf aEk g+ rankf bE� g+ rankf 
E� g;for a; b; 
 2 Q :Bevis:For enhver vektor x 2 Rn fås, at(aEk + bE� + 
E�)x| {z }2Rangef aEk+bE�+
E� g = aEkx| {z }2Rangef aEk g+ bE�x| {z }2Rangef bE� g+ 
E�x| {z }2Rangef 
E� g :Dermed kan enhver vektor i Rangef aEk + bE� + 
E� g udtrykkes som en sumaf vektorer i hhv. Rangef aEk g;Rangef bE� g og Rangef 
E� g: DvsRangef aEk + bE� + 
E� g � Rangef aEk g+Rangef bE� g+Rangef 
E� g:Omvendt gælder atRangef aEk + bE� + 
E� g � Rangef aEk g+Rangef bE� g+Rangef 
E� g;idet Rangef aEk g;Rangef bE� g;Rangef 
E� g � Rangef aEk + bE� + 
E� g:DvsRangef aEk + bE� + 
E� g = Rangef aEk g| {z }�Vk +Rangef bE� g| {z }�V� +Rangef 
E� g| {z }�V� : (2.5)Idet Vk ;V� og V� er indbyrdes ortogonale følger, at summen i (2.5) er entydighvormedRangef aEk + bE� + 
E� g = Rangef aEk g �Rangef bE� g �Rangef 
E� g:Nu følger af sætning B.3.4, atrankf aEk + bE� + 
E� g = rankf aEk g+ rankf bE� g+ rankf 
E� g: �For at vise den absolutte grænse gør vi brug af en ulighed (lemma 2.1.7), hvorirangen af S
hur-Hadamard produktet af to ens projektionsmatri
er (undtagenprojektionsmatri
en på egenrummet Vk) indgår.De�nition 2.1.3 (S
hur-Hadamard produkt)Lad A og B være matri
er af samme dimension, så er S
hur-Hadamard produk-tet af A og B givet vedA ÆB = C; hvor (C)ij = (A)ij(B)ij :Vi ønsker at vise at S
hur-Hadamard produktet af to ens projektionsmatri-
er er velde�neret. Dette vil vise sig at være opfyldt, hvis vektorrummet V =Spanf I;A;J g med S
hur-Hadamard produktet er en algebra.



18 Ikke-eksistenssætningerDe�nition 2.1.4 (Algebra over R)En algebra over R er et vektorrum V over R med et produkt �; så der for ethvertA;B;C 2 V og ethvert a 2 R gælder1. (A+B) �C = A �C+B �C;2. A � (B+C) = A �B+A �C;3. a(A �B) = (aA) �B = A � (aB):Vi betegner algebraen med hV; � i :Punkt 1 og 2 i de�nition 2.1.4 kaldes de distributive love. Hvis den asso
iativelov A � (B � C) = (A � B) � C gælder for alle A;B;C 2 V siges algebraen ide�nition 2.1.4 at være asso
iativ. Hvis den kommutative lov A � B = B � Agælder for alle A;B 2 V siges algebraen i de�nition 2.1.4 at være kommutativ.Lemma 2.1.5 Lad V = Spanf I;A;J g være et underrum af mængden af reellen�n matri
er, hvor A er nabomatrix for en (n; k;�; �)-stærkt regulær graf. Såer A1 = hV; Æ i og A2 = hV; � i begge en algebra over R; som er asso
iativ ogkommutativ.Bevis:Det ses let at V = Spanf I;A;J g opfylder de nødvendige krav [Lay, 1997, p.211℄ for at være et vektorrum over R:Først vises at A1 er en matrixalgebra. Lad A;B og C være reelle n�n matri
er.Bemærk at A i denne sammenhæng ikke betegner nabomatri
en for stærktregulær graf. Af de�nition 2.1.3 fås for a; b 2 R; at(aA+ bB) ÆC = (a(A)ij + b(B)ij)(C)ij= a(A)ij(C)ij + b(B)ij(C)ij= a(A ÆC) + b(B ÆC): (2.6)Tilsvarende kan vises, atA Æ (aB+ bC) = a(A ÆB) + b(A ÆC): (2.7)Af (2.6) og (2.7) følger punkt 1, 2 og 3 i de�nition 2.1.4 samt, at S
hur-Hadamardproduktet er lineært. Idet I er identitetsmatri
en og J er matri
en bestående afét-taller, fås følgende multiplikationstabel ved benyttelse af de�nition 2.1.3.Æ I J AI I I 0J I J AA 0 A ATabel 2.1: Multiplikationstabel for S
hur-Hadamard produktetDet ses at alle produkter i multiplikationstabellen ligger i V: Da S
hur-Hadamardproduktet er lineært, er V lukket under S
hur-Hadamard multiplikation. Dvs



2.1. Absolut grænse 19S
hur-Hadamard produktet er velde�neret for V = Spanf I;A;J g og A1 opfyl-der de nødvendige krav for at være en algebra over R: Det ses let af de�nition2.1.3, at S
hur-Hadamard produktet er asso
iativt og kommutativt.Nu vises at A2 er en matrixalgebra. Det er klart, at sædvanlig matrixmultipli-kation [Lay, 1997, pp. 100-106℄ opfylder kravene i de�nition 2.1.4 og er lineært.Ved bemærkning 1.1.5 fås følgende multiplikationstabel for sædvanlig matrix-multiplikation � I J AI I J AJ J nJ kJA A kJ A2Tabel 2.2: Multiplikationstabel for sædvanlig matrixmultiplikationAf lemma 1.1.4 følger, atA2 = kI+ �A+ �(J� I�A)= (k � �)I+ �J+ (�� �)A:Dermed er A2 en linearkombination af I;A og J; hvormed alle produkter i ta-bel 2.2 ligger i V: Dvs V er lukket under sædvanlig matrixmultiplikation, somdermed er velde�neret. Sædvanlig matrixmultiplikation ses let at være asso
ia-tivt. Af tabel 2.2 følger at sædvanlig matrixmultiplikation er kommutativt forV = Spanf I;A;J g: �Det følger af den spektrale dekomposition i afsnit B.1.1 og lemma B.1.2, atEk;E� ogE� er indbyrdes ortogonale mht. sædvanlig matrixmultiplikation (EiEj =0 for i 6= j). Dermed er fEk;E�;E�g en lineært uafhængig mængde. Så fås af(2.1), (2.3) og (2.4), at fEk;E�;E�g er en basis for A2: Dermed følger af lemma2.1.5 at sædvanlig matrixmultiplikation er velde�neret for SpanfEk;E�;E� g:Da I;A og J � I � A har indgange lig én på forskellige positioner følger afde�nition 2.1.3, at de er indbyrdes ortogonale mht. S
hur-Hadamard multipli-kation. Dvs fI;A;J�I�Ag udgør en basis for A1: Det følger af lemma 2.1.1 oglemma 2.1.5 at S
hur-Hadamard multiplikation er velde�neret for SpanfEk;E�;E� g:Bemærkning 2.1.6 En konsekvens af multiplikationstabel 2.1 er, at(J� I�A) Æ (J� I�A) = J Æ (J� I�A)� I Æ (J� I�A)�A Æ (J� I�A)= J� I�A:Før vi beviser den absolutte grænse for en (n; k;�; �)-stærkt regulær graf, er detnødvendigt med endnu et lemma.Lemma 2.1.7 Lad A være en m� n matrix med rankfA g = f; så errankfA ÆA g � 12f(f + 1):



20 Ikke-eksistenssætningerBevis:Idet rankfA g = f �ndes f lineært uafhængige søjler (og rækker) x1;x2; : : : ;xfi A: Dvs enhver søjle ak; k = 1; : : : ; n; i A kan skrivesak = 
1x1 + 
2x2 + � � �+ 
fxf for 
j 2 R; j = 1; : : : ; f:For enhver søjle (a Æ a)k; k = 1; : : : ; n ; i A ÆA fås ved de�nition 2.1.3, at(a Æ a)k = ak Æ ak =  fXi=1 
ixi! Æ fXi=1 
ixi!= fXi=1 
2i (xi Æ xi) + fXi=1Xj 6=i 
i
j(xi Æ xj): (2.8)I (2.8) er der f led på formen 
2i (xi Æxi): Antal blandede led på formen 
i
j(xi Æxj) er antal måder at vælge to elementer ud af f mulige, som er �f2�: Dermedkan enhver søjle (a Æ a)k i A ÆA skrives som en linearkombination af f + �f2�søjler i A ÆA: Dvs rankfA ÆA g � f +�f2�= f + f !2!(f � 2)!= f + 12f(f � 1)= 12f(f + 1): �Sætning 2.1.8 (Absolut grænse)Lad � være en (n; k;�; �)-stærkt regulær graf med nabomatrix A: Lad k; � og� være egenværdier til � med multipli
itet hhv. 1;m� og m�; så gældern � 12m�(m� + 3) ;n � 12m�(m� + 3):Bevis:Idet RangefE� g = V� følger, at rankfE� g = m�: Så følger af lemma 2.1.7, atrankfE� Æ E� g � 12m�(m� + 1): (2.9)



2.1. Absolut grænse 21Nu viser vi, at rankfE� Æ E� g � n�m�: Fra lemma 2.1.1 fås, atE� = � �� � �I+ �� kn(� � �)J+ 1� � �A= 1� � � ���I+ �� kn J+A�= 1� � � ����I+ �� kn J+A����� kn (I+A)� �� kn (I+A)��= 1� � � ��k � �n (J� I�A)���+ k � �n � I+�1� k � �n �A� : (2.10)Idet I;A og J�I�A har indgange lig én på forskellige positioner følger af tabel2.1, bemærkning 2.1.6, (2.10) samt lineariteten af S
hur-Hadamard produktet,at E� ÆE� = � 1� � ��2 "�k � �n �2 (J� I�A)+ ��+ k � �n �2 I+�1� k � �n �2A# : (2.11)Af (2.1),(2.3) og (2.4) følger, atJ� I�A = nEk � (Ek +E� +E�)� (kEk + �E� + �E�)= (n� 1� k)Ek � (1 + �)E� � (1 + �)E�:Ved at indsætte ovenstående samt (2.1) og (2.4) i (2.11) fås, atE� ÆE� = qk��Ek + q���E� + q���E�;hvor qk�� = n(�2 + k)� (k � �)2n(� � �)2 ;q��� = n(�2 + �) + 2(k � �)(�� �)n(� � �)2 ;q��� = n�(1 + �)n(� � �)2 :Nu vises at qk�� 6= 0 og q��� 6= 0:Først vises ved (1.12), at qk�� = m�n ; dvsn(�2 + k)� (k � �)2n(� � �)2 = �(n� 1)�+ kn(� � �)n(�2 + k)� (k � �)2 = (�(n� 1)�� k)(� � �)n�2 + nk � k2 � �2 + 2k� = ���n+ ��� �k + �2n� �2 + �knk + ��n = k2 + ��� �k � �kn(k + ��) = (k � �)(k � �): (2.12)



22 Ikke-eksistenssætningerDermed er det nok at vise (2.12). Af (1.8) og (1.9) fås, at�� = �� k () � = ��+ k og � � � � = �� �: (2.13)Ved disse to ligninger fås af sætning 1.0.3, atk(k � 1� �) = (n� k � 1)�k2 � k � k�+ �k + �� = nk2 + k(�� �)� k + �� = nk2 + k(�� � �)� k + ��+ k��+ k = nk2 � k� � k�+ ����+ k = n:Indsæt denne værdi for n på venstresiden af (2.12) hvormed følger, atn(k + ��) = k2 � k� � k�+ ����+ k (k + ��)= k2 � k� � k�+ ��= (k � �)(k � �):Dermed er vist, at qk�� = m�n 6= 0:Nu vises at q��� 6= 0: I afsnit 1.1, side 11 fandt vi, at� < 0 < �: (2.14)Da � er (n; k;�; �)-stærkt regulær fås tilsvarende (2.13), at�� = �� k: (2.15)Hvis � = �1 fås af proposition 1.1.7, at � = �1�� = 0: Således følger af (2.15),at � = k; hvilket ifølge proposition 1.0.4 strider mod antagelsen, at � ikke erimprimitiv. Sammenhold dette med (2.14) så fås, at � =2 f0;�1g: Dermed erq��� 6= 0:Hvis q��� = 0 fås af lemma 2.1.2, atrankfE� ÆE� g = rankf qk��Ek + q���E� + q���E� g= rankf qk��Ek g+ rankf q���E� g| {z }=0 + rankf q���E� g= 1 +m�= 1 +m� +m� �m�= n�m�: (2.16)



2.1. Absolut grænse 23Hvis q��� 6= 0 fås af lemma 2.1.2, atrankfE� ÆE� g = rankf qk��Ek + q���E� + q���E� g= rankf qk��Ek g+ rankf q���E� g+ rankf q���E� g= 1 +m� +m�= n: (2.17)Af (2.16) og (2.17) følger, atrankfE� Æ E� g � n�m�:Sammenhold dette med (2.9), så fåsn�m� � rankfE� Æ E� g � 12m�(m� + 1)+n � 12m�(m� + 1) +m�n � 12m�(m� + 3):Tilsvarende kan vises, at n � 12m�(m�+3) ved at tage udgangspunkt i E� fremfor E�: �
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Kapitel 3Typer af stærkt regulære graferDer �ndes forskellige typer af stærkt regulære grafer. Indenfor bestemte typer�ndes familier af stærkt regulære grafer. Dette er tilfældet for typen af stærktregulære grafer kaldet konferen
e grafer.3.1 Konferen
e graferLad � være en (n; k;�; �)-stærkt regulær graf med egenværdier k; � og �: Ladm� og m� være multipli
iteter for hhv. � og �; så kaldes � en konferen
e graf,hvis m� = m�:Lemma 3.1.1 Lad � være en (n; k;�; �)-stærkt regulær graf med forskelligeegenværdier k; � og �: Så gælder(� � �)2 = nkkm�m� :Bevis:Lad følgende matri
er være givetP = 24 1 k k1 � �1� �1 � �1� � 35 og Q = 24 1 0 00 m� 00 0 m� 35 :Så fås, atPT = 24 1 1 1k � �k �1� � �1� � 35 og QP = 24 1 k km� m�� m�(�1� �)m� m�� m�(�1� �) 35 :Vi ønsker at vise, at PTQP| {z }=M = n24 1 0 00 k 00 0 k 35| {z }=R : (3.1)25



26 Typer af stærkt regulære graferIdet Q er en symmetrisk matrix gælderMT = (PTQP)T = PTQTPTT = PTQP =M ;og dermed er M en symmetrisk matrix. Derfor er det nok at bestemme diago-nalindgangene i M samt indgangene (M)12; (M)13 og (M)23: Idet summen afalle egenværdierne til � er tr(A) fås, at(M)12 = k +m�� +m�� = tr(A) = 0: (3.2)Hvis A betegner nabomatri
en for � fås tilsvarende af proposition 1.1.7 ogbemærkning 1.1.8, at(M)13 = k +m�(�1� �) +m�(�1� �) = tr(A) = 0: (3.3)I beviset for proposition 1.1.7 fandt vi, at hvis x er egenvektor hørende tilegenværdien k (hhv. �; �) til A; så er x egenvektor til egenværdien k = n�k�1(hhv. (�1� �); (�1� �)) til A: Lad x være egenvektor hørende til egenværdienk til A; så gælder AAx = Akx= kAx= kkx:Dvs kk er egenværdi til AA: Tilsvarende kan vises, at �(�1� �) og �(�1� �)er egenværdier til AA: Dermed er tr(AA) = kk+m��(�1� �) +m��(�1� �);så M23 = kk +m��(�1� �) +m��(�1� �)= tr(AA) =Xij (A)ij(A)ij = 0; (3.4)idet (A)ij = 0 , (A)ij = 1 og omvendt. Det følger af (3.2),(3.3) og (3.4),samt atM er symmetrisk, at alle ikke-diagonalindgange iM er nul. Vi manglerat bestemme diagonalindgangene. Det følger af sætning B.1.3 at summen afmultipli
iteterne af egenværdierne til A er n: Hermed fås at(M)11 = 1 +m� +m� = n: (3.5)Det følger af lemma 1.1.3, at position (i; i) i A2 er antal veje af længde to frapunktet vi 2 V � og tilbage igen, som vi kalder en lukket vej. Dermed er tr(A2)antallet af alle lukkede veje af længde to i �: Tilsvarende er tr(A2) antal lukkedeveje af længde to i �: Hermed fås(M)22 = k2 + �2m� + �2m� = tr(A2) = nk(M)33 = k2 + (�1� �)2m� + (�1� �)2m� = tr(A2) = nk:



3.1. Konferen
e grafer 27Således er alle indgange iM bestemt og det ses, at (3.1) er opfyldt. Ved at tagedeterminanten af begge sider i (3.1) fåsdet(PTQP) = det(nR)det(PT ) det(Q) det(P) = n3 det(R)det(P) det(Q) det(P) = n3kk(det(P))2m�m� = n3kk(n(�� �))2 = n3kkm�m�(� � �)2 = nkkm�m� : �Korollar 3.1.2 Lad � være en (n; k;�; �)-stærkt regulær graf med forskelligeegenværdier k; � og �: Hvis � er en konferen
e graf, så har � og den komple-mentære � de samme parametre:�n; n� 12 ; n� 54 ; n� 14 � :Bevis:Det er tilstrækkeligt at vise, at � har de givne parametre, idet korollaret såledesfølger af sætning 1.0.2. Hvis m� = m� følger af (1.10), at m� = n�12 : Dermed erm� relativt primisk til n: Af (1.8) og (1.9) fås, at (���)2 = � 2 Z; hvormed detfølger af lemma 3.1.1, at m2� går op i kk: Af sætning 1.0.2 har vi, at k+k = n�1;hvormed kk � (k + k)24 = (n� 1)24 = m2� ;hvor lighedstegn gælder hvis og kun hvis k = k: Idet m2� går op i kk gælderlighedstegn og dermed k = k = n� k � 1, n = 2k + 1: (3.6)Benyt (3.6) samt det faktum, at summen af egenværdierne er tr(A); så gælderm�(� + �) + k = 0n� 12 (� + �) = �k(� + �) = �2kn� 1(� + �) = �2k2k + 1� 1 = �1:Nu følger af (1.8) og (1.9), at�1 = � + � = �� �, � = �� 1: (3.7)



28 Typer af stærkt regulære graferAf sætning 1.0.3 og (3.7) fås, atk(k � 1� �) = k�k � 1� (�� 1) = �k2 = �: (3.8)Korollaret følger af (3.6),(3.7) og (3.8). �Proposition 3.1.3 Lad � være en (p; k;�; �)-stærkt regulær graf, hvor p er etprimtal. Så er � en konferen
e graf.Bevis:Fra lemma 3.1.1 har vi, at (� � �)2 = pkkm�m� : (3.9)Af (1.13) og (1.14) fås m� �m� = 2k + (n� 1)(�� �)p� : (3.10)Hvis � � � = p� =2 Z og m� 6= m� gælder, at di�erensen (3.10) er irrationel,hvilket stider mod det faktum, at m� og m� er heltal. Dermed følger, at hvis� � � = p� =2 Z; så er m� = m�: Dvs hvis � ikke er en konferen
e graf, kan viantage, at p� = p(� � �)2 2 Z; hvormed venstre side af (3.9) er et kvadrat.Idet � hverken er tom eller komplet, er konstanterne k; k;m� og m� forskellig franul og dermed ikke-delelig med p: Heraf følger, at venstre side af (3.9) er deleligmed p; men ikke med p2; hvilket er en modstrid [Allenby, 1991, De�nition 1.3.5(iii)℄. �Følgende korollar fås umiddelbart af beviset for proposition 3.1.3.Korollar 3.1.4 Lad � være en (n; k;�; �)-stærkt regulær graf med egenværdierk; � og �: Så gælder, at1. � er en konferen
e graf eller;2. (� � �)2 er et kvadrat og �; � 2 Z:Bevis:Det eneste der ikke gøres rede for under forrige bevis er, at �; � 2 Z:ad. 2 Idet p� = � � � 2 Z følger, at �; � 2 Q : I beviset for korollar 1.1.6 fandtvi, at � og � er rødder i et monisk andengradspolynomium med heltalligekoe�
ienter. Hvis � = rs =2 Z gælder, at r og s er indbyrdes primiske ogs 6= 1: Men så går s op i én [Allenby, 1991, Theorem 1.11.6℄, hvilket er enmodstrid. Dermed er � 2 Z: Tilsvarende vises, at � 2 Z:



3.1. Konferen
e grafer 29�Nu konstrueres en uendelig familie af konferen
e grafer, hvis medlemmer kaldesfor Paley grafer.3.1.1 Paley graferLad GF( q ) være et endeligt legeme med q elementer [Pless, 1998, pp. 51-66℄,hvor q � 1 (mod 4) og q er en primtalspotens. Kongruensbetingelsen på qmedfører, at �1 er et kvadrat i GF( q ) [Pless, 1998, Theorem 68℄. Lad Q �GF( q ) betegne mængden af kvadrater forskellig fra nul; dvs Q = ��2 �� � 2GF( q )nf0g	:De�nition 3.1.5 (Paley graf)En Paley graf � med q punkter er grafen, hvis punktmængde og kantmængdeer givet ved V � = GF( q ); hvor q � 1 (mod 4);E� = � fx; yg �� x; y 2 V � ^ x� y 2 Q	:Kongruensbetingelsen på q sikrer, at en Paley graf � ikke er en retningsbestemtgraf (se de�nition 4.0.12 og de�nition 4.0.14), hvilket er formuleret i følgendelemma.Lemma 3.1.6 Lad � være en Paley graf med q punkter, så gælderfx; yg 2 E�, fy; xg 2 E�:Bevis:Af de�nition 3.1.5 følger, atfx; yg 2 E�, x� y 2 Q:Produktet af to kvadrater er et kvadrat og produktet af et kvadrat og et ikke-kvadrat er et ikke-kvadrat. Dvs idet �1 2 Q følgerx� y 2 Q, �(x� y) = y � x 2 Q, fy; xg 2 E�: �Sætning 3.1.7Lad � være en Paley graf med q punkter, så er � en stærkt regulær graf medparametre �q; q � 12 ; q � 54 ; q � 14 � :



30 Typer af stærkt regulære graferBevis:Lad x 2 V � og betragt afbildningen' : x! x+ � for et fast � 2 GF( q ): (3.11)Det ses umiddelbart, at ' er surjektiv. For x; y 2 V � gælder, at'(x) = '(y), x+ � = y + �, x = y;hvormed ' er injektiv. Dvs ' er en permutation [Allenby, 1991, p. 75℄ af V �:Lad fx; yg 2 E� for x; y 2 V �; så gælderf'(x); '(y)g 2 E�, (x+ �)� (y + �) 2 Q, x� y 2 Q, fx; yg 2 E�;og dermed er ' en automor� [Chartrand and Lesniak, 1996, p. 40℄ af V � med'(0) = �: Idet der �ndes en automor� af �; der afbilder nul i � for ethvert� 2 GF( q ) gælder, at � er regulær med en givet valens k:Lad x 2 V � og betragt afbildningen : x! x� for et fast � 2 Q: (3.12) er surjektiv og idet der for x; y 2 V � gælder (x) =  (y) , x� = y� , x = y;er  injektiv. Dvs  er en permutation af V �: Lad fx; yg 2 E� for x; y 2 V �;så fås f (x);  (y)g 2 E�, x� � y� 2 Q, (x� y)� 2 Q, (x� y) 2 Q (3.13), fx; yg 2 E�;hvor (3.13) følger af, at produktet af et kvadrat og et ikke-kvadrat er et ikke-kvadrat. Heraf følger, at  er en automor� af �; hvor  (0) = 0 og  (1) = �:Dermed er antallet af fælles naboer til 0 og 1 lig med antallet af fælles naboertil 0 og �; hvor 0; 1; � 2 V � og f0; 1g; f0; �g 2 E�: Både � i (3.11) og � i (3.12)er valgt vilkårligt. Ved valget � = 
 �� 2 Q fås for ethvert par af nabopunkter�; 
 2 V �; at ' ( (0)) = '(0) = �'( (1)) = '(
 � �) = 
:Dermed har ethvert par af nabopunkter �; 
 2 V � samme antal � af fællesnaboer.Lad x 2 V � og betragt afbildningen� : x! xÆ for et fast Æ =2 Q:



3.1. Konferen
e grafer 31Da produktet af et kvadrat og et ikke-kvadrat er et ikke-kvadrat, samt at pro-duktet af to ikke-kvadrater er et kvadrat fås, atfx; yg 2 E�, x� y 2 Q, Æ(x � y) = Æx� Æy =2 Q, f�(x);�(y)g =2 E�, f�(x);�(y)g 2 E�:Idet � er injektiv følger af ovenstående, at � er en isomor� [Chartrand andLesniak, 1996, p. 3℄ mellem � og den komplementære � til �: Dermed er � � �;og � har således samme valens k som �: Yderligere fandt vi, at ethvert par afnabopunkter i � har � fælles naboer, hvormed ethvert par af nabopunkter i �ligeledes har � fælles naboer. Idet � er den komplementære til � følger af sætning1.0.2, at ethvert par af ikke-nabopunkter i � har � = q � 2k + � fælles naboer.Derfor er � en stærkt regulær graf. Vi mangler blot at bestemme parametrenek; � og �:Eftersom � � � følger af sætning 1.0.2, atk = k = q � k � 1, k = q � 12 ; (3.14)og � = � = q � 2k � 2 + �, �� � = q � 2�q � 12 �� 2 = �1: (3.15)Af sætning 1.0.3 fås k(k � �� 1) = k�k � 1 = �+ �: (3.16)(3.15) og (3.16) giver to ligninger med to ubekendte � og �; som ved løsninggiver, at � = k2 og � = k�22 : Ved indsættelse af k i (3.14) i de to sidstnævnteligninger, fås det ønskede resultat. �Eksempel 3.1.8Vi konstruerer Paley grafen med ni punkter fraGF( 32 ) = � a1�+a2 �� ai 2 GF( 3 ); i = 1; 2	 = � (a1; a2) �� ai 2 GF( 3 ); i = 1; 2	:Først konstrueres GF( 32 ) ud fra det irredu
ible polynomium f(x) = x2+2x+2over GF( 3 ): Lad � være en rod i f(x); så gælder�2 + 2�+ 2 = 0, �2 = �2�� 2 = �+ 1;idet koe�
ienterne redu
eres modulo tre. Således får vi følgende elementer.



32 Typer af stærkt regulære grafer
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7α2 3 α .6Figur 3.1: Paley grafen med ni punkterTernære talsystem (a1; a2) 2 GF( 32 ) a1�+ a2 2 GF( 32 )0� 31 + 0� 30 = 0 (0; 0) 00� 31 + 1� 30 = 1 (0; 1) 11� 31 + 0� 30 = 3 (1; 0) �1� 31 + 1� 30 = 4 (1; 1) �2 = �+ 12� 31 + 1� 30 = 7 (2; 1) �3 = ��2 = �2 + � = 2�+ 10� 31 + 2� 30 = 2 (0; 2) �4 = ��3 = 2�2 + � = 3� + 2 = 22� 31 + 0� 30 = 6 (2; 0) �5 = ��4 = 2�2� 31 + 2� 30 = 8 (2; 2) �6 = ��5 = 2�2 = 2�+ 21� 31 + 2� 30 = 5 (1; 2) �7 = ��6 = 4�+ 2 = �+ 20� 31 + 1� 30 = 1 (0; 1) �8 = ��7 = �2 + 2� = 3� + 1 = 1Lad Q betegne mængden af kvadrater og N = GF( 32 )n(Q [ f0g) mængden afikke-kvadrater, så fås Q = f1; =�2z }| {� + 1;=(�2)2z}|{2 ; =(�3)2z }| {2� + 2gN = f�; 2�+ 1; 2�; �+ 2g:Ved brug af de�nition 3.1.5 konstrueres Paley grafen med ni punkter, som erillustreret ved �gur 3.1. �Vi ser på en anden type af stærkt regulære grafer kaldet latinsk kvadrat grafer.



3.2. Latinsk kvadrat grafer 333.2 Latinsk kvadrat graferVed brug af et latinsk kvadrat ønsker vi, at konstruere en stærkt regulær graf.Et latinsk kvadrat er det todimensionelle analog til en permutation.De�nition 3.2.1 (Latinsk kvadrat)Et latinsk kvadrat af orden n er en n�n tabel indeholdene n forskellige symboler,så hvert symbol optræder præ
is én gang i hver række og søjle. Et latinsk kvadrataf orden n betegnes med LKn:Sætning 3.2.2For ethvert n 2 N �ndes et LKn:Bevis:Lad heltallene 1; 2; : : : ; n være den første række i et LKn: Lad række to i detteLKn være den 
ykliske forskydning til venstre af række ét. Cyklisk forskyd pådenne måde n gange ialt, så fås26664 1 2 � � � n� 1 n2 3 � � � n 1... ... . . . ... ...n 1 � � � n� 2 n� 1 37775 ;som er et LKn: �Vi konstruerer en graf fra et LKn:De�nition 3.2.3 (Latinsk kvadrat graf)En latinsk kvadrat graf L1(n) med n2 punkter er grafen medV L1(n) = �ijk �� i angiver en række i LKn; j angiver en søjle i LKn;k er symbolet på position (i; j) i LKn	EL1(n) = � fijk; i0j0k0g �� i = i0 _ j = j0 _ k = k0	:Hvis u = ijk 2 V L1(n); kaldes i; j og k koordinaterne til punktet u:Sætning 3.2.4L1(n) er en (n2; k;�; �)-stærkt regulær graf med1. k = 3(n� 1);2. � = n;3. � = 6:Bevis:



34 Typer af stærkt regulære graferad. 1 Ethvert punkt u = ijk 2 V L1(n) er nabo til de punkter, der har indgangei LKn i samme række, samme søjle og de der har samme symbol. Idet derer n� 1 muligheder i hver af de tre tilfælde fås, at k = 3(n� 1):ad. 2 Lad =uz }| {i1j1k1; =vz }| {i2j2k2 2 V L1(n) og antag W.L.O.G at i1 = i2 = i; hvormedfu; vg 2 EL1(n): Nabopunkterne u og v er begge naboer til de resterenden � 2 punkter i række i: Yderligere �ndes der to punkter i0j1k2; i00j2k1 2V L1(n) i hhv. række i0 6= i og i00 6= i; som er nabo til både u og v: Dermedhar ethvert par af nabopunkter u; v 2 V L1(n) præ
is � = n � 2 + 2 = nfælles naboer. Tilsvarende kan vises, at � = n hvis j1 = j2 eller k1 = k2:ad. 3 Lad =uz }| {i1j1k1; =vz }| {i2j2k2 2 V L1(n) med i1 6= i2; j1 6= j2 og k1 6= k2; dvs fu; vg =2EL1(n): Et punkt p 2 V L1(n) er nabo til både u og v; hvis det er lig upå én koordinat og lig v på en anden. Fastholdes én koordinat i p; er derto mulige valg af de to sidste koordinater i p: Idet der er tre koordinater ip fås, at ethvert par af ikke-nabopunkter u; v 2 V L1(n) har � = 3 � 2 = 6fælles naboer. �Eksempel 3.2.5Vi konstruerer L1(3) med ni punkter ud fra følgende LK3L1 = 1 2 33 1 22 3 1L1(3) er ifølge sætningen 3.2.4 en (9; 6; 3; 6)-stærkt regulær graf. Af de�ni-tion 3.2.3 konstrueres punktmængden V L1(3) = fv1; v2; : : : ; v9g; som er givetved v1 v2 v3 v4 v5 v6 v7 v8 v9i 1 1 1 2 2 2 3 3 3j 1 2 3 1 2 3 1 2 3k 1 2 3 3 1 2 2 3 1Ved brug af de�nition 3.2.3 konstrueres L1(3); som er illustreret ved �gur 3.2.�3.2.1 Net graferVi konstruerer en anden type af latinske kvadrat grafer ud fra en mængde afindbyrdes ortogonale LKn:
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Figur 3.2: L1(3) med ni punkterDe�nition 3.2.6 (Ortogonale LKn)Lad L1; L2 være to LKn og konstruer ordnede par ((L1)ij ; (L2)ij) ; 1 � i; j � n:Så siges L1 og L2 at være ortogonale, hvis alle n2 ordnede par er forskellige.Yderligere siges mængden fL1; L2; : : : ; Ltg af t � 2 LKn at være indbyrdesortogonale, hvis Li og Lj er ortogonale for i 6= j:Der gælder, at vi højest kan have n�1 indbyrdes ortogonale LKn [Laywine andMullen, 1998, Theorem 2.1℄. En mængde af n � 1 indbyrdes ortogonale LKnsiges at være fuldstændig. Vi ønsker at vise, at for enhver primtalspotens q; kanen fuldstændig mængde af q � 1 indbyrdes ortogonale LKq konstrueres.De�nition 3.2.7Nummerer rækkerne og søjlerne i et LKq med elementerne i det endelige legemeGF( q ); hvor q er en primtalspotens. Lad fa(x; y) = ax+ y for a 2 GF( q )nf0g:Så siges fa(x; y) at repræsentere et LKq for ethvert a 2 GF( q )nf0g; hvis(LKq)ij = fa(i; j):Sætning 3.2.8For enhver primtalspotens q repræsenterer fa(x; y) for a gennemløbende GF( q )nf0gen fuldstændig mængde af q � 1 indbyrdes ortogonale LKq:Bevis:Først viser vi, at fa(x; y) = ax + y repræsenterer et LKq for ethvert a 2GF( q )nf0g: Antag at et element forekommer to gange i samme søjle lyj (xk'teog xl'te række) i det formodede LKq repræsenteret ved fa(x; y); så fåsfa(xk; yj) = fa(xl; yj)axk + yj = axl + yjaxk = axl: (3.17)Idet a 6= 0 følger af (3.17), at xk = xl: Dermed er alle elementer i enhver søjle lyjforskellige. Antag at et element forekommer to gange i samme række lxi (yk'te



36 Typer af stærkt regulære graferog yl'te søjle) i det formodede LKq repræsenteret ved fa(x; y); så fåsfa(xi; yk) = fa(xi; yl)axi + yk = axi + ylyk = yl:Dvs at alle elementer i enhver række lxi er forskellige. Af de�nition 3.2.1 følger,at fa(x; y) repræsenterer et LKq for et ethvert a 2 GF( q ):Nu vises at fa(x; y) og fb(x; y) repræsenterer ortogonale LKq; hvis a 6= b oga; b 2 GF( q )nf0g: Antag at (xi; yj) og (xk; yl) er to pos. i hhv. fa(x; y) ogfb(x; y); som giver anledning til det samme ordnede par (se de�nition 3.2.6);dvs axi + yj = axk + yl (3.18)bxi + yj = bxk + yl:Af (3.18) fås axi � bxi = axk � bxk(a� b)xi = (a� b)xk: (3.19)Idet a 6= b følger af (3.19), at xi = xk og dermed yj = yl ved (3.18). Dvs vi be�n-der os på samme position, hvormed alle ordnede par (fa(xi; yj); fb(xi; yj)); 1 �i; j � q; er forskellige. Det følger af de�nition 3.2.6, at de to LKq repræsenteretved fa(x; y) og fb(x; y) er ortogonale. �Lad T = fL1; L2; : : : ; Lrg; 1 � r � n�1; være en mængde af r ortogonale LKn;så konstrueres en graf af T:De�nition 3.2.9 (Net graf)En latinsk kvadrat graf Lr(n) med n2 punkter konstrueret af r indbyrdes ortog-onale LKn er grafen medV Lr(n) = �ijk1k2 : : : kr �� i angiver en række i et LKn 2 T;j angiver en søjle i et LKn 2 T;kl; l=1;:::;r er symbolet på position (i; j) i det l'te LKn	ELr(n) = � fijk1k2 : : : kr; i0j0k01k02 : : : k0rg �� i = i0 _ j = j0 _ k1 = k01 _k2 = k02 _ : : : _ kr = k0r	:Lr(n) kaldes en net graf.En net graf konstrueret af en fuldstændig mængde af indbyrdes ortogonale LKner komplet. Det følger af de�nition 3.2.1, at de ordnede koordinatpar (i; kl) og(j; kl) for l = 1; : : : ; r antager hver mulig værdi præ
is én gang. Dette kaldervi latinsk kvadrat egenskaben. Af de�nition 3.2.6 følger, at for ethvert par afortogonale kvadrater Ls; Lt antager koordinatparret (ks; kt) enhver mulig værdipræ
is én gang. Dette kalder vi ortogonal egenskaben.



3.2. Latinsk kvadrat grafer 37Sætning 3.2.10For 1 � r�2 � n er net grafen Lr�2(n) en (n2; k;�; �)-stærkt regulær graf med1. k = r(n� 1);2. � = (r � 1)(r � 2) + (n� 2);3. � = r(r � 1):Bevis:ad. 1 Et punkt u = ijk1 : : : kr�2 2 V Lr�2(n) er nabo til ethvert punkt v =i0j0k01 : : : k0r�2 2 V Lr�2(n); hvis u og v stemmer overens på én af de rkoordinater. For enhver valgt koordinat i v; kan de resterende koordinatervælges på n � 1 forskellige måder. Dvs ethvert punkt u 2 V Lr�2(n) hark = r(n� 1) naboer.ad. 2 Lad =uz }| {ijk1 : : : kr�2; =vz }| {i0j0k01 : : : k0r�2 2 V Lr�2(n) og lad fu; vg 2 ELr�2(n):Antag W.L.O.G at i = i0; hvormed både u og v er naboer til de resterenden � 2 punkter med samme i-koordinat. Yderligere er ethvert punkt p =i00j00k001 : : : k0r�2 2 V Lr�2(n) med i00 6= i = i0 nabo til både u og v; hvis to afde resterende r�1 koordinater i p stemmer overens med en koordinat i hhv.u og v: Antag W.L.O.G, at k001 = k1 og k002 = k02: Bemærk at der ikke �ndesblot en enkelt koordinat i p; som stemmer overens med samme koordinati både u og v (f.eks k001 = k01 = k1); da det strider mod latinsk kvadrategenskaben. k001 vælges ud af r� 1 mulige og derefter vælges k002 ud af r� 2mulige. Dvs koordinatparret (k001 ; k002 ) vælges ud af (r � 1)(r � 2) mulige.Pga ortogonal egenskaben giver ethvert koordinatpar (k001 ; k002 ) anledning tilpræ
is ét punkt. Dermed har ethvert par af nabopunkter u; v 2 V Lr�2(n)præ
is � = (n� 2) + (r � 1)(r � 2) fælles naboer.ad. 3 Lad =uz }| {ijk1 : : : kr�2; =vz }| {i0j0k01 : : : k0r�2 2 V Lr�2(n) og lad i 6= i0; j 6= j0; k1 6=k01; : : : ; kr�2 6= k0r�2; dvs fu; vg =2 ELr�2(n): Ethvert punktp = i00j00k001 : : : k00r�2 2 V Lr�2(n) er nabo til både u og v; hvis det er lig u påén koordinat og lig v på en anden koordinat. Antag W.L.O.G, at k001 = k1og k002 = k02: Bemærk at vi ikke kan nøjes med én koordinat; f.eks kan viikke have k001 = k1 = k01; idet k1 6= k01: k001 vælges ud af r mulige og dereftervælges k002 ud af r � 1 mulige. Dvs koordinatparret (k001 ; k002 ) vælges ud afr(r � 1) mulige. Pga ortogonal egenskaben fås, at ethvert koordinatpar(k001 ; k002 ) giver anledning til præ
is ét punkt. Dermed har ethvert par afikke-naboer u; v 2 V Lr�2(n) præ
is � = r(r � 1) fælles naboer. �Bemærk at for r = 3 i sætning 3.2.10 fås sætning 3.2.4.



38 Typer af stærkt regulære graferEksempel 3.2.11Vi konstruerer tre indbyrdes ortogonale LK4 ud fra det endelige legemeGF( 22 ) = � a1�+a2 �� ai 2 GF( 2 ); i = 1; 2	 = � (a1; a2) �� ai 2 GF( 2 ); i = 1; 2	:Elementerne i GF( 22 ) konstrueres af det irredu
ible polynomium f(x) = x2 +x+ 1 over GF( 2 ): Lad � være rod i f(x); så fås�2 + �+ 1 = 0, �2 = ��� 1 = �+ 1;idet koe�
ienterne redu
eres modulo to. Elementerne i GF( 22 ) konstrueres.Binære talsystem (a1; a2) 2 GF( 22 ) a1�+ a2 2 GF( 22 )0� 21 + 0� 20 = 0 (0; 0) 00� 21 + 1� 20 = 1 (0; 1) 11� 21 + 0� 20 = 2 (1; 0) �1� 21 + 1� 20 = 3 (1; 1) �2 = �+ 10� 21 + 1� 20 = 1 (0; 1) �3 = ��2 = �2 + � = 1Dvs GF( 22 ) = f0; 1; �; � + 1g: Ved at benytte de�nition 3.2.7 og sætning 3.2.8fås følgende tre indbyrdes ortogonale LK4:1. f1(x; y) repræsenterer L1L1 = 0 1 � �+ 10 0 1 � �+ 11 1 0 �+ 1 �� � �+ 1 0 1�+ 1 �+ 1 � 1 02. f�(x; y) repræsenterer L�L� = 0 1 � �+ 10 0 1 � �+ 11 � �+ 1 0 1� �+ 1 � 1 0�+ 1 1 0 �+ 1 �3. f�+1(x; y) repræsenterer L�+1L�+1 = 0 1 � �+ 10 0 1 � �+ 11 �+ 1 � 1 0� 1 0 �+ 1 ��+ 1 � �+ 1 0 1Ved de�nition 3.2.9 kan vi konstruere L1(4) ved brug af ét af ovenstående LK4;L2(4) ved brug af to af ovenstående LK4 og L3(4) ved brug af alle tre. �



Kapitel 4Retningsbestemte stærktregulære graferEn endelig retningsbestemt graf z er en endelig ikke-tom mængde af objekterkaldet punkter med en (muligvis tom) mængde af ordnede par af forskelligepunkter kaldet buer eller retningsbestemte kanter. Mængden af punkter betegnesmed Vz:De�nition 4.0.12 (Retningsbestemt kant)En kant er retningsbestemt fra u 2 Vz til v 2 Vz; hvis man via kanten kankomme fra u til v (men ikke nødvendigvis fra v til u). For u; v 2 Vz betegnesen retningsbestemt kant fra u til v med u! v:En kant mellem to punkter u; v 2 Vz der er retningsbestemt både fra u til vog fra v til u kaldes ikke-retningsbestemt og betegnes med u $ v eller v $ u:For u; v 2 Vz betegner u 9 v; at der ikke er en retningsbestemt kant frau til v: Yderligere de�neres indgraden af et punkt u 2 Vz til at være antalforskellige kanter, som går ind i u og udgraden til antal forskellige kanter, somgår ud fra u: I dette kapitel betragtes kun endelige retningsbestemte grafer udenmultiple kanter og loops [Biggs, 1993, pp. 3-4℄. En retningsbestemt graf z kankarakteriseres ved nabomatri
en.De�nition 4.0.13 (Nabomatrix for en retningsbestemt graf)Lad z være en retningsbestemt graf med Vz = fv1; : : : ; vng: Så er nabomatri
enfor z en n� n matrix B; hvis indgange er givet ved(B)ij = (1; hvis vi ! vj;0; ellers.Idet vi kun betragter retningsbestemte grafer uden loops er alle diagonalind-gange i B nul.De�nitionen af en stærkt regulær graf udvides til at omhandle retningsbestemtegrafer. En sådan graf kaldes en retningsbestemt stærkt regulær graf, som frem-over betegnes med RSRG. For en RSRG er indgraden og udgraden ækvivalentekonstanter. 39



40 Retningsbestemte stærkt regulære graferI følgende de�nition er en sti fra et punkt u til et punkt v en vej fra u til v;hvor intet punkt i vejen gentages [Chartrand and Lesniak, 1996, p. 17℄.De�nition 4.0.14 (RSRG)En retningsbestemt graf z med n punkter er stærkt regulær med parametre(n; k;�; �; t); hvis nabomatri
en B for z opfylderB2 = tI+ �B+ �(J� I�B) () B2 + (�� �)B� (t� �)I = �J (4.1)BJ = JB = kJ; (4.2)hvork er indgraden og udgraden af et punkt v 2 Vz;� er antal stier af længde to fra u 2 Vz til v 2 Vz givet, at u! v;� er antal stier af længde to fra u 2 Vz til v 2 Vz givet, at u9 v;t er antal ikke-retningsbestemte kanter in
ident med et punkt u 2 Vz:z siges at være (n; k;�; �; t)-stærkt regulær.Da indgangene i B kun kan være nul eller én følger af (4.1), at �; � � 0: Yder-ligere gælder at 0 � t � k � n � 1: En (n; k;�; �; t)-RSRG med t = k er en(ikke-retningsbestemt) (n; k;�; �)-stærkt regulær graf. En (n; k;�; �; t)-RSRGmed k = n� 1 er en (ikke-retningsbestemt) komplet (n; k;�; �)-stærkt regulærgraf.Eksempel 4.0.15Lad z være en (6; 2; 0; 1; 1)-RSRG med nabomatrix
B = 26666664 0 1 0 1 0 00 0 1 0 1 01 0 0 0 0 11 0 0 0 0 10 1 0 1 0 00 0 1 0 1 0

37777775 :Af B og de�nition 4.0.13 konstrueres grafen for z givet ved �gur 4.1. �4.1 Betingelser for parametersættetMange af resultaterne i kapitel 1 for stærkt regulære grafer kan vises at gældefor en RSRG. Vi starter med at vise sætning 1.0.2 for en RSRG.
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4Figur 4.1: En (6; 2; 0; 1; 1)-RSRGLemma 4.1.1 Lad z være en (n; k;�; �; t)-RSRG med nabomatrix B: Så erkomplementærgrafen z en (n; k;�; �; t)-RSRG med nabomatrix B = J� I�B;hvor k = (n� 2k) + (k � 1);� = (n� 2k) + (�� 2);� = (n� 2k) + �;t = (n� 2k) + (t� 1):Bevis:Idet z er (n; k;�; �; t)-stærkt regulær fås af de�nition 4.0.14, atBJ = (J� I�B)J= JJ� IJ�BJ= nJ� J� kJ= (n� 1� k)J= kJ:Tilsvarende kan vises at JB = kJ; hvormed (4.2) er opfyldt for z: Udnyt igenat z er (n; k;�; �; t)-stærkt regulær så fås af de�nition 4.0.14, atB2 = (J� I�B)2= nJ+ I+B2 � 2J� 2kJ+ 2B= (n� 2k � 2)J+ I+ 2B+ (tI+ �B+ �(J� I�B))= (n� 2k � 2)J+ (1 + t)I+ (2 + �)B+ �(J� I�B)= (n� 2k + t� 1)I+ (n� 2k + �� 2)(J � I�B) + (n� 2k + �)B= (n� 2k + t� 1)| {z }=t I+ (n� 2k + �� 2)| {z }=� B+ (n� 2k + �)| {z }=� (J� I�B):Dvs (4.1) er opfyldt for z med de ønskede parametre. �For t = k giver ovenstående bevis et andet bevis for sætning 1.0.2.



42 Retningsbestemte stærkt regulære graferEksempel 4.1.2Lad B være nabomatrix for den (6; 2; 0; 1; 1)-RSRG givet i eksempel 4.0.15. Såer z ifølge sætning 4.1.1 en (6; 3; 1; 2; 2)-RSRG med nabomatrix
B = 26666664 0 0 1 0 1 11 0 0 1 0 10 1 0 1 1 00 1 1 0 1 01 0 1 0 0 11 1 0 1 0 0

37777775 :Af B og de�nition 4.0.13 konstrueres grafen for z givet ved �gur 4.2.
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.Figur 4.2: En (6; 3; 1; 2; 2)-RSRG �I efterfølgende bevis betegner DRTn en dobbelt regulær turnering af orden n: Iden forbindelse hevises til bilag A.Sætning 4.1.3Ladz være en (n; k;�; �; t)-RSRG med nabomatrixB; som ikke er en (n; k;�; �)-stærkt regulær graf (t = k) eller en komplet graf (B = J�I): Så erB nabomatrixfor en DRTn samt at B+BT = J�I og BBT = (��1)J+�I; eller for p� 2 Ngælder, at1. k(k + (�� �)) = t+ (n� 1)�;2. (�� �)2 + 4(t� �) = �;3. p� går op i 2k � (�� �)(n� 1);4. 2k+(���)(n�1)p� � n� 1 (mod 2);5. ��� 2k+(���)(n�1)p� ��� � n� 1:



4.1. Betingelser for parametersættet 43Bevis:Af (4.2) følger at k er egenværdi til B med tilhørende egenvektor j: EftersomBj = kj medfører at B2j = k2j fås af (4.1), atB2j + (�� �)Bj � (t� �)j = �Jjk2j + (�� �)kj � (t� �)j = �njk2 + (�� �)k � (t� �) = �nk(k + (�� �)) = t+ (n� 1)�:Dermed er punkt 1 vist. Bemærk at for t = k giver ovenstående et andet bevisfor sætning 1.0.3.Lad � 6= k være en anden egenværdi til B med tilhørende egenvektor z: Sågælder ifølge (4.2), at �Jz = J�z = JBz = kJz:Idet � 6= k og �; k 6= 0 følger af ovenstående, at Jz = 0: Dermed fås af (4.1), atB2z + (�� �)Bz � (t� �)z = �Jz�2z + (�� �)�z � (t� �)z = 0�2 + (�� �)� � (t� �) = 0:De resterende egenværdier til B �ndes ved løsning af ovenstående andengrads-ligning� = b2 � 4a
 = (�� �)2 + 4(t� �); � = �b+p�2a = (�� �) +p�2 ; (4.3)� = �b�p�2a = (�� �)�p�2 : (4.4)Lad m� og m� være multipli
iteten af hhv. � og �: Multipli
iteten af k er énifølge proposition B.2.2 og proposition C.1.1. Så følger af korollar B.2.3 og [Axler,1997, p. 217℄, at m� +m� = n� 1 (4.5)k +m�� +m�� = tr(B) = 0: (4.6)(4.5) og (4.6) er to ligninger med to ubekendte m� og m�; som ved løsning giverm� = �(n� 1)� + k� � � ; m� = (n� 1)� + k� � � : (4.7)Ifølge (4.3) og (4.4) er � + � = �� � og � � � = p�: Hermed fås af (4.7), atm� �m� = 2k + (� + �)(n� 1)� � � = 2k + (�� �)(n� 1)p� : (4.8)Af (4.8) ses at beviset for korollar 3.1.4 også gælder for en (n; k;�; �; t)-RSRG.Antag først at � �� = p� =2 N ; så følger af korollar 3.1.4 at m� = m�: Dermedgiver (4.8), at k = (�� �)(n� 1)2 : (4.9)Heraf følger at �� � 2 f1; 2g idet 0 < k � n� 1 og �; � 2 N [ f0g:



44 Retningsbestemte stærkt regulære grafera. �� � = 2Hvis �� � = 2 følger af (4.9), at k = n� 1: Af (4.2) fås, atBJ = JB = kJ = (n� 1)J:Dvs summen af enhver række i B er n � 1: Da B er en n � n matrixmed diagonalindgange lig nul følger, at B = J � I: Dette strider modantagelsen, at z ikke er komplet. Dermed er �� � 6= 2:b. �� � = 1Hvis ��� = 1 følger af (4.9), at n = 2k+1: Så fås af punkt 1 i sætningen,at k(k + (�� �)) = t+ (n� 1)�k(k + 1) = t+ 2k�k(k + 1� 2�) = t:Idet t 2 N [ f0g er k; (k + 1� 2�) 2 N [ f0g og da 0 � t < k gælder, att = k + 1� 2� = 0: (4.10)Vi ser nærmere på konsekvenserne af tilfælde b.Eftersom t = 0 er der ingen ikke-retningsbestemte kanter i z: Dvs for ethvertpar af forskellige punkter vi; vj 2 Vz gælder, atvi ! vj =) vj 9 vi:Dermed opfylder indgangene i nabomatri
en B; at(B)ij = 1 =) (B)ji = 0 for i 6= j: (4.11)Idet hver række og søjle i n�n matri
en B har præ
is k = n�12 indgange lig én(ifølge punkt b) følger af (4.11), at(B)ji = 1 () (B)ij = 0 for i 6= j: (4.12)Dermed �ndes der kun retningsbestemte kanter i z: Dvsz ifølge de�nition A.0.6og de�nition A.0.10 er en HTn med �( e ) = � for enhver retningsbestemt kante i z: Af (4.10) følger at k = 2�� 1; dvs at n = 2k + 1 = 4�� 1 ifølge punktb. Nu følger af sætning A.0.11 og lemma A.0.9 at z er en DRTn medod( v ) = k = 2�� 1 for ethvert punkt v i DRTn;od( v; w ) = �� 1 for ethvert par af forskellige punkter v; w i DRTn;n = 4�� 1:Yderligere fås af (4.12) at(B+BT )ij = (B)ij + (BT )ij = (B)ij + (B)ji = (J� I)ij ;



4.1. Betingelser for parametersættet 45dvs B+BT = J� I: (4.13)Idet �� � = 1 og t = 0 fås af (4.1), atB2 + (�� �)B = �J+ (t� �)IB2 +B = �(J� I): (4.14)Af (4.10),(4.13) og (4.14) følger, atBBT = B(J� I�B)= kJ�B�B2= kJ�B� (�(J� I)�B)= kJ� �(J� I)= (k � �)J+ �I= ((2�� 1)� �)J+ �I= (�� 1)J+ �I:Dermed er første del af sætningen vist og nu vises ellers-delen.Antag at � � � = p� 2 N : Da m� og m� er multipli
iteter til egenværdiergælder, at m� ;m� 2 N : Heraf følger at m� �m� 2 Z: Dermed fås af (4.8) atp� går op i 2k � (�� �)(n� 1); hvormed punkt 3 er vist.Eftersom m� �m� = m� +m� � 2m� � m� +m� (mod 2);følger punkt 4 ved (4.5) og (4.8).Idet m� ;m� 2 N følger, atjm� �m� j � m� +m� = n� 1;hvormed punkt 5 er vist ved brug af (4.8). �I kapitel 6 viser vi, at der eksisterer en (n; k;�; �; t)-RSRG med t = 0 og n =4� � 1 (punkt b i beviset for sætning 4.1.3) givet, at der er visse restriktionerpå n:Bemærkning 4.1.4 (Heltalsbetingelsen for en RSRG) Da m� og m� erheltal giver ligningerne i (4.7) en betingelse for om den givne (n; k;�; �; t)-RSRGeksisterer. Dette kaldes heltalsbetingelsen for en RSRG. Ved at sammenligne(4.7) med (1.13) og (1.14) ses, at heltalsbetingelsen for hhv. en RSRG og en(ikke-retningsbestemt) stærkt regulær graf er ækvivalente.Fremover antager vi, at t < k og at B ikke er nabomatrix for en DRTn: Bemærkat t < k sikrer, at z ikke er en (ikke-retningsbestemt) stærkt regulær graf ogikke er komplet (t < k ) k 6= n� 1).



46 Retningsbestemte stærkt regulære graferSætning 4.1.5Lad z være en (n; k;�; �; t)-RSRG. Så gælder, at0 � � < t < k og 0 < � � t < k:Bevis:Først vises at t � �: Antag modsat at t � � < 0; så følger af punkt 2 i sæt-ning 4.1.3, at (�� �)2 �� = �4(t� �) > 0+j�� �j > jp�j = p�: (4.15)Dette giver to mulige tilfælde for �� �:1. �� � < 0Hvis �� � < 0 fås af (4.15), at p� < �(� � �): Idet m�;m� 2 N fås af(4.5), at m� �m� � m� +m� = n� 1: Dermed følger af (4.8), atk = (n� 1)(� � �) + (m� �m� )p�2< (n� 1)(� � �)� (n� 1)(�� �)2 = 0:Dette er en modstrid.2. �� � > 0Hvis ��� > 0 fås af (4.15), at p� < ���: Ifølge sætning 4.1.3 gælder atp� 2 N og da �� � 2 N fås, at (�� �)�p� 2 N : Af punkt 2 i sætning4.1.3 og lemma C.2.2 følger, at (���)�p� er et lige positivt heltal. Dvs(�� �)�p� � 2: Eftersom jm� �m� j � n� 1 (punkt 5 i sætning 4.1.3)fås så af (4.8), at k = (n� 1)(�� �) + (m� �m� )p�2� (n� 1)(�� �)� (n� 1)p�2= (n� 1)(�� ��p�)2 � n� 1:Dvs k = n � 1 hvormed følger, at B = J � I (se punkt a i beviset forsætning 4.1.3). Dette strider mod antagelsen, at z ikke er komplet.Dermed giver både tilfælde 1 og 2 en modstrid hvormed sluttes, at � � t:



4.1. Betingelser for parametersættet 47Lad z være komplementærgrafen til z; så følger af lemma 4.1.1, at� � tn� 2k + � � n� 2k + t� 1� � t� 1� < t: (4.16)Tilsidst vises at � > 0: Antag modsat at � = 0; så følger af punkt 1 i sæt-ning 4.1.3, at t = k(k � �): (4.17)Eftersom vi har antaget t < k følger af (4.16), at 0 � � < t < k hvormedk � � > 0 og 0 < t < k: Sammenhold dette med (4.17) og vi får en modstrid.Dvs � > 0: �Sætning 4.1.6Lad z være en (n; k;�; �; t)-RSRG. Så gælder, at�2(k � t� 1) � �� � � 2(k � t):Bevis:Lad u! v men v 9 u for u; v 2 Vz: Så følger af de�nition 4.0.14� = ���x 2 Vz �� v ! x ! u _ v ! x $ u _ v $ x! u _ v $ x $ u	�� : (4.18)Idet der er k � t kanter, der går ind i eller ud af et givet punkt i z fås, at���x 2 Vz �� v ! x! u _ v ! x$ u	�� � ��� x 2 Vz �� v ! x	�� � k � t ;��� x 2 Vz �� v $ x! u	�� � ��� x 2 Vz �� x! u	�� � k � t:Eftersom u ! v er der, ifølge de�nition 4.0.14, � stier af længde to fra u til v:Dermed fås, at ���x 2 Vz �� v $ x$ u	�� � �:Således fås af (4.18), at � � 2(k � t) + ��� � � 2(k � t):Heraf følger ved brug af lemma 4.1.1, at�� � � 2(k � t)(n� 2k + �)� (n� 2k + �� 2) � 2((n� k � 1)� (n� 2k + t� 1))�� �+ 2 � 2(k � t)�� � � 2(k � t� 1)�� � � �2(k � t� 1): �



48 Retningsbestemte stærkt regulære graferSætning 4.1.7Lad z være en (n; k;�; �; t)-RSRG. Så gælder, at(k � t)(�� (k � t)) � �t:Bevis:Lad x; y 2 Vz så x! y men y 9 x: Så gælder ifølge de�nition 4.0.14, at��� z 2 Vz �� y ! z ! x	�� = �:Da k � t er antal kanter der kun går ind i (eller ud af ) x 2 Vz; er der mindst�� (k� t) af disse punkter z som opfylder, at z $ x: Idet x! y og y 9 x kany vælges på k � t forskellige måder (for fastholdt x). Dvs��� y ! z �� z $ x ^ x! y 9 x	�� � (k � t)(�� (k � t)): (4.19)Idet z ! x (og x! z) for ethvert af disse z gælder ifølge de�nition 4.0.14 ( forz og x fastholdt), at ��� y 2 Vz �� x! y ! z 	�� = �:Eftersom der ialt er t ikke-retningsbestemte kanter in
ident med x 2 Vz gælder(for x fastholdt), at ��� y ! z �� z $ x ^ x! y 9 x	�� � �t: (4.20)Sammenhold (4.19) og (4.20) hvormed det ønskede resultat følger. �4.2 Ikke-eksistens af primtalsordenVed brug af de viste betingelser for parametersættet for en RSRG i forrige afsnitviser vi, at der ikke eksisterer en RSRG af primtalsorden.Sætning 4.2.1Lad z være en (n; k;�; �; t)-RSRG. Så er n ikke et primtal.Bevis:Antag n er et primtal. Hvis n = 2 er det klart, at z ikke er en (n; k;�; �; t)-RSRG. Lad derfor n være et ulige primtal; dvs n = 2p+ 1: Antag W.L.O.G atk � p = n�12 : Bemærk at hvis vi istedet vælger k � p fås af sætning 4.1.1, atk � n� 12k � n� 1� n� 12n� 12 � n� 1� kp � k:



4.2. Ikke-eksistens af primtalsorden 49Dvs at vise sætningen for tilfældet k � p er ækvivalent med at vise sætningenfor den komplementære (n; k;�; �; t)-RSRG til z:Sætning 4.1.5 giver, at j�� �j < k � p (4.21)og 0 � t� � < k � p: (4.22)Benyt disse uligheder i punkt 2 i sætning 4.1.3 hvormed fås, at� = (�� �)2 + 4(t� �) < p2 + 4p < p2 + 4p+ 4 = (p+ 2)2mp� < p+ 2: (4.23)Ved at benytte punkt 1 og 2 i sætning 4.1.3 fås, at�n = t+ �n� �� t+ ��n = t+ (n� 1)�� (t� �)�n = k(k + (�� �))� 14(�� (�� �)2)4�n = 4k2 + 4k(�� �)��+ (�� �)24�n = (2k + (�� �) +p�)(2k + (�� �)�p�):Dvs n går op i (2k + (�� �) +p�)(2k + (�� �) �p�): Idet n er et primtalfølger [Allenby, 1991, De�nition 1.3.5 (iii)℄, at n går op i (2k + (� � �) +p�)eller (2k + (�� �)�p�) eller dem begge.Af punkt 2 i sætning 4.1.3 og lemma C.2.2 følger at (���)�p� og (���)+p�er lige tal. Dvs 2 går op i (2k + (�� �)�p�):Eftersom 2 og n er indbyrdes primiske får vi af lemma C.2.1, at? 2n går op i (2k+(���)+p�) eller (2k+(���)�p�) eller dem begge.Vi ønsker at udnytte dette ved at �nde et interval for (2k + (�� �)�p�):Af (4.21) og (4.23) fås, at2k + (�� �)�p� < 2p+ p+ (p+ 2) = 2n;og ved yderligere at benytte (4.22) fås2k + (�� �)�p� > �2p� p� (p+ 2) = �2n:Dvs �2n < 2k + (�� �)�p� < 2n: (4.24)



50 Retningsbestemte stærkt regulære graferVed at sammenholde ? og (4.24) følger, at 2k+(���)+p� eller 2k+(���)�p�eller dem begge er nul. Hermed fås, at4�n = (2k + (�� �) +p�)(2k + (�� �)�p�) = 0+� = 0;hvilket er i modstrid med sætning 4.1.5. Dermed er n ikke et primtal. �



Kapitel 5Krone
kerprodukt konstruktionI dette kapitel konstrueres to familier af retningsbestemte stærkt regulære graferved brug af Krone
kerproduktet. Dette produkt har sit navn fra den polskematematiker Leopold Krone
ker.Leopold Krone
ker (1823-1891) blev født d. 7. de
ember, 1823 i Liegnitz, Preus-sen (nu Legni
a, Polen). Krone
ker kom fra en velhavende købmandsfamilie, somansatte private lærerer til at undervise ham indtil han startede i Gymnasiet iLiegnitz. Krone
ker tog til Berlin Universitet i 1841, hvor han under Diri
hlets(1805-1859) tilsyn erhvervede sin doktorgrad i emnet ' algebraisk tal teori '. I1848 vendte Krone
ker tilbage til Liegnitz for at gifte sig med hans afdøde onkelsdatter, som han �k seks børn med. Krone
ker arvede velstand efter den afdødeonkel, som gjorde forretning indenfor bankverdenen og landbruget. Krone
kerforblev forretningsmand indtil 1855, hvorefter han overlod forretningsarbejdettil andre og helligede sig matematikken.Krone
ker var af den mening, at matematik skulle redu
eres til argumenter, derkun indeholdte heltal og et endeligt antal trin. Han betvivlede gyldigheden afeksistensbeviser uden konstruktion og brød sig ikke om brugen af irrationaleeller trans
endente tal. Krone
ker er kendt for at have sagt, at� Gud skabte heltallene, alt andet er menneskets værk. �Krone
ker var i matematisk korrespondan
e med den tyske matematiker KarlTheodor Wilhelm Weierstrass (1815-1897). Weierstrass arbejdede med geometriog analyse, hvorimod Krone
ker beskæftigede sig med algebra. Dette førte oftetil stridigheder.Krone
ker kom sig aldrig af hans kones død. Han døde af bronkitis d. 29. de-
ember, 1891 i Berlin; få måneder efter hans kones død.5.1 Krone
kerproduktetFør vi påbegynder konstruktionen af de to familier af RSRG de�neres Krone
k-erproduktet. 51



52 Krone
kerprodukt konstruktionDe�nition 5.1.1 (Krone
kerprodukt)Lad A = [(A)ij ℄ = [aij ℄ være en m � n matrix og B = [(B)kl℄ = [bkl℄ en p � qmatrix. Krone
kerproduktet A
B er mp� nq matri
en givet ved
A
B = [aijB℄ =

2666666666666664
a11B � � � a1jB � � � a1nB... . . . ... ...ai1B � � � 26666664 aijb11 � � � aijb1l � � � aijb1q... . . . ... ...aijbk1 � � � aijbkl � � � aijbkq... ... . . . ...aijbp1 � � � aijbpl � � � aijbpq

37777775 � � � ainB... ... . . . ...am1B � � � amjB � � � amnB
3777777777777775Indgangen (A)ijB i A 
 B kaldes en blok-indgang, og den (ik; jl)'te positioni A 
 B er (A 
 B)ik;jl = (A)ij(B)kl = aijbkl: Bemærk at ik (hhv. jl) ikkebetegner et produkt, men derimod række i og k (hhv. søjle j og l) i hhv. A ogB:Krone
kerproduktet kaldes ligeledes for det direkte produkt. Krone
kerproduktetopfylder en række egenskaber, men vi får kun brug for de to følgende. For enfuldstændig liste af egenskaber henvises til [Meyer, 2000, pp. 597-598℄.Lemma 5.1.2 Lad A;B;C og D være �re reelle matri
er, så produkterne ACog BD eksisterer. Så gælder(A
B)(C
D) = AC
BD:Bevis:Eftersom produkterne AC og BD eksisterer, er position (ij;mn) i (A
B)(C
D) ifølge de�nition 5.1.1 givet ved((A
B)(C
D))ij;mn =Xk Xl (A
B)ij;kl(C
D)kl;mn=Xk Xl (A)ik(B)jl(C)km(D)ln=Xk (A)ik(C)kmXl (B)jl(D)ln= (AC)im(BD)jn= (AC
BD)ij;mn:Dvs (A
B)(C
D) = AC
BD: �Lemma 5.1.3 Lad A;B og C være reelle matri
er, hvor A og B har sammeformat. Så gælder for a; b 2 R; at(aA+ bB)
C = a(A
C) + b(B
C);C
 (aA+ bB) = a(C
A) + b(C
B):Dvs Krone
kerproduktet opfylder de distributive love.



5.2. Konstruktion 53Bevis:Eftersom A+B eksisterer, er position (ik; jl) i (aA+ bB)
C ifølge de�nition5.1.1 givet ved((aA+ bB)
C)ik;jl = (aA+ bB)ij(C)kl= (a(A)ij + b(B)ij)(C)kl= a(A)ij(C)kl + b(B)ij(C)kl= a(A
C)ik;jl + b(B
C)ik;jl:Dvs (aA+ bB)
C = a(A
C) + b(B
C) for a; b 2 R:Tilsvarende vises at C
 (aA+ bB) = a(C
A) + b(C
B): �5.2 KonstruktionVi konstruerer to familier af RSRG hver efterfulgt af et eksempel. Den før-ste konstruktion vil vise sig nyttig i kapitel 7 til at vise eksistensen af en(8s; 4s; s; 3s; 3s)-RSRG.For ethvert k betegner Jk k� k matri
en med (Jk)ij = 1 og Ik k� k identitets-matri
en.Sætning 5.2.1Lad z være en (n; k;�; �; t)-RSRG med nabomatrix B: Så er B0 = B
Jm; m >1; nabomatrix for en (n0; k0;�0; �0; t0)-RSRG z0 medn0 = nm;k0 = km;�0 = �m;�0 = �m;t0 = tm;hvis og kun hvis t = �: Resultatet gælder ligeledes for Jm 
B:Bevis:Da B0 = B 
 Jm er en nm� nm matrix vil en mulig RSRG med nabomatrixB0 have n0 = nm punkter.Hver række og søjle i B har k indgange lig én og n�k indgange lig nul. Dermeder der ifølge de�nition 5.1.1 præ
is k0 = km indgange lig én i hver række ogsøjle i B0; dvs B0Jnm = JnmB0 = k0Jnm: (5.1)Dermed opfylder B0 (4.2). Vi mangler at vise at B0 opfylder (4.1).Af lemma 5.1.2, lemma 5.1.3 og (4.1) fås, at(B0)2 = (B
 Jm)2 = B2 
 J2m = (�(�� �)B+ tIn + �(Jn � In))
mJm= �(�m� �m)(B
 Jm) + tm(In 
 Jm) + �m((Jn � In)
 Jm)= �(�0 � �0)B0 + t0(In 
 Jm) + �0((Jn � In)
 Jm) (5.2)



54 Krone
kerprodukt konstruktionJn � In er n� n matri
en hvis indgange er givet ved(Jn � In)ij = (1; hvis i 6= j;0; hvis i = j:Dermed er (Jn � In)
 Jm ifølge de�nition 5.1.1 nm� nm matri
en givet ved(Jn � In)
 Jm = 266664 0Jm Jm � � � JmJm . . . . . . ...... . . . . . . JmJm � � � Jm 0Jm
377775 : (5.3)Idet In er n� n identitetsmatri
en fås af de�nition 5.1.1, atIn 
 Jm = 266664 Jm 0Jm � � � 0Jm0Jm . . . . . . ...... . . . . . . 0Jm0Jm � � � 0Jm Jm

377775 : (5.4)Ved at sammenholde (5.3) og (5.4) med (5.2) følger, at blok-diagonalindgangenei (B0)2+(�0��0)B0 er t0Jm og blok-indgangene forskellig fra disse er �0Jm: Idetm > 1 er nogle af elementerne i blok-diagonalen ikke på diagonalen. Dvs derstår t0 på nogle af ikke-diagonalindgange i (B0)2 + (�0 � �0)B0:Men (4.1) er opfyldt for B0 hvis og kun hvis alle diagonalindgange i (B0)2 +(�0 � �0)B0 er t0 og alle ikke-diagonalindgange er �0: Dvs (4.1) er opfyldt for B0hvis og kun hvis t0 = �0 () tm = �m () t = �:For t = � () t0 = �0 giver (5.2), at(B0)2 = (�0 � �0)B0 + �0Jnm: (5.5)Af (5.1) og (5.5) følger atB opfylder de�nition 4.0.14 med de ønskede parametre.Beviset for Jm 
B forløber analogt. �Eksempel 5.2.2Lad B være nabomatri
en givet i eksempel 4.0.15 for en (6; 2; 0; 1; 1)-RSRG z:Det ses at t = � er opfyldt for z; hvormed vi kan konstruere nabomatri
enB0 = B
 J2 for en (12; 4; 2; 0; 2)-RSRG z0: Nabomatri
en B0 er givet ved
B0 = 266664 0 J2 0 J2 0 00 0 J2 0 J2 0J2 0 0 0 0 J2J2 0 0 0 0 J20 J2 0 J2 0 00 0 J2 0 J2 0

377775 =
2666666666666664

0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 0 00 0 1 1 0 0 1 1 0 0 0 00 0 0 0 1 1 0 0 1 1 0 00 0 0 0 1 1 0 0 1 1 0 01 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 11 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 11 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 11 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 10 0 1 1 0 0 1 1 0 0 0 00 0 1 1 0 0 1 1 0 0 0 00 0 0 0 1 1 0 0 1 1 0 00 0 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0
3777777777777775



5.2. Konstruktion 55Ud fra B0 og de�nition 4.0.13 kan z0 konstrueres.Yderligere er B00 = J2
B ligeledes nabomatrix for en (12; 4; 2; 0; 2)-RSRG z00:Nabomatri
en B00 er givet ved
B00 = � B BB B � =

2666666666666664
0 1 0 1 0 0 0 1 0 1 0 00 0 1 0 1 0 0 0 1 0 1 01 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 11 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 10 1 0 1 0 0 0 1 0 1 0 00 0 1 0 1 0 0 0 1 0 1 00 1 0 1 0 0 0 1 0 1 0 00 0 1 0 1 0 0 0 1 0 1 01 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 11 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 10 1 0 1 0 0 0 1 0 1 0 00 0 1 0 1 0 0 0 1 0 1 0

3777777777777775Ud fra B00 og de�nition 4.0.13 kan z00 konstrueres. Bemærk at z0 og z00 er iso-morfe grafer. Grafen z00 konstrueres ved at spalte ethvert punkt vi; i = 1; : : : ; 6;i �gur 4.1 i to. Antag at punktet vi 2 Vz spaltes hvorved punktet ui 2 Vz00fås. Der gælder at ui er forbundet med samme slags hhv. ikke-retningsbestemtog retningsbestemte kanter til nøjagtig de samme oprindelige punkter, som vi erforbundet til. Dvs vi og ui har samme mængde ind- og ud-naboer (hvis u ! ver u ind-nabo til v og v er ud-nabo til u). �Sætning 5.2.3Lad z være en (n; k;�; �; t)-RSRG med nabomatrix B: Så er B0 = (B
 Jm) +(In 
 (Jm � Im)); m > 1; nabomatrix for en (n0; k0;�0; �0; t0)-RSRG z0 medn0 = nm;k0 = (k + 1)m� 1;�0 = (t+ 1)m� 2;�0 = �m;t0 = (t+ 1)m� 1;hvis og kun hvis � = t� 1:Bevis:Da B0 = (B
Jm)+(In
 (Jm� Im)) er en nm�nm matrix vil en mulig RSRGmed nabomatrix B0 have n0 = nm punkter.Jm � Im er m�m matri
en hvis indgange er givet ved(Jm � Im)ij = (1; hvis i 6= j;0; hvis i = j:Dermed er In 
 (Jm � Im) nm� nm matri
en givet vedIn 
 (Jm � Im) = 264 Jm � Im 0. . .0 Jm � Im 375 :



56 Krone
kerprodukt konstruktionDvs hver række og søjle i In
(Jm�Im) indeholder præ
is (m�1) ét-taller, somalle er pla
eret på blok-diagonalindgangene. B
Jm er nm�nm matri
en medblok-diagonalindgange lig nul og præ
is km ét-taller i hver række og søjle (sebevis for sætning 5.2.1). Dermed er der præ
is k0 = km+(m�1) = (k+1)m�1ét-taller i hver række og søjle i B0: Heraf følger, atBJnm = JnmB = k0Jnm:Således opfylder B0 (4.2). Vi mangler at vise at B0 opfylder (4.1).Af lemma 5.1.2, lemma 5.1.3 og lemma C.3.1 følger(B0)2 = [(B
 Jm) + (In 
 (Jm � Im))℄2= (B
 Jm)2 + (In 
 (Jm � Im))2 + 2(B 
 Jm)(In 
 (Jm � Im))= (B
 Jm)2 + (In 
 Jm � Inm)2 + 2(B 
 Jm)(In 
 Jm � Inm)= (B
 Jm)2 + (In 
 Jm)2 + (In 
 Im)2 � 2(In 
 Jm)Inm+ 2(B
mJm �B
 Jm)= (B
 Jm)2 +m(In 
 Jm) + In 
 Im � 2(In 
 Jm)+ 2m(B
 Jm)� 2(B
 Jm):Ved at benytte resultatet for (B
Jm)2 i beviset for sætning 5.2.1 fås ovenståendetil(B0)2 = �(�m� �m)(B
 Jm) + tm(In 
 Jm) + �m((Jn � In)
 Jm)+m(In 
 Jm) + In 
 Im � 2(In 
 Jm) + 2m(B
 Jm)� 2(B 
 Jm)= �((�� �� 2)m+ 2)(B 
 Jm) + ((t+ 1)m� 2)(In 
 Jm)+ In 
 Im + �m((Jn � In)
 Jm)= �((�� �� 2)m+ 2)(B 
 Jm) + In 
 [((t+ 1)m� 1)Im+ ((t+ 1)m� 2)(Jm � Im)℄ + �m((Jn � In)
 Jm): (5.6)For at B0 opfylder (4.1) kræves, at(B0)2 = �(�0 � �0)B0 + t0Inm + �0(Jnm � Inm)= �(�0 � �0)[(B 
 Jm) + (In 
 (Jm � Im))℄ + t0(In 
 Im)+ �0[(In 
 (Jm � Im)) + ((Jn � In)
 Jm)℄= �(�0 � �0)(B
 Jm) + (�0 � �0)(In 
 (Jm � Im)) + t0(In 
 Im)+ �0(In 
 (Jm � Im)) + �0((Jn � In)
 Jm)= �(�0 � �0)(B
 Jm) + In 
 (t0Im + �0(Jm � Im))+ �0((Jn � In)
 Jm): (5.7)



5.2. Konstruktion 57Af (5.6) og (5.7) følger at B0 opfylder (4.1) med�0 � �0 = (�� �� 2)m+ 2; (5.8)�0 = (t+ 1)m� 2; (5.9)�0 = �m; (5.10)t0 = (t+ 1)m� 1:Af (5.8), (5.9) og (5.10) følger, at denne konstruktion er mulig hvis og kun hvis(�� �� 2)m+ 2 = �0 � �0 = �m� (t+ 1)m+ 2;hvilket er ækvivalent med � = t� 1: �Eksempel 5.2.4Lad igen B være nabomatri
en for den i eksempel 4.0.15 givne (6; 2; 0; 1; 1)-RSRG z: Det ses at � = t � 1 er opfyldt for z; hvormed vi kan konstruerenabomatri
en B0 = (B 
 J2) + (I2 
 (J2 � I2)) for en (12; 5; 2; 2; 3)-RSRG z0:Nabomatri
en B0 er givet ved
B0 =

2666666666666664
0 1 1 1 0 0 1 1 0 0 0 01 0 1 1 0 0 1 1 0 0 0 00 0 0 1 1 1 0 0 1 1 0 00 0 1 0 1 1 0 0 1 1 0 01 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 11 1 0 0 1 0 0 0 0 0 1 11 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 11 1 0 0 0 0 1 0 0 0 1 10 0 1 1 0 0 1 1 0 1 0 00 0 1 1 0 0 1 1 1 0 0 00 0 0 0 1 1 0 0 1 1 0 10 0 0 0 1 1 0 0 1 1 1 0

3777777777777775Ud fra B0 og de�nition 4.0.13 kan z0 konstrueres. �
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Kapitel 6Eksistens af RSRG med t = 0I dette kapitel bruges en række betegnelser, hvor den tilhørende de�nition �ndesi bilag A. For nøjagtig sideangivelse af de tilhørende de�nitioner henvises tilsymbollisten.I dette kapitel de�neres en skæv Hadamard matrix. Vi viser at eksistens af enDRTn er ækvivalent med eksistensen af en skæv Hadamard matrix af orden(n + 1): Ved hjælp af dette vises at der eksisterer en (n; k;�; �; t)-RSRG medt = 0 givet, at der er visse restriktioner på n:For at kunne de�nere en skæv Hadamard matrix, er det nødvendigt først atde�nere en Hadamard matrix. Denne matrix har fået sit navn fra den franskematematiker Ja
ques Hadamard.Ja
ques Hadamard blev født d. 8. de
ember, 1865 i Versailles, Frankrig. Hanblev nummer ét ved indgangseksamener til universiteterne É
ole Polyte
hniqueog É
ole Normale Supérieure og valgte optagelse på det sidstnævnte. Han skrevspe
iale om funktioner de�neret af Taylor serier og modtog hans doktorgrad i1892.I 1893 opdagede Hadamard kvadratiske matri
er af orden 12 og 20, med ind-gange lig �1; hvis rækker (og søjler) er parvis ortogonale. For hver af dissematri
er X gælder lighedstegn i ulighedenjdetXj2 � nYi=1 nXj=1 j(X)ij j2:Dvs disse matri
er har maksimal determinant blandt matri
er med indgange lig�1: Hadamard's største bidrag til matematikken var hans bevis af primtalssæt-ningen i 1896. Sætningen siger, atlimx!1�(x) lnxx = 1;hvor �(x) betegner antal positive primtal � x: Hadamard beviste sætningen vedbrug af kompleks analyse. 59



60 Eksistens af RSRG med t = 0Hadamard underviste som professor på Collège de Fran
e (1897-1935), the É
olePolyte
hnique (1912-1935) og É
ole Centrales des Arts et Manufa
tures (1920-1935); alle universiteter i Paris. Til stor sorg døde to af Hadamard's sønnerunder første verdenskrig. Han �ygtede til Amerika ved Frankrig's fald i 1940(anden verdenskrig). Hadamard returnerede til Paris i 1944. I 1950 blev hanvalgt til hæderspræsident for den Internationale Matematiske Kongres i Cam-bridge, Massa
husetts i Amerika.Hadamard døde d. 17 oktober, 1963 i Paris.6.1 Hadamard matrixVi de�nerer en Hadamard matrix.De�nition 6.1.1 (Hadamard matrix)En Hadamard matrix H af orden n er en n � n matrix med indgange lig �1;som opfylder at HHT = nI:Det følger af de�nition 6.1.1 atHT = H�1nI = nH�1:Heraf følger at HTH = nH�1H = nI = HHT ;dvs at en Hadamard matrix H af orden n er normal.Bemærk at hvis søjlerne i en Hadamard matrix ombyttes, er den opnåede matrixligeledes en Hadamard matrix. Dette benyttes i proposition 6.1.2.Proposition 6.1.2 En Hadamard matrix H af orden n harn = 1; 2 eller n � 0 (mod 4):Bevis:Ifølge korollar 6.2.3 kan vi antage, at første søjle og række i en Hadamard matrixhar indgange lig +1: En sådan Hadamard matrix kaldes normaliseret.Dvs Hadamard matri
erne af orden én og to er givet ved� 1 � og � 1 11 �1 � :Lad nu H være en Hadamard matrix af orden n � 3: Eftersom den første rækkei H er jTn følger, at første søjle i HT er jn: Dermed følger af de�nition 6.1.1 atn er lige, og hver række i H (undtagen den første) har n2 indgange lig +1 og n2indgange lig �1:Ombyt søjlerne i H; så anden række i har de første n2 indgange lig +1 og desidste n2 indgange lig �1 og betegn denne matrix med H0: Bemærk at H0 er



6.1. Hadamard matrix 61en Hadamard matrix. Lad t 2 N betegne antal indgange lig +1 i de førsten2 positioner af række tre i H0 og t0 2 N antal indgange lig +1 i de sidste n2positioner af række tre i H0: Dermed indeholder de første n2 positioner af rækketre (n2 � t) indgange lig �1 og de sidste n2 positioner af række tre indholder(n2 � t0) indgange lig �1:Idet (H0 T )j1 = (H0)1j = +1 for alle j fås af de�nition 6.1.1, at0 = (H0H0 T )31 = nXl=1(H0)3l(H0 T )l1 = nXl=1(H0)3l= �t� �n2 � t��+ �t0 � �n2 � t0�� = 2t+ 2t0 � n ;dvs 2t+ 2t0 = n: (6.1)Da (H0)2j = (+1; for j = 1; : : : ; n2 ;�1; for j = (n2 + 1); : : : ; n;fås af de�nition 6.1.1 at0 = (H0H0 T )32 = nXl=1(H0)3l(H0 T )l2 = nXl=1(H0)3l(H0)2l= �t� �n2 � t��� �t0 � �n2 � t0�� = 2t� 2t0: (6.2)Af (6.1) og (6.2) følger at n = 4t for t 2 N : �Det er vist, at der eksisterer Hadamard matri
er af orden 22q for de �esteq < 3000 [Seberry and Yamada, 1992, p. 435℄. Der �ndes mange forskellige kon-struktionsmetoder til at frembringe disse matri
er. Hadamard's originale kon-struktion af Hadamard matri
er er en multiplikationssætning, som benytter sigaf det faktum at Krone
kerproduktet af to Hadamard matri
er af orden hhv.2am og 2bn, er en Hadamard matrix af orden 2a+bmn: Vi beskriver en simpelkonstruktion via Krone
kerproduktet de�neret i kapitel 5.Først er det nødvendigt at vise en egenskab for Krone
kerproduktet.Lemma 6.1.3 Lad C være en reel n�m matrix og D en reel p� q matrix. Sågælder at (C
D)T = CT 
DT :Bevis:Lad position (i; j) i C være (C)ij og position (k; l) i D være (D)kl: Så er position(ik; jl) i (C
D)T ifølge de�nition 5.1.1 givet ved�(C
D)T �ik;jl = (C
D)jl;ik = (C)ji(D)lk= (CT )ij(DT )kl = (CT 
DT )ik;jl:Dvs (C
D)T = CT 
DT : �



62 Eksistens af RSRG med t = 0Sætning 6.1.4Lad H og H0 være Hadamard matri
er af orden hhv. n og n0: Så er H
H0 enHadamard matrix af orden nn0:Bevis:Først vises at H
H0 er en Hadamard matrix.Af lemma 6.1.3, lemma 5.1.2 og de�nition 6.1.1 fås at(H
H0)(H
H0)T = (H
H0)(HT 
H0T )= HHT 
H0H0T = nIn 
 n0 In0 = nn0 Inn0 : �For at kunne vise den ønskede sætning om eksistensen af en RSRG med t = 0;er det nødvendigt med en betingelse for Hadamard matri
erne. De Hadamardmatri
er der opfylder denne betingelse kaldes for skæv Hadamard matri
er.6.2 Skæv Hadamard matrixI dette afsnit de�neres en skæv Hadamard matrix, som benyttes til at viseeksistensen af en (n; k;�; �; t)-RSRG med t = 0:De�nition 6.2.1 (Skæv Hadamard matrix)En Hadamard matrix H er skæv hvis og kun hvisH+HT = 2I:Bemærk at idet ombytningen af søjler i beviset for proposition 6.1.2 ikke ernødvendig (men udføres for overblikkets skyld) gælder, at resultatet ligeledesgælder for en skæv Hadamard matrix. Dvs en skæv Hadamard matrix har ordenn = 1; 2 eller n � 0 (mod 4):Vi viser et resultat, som udtaler sig om udseendet af en skæv Hadamard matrix.Lemma 6.2.2 Lad H være en skæv Hadamard matrix af orden n og lad H 0være matri
en, som opnås ved at multipli
ere række r og søjle r i H med �1;for 1 � r � n: Så er H 0 en skæv Hadamard matrix.Bevis:Lad Er være n� n matri
en, der for r 2 N ; 1 � r � n; er givet ved(Er)ij = 8><>: 1; hvis i = j 6= r;�1; hvis i = j = r;0; ellers. (6.3)Dermed fås at(ErH)ij = nXl=1(Er)il(H)lj = ( (H)ij ; hvis i 6= r;�(H)ij ; hvis i = r:



6.2. Skæv Hadamard matrix 63og (HEr)ij = nXl=1(H)il(Er)lj = ( (H)ij ; hvis j 6= r;�(H)ij ; hvis j = r:Dvs ErH har den e�ekt at multipli
ere række r i H med �1; og HEr har dene�ekt at multipli
erer søjle r i H med �1: Dermed har ErHEr den e�ekt atmultipli
ere række r og søjle r i H med �1: Vi viser, at ErHEr er en Hadamardmatrix.Af (6.3) ses at ETr = Er og ErEr = I hvormed følger af de�nition 6.1.1, at(ErHEr)(ErHEr)T = ErHErErHTEr = ErHHTEr = Er(nI)Er = nI:Dvs ErHEr er en Hadamard matrix.Vi viser, at ErHEr er en skæv Hadamard matrix. Af de�nition 6.2.1 følger at(ErHEr) + (ErHEr)T = ErHEr +ErHTEr= Er(H+HT )Er = Er(2I)Er = 2I: �Korollar 6.2.3 Lad H være en Hadamard matrix af orden n og lad H 0 værematri
en, som opnås ved at multipli
ere en række eller en søjle i H med �1: Såer H 0 en Hadamard matrix.Bevis:Lad Er være n�n matri
en konstrueret i beviset for proposition 6.2.2. EftersomETr = Er og ErEr = I fås af de�nition 6.1.1, at(ErH)(ErH)T = ErHHTEr = Er(nI)Er = nI:Tilsvarende kan vises at (HEr)(HEr)T = nI: �Hvis H er en skæv Hadamard matrix følger af de�nition 6.2.1, at (H)11 = +1:Dermed kan vi ifølge lemma 6.2.2 antage, at første række i H har indgange lig+1:For at vise eksistensen af en (n; k;�; �; t)-RSRG med t = 0; får vi brug forfølgende lemma [Hall, 1986, Lemma 14.1.6, p. 247℄.Lemma 6.2.4 Der eksisterer en skæv Hadamard matrix af orden n; hvis n =2 lb1 � � � bm; hvor hvert bi er på formen pr + 1 � 0 (mod 4), p et primtal.De eneste ordner n � 100 der ikke dækkes af lemma 6.2.4, er n = 36; 52; 76; 92; 100:Men skæv Hadamard matri
er er vist at eksisterer for orden 36 [Goethals andSeidel℄, orden 52 [Blatt and Szekeres℄ og orden 76 [Szekeres, 1969℄. Dvs detmindste ikke-viste tilfælde for eksistens af en skæv Hadamard matrix er n = 92:



64 Eksistens af RSRG med t = 06.3 EksistensVi mangler blot et enkelt resultat for at kunne vise eksistensen af en RSRG medt = 0:Sætning 6.3.1Lad n = 4
+3 for 
 2 N : Så eksisterer en DRTn hvis og kun hvis, der eksistereren skæv Hadamard matrix af orden n+ 1:Bevis:): Antag der eksisterer en DRTn med n� n nabomatrix B:Vi konstruerer en (n + 1) � (n + 1) matrix H af B: Lad første række ogsøjle i H være givet ved(H)1j = +1 for 1 � j � n+ 1; (6.4)(H)i1 = �1 for 2 � i � n+ 1: (6.5)For i; j = 2; : : : ; n+ 1 er de resterende indgange i H givet ved(H)ij = (+1; hvis (B)(i�1)(j�1) = 1 eller i = j;�1 hvis (B)(i�1)(j�1) = 0 og i 6= j: (6.6)For at vise at H er en Hadamard matrix betragtes indgangene i HHT ;hvor den (i; j)'te position er givet ved(HHT )ij = n+1Xl=1 (H)il(HT )lj = n+1Xl=1 (H)il(H)jl: (6.7)Først betragtes diagonalindgangene i HHT ; dvs de indgange hvor i = j:1. i = j :Idet H er en (n+1)� (n+1) matrix hvis indgange er �1 fås af (6.7),at (HHT )ii = n+1Xl=1(H)il(H)il = n+1Xl=1 ((H)il)2 = n+ 1:2. 1 = i 6= j :Første række i HHT : Eftersom række j i B ifølge lemma A.0.9 inde-holder od( vj ) = 2
 + 1 indgange lig 1 og n � od( vj ) = (4
 + 3) �(2
 + 1) = 2
 + 2 indgange lig 0 følger af (6.4) og (6.6), at række ji H indeholder 2
 + 2 indgange lig 1 og 2
 + 2 indgange lig �1: Da(H)1j = +1 for alle j ifølge (6.4) fås af (6.7), at(HHT )1j = n+1Xl=1(H)1l(H)jl = n+1Xl=1(H)jl = (2
 + 2)� (2
 + 2) = 0:



6.3. Eksistens 653. 1 = j 6= i :Første søjle i HHT : Ved ækvivalente argumenter til de i punkt 2 fåsaf (6.7) at(HHT )i1 = n+1Xl=1(H)il(H)1l = n+1Xl=1 (H)il = (2
+ 2)� (2
+ 2) = 0:4. 1 6= i 6= j 6= 1 :De resterende indgange i HHT : Betegn antal punkter i DRTn derdominerer vi i DRTn med id( vi ) og antal punkter der dominererbåde vi og vj med id( vi; vj ): Eftersom et vilkårligt punkt v i DRTnifølge de�nition A.0.6 er forbundet til alle punkter i DRTn fås afantagelsen og lemma A.0.9, atid( v ) = n� od( v )� 1 = (4
+ 3)� (2
 + 1)� 1 = 2
+ 1;for ethvert punkt v i DRTn: Antag W.L.O.G at vi ! vj for 1 6= i 6=j 6= 1; hvormed følger af de�nition A.0.6 at(B)ji = 0: (6.8)Eftersom (B)ii = 0 fås følgende to ligninger ved brug af antagelsen,lemma A.0.9 og (6.8) (se �gur 6.1)��� l �� (B)il = (B)jl = 1	�� = od( vi; vj ) = 
;��� l �� (B)il = (B)jl = 0	�� = id( vi; vj ) + 1|{z}(B)ii=0= id( vi )� (od( vj )� od( vi; vj )) + 1= 2
+ 1� ((2
 + 1)� 
) + 1 = 
+ 1:
v v

vi jv,

vi,vjid(       )

od(   )−

od(       )

od(       )vj

i j

vi vj,
.

Figur 6.1: Antal punkter i DRTn der dominerer både vi og vj



66 Eksistens af RSRG med t = 0Eftersom (H)i1 = (H)j1 = �1 (1 6= i 6= j 6= 1) ifølge (6.5) fås ved atsammenholde ovenstående med (6.6), at��� l �� (H)il(H)jl = +1	�� = 
+ (
+ 1) + 1 = 2
+ 2: (6.9)Idet H er en (n+ 1)� (n+ 1) matrix med indgange lig �1 fås, at��� l �� (H)il(H)jl = �1	�� = (n+ 1)� ��� l �� (H)il(H)jl = 1	��= (4
+ 4)� (2
+ 2) = 2
+ 2: (6.10)Dermed fås af (6.9), (6.10) og (6.7) at(HHT )ij = n+1Xl=1 (H)il(H)jl = (2
 + 2)� (2
+ 2) = 0:Af punkt 1, 2, 3 og 4 følger at HHT = (n+ 1)I:For at vise at H er skæv betragtes indgangene i H+HT ; hvor den (i; j)'teposition er givet ved(H+HT )ij = (H)ij + (HT )ij = (H)ij + (H)ji: (6.11)Først betragtes diagonalindgangene.a. i = j :Af (6.4), (6.6) og (6.11) følger at(H+HT )ii = (H)ii + (H)ii = 1 + 1 = 2:b. 1 = i 6= j :Første række i H+HT : Af (6.4), (6.5) og (6.11) følger at(H+HT )1j = (H)1j + (H)j1 = 1� 1 = 0:
. 1 = j 6= i :Første søjle i H+HT : Af (6.5), (6.4) og (6.11) følger at(H+HT )i1 = (H)i1 + (H)1i = �1 + 1 = 0:d. 1 6= i 6= j 6= 1 :De resterende indgange iH+HT : Idet B er nabomatrix for en DRTnfølger af de�nition A.0.6, at(B)ij = 1 () (B)ji = 0:Dermed følger af (6.6) at(H)ij = 1 () (H)ji = �1:Således fås af (6.11) at(H+HT )ij = (H)ij + (H)ji = 1� 1 (eller � 1 + 1) = 0:



6.3. Eksistens 67Af punkt a, b, 
 og d følger at H+HT = 2I:(: Antag at H er en skæv Hadamard matrix af orden n+ 1:Pga lemma 6.2.2 kan vi antage, at alle indgange i første række af H er +1:Dermed følger af de�nition 6.2.1 at (H)i1 = �1 for i = 2; : : : ; (n + 1) ogat (H)ii = +1 for i = 1; : : : ; (n+ 1):Ved at fjerne række ét og søjle ét i H konstrueres en n � n matrix A afH; hvor position (i; j) i A for i; j = 1; : : : ; n er givet ved(A)ij = (1; hvis (H)(i+1)(j+1) = +1 og i 6= j;0; hvis (H)(i+1)(j+1) = �1 eller i = j: (6.12)Idet H+HT = 2I ifølge de�nition 6.2.1 fås, at(H)ij = �(HT )ij = �(H)ji for i 6= j: (6.13)Dermed følger af (6.12) og (6.13) at position (i; j) i A+AT er givet ved(A+AT )ij = (A)ij + (AT )ij = (A)ij + (A)ji = (1 hvis i 6= j;0 hvis i = j:Heraf følger at A + AT = J � I; dvs A er nabomatrix for en Tn (sede�nition A.0.6) med n = 4
 + 3: Vi viser at A er nabomatrix for enregulær Tn:Eftersom HHT = (n+ 1)I ifølge de�nition 6.1.1 og (H)1j = +1 for alle jfås for i 6= 1; at0 = (HHT )i1 = n+1Xl=1(H)il(HT )l1 = n+1Xl=1(H)il(H)1l = n+1Xl=1 (H)il:Dvs hver række i H (undtagen den første) indeholder n+12 = 2
 + 2 ind-gange lig +1 og n+12 = 2
 + 2 indgange lig �1: Eftersom (H)ii = +1 foralle i fås af (6.12), at antal indgange lig én i hver række i A præ
is er(2
 + 2) �1|{z}(H)ii=+1 = 2
+ 1: (6.14)Bemærk at idet første søjle i H fjernes, er antal indgange lig nul i hverrække i A ifølge (6.12) givet ved(2
+ 2) �1|{z}�første søjle +1|{z}(H)ii=+1,(A)ii=0 = 2
+ 2 ;hvilket sammenholdt med (6.14) er i overensstemmelse med, at n = 4
+3:Af (6.14) følger at A er nabomatrix for en regulær Tn af valens od( v ) =(2
 + 1) for ethvert punkt v i Tn:



68 Eksistens af RSRG med t = 0Vi mangler at vise at Tn er dobbelt regulær. Vi ønsker at vise at od( vi; vj ) =
 for to forskellige punkter vi; vj i Tn:Betragt række i og j i H med i < j: Eftersom indgangene i H er pluseller minus én, fås �re mulige og forskellige par af indgange på formen((H)il; (H)jl): Indgangsparrene samt deres forekomst opstilles i følgendeskema Forekomst � � 
 ÆRække i +1 �1 +1 �1Række j +1 �1 �1 +1 (6.15)hvor � = ��� l �� (H)il = (H)jl = +1	�� (6.16)� = ��� l �� (H)il = (H)jl = �1	��
 = ��� l �� (H)il = �(H)jl = +1	��Æ = ��� l �� (H)il = �(H)jl = �1	�� :Bemærk at � ifølge (6.12) er antal punkter domineret af vi og vj i en Tnmed nabomatrix A; dvs � = od( vi; vj ) for i < j:Idet HHT = nI ifølge de�nition 6.1.1 og (H)1r = +1 for alle r fås forr = i; j (i < j) at0 = (HHT )1r = n+1Xl=1(H)1l(HT )lr = n+1Xl=1 (H)1l(H)rl = n+1Xl=1 (H)rl: (6.17)Sammenhold ovenstående med (6.15) hvormed fås (n+12 = 2
+ 2) at�+ 
 = � + Æ = 2
+ 2 = � + 
 = �+ Æ (6.18)+� = � og 
 = Æ: (6.19)Bemærk at (6.19) ligeledes følger af (6.17) og (6.15). Da i < j er en andenkonsekvens af HHT = nI; at0 = (HHT )ij = n+1Xl=1(H)il(HT )lj = n+1Xl=1(H)il(H)jl:Sammenhold ovenstående med (6.15) hvormed følger at�+ � = 
 + Æ:Indsæt (6.19) i ovenstående hvoraf fås at� = 
 og � = Æ:Indsæt ovenstående i (6.18) hvormed fås at2� = 2
+ 2 () � = 
+ 1:



6.3. Eksistens 69Da H+HT = 2I ifølge de�nition 6.2.1 fås for i < j at0 = (H+HT )ij = (H)ij + (HT )ij = (H)ij + (H)ji:Dermed har (H)ij og (H)ji modsat fortegn for i < j, og enten er (H)ijeller (H)ji lig +1: Dvs blandt de 
+1 indgangspar talt af � gælder ifølge(6.16), at enten l = i eller l = j forekommer (men ikke dem begge).Antag W.L.O.G at l = i forekommer blandt de 
 + 1 indgangspar taltaf �: Dermed �ndes ifølge (6.16) præ
is ét indgangspar ((H)ii; (H)ji);blandt de 
+ 1 indgangspar talt af �; hvor den ene koordinat (H)ii er endiagonalindgang. Så følger af (6.16) og (6.12) at der for præ
is �� 1 = 
søjler l gælder, at (A)(i�1)l = (A)(j�1)l = +1:Dvs ethvert par af rækker i; j i A indeholder præ
is 
 ét-taller i sammesøjle. Dermed er A nabomatrix for en DRTn med od( vi; vj ) = 
 forethvert par af forskellige (i < j) punkter vi; vj i DRTn: �Således kan vi give det ønskede resultat.Sætning 6.3.2Der eksisterer en (n; k;�; �; t)-RSRG z med t = 0; hvis n+1 = 2 lb1 � � � bm; hvorhvert bi er på formen pr + 1 � 0 (mod 4); p et primtal.Bevis:I beviset for sætning 4.1.3 fandt vi, at hvis en (n; k;�; �; t)-RSRG z har t = 0;er z en DRTn medod( v ) = 2�� 1 for ethvert punkt v i DRTn;od( v; w ) = �� 1 for ethvert par af forskellige punkter v; w i DRTn;n = 4�� 1:Omvendt er en DRTn med n = 4� � 1 ifølge sætning A.0.11 (
 = � � 1)ækvivalent med en HTn med �( e ) = �. Lad v; w være to vilkårlige punkter iDRTn med v ! w: Dermed er DRTn ifølge lemma A.0.9 og de�nition A.0.8 en(n; k;�; �; t)-RSRG med (se �gur 6.2)n = 4�� 1;k = od( v ) = 2�� 1;� = od( v )� od( v; w )� 1 = (2�� 1)� (�� 1)� 1 = �� 1;� = �( e ) = �;t = 0:Bemærk at t = 0 følger af de�nition A.0.6.Dvs at en (n; k;�; �; t)-RSRG med t = 0 er ækvivalent med en DRTn medn = 4�� 1:



70 Eksistens af RSRG med t = 0
v w

v,wod(        )
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Figur 6.2: Fire typer retningsbestemte kanterSå følger af sætning 6.3.1 (
 = � � 1) at der eksisterer en (n; k;�; �; t)-RSRGmed t = 0 hvis og kun hvis, der eksisterer en skæv Hadamard matrix af ordenn+ 1 = 4�:Nu følger det ønskede resultat af lemma 6.2.4. �



Kapitel 7Eksistens og entydighed af en(8s; 4s; s; 3s; 3s)-RSRGI kapitel 4 viste vi, at der ikke eksisterer en RSRG af primtalsorden. I detefterfølgende kapitel 5 konstruerede vi to familier af RSRG beskrevet i hhv.sætning 5.2.1 og sætning 5.2.3. Ved hjælp af konstruktionen i sætning 5.2.1 visesi dette kapitel, at der for ethvert heltal s eksisterer en entydig (8s; 4s; s; 3s; 3s)-RSRG z:Yderligere vises at hvis nabomatri
en B for en (n; k;�; �; t)-RSRG er højest tre,så er parametersættet enten (6s; 2s; 0; s; s) eller (8s; 4s; s; 3s; 3s):7.1 Rang af nabomatri
enLad B være nabomatrix for en (n; k;�; �; t)-RSRG og lad rangen af B være r:Lad B0 være den r�n delmatrix afB; som består af r lineært uafhængige rækkeri B: Så har B0 samme rækkerum som B: Eftersom jn ifølge (4.2) er indeholdt iB's rækkerum, er jn således indeholdt i rækkerummet af B0: For at udtale sigom parametrene til en RSRG ud fra kendskab til rangen af nabomatri
en B; erdet nødvendigt at analysere delmatri
en B0:For ethvert k betegner jk vektoren bestående af k ét-taller. En matrix medindgange lig én eller nul skrives som en f0; 1g-matrix.Lemma 7.1.1 Lad C være en m � n f0; 1g-matrix med konstant rækkesum kog jn indeholdt i rækkerummet. Så gælder at1. hvis jm er en søjle i C; så er n = k;2. C har ingen nul-søjler;
71



72 Eksistens og entydighed af en (8s; 4s; s; 3s; 3s)-RSRGBevis:ad. 1 Lad C = 264 vT1...vTm 375 ;dvs v1; : : : ;vm udspænder C's rækkerum hvor vi 2 Rn for i = 1; : : : ;m:Da jn er i C's rækkerum eksisterer �1; : : : ; �m 2 R; såmXi=1 �ivTi = jTn : (7.1)Eftersom hver række i C har konstant rækkesum k fås af (7.1), atn = jTnjn = mXi=1 �i(vTi jn) = mXi=1 �ik = k mXi=1 �i:Dvs mXi=1 �i = nk : (7.2)Antag W.L.O.G at den j'te søjle i C er jm; dvs (vTi )j = 1 for i = 1; : : : ;m:Af (7.1) følger så at mXi=1 �i = mXi=1 �i(vTi )j = 1:Sammenhold ovenstående med (7.2) hvormed det ønskede resultat følger.ad. 2 Af (7.1) følger at C ikke kan have en nul-søjle. �Ved hjælp af foregående lemma kan vi, ud fra kendskab til antal rækker i delma-tri
en B0 af nabomatri
en B til en (n; k;�; �; t)-RSRG, give en liste af muligeværdier for kn :Lemma 7.1.2 Lad C være en m � n f0; 1g-matrix med konstant rækkesum kog jn indeholdt i rækkerummet. Så gælder at1. hvis m = 1; så er k = n;2. hvis m = 2; så er kn 2 �1; 12	 ;3. hvis m = 3; så er kn 2 �1; 12 ; 13 ; 23	 ;? hvis k = 12n; så er jn summen af to rækker i C:



7.1. Rang af nabomatri
en 73Bevis:Lad vT1 ; : : : ;vTm være rækkerne i C; hvor vi 2 Rn for i = 1; : : : ;m: Da jn erindeholdt i rækkerummet er (7.1) opfyldt for �i 2 R; i = 1; : : : ;m:Antag at �l = 0 for et l 2 f1; : : : ;mg: Så kan række l i C fjernes hvormed vi fåren (m� 1)� n f0; 1g-matrix med konstant rækkesum k: Dvs at vise sætningenfor en m� n f0; 1g-matrix hvor �l = 0 for et l 2 f1; : : : ;mg er ækvivalent medat vise sætningen for en (m� 1)� n f0; 1g-matrix med �i 6= 0 for alle i:Antag derfor at �i 6= 0 for i = 1; : : : ;m:ad. 1 Hvism = 1 har C én række vT1 : Da C er en f0; 1g-matrix, og jTn er antagetat tilhøre C's rækkerum gælder, at vT1 = jTn : Dermed følger at k = n:ad. 2 Hvism = 2 har C to rækker. Af punkt 2 i lemma 7.1.1 følger, at de muligesøjler i C er x = � 11 � ; y1 = � 10 � eller y2 = � 01 � :Lad a; b1 og b2 være antal søjler af hhv. x;y1 og y2 i C: Hvis a > 0 følgeraf punkt 1 i lemma 7.1.1, at k = n () kn = 1:Antag at a = 0: Idet søjlerne y1 og y2 har indgange lig én på forskelligepositioner og hver række i C har konstant rækkesum k følger, at både u1og u2 forekommer præ
is k gange i C: Dvs k = b1 = b2 og dermed er antalsøjler i C givet ved n = b1 + b2 = 2k =) kn = 12 :ad. 3 Hvis m = 3 har C tre rækker. Igen får vi af punkt 2 i lemma 7.1.1, atnul-søjlen ikke forekommer i C: Vi opstiller de mulige søjler i C samtforekomsten af disse i et skema.a b1 b2 b3 
1 
2 
31 1 1 0 1 0 01 1 0 1 0 1 01 0 1 1 0 0 1 (7.3)Hvis a > 0 fås af punkt 1 i lemma 7.1.1, at kn = 1:Antag at a = 0 og W.L.O.G at b1 > 0 (alternativt b2 eller b3). Så følger af (7.1)og (7.3), at �1 + �2 = 1: Eftersom �i 6= 0 for alle i fås, at �1 6= 1 og �2 6= 1:Dermed er 
1 = 
2 = 0 pga (7.1) og (7.3).Hvis 
3 > 0 er �3 = 1 hvormed b2 = b3 = 0 ifølge (7.1) og (7.3). Idet rækkesum-men i C er k fås, at b1 = 
3 = k og dermed er antal søjler givet vedn = b1 + 
3 = 2k =) kn = 12 :



74 Eksistens og entydighed af en (8s; 4s; s; 3s; 3s)-RSRGI dette tilfælde (punkt ? i lemmaet) ses af (7.3), at jn er summen af række étog tre samt række to og tre.Eftersom C har konstant rækkesum k følger af (7.3), at hvis 
3 = 0 er b2; b3 > 0(bemærk at vi ikke kan nøjes med kun at b2 > 0 eller b3 > 0; da rækkesummener konstant for hver række). Dvs b1 + b2 = k; b1 + b3 = k; b2 + b3 = k: Såledesfås 2n = 2(b1 + b2 + b3) = (b1 + b2) + (b1 + b3) + (b2 + b3) = 3k+kn = 23 :Antag nu at b1 = b2 = b3 = 0: Så ses af (7.3) at 
1 = 
2 = 
3 = k; hvormedantal søjler i C er givet vedn = 
1 + 
2 + 
3 = 3k =) kn = 13 : �Kendes rangen af nabomatri
en for en RSRG gør lemma 7.1.2 det muligt atbestemme de mulige parametre til denne.Sætning 7.1.3Lad z være en (n; k;�; �; t)-RSRG med nabomatrix B og rankfB g � 3: Så errankfB g = 3; og parametrene er for s 2 N givet ved(n; k;�; �; t) = (6s; 2s; 0; s; s) eller (n; k;�; �; t) = (8s; 4s; s; 3s; 3s):Bevis:Af (4.2) følger at B har konstant rækkesum (og søjlesum) k: Idet hver søjle (ogrække) i B indeholder k ét-taller fås, at summen af rækkerne i B er kjn: Dvsjn er indeholdt i B's rækkerum. Lad rankfB g = r og lad vT1 ; : : : ;vTr være rrækker i B; som udgør en basis for B's rækkerum. Så er r � n matri
enB0 = 264 vT1...vTr 375en f0; 1g-matrix, som opfylder betingelserne i lemma 7.1.1 og lemma 7.1.2. Dergælder at rankfB g = rankfB0 g = r:Af de�nition 4.0.14 følger at k � n� 1 for en (n; k;�; �; t)-RSRG. Dvs tilfældetn = k er umuligt hvormed det følger af punkt 1 i lemma 7.1.2, atrankfB g = rankfB0 g � 2:Antag at rankfB g = 2: Så fås [Lay, 1997, Rank Theorem℄ atrankfB g + dimf nullfB g g = ndimf nullfB g g = n� 2: (7.4)



7.1. Rang af nabomatri
en 75Idet nullfB g = �x 2 Rn �� Bx = 0 = 0x	 følger af (7.4), at nul er egenværditil B med multipli
itet n� 2: I beviset for sætning 4.1.3 fandt vi egenværdiernek; � og � for en (n; k;�; �; t)-RSRG. En af disse egenværdier er nul. Hvis k = 0er z en tom graf (komplementære til en komplet), som ikke betragtes. Dvs atenten � eller � er nul. Af (4.3) og (4.4) følger at� = (�� �) +p�2 > (�� �)�p�2 = �: (7.5)Eftersom k + m� � + m�� = 0 og k > 0 følger, at hvis � = 0; er � < 0:Sammenhold dette med (7.5) og vi får en modstrid. Dvs at � = 0: Så fås af(4.3) at p� = �� �: (7.6)Dermed følger af punkt 2 i sætning 4.1.3 at(�� �)2 + 4(t� �) = �(�� �)2 + 4(t� �) = (�� �)24(t� �) = 0t� � = 0 () t = �: (7.7)Idet � = 0 fås af proposition B.2.4 og (4.7) atrankfB g = 1 +m� = 1 + (n� 1)� + k� � � = 1 + kp� :Da rankfB g = 2 fås af ovenstående, atk = p�: (7.8)Eftersom � � k ifølge sætning 4.1.5 fås af (7.8) og (7.6), at� � �� � () � = 0:Sammenhold ovenstående med (7.6) og (7.8) hvoraf følger at k = �: Dermed fåsaf (7.7) at t = � = k: (7.9)Dvsz er en (ikke-retningsbestemt) (n; k;�; �)-stærkt regulær graf. Idet rankfB g =rankfB0 g = 2 fås af punkt 2 i lemma 7.1.2, at n = 2k: Sammenhold dette med(7.9) hvormed følger af korollar 1.0.5 at z er en komplet todelt graf med k = 12npunkter i hver punktklasse. En sådan graf betragtes ikke i sætning 7.1.3 hvormedrankfB g > 2:Antag at rankfB g = 3: Så følger at nul er egenværdi med multipli
itet [Lay,1997, Rank Theorem℄dimfnullfB g g = n� rankfB g = n� 3:



76 Eksistens og entydighed af en (8s; 4s; s; 3s; 3s)-RSRGVed samme argumenter som tidligere (rankfB g = 2) følger at � = 0 og, atrankfB g = 1 + kp� = 3 () k = 2p�; (7.10)p� = �� �; (7.11)t = �: (7.12)Ved ovenstående ligninger og punkt 1 i sætning 4.1.3 fås atk(k + (�� �)) = t+ (n� 1)�k(2p�+p�) = �+ (n� 1)�3p� = nk�: (7.13)Fra punkt 3 i lemma 7.1.2 har vi, at rankfB g = rankfB0 g = 3 medfører, atkn 2 �1; 12 ; 13 ; 23	 :Vi undersøger hvert tilfælde.n = k:Idet k � n� 1 for en (n; k;�; �; t)-RSRG er dette tilfælde ikke muligt.n = 2k:Hvis n = 2k følger af (7.13), at3p� = 2�: (7.14)Dermed fås af (7.11) at3p� = 2� = 2(p�+ �) () p� = 2�; (7.15)for � 2 N : Af ovenstående samt (7.12) og (7.14) fås att = � = 32p� = 322� = 3�:Af (7.10) og (7.15) fås at k = 2p� = 4�:Idet n = 2k fås af ovenstående, at n = 8�:Dvs z er en (8�; 4�;�; 3�; 3�)-RSRG for � 2 N :n = 3k:Hvis n = 3k følger af (7.13), at 3p� = 3� () p� = �: Dermed fås af(7.12) at t = � = p�: Af (7.11) følger så at � = ��p� = 0: (7.10) giverat k = 2p� hvormed n = 3k = 6p�:Dvs z er en (6p�; 2p�; 0;p�;p�)-RSRG for p� 2 N ifølge sæt-ning 4.1.3.



7.2. Eksistens og entydighed 77n = 32k:Hvis n = 32k følger af (7.13), at 3p� = 32� () 2p� = �: Dermedgiver (7.12) at t = � = 2p� og (7.10) at k = 2p�: Heraf fås at t = � =k hvormed z er en ikke-retningsbestemt stærkt regulær graf. Yderligerefølger af korollar 1.0.5, at z for ethvert lige heltal k (n = 32k) er enikke-retningsbestemt komplet 3-delt graf med 12k = 13n punkter i hverpunktklasse. En sådan graf betragtes ikke i sætning 7.1.3. �Dvs en nabomatrix for en RSRG med rang højest tre giver anledning til toforskellige parametersæt. Men �ndes der grafer til hvert af disse parametersæt,og er graferne til samme parametersæt i givet fald forskellige? Vi undersøgereksistens og entydighed af den (8s; 4s; s; 3s; 3s)-RSRG.For at vise entydigheden af den (8s; 4s; s; 3s; 3s)-RSRG z; er det nødvendigt atkende rangen af nabomatri
en B til z:Lemma 7.1.4 Lad z være en (8s; 4s; s; 3s; 3s)-RSRG med nabomatrix B ogegenværdier k; � og �: Så er rankfB g = 3:Bevis:Idet t = 3s = � fås af punkt 2 i sætning 4.1.3, atp� =p(�� �)2 + 4(t� �) = �� �:Dermed fås af (4.3) at � = (�� �) +p�2 = 0:Så følger af (4.3),(4.4),(4.7) og proposition B.2.4 atrankfB g = 1 + (n� 1)� + k� � � = 1 + kp� = 1 + k�� � = 1 + 4s2s = 3: �7.2 Eksistens og entydighedI bestræbelserne på at vise entydigheden af den (8s; 4s; s; 3s; 3s)-RSRG, vil detvise sig nødvendigt at kende resultatet for s = 1:Proposition 7.2.1 Der eksisterer en entydig (8; 4; 1; 3; 3)-RSRG.Bevis:Ladz være en (8; 4; 1; 3; 3)-RSRG. Komplementærgrafen z tilz er ifølge lemma 4.1.1en (8; 3; 1; 1; 2)-RSRG. Vi viser at z er entydig hvormed følger, at z er entydig.Først viser vi, at



78 Eksistens og entydighed af en (8s; 4s; s; 3s; 3s)-RSRG? enhver �rkant i z har mindst ét par af modsatstående sider, som er mod-satrettede retningsbestemte kanter.Antag at ? ikke gælder. Så vil z indeholde en �rkant, hvori der �ndes to diago-nalt modsatte punkter vi og vj således, at der er to forskellige veje fra vi til vj(se �gur 7.1). Dette er ifølge de�nition 4.0.14 i modstrid med, at � = 1:
Vi

Vj .Figur 7.1: Firkant uden et par modsatstående sider, som er modsatrettede ret-ningsbestemte kanterLad z 0 betegne grafen der fås, ved at fjerne alle retningsbestemte kanter fra z:Eftersom hvert punkt i z 0 har lige grad følger af [Chartrand and Lesniak, 1996,Eulers Theorem 4.1℄, at z 0 består af en mængde disjunkte kredse. Vi viser atz 0 er en 8-kreds.Af ? følger at z 0 ikke indeholder en 4-kreds.Antag at z 0 indeholder en 3-kreds gennem punkterne vi; vj og vk: Da k = 3og t = 2; går der én retningsbestemt ind i og ud af hvert af punkterne vi; vjog vk: Punkterne i den anden ende af hver af disse retningsbestemte kanter månødvendigvis være forskellige, idet vi ellers får en modstrid ved ?: Dvs der erseks punkter fraregnet vi; vj og vk: Således består z 0 af ni punkter, hvilket eren modstrid (n = 8). Dvs z 0 indeholder ikke en 3-kreds.Eftersom n = 8 og t = 2; er de eneste mulige disjunkte kredse i z 0 en 3- og en 5-kreds eller to 4-kredse eller en 8-kreds. Da vi lige har vist, at z 0 ikke indeholder3- og 4-kredse gælder, at z 0 er en 8-kreds. Vi undersøger de retningsbestemtekanter i z:Navngiv punkterne i 8-kredsen efterfølgende med v1; : : : ; v8; hvor indi
ierne be-tragtes modulo otte.1. Vi kan ikke have en retningsbestemt kant fra vi til vi+1 eller vi�1; da ensådan kant vil være sammenfaldene med en ikke-retningsbestemt kant.2. Der kan ikke være en kant fra vi til vi+3 eller vi�3; idet det ifølge ? vilvære en modstrid (se �gur 7.2).3. Antag at vi ! vi+4: Så er vi+4 ! vi umuligt, da vi således får en ikke-retningsbestemt kant mellem vi og vi+4:Der gælder at vi+4 ! vi+6; vi+4 !vi+2; vi+4 ! vi+7 og vi+4 ! vi+1 alle er i modstrid med ? (se �gur 7.2).
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Figur 7.2: 8-kredsen i zDvs at der ikke går en retningsbestemt kant fra vi+4; hvilket er en modstrid(k = 3). Dermed gælder at vi 9 vi+4:Af punkt 1, 2 og 3 følger at vi ! vi+2 eller vi ! vi�2:Antag at v1 ! v3 (ved modsat navngivning af punkter i 8-kredsen fås v1 ! v7).Idet vejen langs ikke-retningsbestemte kanter fra v1 til både v3 og v7 er to, er detligegyldigt (mht. udseendet af z) hvilket af de to punkter v3 og v7; der vælgessom ud-nabo til v1 (det handler blot om i hvilken retning navngivningen afpunkterne startes). For ikke at få ekstra ikke-retningsbestemte kanter medførerdette valg, at v1 ! v3 ! v5 ! v7 ! v1: Så er v2 9 v4 pga ?; hvormedv2 ! v8 ! v6 ! v4 ! v2: Dette giver grafen i �gur 7.3, som er entydig op tilisomor�. �
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Figur 7.3: Den entydige (8; 3; 1; 1; 2)-RSRG



80 Eksistens og entydighed af en (8s; 4s; s; 3s; 3s)-RSRGSætning 7.2.2Der eksisterer en entydig (8s; 4s; s; 3s; 3s)-RSRG for ethvert s 2 N :Bevis:Lad z være en (n = 8s; k = 4s;� = s; � = 3s; t = 3s)-RSRG, s 2 N ; mednabomatrix B og punktmængde Vz: Ifølge lemma 7.1.4 er rankfB g = 3: LadvT1 ;vT2 og vT3 være tre lineært uafhængige rækker i B og ladB0 = 24 vT1vT2vT3 35 ;for vi 2 Rn ; i = 1; 2; 3: Eftersom jn ifølge (4.2) tilhører B's rækkerum ogfv1;v2;v3g er en basis for dette gælder, at jn er i rækkerummet afB0: Yderligereer B0 en f0; 1g-matrix med konstant rækkesum k: Dvs B0 opfylder betingelsernei lemma 7.1.1 og lemma 7.1.2. Af punkt 2 i lemma 7.1.1 fås at B0 ikke har ennul-søjle. Eftersom n = 2k følger af punkt 1 i lemma 7.1.1, at j3 ikke er en søjlei B0 og af punkt 3? i sætning 7.1.2, at summen af to af rækkerne i B0 er jn: Demulige søjler i B0 er givet ved (7.3) (fraregnet j3). Vi vælger søjlerne i B0; såsummen af de to første rækker giver jn: Dvs typen af søjler samt forekomstenaf disse i B0 ifølge (7.3) er givet veda (k � a) (k � a) avT1 1 1 0 0vT2 0 0 1 1vT3 1 0 1 0 (7.16)for et a 2 N ; 0 < a < k: Bemærk at vi 2 R2a+2(k�a) = Rn for i = 1; 2; 3:Det ses af (7.16) at den eneste f0; 1g-vektor med k ét-taller i rækkerummetaf B0 forskellig fra v1;v2 og v3; er v4 = v1 + v2 � v3: Idet B har konstantsøjlesum k ifølge (4.2) følger af (7.16), at hhv. v1;v2;v3 og v4 forekommermindst én gang som række i B: Ligeledes �ndes kun �re forskellige type søjler iB; nemlig de søjler der fremkommer ved at bruge vT1 ;vT2 ;vT3 og vT4 som rækker.Eftersom søjlesummen af B er k fås af (7.16), at hvis forekomsten af rækkevT1 er b; er forekomsten af hhv. række vT2 ;vT3 ;vT4 givet ved hhv. b; k � b; k � bfor b 2 N ; 0 < b < k: Lad u1; : : : ;u4 betegne de �re forskellige søjler i B; såopstiller vi for overblikkets skyld de forskellige rækker og søjler samt forekomstenaf disse i et skema. u1 u2 u3 u4 ForekomstvT1 1 1 0 0 bvT2 0 0 1 1 bvT3 1 0 1 0 (k � b)vT4 0 1 0 1 (k � b)Forekomst a (k � a) a (k � a) (7.17)
Vi inddeler Vz på to forskellige måder.



7.2. Eksistens og entydighed 811. Inddel Vz efter ækvivalente søjler i B (søjle j repræsenterer punktetvj ; j = 1; : : : ; n). Dvs to punkter er i samme mængde hvis og kun hvissøjlerne, som repræsenterer dem, er ens. Således fås to mængder hver med(k � a) punkter og to mængder hver med a punkter. Af (7.17) ses at topunkter i Vz tilhører samme mængde hvis og kun hvis, de har sammenmængde af ind-naboer (u 2 Vz er ind-nabo til v 2 Vz hvis og kun hvisu! v). Dermed �ndes der ikke en retningsbestemt kant (og dermed hellerikke en ikke-retningsbestemt kant) mellem to punkter i samme mængde.Vi siger, at to punkter i samme mængde ikke er naboer.2. Tilsvarende kan Vz inddeles efter ækvivalente rækker i B således, at topunkter be�nder sig i samme mængde hvis og kun hvis, de har sammemængde af ud-naboer (v er ud-nabo til u hvis og kun hvis u! v). Dettegiver to mængder hver med b punkter og to mængder hver med (k � b)punkter.Lad W være én af de �re mængder beskrevet i inddeling 1; antag W.L.O.G atW = fu1; : : : ;u1| {z }a g:Inddel W i de �re delmængder W1; : : : ;W4 beskrevet ved inddeling 2 således,at punkter i W med samme mængde ud-naboer er i samme delmængde. LadWi være delmængden inddelt efter vTi for i = 1; : : : ; 4: Lad x og y være tovilkårlige og forskellige punkter i W: Punktet x hhv. y er indeholdt i én af de�re delmængder W1; : : : ;W4: Eftersom x hhv. y ifølge inddeling 1 ikke er nabomed et punkt i W; og u1 indeholder to ét-taller følger af (7.17), at hverken xeller y er indeholdt i W1 eller W3: Idet x og y i W er valgt vilkårligt følger, atW højest kan inddeles i to forskellige delmængder W2 og W4:Dermed kan vi inddele Vz i højest otte mængder Vz1; : : : ; Vz8 således, atethvert par af punkter tilhører samme mængde hvis og kun hvis de har sammemængde af ind- og ud-naboer.Betragt en mængde Vzi og lad x 2 Vzi for i = 1; : : : ; 8: Lad y 2 Vz såy ! x men x 9 y: Eftersom ethvert punkt i Vz har udgrad k = 12n gælder,at x og y har en fælles ud-nabo z: For ethvert punkt x0 2 Vzi forskellig frax 2 Vzi gælder, at y ! x0 ! z idet x og x0 har samme mængde af ind- ogud-naboer. Dermed følger af de�nition 4.0.14 at jVzij � � = s: Da n = 8s fåsat jVz1j = � � � = jVz8j = s:Lad z 0 være grafen opnået ved at sammentrække mængden Vzi til et en-kelt punkt for hvert i = 1; : : : ; 8: Så er z 0 ifølge proposition 7.2.1 den entydige(8; 4; 1; 3; 3)-RSRG hvormed, z er den entydige (8s; 4s; s; 3s; 3s)-RSRG konstru-eret af z 0 ved brug af sætning 5.2.1. �



82 Eksistens og entydighed af en (8s; 4s; s; 3s; 3s)-RSRG



Kapitel 8EpilogSpe
ialet afsluttes med et eksempel på konstruktion af en retningsbestemt stærktregulær graf ud fra en stærkt regulær graf.Hvis der eksisterer en (n; k;�; �)-stærkt regulær graf � med � = �+ 1 kan detvises [Hobart, 2001, 2.15 M1℄, at der eksisterer en (nz; kz;�z; �z; tz)-RSRGmed nz = nk;kz = (n� k � 1)k;�z = (n� k � 2)(k � �);�z = (n� k � 1)(k � �);tz = (n� k � 1)(k � �):For at konstruere z vil det vise sig nødvendigt med følgende de�nition.De�nition 8.0.3 (Afstand)For en sammenhængende endelig graf � de�neres afstanden d( v; w ) mellem topunkter v og w i � til at være den korteste vej fra v til w i �:Konstruktionen af z er givet ved følgende.De�nition 8.0.4Lad � være en (n; k;�; �)-stærkt regulær graf med punktmængde V � = fv1; : : : ; vng:Så er z den (nz; kz;�z; �z; tz)-RSRG, hvis punktmængde er givet vedVz = � vivj �� fvi; vjg 2 E� ^ i 6= j 	:De retningsbestemte kanter i z er givet vedvivj ! vkvl i z () d( vj ; vk ) = 2:Eksempel 8.0.5Lad � være en (5; 2; 0; 1)-stærkt regulær graf med punktmængde fv1; : : : ; v5g: Såer z givet ved �gur 8.1 83



84 Epilog
V1

V2

V3V4

V5 .

Figur 8.1: En (5; 2; 0; 1)-stærkt regulær grafAf de�nition 8.0.4 følger at z er en (10; 4; 1; 2; 2)-RSRG med punktmængdeVz u1 u2 u3 u4 u5 u6 u7 u8 u9 u10v1 v1 v2 v2 v3 v3 v4 v4 v5 v5v2 v5 v1 v3 v2 v4 v3 v5 v4 v1Af de�nition 8.0.4 kan z konstrueres, som er illustreret på �gur 8.2.
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Figur 8.2: En (10; 4; 1; 2; 2)-RSRG �Ved at benytte konstruktionen på petersen grafen (se forside) fås en (30; 18; 12; 10; 12)-RSRG.



Bilag ATurneringerDobbelt regulære og homogene turneringer de�neres og vises at være ækviva-lente.Først de�neres en turnering af orden n; som vi fremover betegner med Tn:De�nition A.0.6 (Tn)En Tn er en retningsbestemt graf med n punkter, så ethvert par af forskelligepunkter v; w i denne er forbundet med præ
is én af de retningsbestemte kanterv ! w eller w ! v:Hvis v er et punkt i en Tn betegnes udgraden af v med od( v ): Vi siger at od( v )er antal punkter i Tn domineret af v; dvs antal punkter z i Tn der opfylderv ! z: Hvis v; w er forskellige punkter i en Tn betegner od( v; w ) antal punkterdomineret af både v og w:Bemærkning A.0.7 Bemærk at ovenstående de�nition af udgraden er ækviva-lent med udgraden de�neret i kapitel 4. Med de�nitionen af ud-naboer i punkt 2i beviset for sætning 7.2.2 betegner od( v; w ) antal fælles ud-naboer for v og w:Nu kan vi de�nere en dobbelt regulær turnering af orden n; som fremover beteg-nes med DRTn:De�nition A.0.8 (DRTn)En DRTn er en Tn for hvilken der eksisterer heltal m1 og m2; så1. od( v ) = m1 for ethvert punkt v i Tn;2. od( v; w ) = m2 for ethvert par af forskellige punkter v; w i Tn:Hvis vi kender kender od( v; w ) i en DRTn; kan de resterende oplysninger ud-ledes heraf.Lemma A.0.9 For enhver DRTn med od( v; w ) = 
 gælder, atod( v ) = 2
+ 1 og n = 4
+ 3:85



86 TurneringerBevis:Lad en DRTn være givet og antag, at od( v; w ) = 
 for ethvert par af forskelligepunkter v; w i DRTn: Først vises at od( v ) = 2
+1 for ethvert punkt v i DRTn:Lad v være et vilkårligt punkt i DRTn og betegn mængden af punkter domineretaf v med D; hvor jDj = od( v ) ifølge de�nition A.0.8. Lad w være et vilkårligtpunkt i D: Lad D1 � D betegne delmængden af punkter i D; som er ind-nabotil w: Lad D2 � D betegne delmængden af punkter i D; som er ud-nabo til w:Punkterne i D2 er domineret af både v og w: Dvs ifølge antagelsen og de�ni-tion A.0.8 gælder, at jD2j = od( v; w ) = 
: (A.1)Vi tæller de retningsbestemte kanter i D på to forskellige måder.1. Ind-kanterDe retningsbestemte kanter iD tælles ved de retningsbestemte kanter, somgår ind i w: Ifølge de�nition A.0.6 er alle punkter x; y i DRTn forbundetmed enten x ! y eller y ! v: Dvs D1; D2 og w udgør alle punkter i D:Eftersom jDj = od( v ); er antal punkter i D1; ifølge (A.1), givet ved (se�gur A.1) jD1j = jDj � jD2j = od( v )� 
� 1:Dvs antal retningsbestemte kanter, der går ind i w er od( v )�
�1: Idet der�ndes jDj = od( v ) punkter som w i D gælder, at antal retningsbestemtekanter i D er givet ved od( v )(od( v )� 
� 1):
V

D2

D

W

D1

Figur A.1: Antal retningsbestemte kanter i D2. Ud-kanterDe retningsbestemte kanter i D tælles ved de retningsbestemte kanter,som går ud af w: Ifølge (A.1) er der jD2j = 
 retningsbestemt kanter, der



87går ud af w: Da der �ndes jDj = od( v ) punkter som w i D gælder, atantal retningsbestemte kanter i D er givet vedod( v )
:Idet v og w er vilkårligt valgt følger af punkt 1 og 2, atod( v )(od( v )� 
� 1) = od( v )
mod( v ) = 2
+ 1 for ethvert punkt v i DRTn: (A.2)Nu viser vi, at n = 4
+ 3:Lad v være et vilkårligt punkt i DRTn: Ifølge de�nition A.0.6 er v forbundet tilalle kanter i DRTn ved en retningsbestemt kant, som enten går ind i eller ud afv:Vi tæller antal retningsbestemte kanter i DRTn på to forskellige måder.a. Ud-kanterDer er od( v ) retningsbestemte kanter, der går ud af v: Da der �ndes npunkter som v i DRTn gælder, at antal retningsbestemte kanter i DRTner givet ved n od( v ):b. Ind-kanterDer er n � od( v ) � 1 retningsbestemte kanter, der går ind i v: Da der�ndes n punkter som v i DRTn gælder, at antal retningsbestemte kanteri DRTn er givet ved n (n� od( v )� 1):Af punkt a og b samt (A.2) følger atn od( v ) = n (n� od( v )� 1)mn = 2 od( v ) + 1 = 2(2
+ 1) + 1 = 4
+ 3: �Lad e være en retningsbestemt kant i Tn: Så de�neres �( e ) til at være antalkredse af længde tre i Tn; som indeholder e:Hermed kan vi de�nere en homogen turnering af orden n; som fremover betegnesmed HTn:De�nition A.0.10 (HTn)En HTn er en Tn for hvilken der eksisterer et heltal r > 0; så �( e ) = r forenhver retningsbestemt kant e i Tn:



88 TurneringerNu kan vi give beviset for den ønskede sætning.Sætning A.0.11Så er en Tn en DRTn med n = 4
 + 3 hvis og kun hvis, en Tn er en HTn med�( e ) = 
+ 1 for enhver retningsbestemt kant e i Tn:Bevis:): Antag at en Tn er en DRTn og lad x! y være en retningsbestemt kant iTn: Af de�nition A.0.8 følger, at der er od(x; y ) = 
 punkter i Tn domine-ret af både x og y: Eftersom der ifølge de�nition A.0.8 er od( y ) = 2
+ 1punkter i Tn domineret af y fås, at antal punkter i Tn domineret af y menikke af x; er 2
 + 1 � 
 = 
 + 1: Ifølge de�nition A.0.6 er ethvert par afpunkter i en Tn forbundet med en retningsbestemt kant hvormed gælder,at disse 
+ 1 punkter dominerer x (og er domineret af y). Idet x og y ervilkårligt valgt, er Tn ifølge de�nition A.0.10 en HTn med �( e ) = 
 + 1for enhver retningsbestemt kant e i Tn:(: Antag at en Tn er en HTn med �( e ) = 
 + 1 for enhver retningsbestemtkant e i Tn: Vi skal vise, at Tn er dobbelt regulær. Først viser vi, at Tn erregulær.Lad x være et punkt i Tn; og betegn mængden af punkter domineret afx med A; og mængden af punkter der dominerer x med B: Vi tæller deretningsbestemte kanter fra A til B på to forskellige måder.Lad z 2 A og w 2 B og lad hhv. e1 og e2 betegne de retningsbestemtekanter w ! x og x! z:1. Eftersom �( e2 ) = 
+1 ifølge antagelsen og de�nition A.0.10 gælder,at z dominerer præ
is 
 + 1 punkter i B (se �gur A.2). Da z ervilkårligt valgt, er antal retningsbestemte kanter fraA til B lig jAj (
+1):

w

punkter i punkter i A B

∋B z ∋A

e1 e2

c + 1 c + 1

.Figur A.2: Tilfældet hvor Tn er en HTn



892. Idet �( e1 ) = 
+1 ifølge antagelsen og de�nition A.0.10 gælder, at wer domineret af præ
is 
+1 punkter i A (se �gur A.2). Da w er valgtvilkårligt er antal retningsbestemte kanter fra A til B lig jBj (
+1):Af punkt 1 og punkt 2 fås atjAj (
 + 1) = jBj (
+ 1) () jAj = jBj:Eftersom x er vilkårligt valgt i Tn fås af ovenstående, at Tn er regulær afvalens m for et m 2 N :Af de�nition A.0.6 følger at ethvert par af punkter v; w i Tn er forbundetmed én af de retningsbestemte kanter v ! w eller w ! v: Således er xforbundet til alle punkter i Tn (fraregnet x selv) ved retningsbestemte ind-og ud-kanter. Dvs A;B og x udgør alle punkter i Tn ogn = 2m+ 1: (A.3)Nu viser vi, at m = 2
+ 1:Vi �nder et udtryk for od(x; y ): Lad x og y være to forskellige og vilkårligepunkter i Tn og antag W.L.O.G at x ! y: Betegn mængden af punkterder dominerer x og er domineret af y med D og mængden af punkterdomineret af både x og y med E: Eftersom ethvert par af punkter i enTn er forbundet med en retningsbestemt kant følger, at ethvert punktdomineret af y er indeholdt i enten D eller E: Idet x og y er vilkårligtvalgt og Tn er regulær af valens m fås af antagelsen, at (se �gur A.3)od(x; y ) = jEj = od( y )� jDj= od( y )� (antal 3-kredse indeholdene x! y)= m� (
+ 1) (A.4)for ethvert par af forskellige og vilkårlige punkter x; y i Tn:Nu følger af lemma A.0.9 og (A.4) atm = od( y ) = 2 od(x; y ) + 1 = 2(m� 
� 1) + 1 = 2m� 2
� 1mm = 2
+ 1: (A.5)Dvs Tn ifølge (A.3), (A.4) og (A.5) er en DRTn medn = 2m+ 1 = 2(2
 + 1) + 1 = 4
+ 3;od(x ) = m = 2
+ 1 for ethvert punkt x i Tn;od(x; y ) = m� (
+ 1) = 
;for ethvert par af forskellige punkter x; y i Tn: �
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Figur A.3: Tilfældet hvor Tn er en HTn



Bilag BLineær AlgebraDette bilag indeholder resultater fra lineær algebra, som bruges til at beskriveegenværdierne til en ikke-retningsbestemt og en retningsbestemt stærkt regulærgraf. Resultaterne i efterfølgende afsnit gælder for nabomatri
en A til en ikke-retningsbestemt (n; k;�; �)-stærkt regulær graf.B.1 SpektralsætningenFør spektralsætningen vises er det nødvendigt med et par lemmaer.Lemma B.1.1 En m � n matrix U har ortonormale søjler hvis og kun hvisUTU = I:Bevis:Lad U = � u1 u2 � � � un � ;hvor ui 2 Rm for i = 1; : : : ; n: Så fåsUTU = 26664 uT1uT2...uTn 37775 � u1 u2 � � � un � = 26664 uT1 u1 uT1 u2 � � � uT1 unuT2 u1 uT2 u2 � � � uT2 un... ... . . . ...uTnu1 uTnu2 � � � uTnun 37775 :(B.1)Søjlerne i U er indbyrdes ortogonale hvis og kun hvisuTi uj = uTj ui = 0; for i 6= j og i; j = 0; 1; : : : ; n: (B.2)Søjlerne i U er af længde én hvis og kun hvisuTi ui = 1 for i = 1; 2; : : : ; n: (B.3)Af (B.2) og (B.3) følger at matri
en i (B.1) er identitetsmatri
en. �91



92 Lineær AlgebraLemma B.1.2 Lad A være en m� n matrix. Lad �k være en egenværdi til Amed multipli
itet k: Hvis x1;x2; : : : ;xk er de forskellige egenvektorer hørendetil �k så gælder for l � k; atA lXi=1 
ixi = �k lXi=1 
ixi for 
i 2 R:Bevis:For 
i 2 R og xi 2 Rm fås, atA lXi=1 
ixi = lXi=1 A
ixi = lXi=1 
iAxi = lXi=1 
i�kxi = �k lXi=1 
ixi: �Den algebraiske multipli
itet af en egenværdi � til A er multipli
iteten af �som rod i det karakteristiske polynomium. Den geometriske multipli
itet af � erdimensionen af egenrummet V� til � eller ækvivalent antal uafhængige egenvek-torer hørende til �:Sætning B.1.3 (Spektralsætningen for symmetriske matri
er)Lad A være en reel symmetrisk n� n matrix. Så gælder1. A har n reelle egenværdier talt med algebraisk multipli
iteter;2. egenrummene er indbyrdes ortogonale;3. A kan ortogonalt diagonaliseres;4. den algebraiske og den geometriske multipli
itet af hver egenværdi � til Aer ækvivalente.Bevis:ad. 1 Vi kan betragteA som en matrix over C (komplekse indgange). Lad � 2 Cvære egenværdi til A med tilhørende egenvektor x 2 C n ; dvsAx = �x: (B.4)Tag den kompleks konjugerede [Axler, 1997, p. 69℄ på begge sider af (B.4),så fås Ax = Ax = �x = �x: (B.5)Dvs � er egenværdi til A med tilhørende egenvektor x: Eftersom A ersymmetrisk fås af (B.4) og (B.5), at�xTx = xT�x = xTAx = (Ax)Tx = (�x)Tx = �xTx: (B.6)



B.1. Spektralsætningen 93Idet xTx = nXi=1 xixi = kxk2;og x 6= 0 får vi af (B.6), at � = �: Dermed er � reel.Et tal � er egenværdi til A; hvis der er en ikke-triviel løsning x til(A� �I)x = 0;hvor x er egenvektor til �: Dvs egenværdierne er de tal � der opfylder, atnullfA� �I g 6= f0g: Dette er opfyldt hvis og kun hvis A��I er singulær(ikke invertibel). A� �I er singulær hvis og kun hvisdetA� �I = 0:Idet A er en reel n� n matrix har vi, atdetA� �I = (�1)n�n + 
1�n�1 + 
2�n�2 + � � �+ 
n�1�+ 
n ;for 
i 2 R; i = 1; : : : ; n: Dvs egenværdierne er løsninger til et n'te gradspo-lynomium, hvormed der �ndes n reelle egenværdier talt med multipli
itet.ad. 2 Følger af lemma 1.1.2.ad. 3 Lad �k være en egenværdi til A med multipli
itet k: Lad x1;x2; : : : ;xkvære de forskellige egenvektorer til �k; som udgør en basis for egenrummetV�k til �k: Ved brug af Gram-S
hmidt metoden [Lay, 1997, p. 399℄ fåsv1 = x1v2 = x2 � x2 � v1v1 � v1 v1v3 = x3 � x3 � v1v1 � v1 v1 � x3 � v2v2 � v2 v2...vk = xk � xk � v1v1 � v1 v1 � xk � v2v2 � v2 v2 � � � � � xk � vk�1vk�1 � vk�1vk�1;hvor fv1;v2; : : : ;vkg er en ortogonal basis for egenrummet V�k : Bemærkat j�1Xi=1 xj � vivi � vi vier ortogonalprojektionen af xj på Spanfv1;v2; : : : ;vj�1 g for j = 1; 2; : : : ; k[Lay, 1997, p. 390℄. Ladv0i = vikvik = vipvi � vi ; for i = 1; 2; : : : ; k:Så er fv01;v02; : : : ;v0kg en ortonormal basis for V�k ; som ifølge lemma B.1.2består af egenvektorer til �k: Således kan vi konstruere en ortonormal basis



94 Lineær Algebrafor hver af egenrummene til A bestående af egenvektorer til den tilhørendeegenværdi til A: Idet egenrummene er indbyrdes ortogonale (punkt 2) fåsen ortonormal basis fv01;v02; : : : ;v0ng for Rn bestående af egenvektorer tilA: Lad P = � v01 v02 � � � v0n � :Idet søjlerne i P er ortonormale følger af lemma B.1.1, at P er invertibelog P�1 = PT : LadD = 264 �1 0. . .0 �n 375 ;så er AP = A � v01 v02 � � � v0n �= � Av01 Av02 � � � Av0n �= � �1v01 �2v02 � � � �nv0n � (B.7)og PD = � v01 v02 � � � v0n � 264 �1 0. . .0 �n 375= � �1v01 �2v02 � � � �nv0n � : (B.8)Af (B.7) og (B.8) følger, atAP = PD () A = PDP�1 = PDPT :ad. 4 Af punkt 3 følger, at A kan ortogonalt diagonaliseres; dvs A = PDP�1:Lad �k være en egenværdi til A med algebraisk multipli
itet k � n; hvor-med �k forekommer k gange på diagonalen i D: Antag W.L.O.G at �kforekommer på de første k diagonalindgange i D; så fås af beviset forpunkt 3, atAP = PD = � �kv01 �kv02 � � � �kv0k �k+1v0k+1 � � � �nv0n � ;hvor v01; : : : ;v0k er lineært uafhængige egenvektorer hørende til �k: Dermeder fv01; : : : ;v0kg en basis for egenrummet V�k til �k hvormed dimfV�k g =k: �I kapitel 2 udnytter vi, at der �ndes en spektral dekomposition af nabomatri
enA til en (n; k;�; �)-stærkt regulær graf.



B.2. Retningsbestemte stærkt regulære grafer 95B.1.1 Spektral dekompositionLad A være en n � n symmetrisk matrix. Hvis A kan ortogonalt diagonali-seres gælder, at A = PDP�1; hvor søjlerne i P er ortonormale egenvektoreru1; : : : ;un tilA hørende til egenværdierne �1; : : : ; �n i diagonalmatri
en D: IdetP�1 = PT fås, atA = PDPT = � u1 � � � un � 264 �1 0. . .0 �n 375264 uT1...uTn 375= � �1u1 � � � �nun � 264 uT1...uTn 375= �1u1uT1 + �2u2uT2 + � � �+ �nunuTn : (B.9)Denne repræsentation af A kaldes en spektral dekomposition . Hvert led i (B.9)er en n� n matrix af rang énuiuTi = 264 ui1...uin 375� ui1 � � � uin �= 264 ui1ui1 � � � ui1uin... . . . ...uinui1 � � � uinuin 375 = 264 ui1uTi...uinuTi 375 = � uiui1 � � � uiuin � ;for i = 1; : : : ; n: Det ses, at hver række og søjle er et multiplum af ui: Yderligereer hver matrix uiuTi en ortogonal projektionsmatrix på Spanfui g [Lay, 1997,p. 447℄.Spe
ielt gælder for identitetsmatri
en I; atI = PP�1 = PPT= � u1 � � � un � 264 uT1...uTn 375= u1uT1 + u2uT2 + � � �+ unuTn :I forlængelse af resultater vedrørende egenværdier til en ikke-retningsbestemtstærkt regulær graf ser vi på resultater i forbindelse med egenværdierne til enretningsbestemt stærkt regulær graf.B.2 Retningsbestemte stærkt regulære graferEftersom nabomatri
en B for en (n; k;�; �; t)-RSRG ikke er symmetrisk, erspektralsætningen B.1.3 ikke opfyldt for B: Derfor er det nødvendigt at udledeseparate resultater for B:



96 Lineær AlgebraEgenværdierne til en (n; k;�; �; t)-RSRG med nabomatrix B er de � som opfyl-der, at der er en ikke-triviel løsning x til(B� �I)x = 0:Dermed kan vi ved ækvivalente argumenter til de i beviset for punkt 1 i sæt-ning B.1.3 vise, at en (n; k;�; �; t)-RSRG har n egenværdier talt med algebraiskmultipli
itet. Vi ønsker at vise, at de algebraiske og geometriske multipli
iteterfor egenværdierne til en (n; k;�; �; t)-RSRG er ækvivalente. For at kunne gøredette er det nødvendigt med følgende generelle resultat [Gri�el, 1989, Theorem10B-3℄.Lemma B.2.1 Lad C være en n�n matrix. Så er den geometriske multipli
itetmindre end eller lig den algebraiske multipli
itet for enhver egenværdi � til C:I sætning 4.1.3 fandt vi, at en (n; k;�; �; t)-RSRG har tre egenværdier k; � og �:Proposition B.2.2 Lad z være en (n; k;�; �; t)-RSRG med nabomatrix B ogegenværdier k; � og �: Så er den algebraiske og den geometriske multipli
itet afhhv. k; � og � ækvivalente.Bevis:I beviset for sætning 4.1.3 fandt vi, at� = (�� �) +p�2 og � = (�� �)�p�2 ;hvor � = (�� �)2 + 4(t� �): Heraf følger at� + � = �� � og �� = �(t� �):Indsæt disse to ligninger i (4.1) hvormed fåsB2 + (�� �)B� (t� �)I = �JB2 � (� + �)B+ ��I = �Jm(B� �I)(B� �I) = (B� �I)(B� �I) = �J: (B.10)Lad m� ;m� og r; s være hhv. de geometriske og de algebraiske multipli
iteteraf hhv. � og �:Vi viser at m� = r: Af lemma B.2.1 følger at m� � r: Således fås [Lay, 1997,Rank Theorem℄ atrankfB� �I g = n� dimf nullfB� �I g g= n�m�� n� r: (B.11)



B.2. Retningsbestemte stærkt regulære grafer 97Antag at rankfB� �I g � n� r+1 og lad v0; : : : ;vn�r være n� r+1 lineærtuafhængige søjler iB��I: Så fås af (B.10) at (B��I)vi = �j for i = 0; : : : ; n�r:Heraf følger at (B� �I)(vi � v0) = (B� �I)vi � (B� �I)v0= �j � �j = 0; (B.12)for i = 0; : : : ; n � r: Idet nullfB� �I g = �x 2 Rn �� (B � �I)x = 0	 fåsaf (B.12), at v1 � v0; : : : ;vn�r � v0 er n � r lineært uafhængige vektorer inulrummet af (B � �I): Da dimf nullfB� �I g g = m� følger, at m� � n � r:Eftersom der er n egenværdier talt med algebraisk multipli
itet og k; � og � haralgebraisk multipli
itet hhv. 1; r og s fås, ats = n� r � 1 < n� r � m�:Dette er ifølge lemma B.2.1 en modstrid. DvsrankfB� �I g < n� r + 1 () rankfB� �I g � n� r:Sammenhold ovenstående med (B.11) hvormed følger at rankfB� �I g = n�r:Dermed fås [Lay, 1997, Rank Theorem℄ atm� = dimfnullfB� �I g g = n� rankfB� �I g = n� (n� r) = r:Tilsvarende kan vises at m� = s: �Bemærk at for t = k gælder proposition B.2.2 for en (ikke-retningsbestemt)(n; k;�; �)-stærkt regulær graf �; hvilket ligeledes er tilfældet for følgende kor-ollar.Korollar B.2.3 Lad z være en (n; k;�; �; t)-RSRG med egenværdier k; � og �:Hvis 1;m� og m� er multipli
iteten af hhv. k; � og � gælder, atm� +m� + 1 = n:Bevis:Da en (n; k;�; �; t)-RSRG z har n egenværdier talt med algebraisk multipli
itetfølger af proposition B.2.2, at z har n egenværdier talt med geometrisk multi-pli
itet. Dvs vi skelner ikke mellem algebraisk og geometrisk multipli
itet for defundne egenværdier til z i sætning 4.1.3 ogm� +m� + 1 = n: �Yderligere får vi brug for følgende resultat vedrørende rangen af en matrix.Bemærk at vi efterfølgende ikke skelner mellem algebraisk og geometrisk multi-pli
itet for en (n; k;�; �; t)-RSRG.



98 Lineær AlgebraProposition B.2.4 Lad z være en (n; k;�; �; t)-RSRG med nabomatrix B ogn egenværdier talt med multipli
itet. Lad �1; : : : ; �l for l � n være de forskelligeikke-trivielle egenværdier til z og lad m�i være multipli
iteten af �i for i =1; : : : ; l: Så gælder at rankfB g = lXi=1 m�i :Bevis:Da nullfB g = �x 2 Rn �� Cx = 0 = 0x 	 fås, at dimf nullfB g g er multipli
i-teten af nul som egenværdi til B: Eftersom n er antallet af alle egenværdier tilB talt med multipli
itet fås [Lay, 1997, Rank Theorem℄ atrankfB g = n� dimf nullfB g g= lXi=1 m�i ;hvor m�i er multipli
iteten af den ikke-trivielle egenværdi �i for i = 1; : : : ; l: �I kapitel 2 får vi brug for et resultat fra lineær algebra vedrørende dimensionenaf et vektorrum, der er udtrykt som en direkte sum af underrum.B.3 Sum og direkte sumFor at vise den ønskede sætning får vi brug for en sætning omhandlende di-mensionen et vektorrum, som er summen af to underrum. Men først er detnødvendigt med et lemma.Lemma B.3.1 Enhver lineært uafhængig mængde af vektorer i et endeligt-dimensionalt vektorrum kan udvides til en basis for vektorrummet.Bevis:Lad V være et n-dimensionalt vektorrum og B = fv1; : : : ;vmg; m � n; en line-ært uafhængig mængde i V: Lad fw1; : : : ;wng være en basis for V: Så udvidesB til en basis for V ved at gennemløbe følgende trin for j = 1; : : : ; n:Trin j Hvis wj 2 Spanfv1; : : : ;vm g; så lad B = fv1; : : : ;vmg: Hviswj =2 Spanfv1; : : : ;vm g; så lad B = fv1; : : : ;vm;wjg:Efter trin n gælder, at fw1; : : : ;wng 2 SpanfB g og måden B blev konstrueretpå sikrer, at B er en lineært uafhængig mængde. Dvs B er en basis for V: �Sætning B.3.2Hvis U1 og U2 er underrum af et endeligt-dimensionalt vektorrum gælder, atdimfU1 + U2 g = dimfU1 g+ dimfU2 g � dimfU1 \ U2 g:



B.3. Sum og direkte sum 99Bevis:Lad fu1; : : : ;umg være en basis for U1 \ U2 ; dvs dimfU1 \ U2 g = m: Idetfu1; : : : ;umg er en basis for U1 \U2 ; er det en lineært uafhængig mængde i U1(og U2). Dermed kan fu1; : : : ;umg ifølge lemma B.3.1 udvides til en basisfu1; : : : ;um;v1; : : : ;vjg for U1 ; (B.13)hvor vi 2 U1 for i = 1; : : : ; j: Dvs dimfU1 g = m+j: Tilsvarende kan fu1; : : : ;umgudvides til en basis fu1; : : : ;um;w1; : : : ;wkg for U2 ; (B.14)hvor wj 2 U2 for j = 1; : : : ; k: Dvs dimfU2 g = m+ k:Vi viser at B = fu1; : : : ;um;v1; : : : ;vj;w1; : : : ;wkg er en basis for U1 + U2 ;dvs dimfU1 + U2 g = m+ j + k: Dette vil fuldende beviset idetdimfU1 + U2 g = m+ j + k= (m+ j) + (m+ k)�m= dimfU1 g+ dimfU2 g � dimfU1 \ U2 g:Idet U1 ;U2 � SpanfB g følger, at U1 + U2 � SpanfB g: Derfor er B en basisfor U1 + U2 ; hvis B er en lineært uafhængig mængde.Antag ata1u1 + � � �+ amum + b1v1 + � � � + bjvj + 
1w1 + � � �+ 
kwk = 0; (B.15)hvor alle a'er, b'er og 
'er er reelle tal. Omskriv denne ligning til
1w1 + � � � + 
kwk = �a1u1 � � � � � amum � b1v1 � � � � � bjvj ;hvormed det følger af (B.13), at 
1w1 + � � � + 
kwk 2 U1 : Af (B.14) følger, atwi 2 U2 for i = 1; : : : ; k hvormed 
1w1+� � �+
kwk 2 U1\U2 : Idet fu1; : : : ;umger en basis for U1 \ U2 gælder, at
1w1 + � � �+ 
kwk = d1u1 + : : :+ dmum; (B.16)for di 2 R; i = 1; : : : ;m: Men af (B.14) følger, at fu1; : : : ;um;w1; : : : ;wkg eren lineært uafhængig mængde, hvormed (B.16) er opfyldt hvis og kun hvis
1 = � � � = 
k = d1 = � � � = dm = 0: (B.17)Benyt dette i (B.15), så fåsa1u1 + � � � + amum + b1v1 + � � �+ bjvj = 0: (B.18)Da fu1; : : : ;um;v1; : : : ;vjg ifølge (B.13) er en lineært uafhængig mængde, er(B.18) opfyldt hvis og kun hvisa1 = � � � = am = b1 = � � � = bj = 0: (B.19)Af (B.17) og (B.19) fås, at den eneste løsning til (B.15) er nulløsningen. Dermeder B en lineært uafhængig mængde og således basis for U1 + U2 : �Ved sætning B.3.2 kan vi vise det ønskede resultat vedrørende den direkte sum.Først de�neres denne.



100 Lineær AlgebraDe�nition B.3.3 (Direkte sum)Et vektorrum V siges at være den direkte sum af underrummene U1 ; : : : ;Umhvis V = U1 + � � �+Um og Uj \ (U1 + � � �+Uj�1) = f0g for hvert j = 2; : : : ;m:I dette tilfælde skriver vi, at V = U1 � � � � � Um :Sætning B.3.4Lad V = U1 � U2 � � � � � Um ; hvor V er et endeligt-dimensionalt vektorrum ogUi � V for i = 1; : : : ;m: Lad Bi være en basis for Ui : Så gælder at1. dimfV g = dimfU1 g+ dimfU2 g+ � � �+ dimfUm g;2. for enhver vektor v 2 V er der én og kun én måde at skrive v = u1 +� � � + um hvor ui 2 Ui ;3. BV = B1 [ � � � [Bm med Bi \Bj = ; for i 6= j er en basis for V:Bevis:ad. 1 Af sætning B.3.2 og de�nition B.3.3 fåsdimfV g = dimfU1 + : : :+ Um g = dimfUm + (U1 + : : :+ Um�1 ) g= dimfUm g+ dimfU1 + : : :+ Um�1 g� dimfUm \ (U1 + � � �+ Um�1 )| {z }=0 g= dimfUm g+ dimfUm�1 + (U1 + : : :+ Um�2) g= dimfUm g+ dimfUm�1 g+ dimfU1 + : : :+ Um�2 g� dimfUm�1 \ (U1 + � � � + Um�2)| {z }=0 g...= dimfUm g+ � � � + dimfU1 g:ad. 2 Antag der er to måder at repræsentere en vektor v 2 V som en sum afvektorer i hhv. U1 ; : : : ;Um ; dvsv = x1 + � � �+ xm = u1 + � � �+ um; (B.20)hvor xi;ui 2 Ui for i = 1; : : : ;m: Dermed får vi, atxm � um| {z }2Um = (u1 + � � �+ um�1)� (x1 + � � �+ xm)= (u1 � x1) + � � � + (um�1 � xm�1)| {z }2U1+���+Um�1 :Dvs xm�um 2 Um \(U1+ � � �+Um�1) hvormed følger af de�nition B.3.3,at xm = um: Dermed kan xm og um elimineres i (B.20) og ved at gentageargumentet yderligere (m� 2) gange fås, at xi = ui for i = 1; : : : ;m:



B.3. Sum og direkte sum 101ad. 3 Eftersom Bi er en basis for Ui gælder, atU1 + � � �+ Um = SpanfB1 [ � � � [Bm g:Vi mangler at vise, at B1 [ � � � [Bm er en lineært uafhængig mængde.Lad Bi = fx(i;1); : : : ;x(i;ji)g og antag, at(1;j1)Xk=(1;1)�kxk| {z }2U1 + � � �+ (m;jm)Xk=(m;1)�kxk| {z }2Um = 0:Af punkt 2 følger at ovenstående er opfyldt hvis og kun hvis, at(1;j1)Xk=(1;1)�kxk = 0; : : : ; (m;jm)Xk=(m;1)�kxk = 0:Idet Bi er en lineært uafhængige mængde fås af ovenstående, at �(1;11) =� � � = �(1;j1) = 0; : : : ; �(m;1) = � � � = �(m;jm) = 0: Dermed er B1 [ � � � [Bmen lineært uafhængig mængde hvormed, BV = B1 [ � � � [ Bm er en basisfor V: �I nogle lærerbøger (f.eks [Lay, 1997, p. 15℄) de�neres den direkte sum af un-derrummene U1 ; : : : ;Um til at være et vektorrum V; for hvilket punkt 2 i sæt-ning B.3.4 er opfyldt. Bemærk at punkt 3 i sætning B.3.4 ligeledes giver et bevisfor punkt 1, idet antal elementer i basen Bi er dimfUi g:
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Bilag CHjælperesultaterDette bilag indeholder et resultat, som beskriver egenværdien k til både en ikke-retningsbestemt og en retningsbestemt stærkt regulær graf. Yderligere �ndesnogle elementære resultater af algebraisk karakter til brug i kapitel 4 samt etlemma i forbindelse med Krone
kerproduktet i kapitel 5.C.1 Algebraisk grafteoriNabomatri
en A for en ikke-retningsbestemt (n; k;�; �)-stærkt regulær graf �og nabomatri
en B for en (n; k;�; �; t)-RSRG z har begge række- og søjlesum kifølge hhv. bemærkning 1.1.5 og de�nition 4.0.14. Nabomatri
en for en regulærgraf af valens k har ligeledes række- og søjlesum k: Dermed gælder følgende resul-tat både for ikke-retningsbestemte og retningsbestemte stærkt regulære grafer.Proposition C.1.1 Lad � være en k-regulær graf med n punkter. Så gælder at1. k er egenværdi til �;2. hvis � er sammenhængende, så er den geometriske multipli
iteten af k én;3. for enhver egenværdi � til � gælder, at j�j � k:Bevis:ad. 1 Lad j = [11; 12; : : : ; 1n℄T og lad A være nabomatrix til �: Idet � er k-regulær, er der præ
is k indgange lig én i A's rækker (og søjler). Dermedfår vi, at Aj = kj:Dvs k er en egenværdi til �: 103



104 Hjælperesultaterad. 2 Lad x = [x1; x2; : : : ; xn℄T være en ikke-triviel egenvektor til � med tilhø-rende egenværdi k; dvsAx = kx: Lad xi være en indgang i x der opfylder,at jxij � jxjj for j = 1; : : : ; n: Idet (Ax)i = kxi fås, atkxi = (Ax)i = nXj=1(A)ijxj = Xjfvi; vjg 2 E� xj : (C.1)Da jxij � jxjj for alle i og vi summer over k xj'er følger af (C.1), at xj = xifor de k xj 'er i i'te række hvor fvi; vjg 2 E�:Hvis � er sammenhængende fås ved at gentage ovenstående argument, atxj = xi for alle j: Dvs enhver egenvektor x til � med tilhørende egenværdik er et multiplum af j: Dermed er dimensionen af egenrummet Vk til klig én.ad. 3 Lad y = [y1; : : : ; yn℄T være en ikke-triviel egenvektor til � med tilhørendeegenværdi �; dvs Ay = �y: Lad yi betegne en indgang i y der opfylder, atjyij � jyjj for j = 1; : : : ; n: Ved samme argument som i beviset for punkt2 fås Xjfvi; vjg 2 E� yj = �yi:Heraf følger atj�j jyij = j�yij = �� Xjfvi; vjg 2 E� yj�� � Xjfvi; vjg 2 E� jyjj � kjyij (C.2)+j�j � k:Bemærk at sidste ulighedstegn i (C.2) følger af at � er k-regulær. �C.2 Elementær algebraI dette afsnit betegner a j b; at a går op i b: Yderligere betegner g
d ( a; b ) denstørste fælles divisor af a og b [Allenby, 1991, De�nition 1.4.1℄.Lemma C.2.1 Lad a j 
 og b j 
 for a; b; 
 2 Z: Hvis g
d ( a; b ) = 1 gælder, atab j 
:Bevis:Idet a j 
 har vi, at 
a = m () 
 = am for m 2 Z: (C.3)



C.3. Krone
kerprodukt 105Idet g
d ( a; b ) = 1 fås af ovenstående, atb j 
 =) b j am =) b jm =) mb = n () m = bn for n 2 Z: (C.4)Af (C.3) og (C.4) fås 
ab = amab = abnab = n for n 2 Z;dvs ab j 
: �Lemma C.2.2 Hvis (a2 + b2) er et lige heltal gælder, at (a � b) og (a + b) erlige heltal.Bevis:Lad (a2 + b2) være et lige heltal så gælder2 j (a2 + b2) =) 2 j (a� b)(a+ b):Idet to er et primtal følger [Allenby, 1991, De�nition 1.3.5 (iii)℄, at 2 j (a � b)eller 2 j (a + b): Antag W.L.O.G at 2 j (a� b); dvsa� b2 = m () a� b = 2m for m 2 Z:Heraf følgera+ b2 = a� b+ 2b2 = 2m+ 2b2 = 2(m+ b)2 = (m+ b) 2 Z;dvs 2 j (a+ b): �C.3 Krone
kerproduktI almindelighed er Krone
kerproduktet ikke kommutativt ligesom almindeligmatrixmultiplikation ikke er kommutativt for matri
er forskellig fra identitets-matri
en.Lemma C.3.1 Lad B være nabomatrix for en (n; k;�; �; t)-RSRG. Så gælder(B
 Jm)(In 
 (Jm � Im)) = (In 
 (Jm � Im))(B 
 Jm):



106 HjælperesultaterBevis:Ved brug af lemma 5.1.2 og lemma 5.1.3 fås(B
 Jm)(In 
 (Jm � Im)) = (B
 Jm)(In 
 Jm � In 
 Im)= (B
 Jm)(In 
 Jm)� (B
 Jm)(In 
 Im)= BIn 
 J2m �BIn 
 JmIm= InB
 J2m � InB
 ImJm= (In 
 Jm)(B
 Jm)� (In 
 Im)(B
 Jm)= (In 
 Jm � In 
 Im)(B
 Jm)= (In 
 (Jm � Im))(B
 Jm): �



SymbollisteSymbol Betydning SideN mængden af naturlige talZ mængden af hele talQ mængden af rationale talR mængden af reelle talC mængden af komplekse talRn n-dimensionale Euklidiske rum\ fællesmængde[ foreningsmængde� er en delmængde af� er en ægte delmængde afdimfC g dimensionen af C� endelig graf 5� den komplementære graf til en given graf � 5V � punktmængden for en graf � 5E� kantmængden for en graf � 5fu; vg en kant mellem to punkter u og v i en givet graf 5Kn en komplet graf med n punkter 7Kn1; n2; :::; nk komplet mangedelt graf med k punktklasser 7og ni; i = 1; : : : ; k punkter i hver klasseA nabomatrix for en graf � 8tr(A) tra
e af en matrix A 8I identitetsmatri
en 9J matri
en med én i alle indgange 9j 1-vektoren 10A nabomatrix for den komplementære graf � 11kerfA g kernen af en lineær transformation A 12nullfA g nulrummet af en matrix A 16Vi egenrummet hørende til egenværdien i 2 fk; �; �g 16Ei projektionsmatrix på egenrummetVi for i 2 fk; �; �g 16SpanfVk ;V� ;V� g vektorrummet udspændt af Vk ;V� og V� 16RangefA g billedrummet af en lineær transformation A 17rankfA g dimensionen af billedrummet af en lineær transformation A 17A ÆB S
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108 SymbollisteSymbol Betydning SideGF( q ) endeligt legeme med q elementer 29Q mængden af kvadrater 29N mængden af ikke-kvadrater 32LKn latinsk kvadrat af orden n 33Lr(n) latinsk kvadrat graf 33fa(x; y) repræsentation af et LKn ved et polynomium 35z retningsbestemt graf 39u! v retningsbestemt kant fra u til v 39B nabomatrix for en retningsbestemt graf 39RSRG retningsbestemt stærkt regulær graf 40k indgraden og udgraden 5,40� antal stier af længde to givet at u! v 5,40� antal stier af længde to givet at u9 v 5,40t antal ikke-retningsbestemte kanter in
ident med u 40W.L.O.G uden tab af generalitet 48A
B Krone
kerproduktet mellem to matri
er A og B 52Ik k � k identitetsmatrix for ethvert k 53Jk k � k matrix med én i alle indgange for ethvert k 53H skæv Hadamard matrix 62id( v ) antal punkter der dominerer v 65id( v; w ) antal punkter der dominerer både v og w 65jk vektoren bestående af k ét-taller 71f0; 1g-matrix matrix med indgange lig én eller nul 71kyk normen eller længden af en vektor 72d( v; w ) afstanden mellem v og w 83Tn turnering af orden n 85od( v ) antal punkter domineret af v 85od( v; w ) antal punkter domineret af v og w 85DRTn dobbelt regulær turnering af orden n 85�( e ) antal kredse af længde tre indeholdene kanten e 87HTn homogen turnering af orden n 87U � W direkte sum mellem to vektorrum 100a j b a går op i b 104g
d ( a; b ) den største fælles divisor af a og b 104



LitteraturlisteR.B.J.T. Allenby. Rings, Fields and Groups. An Introdu
tion to Abstra
t Alge-bra. Edward Arnold, se
ond edition, 1991.Sheldon Axler. Linear Algebra Done Right. Springer, se
ond edition, 1997.V. Belevit
h. Theory of 2n-terminal networks with appli
ation to 
onferen
etelephony. Ele
t. Commun., 27:231�244, 1950.Norman Biggs. Algebrai
 Graph Theory. Cambridge University Press, se
ondedition, 1993.D. Blatt and G. Szekeres. A skew hadamard matrix of order 52. to appear.R.C. Bose. Strongly regular graphs, partial geometries and partially balan
eddesigns. Pa
i�
 Journal of Mathemati
s, 13:389�419, 1963.R.C. Bose and D.M. Mesner. On linear asso
iative algebras 
orresponding toasso
iation s
hemes of partially balan
ed designs. Ann. Math. Statist., 30:21�38, 1959.P. J. Cameron and J. H. van Lint. Designs, Graphs, Codes and their Links.Number 22 in London Math. So
iety Student Texts. Cambridge UniversityPress, 1991.Gary Chartrand and Linda Lesniak. Graphs and Digraphs. Chapman and Hall,third edition, 1996.Art M. Duval. A dire
ted graph version of strongly regular graphs. In Mars-hall Hall Jr., Basil Gordon, and Bru
e Roths
hild, editors, Journal of Com-binatorial Theory, volume 47 of A, pages 71�100. A
ademi
 Press, In
., 1988.John B. Fraleigh and Raymond A. Beauregard. Linear Algebra. World Studentseries edition. Addison-Wesley, third edition, 1995.C. D. Godsil. Algebrai
 Combinatori
s. Chapman and Hall, New York-London,1993.Chris Godsil and Gordon Royle. Algebrai
 Graph Theory. Number 207 inGraduate Texts in Math. Springer, New York, 2001.109



110 LITTERATURLISTEJ. M. Goethals and J.J. Seidel. A skew hadamard matrix of order 36. J.Australian Math. So
. to appear.J.M Goethals and J.J. Seidel. Strongly regular graphs derived from 
ombinato-rial designs. Canad. J. Math., 22:597�614, 1970.J.L. Gramkow and M.D. Hansen. Konstruktion og entydighed af stærkt regulæregrafer. Master's thesis, Aalborg University, 1997.D. H. Gri�el. Linear Algebra and its Appli
ations, volume 2: More Advan
ed ofMathemati
s and its Appli
ations. Ellis Horwood Limited, 1989.M. Hall. Combinatorial Theory. Dis
rete Mathemati
s. Wiley-Inters
ien
e, JohnWiley and sons, In
., se
ond edition, 1986.J.M. Hammersley. The friendship theorem and the love problem. In E. KeithLloyd, editor, Surveys in Combinatori
s, Invited papers for the ninth BritishCombinatorial Conferen
e 1983, number 82 in London Mathemati
al So
ietyLe
ture Note Series, pages 31�54. Cambridge University Press, 1983.D.G. Higman. A survey of some questions and results about rank 3 permutationgroups. A
tes Congrès Intern. Math. Ni
e 1970, I:361�365, 1971. Gauthier-Villars.Sylvia A. Hobart. Parameters of dire
ted strongly regular graphs.http://www.
wi.nl/ aeb/math/dsrg/dsrg.html, 2001.A.J. Ho�man. Eigenvalues of graphs. In D.R. Fulkerson, editor, Studies inGraph Theory, Part II, pages 225�245. Math. Asso
. Amer., 1975.Leif K. Jørgensen. Linedigraphs as dsrg's. Aalborg University, Department ofMathemati
al S
ien
es, July 1999.Leif K. Jørgensen. Non-existen
e of dire
ted strongly regular graphs, 2000. Dept.of Math. S
i., Aalborg University.T.H. Koornwinder. A note on the absolute bound for systems of lines. Pro
.KNAW A 79 (=Indag. Math. 38), 38:152�153, 1976.Søren Kveiborg and Mette Louise Laursen. Stærkt regulære grafer - grafteo-retiske egenskaber. Master's thesis, Aalborg University, Dept. of Math. S
i.,1997.David C. Lay. Linear Algebra and Its Appli
ations. Addison Wesley, se
ondedition, 1997.Charles F. Laywine and Gary L. Mullen. Dis
rete Mathemati
s Using LatinSquares. Dis
rete Mathemati
s and Optimization. Wiley Inters
ien
e, JohnWiley and Sons, In
., 1998.Carl D. Meyer. Matrix analysis and applied linear algebra. Siam, Philadelphia,2000.



LITTERATURLISTE 111A. Neumaier. Strongly regular graphs with smallest eigenvalue -m. Ar
hiv derMathematik, 33:392�400, 1979.A. Neumaier. New inequalities for the parameters of an asso
iation s
heme.In S. B. Rao, A. Dold, and B. E
kmann, editors, Combinatori
s and GraphTheory (Pro
eedings, Cal
utta 1980), number 885 in Le
ture Notes in Math.,pages 365�367. Springer, Berlin-New York, 1981.Vera Pless. Introdu
tion to the Theory of Error-Corre
ting Codes. Wiley-Inters
ien
e, John Wiley and Sons, In
., third edition, 1998.K.B. Reid and Ezra Brown. Doubly regular tournaments are equivalent to skewhadamard matri
es. In Journal of Combinatorial Theory, number 12 in A,pages 332�338. A
ademi
 Press, In
., 1972.Herbert John Ryser. Combinatorial Mathemati
s. Number Fourteen in TheCarus Mathemati
al Monographs. The Mathemati
al Asso
iation of Ameri
a,1963.L.L. S
ott. A 
ondition on higman's parameters. Noti
es Ameri
an Mathema-ti
al So
iety, pages A�97, 1973.Jennifer Seberry and Mieko Yamada. Hadamard matri
es, sequen
es, and blo
kdesigns. In Je�rey H. Dinitz and Douglas R. Stinson, editors, ContemporaryDesign Theory, A 
olle
tion of Surveys, pages 431�560. Wiley-Inters
ien
e,John Wiley and sons, In
., 1992.E. Sernesi. Linear Algebra, A geometri
 approa
h. Chapman and Hall, 1993.G. Szekeres. Tournaments and hadamard matri
es. Enseignement Math., T.XV:269�278, 1969.



StikordsregisterAbsolut grænse, 20Algebra over R, 18asso
iativ, 18kommutativ, 18Direkte sum, 100dimension af, 100Endelig graf, 5retningsbestemt, 39indgrad, 39, 85udgrad, 39, 85Endeligt legeme, 29kvadrater, 29Ent. af (8s; 4s; s; 3s; 3s)-RSRG, 80Entydighed af (8; 4; 1; 3; 3)-RSRG, 77Hadamard matrix, 60ækvivalens med DRTn, 64eksistens af skæv, 63konstruktion af, 62normal, 60orden af, 60skæv, 62Hadamard, Ja
ques, 59Heltalsbetingelsen, 12for RSRG, 45Komplet graf, 7komplet mangedelt graf, 7Konferen
e graf, 25egenværdier, 25, 28komplementære, 27paley graf, 29ikke retningsbestemt, 29konstruktion, 31parametre for, 30Krone
ker, Leopold, 51Krone
kerprodukt, 52

egenskaber, 52ikke kommutativt, 105konstruktion af to RSRG'er, 53Latinsk kvadrat graf, 33konstruktion af, 34parametre for, 33Latinske kvadrater, 33indbyrdes ortogonale, 35eksistens af, 35konstruktion af, 37eksistens af, 33repræsentation af, 35Multipli
itet, 96alg. og geom. for RSRG, 96rang af RSRG, 98Nabomatrix for endelig graf, 8endelig retningsbestemt graf, 39ortogonale egenvektorer til, 8Net graf, 36parametre for, 37Ortonormale søjler, 91Rang af (8s; 4s; s; 3s; 3s)-RSRG, 77Regulær graf, 103RSRG, 40betingelser for parametrene, 43,46�48egenværdier, 43, 96komplementær, 41konstruktion af (6; 2; 0; 1; 1)-RSRG,40primtalsorden, 48rang af, 74sammenhæng med DRTn, 43S
hur-Hadamard produkt, 17112



STIKORDSREGISTER 113rang, 20Spektral dekomposition, 15, 95projektionsmatri
er, 16Spektralsætningen, 92Stærkt regulær graf, 5betingelse for, 9egenværdier, 10multipli
itet, 11imprimitiv, 6komplementær, 5egenværdier, 11multipli
itet, 12primitiv, 6primtalsorden, 28Største fælles divisor, 104Turnering, 85ækvivalens afDRTn og HTn, 88dobbelt regulær, 85homogen, 88


