
Kapitel 1

Topologiske vektorrum

Forud for topologiske vektorrum, har vi beskæftiget os med vektorrum, normerede
rum og topologiske rum. Gennem dette projekt vil ordetvektorrumhenvise til et vek-
torrum overF = R eller C : Ydermere vil grundlæggende kendskab til ovennævnte
rum fordudsættes. Vi kan nu definere et topologisk vektorrum.

Definition 1.0.1 (Topologisk vektorrum)
Lad � være en topologi på at vektorrumX så

i hvert punktfxg i X er en lukket mængde, og

ii afbildningerne x; y 7! x+ y af X �X ind i X�; x 7! �x af F �X ind i X
er kontinuerte.

Så siges� at være vektortopologien påX; ogX kaldes ettopologisk vektorrum. Her-
efter forkortet t.v.r.

Specielt erX et Hausdorff rum, idet der til to punkterx 6= y findes omegneU1 afx ogU2 af y; såU1 \ U2 = ?: Lad nemligE = x ogG = y; begge lukkede mængder, og
sætU1 = EÆ ogU2 = GÆ; det indre af af henholdsvisE ogG: Da erU1 \ U2 = ?:
(er det rigtigt?)

En delmængdeE af et t.v.r siges at være begrænset, hvis der til enhver omegnV af 0
i X hører et tals > 0; såE � tV 8t > s:
Definition 1.0.2
MængdenY � X kaldes

1. konveks, hvis tx+ (1� t)y � Y for 0 < t < 1 nårx; y 2 Y:
2. balanceret, hvis �Y � Y 8� 2 F; hvor k�k � 1:
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3. begrænset(mht.� ), hvis der for hver omegnU af 0 findest > 0; såY � tU:
Til et t.v.r X hører to operatorer;Translationsoperatoren, Ta; og Multiplikationsope-
ratoren, M�; hvor Ta(x) = a+ x; M�(x) = �x
for hverx; a 2 X og� 2 F n f0g:
Sætning 1.0.3
LadX være et t.v.r.

1. Ta ogM� er homeomorfier fraX ind i X:
2. Enhver omegnU af 0 indeholder en balanceret omegnV af 0:
3. Enhver konveks omegnU af 0 indeholder en balanceret konveks omegnV af 0:

Bevis:

1. Af definitionen på t.v.r får vi, at afbildningerneTa ogM� er kontinuerte. Deres
inverseT�a og M1=� er også kontinuerte, idet�a 2 X og 1� 2 X; da X
er et vektorrum. Alt i alt er de fire afbildninger altså kontinuerte, hvilket viser
påstanden.

2. LadU være en omegn af0 i X: Da skalarmultiplikation er kontinuert, findes etÆ > 0 og en omegnW om 0 i X; så�W 2 U; nårk�k < Æ: SætV = S�W:
Så erV en omegn af0; den er balanceret ogV � U:

3. Antag atU er en konveks omegn af0 i X: Lad A = T�2F;k�k=1 �U: Lad V
være som i 1. DaV er balanceret, er��1V = V for alle k�k = 1; og dermed
er V � �U: Altså erV en omegn af0: Da det er fællesmængden af konvekse
mængder, erV også konveks. Vi mangler bare at vise, atV er balanceret. For� = 0 er�V � V: For0 < k�k � 1 er�V = k�k �k�k \�2F;k�k=1 �U = k�k \�2F;k�k=1 �U � V;
hvor� = ��=k�k: Den sidste inklusion følger af, at�U er en konveks mængde,
der indeholder0: �

En konsekvens af denne sætning er, at enhver vektortopologier translationsinvariant
(eller bare invariant). Dvs. at en mængdeE � X er åben hvis og kun hvisa + E
er åben for allea 2 X: Altså er� fuldstændig bestemt udfra en lokal basis om0; et
systemB af omegne af0; så at enhver omegn af0 indeholder en mængdeU 2 B:
En metrikd på et vektorrumX kaldes invariant, hvisd(x+ a; y + a) = d(x; y) 8x; y; a 2 X:
Vi kan nu definere forskellige typer af topologiske vektorrum.
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Definition 1.0.4
LadX betegne et t.v.r med topologien�:

1. X kaldes lokalkonvekst, hvis der eksisterer en lokal basisB; der indeholder
konvekse mængder.

2. X kaldes lokalbegrænset, hvis der eksisterer en begrænset omegn om0:
3. X kaldes lokalkompakt, hvis der eksisterer en omegn om0; der har en kompakt

aflukning.

4. X kaldes metriserbart, hvis der eksistere en metrik påX; så topologien påX er
identisk med topologien defineret ved denne metrik.

5. X kaldes et Fréchet rum, hvisX er metriserbart med en translationsinvariant
metrik, fuldstændigt og lokalkonvekst.

For mængderneX;Y betyder udtrykketf : X ! Y; at f afbilderX ind i Y: Hvis nuA � X ogB � Y; så er billedet af afbildningen defineret somf(A) = ff(x)kx 2 Ag
og det inverse billede somf�1(B) = fxkf(x) 2 Bg: Lad nuX;Y være vektorrum
over det samme skalarlegeme. En afbildning� : X ! Y siges at være lineær, når�(�x+ �y) = ��x+ ��y 8x; y 2 X; og �; �: Lineære afbildninger fraX ind i sit
skalarlegeme kaldeslineære funktionaler.

Vi kender begrebet Cauchy følge i et metrisk rum(X; d): En følgefxng i X er en
cauchy følge, hvis der for ethvert� > 0 findes etN; såd(xm; xn) < �; nårm;n > N:
Hvis alle Cauchy følger iX konvergerer til et punkt iX; sigesX at være fuldstændigt.
Lad nu (X; �) være et t.v.r og ladB være en lokal basis for topologien�: Så siges
en følgefxng at være en Cauchy følge, hvis der til ethvertV 2 B findes etN; såxn � xm 2 V for n;m > N: Hvis nu topologien� er givet ved en invariant metrikd; er de to Cauchy følge begreber ens, idetd(xn; xm) = d(xn � xm; 0) og kuglerne
omkring0 danner en lokal basis for�:
Definition 1.0.5 (Seminorm)
En seminormp på et vektorrumX er en funktionp : X ! R+; der opfylder følgende

i p(x+ y) � p(x) + p(y) for x; y 2 X:
ii p(�x) = k�kp(x) for � 2 F ogx 2 X:

En familieP af seminormer påX kaldes separerende, når der for hvertx0 2 X n f0g
findes etp 2 P medp(x0) > 0:
Sætning 1.0.6
Lad P være en familie af separerende seminormer på vektorrummetX: Definer de
konvekse balancerede mængderV (p; �) = fxkp(x) < �g; p 2 P og � > 0:
LadB være en basis for omegnssystemet ved0 bestående af disse mængder samt deres
endelige fællesmængderW (p1; : : : ; pN ; �1; : : : ; �N ) = V (p1; �1) \ : : : \ V (pN ; �N ):
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En basis for omegnssystemet ved hvertx 2 X består af de translaterede mængderx+W (p1; : : : ; pN ; �1; : : : ; �N ): Så erB en konveks balanceret lokal basis for en topologi�påX; som gørX til et lokalkonvekst rum, så

1. hvertp 2 P er kontinuerte afbildninger afX ind i R og

2. en mængdeE � X er begrænset hvis og kun hvisp(E) er begrænset iR for
allep 2 P:

Bevis: �
Sætning 1.0.7
LadP = (pk)k2N være en numerabel separerende familie af seminormer, der definerer
topologien på et t.v.rX: Da erX metriserbart med topologien påX defineret ved den
invariante metrik d(x; y) = 1Xk=1 2�kpk(x� y)1 + pk(x� y) : (1.1)

KuglerneB(0; r) i denne metrik er balancerede.

Bevis:
Rækken (1.1) �
Ł
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