Kapitel 1

Topologiske vektorrum

Forud for topologiske vektorrum, har vi beskeeftiget os me#terrum, normerede
rum og topologiske rum. Gennem dette projekt vil ordektorrumhenvise til et vek-
torrum overF = R eller C. Ydermere vil grundlaeggende kendskab til ovennsevnte
rum fordudseettes. Vi kan nu definere et topologisk vektorrum

Definition 1.0.1 (Topologisk vektorrum)
Lad T veere en topologi pa at vektorrui sa

i hvert punkt{x} i X er en lukket meengde, og

ii afbildningerne
z,2y—rz+y afX xX indi X
ANx—= A afFxX indi X

er kontinuerte.

Sa siges at veere vektortopologien p&, og X kaldes etopologisk vektorrumHer-
efter forkortet t.v.r.

Specielt erX et Hausdorff rum, idet der til to punkter # y findes omegné/; af z og
U, afy, saU; N U, = @. Lad nemligkl = z og G = y, begge lukkede maengder, og
seetl/; = E° ogUs = G°, det indre af af henholdsvi& og G. Da erU; N Uy = &.
(er det rigtigt?)

En delmaengdé’ af et t.v.r siges at vaere begraenset, hvis der til enhver oriiegin
i X harerettak > 0, SAF C tV Vt > s.

Definition 1.0.2
Maengdert” C X kaldes

1. konveks hvis

tr+(1—t)yCcY for0<t<1ndrz,yeY.

2. balancerethvis
aY C YVa € F, hvor |laf < 1.



3. begreensefmht. r), hvis der for hver omegh af( findest > 0, s&Y C tU.

Til et t.v.r X hgrer to operatoreffranslationsoperatorern,, og Multiplikationsope-
ratoren, M, hvor
To(z) =a+z, My(z) =Xz

forhverz,a € X og\ € F\ {0}.

Seetning 1.0.3
Lad X veere ett.v.r.

1. T, og M, er homeomorfier fr& ind i X.
2. Enhver omegly af0 indeholder en balanceret omeygraf 0.

3. Enhver konveks omedn af( indeholder en balanceret konveks omégaf0.

Bevis

1. Af definitionen pa t.v.r far vi, at afbildningerrig, og M, er kontinuerte. Deres
inverseT_, og My, er ogsé& kontinuerte, ideta € X og % € X,daxX
er et vektorrum. Alt i alt er de fire afbildninger altsa kontérte, hvilket viser
pastanden.

2. LadU veere en omegn & i X. Da skalarmultiplikation er kontinuert, findes et
§ > 0 og enomegi¥ om0 i X, sdaW € U, nar|a| < 4. SeetV = |JaW.
Sa erV en omegn ab, den er balanceret og C U.

3. Antag atU er en konveks omegn afi X. Lad A = (¢ =1 @U- Lad V

veere som i 1. D& er balanceret, en~'V = V for alle ||| = 1, og dermed
erV C aU. Altsa erV en omegn af). Da det er feellesmaengden af konvekse
maengder, el/ ogsa konveks. Vi mangler bare at vise,Jaer balanceret. For
A=0erAV CV.ForO < |[A\| < 1er

A
AV = IIAIIW N U=l () sUCY,
ach =1 per6ll=1

hvor 8 = aA/||A||. Den sidste inklusion fglger af, al/ er en konveks maengde,
der indeholde0.

En konsekvens af denne saetning er, at enhver vektortopetdganslationsinvariant
(eller bare invariant). Dvs. at en maengeC X er dben hvis og kun hvig + E
er aben for allex € X. Altsa err fuldsteendig bestemt udfra en lokal basis onet
systemB af omegne af, sa at enhver omegn &findeholder en mzengdé € B.

En metrikd pa et vektorrumX kaldes invariant, hvis

d(z +a,y+a) =d(z,y) Vz,y,a € X.
Vi kan nu definere forskellige typer af topologiske vektonru
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Definition 1.0.4
Lad X betegne et t.v.r med topologien

1. X kaldes lokalkonvekst, hvis der eksisterer en lokal basigler indeholder
konvekse maengder.

2. X kaldes lokalbegreenset, hvis der eksisterer en begreensgtroom.

3. X kaldes lokalkompakt, hvis der eksisterer en omegrpder har en kompakt
aflukning.

4. X kaldes metriserbart, hvis der eksistere en metrikp&a topologien pX er
identisk med topologien defineret ved denne metrik.

5. X kaldes et Fréchet rum, hvi8 er metriserbart med en translationsinvariant
metrik, fuldstaendigt og lokalkonvekst.

For meengdern&, Y betyder udtrykketf : X — Y, at f afbilder X ind i Y. Hvis nu
A C X og B C Y, saer billedet af afbildningen defineret sgitd) = {f(z)||x € A}
og det inverse billede sori~}(B) = {z| f(z) € B}. Lad nuX,Y veere vektorrum
over det samme skalarlegeme. En afbildning X — Y siges at veere lineger, nar
Alaz + By) = aAz + BAy Vz,y € X, 09 «, (. Lineeere afbildninger fr& ind i sit
skalarlegeme kalddmeeere funktionaler

Vi kender begrebet Cauchy fglge i et metrisk r, d): En folge{z,} i X eren
cauchy fglge, hvis der for ethvert> 0 findes etV, sad(z,, z,) < €, Ndrm,n > N.
Hvis alle Cauchy fglger X konvergerer til et punkt X, sigesX at veere fuldstaendigt.
Lad nu(X, ) veere et t.v.r og lad vaere en lokal basis for topologien Sa siges
en falge{z,} at veere en Cauchy falge, hvis der til ethvkrte B findes etN, sa
Ty — xm € V for n,m > N. Hvis nu topologienr er givet ved en invariant metrik
d, er de to Cauchy fglge begreber ens, idét,,, z,,) = d(z, — z,,0) og kuglerne
omkring 0 danner en lokal basis for.

Definition 1.0.5 (Seminorm)
En seminornp pa et vektorrumX er en funktiorp : X — R, der opfylder falgende

i p(z+y) <plz)+ply) forz,y € X.
i p(ax) = ||al|p(z) fora € Fogx € X.

En familie® af seminormer p& kaldes separerende, nar der for hveyte X \ {0}
findes ep € P medp(zy) > 0.

Seetning 1.0.6
Lad P veere en familie af separerende seminormer pa vektorrun¥mddefiner de
konvekse balancerede maengder

V(p,e) = {z|lp(z) <€}, p€ P oge > 0.

LadB veere en basis for omegnssystemetvééstaende af disse maengder samt deres
endelige feellesmaengder

W(pl, sy DNEL, .. .,EN) = V(pl,el) Nn...N V(pN,EN).
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En basis for omegnssystemet ved huegt X bestar af de translaterede maengder
W(p1,...,pN;€1,-..,€n). Sa erB en konveks balanceret lokal basis for en topologi
TpaX, som gorX til et lokalkonvekst rum, sa

1. hvertp € P er kontinuerte afbildninger &€ ind i R og

2. en meengdé C X er begreenset hvis og kun hy$E) er begreensetR for
allep € P.

Bevis

Seetning 1.0.7

Lad®? = (pi)ren Veere en numerabel separerende familie af seminormer, tieecks
topologien pé et t.v.K. Da erX metriserbart med topologien pé defineret ved den
invariante metrik

o0

= 27Fpg(z — )
d(z,y) = kZ:l Trpr@—y) (1.1)

KuglerneB(0,r) i denne metrik er balancerede.

Bevis
Reekken (1.1) |

L
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