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Formalet med dette speciale er at kon-
struere meaengden af de reelle tal. Dette
gores pa to forskellige mader: den ene
ved hjelp af decimaltal og den anden ved
Dedekind-snit. Den fgrste konstruktion ta-
ger udgangspunkt i heltallene og egenska-
berne for regneoperationerne af disse. Dis-
se regneoperationer samt deres egenskaber
udvides til at galde for endelige decimal-
tal, hvorefter dette kan udvides til alle reel-
le tal ved at benytte konvergente fglger af
endelige decimaltal.

Den anden konstruktion tager udgangs-
punkt i de rationelle tal og regneope-
rationerne herfor. Det bevises, at mang-
den af de reelle tal er et ordnet legeme
med supremumsegenskaben, som indehol-
der mengden af de rationelle tal som et
dellegeme.

Til sidst sammenlignes begge konstruktio-
ner og vurderes til at vare akvivalente,
idet den forste konstruktion ogsa giver
mangden af de reelle tal som et ordnet le-
geme med supremumsegenskaben, og der
kan konstrueres en isomorfi mellem meng-

derne.

Rapportens indhold er frit tilgaengeligt, men offentliggorelse (med kildeangivelse) md kun ske efter aftale med






Abstract

This master’s thesis provides two constructions of the real numbers. The first construction
takes its starting point in the integers for which the operations and the properties of these
are assumed to be known. The real numbers are defined using decimals, and we expand the
properties of the operations to terminating decimals, which in turn enables us to expand
the properties to the real numbers using convergent sequences of terminating decimals.

The second construction is based on Dedekind cuts. Here, the starting point is the set of
rational numbers. We assume that the properties of operations hold for rational numbers,
which entails that the set of rationel numbers is a field, and we wish to show that the set
of real numbers is an ordered field with the least-upper-bound property, in which the set
of rational numbers is contained as a subfield.

After having presented the two constructions, we compare the achieved sets, and they
are found to be equivalent, as the sets are both ordered fields with the least-upper-bound
property, and we can construct an isomorphism between them. Finally, the cardinality
of the sets of real numbers, rational numbers, and irrational numbers are investigated
and compared. While all the sets are infinite, the rationel numbers are countable infinite
whereas the real and irrational numbers have the same cardinality, as they are uncountable
infinite sets.
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Dette speciale er udarbejdet i efterdrssemestret 2017 pa Matematisk Institut pa Aalborg
Universitet af Pernille Andersen og Rikke Bod Lund i perioden 1. september 2017 til 10.
januar 2018.

Vi vil gerne takke vores familier for uundverlig stgtte igennem vores studietid,
herunder serligt Anders Bod Lund og Connie Andersen for levering af mad og snacks
i eksamensperioder. Yderligere vil vi takke René Bgdker Christensen og Jaron Skovsted
Gundersen for trofast at have stdet ved vores side. En serlig tak skal desuden lyde til vores
vejleder Horia Cornean, foruden hvem dette speciale aldrig var blevet til.

Dette speciale er dedikeret til ham.

Lasevejledning

Formalet er at konstruere mengden af de reelle tal, hvorfor talmengder er en essentiel del
af teorien. Serligt bygger forste del af rapporten pa kendskab til heltallene og deres
egenskaber, disse er dog stadig opstillet i Appendiks A for at gge leeserens overblik.
Appendiks A indeholder desuden ogsa definitioner angaende funktioner og legemer, som
benyttes undervejs i rapporten, men som antages for at veere fundamentale.

Idet der ikke er konsensus, omkring hvorvidt 0 indgér i meengden af de naturlige tal,
angives to mangder: N og Ny. Her bestar N kun af de positive heltal, og Ny bestar af de
ikke-negative heltal. I forbindelse med konstruktionen defineres decimaltal, hvor det for
forstaelsens skyld er ngdvendigt sprogligt at skelne mellem decimaler og cifre. Her angiver
decimaler alle tal til hgjre for kommaet, hvorimod cifre kan angive tal pa begge sider af
kommaet.

Igennem rapporten fglger definitioner, satninger, eksempler og lignende samme
nummerering, hvor det fgrste tal indikerer kapitlet og det naeste indikerer afsnittet.
Ligninger nummereres separat, sddan at fgrste tal indikerer kapitlet. Figurer nummereres
med et enkelt tal. Definitioner, setninger, propositioner og lignende skrives med kursiv
for at tydeliggore enden pa disse. P4 samme made afsluttes beviser med symbolet B, og
eksempler med symbolet «.
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Introduktion

Dette speciale omhandler konstruktionen af de reelle tal, hvor der benyttes to forskellige
konstruktioner. For at konstruere maengden af de reelle tal tager dette speciale
udgangspunkt i hovedkilderne Notes for Analysis 1 and 2 (Cornean 2015) og Principles of
Mathematical Analysis (Rudin 1976). Der findes dog en del andre kilder inden for dette
emne, som hovedkilderne arbejder ud fra, herunder Real numbers as infinite decimals and
the irrationality of /2 af Martin Klazar (Klazar 2009) og Stetigkeit und irrationale Zahlen af
Richard Dedekind (Dedekind 1912). Der findes ogsa andre méder at konstruere de reelle
tal pa, hvilket The real numbers as a wreath product (Faltin m.fl. 1975) og Constructions
of the real numbers (Krapp 2014) er eksempler pa. Til den grundleggende teori kan
Mathematical Analysis af Tom M. Apostol (Apostol 1974) benyttes som supplement til de
andre kilder.

Den fgrste af de to konstruktioner tager udgangspunkt i heltallene, hvor det antages, at
regneoperationerne og deres egenskaber er kendte. Vi starter med at definere decimaltal og
to delmeangder af disse, hvoraf den fgrste delmengde indeholder de endelige decimaltal,
som pa et tidspunkt har uendeligt mange nuller, og den anden delmangde indeholder de
decimaltal, som pa et tidspunkt har uendeligt mange 9-taller. Tilsammen udggr et par af
decimaltal fra hver af disse delmangder et spring, hvilket ggr os i stand til at definere
meangden af de reelle tal. Formalet er sa at indfgre regneoperationerne herpa og vise, at de
seedvanlige egenskaber ogsa er geldende for de reelle tal. For at gore dette starter vi med
at indfgre addition og multiplikation af endelige decimaltal samt bevise, at egenskaberne
er gaeldende for disse.

For at udvide regneoperationerne til de reelle tal benytter vi os af falger af endelige
decimaltal, som konvergerer til reelle tal, hvorfor vi redegor for begreberne supremum
og infimum. Ud fra dette er vi i stand til at definere addition og multiplikation af reelle
tal som graensen af endelige decimaltal. Derfor kan vi benytte resultaterne fra endelige
decimaltal til at udvide de fleste af egenskaberne til de reelle tal. Det er kun eksistensen
af den multiplikative inverse til ethvert reelt tal forskelligt fra 0, som kreever en anden
fremgangsméde. Derfor starter vi med at finde den multiplikative inverse til ethvert
naturligt tal forskelligt fra 0, hvilket leder os videre til definitionen af de rationelle tal, som
yderligere gor os i stand til at finde den multiplikative inverse til reelle tal. Dette fuldender
konstruktionen af de reelle tal som decimaltal.

Den anden konstruktion er baseret pd Dedekind-snit. Her tager vi udgangspunkt
i mengden af de rationelle tal, som vi derfor starter med at definere. Vi antager,
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at egenskaberne for regneoperationerne gelder for de rationelle tal, hvilket betyder,
at mangden udger et legeme. Vi gnsker s& at vise, at mengden af de reelle tal er
et ordnet legeme med supremumsegenskaben, hvori mangden af de rationelle tal er
indeholdt som et dellegeme. Altsa skal vi, ligesom i den fgrste konstruktion, indfgre
regneoperationerne for reelle tal og udvide egenskaberne for disse. Efter at have redegjort
for begge konstruktioner, gnsker vi at sammenligne de to opnédede mangder samt at
undersgge kardinaliteten af mangderne af de reelle tal, rationelle tal og irrationelle tal.

Vi



1.1

1.1.1

Konstruktion

Dette kapitel har til formal at konstruere mengden af de reelle tal ud fra viden om
heltallene. I Afsnit 1.1 starter vi med at definere decimaltal, hvorefter vi definerer to
typer af decimaltal: endelige og “knap-sa-endelige” decimaltal. Disse bruges til at definere
de reelle tal. Herefter introducerer vi en ordning pa de reelle tal, samt beviser teetheden af
de endelige decimaltal i meengden af de reelle tal. I Afsnit 1.2 definerer vi regneoperationer
for endelige decimaltal, hvorefter vi viser, at egenskaberne for heltallene kan udvides til at
geelde for disse ogsa. I Afsnit 1.3 definerer vi begreberne supremum og infimum, da disse
er grundlaeggende for Kapitel 2, som omhandler konvergente fglger. Derudover beviser vi
fuldsteendigheden af de reelle tal, som i dette projekt er en setning frem for et aksiom pa
grund af konstruktionen.

Dette kapitel bygger pa Kapitel 1 i Notes for Analyse 1 and Analyse 2 (Cornean 2015)
med supplerende materiale fra Analysis with an Introduction to Proof (Lay 2014).

Mengden af de reelle tal

Dette afsnit har til formal at konstruere maengden af de reelle tal som decimaltal. Derfor
skal vi fgrst ggre rede for, hvad der kendetegner decimaltal, samt hvilke egenskaber disse
tal har. Vi konstruerer to delmengder af decimaltallene, som bruges til at definere et spring,
hvilket muligger definitionen af de reelle tal.

Definition (Decimaltal):
Lad D angive mangden af talfelger pd formen

r=+rNTN_1...20,X_1L_2...,

hvor N > 0 er endelig, enhver z; € {0,1,2,...,9}, og xy > 0, hvis N > 0. Konventionelt
saetter vi x; = 0, hvis j > N.

Ud fra ovenstdende definition folger det, at nulelementet i D angives ved 0 og er givet ved
at veelge alle z; til at veere 0. Udover nulelementet kaldes decimaltallene med “+” foran
for positive decimaltal, mens decimaltallene med “—” foran kaldes negative. Fremover vil
“4+” dog blive udeladt foran de positive decimaltal, dog beholdes “—” for at skelne mellem
dem. Konventionelt geelder det, at hvis z er negativ, sa er —z positiv.




1.1.2

1.1.3

1.1.4

1.1. Mengden af de reelle tal

Vi vil skelne mellem forskellige typer af decimaltal, specifikt vil vi konstruere to
delmangder af D for, som sagt, at kunne konstruere mangden af de reelle tal.

Definition (Endelige decimaltal):
Lad T C D vare meengden af alle decimaltal, hvorom det gaelder, at der eksisterer et heltal
J € Z, sddan at z; = 0 for alle j < J. Sd kaldes = € T for et endeligt decimaltal.

Definition (“Knap-sa-endelige” decimaltal):
Lad T C D vare mangden af alle decimaltal, hvorom det geelder, at der eksisterer et heltal
J € Z, sddan at z; =9 for alle j < J.

For endelige decimaltal + € T galder det, at kun et endeligt antal decimaler z;
er forskellige fra 0. For at lette notationen udelades ofte de uendeligt mange nuller.
Eksempelvis skrives = 1,54000... oftest som 1,54 i stedet. I dette tilfeelde er J = —3,
eftersom z; = 0 for alle j < —3. P4 samme madde lettes notationen for de “knap-sa-
endelige” decimaltal ved ofte at angive de gentagende 9-taller med en streg over det fgrste
9-tal. Eksempelvis angives x = 1,999... € T som 1,9 i stedet. I dette tilfelde er J = —1,
eftersom x; = 9 for alle j < —1.

Da vi nu har redegjort for mengden af decimaltal D samt to delmangder heraf, gnsker
vi at indfgre en ordning derpa for at kunne sammenligne elementer. Ordningen < kaldes
mindre end og fungerer séledes, at hvis x € D er positiv, sa er 0 < x, og omvendt hvis
x € D er negativ, sa er < 0. Da en ordning skal vere transitiv, gaelder det, at ethvert
negativt decimaltal er mindre end ethvert positivt decimaltal. Derudover gelder det for
to positive decimaltal = og y, at x < y, hvis der findes et J € Z, sddan at z; < y;, 0g
xzj = y; for j > J. Hvis x og y derimod er negative, gaelder det, at x < y, hvis —y < —z.
Notationsmaessigt har vi desuden, at < y svarer til, at y > x. For at tydeligggre ordningen
ses nedenstdende taleksempler, hvor forskellige decimaltal sammenlignes.

Eksempel:
(a) Hvis z = 3,17824 og y = 3,1781,sdery < x,hvor J = —4,08 y_ 4 =1 <2 =12_4.
(b) Hvis z = 113,2715 0g y = 84,379, sd ery < x, hvor J = 2,08 12 = 0 < 1 = x».
(¢) Hvisz = —27,50g y = —23,01,sd er z < y, da —y = 23,01 < 27,5 = —x, hvor J = 0,
0g Yo =3 < 7=2xp.
(d) Hvisz =0,90gy=1,sderxz <y, hvor J =0,0g 29 = 0 < 1 = 9. <

Her er Eksempel 1.1.4 (d) serligt interessant, fordi det ikke er muligt at finde et decimaltal
z € D, sddan at

r=09<2<1=y,

fordi der ikke eksisterer et J € Z, sadan at x; < z; 0g z; < y, idet z; = 9 0og y; = 0
for alle j < J = 0. Dermed kan z ikke ggres stgrre end = og samtidig veere mindre end y.
Dette leder os til definitionen pé et spring.




1.1.5

1.1.6

1.1.7

1.1.8

1. Konstruktion

Definition (Spring):

For ethvert endeligt decimaltal t € T, hvor den sidste decimal, forskellig fra 0, angives
ty € {l,...,9}, findes der et decimaltal Te ﬂf\f‘, sddan at t; = ?jforj >J, ty=t;—1,0g
?j = 9 for alle j < J. Parret af decimaltal kaldes tilsammen et spring, og de betragtes som ét
element.

Dermed har vi, at = og y i Eksempel 1.1.4 (d) faktisk udger et spring tilsammen. I
nedenstaende eksempel gives endnu et eksempel pa et spring.

Eksempel:
Hvis ¢ = 1,2345, sa kan vi finde 7 = 1,23449. S er ¢ og 7 et spring, hvor J = —4, og
ta=t,4—1=5-1=4. <

Et decimaltal = er ikke en del af et spring, hvis og kun hvis decimaltallet indeholder
uendeligt mange decimaler z; € {1,...,8}. Eksempelvis kan = = 1,3 ikke vaere en del af et
spring. Med definitionen for spring er vi nu i stand til at definere mangden af de reelle tal.

Definition (Mzngden af de reelle tal):
Foreningen af nulelementet 0 og alle elementer i D, fratrukket elementerne i T og T, samt alle
spring udger maengden af de reelle tal R.

Skrevet symbolsk, kan definitionen formuleres saledes:
R={0}UD\(TUT)U{z € D |z er en del af et spring}.

Ethvert element i T U T \ {0} indgar i praecist ét spring, hvilket er grunden til, at vi kan
fratrekke maengderne T og T i definitionen pa de reelle tal, da elementerne bliver tilfgjet
ved foreningen med alle spring.

Vi skelner mellem reelle tal og decimaltal ved at indfgre notationen [x], som svarer til
decimaltallet z, hvis x ikke er en del af et spring. Eksempelvis har vi, at x = 0,5 = [z],
hvorimod hvis z = 0,09, sé er [z] = [0,09] = [0,1]. Ved reelle tal angives ordningen <
blot som <. Det vil sige, at [z] < [y] betyder, at x < y, og x og y ikke er en del af det
samme spring. Ydermere ved to forskellige reelle tal [z] # [y] geelder det, at [z] < [y] eller
[y] < [z]. Nar vi arbejder med endelige decimaltal, kan vi blot benytte ordningen <, da <
kun er ngdvendig, nér vi skal sammenligne elementerne i det samme spring. Ligesom med
decimaltal har vi desuden, at [z] < [y] svarer til, at [y] > [z]. Vi er nu i stand i stand til at
bevise teetheden af de endelige decimaltal i de reelle tal.

Proposition:
Givet to reelle tal [z] < [y] gaelder det, at der findes et endeligt decimaltal t € T, sddan at
[2] <[] < [yl-

Bevis:
Vi har tre mulige kombinationer af fortegn, som vi undersgger separat.
- Lad [z] veere negativ og [y] positiv, sa kan vi veelge [t] = 0.




1.2. Regneoperationer og egenskaber for endelige decimaltal

- Antag, at 0 < [z] < [y]. Vi har nu to muligheder:

1. [z] er en del af et spring, og vi kan valge = til at veere et endeligt decimaltal,
det vil sige, at = € T. Da vi antog, at [x] < [y], har vi, at z < y, og = og y er ikke
i det samme spring. Altsa eksisterer der et J € Z, sadan at x; = y; for j > J, og
xy < yy. Eftersom x € T, har vi fra Definition 1.1.2, at der eksisterer et N < .J,
sddan at z; = 0, hvis j < N. Nu kan vi vaelge ¢ € T saledes, at z; = ¢; for alle
Jj > N, hvorefter vi seetter ty_; = 1 og t; = 0 for j < N — 1. Dermed har vi, at
teT,t=<y,og[z] <[t] <yl

2. [z] er ikke en del af et spring, altsé indeholder = uendeligt mange decimaler
zj € {1,...,8} for j < J. Davi antog, at [z] < [y], har vi igen, at z < y. Altsd
eksisterer der et J € Z, sadan at x; = y; for j > J,og z; < y;. Viveelgert € T
saledes, at z; = t; for j > J. For j < J sattes den forste ¢t; € {1,...,8} til at
vare 9, og de efterfglgende decimaler ¢; seettes til 0. Dermed har vi, at ¢t € T,
t <y, og [x] <[t] <y].

- Antag, at [z] < [y] < 0, sa har vi, at 0 < [—y] < [—z]. Sa& har vi netop ovenfor vist,
at der eksisterer et [¢] > 0, hvor ¢ € T, sadan at [—y] < [t] < [—z]. Dermed har vi, at
[2] < [—t] <[yl =

Vi har nu defineret mangden af de reelle tal samt bevist teetheden af de endelige decimaltal
i R. Vores mal er at introducere de forskellige regneoperationer pa de reelle tal, men for at
gare dette, skal vi fgrst gore rede for addition, subtraktion og multiplikation af de endelige
decimaltal, hvorefter begreberne udvides til at deekke de reelle tal.

1.2 Regneoperationer og egenskaber for endelige decimaltal

1.2.1

Nar vi skal addere og multiplicere, tager vi udgangspunkt i heltallene, hvor addition og
multiplikation er defineret. Dette bruger vi til at udvide regneoperationerne til at galde
endelige decimaltal, hvorefter vi kan bruge dette til at udvide til reelle tal i Kapitel 3.

Ethvert endeligt decimaltal pad formen z = “4xyzy_1...20,000... kan entydigt
identificeres med heltallet

+ (10Vzn + 10N zn_y + - + 1021 + 20) € Z.

Nedenfor ses et kort eksempel pé, hvordan et decimaltal kan identificeres med heltal.

Eksempel:
Ud fra ovenstaende beskrivelse har vi, at decimaltallet 37821,000... kan skrives entydigt
som heltallet 10% - 3 + 103 - 7+ 102 -8 +10-2 + 1. <

Dermed kan vi definere summen og produktet af to endelige decimaltal af ovenstaende
type ved at benytte os af heltallene.




1.2.2

1.2.3

1.2.4

1.2.5

1. Konstruktion

Definition:
At multiplicere med 10%, hvor k € Ny svarer til at flytte kommaet i decimaltallet k pladser
til hojre, og derved opnds et storre tal end for. Pa samme mdde har vi, at multiplikation med
107%, hvor k € N, svarer til at flytte kommaet k pladser til venstre, hvorved der opnds et
mindre tal.

Ud fra Definition 1.2.2 angiver vi desuden det endelige decimaltal 0,1000... som 107},
decimaltallet 0,01000... som 10~2 og s& videre. Nedenfor underbygges forstaelsen med et
eksempel.

Eksempel:
Her ses et eksempel pa at gange et decimaltal med 10 og 10~2:

103 - 37821,000... = 37821000,000...
1072 - 37821,000... = 378,21000...,

hvor det ses, at kommaet rykkes henholdsvis tre pladser til hgjre og to pladser til venstre. <«

Ud fra ovenstdende kan vi definere addition og multiplikation ved at benytte os af
egenskaberne for heltal.

Definition (Addition og multiplikation af endelige decimaltal):
Lad x og y veere to endelige decimaltal givet ved * = xnyxn_1...20,2_1...x_p000... 0g
Y =YMYM—1---Y0,Y—1-.-y—000..., hvor Q > P. Sa galder folgende omskrivning:

z=10"9 2naN_1...20%_1...2_p0...00,000...
Yy = 1079 YMYM—1---YoY—1---Y—,000...

Dermed er addition af de to decimaltal givet ved:

r+y= 107¢. (rNTN—1.-.ZoT—1...x_p0...00 + yMyM—1~--y0y—1-~-y—Q) ,

og multiplikation er givet ved:
-y = 10_2Q . (a:NmN_l...xga:_l...x_pO...OO . y]V[yM—l---yoy—l-~-y—Q) .

Definitionerne giver mening, da addition og multiplikation er veldefinerede, eftersom
multiplikation med 10* er defineret til blot at flytte kommaet til hgjre eller venstre
afhengigt af fortegnet pa k. Derudover gaelder det, at hvis vi multiplicerer to negative,
endelige decimaltal, far vi et positivt tal, samt hvis vi multiplicerer et negativt endeligt
decimaltal med et positivt, far vi et negativt tal pa grund af egenskaberne for heltal. Vi vil
nu illustrere regneoperationerne med et eksempel.

Eksempel:
Her vil vi veere addere, subtrahere og multiplicere de endelige decimaltal =z = 23,17 og
y = 5,252525. Da (@ angiver det stgrste antal decimaler, har vi, at ) = 6.




1.2. Regneoperationer og egenskaber for endelige decimaltal

(a) Addition:

x+y = 23,17 + 5252525 = 107¢ - (23170000 + 5252525)
=107°. 28422525 = 28,422525.

(b) Subtraktion:

z—y=ux+(—y) = 23,17 + (=5,252525) = 107% - (23170000 + (—5252525))
=1075.17917475 = 17,917475.

(c) Multiplikation:

x - (—y) = 23,17 (—5,252525) = 10~ *¢ . (23170000 - (—5252525))
=10"1%. (~121701004250000) = —121,70100425. <

Ud fra Definition 1.2.4 har vi, at den kommutative lov méa gaelde for endelige decimaltal,
idet vi ved, den er geldende for heltallene.

1.2.6 Proposition (Kommutativitet for endelige decimaltal):
For endelige decimaltal = og y, som i Definition 1.2.4, geelder det, at

T+Yy=y+zx

Bevis:

Vi udfgrer kun beviset for addition, da et tilsvarende bevis kan laves for multiplikation. Vi
bruger definitionen pa addition for endelige decimaltal og benytter, at leddene i parentesen
er heltal, hvor den kommutative lov er geldende:

z+y=10"%. (enzN—1...20T—1..2-p0...00 + Yrpsyar—1---Yoy—1.--Y—qQ)
=107"9. (Yymym—1--YoYy—1.-Yy-Q + TNTN-1...20T—1...2_p0...00)

Generelt kan vi udvide egenskaberne for regneoperationerne til ogsa at geelde for endelige
decimaltal ved at benytte os af aksiomerne for heltallene i Appendiks A.1.

1.2.7 Proposition (Associativitet for endelige decimaltal):
For x,y, z € T galder det, at

(T+y)+z=2+(y+2)
(- y)-z=2-(y z)
Bevis:

Igen beviser vi kun for addition, da multiplikation er tilsvarende. Som tidligere, kan vi
skrive z, y, z som i Definition 1.2.4, hvor vi veelger at indfgre heltallene 7, 7, z pa folgende
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1. Konstruktion

made for at lette notationen:

=109 2nzN_1..202_1...x_p0...00,000... = 107% - &

y=10"%  yyrynr—1-Yoy—1.-y-0,000... = 1079 . g (1.1)

2=10"9. 2r,21,—-1---20%2—1---2—r0...00,000... = 1079 . z,

hvor P, R < (). Vi benytter Definition 1.2.4 og far, at
(x4+y)+2=109. F+7)+10°9.2

=109 - F+7+2)
=1079.24+109 - (5+2)
=z+ (y+2). |

1.2.8 Proposition (Distributivitet for endelige decimaltal):
For alle x,y, z € T galder det, at

(x4y)-z=z-2+y- 2

Bevis:

Vi benytter igen Definition 1.2.4, samt at den distributive lov er geeldende for heltallene:

(+y)-2=(109-F+7)) 1079

(
=107 (z+7) -2
=10"29. (Z-Z24y-2)
=107 . (Z-2)+ 1072 . (5-2)
=T-z2+Yy-z. ]

Vi har nu bevist, at den kommutative lov, den associative lov og den distributive lov ogsa
er geeldende for endelige decimaltal. Og vi vil nu vise, at der findes neutralelementer bade
med hensyn til addition og multiplikation af endelige decimaltal.

1.2.9 Proposition:
For alle x € T gaelder det, at
(@) 0 er neutralelementet med hensyn til addition, det vil sige, at

zt4+0=04+2z==x.

(b) 1 er neutralelementet med hensyn til multiplikation, det vil sige, at

Bevis:

(a) Vi benytter Definition 1.2.4, samt at vi ved, at 0 er neutralelementet med hensyn til
addition af heltal:

0+2=109.(04+2) =109 -Z=u=.




1.2.10

1.2.11

1.2. Regneoperationer og egenskaber for endelige decimaltal

(b) Igen benytter vi Definition 1.2.4 samt Definition 1.2.2:

1-.2=10"2¢.(109.2) =109 . 7 = z. n

Da vi nu kender neutralelementet med hensyn til addition, kan vi finde den additive
inverse til ethvert endeligt decimaltal, hvilket betyder, at vi kan redeggre for subtraktion
af endelige decimaltal.

Proposition:
For alle x € T eksisterer der en entydig additiv invers —z, sidan at

r+ (—z)=—-—z+2=0.

Bevis:

Vi beviser forst entydigheden. Antag, at y og ' begge er additive inverse til z, det vil sige,
at z +y = 0 og # + ¢y = 0. Vi benytter, at den associative lov er galdende, og at 0 er
neutralelementet for addition:

y=y+0=y+@+y)=Wy+a)+y =0+y =9

Altsa er den additive inverse entydig, safremt den eksisterer, og vi kan betegne den —z.
Vi beviser dernast eksistensen, hvor vi benytter Definition 1.2.4, samt at vi kender den
additive inverse til heltal:

4+ (-2) =109 (Z+(-2)) =1079.0=0. u

Dermed har vi, at subtraktion af to endelige decimaltal = og y kan beskrives ved addition
af x og den additive inverse til y. Vi vil nu undersgge, hvilke egenskaber ordningen < har,
nar det kommer til endelige decimaltal. Det viser sig, at ordningen < er kompatibel med
regneoperationerne for endelige decimaltal, hvilket vi kan bruge til at vise, at det ogsa
gelder for alle reelle tal. Igen tager vi udgangspunkt i aksiomerne for heltallene.

Proposition:
For alle z,y, z € T, hvor x < y, galder det, at

r+z<y+z.

Bevis:
Vi har, at da = < y, geelder det ogsa for heltallene 7 < 7. Og da < er kompatibel med
addition af heltal, sa kan vi laegge Z til pa begge sider, hvor uligheden stadig er geeldende:

THZ<y+z

Ud fra Definition 1.2.2 ved vi, at multiplikation med 10~ blot svarer til at rykke kommaet
QQ gange til venstre. Derfor er uligheden stadig geldende, og vi far, at

t4+2z=109. F+2) <1079 G+2) =y +2 u




1.2.12

1.3

1.3.1

1. Konstruktion

Et tilsvarende bevis kan laves for kompatibiliteten af < med multiplikation af endelige
decimaltal, men da vi ofte far brug for at vende en ulighed ved at gange med et negativt
tal, veelger vi kun at vise nedenstaende.

Proposition:
For alle x,y,z € T, hvor x < y og z < 0, har vi, at

Tz2>Y- 2.

Bevis:
Igen harvi,atdaz < y,sderz < y. Ogda z < 0, sd er z < 0. Vi bruger, at < er kompatibel
med multiplikation af heltal, derfor gezlder det, at

~ o~

T-Z2>Y-2.
Vi kan nu multiplicere med 10729 p& begge sider, da det ikke @ndrer fortegnet:

r-2=10"29.(Z-2)>10722 . (7-2) =y - 2. n

Nu har vi dermed defineret addition, subtraktion og multiplikation af to vilkarlige endelige
decimaltal; det vil sige to reelle tal, som er en del af to forskellige spring. I Kapitel 2 vil
vi udvide disse begreber til at geelde alle reelle tal, men for at kunne ggre dette, skal vi
forst introducere begreberne supremum og infimum, idet disse er ngdvendige, nar vi skal
undersgge konvergente fglger.

Supremum og infimum

Inden vi definerer supremum og infimum, introducerer vi en ny ordning < pa de reelle
tal, som fungerer saledes, at [z] < [y], hvis enten [z] = [y] eller [x] < [y]. Denne ordning
er en total ordning, idet det for alle [z], [y] € R gelder, at enten er [z] < [y] eller ogsa er
[y] < [z]. Igen har vi, at [z] < [y] svarer til, at [y] > [z].

Supremum og infimum er henholdvis mindste gvre greense og stgrste nedre granse for
en meengde, men for at dette har mening, skal grenser for mengder farst defineres.

Definition (Opadtil og nedadtil begrznset):
En mangde S C R er opadtil begranset, hvis der eksisterer et [M] € R, sddan at [x] < [M]
for alle [x] € S, og [M] siges sd at vare en gvre granse for S.

Tilsvarende er en mangde S C R nedadtil begranset, hvis der eksisterer et [m] € R, sadan
at [x] > [m] for alle [z] € S, og [m] siges sd at vare en nedre granse for S.

En mengde S C R siges at veere begraenset, hvis der bade eksisterer en gvre og en nedre
grense, og omvendt er maengden ubegranset, hvis der ingen gvre og nedre grenser er.
Hvis en mangde er begranset, er det muligt at snakke om maksimum og minimum for
mengden.




1.3.2

1.3.3

1.3.4

1.3.5

1.3.6

1.3. Supremum og infimum

Definition (Maksimum og minimum):

Lad S C R. Hvis [M] € S, og [M] er en gvre granse for S, sd kaldes [M] for maksimum for
S, betegnet [M] = max(S). Ligeledes, hvis [m] € S, og hvis [m] er en nedre granse for S, sd
kaldes [m| for minimum for S og betegnes [m| = min(S).

Det er ikke altid, at en maengde har maksimum eller minimum, men vi vil senere bevise,
at safremt en maengde er begranset, eksisterer supremum og infimum. Vi fremsatter nu
en formel definition af bdde supremum og infimum.

Definition (Supremum):
Vi har; at [a] € R er supremum for en mangde S C R, hvis folgende to egenskaber er opfyldt:
(1) [a] er en gvre granse for S, altsd [x] < [a] for alle [z] € S.
(2) [a] er den mindste gvre graense, altsd [y| < [a] kan ikke vare en gvre greense. Det vil sige,
at givet [y] < [a], findes der et element [z| € S, sddan at [y] < [z] < [al.

Supremum for en mengde S betegnes med sup(.S).

Definition (Infimum):
Vi har, at [a] € R er infimum for en mangde S C R, hvis folgende to egenskaber er opfyldt:
(1) [a] er en nedre graense for S, altsd [a] < [z] for alle [z] € S.
(2) |a] er den storste nedre granse, altsd [a] < [y] kan ikke vare en nedre granse. Det vil
sige, at givet [y| > [a], findes der et element [z] € S, sddan at [a] < [z] < [y].

Infimum for en mangde S betegnes med inf(.S).

Dermed ses det, at hvis sup(S) € S, sa er sup(S) = max(S), og pa samme made, har vi, at
hvis inf(S) € S, sa er inf(S) = min(S). For at understgtte forstaelsen yderligere gives her
et kort eksempel pé brugen af maksimum, minimum, supremum og infimum.

Eksempel:
Lad S = [1;5). Sa har vi, at min(S) = inf(S) = [1]. Vi kan se, at sup(S) = [5], men da
intervallet er abent, er der intet maksimum. |

Eksistensen af supremum og infimum fglger i Seetning 1.3.8, men fgrst bevises
entydigheden.

Proposition:
Lad S C R. Sdfremt de eksisterer, sd er sup(S) og inf(.S) entydige.

Bevis:

Vi beviser kun, at sup(S) er entydig, da beviset for inf(S) er tilsvarende. Antag, at der
eksisterer to reelle tal [a] og [b], som begge opfylder Definition 1.3.3. Antag, at [a] < [b]. S&
giver egenskab (2), at der eksisterer et element [z] € S, sddan at [a] < [z] < [b], men det
er i modstrid med, at [a] er en gvre greense for S. Pa samme made kan det vises, at der vil
opnas modstrid, hvis det antages, at [b] < [a], derfor ma det gelde, at [a] = [b]. [

10



1.3.7

1.3.8

1. Konstruktion

Der er en sammenhang mellem infimum og supremum, men for at kunne tydeliggare
denne sammenheng, skal vi forst introducere endnu en mangde. Hvis S C R, sa er
mengden —S = {[z] e R | [-z] € S}.

Lemma:
Lad S C R. Hvis S har et supremum, sd har mengden —S et infimum, og inf(—S) =
— sup(S). Ydermere, hvis S har et infimum, sd@ har mangden —S et supremum, og sup(—S) =
— inf(5).

Bevis:

Antag, at S har et supremum, og definer [a] = —sup(S). Eftersom [z] < sup(S) for alle
[z] € S, har vi, at —sup(S) = [a] < [—z] for alle [x]. Dermed er [a] en nedre greense for
—S. Nu skal vi vise, at [a] er den stgrste nedre graense. Antag, at [y] > [a], sa har vi, at
[—y] < [—a] = sup(S). Dermed kan vi finde et [z] € S, sddan at [—y| < [z] < [—a]. Men
det betyder, at [a] < [—z] < [y], hvor [—z] € S. Dermed kan [y] ikke vaere en nedre greense
for —S, og [a] er derfor den stgrste nedre graense. [

P4 Figur 1 findes en illustration af sammenhangen mellem supremum og infimum og
mengderne S og —S. Det ses, at —S blot er en spejling af S gennem 0 i dette tilfeelde, hvis
vi betragter meengden af de reelle tal som en talakse, der er fuldsteendigt udfyldt.

-S S
[ 1 | [ \ R
\ ] I L JJ g
—sup (S) 0 sup (S)

Figur 1. Sammenhangen mellem supremum og infimum.

Nu hvor vi har vist, at supremum og infimum er entydige samt sammenheaengen mellem
dem, er vi klar til at vise, at supremum og infimum eksisterer for begraensede mangder.
Dette kaldes ogsa for fuldsteendighedsaksiomet, men grundet konstruktionen af de reelle
tal, er det ikke et aksiom, men derimod en setning, som skal bevises. Safremt supremum
eksisterer for en maengde, siger vi, at maengden har supremumsegenskaben.

Satning (“Fuldstendighedsaksiomet™):
Lad S C R vare en ikke-tom mangde, som er opadtil (nedadtil) begranset. Sa eksisterer
supremum (infimum) for S.

Bevis:
Forst bevises det for S kun indeholdende positive tal, derefter udvides det til ogsé at gaelde
for S kun indeholdende negative tal, og til sidst bevises det for S indeholdende bade
positive og negative tal.
- Da S er opadtil begrenset, eksisterer der et decimaltal M, sddan at x < M for
ethvert decimaltal z, hvor [z] € S. Vi kan veelge M = My0...00,0, hvor N er endelig.
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1.3. Supremum og infimum

Derfor md det ngdvendigvis gelde, at for ethvert x, hvor [z] € S, har vi, at z; = 0,
hvis j > N, altsé ethvert decimaltal z, hvor [z] € S, har hgjst N cifre til venstre
for kommaet forskellige fra 0. Det vil sige, at alle decimaltal z, hvor [z] € S, har
folgende form:

T =TITNITN-1:--LQ)yL—-1TL—2...,4

hvor det er tilladt, at 2y = 0. Vi gnsker at finde supremum, som er den mindste gvre
graense. Derfor konstruerer vi et reelt tal [a], som har stgrst mulige cifre, sddan at
[a] = sup(S). Farst konstrueres [a], og derefter vises det, at det er en gvre graense, og
ndar vi har vist, at det er den mindste gvre grense, er vi feerdige med tilfaeldet, hvor
S kun indeholder positive tal. Vi starter med at definere ay til at veere den stgrst
mulige z y, nar [z] antager alle mulige verdier i S. Det er muligt, at ay = 0.

Vi definerer mengden S; = {[z] € S | zxy = an} C S. Dernast defineres ax_; til at
veere den stgrst mulige xx_1, nar [z] € S;. Generelt har vi for k¥ > 2 mangderne:

S = {[JZ] es ‘ TN = AN, TN—-1 = AN—15+++s CN—k+1 :aN—k+1} CS_1C---C8S,

og vi definerer ax_ til at veere den stgrste mulige =, nar [x] antager alle mulige
vaerdier i Si,. P4 den méde far vi decimaltallet ¢ = ayan_1...a9,a—1....

Nu viser vi, at [a] er en gvre greense for S. Givet et arbitreert [x] € S, har vi, at hvis
xy < apn,sderx < aog[z] <la]l. Hvis xy = ay, sa gelder det, at [z] € Sy, hvilket
betyder, at zny_1 < ay_1 pa grund af konstruktionen af a. Hvis zny_1 < ay_1, sd
er [a] en gvre grense. Hvis ikke, skal vi fortsette pd samme méde med de gvrige
cifre. Sdledes har vi, at z; < a; for alle j < N, hvilket betyder, at [z] < [a], 0g [a] er
dermed en gvre granse for S.

Nu mangler vi blot at vise, at [a] er den mindste gvre graense. Givet et arbitreert
[b] € R, hvor [b] < [al], har vi fra Proposition 1.1.8, at der eksisterer et endeligt
decimaltal ¢t = tyty_1...to,t—1...t_; € T, sddan at [b] < [t] < [a], hvor J er endelig.
Hvis vi vaelger k til at veere stor nok i forhold til J, s& har vi, at ethvert decimaltal z,
hvor [z] € Sk, har de forste k cifre identiske med . Da [t] < [a], og vi har valgt  til
at veere stor nok, ma det geelde, at [t] < [z], og dermed er [b] < [z], og derfor kan [b]
ikke veere en gvre graense for S. Dermed er [a] den mindste gvre graense.

P4 en tilsvarende made kan vi konstruere [q] til at veere infimum for S, nar S kun
bestar af positive tal.

Vi ser nu pa tilfeeldet, hvor S kun indeholder negative tal. Dermed ma mangden
—S kun bestd af positive tal. Hvis S er nedadtil begranset, ma —S derfor vaere
opadtil begraenset, og vi har netop vist ovenfor, at sup(—S) dermed eksisterer. Sa
giver Lemma 1.3.7, at inf(S) = —sup(—S). Da S kun bestar af negative tal, er S
opadtil begreenset af 0. Dermed har vi, at sup(S) = — inf(—25).

Hvis S indeholder bade positive og negative tal, sa kan vi skrive S = S U S_, hvor
S, indeholder de positive tal, samt eventuelt 0, og S_ indeholder de negative tal. S&
har vi, at sup(S) = sup(S4) og inf(S) = inf(S_).
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1. Konstruktion

Dermed er det bevist for alle tre tilfeelde. [ ]

Det ses i Eksempel 1.3.5, at denne konstruktion af sup(S) giver os, at a = 4,9, og dermed
passer det med, at sup(S) = [a] = [5].

Vi har nu konstrueret mangden af de reelle tal. Og vi har desuden vist, at en reekke af de
aksiomer, der gaelder for heltal, ogsa galder for endelige decimaltal. Disse vil vi yderligere
udvide til reelle tal i Kapitel 3, men inden vi nar dertil, er vi ngdt til at introducere fglger
af endelige decimaltal og konvergens deraf, som netop bygger pa disse definitioner af
supremum og infimum.
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Konvergens

Dette kapitel omhandler forskellige former for konvergens af fglger af endelige decimaltal,
som benyttes til at definere addition og multiplikation for reelle tal i Afsnit 3.1. I
Afsnit 2.1 vil vi dog fgrst introducere nogle ngdvendige begreber, herunder absolutvaerdi
og afskaering. Derudover vil vi bevise trekantsuligheden for endelige decimaltal, da den
ligger til grund for mange af beviserne i de efterfelgende afsnit. I Afsnit 2.2 og Afsnit 2.3
gennemgar vi henholdsvis steerk og formel konvergens og kommer frem til nogle resultater,
som i sidste ende ggr det muligt for os at udvide regneoperationerne. I Afsnit 2.4 beskrives,
hvad det vil sige, at en folge har Cauchy-egenskaben, samt hvordan det relaterer sig til
steerk konvergens. Dette kapitel er baseret pa Kapitel 1 i Notes for Analyse 1 and Analyse 2
(Cornean 2015).

2.1 Grundlaggende resultater

For at definere konvergensbegreberne benytter vi os tit af absolutverdien, derfor skal dette
forst defineres for decimaltal.

2.1.1 Definition (Absolutvaerdi af decimaltal):
Absolutvardien af ethvert decimaltal er givet ved:

0< ]ixNa:N_l...xo,m_la:_g...\ = [xNxN_l...a:g,x_lx_g...] € R.

Det vil sige, at fortegnet blot ses bort fra, nar man tager absolutverdien af et decimaltal.

Vi gnsker at vise, at trekantsuligheden er geldende for endelige decimaltal, men for at
bevise dette, skal vi fgrst vise, at absolutvaerdien af et produkt af endelige decimaltal svarer
til at tage produktet af absolutvaerdierne. Vi beviser dette ved at benytte egenskaberne for
heltallene, som vi allerede ved, er galdende.

2.1.2 Proposition:
For endelige decimaltal x og y, geelder det, at

lz -yl = |z |y|.
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2.1.3

2. Konvergens

Bevis:
Vi benytter definitionen for multiplikation af endelige decimaltal og notationen fra
Ligning (1.1):

|z y| = ‘IO_QQ (znzN—1...x0z_1...2_p0...00 - yMyM_l...ygy_l...y_Q)‘
= ‘10*262 . (55.@‘,

Eftersom 107%¢ er et positivt tal, er [10729| = 1072?, da absolutverdien netop fjerner
fortegnet. Dermed har vi, at
|-yl =107 [z - 7].

Da 7 og y begge ligger i Z, ved vi, at absolutveerdien af produktet svarer til at tage produktet
af absolutveerdierne. Dermed gelder det, at

oyl =102 [3] - [j = 1072 [7] 1079 - |
Igen kan vi benytte os af, at 10~% er positivt, og vi far, at
oyl = (1079 - 2] - [1079 - g = |a| - [y]. n
Nu er vi i stand til at bevise trekantsuligheden, som vil blive benyttet adskillige gange i
lgbet af dette kapitel. Igen benytter vi os af egenskaberne for heltallene.

Proposition (Trekantsuligheden):
For endelige decimaltal x og y gaelder trekantsuligheden:

lz+y < x|+ Jy] -

Bevis:
Lad z = 1079 - Z og y = 10~ 9 - j veere endelige decimaltal. Ifglge Definition 1.2.4 kan vi
skrive:

|z +y| = [107° - (@ +7)|.

Ligesom tidligere ved vi, at 10~% er positivt, og derfor kan vi skrive:
lz+y| =109 [Z+7].
Eftersom 7 og i begge ligger i Z, ved vi, at trekantsuligheden er galdende, og vi far, at
o +y[ =1079 - [z + 7] <1079 (2] + [7]) -

Igen kan vi bruge, at 10~? er positivt, og derfor ikke pavirker fortegnet, hvilket giver os
resultatet:

@ +yl <1079 (2] + [gl) = [1079 - Z[ + 1079 - g = J2| + Jy| - |

Et andet centralt begreb er afskeering, hvor man tager et vilkarligt decimaltal og ggr det
endeligt ved at “afskaere” tallet.
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2.1. Grundlaeggende resultater

2.1.4 Definition (Afskaering):
For et vilkarligt decimaltal +xnxN_1...20,X_12_2..., er den n’te ordens afskaring givet ved:

T,(r) = txNyTN_1..-0,2_1T_9..7_,0 €T, n>1.

Dermed fungerer en afskering blot som en formindskelse af antallet af decimaler, hvilket

nedenstaende eksempel illustrerer.

2.1.5 Eksempel:
Vi tager forskellige afskaeringer af decimaltallet z = 12123,354322246246422475767.
(a) Ts(x) = 12123,354.
(b) Tho(z) = 12123,3543222462464224757677. <

Ved hjalp af afskeering har vi en fordelagtig made at afggre, om to decimaltal er en del af

samme spring.

2.1.6 Proposition:

To decimaltal = og y er en del af det samme spring, hvis og kun hvis

Vk €Ny, 3N, >1 :  |Tn(x) —Tn(y)| < 107%, ¥n > N, 2.1)

Bevis:

= Lad z og y veere decimaltal, som er en del af samme spring. S& gaelder det ifglge

Definition 1.1.5, at der eksisterer et J € Z, hvor z; = y; for j > J. Derfor har vi, at
|T,(x) — T, (y)| = 107" for n > J, og for alle n gaelder det, at

Tu() - Tu(y) < 107",
Desuden kan vi, givet ethvert &, sette N, = k, og sa gelder det, at
107" <107%, Vn > N,.

Antag, at Ligning (2.1) er sand, men at x og y ikke er en del af samme spring. Vi
viser ved modstrid, at dette ikke kan lade sig ggre. Antag, at 0 < [z] < [y], sa siger
Proposition 1.1.8, at der eksisterer et ¢t € T, sadan at [z] < [t] < [y]. Der eksisterer et
Nj > 1, hvor det geelder, at

To(x) < [a] < [t] <Ta(y) < lyl, Yn = Np.
Hvis vi benytter Proposition 1.1.8 igen, denne gang med [z] < [t], fas uligheden
To(r) < fa] <[s] <[f] <Tn(y) < [yl, Vn = Ng,

hvor s og t er endelige decimaltal, hvor addition og subtraktion er defineret. Dermed
har vi, at ndr n > Ny, sa gelder det, at

[t] - [S] < Tn(y) - Tn(x)

Derfor kan forskellen ikke ggres arbitreert lille, idet der er en nedre graense, og
dermed er der modstrid. [
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2.1.7

2.2

2.2.1

2.2.2

2. Konvergens

Ud fra logik vides det, at nar vi har bevist P < (@, sa har vi ogsa bevist =P < —Q. Derfor
har vi alts4, at = og y ikke er en del af samme spring, hvis og kun hvis

IMeN, Vn>M : |T,(z)— Tu(y)| > 107M. (2.2)

Dermed kan vi nu afggre, om to decimaltal er en del af samme spring eller e;j.

I de efterfplgende afsnit lader vi {z(n)},>1 C T betegne enhver fplge bestdende af
endelige decimaltal, hvilket betyder, at (xz(n)); = 0, hvis j er stor nok. Felger kan bade
veere voksende og aftagende, hvilket vi definerer pa fglgende made:

Definition:

Folgen {x(n)}n>1 C T er voksende, hvis x(n) < xz(n + 1) for alle n > 1. Fplgen er aftagende,
hvis z(n + 1) < x(n) for alle n < 1. En folge kaldes monoton, sdfremt den enten er voksende
eller aftagende.

Med disse grundleggende definitioner og resultater er vi nu i stand til at indfgre to
forskellige former for konvergens af fglger: steerk og formel konvergens. Disse benyttes til
at udvide regneoperationerne til reelle tal.

Sterk konvergens

Vi starter med at forklare, hvad det vil sige, at en fglge konvergerer sterkt. Herefter folger
en raekke lemmaer, som fgrst benyttes i Afsnit 3.1 til at udvide addition og multiplikation
til de reelle tal, da vi gerne vil bevise, at egenskaberne for regneoperationer er galdende.

Definition (Steerk graense):
En folge {x(n)}n>1 har en sterk grense [x] € R, hvis

Vk € No, INg >1 1 |z(n) — Th(z)] <107%, ¥n > N,. (2.3)

I dette tilfeelde skrives:

Det er muligt, at [z] er en del af et spring, hvilket betyder, at der er to muligheder for
decimaltallet z. Dog er den steerke greense entydig, safremt den eksisterer, hvilket vi nu vil
bevise.

Proposition:
Hvis den starke granse [x] eksisterer; sd er den entydig.

Bevis:
Antag, at Ligning (2.3) gaelder for bade [z] og [y]. Dermed eksisterer der et N} ; > 1 og et
Nio > 1, for alle k € N, sddan at

z(n) — Tn(z)] <107F71 Yn > Ny,
lz(n) — Tn(y)| < 107771 ¥n > Ngo.
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2.2.3

2.2.4

2.2.5

2.2. Staerk konvergens

Vi benytter trekantsuligheden for afskaeringerne af z og y og far, at

Tn(z) — Tn(y)| = |Tn(z) — z(n) + z(n) — Tu(y)|
< |Th(z) — z(n)| + [z(n) — T,.(y)|
=2.107F1t <107, ¥n > max{Nj 1, N2}

Ifglge Proposition 2.1.6 er z og y en del af samme spring, og dermed giver de begge det
samme reelle tal, og derfor er [z] = [y]. [

Nedenfor ses et eksempel pa en steerkt konvergerende folge af decimaltal.

Eksempel:
Fglgen {z(n)},>1, hvor (1) = 0,9, z(2) = 0,99, z(3) = 0,999, og sa videre, konvergerer
steerkt, og vi har, at li_)mS z(n) = [1]. <

En anden egenskab for en fglge er, at den kan vare begrenset, hvilket viser sig i de
fglgende afsnit at veere teet forbundet med konvergens.

Definition:
En folge {x(n)}n>1 er begranset, hvis der eksisterer et J € N, sddan at |z(n)| < 107 for alle
n > 1.

Blandt andet kan vi vise, at hvis en folge er steerkt konvergent, sa er den ogsa begranset.

Lemma:

Lad {z(n)},>1 C T vare en folge, sidan at 111131080 x(n) = [z]. Sd er folgen begranset.

Bevis:

Ifglge Definition 1.1.1 kan vi finde et .J;, sddan at |z| < 1071, dermed gealder det ogs
for afskeeringen, at |T;,(x)| < 10”1 for ethvert n. Eftersom fglgen har en steerk grense [z],
kan vi vaelge & = 0 i Ligning (2.3), hvilket medfgrer, at der eksisterer et Ny, sadan at
|z(n) — Tp,(x)| <1, hvis n > Ny. Ud fra trekantsuligheden far vi s, at

|2(n)| = |Tn(2)] < [x(n) — To(x)| < 1.
Dermed galder uligheden
lz(n)| < |Th(x)| +1 <10t +1 <1017, wn > N,

Men for at fglgen {z(n)},>1 er begraenset, skal det galde for alle n > 1. Derfor skal vi
inkludere de elementer i fglgen, som har lavere indeks end Ny, da det er muligt, at disse
er stgrre end 107171, Dermed kan vi begraense folgen ved at lade den gvre granse vare

maksimum af alle disse:

lz(n)] < max{ iz()],...,|z(No — 1), 10J1+1}, Vo > 1. .
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2.2.6

2.2.7

2.2.8

2. Konvergens

Nér vi skal bruge steerk konvergens til at udvide addition og multiplikation til de reelle tal,
har vi brug for nogle lemmaer, som fortaller, hvad den sterke graense er for en fglge, som
er konstrueret ud fra henholdsvis sum, produkt og differens af to fglger.

Lemma:

Lad {xz(n)}n>1 C Tog {y(n)}n>1 C T vere folger, sadan at 111121080 xz(n) =00g 1111Lno§> y(n) = [y
Sa gelder det, at folgen {z(n)}n,>1 med z(n) = xz(n) + y(n) er starkt konvergent og
lim$ z(n) = [y].

Bevis:
Ifglge Definition 2.2.1 skal vi vise, at |2(n) — T}, (y)| < 107%. Ud fra trekantsuligheden har
vi, at

2(n) = Tu(y)| = |z(n) + y(n) = Tu(y)| < x(n)[ +[y(n) = Tu(y)|, Vn=1.

Vi valger et fast k € N. Der eksisterer et Ny, 1, sddan at |z(n)| < 10~ for alle n > Ni 1,
da fglgen {x(n)},>1 er steerkt konvergent, og den sterke greense er 0. Derudover eksisterer
der et Ny, sddan at |y(n) — T,,(y)| < 107%~! for alle n > Ny o, da flgen {y(n)},>1 ogsd
er steerkt konvergent. Hvis n > max{Nj 1, Nj 2}, har vi, at

|2(n) — T(y)] < 2-107F1 < 107",

Altsé er 11318 z(n) = [y]. ]
Lemma:

Lad {z(n)}n>1 C T vare en begranset folge og {y(n)}n>1 C T vare en sterkt konvergent
folge og 11518 y(n) = 0. Sd er folgen {z(n)}n>1 med z(n) = z(n)-y(n) ogsd staerkt konvergent

og }Lling z(n) = 0.

Bevis:
Da {z(n)},>1 er begraenset, ved vi ifplge Definition 2.2.4, at der eksisterer et J € N, sadan
at |z(n)| < 107 for alle n > 1. Vi bruger Proposition 2.1.2 og fir, at

|2(n)] = |z(n) - y(n)| = |z(n)] - [y(n)] < 107 [y(n)], ¥n > 1.

Vi veelger et fast k € N. Da limS y(n) = 0, eksisterer der et Ny, sidan et |y(n)| < 107+
n—oo
for alle n > Nj,. Hvis n > N}, sa er

z(n)| <107 - 107+ = 107,
|z(n)]

og dermed er liLnS z(n) = 0. [
Lemma:

Lad {z(n)},>1 vare en folge, som konvergerer steerkt mod [c|. Folgen {y(n)}n>1 konvergerer
ogsd mod [c], hvis og kun hvis folgen {z(n)},>1 med z(n) = x(n) — y(n) konvergerer staerkt
mod 0.
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2.2. Staerk konvergens

Bevis:
= Lad k£ > 1. Da bade {z(n)},>1 0g {y(n)},>1 konvergerer staerkt mod det samme
reelle tal [c], siger Definition 2.2.1, at der eksisterer et Ny > 1 og et My > 1,
sadan at

z(n) — Tn(c)] <1071 Vn > Ny
ly(n) = Tp(e)] 107771 W > Myy,.

Lad P, = max{Ny,1, Mj,1}. Vi har, at

|2(n) = 0] = [z(n) — y(n)|
= [z(n) = Tu(c) + Tu(c) — y(n))
< [x(n) = To(e)| + [Tn(c) —y(n)]
<2.107F 1 <107F, Vn > Pj.
Derfor er liglogj z(n) = 0.

< Lad k > 1fllgen har vi fra Definition 2.2.1, at der eksisterer et Ny > 1 0g My1 > 1,
sadan at

[z(n) — Tp(c)| 107571 Wn > Nyyy
2(n)] < 107571, Wn > M.

Igen lader vi P, = max{Nj1, Mi,1}. Sa har vi, at

ly(n) = Tn(e)] = ly(n) —

z(n) +x(n) — Tn(c)|
< |y(n) — z(n)
-l <

|+ z(n) = Ta(c)|
<2.107* 107, Vn > Py.
Sa konvergerer {z(n)},>1 0g {y(n)},>1 steerkt mod det samme reelle tal [c]. [

Vi gnsker at vise, at ordningen < pa R er kompatibel med addition og multiplikation, og
til det far vi behov for fglgende lemma.

2.2.9 Lemma:
Lad folgen {z(n)},>1 C T konvergere sterkt mod [z], og lad folgen {y(n)}n>1 C T konvergere
staerkt mod [y|. Hvis y(n) < z(n) for alle n, sd er [y] < [z].

Bevis:
Vi beviser ved modstrid og starter med at antage, at konklusionen er falsk, altsa at [z] < [y].
Ifplge Ligning (2.2) skal der dermed eksistere et M, sddan at

| To(z) = Tu(y)| > 107", ¥n > M.
Ved at gange igennem med —1 vendes uligheden, og vi far, at

To(z) — To(y) < —107M, vn > M.
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2.3

2.3.1

2.3.2

2.3.3

2. Konvergens

Da y(n) < z(n) for alle n, ma det galde, at 0 < x(n) — y(n), men samtidig har vi, at

0< x(n) - y(”) = ‘T(n) - Tn(x) + Tn(x) - Tn(y) + Tn(y) - y(n)
< az(n) —Tp(z) —107M + T, (y) — y(n), Yn > M.

Da ligls x(n) = [z] og ligls y(n) = [y], har vi ifglge Definition 2.2.1 at ved at velge n til at
veere stor nok, fas det, at

z(n) — T, (z) < 107M~1
T(y) —y(n) <107M71

og dermed er xz(n) — y(n) < 0, hvilket er i modstrid med antagelsen om, at y(n) < z(n).

<
Derfor mé det gaelde, at [y] < [z]. ]

Vi er nu Klar til at introducere den anden form for konvergens af en fglge af endelige
decimaltal.

Formel konvergens

Igen vil vi starte med at definere formel konvergens. Dernast beviser vi entydighed af
den formelle granse, og derudover vil vi komme med to resultater, som skal benyttes i
Afsnit 2.4 omkring felger med Cauchy-egenskaben.

Definition (Formel granse):
En folge {x(n)}n,>1 C T har en formel greense x € D, hvis

VieN, IM; >1 : Tj(z(n)) =Tj(x), VYn>M;. (2.4)

I dette tilfeelde skrives:

Formel konvergens betyder, at givet et j, og hvis n er stgrre end en kritisk veerdi M, sa
vil decimaltallet z(n) have identiske cifre med z op til _; som minimum. Forskellen pa
steerk og formel konvergens illustreres bedst med et eksempel.

Eksempel:

Lad os fortseette med felgen fra Eksempel 2.2.3, hvor z(1) = 0,9, 2(2) = 0,99, x(3) = 0,999,
og sa videre, sa har vi fra tidligere, at 311210% x(n) = [1], men den formelle graense vil derimod
vare ngloFo z(n) =0,9. <

Ligesom med steerk konvergens har vi, at den formelle grense er entydig, safremt den
eksisterer.

Proposition:
Hvis den formelle graense x eksisterer, sd er den entydig.
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2.3.4

2.3.5

2.3. Formel konvergens

Bevis:
Antag, at Ligning (2.4) gelder for bade z,y € D. Lad j > 1. Sa eksisterer der et M, > 1
og et Mo > 1, sddan at

Tj(x(n)) =Tj(xz), Yn>DM;,
Tj(z(n)) = Tj(y), Vn> Mj,.
For n > max{M; 1, M;2} gaelder det, at Tj(x) = T;(y) for alle j. Dermed er z = y. [

Formel konvergens er en sterkere betingelse end sterk konvergens, og vi kan vise, at
formel konvergens faktisk medfgrer steerk konvergens.

Lemma:
Lad {xz(n)}n>1 C T veare en formel konvergent folge med den formelle greense = € D. Sd er
folgen ogsa sterkt konvergent med den staerke graense [z] € R.

Bevis:
Hvis n,j € N, sd har vi, at
z(n) — Ty(z) = z(n) — T} (x(n)) + T](ac(n)) — Tj(z) + Tj(x) — Ty (x).

Vi indfgrer, at n > j, sa ved vi, at begge decimaltal z(n) — T} (x(n)) og Tj(z) — T),(x) har
0 péa de forste j pladser efter kommaet som minimum. Derfor ma vi have, at

|z(n) — Ty (z(n))| <1077
|T;(x) — T ()| < 1077,

Dermed er
lz(n) — Tp(z)] <2-1077 + T (x(n)) — Tj(z)|, Vn>j.

Hvis n > M, sd har vi fra Definition 2.3.1, at
l2(n) — Th(z)] <2-1077, Vn > M,
da {x(n)},>1 har en formel graense x. Hvis vi veelger j = k + 1, opfyldes Ligning (2.3), og

folgen er derfor steerkt konvergent med greensen [z] € R. [

For vi gar videre til folger med Cauchy-egenskaben, vil vi bevise, at en begrenset, monoton
folge konvergerer formelt.

Lemma:
Lad folgen {x(n)},>1 C T vare opadtil (nedadtil) begraenset og voksende (aftagende). Sd har
folgen en formel granse.

Bevis:
Antag, at fplgen er voksende og opadtil begrenset af 107. S4 er mangden

S=A{z(n)|n=>1}
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2.4

2.4.1

2.4.2

2. Konvergens

opadtil begranset, og den har derfor et supremum [a] € R ifglge Seetning 1.3.8. Her blev
a = ajaj_i...ag,a_1... konstrueret saledes, at a; er det stgrst mulige J’te ciffer blandt
alle decimaltallene x(n). Desuden eksisterer der et n s, sadan at z(n) har a; som det J'te
ciffer.

Da fplgen er voksende, har vi, at hvis n > n, sé er x(n) > z(ny). Da [a] er supremum,
geelder det desuden, at det J'te ciffer af z(n) stadig er a;. Ud fra samme argumentation
ma der eksistere et n;_1 > ny, sadan at det J — 1’te ciffer af x(n;_1) er ay_;. Det vil sige,
at alle decimaltal x(n) med n > n;y_; har ay og a;_; som henholdsvis det J'te og J — 1’te
ciffer.

Ved hjelp af induktion fas det, at givet j > 1, ma der eksistere et M;, sadan at
Tj(z(n)) = Tj(a) for alle n > M;. Dermed er a € D den formelle granse for folgen. P&
samme made kan det bevises for en aftagende fglge, her vil greensen blot veere infimum
for meengden S. [ |

Vi har nu gennemgéet, hvad der skal gelde for, at en folge er formelt konvergent og
dermed ogsa staerk konvergent. Dette viser sig nyttigt i fglgende afsnit.

Cauchy-egenskaben

I dette afsnit vil vi starte med at definere Cauchy-egenskaben for fglger og dernaest arbejde
os op imod to hovedresultater, hvoraf det fgrste er, at en fglge har Cauchy-egenskaben,
hvis og kun hvis den er staerkt konvergent. Det er forholdsvis simpelt at vise, at steerk
konvergens medfgrer Cauchy-egenskaben, hvorimod den anden vej kraever et par lemmaer.
Det neeste hovedresultat er det sidste, vi har brug for, inden vi kan udvide addition og
multiplikation, da det forteller, at en fglge konstrueret ud fra to fglger med Cauchy-
egenskaben ogsa selv har Cauchy-egenskaben.

Definition:
En folge {x(n)}n>1 C T har Cauchy-egenskaben, hvis

VkeN, IM, eN :  |z(m)—2(n)| <107%, VYm,n > M. (2.5)

Proposition:
Lad {x(n)}n>1 C T veere en folge, som konvergerer steerkt mod [z] € R. Sd har folgen ogsd
Cauchy-egenskaben.

Bevis:
Fra Definition 2.2.1 har vi, at givet j > 1, kan vi finde N, sddan at |z(n) — T),(z)| < 1077
for alle n > N;. Hvis m,n > j, har vi, at

| Ty () — T ()| <1077, (2.6)

da afskaringerne sker ved det j’te decimal eller laengere til hgjre. Ved at bruge
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2.4.3

2.4.4

2.4. Cauchy-egenskaben

trekantsuligheden fas det, at

x(m) —a(n)| = |2(m) = Ton(2) + Tn(2) — Tu(z) + Ta(z) — 2(n))|
T,

< |w(m) = Tn(@)| + [T (2) = To(2)| + |Tn(z) — z(n)] .
Da fglgen er steerkt konvergent, ved vi, at

lz(m) — Tru(z)| <1077, ¥m > N;
|To(z) — 2(n)| <1077, V¥n > N;

og sammensat med Ligning (2.6), far vi, at
lz(m) —z(n)] <3-1077, V¥m,n > max{j, N;}.
Hvis vi veelger j = k + 1 og My, = max{k + 1, Ny,1}, har vi, at
lz(m) —x(n)| <3-107%F1 <107%, Vm,n > M.

Dermed har fglgen Cauchy-egenskaben. [ |

Da vi nu har bevist, at en staerkt konvergent fglge ogsa har Cauchy-egenskaben, kan vi
give et eksempel pa en sadan fglge.

Eksempel:

Vi kan igen benytte fglgen fra Eksempel 2.2.3, hvor z(1) = 0,9, z(2) = 0,99, z(3) = 0,999
og sa videre, da denne fglge konvergerer steerkt mod 1. Dermed har felgen ogsa Cauchy-
egenskaben. |

Vi vil gerne bevise, at det modsatte ogsa gelder; altsd at enhver fglge med Cauchy-
egenskaben konvergerer steerkt, men dette kraever som sagt lidt forberedende resultater,
som tager udgangspunkt i begrensede fglger.

Lemma:
Lad folgen {x(n)}n>1 C T have Cauchy-egenskaben. Sd er fplgen begranset.

Bevis:
Vi skal vise, at der eksisterer et J € N, sidan at |z(n)| < 107 forallen > 1. Visetter k = 1 i
Ligning (2.5), sd er |x(n) — z(M;)| < 107! for allen > M. Ved at bruge trekantsuligheden
fas det, at

()| = |a(My)| < |a(n) — a(My)] < 107,

og derfor er
lz(n)| < |z(My)| +107, Vo > M.

Folgen skal dog veere begranset for alle n > 1, derfor inkluderer vi de elementer i felgen
med lavere indeks ogsa. Derfor er den gvre greense maksimum af alle disse:

x(n)| < max{ (D), 12(2)] ooy [2(M1)]| + 10—1}, vn > 1. .
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2. Konvergens

2.4.5 Lemma:
Lad {z(n)},>1 C T vare en begranset folge. Sd eksisterer der en monoton delfplge
{z(nj)}j>1 C {z(n)tn>1.

Bevis:

Da fglgen er begraenset, er mengden S = {x(n) | n > 1} opadtil begraenset, og den har
dermed et supremum [a] ifglge Seetning 1.3.8. Der er nu to muligheder: enten ligger a i S,
eller ogsa ligger a ikke i S.

(1) Antag, at a ¢ S. Sa seetter vi n; = 1, og vi har, at z(n1) < [a]. Ifplge Definition 1.3.3
(2) eksisterer der et ny > 1, sadan at x(1) < z(ng) < [a]. Nu lader vi7iy € {1,...,n2}
veere sadan, at x(n) ligger teettest pa [a], altsa at xz(n) < z(72) < [a] for alle
1 < n < ng. Igen kan vi finde et ng > no, saddan at x(72) < x(n3) < [a] ifplge
definitionen pa supremum. Ved induktion kan vi finde ny < no < ng < ng < ---,
sddan at

z(n1) < z(ng) < x(N2) < z(ng) < x(N3) < x(ng) < z(Ng) < --- < [a],

og dette udggr vores voksende delfglge.

(2) Antag, ata € S. Sa kan vi finde m; > 1, sadan at z(n) < x(m1) = [a] for alle n > 1.
Nu ser vi bort fra de fprste m; elementer i fplgen, og ser pa folgen {x(n) }n>m,+1 C T.
Denne nye fglge har ogsa et supremum [b] < [a] = z(m;). Hvis b ikke ligger i
mengden {z(n) | n > my + 1}, sd kan vi benytte argumentationen fra (1) og
konstruere en voksende delfglge, hvor ny = mq + 1. Hvis b derimod ligger i meengden,
ma vi kunne finde et ms > my, séledes at z(m2) = b, desuden er x(msy) < z(my).
Ved at gore dette k gange, ma vi enten have en mengde {z(n) | n > my + 1}, som
ikke indeholder sit supremum, og dermed kan vi gore som ovenfor, eller ogsa kan vi
ga videre til naeste skridt k£ + 1. Hvis vi kan fortsette uendeligt mange gange for alle
k, sa har vi konstrueret en aftagende delfplge {x(my)}r>1, hvor myi1 > my. [

Vi er nu i stand til at bevise, at en fglge med Cauchy-egenskaben ogsé konvergerer steerkt.

2.4.6 Proposition:
Lad folgen {z(n)},>1 C T have Cauchy-egenskaben. Sd er folgen sterkt konvergent.

Bevis:

Idet fglgen har Cauchy-egenskaben, ved vi fra Lemma 2.4.4, at den ogsa er begrenset.
Og fra Lemma 2.4.5 ved vi, at der eksisterer en monoton delfglge {z(n;)};>1, som ogsa
er begrenset. Denne monotone delfglge har ifslge Lemma 2.3.5 en formel graense x € D,
som ifglge Lemma 2.3.4 ogsa er en steerk greense [x] € R. Fra Definition 2.2.1 fglger det
for vores delfplge, at givet k > 1, eksisterer der et J; 1 > 1, sadan at

|z(ny) = Tj(z)| < 107571V > Jipa.
Da den originale fplge har Cauchy-egenskaben, kan vi, givet k£ > 1, finde M}, sddan at

lz(n) — z(m)] < 107571 Vn,m > My,,.
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2.4. Cauchy-egenskaben

Nu satter vi j = N = max{k + 1, Jy4+1, Mi4+1} og vaelger n > Nj = j. Da afskearingen
T, (z) sker leengere til hgjre end T} (z), har vi, at

T (z) — Tp(x)| < 10751,
Vi har ogsa, at da {z(n;)},>1 er en delfglge, sd er n; > j > M}, dermed gelder det, at

|z(n) — Ty (2)| = |z(n) — z(n;) + x(n;) — Tj(x) + Tj(x) — To(z)|
<lz(n) —z(ny)| + [x(n;) — Tj(z)| + [Tj(x) — Ta(2)]
<3.107" 1 <107k,

Dermed er den originale fglge steerkt konvergent og 1i£1>18 z(n) = [z]. [
n—oo

Med det fplgende resultat bliver vi i stand til at definere addition og multiplikation for
vilkarlige reelle tal.

2.4.7 Proposition:
Lad folgerne {z(n)}n>1 C T og {y(n)}n>1 C T have Cauchy-egenskaben. Sd har folgerne
(D) u(n) = x(n) +y(n)
(2) w(n) = z(n)-y(n)

ogsd Cauchy-egenskaben.

Bevis:
(1) Vikan skrive:

u(n) —u(m) = z(n) +y(n) — (z(m) +y(m))
= x(n) — z(m) +y(n) —y(m),

hvorefter vi kan benytte trekantsuligheden, hvor vi far, at
[u(n) —u(m)| < |z(n) — z(m)| + |y(n) —y(m)|[, Vn,meN.

Da fglgerne {z(n)},>1 0og {y(n)}n>1 har Cauchy-egenskaben, eksisterer der et M ;
og M, o, sadan at

lz(n) — x(m)| <107%1 Vn,m > M,

ly(n) —y(m)| < 10771 Vn,m > Mjs.
Ud fra dette, har vi, at
u(n) —u(m)| < 2.107% 1 < 1077{, Vn,m > max{M;1,M;o;.
j7 j7

Dermed har vi vist, at {u(n)},>1 ogsa har Cauchy-egenskaben.
(2) Ifplge Lemma 2.4.4 er bade {x(n)},>1 C T og {y(n)},>1 C T begrensede, det vil
sige, at der eksisterer .J € N, sadan at

max { |z(n)|,|y(n)| } < 107, vn>1.
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2. Konvergens

Vi kan benytte trekantsuligheden pa fglgende udtryk:

w(n) —w(m) = z(n) - y(n) —x(m) - y(m)
— 5(n) - y(n) — 2(n) - y(m) + 2(n) - y(m) — 2(m) - y(m)
= xz(n) - (y(n) —y(m)) + (z(n) — 2(m)) - y(m)
og fa, at
w(n) —w(m)| < |z(n) - (y(n) —y(m))| + | (z(n) — z(m)) - y(m)|
= lz(n)| - ly(n) —y(m)| + |z(n) — z(m)| - [y(m)]
<107 (ly(n) — y(m)| + |z(n) — x(m)|), Vn,m € N.

Da fglgerne {z(n)},>1 og {y(n)},>1 har Cauchy-egenskaben, eksisterer der et M ;
og Mj 2, sddan at

|x(n) —z(m)| < 107‘]7’“71, Vn,m > M;

ly(n) —y(m)| < 1077771 Wi m > Mja.
Og dermed er
lw(n) —w(m)| < 107’“, Yn,m > maX{Mj71,Mj7g},
hvilket betyder, at {w(n)},>1 har Cauchy-egenskaben. [
Vi har nu gennemgéet de to konvergensbegreber samt Cauchy-egenskaben for folger,

hvilket muligggr en udvidelse af addition og multiplikation til de reelle tal. Dette vil
vi gennemga i naeste kapitel.
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3.1

3.1.1

Regneoperationer for de reelle tal

Formalet med dette kapitel er at introducere regneoperationerne for de reelle tal. Forst vil
vi indfgre addition og multiplikation, hvor vi benytter resultaterne fra Kapitel 1 og Kapitel 2
om endelige decimaltal til at udvide til de reelle tal. Yderligere vil vi vise, at egenskaberne
for regneoperationerne fortsat er gaeldende, og at ordningen < pa R er kompatibel med
disse.

Dernaest introducerer vi regneoperationen division, hvor vi starter med at konstruere
den multiplikative inverse til ethvert naturligt tal, hvorefter vi er i stand til at definere
mangden af de rationelle tal. Dette leder os hen til at konstruere den multiplikative
inverse til ethvert reelt tal forskelligt fra 0, hvorefter division felger. Til sidst viser vi, at de
rationelle tal ikke er fuldsteendige, og vi introducerer de irrationelle tal, som sammen med
de rationelle tal udger maengden af de reelle tal. Dette kapitel bygger pa Kapitel 1 i Notes
for Analyse 1 and Analyse 2 (Cornean 2015).

Addition og multiplikation af de reelle tal
Vi starter med at definere addition og multiplikation for to vilkarlige reelle tal.

Definition:
Lad [z],[y] € R, og lad folgerne vaere givet ved x(n) = T,,(x) og y(n) = T,,(y). Sd er

2] + [y) = limS (T (2) + Tu(y)), (3.1)
] - [y] = lim8 (T (2) - Tn(y)). (3.2)

Definitionen giver mening, da =(n) konvergerer steerkt mod [z], og y(n) konvergerer staerkt
mod [y]. Desuden har vi fra Proposition 2.4.2, at begge fglger har Cauchy-egenskaben, og
dermed har deres sum og produkt ogsa Cauchy-egenskaben ifglge Proposition 2.4.7. Sa
siger Proposition 2.4.6, at deres sum og produkt har en steerk graense. Ud fra definitionen
folger det yderligere, at de reelle tal er lukkede under bade addition og multiplikation, da
den sterke greense netop giver et reelt tal.

Det er veerd at bemarke, at greenserne er veldefinerede, da vardien ikke @ndrer sig,
hvis z og/eller y indgar i et spring. Lad t € T og © € T vaere en del af samme spring. Da
T,(t) og T, (?) begge konvergerer steerkt mod [¢], s& siger Lemma 2.2.8, at

lim$ (Tn(t) ~ T, (?)) ~0.

n—oo
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3.1.2

3.1.3

3. Regneoperationer for de reelle tal

Dermed kan vi omskrive fglgende udtryk:
Ta(t) + Tu(y) = Ta(t) — T (7) + Tu(T) + Tuly),
og benytte Lemma 2.2.6 og Definition 3.1.1, hvor vi far, at

[t] + [y] = LmS (Tn(t) + Tn(y)) = lim$ (Tn (1) + Tn(y)>.

n—oo

Vi kan desuden vise, at egenskaberne for addition og multiplikation af endelige decimaltal
kan overfgres til reelle tal. Herunder vil vi vise kommutativitet, associativitet og
distributivitet.

Proposition (Kommutativitet for reelle tal):
For alle [z], [y] € R har vi, at

Bevis:
Fra Proposition 1.2.6 har vi, at den kommutative lov er gaeldende for endelige decimaltal.
Dermed er

To(x) + Tn(y) = Tu(y) + To(z)

0og
To(x) - To(y) = Tu(y) - Tn(x).

Ved at tage den steerke graense pa begge sider i begge ligninger opnés resultatet for bade
addition og multiplikation:

(2] + [y] = limS (T (2) + Tu(y)) = Lim8 (Ta(y) + Tn(2)) = [y] + [2]

Proposition (Associativitet for reelle tal):
For alle [x], [y], [z] € R har vi, at

Bevis:
Da den associative lov er gaeldende for endelige decimaltal, gaelder det, at

(Tn(2) + To(y)) + Tn(z) = Tn(z) + (Tn(y) + To(2)). (3.3)

Nu kan vi tage den staerke greense pa begge sider:

lim$S ((Tn(:c) +To(y)) + Tn(z)) — lim$ (Tn(az) + (Tn(y) + Tn(Z))>

n—o0 n—oo

([e] + [y]) + [2] = ] + ([y] + [2])- m
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3.14

3.1. Addition og multiplikation af de reelle tal

Et tilsvarende bevis kunne laves for den associative lov med hensyn til multiplikation. Vi
gar derfor videre til den distributive lov.

Proposition (Distributivitet for reelle tal):
For alle [x], [y], [z] € R har vi, at

Bevis:
Fra Definition 3.1.1 ved vi, at [z|+[y] = liLnS (Tn(z)+ T, (y)). Lad w € D veere et decimaltal,
sadan at [w] = [z] + [y]. Sa har vi, at fglgen T,,(w) konvergerer steerkt mod [z] + [y], da

limS T, (w) = [w] = [z] + [y].

n—o0

Da bade T,,(z) + T\ (y) og T,,(w) konvergerer staerkt mod [z] + [y], har vi fra Lemma 2.2.8,
at

lim$ (Tn(w) — (T () + Tn(y))) —0.

n—oo

Ifglge Definition 3.1.1 er

([2] + [y]) - [] = LimS (T, (w) - T (2)),

n—o0

hvor vi kan skrive:
To(w) - To(2) = (Ta(w) = (Tul@) + Tu(y)) ) - Tu(2) + (Tu(2) + Tu(y)) - To(2).

Vi har, at 7,,(w) — (T, (x) + T,,(y)) konvergerer staerkt mod 0, og da T,,(z) konvergerer
mod [z], er den begrenset ifglge Lemma 2.2.5. Dermed giver Lemma 2.2.7, at produktet
af disse fglger konvergerer steerkt mod 0. Sa giver Lemma 2.2.6, at

(2] + [y]) - [2] = imS (Tu(w) - Tn(2)) = limS ((Tu(@) + Tu(y)) - Tu(2) ).

n—oo n—oo

Da den distributive lov er geeldende for endelige decimaltal, kan vi skrive:

([.’L‘] + [y]) ' [Z} = limS (Tn(x) : Tn(z) + Tn(y) : Tn(Z)),

n—oo

hvor vi kan omskrive pa felgende méade:

Tn(x) : Tn(z) + Tn(y) : Tn(z) = Tn($) ’ Tn('z) - Tn([x] : [2]) + Tn([l'] : [Z])
+ Tn(y) : Tn(z) - Tn([y] ’ [z]) + Tn([y] ' [Z])

Her har vi, at T,,(x) - T, (2) og T, ([z] - [2]) begge konvergerer staerkt mod [z] - [2], og
derfor konvergerer T,,(x) - T, Tn( T [z]) steerkt mod 0 ifglge Lemma 2.2.8. Ud fra
samme argument har vi, at Tn( ) Tn(2) — Tn([y] - [2]) konvergerer steerkt mod 0. S& giver

Lemma 2.2.6 og Ligning (3.2), at

([:73] + [y]) ’ [z] = limS (Tn(x) : Tn(z) + Tn(y) : Tn(z))

n—oo

= 1imS (7o ([2] - [2]) + Tu (o] - () ) = ] [2] + [o] - [2): .

n—oo

30



3.1.5

3.1.6

3. Regneoperationer for de reelle tal

Nu hvor vi har bevist egenskaberne for regneoperationerne for reelle tal, gnsker vi at vise,
at der eksisterer neutralelementer for henholdsvis addition og multiplikation.

Proposition:
For alle [x] € R galder det, at
(a) 0 er neutralelementet for addition, det vil sige, at [x] + 0 = 0 + [z] = [z].
(b) [1] er neutralelementet for multiplikation, det vil sige, at [x] - [1] = [1] - [x] = [z].

Bevis:
(a) Vi viser fgrst, at 0 er neutralelementet for additon. Vi bruger Definition 3.1.1,
og at vi ved, at 0 er neutralelement for addition af endelige decimaltal ifglge
Proposition 1.2.9:

[z] +0= Egnog (Tn(z) +0) = 7111310% (Tn(z)) = [z].

(b) Vi viser sa, at [1] er neutralelementet for multiplikation. Vi benytter igen
Definition 3.1.1, og at 1 er en konstant fglge samt neutralelement for multiplikation
af endelige decimaltal ifplge Proposition 1.2.9:

(2] - [1] = Hm$ (T () - 1) = S (T (2)) = [o]. .

Vi har nu vist, de fleste egenskaber for addition gelder for de reelle tal. Vi mangler dog at
vise, at der findes en additiv invers.

Proposition:
For alle [x] € R eksisterer der en entydig additiv invers, sddan at

(2] + [=2] = [-a] + [2] = 0.

Bevis:

Fgrst beviser vi entydigheden, hvor vi antager, at bade [y] og [¢/] er additive inverse, altsa
er [z] + [y] = 0 og [z] + [¢/] = 0. Vi har sa fglgende, da vi har bevist, at den associative lov
er geeldende, og at 0 er neutralelement for addition:

[yl =l +0= [yl + ([z] + [']) = (W] + [2]) + W] =0+ [¥'] = [¥/].

Dermed er den additive inverse entydig, og vi kan betegne den som [—zx]. For at bevise
eksistensen, benytter vi Definition 3.1.1, og at der eksisterer en entydig additiv invers for
endelige decimaltal ifglge Proposition 1.2.10. Vi har, at fglgen 7,,(x) konvergerer sterkt
mod [z], og vi definerer [—z] til at vaere den staerke graense for fglgen —7,,(x). Vi far sa:

2] + [~2] = lim$ (Tn(x) + (- Tn(:n))) —0,

idet T;,(z) + ( — Ty (x)) er lig 0, vil den steerke greense ogsa veere det. [

Det er dog mere omstaendigt at bevise, at der ogsa eksisterer en multiplikativ invers, da vi
farst skal introducere de rationelle tal. Dog valger vi fgrst, som tidligere navnt, at bevise
regneoperationernes kompatibilitet med ordningen <. Forst far vi dog brug for fglgende
lemma.
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3.1.7

3.1.8

3.1. Addition og multiplikation af de reelle tal

Lemma:
For ethvert reelt tal [u] og J € Ny gaelder det, at [u] < [u] +10~7.

Bevis:
Vi har to muligheder. Enten er u en del af et spring eller ogsa har vi, at u € D\ (’]I‘ U ﬁ‘)
- Lad u € T veere en del af et spring. Givet J € Z, valger vi et Q € Ny, sadan at
7 = 10719 . y er et heltal. S& galder fplgende:

W =u=10"""9. 4 <1079 (@+1) = [u] + 107779 < [u] + 1077,

da det er klart, at 10~/-9 < 10.

-ladu € D\ (T U ’TF) Sa gealder det, at der er uendeligt mange decimaler u; €
{1,...,8}. Vi veelger et sddant decimal u_y, hvor N > J. Vi eendrer dette decimal
til 9, sa vi far decimaltallet «’, hvor vi har, at [u] < [«]. Vi tager afskeeringen T (u’),
hvor det ogsa gelder, at [u] < T (u'), og vi har, at

Tn(u') < Tp(u) +1077, Yn> N> J

Sa kan vi bruge Lemma 2.2.9, da Ty (u') er en konstant fglge, og T}, (u) + 10~/
konvergerer stzerkt mod [u] + 10~7. Dermed geelder det for greenserne, at

Ty (') < [u] +1077.
Og dermed er

[u] < T () < [u] + 1077 n

Vi er nu i stand til at bevise kompatibiliteten med < og henholdsvis addition og
multiplikation. Vi tager udgangspunkt i resultaterne fra Afsnit 1.2, hvor vi har vist det
for endelige decimaltal. Vi benytter os dog undervejs af ordningen <, hvor et tilsvarende
bevis for kompatibiliteten kunne opstilles.

Proposition:
For alle [z], [y], [2] € R, hvor [z] < [y], har vi, at

2] + [2] < [y] + [2]-

Bevis:
Da [z] < [y], er de ikke en del af samme spring, og dermed giver Ligning (2.2), at der
eksisterer et M € N, saddan at

T (y) — Tp(z) > 107M
To(y) > 107 4 T, (z),  VYn> M.

Da de alle er endelige decimaltal, kan vi leegge T,(z) til pa begge sider ifplge
Proposition 1.2.11 og fa, at

To(y) + Ta(2) > 10 + T, (2) + Ty (2), Vn > M,
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3.1.9

3.2

3. Regneoperationer for de reelle tal

sd siger Lemma 2.2.9, at
[y] + [z] > 107M + [2] + [2].

Fra Lemma 3.1.7 folger det s4, at

[y] + [2] > 107M + [2] + [2] > [2] + [2]. -

Proposition:
For alle [z], [y], [2] € R, hvor 0 < [z] og [x] < [y], har Vi, at

[2] - [2] <[] - [y]-

Bevis:
Da [z] < [y], er de ikke en del af samme spring, og dermed giver Ligning (2.2), at der
eksisterer et M, € N, saddan at

To(y) — Tp(z) > 107M 0 wp > M.
Det samme gelder for 0 < [z], derfor eksisterer der et Mo, sadan at
To(z) > 1072 wn > M.

Ved at benytte de to ovenstaende uligheder, opnar vi, at

To(2) - (Tn(y) — Tn(z)) > 1072 . 107M = 107" =My > max{M;, My}
Da den distributive lov er gaeldende for endelige decimaltal, gaelder det, at

Tal2) - (Tuly) — Tul@)) = Tul2) - Tuly) — Tul2) - Tula), ¥n > max{My, Ma).
Og dermed far vi, at

To(2) - To(y) > 107M M2 10 () - T, (), Vn > max{M;, Ms}.

Igen kan vi benytte Lemma 2.2.9 og Lemma 3.1.7, og vi far, at

[2] - [y] > 107072 4[] - [a] > [2] - [a]. n

Vi har nu introduceret addition og multiplikation for reelle tal, samt vist at egenskaberne
for operationerne stadig er galdende, og at ordningen < er kompatibel med disse
operationer. Vi gér nu videre til at indfgre division af reelle tal, hvor vi benytter en anden
fremgangsmade end udvidelse fra endelige decimaltal.

Division af de reelle tal

For at indfgre regneoperationen division starter vi med at finde en multiplikativ invers til
det reelle tal 1 — 10~/ for J € N, hvorefter vi benytter dette resultat til at introducere
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3.2.1

3.2. Division af de reelle tal

mangden af de rationelle tal, som netop bestar af et naturligt tal p multipliceret med
den multiplikative inverse til et andet naturligt tal ¢q. Derfor skal vi konstruere den
multiplikative inverse til ethvert ¢ € N. Ved hjalp af de rationelle tal samt endelige
decimaltal kan vi til sidst finde den multiplikative inverse til et vilkarligt reelt tal, hvorefter
vi kan indfgre division af reelle tal. Lad J € N. Da leddene ophaver hinanden, har vi, at

(1-107)- (1+1077 +107> + - +107") =1-10"""V7 wvn>0. (3.4

Folgen {x(n)},>1 givet ved z(n) = 1+ 107/ + 10727 4 ... + 107"/ konvergerer formelt,
og dermed ogsé staerkt, til det reelle tal givet ved decimaltallet

1,000...01000..01... = 1,(000...01) ;.

Her angiver stregen igen en periode, hvor der precis er J — 1 nuller mellem hvert 1-tal.
Dermed er J lengden pé perioden, som indeholder J — 1 nuller og et 1-tal. Vi tager den
steerke graense pa begge sider af Ligning (3.4) og far, at

lim$ ((1-1077) - (141077 410727 4+ +107"7) ) = Tim$ (1 — 10~"+17)

n—oo n—oo

(1—10"7) - 1,000..01),; = 1.
Desuden har vi, at den kommutative lov er geeldende for reelle tal, hvorfor det gelder, at
(1 —10"7) - 1,(000...01); = 1,(000..01); - (1 —1077) =1,
hvilket betyder, at vi har fundet den multiplikative inverse til 1 — 10~7, alts4 er
(1-1077)"" = 1,(000...01) .

Desuden kan vi ogsd finde den multiplikative inverse til 10/ — 1, da vi kan benytte, at
107 =1 =107 - (1 — 1077), og derfor har vi, at

(107 =1)"' = (1—=10"7)""- 1077 = 1,(000...01) s - 10~/ = 0,(000..01) ;.  (3.5)

I det fplgende afsnit gnsker vi at konstruere den multiplikative inverse til ethvert ¢ € N.
Hvis ¢ = 10*, hvor k € Ny, sd ved vi fra Definition 1.2.2, at den multiplikative inverse fas
ved at rykke kommaet % pladser til hgjre. Sa lad os antage, at ¢ ikke kan skrives som et
10*. I s& fald eksisterer der kun et k € Ny, sddan at 10¥ < ¢ < 10**1. S§ kan vi benytte
kvotient-rest setningen, som vi postulerer nedenfor, baseret pa (Rotman 2002, s. 2).

Saetning (Kvotient-rest setningen):
For ethvert par af tal p, q € Z, hvor q # 0, eksisterer der entydige tal a,r € Z, sidan at

p=a-q+r,

hvor 0 <r <|q|.
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3. Regneoperationer for de reelle tal

Med denne satning kan vi skrive:
10! = ay-q+m

10M2 = ay - g 4 1y

10717 = aj-q+rj,

hvor 0 < r; < ¢ for alle j. Eftersom r; ligger mellem 0 og ¢ — 1, er der kun ¢ forskellige
veerdier for mulige restled, hvilket betyder, at hvis j > ¢, s& ma mindst to restled have ens
veerdier. Derfor ma der eksistere ¢ og j, hvor 1 < i < j < g + 1, saledes at r; = r;. Lad
d=j—1>0,saharvi, at

10k = a; - q+r;

) (3.6)
10k+"7 =aj;-q+ry,

og hvis vi traeekker ovenstdende fra hinanden, far vi folgende:
108 10" = a; - g+ 7 — (@i - g+ 1)
10FH = 10" = a; g —a; - g (3.7)
10+ (107 - 1) = (a; — ;) - q.

Da a; — a; og 10¢ — 1 begge ligger i N, kan vi igen bruge Saztning 3.2.1 og f4, at

aj—ai:m-(lod—l)—i—r, O§r<10d—1, m € N. (3.8)
Dermed har vi, at

106% . (10— 1) = (0 — a;) - q = (m (107 - 1) —|—7“> q.
Ud fra dette kan vi finde den multiplikative inverse til ¢, da vi kender den inverse til bade
10F*% og 104 — 1:

107 (107 = 1) 7" 107*+ - (109 — 1) = 1075 (109 — 1) - (m- (104 —1) + r) g
1=107" (m+ (107 = 1) 7" 7) -

Vi kan omskrive ovenstdende, da vi som sagt kender vi den multiplikative inverse til 10¢ —1,

som er
(104 — 1) ™" = 0,(000..01),.

Ydermere, eftersom r ligger mellem 0 og 10¢ — 1, kan r hgjst have d cifre forskellige fra 0,
derfor ma r veere pa formen:

r=7r4qrq—1---1170,
hvor det er tilladt, at ; = 0 for j € {0,1,...,d}. Dermed kan vi omskrive:
1=10"k". <m+ (10d - 1)_1 -7“> - q

=107k (m,(F)d) -q,
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3.2. Division af de reelle tal

hvilket medfgrer, at

gt =107 (my(7)a). (3.9)

Derfor er vi nu i stand til at finde den multiplikative inverse til ethvert naturligt tal, hvilket

vi illustrerer med et eksempel.

3.2.2 Eksempel:
Vi gnsker at finde de multiplikative inverse til henholdsvis 3 og 13. Vi bruger metoden

beskrevet ovenfor.

(@

(b)

Vi har, at 10° < 3 < 10!, dermed er k = 0 i dette tilfzelde, og vi kan benytte
Ligning (3.6) til at opstille to ligninger med ens restled:

10'=3-3+1
10> =33-3 + 1.

hvori =10gj=2,08a; =3,a0 = 33,711 =79 =1,desudenerd =2—-1=1.Vi
kan benytte Ligning (3.8) til at opstille ligningen:

33-3=m- (10" = 1) +r,
hvor vi har, at m = 3 og r = 3, da
30=3- (10" — 1) + 3.

Dermed har vi, at
371 =10°"1.33=0,3,

hvor vi benytter, at leengden pa perioden er d = 1.
Vi har, at 10! < 13 < 102, og dermed er k = 1. Igen benytter vi Ligning (3.6) og
opstiller ligningerne, hvor restleddene er ens:

10°=7-13+9
10% = 7692307 - 13 4 9,

hvori=1,j=7,08 a1 =7,as = 7692307,y =719 = 9. Dermed erd =7 — 1 = 6, og
vi benytter Ligning (3.8) til at opstille ligningen:

7692307 — 7 =m - (106 — 1) 4,
hvor m = 7 og r = 692307, da
7692300 = 7 - (10 — 1) + 692307.

Dermed er den inverse

1371 = 107171 . 7,(692307) = 0,07(692307),

hvor vi har benyttet, at periodens leengde er d = 6. |
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3.2.3

3.24

3. Regneoperationer for de reelle tal

Da vi nu kan finde den inverse til ethvert naturligt tal, er vi i stand til at definere mangden
af de rationelle tal.

Definition (Mangden af de rationelle tal):

Meengden af de rationelle tal bestdr af alle de reelle tal, som kan skrives som produktet af et
naturligt tal p og den multiplikative inverse q~! til et naturligt tal q, forskelligt fra 0, hvor p
og q er indbyrdes primiske.

Symbolsk kan mengden skrives som:
Q={lz]eR|e=4p-¢!, peNy, geN}.

Det ses herfra, at Z C Q, da vi altid kan veelge ¢ = 1. Desuden er Q C R, hvor vi ud fra
nedenstaende setning er i stand til precist at afggre, hvornar et reelt tal er rationelt.

Setning:
Et reelt tal [z] # 0 er rationelt, hvis og kun hvis x = £10% .z x...20,(P), hvor K € Z, N € N,
og P angiver en periodisk talfplge af endelig leengde.

Bevis:
Vi beviser kun satningen for de positive tal, da de negative tal folger direkte ved at endre
fortegnet.

< Antag, at z = 105 . z...20,(P). Vi viser nu, at [z] er rationel.

Hvis P kun bestar af nuller, sa har vi to muligheder. Safremt K > 0, sa er z et
naturligt tal, hvilket er rationelt, som gnsket. Hvis K < 0, sa kan vi tage p = zx...70
ogq=10"%,da

z =105 zN...z0,(P) = zN...70 - 105 =p- g7t

Derfor kan vi antage, at P er en ikke-triviel talfglge af leengde [ > 1. Desuden kan vi
ogsa antage, at P ikke starter med 0, da vi i sa fald kan @ndre K til K — Q, hvor Q
er antallet af nuller i starten af perioden.

Derfor lader vi x = 105X - 2x...20,(P), hvor P = t;_;...t; og t;_1 # 0. Vi kan bruge
Ligning (3.5) med J = [ og f4, at

0,(P) = P - (0,000..01), = P- (10' = 1) .

Sé& kan vi omskrive z sdledes:

z =105 - zy..20,(P)
=105 (zyag + P (100 = 1))

=105+ (ayag - (100 = 1) + P) - (10' = 1)

hvor p = 10X - (:UN...xo (10t —1) + P) og ¢ = 10! — 1. Dermed er [z] € Q.

37



3.2. Division af de reelle tal

= Her viser vi, at ethvert rationalt tal kan skrives pa formen = = 10X - 2 ...2¢,(P), det

vil sige, at pa et tidspunkt opstér der en periode i decimalerne. Hvis p = 1, kan vi
benytte Ligning (3.9), da

p-gt=1-107%" (m,(7)q),

som er pa den gnskede form. Lad os nu vise det for p > 1.

Vi har fra Definition 3.2.3, at p og ¢ er indbyrdes primiske. Desuden antager vi, at
q # 107 for et J € Ny, da vi ellers vil have, at z = p - ¢! er et endeligt decimaltal,
som kan skrives pa den gnskede form.

Derudover kan vi lade p < ¢, hvilket kreever en kort forklaring. Hvis p > ¢, sa kan
vi skrive p = a - ¢ + p/, hvor p/ < ¢, og a € N ifplge Setning 3.2.1. Dermed er
p-qg!
fortsat bevarer strukturen efter kommaet.

= a+ p' - ¢~ '. Derfor er det nok at antage, at p < ¢, da additionen med a

Hvis p < g, eksisterer der et entydigt k € Ny, sddan at 10* - p < ¢ < 10**+! . p. Nu
bruger vi samme strategi, som da vi skulle konstruere den inverse til et naturligt tal,
derfor benytter vi Seetning 3.2.1 og far, at

10 p=ay-qg+nm

10k+2'p:a2'q+r2

10" . p=a; - q+rj,

hvor vi her har, at 0 < r; < g 0g 10/~! < a; < 10/ for alle j. Da ¢ er endelig, m&
der for j > ¢ veere mindst to restled med ens verdier. Vi antager, at r; = r; for
1<i<j<g+1.Viladerigend = j —i > 0, og ligesom i Ligning (3.7) har vi, at

1054 (107 = 1) - p = (aj — ;) - q,
hvor vi igen kan skrive:
aj—a;=m-(10°=1)+r, 0<r<109-1, meN.
Hvilket medfgrer, at

p-g =107 (10 = 1)7" - (a; — @)
=107 (107 = 1) 7"+ (m- (107~ 1) 4 1)
=107 (mr- (107 = 1))

=107, (m,(F)d),

som netop er den gnskede form. [ |
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3.2.5

3. Regneoperationer for de reelle tal

Det neeste skridt er at bevise, at ethvert reelt tal forskelligt fra 0 har en multiplikativ invers,
hvilket efterfglgende benyttes til at indfgre division af reelle tal.

Satning:

Ethvert reelt tal [z] # 0 har en entydig multiplikativ invers [x] L.

Bevis:
Vi beviser forst entydigheden. Antag, at [y] og [¢/] begge er multiplikative inverse til [z] # 0.

Det vil sige, at der geelder, at [x]-[y] = [1] og [z]-[y] = [1]. Davived, at [1] er neutralelement
med hensyn til addition, og den associative lov er galdende, har vi, at

W= ="M («-W) =) ¥ =0]=

Derfor er den multiplikative inverse entydig, safremt den eksisterer, og vi kan betegne den
med [z] L. Vi beviser nu eksistensen. Lad [z] > 0. Fglgen {7},(z)},>1 konvergerer formelt
til x € D og dermed ogsa staerkt til [x] € R ifplge Lemma 2.3.4. Da 0 < [z], har vi ifglge
Proposition 1.1.8, at der eksisterer et J > 0, sddan at 10~/ < [z], dermed kan vi finde et
N, som er stort nok, sddan at

0<1077 < T,(z), V¥n>N. (3.10)

Vi har, at T C Q pa grund af Saetning 3.2.4, dermed er T,,(z) rationel. Der eksisterer altsa
naturlige tal p og q, séledes at T},(z) = p - ¢~ . Derfor er (Tn(yc))_1 =¢-p~'. Ved at gange
igennem med begge inverse i Ligning (3.10), far vi, at

0< (To(x)) ' <107, Vn>N.

Vi konstruerer fglgen {y(n)},>n, hvor y(n) = (Tn(x))_l. Og vi vil nu vise, at fglgen har
Cauchy-egenskaben:

Sa har vi, at

[y(m) = ()| = | (Tn(@) ™" (Ta(@) = Tn(@)) - (Tul@)) |
= |(Tnl@) | 1Tol) = Tl - | (Ta() |
< 10¥ T, () — Tpu(x)] Vm,n > N

Da {T,(z)},>1 konvergerer sterkt, sa har den ogsa Cauchy-egenskaben ifglge Proposi-
tion 2.4.2, dermed har vi, at der eksisterer et My ;. € N, for alle k € N, sddan at

| T (x) — T ()] < 10_2J_k, VYm,n > Msjig.
Sé& har vi, at

ly(m) —y(n)| < 10*7-1072/7F <107%, Vm,n > max{N, Moy 1},
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3.2.6

3.2. Division af de reelle tal

hvilket betyder, at fplgen {y(n)},>n 0gsa har Cauchy-egenskaben, og dermed konvergerer
den sterkt imod et [y] € R ifglge Proposition 2.4.6. Derfor kan vi tage den sterke graense
pa begge sider af nedenstaende udtryk:

og fa, at

dermed er [y] = [2]~'. Vi kunne ogsa have, at [z] < 0, men sé er [z] ! = —( — [z])_l. |

Da vi nu har fundet den multiplikative inverse til ethvert reelt tal, er vi i stand til at indfgre
division af reelle tal. Tidligere definerede vi subtraktion til at veere addition af et reelt
tal og den additive inverse til et andet reelt tal, og pa tilsvarede made kan division nu
beskrives som multiplikation af et reelt tal [z] og en multiplikativ invers [y] ™! til et reelt
tal [y] forskelligt fra 0. Den multiplikative inverse ¢~! skrives ogsa som %, hvilket kaldes
en brgk. Det vil sige, at et reelt tal [z] er rationelt, hvis vi kan skrive z = p - % = g.

Grundet konstruktionen af de reelle tal havde vi, at fuldsteendighedsaksiomet for de
reelle tal blev bevist som en satning. Vi gnsker nu at vise, at det modsatte er gaeldende
for de rationelle tal, altsa at Q ikke har supremumsegenskaben, til det skal vi bruge

nedenstaende setning.

Satning:
Ligningen [z]? = [2] har ikke nogen rationelle lgsninger.

Bevis:
Hvis der eksisterede en sadan lgsning [z], sé ville z kunne skrives pa formen

c=2 (3.11)
q

hvor p, ¢ er indbyrdes primiske. Vi beviser ved modstrid, hvor vi antager, at 2 kan skrives
som i Ligning (3.11). Dette medfgrer, at

(p)2 — e P=[F

Dermed er p? lige, hvilket medfarer, at p er lige, da et ulige p ville medfgre et ulige p?.
Derfor kan vi dividere p? med [4], da p er lige og derfor kan deles med [2]. Men s& kan
hgjresiden ogsa divideres med [4], hvilket betyder, at ¢* er lige, og dermed er ¢ det ogsa.
Dette er dog i modstrid med antagelsen om, at p og ¢ er indbyrdes primiske, da vi kunne
dividere med [2], og dermed er x ikke rationel. [

Da vi nu har, at der ikke eksisterer en rationel lgsning til ligningen [z]?> = [2], kan vi
beskrive en maengde af tal i R pa fplgende made:

I={[z]eR|z#p-q¢', peNy, g¢eN}L
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3.2.7

3. Regneoperationer for de reelle tal

Denne mangde bestér af de irrationelle tal, og dermed har vi, at Igsningen [z] = v2 € R
er irrationel. Derfor har vi, at R = Q U I, hvor Q N T = (. Vi kan nu bevise, at Q ikke har
supremumsegenskaben.

Seatning:
Mangden af de rationelle tal er ikke fuldstendig.

Det vil sige, at der eksisterer en ikke-tom mengde S C Q, som er begraenset opadtil (eller
nedadtil), hvor supremum (eller infimum) ikke eksisterer i Q.

Bevis:

Lad A = {z € Q4 | 22 < 2}, 0glad B = {x € Q4 | #2 > 2}. Vi viser nu, at A ikke
indeholder noget stgrste element, og at B ikke indeholder noget mindste element. Det vil
sige, at for ethvert x € A, kan vi finde et rationelt tal y € A, sddan at x < y. Og for ethvert
x € B, kan vi finde et rationelt tal y € B, sddan at y < z. For ethvert rationelt = > 0,
konstruerer vi tallet

> =2 z-(z+2) -2 2z+2

YT e T T a2 z+2 42’ (3.12)
Sa har vi, at
2_2_<2x+2>2_ C4a’ 4448z 2-(2+2)°
Y S\ x+2 - (z+2)2 (z +2)2 (3.13)
4z +4+8x — (222 +8+8zx) 2. (22-2)
- (z +2)2 T (x+2)?

Vi har, at hvis # € A, s8 er 2> — 2 < 0, dermed er z < y ifplge Ligning (3.12). Og
Ligning (3.13) giver, at y> — 2 < 0, dermed er y € A. Modsat, hvis « € B, sd er 22 — 2 > 0,
0g 0 < y < x ifglge Ligning (3.12), og ifplge Ligning (3.13) er ¢> — 2 > 0, derfor er g € B.

Vi viser nu, at sup(A4) = v/2. Lad [a] = sup(A), og antag, at [a]?> < [2]. Vi konstruerer
nu tallet [z] pa samme made som y i Ligning (3.12), hvor x dog er [a] = sup(A):

(3.14)

sa har vi ligesom for, at

Da [a)? < [2], s& har vi, at [a] < [2] og [2]? < [2]. Ifglge Proposition 1.1.8 eksisterer der et
endeligt decimaltal ¢, som derved ogsa er rationelt, sadan at [a] < [t] < [z]. Men [t] < [y]
medfgrer, at
[1? < [2] - [t] < [2)* < [2],

og derfor har vi, at t € A, hvilket betyder, at [a] ikke er en gvre greense for A, derfor ma
[a]? > [2].

Vi antager nu, at [a]? > [2], s& har vi, at [2] < [a] ifolge Ligning (3.14), og [z]? > [2].
Igen eksisterer der et rationelt tal ¢, sddan at [z] < [t] < [a], hvilket medfgrer, at

(2] <[] <[] [e] < [)*.
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3.2. Division af de reelle tal

Dermed er [t'] ogsa en gvre grense for A, og da [t'] < [a], kan [a] ikke veere den mindste
gvre graense. Altsd mé det galde, at [a]> = [2], og derfor er sup(A) = /2, som er et
irrationelt tal, hvilket vi viste i Seetning 3.2.6. Et tilsvarende bevis kunne laves for inf(B),
hvor vi far, at inf(B) = /2. Dermed har A ikke et supremum i Q, og B har ikke et infimum
iQ. [

Vi har nu indfgrt alle regneoperationerne og vist, at egenskaberne for disse er
geldende. Dette medfgrer, at mangden af de reelle tal er et ordnet legeme med
supremumsegenskaben, idet Definition A.2.2 og Definition A.2.3 er overholdt, hvilket
vi kort vil opsummere. Satning 1.3.8 giver direkte fuldsteendigheden af R, hvilket netop
er supremumsegenskaben. Udover at have indfgrt regneoperationerne, har vi ogsa vist, at
der eksisterer bade en additiv og multiplikativ invers, samt at 0 og [1] er neutralelementer.
Proposition 3.1.8 viste direkte, at punkt (a) af Definition A.2.3 er overholdt. For at vise, at
punkt (b) er overholdt, benytter vi Proposition 3.1.9. Vi skal altsa vise, at for alle [z], [y] € R
geelder det, at [z] - [y] > 0, hvis [z], [y] > 0. Vi antager altsa, at [y], [z] > 0. Hvis vi veelger
[z] = 0 i Proposition 3.1.9, sa er [z] < [y] som kreaevet, og vi ved, at

[2] - [2] < [y] - [2]-

Dermed er [y] - [z] > 0. Derfor er R et ordnet legeme.

I neeste kapitel vil vi benytte en anden konstruktion, hvor vi igen viser, at mangden af
de reelle tal er et ordnet legeme med supremumsegenskaben. Yderligere kan det vises, at
de to konstruktioner er a&kvivalente, hvilket vi argumenterer for i slutningen af Kapitel 4.
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Dedekind-snit

En anden méde at konstruere mangden af de reelle tal er ved hjelp af Dedekind-snit, som
blev introduceret af Richard Dedekind (Dedekind 1912). Forméalet med dette kapitel er
at redeggre for Dedekind-snit og vise, hvorledes de kan bruges til at konstruere de reelle
tal. Konstruktionen bygger pa de rationelle tal, som vi derfor definerer som meangden af
indbyrdes primiske talpar p og ¢, sddan at

Q' ={.q) | p,qe€Zq+#0}.

Desuden kan vi indfgre addition og multiplikation herpa, sddan at for alle rationelle tal
galder det, at

(p1,q1) + (p2,02) = (P1- @2 + D2 - 1,01 - @2),
(p1,q1) - (P2, 42) = (p1- P2, @1 - 42)-

Neutralelementet for addition er givet ved (0, 1), og neutralelementet for multiplikation
er givet ved (1, 1). Den multiplikative inverse til ethvert rationelt tal (p, q), hvor p # 0,
er givet ved (¢,p), da (p,q) - (¢,p) = (p-q,q-p) = (1,1). Vi antager, at egenskaberne for
regneoperationerne er geldende for de rationelle tal, altsd at Q' er et legeme, og vi gnsker
at udvide disse til de reelle tal.

Altsd vil vi med dette kapitel vise, at der eksister et ordnet legeme R* med
supremumsegenskaben, som desuden indeholder Q' som et dellegeme. Teorien bygger
pa Kapitel 1 i Principles of Mathematical Analysis (Rudin 1976).

Konstruktionen af de reelle tal og fuldstaendighed

Vi er nu Klar til at definere elementerne i R*, som bestar af delmaengder af de rationelle
tal, som vi kalder snit. Et snit er en inddeling af en mangde i to ikke-tomme delmangder
a1 0g 9, sddan at x < y for alle z € a; 0g y € . Altsd er et snit givet ved (aq, ), men
for notationens skyld angiver vi ofte et snit som «a; blot, da «; entydigt bestemmer as.
Eksempelvis har vi, at meengderne A = {x € Q4 | 2? < 2} og B = {x € Q4 | 2? > 2}
fra beviset for Seetning 3.2.7 tilsammen udggr et snit af de positive rationelle tal, men det
er nok at se pd mangden A, da B entydigt er givet ved Q \ A. Vi giver nu en detaljeret
definition af et snit, som giver elementerne i R*.
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4.1.1

4.1.2

4.1.3

4.1. Konstruktionen af de reelle tal og fuldsteendighed

Definition (Dedekind-snit):

Et snit er en mangde o C Q', hvor fplgende egenskaber er gaeldende:
(1) « er ikke-tom, og o # Q'.
2 Hiszea,yecQogy <z sdy € a.
(3) Hvisxz € o, sderx < z foret z € a.

Ud fra definitionen ses det, at « ikke har noget stgrste element, det vil sige, at supremum
ikke ligger i o. Desuden giver punkt (2) fglgende bemerkning, som vil blive benyttet
lpbende gennem dette kapitel.

Bemerkning:
() Hiisz € aogy ¢ o, sd er x < y.
(b) Hvis z ¢ avog z < w, sd er w ¢ .

Vi har altsd, at o udger elementerne i R*, og et sddant snit svarer derfor til et reelt tal.
Selvom et snit ikke har noget supremum, kan vi stadig finde det stgrst mulige heltal, som,
multipliceret med et rationelt tal, stadig ligger i a.

Lemma:
Lad o € R*, og lad x € Q/, hvor x > 0. Sd eksisterer der et heltal n, sddan at n - v € a, men
(n+1)-z¢a

Bevis:
Vi beviser ved modstrid. Vi vaelger a € R*, x € Q', hvor z > 0, og r1,r2 € Q’, sadan at
r1 € a 0g r2 ¢ a. Vi konstruerer maengden

A={neZ|ri<n-z og n-zc€a}.

Vi antager, at A er ubegrenset, hvilket er ensbetydende med, at for alle n € N galder, at
n - x € o, men det medfgrer, at n - x < ro for alle n € N. Vi lader = og ry veere givet ved
x = (p,q) og o = (p',¢'). S& har vi, at

n-(p,q) <@, ¢d)= n-p-d.1) <@ q1),

hvilket er &kvivalent med, atn-p-¢ < p g, mendap-¢,p - q € N, betyder det, at de
naturlige tal er en begreenset mangde, hvilket er en modstrid. Derfor ma A veere begraenset,
og man kan derfor valge det stgrste n, hvor n -« € «, hvilket medfgrer, at (n+1) -z ¢ .l

Nu hvor vi har defineret snit, gnsker vi at introducere en ordning derpd, sddan at vi i
sidste ende kan vise, at R* er et ordnet legeme. Vi introducerer ordningen <, sadan at
a < (3 betyder, at « er en agte delmangde af . Vi skal derfor tjekke, at < overholder
Definition A.2.1 i Appendiks A. Det er klart, at hvis « < S 0og 8 < 7, sd er a < v, da en
egte delmaengde af en aegte delmaengde er en &gte delmaengde. Desuden skal det gelde,
at kun en af fglgende udsagn er sande:

a < f, a=p, 8 < a.
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4.1.4

4.2

4. Dedekind-snit

Las os vise dette. Vi antager, at o £ 3 0g o # 3, og vi skal sa vise, at s ma det galde, at
B < a. Vived altsa, at « ikke er en delmangde af 3. Dermed mé der eksistere et z € a,
hvor = ¢ (. Hvis y € f3, sa fglger det, fra Bemerkning 4.1.2 (a), at y < =, da = ¢ (3. Og
dermed ma y € «, ifplge Definition 4.1.1 (2). Altsé er § C «a, og da a # 3, ma [ veere en
agte delmangde, altsd er 8 < «. Da vi nu har, at < er en ordning pa R*, er mengden R*
en ordnet meengde. For notationens skyld skriver vi indimellem o > f i stedet for 5 < a.

For at vise, at R* er et ordnet legeme, og ikke blot en ordnet mangde, skal
vi indfere regneoperationerne derpd, men inden vi gor dette, viser vi, at R* har
supremumsegenskaben. Altsd skal vi vise, at for en ikke-tom delmengde af R*, som er
opadtil begranset, eksisterer supremum i R*.

Satning:
Mangden af de reelle tal R* er fuldstandig.

Bevis:

Vi lader A vare en ikke-tom delmangde af R* og antager, at § € R* er en gvre grense for
A. Vi lader v veere foreningen af alle « € A, det vil sige, at x € ~, hvis og kun hvis x € «
for et a € A. Vi beviser, at v € R*, og at v = sup(A4).

Eftersom A er en ikke-tom mengde, ma der eksistere et oy € A, hvor o er ikke-tom,
da det er et snit, og da ay C 7, er v ogsa ikke-tom. Desuden er v C 3, da o C 3 for alle
a € A, og dermed er v # Q'. Dermed opfylder v punkt (1) i Definition 4.1.1. For at bevise
punkt (2) og (3) veelger vi et z € . Sd ved vi, at x € a; for et a € A. Hvis y < x, sd har
vi, at y € aq, og dermed y € ~, hvorfor punkt (2) er opfyldt. Hvis z € «; er valgt, sddan at
x < z,sd har vi, at z € 7, da oy C +, hvilket opfylder punkt (3), og dermed er ~ et snit, sa
v € R*.

Vi viser nu, at v er supremum for A. Vi har, at v ma vere en gvre grense for A, da
den er foreningsmaengden af alle o € A. For at vise, at det er den mindste gvre graense,
antager vi, at § < v. S har vi et w € «, hvor w ¢ §, men da w € v, sé ved vi, at w € « for
et o € A, og dermed er § < «. Altsé er § ikke en gvre greense for A, hvilket betyder, at
er den mindste gvre greense, og dermed er v = sup(A). Derfor eksisterer supremum i R*,
hvorfor R* er fuldsteendig. [ |

Vi har nu vist, at meengden af de reelle tal er en ordnet mengde med supremumsegen-
skaben, men vi mangler dog at vise, at det er et legeme. Derfor skal vi udvide regne-
operationerne, som vi kender fra rationelle tal, sddan at vi kan addere og multiplicere
snit.

Regneoperationer for snit

Dette afsnit har altsa til formal at vise, at R* er et legeme, som derved skal overholde
Definition A.2.2 i Appendiks A. Vi starter med at definere addition af snit og viser, at de
saeedvanlige egenskaber for addition af rationelle tal ogsa er geldende for addition af snit.

45



4.2.1

4.2.2

4.2.3

4.2.4

4.2. Regneoperationer for snit

Definition (Addition af snit):
Lad o, B € R*. Sa er summen af disse givet ved mangden

a+f={z+w|z€auwe f}.

Inden vi gér i gang med at vise egenskaberne for addition, vil vi definere 0* og 1*, som vi
senere beviser er neutralelementer for henholdsvis addition og multiplikation i R*.

Definition:
Snittet 0* er givet ved mangden af alle negative rationelle tal.

Snittet 1* er givet ved mangden af alle rationelle tal x, hvor = < 1.

Vi siger, at et reelt tal & > 0* kaldes positivt, og mangden af alle positive, reelle tal
betegnes R . P4 samme made har vi, at et reelt tal o < 0* kaldes negativt, og mangden af
alle negative, reelle tal betegnes R* . Det fplger desuden fra definitionen pa 0*, at a > 0*
hvis og kun hvis —«a < 0*. Vi er nu Klar til at vise egenskaberne for addition, og vi starter
med at vise, at R* er lukket under addition.

Proposition:
For alle o, B € R*, gaelder det, at o + € R*.

Bevis:

Vi skal vise, at o + 3 er et snit, altsd skal punkterne i Definition 4.1.1 vare overholdt. Som
det forste har vi, at a + 8 er en ikke-tom delmengde af Q’, da a og 3 er ikke-tomme. For
atvise, at « + 3 # Q', tager viet 2’ ¢ cogetw’ ¢ 5. S& har vi, at z < 2/ og w < w' for
alle z € a og w € 3 ifplge Bemeerkning 4.1.2 (a). Dermed er z + w < 2’ 4+ v’ for alle z, w,
hvilket betyder, at 2’ + w’ ¢ a + 3, hvorfor a + 3 # @', og dermed er (1) i Definition 4.1.1
opfyldt.

For at vise, at punkt (2) gelder, veelger vi et x € a + (3, s& kan vi skrive x = 2 + w, hvor
z€aogwe B.Hvisy < x,sd er y — w < z, hvilket betyder, at y — w € «, da « er et snit.
Derfor har vi, at y = (y — w) + w € a + (. Til punkt (3) veelger vi et z € o+ (3, s& har vi, at
x=z+w,hvorz € cogw € . Vivaelgerv € a, sddan at z < v,sderx =z + w < v + w,
ogv+w € a+f,daveEaogweEp. [ |

Neaste skridt er nu at vise, at den kommutative lov ogsa er geeldende for addition af snit.

Proposition:
For alle «, € R* geelder det, at

a+p=p8+a.

Bevis:

Da a + f3 er defineret som mangden af alle summerne z + w, hvor z € a og w € 3, sé er
B + a maengden af alle summerne w + z. Vi viser, at « + 8 C §+ «. Vivaelgeret z € o + 3,
sa har vi, at x = 2z + w, hvor z € a og w € 3. Da den kommutative lov er geldende for de
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rationelle tal, ved vi, at z +w = w + z for alle z, w € Q'. Derfor har vi, at z € $ + a. Den
modsatte inklusion er tilsvarende. Dermed er o + 8 = 8 + . [ |

Ved at benytte samme argumentation som ovenfor kan det bevises, at den associative lov
ogsa er gaeldende for reelle tal, da den er geldende for rationelle tal. Vi beviser forst den
distributive lov, nar vi har introduceret multiplikation af snit. Derfor vil vi nu, som tidligere
navnt, bevise, at 0* fungerer som neutralelementet for addition af snit.

Proposition:
For alle o € R* gaelder det, at
a+0"=0"4+a=a.

Bevis:
Vi viser begge inklusioner. Hvis z € o og w € 0%, sd er z +w < z, da 0* er mangden af alle
negative, rationelle tal. Og dermed har vi, at z + w € a, ifglge Definition 4.1.1 (2). Derfor
era+0* Ca.

For at vise den modsatte inklusion vealger vi et z, z € «a, sddan at x < z. S har vi, at
x—z<0,ogderforz —z€0,08x =2+ (r—2) €a+0".Dermedera Ca+0"*. N

For at vise, at R* er et legeme, skal vi desuden vise, at der eksisterer en additiv invers til
ethvert snit.

Proposition:
For alle o € R* eksisterer der en entydig additiv invers —a, sdadan at

a+(—a)=—a+a=0"

Bevis:
Vaelg o € R*. Vi konstruerer maengden

B={xe€Q |3Ir>0,sddanat —x —r ¢ a},

og vi gnsker at bevise, at 3 er et snit, og at a + 3 = 0*. Hvis w ¢ «, sd har vi, at
—x =w+ 1 ¢ a ifglge Bemearkning 4.1.2 (b). Desudener —x —1=w+1—-1=w ¢ a,
hvilket betyder, at € 3, hvor vi har, at » = 1. Dermed er 3 en ikke-tom delmengde af
Q. Vi viser, at 3 # Q' ved modstrid, hvor vi gnsker at vise, at hvis y € «, sd er —y ¢ .
Vi antager, at y € o og —y € 3, men det betyder, at der eksisterer et r > 0, sddan at
—(—y) —r ¢ a. Dette er i modstrid med aty € o, da —(—y) —r =y — r < y, og derfor ma
—(—y) — r € «a ifglge Definition 4.1.1 (2). Dermed overholder § punkt (1) af definitionen.

For at vise punkt (2) veelger viet z € S ogetr > 0, sadan at —x — r ¢ «. Hvis y < «z,
sd er —x —r < —y — r, hvilket medfgrer, at —y — r ¢ a, og s er y € (3. Punkt (3) vises ved
atvalge etz € fogetr > 0,sddan at —z —r ¢ o. Visaetter y = x + 5. Sd har vi, at x < y,
ogat —y — 5 = —x —r ¢ o, dermed er y € 3. Dermed er f3 et snit, og nu skal vi blot vise,
at det rent faktisk er den additive inverse til .

Vi starter med at vise, at a + 3 C 0*. Tag z € « og w € 3, sé er —w ¢ «, da vi ellers vil
fa en modstrid, eftersom w € 3 betyder, at der eksisterer et r > 0, sddan at —w — r ¢ a,
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men dette er mindre end —w. Da —w ¢ «, er z < —w, og dermed er z + w < 0, hvilket
betyder at a + § C 0*.

For at vise den modsatte inklusion veelger vi et u € 0%, og vi seetter t = —3 > 0. Ifglge
Lemma 4.1.3 eksisterer der et heltal n, sdidan at n -t € o, men (n + 1) - t ¢ «. Vi satter
x=—(n+2)-t.Saharvi,atz € ,da—z—t=(n+2)-t—t=(n+1)-t¢ a. Sakanvi
skrive u pa formen

u=n-t+x€a+p,

daz=—(n+2)-togt=—4,ogviharatn-t—(n+2)-t = —2t = u. Derfor er 0* C a+f3,
og vi har, at a + = 0*.

Vi viser nu entydighed af den additive inverse. Antag, at 3 og 3’ begge er additive
inverse, sa galder det, at « + 8 = 0* og o + 3/ = 0*. Da den associative lov er geeldende,
har vi, at

B=F+0"=F+(a+p)=(B+a)+p =0"+5 =5

Denne j er derfor entydig og noteres —a. [ |

Vi har nu vist egenskaberne for addition af snit, og vi gar videre til multiplikation. For at
definere multiplikation af snit, starter vi med at definere multiplikation af positive, reelle
tal og derefter udvide til alle de reelle tal.

Definition:
Lad o, B € RY.. Sd er produktet af disse givet ved mangden

a-f={z€Q |32,w>0, hvor z € a,w € 3, sddan at v < z - w}.

Vi gnsker at vise, at egenskaberne for multiplikation i R* er galdende, og vi starter med
at vise, at R* er lukket under multiplikation.

Proposition:
For alle o, B € R, galder det, at o - f € RY.

Bevis:

Vi skal vise, at « - 3 er et snit, som derved skal overholde punkterne i Definition 4.1.1.
Vi har, at « - 8 er ikke-tom delmengde af ', da o og 3 er ikke-tomme. For at vise, at
a-f #Q, tagerviet 2/ ¢ « og et w' ¢ f3. Ifplge Bemerkning 4.1.2 har vi, at z < 2’ og
w < w' foralle z€ aogwe f,ogdermeder x < z-w < 2/ - w' =y for alle z,w, da 2’ og
w' ngdvendigvis mé veere positive. Da y > 2z - w, er y ¢ « - 3, hvilket betyder, at o - 8 # @/,
og derved er punkt (1) opfyldt.

For at vise punkt (2) veelger vi et € « - 3, som derved er pa formen x < z - w, hvor
z€aogw € B.Hvis y < x, sd har vi, at y < z - w, og derved er y € « - 8. Punkt (3) vises
ved at veelge et v € - 3. Sd har vi, at z < z - w, hvor z € a og w € 3. Vi velger v € «,
sddanat z <wv.Sd harvi,atz < z-w <v-w, hvorv-w € a-3,dav € a ogw € f. [}
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P4 samme made som for addition viser vi, at kommutative lov ogsd er galdende for
multiplikation i RY .

Proposition:
For alle o, 3 € R, gaelder det, at
a-B=08-a.

Bevis:

Vivalgeretz € a-5.Sderx < z-wforet z € a og w € 3, og da den kommutative lov er
galdende for rationelle tal, har vi, at z - w = w - z. Derforer x < w - z, og x € - a. Den
anden inklusion er tilsvarende. [ |

Det er muligt at lave et tilsvarende bevis for den associative lov, da vi har, at den associative
lov er gaeldende for de rationelle tal. Ligesom vi viste, at 0* er neutralelementet for addition,
vil vi nu vise, at snittet 1* er neutralelementet for multiplikation i R .

Proposition:
For alle o € R har vi, at

Bevis:
Vi viser begge inklusioner. Fgrst vises det, at o - 1* C «. Vi tager et x € « - 1%, hvilket
medfgrer, at x < z - w, hvor z € a og w € 1*. Men da 1* er maengden af alle rationelle tal
mindre end 1, harvi, atz < z-w < z, altsd er x € a.

For at vise, at o C « - 1%, vaelger vi et z, 2 € «, sddan at = < z. Sd har vi, at £ < 1, og
derforer £ € 1*. Sdharvi,atz =2- £ c - 1%, daz € cvog £ € 1*. [ ]

Proposition:
For alle o € R*. eksisterer der en entydig multiplikativ invers a1, sddan at

a-at=al a=1%

Bevis:
Vi vaelger o € R og konstruerer mangden

B={reQ,|3Ir>1,sddanat (z-7)"' ¢ a}.

Vi gnsker at bevise, at 3 er et snit, og at - § = 1*. Vi starter med at vise, at § er en
ikke-tom delmeangde af Q'. Hvis w ¢ «, sa har vi, at w > 0, da a € R*, og desuden har
vijatz ! =w-r¢ a,daw <w-r,dar > 1. 0g dermed er z~! > 0, hvilket medfgrer, at
2 > 0. Vi har nu, at

-1 -1

(z-r)yt=at o t=w.r.rt

=w¢ a,

altsd er x € f3, og [ er ikke-tom. Vi viser, at 8 # Q' ved at konstruere et element, som
ikke ligger i 8. Vi antager, at der findes et y, sddan at y € o og y~! € [. Men hvis
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y~! € B, sa eksisterer der et r > 1, sddan at y - 7~ ¢ o, men r~! < 1, hvilket medfgrer, at
y-r~! <y € a.Derforery-r~! € a, hvilket er en modstrid. Derfor ma det gzlde, at hvis
yE€a,sdery !¢z

Til punkt (2) veelger vi et x € (3, hvilket betyder, at der eksisterer et » > 1, sadan
at (z-r)"' ¢ a. Hvisy < z, sd har vi, at (y - r)~! > (x - )7}, derforer (y-7)7! ¢ q,
hvilket betyder, at y € 3. Punkt (3) vises ved igen at veelge et z € 3 og et r > 1, sddan at
(x-r)7' ¢ a. Visatter y = z - 147, sd er v < y. Og vi har, at

2 \' o, 14+r 2 147
<y.r+1> YT T Ty T T £ a

Derfor er y € (3, og vi har, at ( er et snit, og vi viser nu, at det er en multiplikativ invers til
.

Vi viser begge inklusioner. Vi starter med at vise, at a - 5 C 1*. Viveelger et z € a - 3,
s har vi, at * < z - w, hvor z € a og w € J. Det betyder, at w=! ¢ a, eftersom w € 3
medforer, at der eksisterer et r > 1, sddan at (w-7)~! ¢ o, men (w-7)~! < w™!, og derfor
ma det geelde, at w™! ¢ a. Derfor har vi, at z < w™!, hvilket betyder, at z < z-w < 1, og
sd ma vi have, at = € 1*.

For at vise, at 1* C « - 3, vaelger vi et u € 1*. Vi har, at hvis v < 0, sa galder det, at
u € a-f,daa,f € R, ogifglge Proposition 4.2.8 er o - # € RY.. Derfor kan vi antage, at
0 < u < 1. Viviser nu, at der eksisterer et n € N, siddan at

u<1-— L __m Ym > n. 4.1

Lad u < 1 veere givet ved u = g, hvor 0 < p < ¢. Vi har, at u = 2 < -2 hvis og kun

q n+1?
hvis p- (n + 1) < n - g, hvilket er ensbetydende med, at p < n - (¢ — p). Da det sidste er
sandt, eftersom de naturlige tal er en ubegraenset mengde, ma der eksistere et n, sddan at
uligheden er gaeldende. Vi viser nu, at uligheden er galdende for alle m > n. Det vil sige,
vi skal vise, at for alle m > n, s gelder det, at

n m
< —.
n+1~-" m+1

Ovenstdende er sandt, hvis og kun hvis n- (m+ 1) < m-(n+ 1), hvilket er eekvivalent med,
at n < m. Derfor har vi, at uligheden er geldende for alle m > n.

Vi veelger nu s € o, hvor s > 0, og et t € ', sddan at 0 < ¢ < 2. S& kan vi bruge
Lemma 4.1.3, som siger, at der eksisterer et heltal m, sddan at m-t € a, men (m+1)-t ¢ a.
Det ma ngdvendigvis gaelde, at m > n, eftersom m < n medferer, at m < n — 1, sa vi har,
atm+1 < n,mensafarvi at (m+1)-t <n-t < s, hvilket betyder, at (m + 1) -t € a,
hvilket er en modstrid. Derfor har vi, at m > n, og sa kan vi benytte Ligning (4.1), sddan
at

U m 1

m-t<(m+1).m.t:(m+1)_t‘ 4.2)

Vi viser, at . € . Vi veelger

r (m+1)-¢ o m
i (m+1)-u’
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hvor vi har, at » > 1, pa grund af uligheden i Ligning (4.2). Sa har vi, at

<mqft'(m+m1)-u>_1: <(m+11).t)_1:(m+1)-t¢a.

Derfor ma - € §,ogsd harvi,atu =m-t- - € - 3, og dermed er 1* C a - 3. Altsa

har vi vist, at « - § = 1%, og ( er en multiplikativ invers til .

Vi viser nu entydigheden. Antag, at bade 8 og 3’ er multiplikative inverse til a. Det vil
sige, at - 8 = 1* og .- 3/ = 1*. Men da den associative lov er galdende for multiplikation
iR%, har vi, at

B=B-1"=B-(a-B)=(8-0)- B =1 =§.

Derfor er 3 den multiplikative inverse til o, som noteres o~ *. [ |

Inden vi udvider til alle reelle tal, beviser vi, at den distributive lov er gaeldende for R .

Proposition:
For alle o, 3, € R galder det, at

a-(B+7)=a-B+a-7.

Bevis:

Da R? er lukket under bade addition og multiplikation, har vi, at nar «, 3,y € R%, sd er
B+, a-B,a-v € RY. Viviser begge inklusioner. Fgrst vises o - (8 +7) C - 8+ a - 7.
Vivalgeretx € a-(8+7),sdharvi,atz < z-u,hvorz € aq,u € 8 +vy0gu=w-+ v,
hvor w € fogv € v. Altsd er x < z - (w + v), og da den distributive lov er galdende for
rationelle tal, har vi, at z < z - w + z - v. Altsa kan vi skrive x < a + b, hvor a € o - 8 og
bea-v,ogdermederz e a5+ a-7.

For atvise,at - S+ a-v C a-(B+7), vaelgervietz € a- 8+ a-~. S& har vi, at
r=a+b hvora € a-pfogbée a-v. Detvil sige, ata < z-w, hvor z € a og w € 3, 0og
b<z-v,hvorz € cogv e€.Saerx < z-w+ z-v, 0og igen har vi, at den distributive
lov er geeldende for rationelle tal, sa derforer z < z - (w+v), altsderz € a- (8 + 7), da
w+vepf+1. [ |

Da vi hidtil har restringeret os til multiplikation i R* , mangler vi at inddrage de negative
reelle tal for at fuldende multiplikation i R*. Vi udvider ved at benytte Definition 4.2.7
samt den additive inverse, sidfremt snittet er negativt.

Definition:
Lad o, B € R*. Sd har vi, at o - 0* = 0* - « = 0*. Og yderligere fds det, at

(—a)-(=B) hvisa<0*ogp<0*
a-f=4 —((—a)-B) hvisa <0 og B> 0"
— (a-(=B)) hvisa >0"og 3 < 0"
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Definitionen giver mening, da vi har defineret produkterne pa hgjresiden i Definition 4.2.7.
Og da vi netop har vist, at egenskaberne for multiplikation er geeldende i R* , kan vi udvide
til R* ved at bruge, at for alle v € R* gaelder det, at v = —(—7), da den additive inverse til
den additive inverse netop er  pa grund af entydigheden. Vi starter med at vise, at R* er
lukket under multiplikation.

Proposition:
For alle o, € R* geelder det, at « - § € R*.

Bevis:
Vi har gennemgdet beviset for o - § € R%. Vi ved, at o - § € R er et snit pd grund af
Definition 4.2.13, og at den additive inverse er et snit. [ |

Vi kan nu udvide den kommutative lov til at geelde hele R*.

Proposition:
For alle «, € R* geelder det, at

a-B=0-a.

Bevis:
Igen har vi bevist, at dette gaelder i R*.. Vi kigger derfor pa de tre andre tilfeelde.
- Lad o < 0* og B < 0*. Vi bruger Definition 4.2.13, og at —« > 0* hvis og kun hvis
a < 0%, og vi far, at

a-f=—((~a)-B) = (8 (~0)) =B -a.
- Lad o > 0* og 3 < 0*. Vi bruger samme argumentation som i ovenstaende og far, at

af=—(a(=f)=—((-B)a)=F" a n

Beviset for associativitet er tilsvarende, derfor gar vi videre til at vise, at 1* ogsa er
neutralelement for multiplikation i R*.

Proposition:
For alle o € R* gaelder det, at

Bevis:
Som tidligere ved vi, at ovenstdende gelder for positive snit, derfor viser vi kun for oo < 0*.
Det er klart, at 1* > 0%, og vi benytter Definition 4.2.13:
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Vi viser nu, at vi kan finde en multiplikativ invers til alle negative snit.

Proposition:
For alle o € R*, hvor o # 0%, eksisterer der en multiplikativ invers o', sddan at

a-at=atl a=1%

Bevis:
Vi har fundet den multiplikative inverse for alle positive snit. Derfor antager vi, at a < 0,
hvilket betyder, at —a > 0*. Sa ved vi, at den multiplikative inverse til —« er (—a)~!, det
vil sige, at

(—a) - (—a)™t =1%,

Ved at bruge Definition 4.2.13 far vi, at
a () '=—((-a) (—a)™ ') = -1%,
Vi kan nu gange igennem med —1*, hvor vi har, at (—1*) - (—1*) = 1*. Sa far vi, at
(1) -a-(a) ' = 1"
Ved at benytte den associative lov samt definitionen pa multiplikation fér vi, at
a- (1) (—a) ) =17
a- (— (1*- (—a)*1)> =17
Eftersom 1* er neutralelementet for multiplikation, opnés fglgende:
@ (- () ) =17,

-1 1

hvor det gelder, at —(—a)~! = a~! pd grund af entydigheden af den inverse. Altsd er o~

den multiplikative inverse for alle @ € R*. [ |

Vi har nu gennemgéet egenskaberne for addition og multiplikation af snit, og vi mangler
blot at vise, at den distributive lov er geldende i R*.

Proposition:
For alle o, 3, € R* geelder det, at

a-(Bty)=a-fra-y.

Bevis:
Beviset skal deles op i forskellige tilfeelde, men da vi allerede har bevist det for positive
snit, vaelger vi kun at vise ét af tilfeeldene.

Antag, a > 0%, 3 < 0* og S+ v > 0*. Sd har vi, at v = (8 +v) + (—/3), og at v > 0*.
Eftersom den distributive lov er gaeldende for R* , har vi, at

a-y=a-((B+7)+(=8)=a-(B+7)+a-(=H). (4.3)
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Fra Definition 4.2.13 har vi, at a. - (—3) = —(a - 8), derfor kan vi leegge « - 3 til pa begge
sider af Ligning (4.3) og fa

a-Bra-y=a- (B+7). n

Da vi nu har udvidet alle regneoperationerne til R*, har vi, at R* er et legeme, og desuden
ogsa en ordnet mangde med supremumsegenskaben. For at vise, at R* er et ordnet legeme,
skal vi vise, at Definition A.2.3 i Appendiks A er overholdt. Vi skal altsé vise, at ordningen
< er kompatibel med addition, men for at ggre dette far vi brug for fglgende lemma.

Lemma:
For alle «, 3,~ € R*, gaelder det, at hvis a + 3 = a +, sd er 3 = .

Bevis:

Vi antager, at o+ 3 = a+, 0g sa kan vi benytte, at vi har bevist, at 0* er neutralelementet
for addition, at den associative lov er galdende, og at der eksisterer en additiv invers til
ethvert snit:

=0"+p=(—a+a)+L=—-a+ (a+ )
=-—a+(at+y)=(-at+a)+y=0"+7=7. L
Vi er nu i stand til at vise, at R* overholder punkt (a) af Definition A.2.3.

Proposition:
Hvis o, B,y € R* og B < v, sdera+ [ < a-+.

Bevis:
Det fplger af Definition 4.2.1, at a« + 5 C « + . Desuden giver Lemma 4.2.19, at hvis
a+ = «a+ v, s matte § = v. Derfor ma det gaelde, at o + 3 < a + 7. [

Vi har ogsd, at punkt (2) af Definition A.2.3 er overholdt, da vi har vist, at R*_ er lukket
under multiplikation, altsé at hvis «, 3 > 0*, sd er o - B > 0*. Altsa er R* et ordnet legeme.
Nu mangler vi blot at vise, at Q' er et dellegeme af R*, hvilket vi gor ved at introducere
rationelle snit.

Rationelle snit

Til ethvert rationelt tal » € Q' associerer vi nu mengden r*, som bestar af alle de z € Q/,
hvor z < r. Vi har, at r* er et snit, da den overholder Definition 4.1.1, og vi kalder »* et
rationelt snit. Vi vil nu vise, at disse rationelle snit er akvivalente med rationelle tal, derfor
skal vi vise, at sum, produkt og orden er bevaret.

Proposition:
For alle rationelle snit r* og s* galder det, at
(@ r*+s* = (r+s)%
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(b) r*-s* = (r-s)%
(c) r* < s* hvis og kun hvis r < s.
Bevis:
(a) Viviser fgrst, at r* + s* C (r + s)*. Veelg z € r* + s*, s& kan vi skrive 2 = u + v, hvor
u < roguv < s. Dermederx < r+ s, hvilket betyder, at = € (r 4+ s)*. Nu viser vi, at
(r+s)* Cr*+s*. Antag x € (r + s)*, sd er x < r + s. Vi veelger ¢, sddan at

2t=r+s—ux, 4.4)

og Vi seetter
r=r—t, §=s—t

Sa har vi, at ' € r* og s’ € s*, og kan vi erstatte r og s i Ligning (4.4), saledes:
2=r"+t+s +t—ux,

hvilket betyder, at z = v’ + s/, og dermed har vi, at z € r* + s*.
(b) Vi deler beviset op i tre tilfelde.

- Antag, at r* > 0* og s* > 0*. Fgrst viser vi, at r* - s* C (r - s)*. Vi vaelger et
xer*-s*,sdharvijatx <wu-v,hvoru € r* ogv € s*. Sderu <roguv < s,
ogr<wu-v<r-s,ogaltsderze (r-s).

Sa viser vi, at (r - s)* C r* - s*. Veelg x € (r - s)*. Vi kan antage, at x > 0, da
r* . s* > 0*, og derfor er det klart, at x € r* - s*, safremt x < 0. Vi har altsg, at
0 <z <r-s,ogvivealgert, sddan at t* = LS > 1,sdert > 1. Visatter

sderrz =15, 0gderved er x € r* - s*.
- Antag, at » < 0* og s < 0*. Vi benytter Definition 4.2.13, og at vi netop har vist

det for positive r og s. Vi far, at
= () () = () () = ()

- Antag, at r < 0" og s > 0*. Igen benytter vi definition for multiplikation:

hvor —((—r - s)*) er den additive inverse til den additive inverse.

(c) Hvis r < s, sa har vi, at » € s*, men r ¢ r*. Derfor ma vi have, at r* < s*, hvis

r < s. Hvis r* < s*, eksisterer der et z € s*, sddan at = ¢ r*. Derfor ma det gelde,
|

atr <x <s.
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4.4. Sammenligning af konstruktionerne

Vi konstruerer nu meengden Q*, som svarer til meengden af de rationelle snit. Da vi netop
har vist, at sum, produkt og orden er bevaret, nar vi erstatter rationelle tal med rationelle
snit, har vi, at det ordnede legeme Q' er isomorf til det ordnede legeme Q*. Pa den méade
kan vi identificere Q' med Q*, hvilket betyder, at vi kan anse Q' som et dellegeme af R*.
Dermed er konstruktionen af de reelle tal ved hjelp af Dedekind-snit fuldendt, og vi gnsker
nu, som tidligere navnt, at sammenligne de to konstruktioner.

4.4 Sammenligning af konstruktionerne

I dette afsnit vil vi sammenligne de to konstruktioner af mengden af de reelle tal og
argumentere for, at de er a&kvivalente, og at de to mangder R og R* dermed er isomorfe.
Vi har tidligere vist, at begge mangder er ordnede legemer med supremumsegenskaben,
derfor skal vi blot finde en isomorfi imellem dem.

Vi starter med at argumentere for, at alle rationelle snit kan skrives som periodiske
decimaltal og omvendt, da vi sd har en isomorfi mellem Q fra Kapitel 3 og Q*. Forst og
fremmest har vi netop vist, at rationelle snit er isomorfe med Q’, som er defineret som
mangden af indbyrdes primiske talpar (p, ¢). Sa har vi, at Seetning 3.2.4 direkte giver, at
et periodisk decimaltal er et rationelt snit og omvendt.

Vi skal sa vise, at irrationelle decimaltal er &kvivalente med irrationelle snit. Vi tager
et [z] € I, sa eksisterer der et rationelt tal r,, hvor [z] < r,. Vi konstruerer mangden

My ={reQ|r<[z]},
som er opadtil begrenset af .. Desuden har vi mengden
My ={r"|r e M,},

som er et en begraenset mangde, som derved har et supremum. Vi vil vise, at afbildningen
f: R — R*, som er givet ved

x™, for [z] € Q
sup(My), for [z] €1,

er en bijektiv afbildning. Vi har allerede vist, at afbildningen er bijektiv for alle [z] € Q.
Derfor skal vi kun vise det for [z] € L. Vi viser fgrst, at f er injektiv. Vi tager [z1], [z2] € I
og antager, at [z1] # [z2], sddan at [z1] < [zo]. S& har vi, at der eksisterer endelige
decimaltal ¢; og to, som derved ogsa er rationelle, sddan at [z1] < [t1] < [t2] < [z2], 0g
t1,t2 € M,,. Det medfgrer, at t] < t; ifglge Proposition 4.3.1, og vi har, at ¢7,t5 € M.
Derfor er t] < sup(My,), og desuden er t] en gvre graense for M; . S har vi at
sup(My,) < t; < sup(M,), og dermed er f(z1]) # f([x2]).

For at vise, at f er surjektiv, tager vi et « € I*, hvor I er mangden af alle irrationelle
snit. Sa eksisterer der rationelle snit r}, hvor 5 < « for alle n € N. Desuden er
a = sup{r} | n € N}. Det medfgrer, at maengden {r, € Q | n € N} er opadtil begrenset
og derved har et supremum. Vi satter [y] = sup{r, € Q | n € N}. Og vi skal vise, at

f(y]) = sup(My) = a.
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4. Dedekind-snit

Forst viser vi, at « er en gvre greense for My, og bagefter viser vi, at det er den
mindste gvre grense. Vi tager r* € M. Det medfgrer, at der eksisterer et n € N, sddan
at r < rp, fordi r,,  [y]. Det betyder, at »* < r} ifglge Proposition 4.3.1, og dermed
er a en gvre graense. For alle 8 < « eksisterer der et n € N, sadan at 8 < r} < «
fordi a = sup{r;, | n € N}. Dermed er o den mindste gvre grense for M. Hermed er
funktionen surjektiv, og vi har derfor en bijektiv afbildning, som derved er en isomorfi
mellem mangderne.
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5.1

5.1.1

5.1.2

5.1.3

Kardinalitet

Da vi i de foregaende kapitler har konstrueret meengderne af de reelle tal, de rationelle
tal og de irrationelle tal, er vi nu interesserede i at undersgge deres kardinalitet og
sammenligne disse. Eftersom vi netop har vist i Kapitel 4, at R og R* er akvivalente
mangder, tager vi udgangspunkt i R, nar vi skal undersgge kardinaliteten. Dette kapitel er
baseret pa Kapitel 2 i Analysis With an Introduction to Proof (Lay 2014).

Teellelig eller overtallelig

I dette afsnit er vi interesserede i at vurdere, om mengderne R, Q og I er tallelige
eller overtellelige. For at sammenligne kardinaliteter af maengder har vi nedenstdende
definition.

Definition:
Mangderne A og B har samme kardinalitet, hvis der eksisterer en bijektiv afbildning
h: A — B. Dette kan skrives som |A| = |B| eller A ~ B.

For at vurdere om en meangde er taellelig eller overtallelig, kan vi sammenligne mangden
med mangden af de naturlige tal.

Definition:
En mangde A er teellelig, hvis A ~ N. En mangde er overtellelig, sdfremt den ikke har samme
kardinalitet som de naturlige tal.

Hvis A er tellelig, sa kan mangden arrangeres pa listeform, sadan at A = {a1, a9, as, ... },
hvilket vi benytter i dette afsnit. Derfor kan vi benytte Definition 5.1.1 til at vurdere om en
mengde er teellelig eller overtallelig. Dog er definitionen ikke altid praktisk, derfor vil vi
bevise Cantor-Schroder-Bernstein-setningen, da den netop sikrer, at det er tilstreekkeligt at
finde to injektive afbildninger mellem to mengder frem for en bijektiv afbildning. Beviset
er baseret pa foreleesningsnoter fra Cornell University (George m.fl. 2015).

Satning (Cantor-Schroder-Bernstein-setningen):
For to maengder A og B har vi, at hvis der eksisterer en injektiv afbildning f: A — B og en
injektiv afbildning g: B — A, medferer det, at der eksisterer en bijektiv afbildning h: A — B.
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5. Kardinalitet

Bevis:
Vi antager, at der eksisterer en injektiv afbildning f: A — B og en injektiv afbildning
g: B — A. Vi vil nu konstruere en bijektiv afbildning h: A — B ud fra disse. For at
konstruere h, skal vi benytte os af keeder af elementer som fas ved at bruge f og g gentagne
gange.

Kaeden for et element x € A indeholder =z, f(x),g(f(z)), f(g(f(z))) og sa videre.
Desuden indeholder keeden ogsa ethvert element, der kan opnés ved at g baglens
igennem keaden. Det vil sige, at hvis der eksisterer et y, sadan at g(y) = z, sé er y
ogsa en del af keeden. Eftersom ¢ ikke er surjektiv, kan vi ikke veaere sikre pa eksistensen
af et sddant y. Dog har vi, at hvis der eksisterer et sadan y, ma det vare entydigt,
eftersom ¢ er injektiv. Hvis y eksisterer, kalder vi det for y = ¢~ !(z). Afbildningen
g ': A — B er en partiel afbildning, da g ikke er surjektiv, og dermed afbilder ¢~*
ikke alle elementer i definitionsmaengden. Derfor har vi, at keeden for x ogsa indeholder
elementerne f~1 (g7 (z)), g7 (f (g~ (x))) og s& videre.

Der findes forskellige typer af keeder, og vi vil skelne mellem disse ved at lave en
opdeling i fire typer, hvor vi undersgger, hvad der sker, nar man gar baglens gennem
kaden. Det vil sige, vi ser pa z, g7 (z), f~ (g7 (x)), g7 (f "1 (g~ (x))) og s& videre. Vi
opdeler i nedenstaende typer:

1. Keder, der danner lgkker.

2. Keder, der gar baglens i uendelighed uden gentagelser.

3. Keder, der stopper i A. Det vil sige, at de stopper med et x, hvor g~!(z) ikke er

defineret.
4. Keeder, der stopper i B. Det vil sige, at de stopper med et y = g~ *(z), hvor f~1(y)
ikke er defineret.
Bemeerk, at ethvert element i A og B tilhgrer precist én af disse keeder. Nu er vi klar til at
konstruere afbildningen h:

W) f(x)  hvis z tilhgrer en keaede af type 1,2 eller 3
€Tr) =
g (z) hvis z tilhgrer en kaede af type 4.

Her har vi, at g~ !(z) er defineret, da vi ellers har, at z ville tilhgre en keede af type 3. Vi
skal nu vise, at & er bijektiv.

Vi viser fgrst, at h er injektiv. Altsa skal vi vise, at h(z1) = h(z2) medfgrer, at x; = x4,
sa lad os antage, at h(z1) = h(z2). Vi har, at h(z) altid er i samme kade som z grundet
konstruktionen. Derfor har vi, at nar h(xz1) = h(z2), s ma 21 og x, ogsa vare i samme
keede. Vi har nu to muligheder. Hvis x; og x5 tilhgrer en kade af type 1,2 eller 3, sa er
h(z1) = f(x1) og h(xz2) = f(x2), og desuden er

f(x1) = h(z1) = h(x2) = f(22).

Da f er en injektiv afbildning, folger det, at z; = x5. Hvis 1 og - tilhgrer en kede af
type 4, sa er h(z1) = y1, hvor g(y1) = x1, 0g h(x2) = ya2, hvor g(y2) = z4. Eftersom

y1 = h(x1) = h(x2) = ya,
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5.1.4

5.1. Tallelig eller overtellelig

ma det gaelde, at
x1 = g(y1) = 9(y2) = 22.

Derfor har vi nu vist i begge tilfeelde, at nar h(z1) = h(x2), sé er 1 = x9, og dermed er h
injektiv.

Nu viser vi, at h er surjektiv, det vil sige, at givet et arbitreert y € B, skal vi finde et
x € A, hvor h(z) = y. Vi ser pa keeden, der indeholder y. Igen har vi to muligheder. Hvis
kaeden er af type 1,2 eller 3, sa ved vi, at der eksisterer et z, sadan at f(x) = y. Eftersom
x og y er i den samme kade, s& mé kaeden for z ogsa vere af type 1,2 eller 3, og dermed
er h(xz) = f(x) = y. Hvis kaeden er af type 4, sa ved vi, at g(y) ogsa tilhgrer denne kade.
S& har vi, at h(g(y)) = g '(g(y)) = y. Derfor eksisterer der et z, som bliver afbildet over i
y, og det er pracis g(y).

Vi har nu i begge tilfeelde fundet et element i A, som bliver afbildet over i y, og derfor
er h surjektiv. Da vi nu har vist, at h bade er injektiv og surjektiv, har vi konstrueret en
bijektiv afbildning. u

Med ovenstdende setning har vi vist, at det er nok at finde to injektive afbildninger for
at bevise, at to mangder har samme kardinalitet. Vi viser med et eksempel, hvordan man
kan konstruere den bijektive afbildning ud fra to injektive afbildninger i nedenstaende
eksempel.

Eksempel:
Vi vil vise, at mangderne, der bestar af henholdsvis de ulige og lige positive heltal, har
samme kardinalitet. Vi har altsd mangderne

A=1{1,3,57,9,...}
B =1{2,4,6,8,10,...}.

Vi har to injektive afbildninger: f: A — B, hvor f(z) = 4x,08 g: B — A, hvor g(y) = y+3,
og vi vil benytte Szetning 5.1.3 til at konstruere en bijektiv afbildning h: A — B. For at
gare dette skal vi finde funktionsveerdien til ethvert element i definitionsmengden. Vi vil
undersgge, hvilken af de fire typer keeder, der er tale om. Altsa starter vi med =z = 1, og
bruger afbildningen g~! for at se, om der findes en y, sddan at g(y) = z. Hvis der ikke
findes en sédan y, sa slutter keeden i A, og vi har en type 3 kade. Dermed tager vi g—!(1),
men dette er ikke defineret, derfor lader vi h(1) = f(1) = 4.

Dernast kigger vi p& = = 3. Igen er g~ 1(3) ikke defineret, derfor er h(3) = f(3) = 12.
Sa kigger vi p& x = 5, hvor vi har, at g~!(5) = 2 € B, hvilket er defineret. Derfor tager
vi f71(2), men dette er ikke defineret. Derfor er dette en keede af type 4, sa vi har, at
h(5) = g~1(5) = 2. Vi fortseetter med x = 7, og tager g~ '(7) = 4, da dette er defineret,
fortseetter vi og tager f~1(4) = 1, og vi ved fra tidligere, at g~!(1) ikke er defineret, derfor
har vi, at x = 1 og x = 7 er i den samme kade, og at h(7) = f(7) = 28.

Hvis vi fortsatte med alle elementerne i A, ville vi til sidst f& en bijektiv afbildning
h. I dette tilfeelde er det dog forholdsvist simpelt at se, at vi kunne benytte den bijektive
afbildning I(z) = = + 1. <
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5.1.5

5.1.6

5. Kardinalitet

Vi er nu i stand til at vurdere telleligheden af de rationelle tal ved at benytte
Definition 5.1.1 og Satning 5.1.3.

Satning:
Meaengden af de rationelle tal Q er tellelig.

Bevis:

Vi benytter Saetning 5.1.3, hvor det er nok at finde en injektiv afbildning f: Q — N og en
injektiv afbildning ¢g: N — Q, da der der sa eksisterer en bijektiv afbildning ~: Q — N. Vi
lader f (%) = 2Pl . 39 5sien(®)+1 hyor sign(p) = +1 alt efter fortegnet pa p, og g(n) = n.
Det er Kklart, at g er injektiv, og for at vise, at f er injektiv, benytter vi os af, at ethvert heltal
har en entydig primtalsfaktorisering. Dermed har vi, at det gelder, at

¥ (p1> = f (1?2> o olpil . gar | gsign(p)+1 _ glp2| | 392 . gsign(p2)+1
q1 42

hvilket medferer, at p; = py 0g q1 = ¢o. Dette ses, da vi som det fgrste ma have, at
lp1| = |pa2|, for hvis |pi| > |p2|, kan vi dividere med 2”2l p4 begge sider, og s& vil ende
med et lige tal pa venstresiden og et ulige tal pd hgjresiden, hvilket er en modstrid.
Derudover mé p; og po have samme fortegn, for hvis p; > 0 og p» < 0, ma vi have,
at 5sign(P)+1 — 52 £ 50 — 5sign(p2)+1 Tj] sidst m4 vi s fa, at ¢; = ¢o, da 39 = 3%,

Da vi nu har to injektive afbildninger, ved vi, at der eksisterer en bijektiv afbildning
h: Q — N, og dermed er Q ~ N. [ |

Det viser sig, at selvom mengden af de rationelle tal er tallelig, sé er R overtellelig.

Seatning:
Mangden af de reelle tal R er overtallelig.

Bevis:
Vi antager det modsatte, altsd at R ~ N, og dermed kan vi arrangere elementerne i R pa
listeform séledes:

R = {7”1,7’2,7'3, . }
Vi vil nu vise, at der eksisterer et element r* € R, hvor r* # r;, for j > 1. Vi har, at r; kan
skrives som et decimaltal pa fglgende made
Ty =T NTjN-1---T§5175.0,T5,—1--+5

og vi kan nu konstruere r*, hvor vi far decimalerne r* j ud fra r; for alle j, sddan at

r’; = (rj—; +2) mod 10.

Da forskellen mellem to elementer i det samme spring maksimalt kan vare 1, sikrer vi
os, at selv hvis r; er en del af et spring, sa vil 7* ikke vare en del af samme spring, da vi
leegger 2 til. Dermed har vi elementet

=07y,
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5.1. Tallelig eller overtellelig

som er et reelt tal, men som har mindst et decimal forskelligt fra hver eneste r; € R,
hvilket er en modstrid med, at R ~ N. [ ]

Vi gnsker nu at vise, at de irrationelle tal er overtallelige. Til det benytter vi fglgende to
resultater.

5.1.7 Proposition:

Den uendelige foreningsmangde af tzellelige meengder er teellelig. Det vil sige, at hvis A, ~ N,
forn>1,sdaer

e
n=1

Bevis:

Vi opstiller elementerne i hver A, i et gitter, som set pa Figur 2.

Al : a1 — a1,2 a1,3 — A14
ST T
Az: a2n az2 a3 aga -
e
As as,1 as 2 a3 3 asg4
e
Ay a4.1 a4.2 a4.3 aq4
}

Figur 2. Gitter

Ved at fplge pilene, kan vi arrangere elementerne i foreningsmangden pa listeform saledes:

a11,01,2,0d21,031,022,01,3,- .-,

[e.o]

ogdermed er |, ; An ~ N. |

Inden vi kan ga videre til naeste resultat, skal vi forst introducere maengderne
In=Q+m-v2cCl, ¥Ym>1,

da disse benyttes til at vise, at I er overteallelig.

5.1.8 Lemma:

De irrationelle mangder 1,,, og 1,, er disjunkte for m # n, det vil sige, at

L,NnL, =0.
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5.1.9

5. Kardinalitet

Bevis:
Vi antager, at der eksisterer et x € I,, N1,,. Det medferer, at der eksisterer ¥,y € Q, sddan
at

T=pAm-V2=y+n-V2,

men sa kan vi skrive

V2 = Y1 — Y2
n—m’
hvilket betyder, at v/2 € Q, men dette er i modstrid med Sztning 3.2.6. Dermed kan der
ikke eksistere et sddant z. [

Vi viser nu, at mengden af de irrationelle har samme kardinalitet som mangden af de
reelle tal, selvom de er en delmangde.

Satning:
Mengden af de irrationelle tal T er overtallelig, altsd er R ~ 1.

Bevis:
Ifglge Definition 5.1.1 skal vi finde en bijektion h: R — I, da R og I sa har samme
kardinalitet. Vi definerer afbildningen

x, Ve eI\ (G ]In>
n=1

t+V2, VzeQ
h($) - .T—l-\fz, Ve el
:c—l—\fQ, VxG]IQ.

Dermed sender h et element fra Q C R ind i I}, og et element fra I; ind i I, og et element
fra I, ind i I3 og sa videre. Hvis x ikke ligger i disse mangder, forbliver den blot den samme.
Derfor er afbildningen surjektiv, da vi rammer hele dispositionsmeangden.

For at vise, at afbildningen er injektiv, tager vi et element fra hver maengde og bruger
afbildningen herpé og viser, at hvis elementerne er forskellige, s er funktionsveerdierne
det ogsa. Som det fgrste, har vi, at hvis x; og x5 ligger i den samme mangde, sa er
funktionsverdierne ens, nar z; = zy. Dernast har vi, at hvis 1 € T\ (U2, L,) og
zo € QU (Up2 I,), sd er

h(z1) = x1 # x2 + V2 = h(z2),

davi ellers vil have, at 21 = 29+ V2 € U2, L, hvilket er i modstrid med antagelsen. Som
det neste, har vi, at hvis 1 € Q og z2 € |- | I,, sd er

h(zy) = 21 + V2 # 22 + V2 = h(xa),

da det ellers vil medfere, at 71 = x9, men si er x; og xo bade rationelle og irrationelle,
hvilket er en modstrid. Til sidst har vi, at hvis z; € I, og 22 € I,,, sa er

h(zy) =z + V2 4 z9+V2 = h(x2),
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5.1. Tallelig eller overtellelig

men igen har vi, at det vil medfere, at 1 = x5, hvilket er en modstrid, da I, NI, = 0
ifplge Lemma 5.1.8. Da h bade er surjektiv og injektiv, er det en bijektiv afbildning, og
dermed er R ~ 1. m

Vi har nu undersggt kardinaliteten af maengderne R, Q og I og fundet ud af, at Q er tellelig,
mens R og I har samme kardinalitet, da de er overtellelige.
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Konklusion

Gennem dette speciale har vi benyttet to forskellige méder til at konstruere maengden af
de reelle tal. I den fgrste konstruktion benyttede vi os af en decimaltalsrepreesentation
af de reelle tal. Her antog vi kendskab til heltallene og introducerede sa endelige
decimaltal samt indfgrte regneoperationerne derpa, hvorefter vi beviste, at egenskaberne
for disse er geeldende. Dette kunne vi séledes udvide til de reelle tal, hvor vi definerede
regneoperationerne ud fra konvergente fglger af endelige decimaltal.

Den anden konstruktion byggede pa Dedekind-snit, som er en opdeling af de rationelle
tal, sddan at en delmengde af de rationelle tal repraeesenterer det reelle tal. Her gjorde vi
altsé brug af viden om de rationelle tal og udvidede regneoperationer og deres egenskaber
til ogsa at gaelde for reelle tal. P4 denne méade viste vi, at mengden af de reelle tal er et
ordnet legeme med supremumsegenskaben, og at de rationelle tal er et dellegeme heraf.

Efter at have redegjort for begge konstruktioner, gnskede vi at vise, at de to
konstruerede mengder er &kvivalente. Vi argumenterede fgrst for, at begge konstruktioner
giver et ordnet legeme med supremumsegenskaben, hvor de rationelle tal er et dellegeme
heraf. Dernast konstruerede vi en isomorfi mellem de to mangder som en bijektiv
afbildning fra decimaltallene til snittene.

Til sidst gnskede vi at undersgge kardinaliteterne af maengderne af de reelle tal,
rationelle tal og irrationelle tal. Eftersom de konstruerede mengder af reelle tal
er @kvivalente, tog vi udgangspunkt i decimaltalsrepreesentationen for at undersgge
kardinaliteten. Vi fandt, at de rationelle tal er tzllelige, hvorimod de reelle og de
irrationelle tal begge er overtallellige.
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Aksiomer og definitioner

Eftersom konstruktionen af de reelle tal som decimaltal tager udgangspunkt i heltallene,
har vi brug for at kende aksiomerne, der er geldende for disse. Derfor lister vi dem

herunder sammen med definitioner for legemer, som ogsa benyttes til konstruktionen af

de reelle tal.

A.1 Aksiomer for heltallene

A.1.1 Aksiom (Aksiomer for addition og multiplikation):

For alle x,y, z € 7 geelder folgende aksiomer

Aksiomer for addition

(A1) Lukket under addition:

(A2) Den kommutative lov:

(A3) Den associative lov:

(A4) 0 er neutralelementet:

(A5) —ux er additiv invers til x:

Aksiomer for multiplikation

(A6) Lukket under multiplikation:

(A7) Den kommutative lov:

(A8) Den associative lov:

(A9) 1 er neutralelementet:

Den distributive lov for heltallene
(A10) Den distributive lov:

A.1.2 Aksiom (Aksiomer for ordningen <):

r+y€el

rT+y=y+zx
(x+y)+z=2+(y+2)
z+0=0+zr=2x
r+(—r)=—2+2=0

For alle x,y, z € 7 geelder folgende aksiomer for ordningen <.

(A11) Ordningen er refleksiv:
(A12) Ordningen er transitiv:
(A13) Ordningen er antisymmetrisk:

(A14) Ordningen er kompatibel med addition:

<z
z<yogy<z=x<z2
r<yogy<zr=z=Y
r<y=sz+z<y+=z

(A15) Ordningen er kompatibel med multiplikation: x <yogz>0=z-2<y-z

A.1.3 Aksiom (Aksiomer for ordningen <):

r<yogz<0=y-z<x -2

For alle x,y, z € 7 gaelder fplgende aksiomer for ordningen <.



A.2
A.2.1

A.2.2

A.2.3

A2.4

(A16) Ordningen er transitiv: r<yogy<z=uz<z

(A17) Ordningen er kompatibel med addition: r<y=>c+z2<y+z

(A18) Ordningen er kompatibel med multiplikation: z<yogz>0=z-2<y-z
r<yogz<0=y-2<x 2

(A19) Produkt af positive heltal er positivt: z,y>0=z-y>0
(A20) Produkt af negative heltal er positivt: z,y<0=>z-y>0
(A21) Produkt af positive og negative heltal er negativt: © >00gy<0=x-y <0
(A22) Der kan altid findes et stgrre element: r<x+1
Definitioner
Definition (Ordning):

Lad S vare en mangde. En ordning pd S er en relation, betegnet med <, som har folgende
egenskaber:

(a) Hvis z,y € S, sd geelder kun én af folgende udtryk:
r<y =y y<uwz.
(b) Hvis x,y,z € S, x <yogy < z sa galder det, at x < z.

Definition (Legeme):

Et legeme er en mangde F med to operationer defineret derpd, kaldet addition og
multiplikation. Et legeme er lukket under bdde addition og multiplikation, og den
kommutative, associative og distributive lov er galdende for alle elementer i F. Derudover
eksisterer der et neutralelement for bdde addition og multiplikation samt en additiv og
multiplikativ invers.

Definition (Ordnet legeme):

Et ordnet legeme er et legeme F, som ogsd er en ordnet mangde, sddan at
(@) r4+y<z+zhvisz,y,z€ Fogy< z,
(b) x-y >0, hvisz,y € Fogx,y > 0.

I Kapitel 5 bruger vi afbildninger til at sammenligne kardinalitet af forskellige mangder,
derfor definerer vi nogle begreber.

Definition:

Lad f vere en afbildning fra en mangde A til en mangde B, skrevet som f: A — B.
Sd har vi, at A kaldes definitionsmangden, og B er dispositionsmengden. Delmangden
f(A)={ye B|y= f(z), Yo € A} C B kaldes billedmangden.

Vi har brug for at skelne mellem injektive, surjektive og bijektive afbildninger, derfor gives
her en definition af disse begreber.



A.2.5 Definition (Injektiv, surjektiv og bijektiv):
(1) En afbildning f: A — B er injektiv, hvis forskellige x-verdier giver forskellige
funktionsveerdier, det vil sige, hvis

Ve, o0 € A x1 # xo = f(21) # f(x2).
Eller &kvivalent:
Ve, e € A f(z1) = f(x2) = 1 = x9.

(2) En afbildning f: A — B er surjektiv, hvis billedmangden udger hele dispositionsmang-
den, det vil sige, hvis
Vye B,3x € A: y= f(z).

(3) En afbildning er bijektiv, hvis den bdde er injektiv og surjektiv.
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