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Synopsis:

Specialet er skrevet som afslutning pa
kandidatuddannelsen med specialisering i
matematisk analyse inden for det overord-
nede emne frames i Hilbertrum.

Specialet er todelt, hvor fgrste del inde-
holder en redeggrelse af ngdvendige og
tilstrackkelige betingelser for eksistensen af
en Gabor frame for L? (R).

I anden del af specialet betragtes C2, hvor
det vises, at der eksisterer et underrum V af
C2, som varierer kontinuert som funktion af
to variable, hvor enhver basis til underrum-
met V varierer diskontinuert. Herved be-
vises eksistensen af et endeligdimensionalt
vektorrum, som kun har en diskontinuert
basis. Som alternativ til denne diskontinu-
erte basis for V vises det, at der under visse
betingelser eksisterer en frame for V, som

varierer kontinuert.

Rapportens indhold er frit tilgengeligt, men offentliggorelse (med kildeangivelse) ma kun ske efter
aftale med forfatteren.
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Specialet er udarbejdet af Kenneth Vanman Offersen i perioden fra 1. september 2017 til
10. januar 2018 pa Aalborg Universitet - Institut for Matematiske fag - Studieretning i
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Laesevejledning

I specialet er hver endt definition markeret med ¢, hvert endt bevis markeret med W
og hvert endt eksempel markeret med «. Lgbende i specialet er referencer til ligninger
angivet i parenteser (). I specialet er der anvendt kildehenvisninger, sadan at kilderne
refereres til med [tal, tekst], hvor tal refererer til placeringen i kildelisten og tekst henviser
til eksempelvis kapitel, afsnit, seetning e.l. i den anvendte kilde. Den komplette kildeliste
findes bagerst i specialet.

Jeg vil gerne takke professor Horia Decebal Cornean for vejledning gennem specialeperio-
den.

Kenneth @tfersen

Abstract

The thesis is written at the end of the master’s program as documentation for a
master’s degree with specialization in mathematical analysis within the main subject
frames in Hilbert spaces. The thesis is written in two parts, the first part of which
contains a presentation of necessary and sufficient conditions for the existence of
a Gabor frame for L?(R). The second part of the thesis includes the author’s
contribution to the main subject. In the second part of the thesis, C? is considered to
show the existence of a subspace V of C? which varies continuously as a function of
two variables, where any basis to the subspace V' varies discontinuously. This proves
the existence of finite-dimensional vector spaces, which only has a discontinuous basis.
As an alternative to this discontinuous basis, it appears that under certain conditions a
frame for V' exists, which varies continuously. Thus, the second part of the thesis is an
attempt to motivate the use of a frame when there is no basis that varies continuously.







Indholdsfortegnelse

Kapitel 1 Indledning

I Ngdvendige og tilstraekkelige betingelser for en Gabor frame for
et Hilbertrum

Kapitel 2 Gabor frames for L? (R)
2.1 Translations- og modulationsoperator . . . . . . .. ... ... ... ....
2.2 Indledende analyse af Gabor frames . . . .. .. .. ... ... ... ...,
2.3 Ngdvendige betingelser for Gabor frames for L2 (R) . . . . . . .. ... ...
2.4 Tilstraekkelige betingelser for Gabor frames for L2 (R) . . . . ... ... ..
2.5 Painless nonorthogonal expansions . . . . . . . ... ... ... ... ....

IT Konstruktion af en kontinuert frame som alternativ til diskonti-
nuert basis for et endeligdimensionalt vektorrum

Kapitel 3 Projektion og projektionsmatrix

Kapitel 4 Konstruktion af en kontinuert frame som alternativ til en
diskontinuert basis
4.1 Konstruktion af et underrum . . . . . ... .. ...
4.2 Konstruktion af basis for underrummet Span (]5 (0, go)) ...........

awl!

=

s
N

4.3 Der eksisterer ikke en kontinuert basis for underrummet Span(

4.4 Konstruktion af frame for underrummet Span (]5 (0, go)) ...........

Kapitel 5 Konklusion
Bibliografi

Appendiks A Appendiks A
A.1 Begraenset, selvadjungeret, positiv og invertibel operator . . . . . . . . . ..
A.2 Fouriertransformation . . . . .. .. .. .. .. ... ...
A.3 Kvadratrod af en positiv begreenset operator . . . . . .. ... ... .. ..
A.4 Riesz basis og Riesz fglge . . . . . . . . ..o
A.5 Ortonormal basis for L? ([0,1/b]) og fourierkoefficienter . . . . . . . .. ...

Appendiks B Appendiks B
B.1 Spor og Hilbert-Schmidt norm . . . .. .. ... ... ... ... ......
B.2 Udregning af dobbeltintegrale . . . . . . . ... ... ... ... ...,

21

22

40

43

45
45
45
46
47
47

iii






1.1

1.2

Indledning

Specialet er skrevet med udgangspunkt i det overordnede emne frames i Hilbertrum. En
frame for et Hilbertrum ggr det muligt, at ethvert element i Hilbertrummet kan repraesen-
teres via en reekkeudvidelse pa en tilsvarende made som i forbindelse med en ortonormal
basis. Dog er betingelserne, knyttet til frames, svagere end ved ortonormale baser, hvilket
gor, at frames er mere fleksible. Dette er der redegjort for i semesterprojektet [7].

Ud fra det overordnede emne indeholder specialet en redeggrelse for anvendelsen af frames
i forbindelse med Gabor systemer. Yderligere indeholder specialet forfatterens bidrag in-
den for det overordnede emne, hvor der i et specialtilfzelde redeggres for eksistensen af et
endeligdimensionalt vektorrum, der varierer kontinuert som funktion af to variable, hvortil
der kun eksisterer en basis, som varierer diskontinuert. Dermed motiveres anvendelsen af
en frame, idet vi viser, at som alternativ til en sddan diskontinuert basis findes en frame,
som varierer kontinuert under visse betingelser.

Indledningsvist praesenteres en kort gennemgang af grundleeggende resultater for frames
i Hilbertrum. Idet resultaterne er behandlet i et tidligere semesterprojekt, se [7], sa
praesenteres mange af resultaterne uden bevisfarelse.

Frames for et Hilbertrum

Dette kapitel er baseret pa [1], [4] og [7]. Vi lader H angive et ikke-tomt separabelt
Hilbertrum, udstyret med det indre produkt (-,-)% og normen angivet ved || - ||%.

Definition (Besselfglge): En folge { fi}r>1 af elementer i H er en besselfolge i H, hvis
der eksisterer en reel konstant 0 < B < oo, sadan at

SIS fidul? < BIFIZ,  for alle f € H.

k>1

Konstanten B kaldes en besselgrense. ¢

Definition (Frame): En folge {f;}r>1 af elementer i H er en frame for #H, hvis der
eksisterer to reelle konstanter 0 < A < B < oo, sadan at

AlFIZ, < STUE fiynl® < BIfI3,  foralle f € H.

E>1
Konstanterne A og B kaldes hhv. en nedre og gure framegrense. ¢
Vi bemeaerker, at framegraenserne ikke er entydige. Yderligere definerer vi den optimale

gvre framegraense som infimum over alle gvre framegraenser, og vi definerer den optimale
nedre framegraense som supremum over alle nedre framegraenser.




1.3

1.4

1.5

1.6

Definition (Tight & Parseval frame): En frame {fj }1>1 for H er en tight frame, hvis
framegraenserne kan valges sadan, at A = B, dvs., hvis

S KF fednl* = Allfl5,  foralle f € H.

k>1

En tight frame med A = 1 er en Parseval frame. ¢

Et vigtigt resultat i forbindelse med frames for et Hilbertrum 7 er, at hvis en fglge af
funktioner { fy}xr>1 er en frame for #H, sa er

Span ({ fr tk>1) = H,

hvorfor

f:ch(f)fk, for alle [ € H,

k>1

hvor koefficienterne ¢ (f) ikke ngdvendigvis er entydige. For at finde et udtryk for
koefficienterne ¢y, (f) defineres en sakaldt frameoperator, og der redeggres for en raekke
resultater, som er listet i folgende lemma 1.4. Lad { f; }x>1 veere en frame for H, sa definerer
vi frameoperatoren til { fi}r>1 ved

Sf=> (f fi)nfr, foralle feH. (1.1)

k>1

I semesterprojektet [7] blev det vist, at frameoperatoren er veldefineret!.

Lemma: Lad {f;}r>1 veere en frame for H med frameoperator S og framegraenser A, B.
Sa geelder, at

i) S er en begraenset, selvadjungeret, positiv og invertibel operator?,
ii) {S™!fr}k>1 er en frame for H med frameoperator S~! og framegraenser B, A71,
iii) hvis A og B er de optimale framegreenser for {fi}x>1, sd er B~! og A~! de optimale
framegreaenser for {S™1 fi }r>1.

Ifplge lemma 1.4 er en frameoperator S invertibel, hvorfor S~! er veldefineret. Yderligere
kan vi formulere fglgende korollar i forleengelse af lemma 1.4.

Korollar: Lad {fj}r>1 veere en frame for # med frameoperator S. S& er S~1 en begreenset,
selvadjungeret, positiv og invertibel operator.

Seetning: Lad {f}r>1 veere en frame for H med frameoperator S. Sa er
F=Y .8 fu)aufr, foralle feH (1.2)
k>1
og
= (f fiyuS " fr, foralle f M. (1.3)
k>1

Bade summen i (1.2) og (1.3) konvergerer ubetinget for alle f € H.

'Veldefineret betyder i denne sammenhzeng, at summen, som definerer S, er ubetinget konvergent.
2For definition af disse begreber, se appendiks A




1.7

1.8

1.9

1.10

1. Indledning

Definition (Kanoniske dual frame): Lad {fx}r>1 vaere en frame for H med frameo-
perator S. S& er den kanoniske dual frame til {fx}r>1 defineret ved {S™! fi}r>1. ¢

For at kunne anvende sztning 1.6 til at repraesentere f € H, er vi ngdt til at finde S~! eller
alle elementer i den kanoniske dual frame, dvs., S~! f;, for alle & > 1. Denne problemstilling
kan dog undgas, hvis vi betagter en tight frame.

Korollar: Lad {fx}r>1 veere en tight frame for  med framegraense A. Sa er

f= 5 U fnfe foralle f € H.

k>1

Bemseerk den yderligere simplificering af resultatet i korollar 1.8, nar { fj}r>1 er en Parseval
frame for H, dvs., nar A = 1.

Saetning: Lad {fx}r>1 veere en frame for H med frameoperator S. Sa er {S_I/ka}kzl
en Parseval frame og

f= Z(fv STV2 5N STV fy.,  for alle f € H.

k>1

Bevis: Ifplge lemma 1.4 eksisterer S~—!, og udfra korollar 1.5 er S™! en positiv
begraenset selvadjungeret operator. Ifplge seetning A.11 eksisterer S~1/2 entydigt og er
en selvadjungeret operator, som kommuterer med S—1. Idet S~/2 kommuterer med S,
s& kommuterer S~1/2 ogsa med S, hvorfor

f _ S571/2S71/2f — S71/2SS71/2f — S71/2 Z<S71/2f7 fk>'r"lfk

k>1

= Z(fa STY2 i) STV2fy., for alle f € H.

k>1

Yderligere er

1F13 = (f, F)w = <f,Z<f, S—I/ka>ys—1/2fk> =Y (ST nlf, ST 2 fr)w
H

k>1 k>1

2
=>. ‘<f, STV2fiyu| , foralle f € H,

k>1

hvorfor {S™/2f;}1>1 er en Parseval frame for . |

Ud fra seetning 1.9 kan vi konkludere, at for enhver frame { fi }1>1 for  med frameoperator
S kan vi finde en tight frame med framegraense lig 1, hvilket motiverer folgende definition.

Definition (Kanonisk tight frame): Lad {f;}r>1 veere en frame for H med frameope-
rator S. Sa er den kanoniske tight frame til { fi}r>1 defineret ved {S_I/ka}kzl. ¢
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Nadvendige og tilstraekkelige
betingelser for en (Gabor frame for
et Hilbertrum



2.1

Gabor frames for L’ (R)

Dette kapitel er baseret pa [1], [3], [4], [5] og [12]. For en funktion f: R — C definerer vi
stotten af f ved

supp (f) == {z € R: f (z) # 0}

Vi siger, at en funktion f: R — C har kompakt stotte, hvis supp(f) er kompakt. Yderligere
lader vi C; (R) notere meengden af kontinuerte funktioner fra R til C med kompakt stotte.
For 1 <p < o0, lad

Lp(I)::{f:I—HC ! ferméleligog/]f(x)|pdﬂs<oo},forIQ]R,
I

angive et ikke-tomt Lebesguerum.

Translations- og modulationsoperator

Det primeere fokus i dette kapitel er pa Hilbertrummet L? (R)!, hvor vi tager udgangspunkt
i fglgende to operatorer

Translation: for a € R, T,: L*(R) — L*(R), T.f(z):= f(z — a),
Modulation: for b € R, M;: L*(R) — L*(R), Myf(z) := exp (27wibzx) f(x),

hvor a kaldes en translationsparameter og b kaldes en modulationsparameter. Lad a, b € R
veere givet, sa er

T, Myf () =T, (exp (2mwibz) f (x)) = exp (2mwib(x — a)) f (z — a)
= exp (—2miab) exp (2wibz) f (x — a)
= exp (—2miab) MypT, f (x),

for enhver funktion f € L? (R), hvorfor
To My = exp (—2miab) MpT,. (2.1)

Ud fra identiteten (2.1) konkluderer vi, at translationsoperatoren 7, og modulationsope-
ratoren M, kommuterer, hvis og kun hvis ab € Z.

2.1 Lemma: Bade translations- og modulationsoperatoren er en unitzer operator.

YAt L? (R) er et separabelt Hilbertrum, er beskrevet i [12, kapitel 7].




2.2

2.2

2.3

24

2.2. Indledende analyse af Gabor frames

Bevis: Lad a € R veere givet. Sa er

(Tof:9)L2® :/Tf dx—/f x—a)g(x)dx

/f o (o + a)da

fiT-ag)r2m), foralle f,g € L*(R),

hvorfor den adjungerede operator af T, er givet ved T;; =T_,. Idet T, T f =T_Iof = f
for alle f € L? (R), si er T_, = T,;!. Vi konkluderer derfor, at T} = T,;'!, hvorfor T, er
en uniteer operator. Et lignende argument viser, at modulationsoperatoren er en unitaer
operator. [ |

Indledende analyse af Gabor frames

Problemstillingen, som vi vil beskaeftige os med i det folgende, kan formuleres som: Hvordan
kan vi veelge en funktion g € L? (R) og veelge passende reelle parametre a og b, sadan at
en samling af funktioner er en frame for L? (R).

Definition (Gabor system): Et Gabor system er en samling af funktioner pa formen

{MppThag}y nez = {exp (2mimbz) g (x — na) : Vo € R}

m,nez’

hvor g € L?(R) er forskellig fra nulafbildningen og a, b > 0. Funktionen g kaldes

generatoren. ¢
Definition (Gabor frame): En Gabor frame for L?(R) er et Gabor system, som er en
frame for L?(R). ¢

Idet {(na,mb)}m nez danner et gitter i R?, si kaldes en Gabor frame, defineret i 2.3, ogsa
en requler Gabor frame. Hvis vi sammenholder definitionen af en frame, se definition 1.2,
med definitionen pa en Gabor frame, se definition 2.3, sa er et Gabor system en frame for
L?(R), hvis der eksisterer to reelle konstanter 0 < A < B < oo, sadan at

2
A2 < D0 1 MuwToag) 2| < Bl fl 2@y, for alle f € L* (R). (2.2)

m,nel

Sammenholdes identiteten (2.1) med (2.2), sa opnas folgende umiddelbare konsekvens, at et
Gabor system {M,,5T7,409}m nez er en frame for L? (R), hvis og kun hvis {ThaMmbg tmonez
er en frame for L? (R).

Resultatet i naeste lemma er af teoretisk karakter, men medtages, idet resultatet vil blive
anvendt gentagne gange i den gvrige redeggrelse.

Lemma: Lad f, g € L? (R) og a, b > 0 veaere givet. S& gzelder for ethvert n € N, at

i) Summen

Zf(w—k/b)g(x—na—k:/b), for r € R,
kEZ

er absolut konvergent for naesten alle z € R.




2. Gabor frames for L? (R)

ii) Afbildningen « — >, |f (z — k/b) g (x — na — k/b)| tilhgrer L' ([0, 1/8]).
iii) Funktionen F,, € L' ([0,1/b]) defineret ved

x) :Zf(x—k/b)g(a:—na—k/b), for z € R,
kezZ

er en 1/b-periodisk funktion med fourierkoefficienterne

Cm = b<f7 manag>L2( R)> for m € Z.

Bevis: Lad f, g € L?(R) og a, b > 0 vare givet. Idet f, Thog € L?(R), s er
fThag € L' (R) for alle n € Z, jf. Holders ulighed. Med variabelsubstitutionen y = z — k/b
er

/UbZ‘f (x —k/b) g (x —na — k/b) dx—Z/ (y) g (y — na)| dy

keZ kez” —k/b

/ | () Tuag (v)|dy

hvor ombytning af integration og summation er tilladt ifslge Tonelli’s ssetning, og sidste
ulighed er opfyldt, idet fT,.g € L' (R) for alle n € Z. Ud fra (2.3) konkluderer vi, at
afbildningen z — Y, |f (z — k/b) g (x — na — k/b)| tilhgrer L' ([0,1/b]), hvilket viser
ii). Yderligere viser (2.3), at >, ., f (x — k/b) g (x — na — k/b) er absolut konvergent for
naesten alle z € [0,1/b]. Lad i € Z. Med en tilsvarende argumentation, som anvendt til at
opna (2.3), er

(i+1)/ (i+1)—k)/ SE—
// Z‘f (x —k/b) g (x —na — k/b) da:—Z/ (y)g(y —na)|dy

keZ keZ

/ | () Tnag (v)|dy

Udfra (2.4) konkluderer vi, at ;. f (z — k/b) g (x — na — k/b) er absolut konvergent for

naesten alle z € [i/b, (i+1)/b] for ethvert i € Z. Derforer ), ., f (x — k/b) g (x — na — k/b)
absolut konvergent for neesten alle € R, hvilket viser i).

(2.3)

(2.4)

For n € Z, definer funktionen

= f(z—k/b)g(z —na—Fk/b).

keZ

Sa ved vi fra punkt i), at F, er absolut konvergent for nzesten alle x € R (og derfor
konvergent), hvorfor vi til et vilkarligt € > 0 kan finde et tilstraekkeligt stort N € N, sadan
at

Ne
> fz—k/b)g(x—na—k/b) - F,(x) <

h=—Ne L3(R)

(2.5)

Wl M




2.3. Ngdvendige betingelser for Gabor frames for L? (R)

For at vise, at F}, er en periodisk funktion med periode 1/b, lad da N,N’ € N, sa er

[ (2 4+ 1/b) = Fo ()| 12 ()

N/
+ > f(z—k/b)g(x —na—k/b) - F, ()
k=—N'

N
Fo(z+1/b)+ > flz+1/b—k/b)g(x+1/b—na—k/b)
k=—N

)

L2(R)

hvor notationen + betyder, at vi adderer og subtraherer summerne. Velg N, >
max{N, N'}. Minkowski’s ulighed, sammenholdt med (2.5), medfgrer da, at

155 (2 +1/b) = Fo (2) | 12 (g

<%+ Z flx+1/b—Ek/b)g(z+1/b—na— k/b) — Z fz—k/b)g(x—na—k/b)

k=—N,

L*(R)

:%+ | o+ 175+ Nef) g o+ 16— na+ N270) —f(x—l—Ng/b)g(a:—na—i—Na/b)’

< e,

L2(R)

hvorfor F,, er en periodisk funktion med periode 1/b. Idet F,, € L?([0,1/b]) er en periodisk
funktion med periode 1/b, sa er fourierkoefficienterne til F,, givet ved

1/b
Cm = b/ F, (z) exp (—2mimbx) dxz, for m € Z, (2.6)
0

jf. (A.5). Idet F, € L'(]0,1/b]), s& kan vi anvende Fubini’s seetning til at ombytte
integration og summation, sddan at

<f7 manag L2(R /f manag( )d

/ f (x) g (z — na) exp (—2wimbz) dx

1/b
_Z/ fly—Ek/b)g(y —na—k/b)exp (—2mimby) dy

keZ
1/b
/ Zf y—k/b) g (y —na — k/b) exp (—2mimby) dy
kEZ
1/b
= / F, (y) exp (—2mimby) dy, for m € Z. (2.7)
0
Sammenholdes (2.6) og (2.7), ser vi, at fourierkoefficienterne for Fj, er givet ved ¢, =
b(f, MypTnag) 12(r) for m € 7Z, hvilket viser iii). |

2.3 Nodvendige betingelser for Gabor frames for L (R)

I dette afsnit redeggres der for et fundamentalt resultat i forbindelse med analysen af
Gabor frames for L? (R), som viser, at produktet ab er afggrende for, om det overhovedet
er muligt, at et Gabor system {M,3T09}mnez er en frame for L? (R).




2. Gabor frames for L? (R)

2.5 Lemma: Lad g € L?(R) og a, b > 0 vaere givet. Antag, at {M,;sTnag}mnez er en frame

2.6

for L? (R) med frameoperator S. Sa gzlder fglgende:

1) SMywTha = MppTheS for alle mn € Z,
i) STIMpThe = MypTe S~ for alle mn € Z.

Bevis: Lad f € L2(R). Antag, at {M,;Trag}mnez er en frame for L?(R) med
frameoperator S. Ud fra definitionen af en frameoperator (1.1), identiteten (2.1), samt at
bade translations- og modulationsoperatoren er en uniteer operator, jf. lemma 2.1, sa er

SMmanaf: Z <MmanafaMm’an’ag>L2(R)Mm’an’ag

m/ ,n'€Z

= Z <f7T—naM(m/fm)an’ag>L2(R)Mm’an’ag

m' n' €L

= Z <fa €xp (27Tina (m/ - m) b) M(m’fm)bT—naTn’ag>L2 (R) Mm’an’ag

m/ n' €L

= Z exXp (—271'2"[”&(1 (m' — m) b) <f, M(m’—m)bT(n’—n)a.g>L2(R) Mm’an’ag'

m/ n' €L

Definer nu o :=n/ —n og m :=m’ —m, sa er

SMypThaf = Z exp (—2minamb) (f, MawTra9) r2) M(m+mp T (+n)ad

= Z exp (—2minamb) (f, Mz Trag) r2) MmbMmbTnaThag
m,nEZ
= Z <f7 MmbTﬁag>L2(R) MmanaMmbTﬁag
m,nNEZ
= MmbTmz Z <f7 MmbTm9>L2 (R) MmbTﬁag
m,nEZL

= manan- (28)

Idet (2.8) er opfyldt for alle f € L? (R), sa er SM,yThe = MypThaS, hvilket viser i).
Idet {MypT1a9}m,nez er en frame for L? (R) med frameoperator S, si er frameoperatoren
invertibel, jf. lemma 1.4. Derfor fglger ii) ud fra i) ved at anvende S~! pa begge sider af
SMmana = manaS- n

Saetning: Lad g € L% (R) og a, b > 0 veere givet. Antag, at {M;pThag}mmnez er en frame
for L? (R) med frameoperator S. Sa gaelder fglgende:

i) Den kanoniske dual frame er et Gabor system, givet ved {M,,;TaS ! 9}monez,
ii) Den kanoniske tight frame er et Gabor system, givet ved {MmanaS*I/zg}mynGZ.

Bevis: Ifglge definition 1.7 er den kanoniske dual frame defineret ved {S™'M,pTrag}m nez.
Ud fra lemma 2.5 er S™'*M,,3Tha = MypThaS™1, hvilket viser i). Ifglge definition 1.10 er
den kanoniske tight frame defineret ved {Sil/ 2Mmanag}myneZ. Idet S~! kommuterer med
M5 Tha, sa kommuterer S~2 med M, Tha, jf. [1, lemma 2.4.5], hvilket viser ii). [ |




2.7

2.3. Ngdvendige betingelser for Gabor frames for L? (R)

Proposition: Lad g € L2(R) og a, b > 0 veere givet. Antag, at {M,,3T09}mnez €r en
frame for L? (R) med framegrzenser A og B. S& er

bA < Z lg(z — na)|?> <bB, for nasten alle z € R. (2.9)
nez

Bevis: Bevises ved modstrid. Lad {M;sTq9}m nez veere en frame med framegreenser
A og B. Definer G (z) := Y, .7 |g(x — na)|? for alle € R. Antag, at framegraensen B
eksisterer, saledes at

bB < G (x), for neesten alle x € R.
Sa kan vi finde en malelig delmaengde 2 C R med positivt mal, sidan at
bB < G (x), for allex € Q.
Veelg ) sadan, at  er indeholdt i et interval med intervalleengde 1/b og definer maengderne

Qo :={xe€Q: G(x) >1+bB},

1 1
= o— < - .
Q {xeﬂ k+1+bB_G(:c)<k+bB}, for k € N

Sa er {Q }r>0 en opsplitning af 2, som bestar af disjunkte malelige meengder. Idet € har
et positivt mal, sa har mindst en af meengderne i {Q}r>0 et positivt mal. Veelg k, for
hvilket 27 har et positivt mal og definer f := xq., hvor xq. angiver den karakteristiske
funktion pa Q;. Sa er HfHLQ(R) 2]

For n € Z har funktionen fT,.g stotte pa ;. Idet 2 er indeholdt i et interval med

intervalleengde 1/b, og folgen af funktioner {v/bM}mez = {Vbexp (2mimbz) }imez er en
ortonormal basis for L?(I) for ethvert interval I C R med leengde 1/b, jf. appendiks A.5,
sé kan vi anvende Parseval’s lighed?, sadan at

- 1 - 2
Z [(f, Mmanag>L2(]R)‘2 = Z |(fThay, Mmb>L2(R)‘2 =3 Z ‘<anag, \/I;Mmb>L2(R)
MmEZ meZ meZ
1, =2
9 HfT”agHLQ(R)

= ll)/ lg (z — na)|?dz.  (2.10)

Qz;
Ifplge Tonelli’s szetning og (2.10), er

Z ‘f> MmpThag) 12(r bZ/ w_”a‘dw—/ Zlg x —na) |*dx

m,ne” neE”Z knEZ
1 1
bJo, \k+1

1
- I;(/Z:+1>JHB|Q]}|

1
— | ——— +B| If 2

b(%+1>

> B fl3 - (2.11)

2Se szetning A.15

10



2.8

2. Gabor frames for L? (R)

Sammenholdes (2.11) og (2.2), opnas modstrid. Et tilsvarende argument viser, at hvis den
nedre graense i (2.9) ikke er opfyldt, sa kan A ikke veere en nedre framegrzense, hvilket
igen forer til modstrid. |

Bemeerk, at resultatet i proposition 2.7 medfgrer, at generatorfunktionen g for en Ga-
bor frame {M;Thag}mnez for L? (R) ngdvendigvis er begreenset. Bemeerk ogsd, at re-
sultatet i proposition 2.7 giver en relation mellem framegraenserne for en Gabor frame
{ M4 Trag}mmez for L? (R) og funktionen G, defineret ved G (z) := Y, .5 |9(z — na)|? for
alle x € R.

Det nzeste resultat viser, at uanset hvilken generatorfunktion g € L?(R) vi veelger for et
Gabor system, vil valget af parametrene a og b medfgre visse restriktioner i forhold til
egenskaberne af Gabor systemet.

Szetning: Lad g € L%(R) og a, b > 0 veere givet. S& geelder folgende:

i) Hvis ab > 1, s& er Gabor systemet {M,;sT09}mnez ikke en frame for L?(R).
ii) Hvis Gabor systemet {MpThag}tmnez er en frame for L2(R), si er ab = 1, hvis og
kun hvis {M;pTha9}mnez er en Riesz basis for L? (R).

Bevis: Antag, at {M,Tneg}tmnez er en frame for L?(R) med frameoperator S.
Ifglge seetning 1.9 eksisterer der en kanonisk tight frame med framegreense lig 1 for
{M,pTr09}mnez- Ifolge seetning 2.6 er denne kanoniske tight frame givet ved

{571/2Mmana9}m,nEZ = {Mmanasil/2g}m,n€Z-

Idet S~Y2g e L2 (R), sa medfgrer resultatet i proposition 2.7, at

Z ’S_l/Qg(ac —na)

ne”L

2
’ =b, for naesten alle z € R,
hvilket medfgrer, at

2 a 2
\5_1/29”%2(11@):/R‘S_mg(x)’ dm:/o Z‘S—l/2g(y—na) dy
nez

:/bdy
0

= ab, (2.12)

hvorfor ||S~1/2¢| L2R) = Vab. Bemeerk, at resultatet (2.12) er opfyldt udelukkende pga.
antagelsen, at {M,,3T1a9}mnez er en frame for L(R).

For S~%%2g € L*(R) vil vi vise, at HS’_l/QgHLz(R) < 1 for en vilkarlig Gabor frame
{MpTragtmnez for L2 (R). For en vilkarlig Gabor frame {M,,xT109}mnez for L* (R)
er {MpThaS -1/ Zg}mmez en Parseval frame, hvorfor

2
Zm,nEZ ‘ <S_1/2.ga MmanaS_1/29>L2(R)| _
R

1. (2.13)

11



2.3. Ngdvendige betingelser for Gabor frames for L? (R)

Yderligere er
Em,nGZ ‘ <Sil/297 Mmana571/2g>L2(R) ‘2
1570
> mmezop (5729, My TnaS ™2 g) 12 g
151729
> (1572912 g (2.14)

|2

=157 2g|[72 g +

Sammenholdes (2.13) og (2.14), ser vi, at HS*I/QgHLg(R) < 1, hvilket sammenholdt med
(2.12) medfgrer, at ab < 1 for en vilkarlig Gabor frame { M1} m.nez for L? (R). Hvilket
viser i)

ii) 7 < 7. Antag, at {M;,Ta9 tm.nez er en Riesz basis L? (R), sa er {Sil/QMmanag}m,nez =
{MmanaS_l/Qg}m,nez en Riesz basis for L? (R) pr. definition A.12. Ifglge seetning A.14 er
{MmbTmel/Qg}mvneZ en frame for L? (R). Yderligere gzelder det, ifglge seetning 1.9, at
{MmbTmS_lﬂg}mWGZ er en Parseval frame for L? (R), dvs., {MmanaS_l/Qg}m,nez har
framegraensen lig 1. Ifglge seetning A.14 er Riesz graensen derfor lig 1, og pr. definition
Al3er HS_I/ZQHL%R) = 1, hvilket sammenholdt med (2.12) medfgrer, at ab = 1.

7 = 7. Antag, at ab =1, sa er HS*I/QgHLQ(R) = Vab =1, jf. (2.12). Ifplge [4, kapitel 13,
kapitel 14 og seetning 1.50] er {M,pT0aS™/?g} mnez en basis for L? (R). Vi viser nu, at
{MmbTmS_l/Qg}m,nEz er en ortonormal basis for L2 (R). Idet

2
HMmanaS_l/Q.gH%Z(R) :/R’MmanaS_lﬂg(x)’ dx
2
:/ ’exp (2mixmb) Sil/Qg(x—na)’ dx
R

2
:/\exp (27rixmb)]2’5_1/2g(x—na)‘ dx
R

2
:/’S_l/Qg(w)‘ dz
R
= ”571/29H%2(R)7

sa er |\MmbTmS_1/2g\|L2(R) = HS_l/ngLz(R) =1 for alle m,n € Z. Idet {MpThag}mnez
er en frame for L? (R), s& er {MyyTnaS~'/2g}mnez en Parseval frame for L? (R), hvorfor

2
Z ‘<MmanaS_1/2gy MﬁszﬁaS_l/29>L2(]R)‘ = HMmanaS_lﬂgH%ﬁ(R) = 17
m,REZ
for enhver funktion i {MmbTmel/Qg}m’nez. Idet
2
1= Z ‘<MmanaS71/2g7 MmbTﬁa571/2g>LQ(R)‘
n,nNEL

2
= IMuTuaS™ gl fay + X [(ManTaaS 9 M TraS ™29 e
n,nEL: m#EM,NFEn
2

=1+ Z ‘<MmanaS_1/2.g7 Mﬁ%bTﬁaS_l/2g>L2(R)

m,nEL: m#m,n#n

12



2. Gabor frames for L? (R)

sa er <MmbTmS_1/2g,MmbTﬁaS_l/Qg>Lz(R) = 0 for alle m # m og n # n i Z. Ud fra
ovenstaende konkluderer vi, at {M,,,1,,5 -1/ 2g}m,n€Z er en ortonormal basis for L?(R),
hvorfor

{Mmanag}m,neZ = {51/2MmanaS_1/29}m,nEZ
er en Riesz basis for L?(R), jf. definition A.12 og [1, lemma 2.4.5]. [ |

2.4 Tilstraekkelige betingelser for Gabor frames for L? (R)

I dette afsnit redeggres der for en helt generel betingelse, som sikrer, at et Gabor system
{MpTrag}mmez er en frame for L? (R).

2.9 Lemma: Lad a, b > 0 vaere givet. Antag, at f er en begraenset malelig funktion med
kompakt stgtte, og antag, at g er en malelig funktion, for hvilken funktionen G, defineret
ved

G(x):= Z|g (z —na) |?, for z €R, (2.15)
neL

er begreenset. Sa er

> [ MusTog) o = 5 [ 1#@F X la (@ = na) Pda

m,ne’ ne’

+% Y| f@)f(x—k/b) g(x—na)g(x—na—k/b)da.

kez\{o} /R nez

Bevis: Lad g veere en malelig funktion for, hvilken funktionen G, defineret ved (2.15), er
begraenset. S& er g en begraenset funktion, hvilket medfgrer, at g € L? (R). Fasthold n € Z.
Sa er funktionen Fj,, defineret ved

F,.(z) ::Zf(a;—k/b)g(x—na—k/b), for z € R, (2.16)
keZ
en periodisk funktion med periode 1/b og tilhgrer L' ([0,1/8]), jf. lemma 2.4. Idet f har
kompakt stotte, sa bidrager summen (2.16) kun med et endeligt antal sumled forskelligt fra
nul, hvorfor F,, er begraenset. Idet F,, er begraenset, sa er F,, € L' ([0,1/b]) N L? ([0, 1/b]).
Derfor geelder det, ifglge lemma 2.4, at

1 1/b
(fs MipThag) L2 (r) = 5om = F,(z) exp (—2mimbz) dx, (2.17)
0
hvor ¢, er fourierkoefficienterne for m € Z til F;,. Parseval’s seetning medferer da, se (A.6),

at
2

1/b
Z / F,(x) exp (—2mimbx) dx
mez |70

Sammenholdes (2.17) og (2.18), opnas, at

1 5 1 1/b )
:ﬁZw =3, |Fy(2)|?de. (2.18)

2

1/b
Z |<f7Mmanag>L2(]R)|2: Z /0 F,(x) exp (—2mimbx) dx

m,nez m,ne”

1 1/b ,
_ bz/o |Fou(a) 2.

nel

13



2.10

2.4. Tilstraekkelige betingelser for Gabor frames for L? (R)

Vi ser nu, at

’Fn(x)‘Q = Iy (z)Fo(z) = Zf (x —i/b)g (x —na —i/b) Fy(z),

1EL
hvilket medfgrer, at
Z ‘(fv Mmanag>L2(]R) ‘2
m,n€”’

=3 Z/ > flz—i/b)g(x —na—i/b) Fy(x)da
nez 1EL

n f(x)g (z — na) F(v)dx
AL

Z/f x_”a)Zf(x—k/b)g(x—na—k/b)dx
nEZ keZ

bZ/f g(z—na) | f(z)g(x —na) + Z flz —k/b)g(x —na —k/b) | dx

nez keZ\0
- b/ 7@ P Yl —na)l? de
nez
Z /f x—k/b)Zg(x—na)g(x—na—k/b)dw
kEZ\{O} nez
hvor anden lighed er opfyldt, idet F,, er 1/b-periodisk og f har kompakt stotte. ]

Bemaerk, at beviset for lemma 2.9 er athaengig af summation over alle m € Z, og derfor er
beviset steerkt afhaengig af, at {v/DM,,p}mez er en ortonormal basis for L? ([0,1/b]). Dog
er beviset ikke afhsengig af summation over alle n € Z, hvorfor vi kan summe over en
vilkarlig indeksmeengde I C Z, dvs., med forudssetningerne i lemma 2.9, sa er

ZZ‘ [y My Thag) L2(]R /\f \22]9 x —na) |*dx

nel meZ nel

Z /f :U—k:/b)Zg(m—na)g(m—na—k/b)da:

keZ\{O} nel

opfyldt for en vilkarlig indeksmaengde I C Z. Vi vil nu formulere en tilstrackkelig betingelse
for, at et Gabor system {MpTnag}tmnez i L (R) er en frame for L? (R).

Szetning: Lad g € L? (R) og a, b > 0 veere givet. Antag, at

::f sup Z

:vGOa kEZ

Zg x—na)g(x—na—k/b)| < oo

neL

Sé er Gabor systemet {M,,pTnag}m.nez en Besselfglge i L2 (R) med besselgraense B. Hvis
det yderligere er opfyldt, at

xG[Oa] nz|g 1'—”& B Z

keZ\{0}

> 0,

Zg(m—na)g(x—na—k/b)

ne”L

sa er Gabor systemet { M1 a9 }mnez en frame for L? (R) med framegraenserne A og B.

14



2. Gabor frames for L? (R)

For at bevise udsagnet i seetning 2.10 skal vi ggre brug af, at meengden af kontinuerte
funktioner med kompakt stgtte ligger taet i L2 (R)3.

Bevis: Lad f € C. (R), og lad g € L? (R). Ifglge lemma 2.9 er

Z ’fv manag LQR)| b/|f | Z|g $*na| dx

mne’ neL

Z /f x—k/b)Zg(m—na)g(x—na—k/b)dx. (2.19)

keZ\{O} nez

For at vise, at Gabor systemet {M,,T509}m,nez er en besselfplge, skal vi estimere en gvre
greense til (2.19). For k € Z, definer funktionen Hj, ved

ZTnag m, for z € R.
nez
Ifglge lemma 2.4 er H; en veldefineret funktion for naesten alle x € R. Vi ser nu, at

Y ITapHi@)= ) |Hi(z+k/b)|

kez\{0} keZ\{0}

- Z Z Thag(x +k/b)Thgqrpg(z + k/b)

keZ\{0} IneZ

= Z ZTna k/bg nag( )

keZ\{0} In€Z

(2.20)

Idet vi summer over alle k € Z \ {0}, sa kan vi erstatte £ med —Fk i (2.20), sadan at

S Tk @) = D D Traskng(@)Tnag(x)

kez\{0} keZ\{0} In€Z

= Z Z Tna+k/bg nag( )

kezZ\{0} Inez

= > |Hi=)|. (2.21)

keZ\{0}

Betragt (2.19). Ifplge trekantsuligheden er

Z /f xfk:/b)Zg(xfna)g(xfnafk:/b)dx
keZ\{0} neZ
=1 > /f )Ty f () H () do
keZ\ {0}
<y / 1 @) [Tojuf (@) | Hi () |da
kEZ\{O}
- / F @) | (@) [Ty f (@) || () [V
kezZ\{0}

3For bevis af, at C. (R) = L? (R), se eksempelvis [12, saetning 7.28]
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2.4. Tilstraekkelige betingelser for Gabor frames for L? (R)

Anvendes Cauchy-Schwarz’s ulighed fgrst pa integralet og herefter p4 summen over alle
k € Z\ {0}, sa opnas, at

/\f )| Hi () V2| Ty f () || Hy(2)| /2 dee

kez\{0}
1/2 1/2
( [ 15@Pl >|dw> ( / |Tb/kf<x>|2|Hk<x>|dx>
keZ\{O} R

V2 1/2
(Z /|f )2 Hi m) (z /m,/kf VPl (x )dx)

keZ\{0} keZ\{0}

1/2
( / fla Hy(x dx) (/ Ic Tk/bﬂkmda:) (2.22)
kEZ\{O} kez\{0}

Sammenholdes resultatet i (2.21) og (2.22), sa er

Z /f w—k/b)Zg(m—na)g@—na—k:/b)d:n

kez\{0} nez

/ fla \H ()| de (2.23)

keZ\{O}

Bemeerk, at

>, H@l= ),

keZ\{0} keZ\{0}

Z Tnag na+k/bg( )

nel

definerer en periodisk funktion med periode a*. Antag, at

B := 5 sup Z ZTnag na+k/bg( z)| < oo. (2.24)
2€[0.0] kez nez
Ud fra (2.19), (2.23) og (2.24) er
2
Z ‘<faMmanag>L2(R)‘
m,nez
2
<5 [1H@F S lo@—na)Pao+ 3 [ 1f@F Y (@)
net keZ\{O}

—5 [P (Zg<xna>2+ > Hk(x)) s

nez keZ\{0}

1
= g /R ‘f(:lj')’2 (Z |Tnag (33‘) Z

Z Tnag na+k/bg( )

)dx

nez keZ\{0} IneZ
1 -
— [ V@ | Tt 9@ da
kEZ nez
<B /R (@) Pda = Bl f12 - (2.25)

“Beviset for, at >_, cz\{o} [ Hr(@)] er en periodisk funktion, er sekvivalent med beviset for, at funktionen
F,, ilemma 2.4 er en periodisk funktion.
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2.11

2. Gabor frames for L? (R)

Idet (2.25) er opfyldt for enhver funktion i C.. (R), og C. (R) ligger taet i L? (R), si er (2.25)
opfyldt for alle f € L? (R). Hvilket viser i). For punkt ii), lad f € C. (R). Ifglge lemma 2.9
er

> Mo Thag) 2wy ‘2

m,ne”z

/ |f (= Z Thag () P = )

nez, keZ\{0}

Z Thag(x na+k/bg( z)| | dz. (2'26)

neE”L

Bemerk, at >, [Theg (z)|* — >_okez\ {0} ‘ZnEZ Tnag(:c)Terk/bg(a:)‘ er veldefineret for
naesten alle £ € R og definerer en periodisk funktion med periode a. Antag, at

- II})f Z\Tnag - Z ZTnag na+k/bg( z)[ | > 0. (227)
b a€l0.a) keZ\{0} Inez
Ud fra (2.26) og (2.27) er
> | Moo = A [ 17(@)Pde = Al (2.28)

m,ne’

Idet (2.28) er opfyldt for enhver funktion i C.. (R), og C. (R) ligger taet i L? (R), si er (2.28)
opfyldt for alle f € L? (R), hvilket, sammenholdt med punkt i), afslutter beviset. [ |

Eksempel: Lad a = b =1 og definer funktionen ¢g: R — R ved

1+, hvisz €]0,1],
g(z) = %:1:, hvis z €]1, 2],

0, ellers.

Det er klart, at g € L?(R). Idet ab = 1, s kan vi ikke afvise, vha. seetning 2.8, at Gabor
systemet {MmpTnagtmnez = {MmTng}mnez er en frame for L? (R). Vi vil nu vise, vha.
seetning 2.10, at Gabor systemet {M,;, 7,9} m nez er en frame for L? (R).

Lad n, k € Z og betragt funktionen x — g(x — n)g(x — n — k) for = € [0,a] = [0, 1]. For
x € [0,1] og ud fra definitionen af g, ser vi, at g(x —n) = 0, nar n ¢ {—1,0}, hvorfor
g(x—n)g(x—n—k) = 0,narn ¢ {—1,0}. Forn = —1, ser vi, at g(xt—n—k) = g(x+1—k) =0,
nar k ¢ {0,1}. For n =0, ser vi, at g(x —n — k) = g(x — k) =0, nar k ¢ {—1,0}. Lad x¢
angive den karakteristiske funktion pa en maengde C' C R, sa er

Y gz —n)gle—n—k) =g+ 1)g(z + 1 — k)Xwe(o,1}) + 9(2)9(x — k)X (ke{-10})
neEL

g(x)g(z+ 1), hvis k = — $(1+2)?, hvisk=—
CJg@)? +gl@+1)?, hvisk=0,  J3(1+=)?, hvisk=0,
) gz + D)g(), hvis k=1, $(1+2)?% hvisk=1,
0, ellers. 0 ellers.
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2.5

2.12

2.5. Painless nonorthogonal expansions

Ud fra ovenstaende beregnes konstanterne:

Zg x—mna)g(x—na—k/b)

neZ

Zg (x—n)g(zx—n—k)

nez

B:=— sup Z
z€[0,a] o7,

= supz

z€[0,1] o7

= 9 sup (14 z)? =09,
4 xz€(0,1]

og

A: fxér[%)fa] Z|g x —mna)|” — Z Zg(x—na)g(az—na—k‘/b)

keZ\{0} IneZ
= inf | lg@-nf— > |> gl@-ngl@-—n-k)
z€l0] \ 2z keZ\{0} In€Z

_ inf (Z(1+x)2—(1+w)2>

z€[0,1]

1
=— inf (1 2z
41:&%,1]( +$)

Idet B < oo, og A > 0, s& er Gabor systemet {M,;,T,g}mnez en frame for L? (R) med
framegreenserne A og B, jf. seetning 2.10. Yderligere er Gabor systemet {Mp,T,9}m nez
en Riesz basis for L? (R), jf. seetning 2.8. <

Painless nonorthogonal expansions

I dette afsnit redeggres der for ngdvendige og tilstraekkelige betingelser for eksistensen
af en Gabor frame {M,,sTa9}mnez for L? (R), hvor stgtten af generatorfunktionen g er
indeholdt i et interval med intervalleengde 1/b. Idet de ngdvendige betingelser, formuleret
i afsnit 2.3, er opfyldt generelt for en generatorfunktion i L? (R), sa er disse ngdvendige
betingelser ogsa opfyldt i forbindelse med generatorfunktionerne, beskrevet i dette afsnit.
I litteraturen refereres der typisk til de folgende seetninger som Painless nonorthogonal
expansions, som fgrste gang blev publiceret af Daubechies, Grossmann og Meyer i artiklen
[5] fra 1986.

Szetning: Lad g € L? (R) og a, b > 0 veere givet. Hvis ¢ har stgtte pa intervallet [0, 1/b]
og der eksisterer to konstanter 0 < A < B < 0o, sadan at

bA < Z lg(z — na)|* <bB, for nasten alle z € R, (2.29)
nez

sa er {MpThag}tmnez en frame for L? (R) med framegraenser A og B.

Bevis: Lad g € L? (R) med supp(g) C [0,1/b]. Idet g har stgtte pa intervallet [0, 1/b], sa
har T,.g stotte pa intervallet I, := [na,na + 1/b], hvorfor T),.g € L? (I,) for n € Z. Lad
f € C.(R), sd er f en begraenset funktion. Idet f er begraenset, si er fT,.9 € L*(I,).
Vi ved fra tidligere, at {v/bM,up}mez er en ortonormal basis for L? (I,,), hvorfor vi ud fra
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2. Gabor frames for L? (R)

Parseval’s lighed, se seetning A.15, opnar at

na+1/b 2 __ 9
/‘f x—na)’ d:c:/ ’f(:v)Tnag(x)‘ dx = HanagHL2([n)

a

=y ‘ (fTnag: VOMb) r2(r,) ‘2

meZ
na+1/b 2

=b Z / f(z) Thag (x) exp (—2mimbx) dx

mez |V

2

=b Z / f (z) exp (2mimbx) Tpag (x)dz

meZ R

2

:bz /f manag( )d

meEZ
=b Z ‘(fa Mmanag>L2(R)‘ )

MEZL

hvorfor
2
Z |(f, My Thag) L2(R / ‘f (x — na)‘ dx.

meZ

Vi anvender nu Tonellis s@tning til at ombytte integration og summation, sidan at

Z ‘(f:Mmanag>L2(R)|2 /Z’f {L‘—'I’La)
m,ne”
/|f )2 Z)g :L'—na’ dx (2.30)

neL

2
’ dx.

Antag, at (2.29) er opfyldt. Ud fra (2.30) er

2
Al < S |0 MusTuag) 2w |* < Bllf 32y, for alle f € C. (R). (2.31)

m,ne”

Idet C, (R) ligger teet i L? (R), s& er (2.31) opfyldt for alle f € L? (R), hvilket afslutter
beviset. |

2.13 Satning: Lad a, b > 0 veere givet. Hvis 0 < ab < 1, sa eksisterer der en funktion
g € L? (R) med stgtte pa intervallet [0, 1/b] og to konstanter 0 < A < B < oo, sadan at

bA < Z lg(z — na)|> < bB, for nasten alle z € R.
nez

Bevis: Antag, at 0 < ab < 1. Lad g veere en vilkarlig kontinuert funktion, sddan at
g(x) =0, nar x ¢ [0,1/b] og g¢g(x) >0, nar z € (0,1/b).

Idet g er en kontinuert funktion, sa er G () := > nez lg(z — na)|? en kontinuert funktion.
Yderligere er G en periodisk funktion med periode a, og idet 0 < a < 1/b, sé er G (x) > 0
for alle z € R. Idet supp(g) er lig [0,1/b], sa er supp(g) en kompakt mangde, hvorfor
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2.14

2.15

2.5. Painless nonorthogonal expansions

g € C.(R). Idet g € C.(R), sa er g en begraenset funktion, hvorfor G er en begraenset
funktion. I alt er

0 < inf G (z) < sup G () < oo.
zcR zeR

Idet C.. (R) C L? (R), afsluttes beviset. [ |

Ud fra resultatet i seetning 2.13 og resultatet i saetning 2.12 konkluderer vi, at der altid
eksisterer en generatorfunktion g € L? (R) til et Garbor system {M,,4T709}m nez, sadan
at {MypTnag}mnez er en frame for L2 (R), nar 0 < ab < 1.

Szetning: Lad g € L? (R) og a, b > 0 veere givet. Hvis ab = 1, supp(g) C [0,1/b] og der
eksisterer to konstanter 0 < A < B < oo sadan, at

bA < Z lg(z —na)|* <bB, for nasten alle z € R, (2.32)
nez

sa er g diskontinuert.

Bevis: Bevises ved modstrid. Lad g € L? (R) vaere en funktion med supp(g) C [0,1/8],
hvor (2.32) er opfyldt. S& er {M,pT1a9}mnez en frame for L? (R), jf. seetning 2.12. Hvis
ab =1, sa er a = 1/b, hvorfor supp(g) C [0,1/b] = [0, a], og supp(Ty.g9) C [na, (n+ 1) al.

Antag, at g er kontinuert, sa er g (0) = g (a) = 0. Idet intervallerne [na, (n + 1) a] hgjst
overlapper hinanden i ét punkt, og G (z) := > nez | Tnag(z)|? er en kontinuert funktion,
sa er G (na) = 0 for alle n € Z. Yderligere ved vi, at punkterne na for n € Z tilhgrer
stgtten af T,,g, og derfor er punkterne ikke en del af nulmeengden. Ud fra proposition 2.7
er {MppTnag}mnez ikke en frame for L? (R). Herved opnas modstrid. [ |

Szetning: Lad g € L? (R) og a, b > 0 veere givet. Hvis ab > 1 og supp(g) C [0,1/b], s&
eksisterer der ikke to konstanter 0 < A < B < oo, sadan at

bA < Z lg(z — na)|?> <bB, for nasten alle z € R. (2.33)
nez

Yderligere er Gabor systemet {M,,T109}m,nez ikke fuldsteendig i L? (R).

Bevis: Hvis ab > 1, sd er a > 1/b, hvilket medforer, at G (z) = 3,7 [Thag (2)]* =0
for alle x € [1/b,a]. Ifslge proposition 2.7 er {M,3T1ag}mnez ikke en frame for L? (R),
hvorfor (2.33) ikke er opfyldt, jf. seetning 2.12. Idet X[1/b,a) €r ortogonal til ethvert element
i {MpTra9}mnez, sa er Gabor systemet { M, 100} m nez ikke fuldsteendig i L?(R). W
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Konstruktion af en kontinuert
frame som alternativ til
diskontinuert basis for et

endeligdimensionalt vektorrum
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3.1

3.2

Projektion og projektionsmatrix

Dette kapitel er baseret pa [14]. I dette kapitel preesenteres grundleggende resultater
angaende projektioner og projektionsmatricer.

Definition: Lad E" vaere et endeligdimensionalt vektorrum, hvor E® = V @ W'. Lad
x € E™. Sa kan x entydigt repraesenteres som

r=x1+x2, Tforaxy €V oguxzseW.

Transformationen ¢, som afbilder x — 1, kaldes projektionen af x pa V langs W. ¢

Ud fra definition 3.1 ser vi, at ¢ er en lineser afbildning, da

¢ (ax + By) = ag (z) + Bo (y)

for alle x, y € E™ og alle o, 5 € R. Idet ¢ er en lineser afbildning, sa kan vi repraesentere
afbildningen ¢ via en matrix P. Vi kalder matricen P for en projektionsmatrix, og vektoren
x1 = Px kaldes projektionen af x pa V' langs W. Yderligere anvender vi sprogbruget, at P
er projektionen pa V langs W.

Lemma: Lad E™ vere et endeligdimensionalt vektorrum, og lad ) veere en kvadratisk
matrix af orden n. Antag, at Q? = Q, sa er

E™ = Span (Q) @ Ker (Q),,
og
Ker (Q) = Span (Id — Q) ,

hvor Id angiver identitetsmatricen.

Bevis: Antag, at Q% = Q. Lad = € Span(Q), s& kan vi finde en vektor w € E", sadan at
r = Qw. Under antagelsen, at Q% = Q, sa er Qz = Q*w = Qw = x. Lad y € Ker(Q), s&
er Qy = 0, hvor 0 angiver nulvektoren. Lad § € Span(Q)N Ker(Q), sa er y = Qy = 0,
hvorfor Span(Q) N Ker(Q) = {0}. Yderligere, idet

dim (Span (Q)) + dim (Ker (Q)) = rank (Q) + (n — rank (Q)) = n,

sa er E" = Span (Q) @ Ker (Q). Lad u € Ker(Q), sa er Qu = 0, hvilket medfgrer, at
(Id — Q)u = u, hvorfor v € Span(/d — Q). Dermed er Ker(Q) C Span(ld — Q). Lad
v € Span(ld — @), sa kan vi finde en vektor w € E", sadan at v = (Id — Q) w. Under
antagelsen, at Q% = Q, da er Qu = Q (Id — Q)w = 0, hvorfor v € Ker(Q). Derfor er
Span(/d — Q) C Ker(Q). [ |

!For definition af direkte sum, se A.1
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3.3

3.4

3. Projektion og projektionsmatrix

Seetning: Lad E™ veaere et endeligdimensionalt vektorrum, og lad P vaere en kvadratisk
matrix af orden n. Sa er P projektionen pa Span(P) langs Ker(P), hvis og kun hvis
P?=P.

Bevis: Lad E" = V @ W vare et endeligdimensionalt vektorrum, og lad P veere
projektionen pa V langs W. For alle x € E" er y = Pxr € V. Idet y = y 4+ 0, sa er
Py =y, hvorfor

P%z = P(Pz) = Py =y = Px. (3.1)

Idet (3.1) er opfyldt for alle z € E™, sa er P> = P. Omvendt: antag, at P2 = P. Ifglge
lemma 3.2 er

E"™ = Span (P) @ Span (Id — P).

Dvs., enhver vektor z € E™ har en entydig reprzesentation x = Pz + (Id — P)x = x1 + 9,
hvor ;1 € Span (P) og x2 € Span (Id — P). Ud fra definition 3.1 er P en projektion pa
Span (P) langs Span (Id — P) = Ker (P). [ |

Lad E™ vaere udstyret med det indre produkt, angivet ved (-, -). For et underrum V' C E™
definerer vi det ortogonale komplement V-+ af V ved

Vi={zecE": (z,y) =0foralley € V},

hvilket tillader, at vi kan konstruere E" =V @ V*.

Saetning: Lad E" veere et endeligdimensionalt vektorrum, udstyret med det indre produkt
(,-) og lad P vaere en kvadratisk matrix af orden n. Sa er P projektionen pa Span(P)
langs Span(P)*, hvis og kun hvis P2 = P og P* = P, hvor P* angiver den adjungerede
matrix af P.

Bevis: Lad E" = V@ V=+. Foralle 2, y € E", er ¢ = x1 4+ 22 0og y = Y1 + y2, hvor x,
y1 € V og 9, y2 € V. Lad P angive projektionen pa V langs V1, si er Pz = x; og
Py =y. Idet Pz, Py €V og xa, yo € V*, sa er

(x1,y2) = (Px,y2) = 0 = (2, Py) = (12, %1),

hvorfor

(z, Py) = (x1 + 22,91) = (21, 91) + (T2, 1) = (21, 91) + (T1,92) = (Pz,y). (3.2)
Ud fra (3.2) konkluderer vi, at P er en selvadjungeret matrix. Yderligere folger det ud fra
definition 3.1, at P = P2. Omvendt: antag, at P? = P, si er P en projektion pa Span(P)
langs Ker(P), jf. seetning 3.3. Antag, at P* = P, s vil vi vise, at Ker(P) = Span(P)™". Vi
ser nu, at y € Span(P)L, hvis og kun hvis (Pz,y) = 0 for alle x € E™, hvis og kun hvis

(Px,y) = (x,P*y) = (x,Py) =0, for allez € E",

hvis og kun hvis Py = 0, hvis og kun hvis y € Ker(P), hvilket afslutter beviset. ]

Seetning 3.4 motiverer nu definitionen pa en ortogonal projektion.
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3.5 Definition (Ortogonal projektion): En matrix P, som opfylder, at P? = P og P* = P
kaldes en ortogonal projektionsmatrix. ¢

En ortogonal projektion P er projektionen pa Span(P) langs Span(P)L, men typisk vil
vi blot referere til denne projektion som den ortogonale projektion pa Span(P), og vi vil
anvende sprogbruget, at Span(P) har P som ortogonal projektor.
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4.1

Konstruktion af en kontinuert
frame som alternativ til en
diskontinuert basis

Betragt Hilbertrummene C? og C*, udstyret med de indre produkter angivet ved hhv.
(-,)¢c2 og (-, -)ca. Yderligere, lad || - ||c2 og || - ||c+ angive normen pa hhv. C? og C*. Vi
anvender konventionen O,,x, til at angive nulmatricen med m raekker og n sgjler.

Konstruktion af et underrum

Indledningsvist finder vi et underrum af C?, der varierer kontinuert som funktion af to
variable. For u € [—1,1] og ¢ € [0,27), definer matricen P (u, ) ved

Plu )_1 1—u V1 —u?exp(—ip)
R V1 —u?exp (i) 1+u

Idet alle indgangene i matricen P (u, ) er en sammensatning af kontinuerte funktioner,
sa varierer matricen P (u, ) kontinuert som funktion af de to variable u og .

Vi ser nu, at P?(u,p) = P(u,9) og P(u,o) = P*(u,p) for alle v € [~1,1] og
alle ¢ € [0,27), hvorfor P (u,¢) er en ortogonal projektionsmatrix, jf. definition 3.5.
Yderligere er sporet! af enhver projektionsmatrix lig matricens rank, se lemma B.3, hvorfor
rank (P (u,p)) = 1 for alle u € [—1,1] og alle ¢ € [0,27). Derfor er Span(P (u,y)) et
underrum af C? med dimension én, der varierer kontinuert for alle u € [—1,1] og alle
¢ € [0,2m) og har P (u,¢) som ortogonal projektor.

Problemformulering

Lad u := cos () for 0 € [0, 7])? og definer matricen

P (0,p) := P (cos (0),p) = 1 — cos (0) 1 — cos? () exp (_W’)]

|\/1 — cos? (6) exp (ip) 1+ cos ()
1 —cos (0) |'sin (0) | exp (—igp)]
|| sin (0) [ exp (ip) 1+ cos (6)

1 —cos (0) sin (0) exp (—i¢p)
|sin (0) exp (ig) 1+ cos (6) ] 5 (4.1)

N~ N~ N
| ] |

hvor sidste lighed er opfyldt, idet sin (6) > 0 for alle § € [0, 7]. Sa er Span <15 (0, gp)) et

underrum af C? med dimension én, der varierer kontinuert pa sfeeren af enhedskuglen, dvs.,

'For definition af spor, se B.1.
#Variabelsubstitutionen kan lade sig ggre, idet cos () er en bijektiv funktion fra [0, 7] til [~1, 1].
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4.2

4.1

4.2. Konstruktion af basis for underrummet Span (]5 (0, cp))

S? .= {(x1, 2, w3) € R3: Z?:l x? = 1}, og har P (0, ) som ortogonal projektor for alle
0 € [0, 7] og alle ¢ € [0, 27).

I det fglgende vil vi vise, at der eksisterer en basis for underrummet Span (15 (0, gp)) for

)

ethvert sfeerisk vinkelpar (0, ¢), og vi vil vise, at selvom underrummet Span (]5 CA”
varierer kontinuert pa sfaeren af enhedskuglen, sé varierer enhver basis for Span (]5 2 go))

diskontinuert pa sfeeren af enhedskuglen. Yderligere vil vi vise, at der eksisterer en frame
for underrummet Span (]5 (0, cp)) for ethvert sfeerisk vinkelpar (6, ¢), som varierer konti-

nuert pa sfeeren af enhedskuglen under visse betingelser.

Konstruktion af basis for underrummet Span (]5 (6, @))

I dette afsnit vil vi bevise, at der eksisterer en basis til Span (]5 (0,@)), som varierer
diskontinuert pa sfseren af enhedskuglen. Vi definerer forst en operator, givet ved

b0 =i [P 0.0, P0.0] =5 | iy F] a2

3:for 0 € [0,7] og ¢ € [0,27), hvor [, -] er kommutatoren, defineret ved B.7. Bemeerk, at
h (0, ¢) er selvadjungeret, uatheengig af 6 og 2 periodisk i variablen .

Lemma: Lad ¢ vare fast?, og lad hy, (9)® vaere givet ved (4.2). For ethvert 6 € [0, 7], lad
U, (0) vaere en matrix, som opfylder

U, (0) = _iﬁso 0)Uy, (0), (4.3)
med begyndelsesveerdi Uy, (0) = Id. Sa er Uy,(f) en uniteer matrix og

U3(0)P, (0) Uy(6) = P, (0), for alle § € [0, ). (4.4)
Bevis: Vi viser forst, at Uy, (¢) er en uniteer matrix. Idet dpUJ (0) = (0pU,, (0))*, sé er
WU (0) = (~ihy (0)U, (0)) = =L (0) i, (60) = iU (8) Dy (6) (4.5)

hvor fgrste lighed er opfyldt pga. (4.3) og sidste lighed er opfyldt, idet Bw (0) er
selvadjungeret. Ud fra (4.3) og (4.5) er
99 (U (0) U, (9)) = (06U (9)) Uy (0) + U (9) (96U (9))
= iU; (0) hy (0) Uy (6) — iU:; (0) hy (0) Uy (6)
= Oz2x2.

Idet 9y (U (0) Uy, (0)) er lig nulmatricen, sa er U3 () U, (#) konstant som funktion af 6.
Idet begyndelsesveerdien for Uy, (6) er givet ved U, (0) = Id, sa er Uj (0) = Id, hvilket

3For en matrix A (6, ), afhaengig af de to variable 0 og ¢, lader vi A (0, ) og ,A (0, ¢) angive
matricerne, hvor hver indgang i A (6, ) er differentieret mht. til hhv. 8 og . Det er sdledes underforstaet,
at hver indgang i en sadan matrix er differentiabel.

4Sprogbruget fast skal forstas saledes, at ¢ betragtes som en parameter, nar vi siger, at variablen ¢ er
fast.

S5For en vilkarlig afbildning, afhaengig af ¢ noteres ¢ som fodtegn, nar ¢ antages fast.
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4. Konstruktion af en kontinuert frame som alternativ til en diskontinuert basis

medforer, at Uj (0) Uy, (0) = Id. Vi konkluderer derfor, at Uj (0) U, (0) = Id for alle
0 € [0,7], hvorfor Uy, (0) er en uniteer matrix. Vi viser nu, at (4.4) er opfyldt. Idet

P,(0) = ;(9), sa er

0P, (0) = yP2 (0) = (9P, (0)) Py (0) + P, (6) (0025 (9)) (4.6)

Ud fra (4.6) folger det, at

P, (0) (9P 9)) Py (0) = P, (0) (90, (6)) P, (0) + P, (0) (90, (6)) ) P, (0)

= P, (6) (0P, (6)) P, (6) + P, (9) (0P, (6)) P (9)
= 2P, (0) (9P, (0)) P, (0), (4.7)

hvorfor P, (6) <89P<p (9)) P, (0) = Oy for alle § € [0, 7]. Definer nu matricen A, () ved
Ay (0) = U3 (0) P, (0) Uy (9), for alle 6 € [0, 7.

Sé er A, (0) = U (0) P, (0) U, (0) = IdP, (0) Id = P, (0). Kan vi nu vise, at matricen
Ay (0) er konstant som funktion af 6, sa er (4.4) opfyldt. Ud fra (4.3) og (4.5) er

O0p A, (6)
= (00U3 (9)) P, (0) U, (6) + U3 (0) (80P, (0)) Uy (6) + U (0) P, (6) (89U, (9))
= U3 (0) (902, (0) = |00P, (0). Py (6)] P (0) + P, (0) [06P, (6) . Py (6)] ) U, (0)

= U3 (6) (aefao () ~ (9P, (0)) P, (0) + 2P, (0) (96P; (9)) P, (0)

— P, (0) (8915@ (9)) ) U, (6)
= 02><27

hvor sidste lighed er opfyldt pga. (4.7) og (4.6). Idet 9pA, (0) er lig nulmatricen, sa er
A, (0) konstant som funktion af #, hvilket sammenholdt med A, (0) = P, (0) medfgrer, at

Ay (0) = U (0) Py (0) Uy (0) = P, (0),  for alle 6 € [0, 7). [

Eksistensen og entydigheden af en matrix Uy, (#), som opfylder (4.3) med begyndelsesveerdi
U, (0) = Id, er garanteret af eksistens og entydighedssaetningen af en forsteordens ODE,
se eksempelvis [2, kapitel 6].

Vi anvender nu lemma 4.1 til at finde en egenvektor til projektionsmatricen Pg, (0). Definer
Uy = [(1)], sa er

P, (0) ¥

_ 1| 1—-cos(0) sin(0)exp (—icp)} [O]
2 [sin (0) exp (iy) 1 + cos (0) 1
= Yo, (4.8)

hvorfor ¥y er en egenvektor til P, (0). Ifglge lemma 4.1, er

P, (0)U, (0) = U, (0) P,(0), for alle 6 € [0, 7],
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4.2. Konstruktion af basis for underrummet Span (]5 (0, cp))

hvilket sammenholdt med (4.8) medfgrer, at

P, (0) U, () Wo = Uy (0) P, (0) W = U, (6) W,

hvorfor W, () := U, () ¥y er en egenvektor til P, (9) for alle 6 € [0,]. Idet ¥, (9) er en
egenvektor til P, (0) og dim <Span <15¢ (9))) =1, sa udger ¥, (#) en basis for underrum-

met Span (]-:{p (9))

Vi vil nu vise, at ¥, (0) ikke varierer kontinuert pa sfaeren af enhedskuglen. Idet hy, (6) er
konstant som funktion af 6, sa er

U, (0) = exp (—wﬁw (9)) . for alle 6 € [0, 7], (4.9)

for hvilket betingelserne i lemma 4.1 er opfyldt. Idet hy, () er en konstant matrix, si kan
vi anvende Putzer’s formel, se [8, saetning 2|, til at beregne eksponentialet (4.9). Definer
matricen By, := hy, (0). For r € C er det karakteristiske polynomium af B, givet ved

det (B, — r1d) = det ([_;i e;; . %iexli ffw)D

-6

hvorfor (4.10) er opfyldt for egenvaerdierne r = Ay = 1/2 og 7 = Ay = —1/2 af B,,. Idet
B, har to reelle distinkte egenvaerdier, sa geelder det ifglge Putzer’s formel, at

Il
PN

(4.10)

U, (0) = exp (—i0B,)

exp (—if)\1) — exp (—if)\2)
AL — A2

= exp (—i0/2) Id + (exp (—i0/2) — exp (i0/2)) (B, — 1/21d)

=cos (0/2) Id — 2isin (0/2) By,

_ [ cos (6/2) —sin (0/2) exp(—icp)} ’

= exp (—i0A1) Id +

(B, — \1d)

sin (0/2) exp (i) cos (0/2)
hvorfor
U, (0) = U, () ¥ = [_ sin (f(fffeeﬁ’)(_w}] , forallede 0,7,  (411)

Vi ser nu, at

lim ¥, (0) = W, (1) = exp (—ip) [_01] : (4.12)

O0—m

Idet greenseveerdien limy_,, W, (0) er athaengig af parameteren ¢, se (4.12), sa varierer
VU, () ikke kontinuert pa sfeeren af enhedskuglen, hvorfor W, (§) udger en diskontinuert

(ortonormal) basis for Span (Rp (0))
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4.3

4.2

4. Konstruktion af en kontinuert frame som alternativ til en diskontinuert basis

Der ek§isterer ikke en kontinuert basis for underrummet
Span (P (6, 90))

I afsnit 4.2 fandt vi en basis ¥ (6, ¢) for Span (15 (0, 30)), givet ved (4.11). Hertil beviste
vi, at W (0, p) varierer diskontinuert. I dette afsnit vil vi bevise, at der ikke eksisterer en

basis for Span( P (6, ¢) ), som varierer kontinuert pa sfaeren af enhedskuglen.

Seetning: Lad Q (0, ) veere en vilkarlig projektionsmatrix, som varierer kontinuert pa
sfeeren af enhedskuglen, hvor rank(Q (6, )) = 1 for alle 0 € [0, 7] og alle ¢ € [0, 27). Hvis

27
/ / tr(Q (0, 9) [96Q (0, 2) , 0,Q (6, )]) sin(0)dddp # 0, (4.13)

s& eksisterer der ikke en glat normeret vektor ®(6, )% sadan at Q(6, )P (0, p) = ®(0, ).

Bevis: Antag, at ®(0, ) er en normeret glat vektor, sadan at Q(6,)®(0, ) = ®(0, )
for alle 6 € [0, 7] og alle ¢ € [0,27). Idet den normerede vektor ®(6, ) er en egenvektor
til @ (0, ) og rank(Q (6, ¢)) = 1, sa udger ®(6, ¢) en ortonormal basis for vektorrummet
udspeaendt af matricen @ (0, ¢), hvorfor

QO ) = (2(0,¢),-)c22(0, ). (4.14)

Under antagelsen omkring ®(6, ) vil vi nu vise, at dobbeltintegralet (4.13) er lig nul. Vi
ser, at

tr (Q (60, 9) [06Q (0, ¢) , 0,Q (0, ¢)])

= (®(0,9),Q(0,9) [9Q (0, 9) ,0,Q (0, )] © (6, ¢)) 2

= (®(0,), (2(0, ¢), [00Q (0, ) Q (0, 9)1® (0, 9))c22(0,¢))c2

= (®(0,),[06Q (6, ), 9,Q (6, )] (6, ¢))ce

= (®(0,9),(0Q(0, ©)) (9,Q(0,¢)) (0, 9)) 2

(@ (0, 0),(0,Q(0,9)) (9Q(0, 9)) 20, ¥)) 2 (4.15)

hvor fgrste lighed er opfyldt pga. definitionen pa sporet af en matrix, se B.1, anden lighed
er opfyldt pga. (4.14), og tredje lighed er opfyldt, idet ®(6, ¢) er en normeret vektor. Idet

pQ(0, ¢) = (06 (0, ©), ) c2®(0, @) + (2(0, ©), -)c2062(0, @)
og
0,Q(8, ) = (0,2(8,9), ) c2®(8, 9) + (2(0, ©), -)c20,2(6, ©).-
S& er
(06Q(0, ©)) (0, ) = (9@ (0, 0), (6, 9))c2P(0,0) + TpP(0, ),

SNormeret betyder, at ||®(6,¢)|lc2 = 1 for alle § € [0,7] og ¢ € [0,27), og glat betyder, at alle
indgangene i ® (0, ¢) er mindst to gange kontinuert differentiabel som funktion af 6 og ¢.

29



4.3. Der eksisterer ikke en kontinuert basis for underrummet Span (]5 (0, cp))

og

(0,Q(0, %)) (9Q(6, ) (0, ¢)
= (0p2(0, ), (0 ®(0, ), 2(0, )2 P(0, ) + 0P (0, )2 P(0, )
+(2(0, ), (02(0, ), ©(0,0))c22(0, ) + D P(0,9))c2 0P (0, )
= (002(0,¢), 2(0,0))c2 (0,2(0,¢), 2(0, 9))c2 26, ¥)
+(0p2(0, ¢), 02(0, )2 (0, )
+ (99 ®(0, ), 2(0, ))c20,P(8, ¢)
+(2(0, ), 0pP(0, ))c20,P(0, »). (4.16)
En tilsvarende udregning viser, at

(06Q(0,¢)) (0,Q(0,¢)) (0, )

= (0,2(0, ), 2(0, 0))c2 (9p®(0, ), (0, )2 B(0, )
+(9p®(0, ¢), 0,2(0, ©)) 2 (0, ©)
+(0,2(0, ), 2(0,¢))c200 (0, )
+(2(0,0),0,2(0, )2 000, ). (4.17)
)
(

Sammenholdes (4.15) med (4.16) og (4.17), sa opnar vi, at

—+

r(Q(0,0)[06Q (0, ¢), 0,Q (6, 9)])

= (00®(0, ), tpq)(ga SD)><C2 - <a@‘b(9790)769q)(9790)>(c2

+ (0,2(0, ), 2(0, ) c2(P(0, ), 06 2(0, ) c2

—(09®(0, ), 2(0, ©))c2(D(0, ), 0,2(0, ) c2- (4.18)

Lad ¢ € (0,2m) veere fast, og lad € > 0 vaere et vilkarligt reelt tal, sadan at ¢ +¢ € (0, 2m).
Sa geelder det ifglge Taylor’s formel, se eksempelvis [13, kapitel 5], at

Q0,0 +¢)=2(0,p) +0,2(0,0) + R (52) ,
for et restled R (¢2). Idet ||®(0, ¢ + €)||c2 = 1 for alle € > 0 og alle 6 € [0, ), sd er
= [0, ¢ +¢)[z2 = (28, +2), 2(0, 0 +€))c2
= (2(0,9), 20, 9))c2 + £ (200, 9), 0,2(60, ¢))c2 + (0,2(0, ), (0, 9))c2) + B (7)
= 00, 0)][2 + & (B(0, 0), 0,80, )2 + (0,80, ), (0, 9))ez) + R (c2)
=1+ ((®(0,0), 9,20, 0))cz + (9,2(0, %), 2(0, 9))c2) + R () (4.19)

for et restled R (¢%). Ud fra (4.19) ser vi, at

5(((1)(9, ) (9, 90)>(C2 + <a<,0q)(0790)7(1)(9790)> ) 0
for et vilkarligt € > 0, hvorfor (®(0, ), 0,P(0,¥))c2 + (0,2(0,¢), ®(0,¢))c2 = 0. Et
tilsvarende argument viser, at (®(6, @), J® (0, ¢))c2 + (D@ (0, ), (9,¢)>Cz = 0. Derfor er
(0,2(0, ), 2(0,0))c2(2(0, ), 0p®(0,0))c2 — (p®(0, ), B(0, ©))c2(P(0, ), 0, (0, ©)) 2
= (2(0,0), 000, 9))c2 ((9,2(0, ), 20, 0))c2 + (D(0, ), 0, P(0, ©))c2)
=0,
hvorfor (4.18) reduceres til

tr (Q (97 90) [89Q (07 90) ) aSDQ (9’ QO)]) = <89(I>(9’ @)v 8¢I>(9, @))(ﬁ - <850(I)(9’ 90)’ ag@(ea 90)>(C2
= Oy <(I)(07 90)’ aﬂq)(ev 90)>((32 - as& <(I)(97 90)7 89(1)(9’ ¢)>C2 )
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4. Konstruktion af en kontinuert frame som alternativ til en diskontinuert basis

hvor sidste lighed er opfyldt, idet 0p0,P (0, ) = 0,09P(0, ), hvilket er opfyldt pga.
antagelsen, at ®(6, @) er glat. I alt opnas, at

/ZW/ tr(Q (0,9) [90Q (0. 9) , 9, Q (0, ¢)]) sin (0) dOdp
/ 2W/ (90 (2 (8, 0) , 0, (8, )2 sin (0) ddep
/ /2” ), 99® (0,¢))c2) dpsin (0) do. (4.20)
Idet ® (6, ) er glat, sa geelder det ifolge [10, seetning 7.17), at
lim 0, (0, ¢) = 9, lim @ (8, 0) = 9, (0, ). (4.21)

Yderligere geelder det ud fra kontinuiteten af ® (6, ¢), at limy_,o ® (0, ¢) er konstant som
funktion af ¢, hvorfor limg_,o 0,® (0,¢) = 0. Ud fra (4.21) er det saledes opfyldt, at
limp_0 0, ® (6, ) = 0,P (0,p) = 0. Et tilsvarende argument viser, at 9,® (m, ) = 0 for
alle € € [0, 27).

Med variabelsubstitutionen u = cos () for 6 € [0, 7] beregner vi nu:
/ (ag< (6,0).0,% (6, 0))c2) sin (6) do

8 ® (arccos (u) , ) , 0, (arccos (u) , ))czdu

= (arccos( ), ), 0, (arccos (u), ©)) =t

u=-—1

< (0,), 0,2 (0,))c2 — ( (7, 9) , 0p® (7, )2
=(2(0,),0)c2 — (@ (7,¢),0)c2
= 0. (4.22)

Yderligere beregner vi:
2

0 8‘P<(p (07 90) 789(1) (97 90)>(C2d90 = [<q) (97 90) 786’® (07 )>C2]£—gﬂ - 07 (423)

hvor sidste lighed er opfyldt, idet ® (0, ¢) er 27 periodisk i variablen ¢ (at ® (0, ) er
27 periodisk i variablen ¢, fglger fra antagelsen, at ® (6, ¢) er kontinuert pa en sfeere).
Sammenholdes (4.22) og (4.23), ser vi, at dobbeltintegralet (4.20) er lig nul, hvilket afslutter
beviset. |

Idet ramk(]5 (6, go)) = 1 for alle § € [0,7] og alle ¢ € [0,27), sa kan vi anvende

seetning 4.2 til at vise, at der ikke eksisterer en basis for Span( P (9,gp)>, som varierer
)

kontinuert pa sfeeren af enhedskuglen. Ud fra definitionen af P A
dobbeltintegralet

se (4.1), beregner vi

/277/ tr 89P (6,0),0,P (eaW)D sin(6)dfde = 2mi # 0. (4.24)

Ud fra (4.24) eksisterer der ikke en glat normeret egenvektor til P (6,¢), jf. seetning 4.2,
hvorfor vi konkluderer, at der ikke eksisterer en basis for Span (P (0,¢) ), som varierer

kontinuert pa sfeeren af enhedskuglen. Alle udregninger til at verificere (4.24) er samlet i
appendiks B
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4.4. Konstruktion af frame for underrummet Span (]5 (0, cp))

4.4 Konstruktion af frame for underrummet Span (}5 (0, gp))

I dette afsnit beviser vi, at der eksisterer en frame for Span (]5 (0, go)), som varierer kon-

tinuert pa sfeeren af enhedskuglen. For at bevise eksistensen af denne frame anvendes
fglgende metode:

i) Vi finder fgrst et underrum W af C* som varierer kontinuert péa sfeeren af
enhedskuglen, og vi finder en basis for W, som varierer diskontinuert pa sfeeren
af enhedskuglen.

ii) Herefter viser vi, at der under visse betingelser eksisterer en uniteer matrix, som
roterer den diskontinuerte basis for W over i en basis, som varierer kontinuert pa
sfeeren af enhedskuglen.

iii) Ud fra den kontinuerte basis for W finder vi en frame for underrummet

Span (15 (0, go)) af C?, som varierer kontinuert pa sfzeren af enhedskuglen.

Konstruktion af basis til et underrum af C*

Betragt C*. For 6 € [0, 7] og ¢ € [0,27), definer matricen

P(0,¢):= [p 6,0) _ Onar

Oaa  P(0,—)]’

hvor P(#, ¢) er projektionsmatricen, defineret ved (4.1). Idet P2(0,9) = P(8,¢) og
P*(0,0) =P (0,9), saer P(0,p) en ortogonal projektionsmatrix, jf. definition 3.5. Yder-

ligere er rank (ﬁ (0, gp)) = 2 for alle 6 € [0, 7] og alle ¢ € [0,27). Derfor er Span (ﬁ (0, go))
et underrum af C* med dimension to, der varierer kontinuert pa sfzeren af enhedskuglen

og har P (0, ) som projektor for alle 6 € [0, 7] og alle ¢ € [0, 27).

For § € [0, 7] og ¢ € [0,27), definer vektorerne

Uy (0, ) = [\Ijéfxf)] og  Ua(0,¢) = [\1/ %’X_l(p)} :

S er P 0, ) \le 0,0) = \/I\lj (0, ) for j € {1,2}, hvorfor T, (0,¢) og Ty (0, ) er linesert
uafheengige egenvektorer for 16(9, ®), 0g {\Tfl (0, 9) ,(I\’g (0, gp)} er derfor en ortonormal

basis for Span(ﬁ (0,@)) for alle 6 € [0, 7] og alle ¢ € [0,27). Idet Uy (6, ) og Vs (6, ¢)
defineres ud fra hhv. ¥ (0, ¢) og ¥ (0, —¢), sa varierer {@1 (6, ), Uy (6, cp)} diskontinuert

pa sfeeren af enhedskuglen.

Konstruktion af kontinuert basis til underrummet Span <]3 (0, gp))

I dette afsnit viser vi, at der under visse betingelser eksisterer en basis for Span (13 (0, go)),

som varierer kontinuert pa sfzeren af enhedskuglen. Vi ser forst, at

~ e —ip) ¥ (m,0 LN
B (mp) = |“PUE YO 2o (i) B (0
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4.3

4. Konstruktion af en kontinuert frame som alternativ til en diskontinuert basis

0og

= [ Oax1

B2 (1) = | o 0)} — exp (i) B (7,0)

hvorfor vi kan definere en uniteer matrix

_ |exp(=ip) 0
a(p) = [ 0 exp (iw)} : (4.25)
saledes at
2
Z o)k Uk (m,0), for j e {1,2} (4.26)

k=1

for alle ¢ € [0,27), hvor notationen [];; angiver indgangen i en matrix for reekke &k og
sgjle 7.

Saetning: Lad hi og ho veere selvadjungerede, kontinuerte og 27 periodiske operatorer
atheengig af ¢ € [0, 27). Antag, at o (¢), defineret ved (4.25), kan skrives som produktet

a () = exp (ih1 () exp (ih2 (#)) - (4.27)

Sa eksisterer der en uniteer matrix (6, ¢) for alle 8 € [0, 7] og alle ¢ € [0,27), sadan
at {0, (0, ©)}neq1,2} er en basis for Span P (6, ) ), som varierer kontinuert pa sfeeren af

enhedskuglen, hvor

2

STIB 0.9 T (0,0), forne{1,2}. (4.28)

j=1

=1
3
=
&
Il

Bevis: Lad h; og hg veaere selvadjungerede, kontinuerte og 27 periodiske operatorer
afthaengig af . For 6 € [0, 7] og ¢ € [0,27), definer matricen

86.9)i=oxp (o (0) ) exp (o (0)). (4.29)

Ud fra (4.29) ser vi, at den inverse af 5 (0, ) er givet ved
_ i0 i0
5 0.0) e (T () ) exn (D1a ).

og idet hy og ho er selvadjungeret, sa er 3* (6, ¢) = B~ (0, ¢), hvorfor 3 (6, ) er en unitaer
matrix for alle 6 € [0, 7] og alle ¢ € [0, 27).

Idet hy og hg er kontinuerte og 27 periodiske i variablen ¢, sa folger det, at 3 (0, ¢) er 27
periodisk i variablen ¢ og varierer kontinuert pa sfeeren af enhedskuglen for alle 6 € [0, )
og alle ¢ € [0,2m), jf. lemma B.6.

Lad ¥, (6, ¢) veere givet ved (4.28). Idet {\Tfl 0,¢), s (0, gp)} varierer kontinuert pa sfee-
ren af enhedskuglen for alle § € [0, 7) og alle ¢ € [0,27), sa varierer {\Nlll 0, 0), %, (6, gp)}

kontinuert pa sfeeren af enhedskuglen for alle 6 € [0, ) og alle ¢ € [0,27) som en sammen-
saetning af kontinuerte afbildninger.
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4.4. Konstruktion af frame for underrummet Span (]5 (0, cp))

Vi beviser nu, at t W, (0, ) er kontinuert pa hele sfaeren af enhedskuglen, dvs., vi skal vise,

at limg_, ¥, (6, ¢) = ¥, (7, ¢) er konstant som funktion af . Ud fra (4.28) er

2
=Y [5710,9)],;¥n (0,0), forje{1,2}. (4.30)

n=1

Ud fra (4.28) og (4.26) er

2 2
=D B () =Y [B(m @), >l (@)l U (7,0),

j=1 j=1 k=1

j=1 k=1 i=1
2 2 2

=S X B @ 0], [0 (@) 18 (r. ) | i (r,0)
i=1 \k=1j=1

hvor sidste lighed er opfyldt pga. generelle regneregler for multiplikation af tre matricer.
Vi ser nu, at

B (m, @) = exp (ihy (@) exp (iha (9)) = () , (4.31)

hvor sidste lighed er opfyldt pga. antagelsen (4.27). Det geelder derfor, at a () 5 (7, ) =
Id. Sammenholdes (4.25) og (4.31), ser vi, at 3~ '(m,0) = «(0) = Id, hvorfor
B (m,0)a(p) B (m, ) = Id. I alt opnas, at

2
lim Uy, (0,) = Uy, (m,0) = > [Id],, ¥; (m,0) = ¥, (r,0), forn € {1,2}. (4.32)

0—m

Idet graensevaerdien (4.32) er konstant givet ved vektoren W, (m,0), s& varierer ¥, (6, ¢)
kontinuert pa hele sfaeren af enhedskuglen for bade n = 1 og n = 2. Vi konkluderer herved,

at {Uy(0,0),%s(6,9)} er en basis for underrummet Span (P (0, go)) C C*, som varierer
kontinuert pa sfeeren af enhedskuglen. ]

Repraesentation af matricen « (y)

I dette afsnit viser vi, at matricen a (), defineret ved (4.25), opfylder forudseetningerne
for at anvende ssetning 4.3.

Del 1
For ¢ € [0,27) og et vilkarligt reelt tal § > 0, definer matricen

as () = 1 exp (—iyp) )
S Trae | 8 expliv)]

(4.33)
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4. Konstruktion af en kontinuert frame som alternativ til en diskontinuert basis

Idet determinanten af a; (¢) er lig 1 for alle ¢ € [0,27) (derfor forskellig fra nul), sa er
as () invertibel med

L1 1 [exp(ip)  —id
@ (¢) _det(aa(w))m[ —id exp<—w>]

B 1 exp (ip) —1id
V1t 62 [ —id exp (—icp)} ’ (4.34)

Ud fra (4.33) og (4.34) ser vi, at a; ' (p) = o (), hvorfor as () er en uniteer matrix.
Idet a5 (¢) er en uniteer matrix, sa geelder det ifplge spektralsaetningen, se eksempelvis [6,
kapitel 12], at

as (p) = PDP", (4.35)

hvor P er en matrix bestaende af de ortonormale egenvektorer for a5 (@), og D er en diago-
nalmatrix bestaende af egenvaerdierne for a; (). Vi finder nu egenvaerdierne og tilhgrende
egenvektorer for matricen «; (¢), sadan at vi kan konstruere P og D.

Fort € Cer
1 exp (—ip) — tV1+ 62 i
as (@) —tld = , , ,
V1 62 i0 exp (ip) — tV'1 + 62
hvorfor det karakteristiske polynomium er givet ved
det (g (p) — t1d) = 2 — 286, 4 (4.36)
o Vito? ' ‘

Egenveerdierne A\ (¢) og A2 (¢) til as (¢), dvs., redderne til (4.36), beregnes til

2(1462) % cos 4 cos? 1+62) -4
() = (1+07) (<P)+\2/ () (1442

= (1 + 52)71/2 cos (¢) + 1/ cos? () (1 + 52)_1 -1
= (1+ 52)_1/2 (cos (@) + v/cos? () — 1 — 52)

=(1+ 52)_1/2 <cos (@) + 1/ —sin? (p) — 52>

=(1+ (52)_1/2 (cos () +i4/sin? (p) + (52) , (4.37)

og

= (1 + 52)_1/2 <cos (p) — zW) . (4.38)
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4.4. Konstruktion af frame for underrummet Span (]5 (0, cp))

Egenvektorerne tilhgrende egenveerdierne A (p) og A2 (¢) finder vi ved at lgse
ligningssystemerne (o5 () — Aj (¢) Id) x = 0 for j € {1,2}. For A1 (p) er

as () — A1 (p) Id

i isin (¢) — n/W
(s - s ) i 1 ]
_ 1 (sin (o) - \/W) /6
[t (s - vEr @ v e) /5] | (4.39)
0 0

hvor ~ angiver, at matricerne er ackvivalente mht. de saedvanlige rackkeoperationer
for matricer. Ud fra (4.39) bestemmer vi egenvektoren 1), (¢) til matricen as () for
egenveerdien Aj () til

1 (¢) = = [— sin () + \/W} |

J

Akvivalent med ovenstaende finder vi egenvektoren ), (¢) til matricen ag(yp) for
egenvaerdien g (¢) til

Lad ] 1
Y1 (p) = m¢1 () og Pa(p):= m"ﬁz (¥),

sa er Y1 (¢) og V2 (¢) ortonormale egenvektorer til matricen oy (¢) for hhv. egenveerdierne
A1 (p) 0g A2 (¢)-

Definer P := [¢1 (p) 2 ()] og D := [/Mégo) )\2(2@)}, sa er
as() = [0 (0) wa )] 167, 0 ) vl
=1 () P1(p) + X2 (v) P2 (9), (4.40)

jf. (4.35), hvor Pi (¢) := ¢1 () Y1 ()" 0og Py (p) := s ()2 (¢)". Herved konkluderer
vi, at P (p) og P5(p) er selvadjungerede, kontinuerte og 27 periodiske operatorer som
funktion af .

Idet egenveerdierne er komplekse tal, se hhv. (4.37) og (4.38), sa er

Aj (9) = |Aj (@) [exp (iArg (A () = exp (iArg (A; (#))) , (4.41)

hvor sidste lighed er opfyldt, idet |A;(¢)| = 1 for alle ¢ € [0,27) og j € {1,2}.
Sammenholdes (4.40) og (4.41), sa opnas, at

as (p) = exp (iArg (M1 () P1 (p) + exp (iArg (A2 (9))) P2 (#)
= exp (i (Arg (A1 (p)) P1 (p) + Arg (A2 (0)) P2 (#))) - (4.42)
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4. Konstruktion af en kontinuert frame som alternativ til en diskontinuert basis

Yderligere ser vi, ud fra (4.37) og (4.38), at

sin? () + 62
V1462

for alle ¢ € [0,27) og alle § > 0, hvorfor argumentet til de komplekse tal er veldefineret
ved

>0

Arg (M1 (¢)) = arccos < C‘ﬂ%) og Arg(\2(¢)) = — arccos <%) .

Lad m (@) := Arg (A1 () og ma () := Arg (A2 (¢)). Sa kan vi definere en selvadjungeret,
kontinuert og 27 periodisk operator h; (¢) := mi (¢) P1 (¢)+ma (p) P2 (p), sadan at (4.42)
reduceres til

as (p) =exp (ihy (¢)), for alle p € [0,27). (4.43)

Del 2

For ¢ € [0,27) og et vilkarligt reelt tal 6 > 0, definer matricen

15(0) = a5 () () = \/11752 [exp(igp) —i§ Hexp(—w) 0 }

—i6 exp(~ip) 0 expip)
_ 1 —id exp (ip)
V1 [—Zﬁexp (—ip) 1 } : (4.44)

Ud fra (4.44) ser vi, at 75 (o) " = 75 ()%, hvorfor 45 (¢) er en uniteer matrix. Idet ~s ()
er en uniteer matrix, kan vi anvende spektralsaetningen til at finde en repraesentation af
vs (). For ¢t € C er det karakteristiske polynomium af matricen ;5 (¢) givet ved

det (75 () — tld) = £* —

2
Ve i 1=0. (4.45)

Ud fra (4.45) beregner vi egenveerdierne A, og Ao for 75 () til
M= (1462140 og A= (1462 (1-id).

Bemerk, at A og Ao er uafheengige af . Vi finder nu egenvektorerne tilhgrende M og Ao
ved at lgse ligningssystemerne ('y(; () — S\jI d) x =0 for j € {1,2}. For A1 er

o1 —id —id exp (i)
Y5 (p) — Ald = Ny [—z’é exp (—igp) —i6 }
_ [[1) expo(zgo)] ‘ (4.46)

Ud fra (4.46) bestemmer vi egenvektoren %, () til matricen 5 () for egenveerdien A; til
~ —exp (7
¢1(<P):[ li’(@)}

Ekvivalent med ovenstaende finder vi egenvektorer Py (@) til matricen s (p) for
egenveerdien Ao til

bl = |1
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4.4. Konstruktion af frame for underrummet Span (]5 (0, cp))

Lad i )
N = e 2 (@) |

sa er 1&1 (¢) og ¥ (p) ortonormale egenvektorer til matricen s (¢) for hhv. egenveerdierne
)\1 og )\2.

—

P (p) og Ua(p): Py (9)

Ifplge spektralseetningen kan vi finde to matricer Pi (@) == U1 (p) V1 (9)* 0g Py (@) :=
Vo (@) 12 ()", sadan at

75 () = M Pr (@) + APy () - (4.47)
Definer 7y := Arg(\;) = arccos (ﬁ) og My = Arg(\y) = — arccos (ﬁ) Sa er

ho (p) = M1 Py (p) + maPs (@) en selvadjungeret, kontinuert og 27 periodisk operator,
sadan at (4.47) reduceres til

vs (p) = exp (ihg (¢)), for alle p € [0,27). (4.48)

Opsummering og sammenfatning

Ud fra resultaterne (4.43) og (4.48) konkluderer vi, at der eksisterer to selvadjungerede,
kontinuerte og 27 periodiske operatorer hi og ho athaengig af variablen ¢, sddan at
a () = as (#) 75 (p) = exp (ih1 (@) exp (iha (¢)),  for alle ¢ € [0, 27).

Derfor eksisterer der en uniteer matrix 5 (0, ¢) for alle 8 € [0, 7] og alle ¢ € [0,27), jf.
seetning 4.3. Yderligere, iflge saetning 4.3, kan vi definere

2
U (0,9) =) [8(0,9)];, V5 (0,9), forne{1,2},
j=1
sadan at {¥ (6, ), Vs (A,¢)} er en basis for underrummet Spaun(]3 (0, go)) C C*, som
varierer kontinuert pa sfeeren af enhedskuglen.

Konstruktion af kontinuert frame for underrummet Span (]5 (0, cp))

I dette afsnit konstrueres en frame for underrummet Span (15 (0, go)) C C?, som varierer
kontinuert pa sfzeren af enhedskuglen. Idet C* er udstyret med det indre produkt (-, -)ca,

og {¥1(0,0), Vs (A, )} er en ortonormal basis for underrummet Span <ﬁ (0, cp)) CC* 54
er

w = (w, ¥y (0, 90)>(C4\i11 (0,0) + (w, \ilQ (9, 90)>(C4\i12 (0, ) (4.49)
for alle w € Span (]3 (0, cp)) Lad f vere et vilkarligt element i Span (]5 (0, go)) og definer
[ }

f ' [O2x1 ‘

Ul] € C2, sadan at P (0, ) [51} = f. Idet

Sa eksisterer der en vektor [
2

V2

N I I LRI |
P0:e) | | = 0 = [Ole] =/,
0 0
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4. Konstruktion af en kontinuert frame som alternativ til en diskontinuert basis

saer f € Spam(]3 (9,@)). Derfor konkluderer vi, at f € Span(]5 (0, go)) medfgrer, at f €
Span (]3 (0, gp)) Definer projektionen
T C'=C’oC’ - C
(21,22, 23, 24) = (21, 22). (4.50)

Ud fra (4.49) og definitionen af projektionen 7, se (4.50), kan ethvert element f e
Span (]5 0, 9)

N—

repraesenteres som

= (f, 701 (0,0)) 21 (0, 0) + (f, 7V2 (0, 9)) 272 (0, ) - (4.51)

Idet Span( (0, )) er et underrum af dimension én, og (4.51) er opfyldt for ethvert element
i Span( ) sa er {70 (0, ), 7V (0, @)} en Parseval frame for Span (P (6, )) Idet
0,

, Wy (6, )} varierer kontinuert pa sfaeren af enhedskuglen, si varierer framen
{7, ( ¢),7™Vs (0, )} kontinuert pa sfeeren af enhedskuglen.
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Konklusion

Konklusion Del 1

Med udgangspunkt i et Gabor system analyserer vi pa et system af funktioner pa formen

{MppThag},, nez = {exp (2mimbz) g (x — na) : Vo € R} (5.1)

m,nez

hvor a, b > 0 er reelle, og g € L? (R) er en sdkaldt generatorfunktion. Hertil definerer vi
en Gabor frame for L? (R) ved et system (5.1), som opfylder

Alf oy < 32 [ M Tnag) 12y |* < BIf |32y, for alle f € L2 (R).

mneZ

for to positive reelle konstanter A og B (framegreenser). I forbindelse med painless nonort-
hogonal expansions redeggr vi for ngdvendige og tilstrackkelige betingelser for eksistensen
af en Gabor frame for L? (R), nar stgtten af en generatorfunktion er restringeret til at veere
indeholdt i et interval med intervalleengde 1/b. I denne redeggrelse konkluderes fglgende.

Lad a, b > 0 og g € L? (R) veere givet:

i) Hvis 0 < ab < 1 og supp(g) C [0,1/b], s& er Gabor systemet (5.1) en frame for L? (R),
hvis og kun hvis der eksisterer to reelle konstanter 0 < A < B < oo, sadan at

bA < Z lg(z — na)|> < bB, for nasten alle z € R. (5.2)
nez

Yderligere er A og B i dette tilfeelde framegraenser.

ii) Hvis 0 < ab < 1, s& eksisterer der en funktion g € L? (R) med supp(g) C [0,1/b],
som opfylder (5.2).

iii) Hvis ab = 1, s& er enhver funktion g € L? (R) diskontinuert, hvis supp(g) C [0, 1/b]
og (5.2) er opfyldt.

iv) Hvis ab > 1 og supp(g) C [0,1/b], sa er (5.2) ikke opfyldt og Gabor systemet (5.1)
er ikke fuldstzendig i L? (R).

Fraviger vi kravet om, at stgtten af generatorfunktionen er indeholdt i et interval med
intervallzengde 1/b, sa er det kun den ngdvendige betingelse for en Gabor frame for L? (R),
formuleret i punkt i), som har en udvidelse til at veere opfyldt for alle generatorfunktioner
i L? (R). I det generelle tilfselde formuleres i stedet folgende tilstraekkelige betingelse for
en Gabor frame for L? (R).

Lad a, b > 0 og g € L? (R) veere givet: Hvis

1
B:=— sup Z Zg(m—na)g(m—na—k/b) < 0o
baeal ez lnez
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5. Konklusion

0og

> 0,

Zg(x—na)g(:r—na—k/b)

neL

1
A::E ir[%)f} E g (z — na)* — g
x€|0,a
nez

keZ\{0}

s& er Gabor systemet (5.1) en frame for L? (R) med framegraenser A og B.

Konklusion Del I1

I anden del af specialet defineres projektionsmatricen

1 1—u V1 —u?exp (—ip)
P (u.¢) T2 [\/1—uzexp(i4p) 14+u }

for u € [-1,1] og ¢ € [0,27). Med variabelsubstitutionen u = cos () for € [0, 7] finder vi
et underrum Span( P (0, gp)) C C? med dimension én, som varierer kontinuert pa sfaeren

af enhedskuglen. For underrummet Span (13 (0, cp)) bevises eksistensen af fglgende basis

_ |—sin(6/2) exp (—iyp)
¥ (0, 0) = [ cos (6/2) }

for alle 0 € [0, 7] og alle ¢ € [0,27). Hertil bliver det bevist, at W (6, ¢) varierer diskonti-
nuert pa sfeeren af enhedskuglen, og det bliver bevist, at der ikke eksisterer en basis for

underrummet Span (]5 (0, <p)>, som varierer kontinuert pa sfeeren af enhedskuglen. Derfor

konkluderer vi, at der eksisterer endeligdimensionale vektorrum, som varierer kontinuert,
for hvilke der ikke eksisterer en basis, som varierer kontinuert.

Herefter betragtes C*, hvor vi definerer projektionsmatricen

D ._ P(Ov@) Oax
P, ¢) = [ Oax2 15(92,—24/7)]

for 6 € [0,7] og ¢ € [0,27). Hertil finder vi underrummet Span(l3 (0,(,0)) C C*, som

varierer kontinuert pa sfaeren af enhedskuglen. Det vises, at underrummet Span <13 (0, gp))
har en basis givet ved vektorerne

1 (0.0) = Fjo(fxf)] og Uy (B, p) = [‘ygfx_lw)], (5.3)

som varierer diskontinuert pa sfeeren af enhedskuglen. For ¢ € [0, 27) defineres en uniteer
matrix

ate) = [T i)

og det bevises, at der eksisterer to selvadjungerede, kontinuerte og 27 periodiske operatorer
afheengig af ¢, hhv. hy og ho, sddan at

a () = exp (th1 (p)) exp (tha () -

Ud fra dette resultat konkluderer vi, at der eksisterer en uniteer matrix g (6, ) for alle

0 € [0,7] og alle ¢ € [0,27), som roterer den diskontinuerte basis for Span (ﬁ (0,@)),
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udgjort af vektorerne (5.3), over i en basis for Span (]3 (0, go)), som varierer kontinuert pa
sfeeren af enhedskuglen.

Ved at definere en projektion 7: C* = C? @ C?> — C? beviser vi, at der findes en frame for
Span (P (0, cp)), som varierer kontinuert pa sfzeren af enhedskuglen.

42



Bibliografi

[10]

[11]

[12]

Ole Christensen. Introduction to Frames and Riesz Bases. Birkhauser Boston,
1. dec. 2013. 1SBN: 978-0-8176-8224-8. URL: http://www.ebook.de/de/product/
25447872/0le_christensen_introduction_to_frames_and_riesz_bases.html.

Horia Cornean. Notes for Analyse 1 and Analyse 2. 2015. URL:
http://people.math.aau.dk/ cornean/analyse2_F15/noter-analyselog2-9-
04-2015. pdf.

Karlheinz Grochenig. Foundations of Time-Frequency Analysis. Birkhauser, 15. dec.
2000. 380 s. 1SBN: 0-8176-4022-3. URL:
http://www.ebook.de/de/product/3757936/karlheinz_groechenig_
foundations_of_time_frequency_analysis.html.

Christopher Heil. A Basis Theory Primer. Springer Basel AG, 11. nov. 2010. ISBN:
9780817646868. URL: http://www.ebook.de/de/product/12546571/
christopher_heil_a_basis_theory_primer.html.

A. Grossmann og Y. Meyer Ingrid Daubechies. Painless nonorthogonal expansions.
1986, s. 1271-1283.

Bruno Nachtergaele og Anne Schilling Isaiah Lankham. Linear Algebra As an
Introduction to Abstract Mathematics. University af California, 2007.

Kenneth Offersen. Introduktion til frames i Hilbertrum. 2017. URL:
http://projekter.aau.dk/projekter/files/259995457/Rapport_P9.pdf.

E. J. Putzer. Avoiding the Jordan Canonical Form in the Discussion of Linear
Systems with Constant Coefficients. Bd. Vol. 73. No. 1. Jan. 1966, s. 2-7. URL:
http://www. jstor.org/stable/23139147seq=1.

Walter Rudin. Functional Analysis. McGraw-Hill Science/Engineering/Math, 1991.
ISBN: 9780070542365. URL:
https://www.amazon.com/Functional-Analysis-Walter—
Rudin/dp/00705423687SubscriptionId=0JYN1NVW651KCA66C102&tag=techkie-
20&1inkCode=xm2&camp=2025&creative=165953&creativeASIN=0070542368.

Walter Rudin. Principles of Mathematical Analysis. McGraw-Hill Education -
Europe, 1. jan. 1976. 352 s. 1SBN: 978-0070542358. URL:
http://www.ebook.de/de/product/2731171/walter_rudin_principles_of_
mathematical_analysis.html.

Walter Rudin. Real and Complex analysis. McGraw-Hill Education - Europe, 1. jan.
1960. 1sBN: 9780071002769. URL: http://www.ebook.de/de/product/3262874/
walter_rudin_real_and_complex_analysis.html.

Christian Berg og Tage Gutmann Madsen. Mal- og integralteori. 2001. 1SBN:
87-91180-15-5. URL: http://www.math.ku.dk/noter/filer/3mi.pdf.

43


http://www.ebook.de/de/product/25447872/ole_christensen_introduction_to_frames_and_riesz_bases.html
http://www.ebook.de/de/product/25447872/ole_christensen_introduction_to_frames_and_riesz_bases.html
http://people.math.aau.dk/~cornean/analyse2_F15/noter-analyse1og2-9-04-2015.pdf
http://people.math.aau.dk/~cornean/analyse2_F15/noter-analyse1og2-9-04-2015.pdf
http://www.ebook.de/de/product/3757936/karlheinz_groechenig_foundations_of_time_frequency_analysis.html
http://www.ebook.de/de/product/3757936/karlheinz_groechenig_foundations_of_time_frequency_analysis.html
http://www.ebook.de/de/product/12546571/christopher_heil_a_basis_theory_primer.html
http://www.ebook.de/de/product/12546571/christopher_heil_a_basis_theory_primer.html
http://projekter.aau.dk/projekter/files/259995457/Rapport_P9.pdf
http://www.jstor.org/stable/2313914?seq=1
https://www.amazon.com/Functional-Analysis-Walter-Rudin/dp/0070542368?SubscriptionId=0JYN1NVW651KCA56C102&tag=techkie-20&linkCode=xm2&camp=2025&creative=165953&creativeASIN=0070542368
https://www.amazon.com/Functional-Analysis-Walter-Rudin/dp/0070542368?SubscriptionId=0JYN1NVW651KCA56C102&tag=techkie-20&linkCode=xm2&camp=2025&creative=165953&creativeASIN=0070542368
https://www.amazon.com/Functional-Analysis-Walter-Rudin/dp/0070542368?SubscriptionId=0JYN1NVW651KCA56C102&tag=techkie-20&linkCode=xm2&camp=2025&creative=165953&creativeASIN=0070542368
http://www.ebook.de/de/product/2731171/walter_rudin_principles_of_mathematical_analysis.html
http://www.ebook.de/de/product/2731171/walter_rudin_principles_of_mathematical_analysis.html
http://www.ebook.de/de/product/3262874/walter_rudin_real_and_complex_analysis.html
http://www.ebook.de/de/product/3262874/walter_rudin_real_and_complex_analysis.html
http://www.math.ku.dk/noter/filer/3mi.pdf

Bibliografi

[13]

William F. Trench. Introduction to Real Analysis. Prentice Hall, 2002. 1SBN:
0-13-045786-8. URL:
https://www.amazon.com/Introduction-Real-Analysis-William-
Trench/dp/01304578687SubscriptionId=0JYN1NVW651KCA66C102&tag=techkie-
20&1inkCode=xm2&camp=2025&creative=165953&creativeASIN=0130457868.

Haruo Yanai, Kei Takeuchi og Yoshio Takane. Projection Matrices, Generalized
Inverse Matrices, and Singular Value Decomposition. Springer-Verlag GmbH,

12. apr. 2011. 1SBN: 978-1-4419-9886-6. URL: http://www.ebook.de/de/product/
14685515/haruo_yanai_kei_takeuchi_yoshio_takane_projection_matrices_
generalized_inverse_matrices_and_singular_value_decomposition.html.

44


https://www.amazon.com/Introduction-Real-Analysis-William-Trench/dp/0130457868?SubscriptionId=0JYN1NVW651KCA56C102&tag=techkie-20&linkCode=xm2&camp=2025&creative=165953&creativeASIN=0130457868
https://www.amazon.com/Introduction-Real-Analysis-William-Trench/dp/0130457868?SubscriptionId=0JYN1NVW651KCA56C102&tag=techkie-20&linkCode=xm2&camp=2025&creative=165953&creativeASIN=0130457868
https://www.amazon.com/Introduction-Real-Analysis-William-Trench/dp/0130457868?SubscriptionId=0JYN1NVW651KCA56C102&tag=techkie-20&linkCode=xm2&camp=2025&creative=165953&creativeASIN=0130457868
http://www.ebook.de/de/product/14685515/haruo_yanai_kei_takeuchi_yoshio_takane_projection_matrices_generalized_inverse_matrices_and_singular_value_decomposition.html
http://www.ebook.de/de/product/14685515/haruo_yanai_kei_takeuchi_yoshio_takane_projection_matrices_generalized_inverse_matrices_and_singular_value_decomposition.html
http://www.ebook.de/de/product/14685515/haruo_yanai_kei_takeuchi_yoshio_takane_projection_matrices_generalized_inverse_matrices_and_singular_value_decomposition.html

A

A.l
A2

A.6

A.2
A7

Appendiks A

Definition (Direkte sum): Et vektorrum X siges at veere den direkte sum af to
underrum Y C X og W C X, hvis ethvert element x € X har en entydig repraesentation
r=y+wforyeY ogwe W. Dette noteres X =Y & W. ¢

Begraenset, selvadjungeret, positiv og invertibel operator

Definition (Begraenset operator): Lad (X, | - ||x) og (Y,] - |ly) angive to normerede
vektorrum. Sa er operatoren (dvs., lineser afbildning) U: X — Y en begrenset operator,
hvis der eksisterer en reel konstant K > 0, sadan at

|Uzx|ly < K||z||x, for allez € X. ¢

Definition (Invertibel operator): Lad (X, | - ||x) og (Y,] - |ly) angive to normerede
vektorrum. En operator U: X — Y er invertibel, hvis der for ethvert y € Y eksisterer
et entydigt x € X, sadan at Ux = y. Hvis operatoren U er invertibel, sa siger vi, at
afbildningen U~': Y — X defineret ved U~ !y = x, hvor = er den entydige lgsning til
Uz =y, er den inverse af U. ¢

Definition (Positiv operator): Lad (#, (-, )) angive et Hilbertrum. En begraenset
operator U: H — H er en positiv operator, hvis (Uz,x)y > 0 for alle x € H. ¢

Definition (Adjungeret operator): Lad (K, (-,-)x) og (H, (-, )%) angive to Hilber-
trum, og lad U: K — H vaere en begraenset operator. S& definerer vi en adjungeret
operator U* som en entydig operator U*: H — K, som opfylder

(x,Uy)y = (U*x,y)x, forallex € H og alle y € K. ¢

Definition (Selvadjungerede og uniteer operator): Lad (H,(-,-)y) angive et
Hilbertrum, og lad U: H — H vaere en begraenset operator med den adjungeret operator
U*. Saer U en uniter operator, hvis UU* = U*U = Id. Yderligere er U en selvadjungerede
operator, hvis U = U™, ¢

Fouriertransformation

Definition: For f € L' (R) definerer vi fouriertransformationen f: R — C ved

f(fy) = /Rf (z) exp (—2mizy)dx, for v € R. ¢
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A9

A.10

A.3

A1l

A.3. Kvadratrod af en positiv begraenset operator

Vi betragter saledes fouriertransformationen af en funktion f som en operator F: f — f .

Sztning (Plancherel’s szetning): Vi kan til enhver funktion f € L?(R) knytte
funktionen Ff € L? (R) og

<f’ g>L2(]R) = <Ff7 F9>L2(R)7 for alle f,g € L’ (R)

For bevis af ssetning A.8, se [11, seetning 9.13]. Ud fra sstning A.8 ser vi, at
fouriertransformationen har en udvidelse fra L' (R) til unitaere operatorer pa L? (R).

Lemma: Lad {fj}r>1 veere en frame for et Hilbertrum # med framegraenser A og B. Hvis
U:H — H er en unitaer operator, sa er {U fi }r>1 en frame for # med framegreaenserne A
og B.

For bevis af lemma A.9, se [1, korollar 5.3.4].

Proposition: Lad g € L? (R) og a, b > 0 vaere givet. Hvis Gabor systemet { M,,5T09 }m.nez
er en frame for L? (R) med framegreenser A og B, s& er { Mo TypFgtmmnez en frame for
L? (R) med framegraenser A og B.

Bevis: Lad ¢ € R veare givet. Sa er
FT.f(x) = /Rf (z — ¢) exp (—2mizy) dz
= exp (—2micy) / f (z)exp (—2mizy) dx
= M_.Ff(x), fir alle f € L* (R), (A1)
og

FM.f(x) = /Rexp (2mize) f(z) exp (—2mizy) dx

= /Rf(;v) exp (—2miz(y — ¢)) dz
= T.Ff(zx), foralle f e L*(R). (A.2)

Ifslge Plancherel’s szetning A.8 er fouriertransformationen en uniteer operator pa L? (R).
Lad g € L? (R), s& er {FMpTnag}tmnez en frame for L? (R) med framegraenser A og B,
jf. lemma A.9. Ud fra (A.1), (A.2) og (2.1) er

FM iy Trag = TrnpM_ o Fg = exp (2mimbna) M TrnpFg.

Idet exp (2mimbna) er et komplekst tal pa den komplekse enhedscirkel, dvs., med modulus
lig 1, afsluttes beviset. u

Kvadratrod af en positiv begraenset operator

Saetning: Lad H veere et Hilbertrum. Enhver positiv begraenset operator U: H — H har
en entydig positiv kvadratrod U2, som ligeledes er en begraenset operator. Yderligere
geelder:
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A4
A.12

A.13

A.14

A.5
A.15

A. Appendiks A

i) Hvis U er selvadjungeret, sa er U'/? selvadjungeret,
ii) Hvis U er invertibel, sa er U'/? invertibel,
iii) U og U'/? kommuterer.

For bevis af seetning A.11, se [1, lemma 2.4.5] og [9, seetning 12.33].

Riesz basis og Riesz folge

Definition (Riesz Basis): En Riesz basis for et Hilbertrum # er en samling pa formen
{Uek}r>1, hvor {ex}r>1 er en ortonormal basis for H, og U: H — H er en begraenset

bijektiv operator. ¢
Definition (Riesz fglge): En folge { fi}r>1 af elementer i et Hilbertrum  er en Riesz
folge i H, hvis der eksisterer to reelle konstanter 0 < A < B < o0, sadan at
2
AN el <D arfil| < B el
E>1 k>1 " k>1

for en endelig folge {cy}}_, af koefficienter i C. Konstanterne A og B kaldes hhv. nedre og
gure Riesz grense. ¢

Det kan vises, at {f;}x>1 er en Riesz basis, hvis og kun hvis {f}r>1 er en Riesz folge,
som er fuldsteendig i H, se [1, seetning 3.6.6].

Saetning: En Riesz basis {fx}r>1 for et Hilbertrum # er en frame for H, og Riesz
graenserne er lig framegraenserne.

For bevis af seetning A.14, se [1, seetning 5.4.1].

Ortonormal basis for L?([0,1/b]) og fourierkoefficienter

Saetning: Lad {ej}r>1 veere en ortonormal basis for et Hilbertrum #, sa er

i) f =3 4s1(fsen)nen, for alle f € H,
i) st [(fsen)nl” = 113, for alle f € H.

Punkt ii) i seetning A.15 er ogsa kendt som Parseval’s lighed.

For k € Z, definer

e (z) := Vbexp (2mikbz), for z € R.
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A.5. Ortonormal basis for L? ([0,1/b]) og fourierkoefficienter

Ifglge [4, kapitel 13, kapitel 14 og szetning 1.50] er {&j }rez en basis for L2 ([0,1/b]). Vi ser
nu, at

1/b
oo = (@ ddiagorm = | a@in@s

1/b
= b/ exp (2mikbx) exp (—2mikbr) dx
0

1/b
b/ ldx
0

=1, foralle k € Z.

For j # ki Z,er

1/b

(€, €j)L2(j0,1/8) = b exp (2mikbz) exp (—2mijbx) dx

b

exp (2mi (k — j) bz) dz

/Olb
/0/

_p [exp;jz —jz bm)]:/”
(=)

Idet k—j € Z\{0}, sa er exp (27i (k — j)) = 1, hvorfor (€x, €;) 12(j0,1/6)) = 0. Vi konkluderer
derfor, at {éj}rez er en ortonormal basis for L? ([0,1/b]). Bemzrk, at dette resultat let
generaliseres, sidan at {& }rez er en ortonormal basis for L2 (I) for ethvert interval I C R
med intervalleengede 1/b.

Ud fra seetning A.15 er

F= {f. e 1201/ for alle f € L*([0,1/0]). (A.3)
keZ

Lad f e L?([0,1/b]) veere en periodisk funktion med periode 1/b. S er fourierrakken af
f defineret ved

= Z cx exp (2mikbx), for alle x € [0,1/Y], (A.4)
kEZ

for en folge af koefficienter {cx}rez 1 C, ogsa kaldet fourierkoefficienterne, jf. [1, afsnit 3.8].
Sammenholdes (A.3) og (A.4) ser vi, at fourierkoefficienterne for f er givet ved

. /b
e = Vb(f, €k)2([0,1/8)) = b ; f(z) exp (—2mikbx) dx. (A.5)

Udfra Parseval’s lighed, se ssetning A.15, er

b,
> el = bZ‘ £ ek L2010 ’ = bl F1I 20,10y = b/ ’f(x)rd%- (A.6)

keZ keZ
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B.1
B.1

B.2

B.3

Appendiks B

Spor og Hilbert-Schmidt norm

Definition: Lad T veere en begrenset, positiv og selvadjungerede operator pa et
Hilbertrum H. Sa defineres sporet af T ved

tr (T) = Z(ek, T€k>,

k>1

for enhver ortonormal basis {ej}r>1 for H. ¢

Lemma: Lad A veere en m x n matrix. Antag, at rank(A) = r, sa eksisterer der en m x r
matrix B og en r x n matrix C' sadan, at A = BC' og rank(B) = rank(C) = r.

Bevis: Lad A := [al a, --- an], og lad B := {bi,bg,...,b,.} veere en basis for
Span(A). S& kan vi definere B := [by by --- b,|. Idet B er konstrueret ud fra en
basis med r vektorer, sa er rank(B) = r. Lad ¢; = [clj coj - ch]T veere en vektor,

som indeholder koefficienterne, sadan at
a; = c1jb1 + cgjbe + - + ¢jb, = Bej, for 1 <j <n.
Sa er
A= [al as --- an] = [Bcl Beoy - Bcn] = BC.
Slutteligt ser vi, at
r = rank (A) = rank (BC) < rank (C) <,
hvorfor rank(C) = r. [

Lemma: Lad A vezre en kvadratisk matrix af orden n. Antag, at A2 = A, sd er tr(A) =
rank(A).

Bevis: Lad r = rank(A), B vaere en n X r matrix og C' en r X n matrix med rank(B) =
rank(C) = r sadan, at A = BC, jf. lemma B.2. Antag, at A?> = A, sé er
BC = BCBC.

Idet B har fuld sg@jle rank, sa eksisterer en venstreinvers til B, og idet C' har fuld rakke
rank, sa eksisterer en hgjreinvers til C'. Derfor er

Ild,.«, =CB
hvor Id,, er identitetsmatricen af orden r. Idet matricer kommuterer under sporet, sa er

tr (A) =tr (BC) =tr (CB) = tr (Idyx,) =7 =rank (A4). [ |
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B.1. Spor og Hilbert-Schmidt norm

Definition (Hilbert-Schmidt norm): Lad A vere en kvadratisk matrix af orden n
med indgange i C. S& definerer vi Hilbert-Schmidt normen for A ved

|Alls =, Zl
1,j=1

hvor [A];; er indgangen i matricen A for reekke i og sgjle j. ¢

Lemma: Lad A vere en kvadratisk matrix af orden n med indgange i C, og lad z € C".
Sa er [|Allop < [[Allzzs-

Bevis: Antag, at ||z|%, = 1. Udfra Cauchy-Schwartz ulighed er

n

|Az||2n = (Az, Az)en =)

=1

n

E Jijz;

7=1

= IIAIIHusIICn
= 1Al

hvorfor [|Allop := sup|z|cn=1{llAzllcr} < [| Al s- u

Lemma: Lad f (§): C* — C" vaere en operator afhaengig af en variabel £ € W C R™.
Hvis f(&) varierer kontinuert, sa varierer exp (if (£)) kontinuert.

Bevis: Lad &) veere et vilkarligt element i W. Sa er f(§) = f (&) + f(&) — f (&) =
f (&) +Af (), hvor Af (&) := f (&) — f (&) Definer

u(t;€) :=exp (tiAf (§)), forallet e R.
Sa er
Opu (t;€) = iA [ (&) exp (tAS (£))
hvorfor det ifglge analysens fundamentalssetning er opfyldt, at
1 1
u(1;6) —u(0;6) = / Opu(t; §)dt = iAf (5)/ exp (tiA f (€)) di. (B.1)
0 0
Idet u(0;&) = Id, sa ser vi ud fra (B.1), at
1
W(1:6) = exp (AF (€) = T4 +iAL (€) [ exp(HAf (©)dt. (B.2)
Ved at gange med exp (if (o)) pa begge sider af (B.2), opnas

exp (if (€)= exp (i (f (60) + AF (€))) = exp (iAf (€)) exp (if (€0)
1
— oxp (if (69)) +iexp (if (o)) Af (€) /0 exp (HAS (€)) dt

1
— exp (if (€0)) + i /0 AS(€)exp (i (f (o) +IAF(©)dt.  (B3)
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B. Appendiks B

Ud fra (B.3) og vha. trekantsuligheden er

1
lexp (i (€)) — exp (if (&0)) ., = H [ 5@ @) +ins e

op
/ IAF ()t
=f(¢ (50)||op (B.4)
Under antagelsen, at f(§) varierer kontinuert som funktion £, sa medfgrer (B.4), at
exp (if (§)) varierer kontinuert som funktion af &. [ |

B.2 Udregning af dobbeltintegrale

B.7 Definition (Kommutator): Lad A og B vere to kvadratiske matricer af orden n. Sa
defineres kommutatoren [A, B], af A og B, ved

[A,B] := AB — BA. ¢

For u € [-1,1] og ¢ € [0, 27), definer matricen

o 1 1—u V1 —wu?exp (—ip)
Pi=P(u,g) '_2[\/1—u26><p(z'<p) 1+u ’
Sa er
T Ou ’ 2 _%( l—uQeXp(igp)> a%(l—i—u)
1 | -1 —u (1 fug)_l/QeXp(figo)
2 |—u(1- u2)71/2 exp (ip) 1 ’
og
9,P =2 plug) =1+ o (1—w) %(”1_“%@(_“"))
’ ¢ 7 212 (\/1 — u? exp (zgo)) % (14 u)
1 0 —iv1 — u?exp (—iyp)
2 ivV1 —u2exp (ip) 0 '
Yderligere er
i —u V1 —u?exp(—ip)
0ubo,P = 4 [\/ 1 —u?exp (ip) u
K y VT exp (—ip)] _
0pPOLL = 4 [—mexp (i) —u = —0uP0,P,

hvorfor

B i —u V1 —u?exp (—ip)
0uP.0,P] = 0,POP — 0, POP =5 | it ¢ .

o1



B.2. Udregning af dobbeltintegrale

Vi ser nu, at

PRI { | ) e )
hvorfor
e (P[0.P.0,P]) = { (1 =u+1+0) =
T alt er

2 1 : 2m 1
/ / tr (P [0y P, 0,P)) dudy = Z/ / ldudyp = 2mi.
0 J-1 2Jo Ja
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