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Resumé:

Dette speciales formal er at introducere
punktprocesteori pa kuglen med serligt
fokus pa estimation af intensiteten/in-
tensitetsfunktionen. Denne approksima-
tion implementeres i R som en quasi-
likelihoodfunktion og testes i det tilfzelde,
hvor intensitetsfunktionen er konstant.
For at kunne behandle teorien for punkt-
processer, Palm fordelingen og punkt-
proces karakteristika pa kuglen introdu-
ceres overflademaélet. Desuden praesente-
res nogle klynget punktprocesser, hvor
den log Gaussiske Cox proces anven-
des i testen af quasi-likelihoodfunktionen.
For at udlede quasi-likelihoodfunktionen
praesenteres teorien om estimationsfunk-
tioner. Her anvendes Nystrém approk-
simationen pa den optimale fgrste or-
dens estimationsfunktion med henblik pa
at lgse den numerisk. Derudover anven-
des Mercers reprasentation til at lgse
den optimale fgrste ordens estimations-
funktion numerisk. I tilfeeldet, hvor den-
ne metode kan anvendes, er lgsningen
til estimationsfunktionen konstant, hvor-
for estimatet for intensiteten er det in-
tuitive estimat, men ogsa det optimale
estimat. Testen af implementeringen af
quasi-likelihoodfunktionen til estimation
af intensitetsfunktionen stemmer i tilfael-
det med konstant intensitet og observa-
tionvindue W = S? overens med det in-
tuitive estimat, som er vist at vaere opti-
malt i dette tilfaelde.

Rapportens indhold er frit tilgengeligt, men offentliggorelse (med kildeangivelse) md kun ske efter aftale

med forfatteren.
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Forord

Aalborg Universitet, 9. juni 2017

Dette speciale er udarbejdet i forbindelse med 4. semester pa matematik kandidatud-
dannelsen pé Institut for Matematiske fag pa Aalborg Universitet.

Referencer prassenteres som (efternavn, udgivelsesar) eller efternavn (udgivelsesar). Re-
ferencelisten findes efter appendikserne. Figurer og ligninger er nummereret efter, hvilket
kapitel, de er angivet i, samt hvilket nummer, figurerne eller ligningerne er angivet med i
kapitlet. Beviser og eksempler afsluttes med henholdsvis tombstones B og firkanter [J.

Funktioner, som anvendes til estimation, implementeres i R, og koden til disse funktio-
ner kan findes i appendiks. De R pakker, som er ngdvendige for at anvende funktionerne, er
angivet i dette appendiks. Henvisninger til R kommandoer er skrevet med fonten teletype
font.

Jeg vil gerne takke min vejleder Rasmus Plenge Waagepetersen, Aalborg Universitet,
for altid at ville svare pa mine spgrgsmal og lytte til evt. problemstillinger mm.

Emil Feerk
<efark12@student.aau.dk>






Abstract

This thesis treats the theory of point processes on the sphere with a focus on quasi-
likelihood estimation. The purpose is to introduce theory for point processes on the sp-
here and investigate a new numeric approximation method for estimating functions and
compare it to the Nystrom approximation method and implement both in R.

To treat the general theory of point processes we define the surface measure, which is
used on the sphere instead of the Lebesgue measure. We introduce some general properties
and formulas, which are the foundation of the thesis. Furthermore summary statistics for
point processes on the sphere and there non-parametric estimates are presented. These
are deduced by applying the theory of the Palm distribution, hence the Palm distribution,
and its properties are introduced for point processes on the sphere. In addition to that
some clustered point processes are presented, where the log Gaussian Cox process is used
to test the implementation of the quasi-likelihood function.

The quasi-likelihood function is a estimation function, hence we present the theory of
estimation functions, where the Godambe information criteria is used to obtain a sufficient
condition for a optimal estimation function. This condition is used to obtain a Fredholm
integral equation of the second kind, where the solution is a function ¢ depending on the
points of the point process and a parameter vector. The solution ¢ is the function solving
the estimation function optimally. The exact solution of ¢ is generally not explicit. There-
fore two numeric approximation methods are introduced. The first method is based on
the theory of Mercer’s representation for complex covariance functions. This method does
only apply, when the intensity function is constant, i.e. the point process is assumed iso-
tropic, and the observation window is the sphere. When applying Mercer’s representation
to numerically solve ¢, we discover that the numeric solution of ¢ is a constant, hence the
optimal first order estimating function is constant. This implies that the optimal estimate
for the intensity is the intuitive estimate. The second approximation method, we introdu-
ce, is the Nystrom approximation method. This method applies in a more general context
and can be written as a quasi-likelihood function, i.e. a optimal estimating function. The
quasi-likelihood function obtain by using Nystrom approximation is implemented in R as
a function s2quasi which is available in Appendix

In hindsight it is discussed, whether a constant function is a exact solution to ¢, when
the point process is assumed isotrpoic, and the observation window is the sphere. Therefore
the optimal estimate of the intensity is the intuitive estimate.

The implemented R function s2quasi is used to fit a log Gaussian Cox process to
the dataset "galaxies", when assuming constant intensity and isotropic covariance function
with observation window W = S2. The estimate of the intensity function using s2quasi
corresponds in this setting to the intuitive estimate of the intensity.

Many of the properties and formulas for point process theory on R? can be adapted
to point processes on the sphere with clear differences in the non-parametric estimate
of the pair correlation function and the relation between the pair correlation function
and the K-function. Estimation of the intensity function when assumed a isotropic point
process with the sphere as observation window gives that the optimal estimate of the
intensity function is the intuitive estimate. Further work would involve simulation studies
of the quasi-likelihood function compared to a composite likelihood function, examples
with quasi-likelihood estimation for inhomogeneous intensity function and estimation of
the pair correlation function in practice using either the K-function or the non-parametric
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estimate of the pair correlation function.



1. Indledning

Rumlig statistik er statistik, hvor datassettet er punkter, som angiver positionen af nogle
objekter pa et to- eller tredimensionelt omrade. Disse punkter siges at danne et punkt-
mgnster. Hvert punktmgnster er afbildningen af en stokastisk rumlig punktproces, som er
en stokastisk teellelig delmeengde af R%, hvor punktmgnstrene er afbilledet pa et omrade
S C R?. Rumlige punktprocesser anvendes til at modellere data. I praksis observeres et
punktmgnster indenfor et omrade W C S. Dette kaldes et observationsvindue (Mgller og
Waagepetersen, 2004)).

Et punktmgnster karakteriseres efter, hvordan punkterne interagerer. Hvis interaktio-
nen er tiltraekkende, sé punkterne samles i klumper, siges punktprocessen at veere klynget.
Er interaktionen mellem punkterne derimod frastgdende, siges punktprocessen at veere re-
gulzer. Hvis der ingen interaktion er mellem punkterne, sa er punkterne fordelt uathengigt
af hinanden, og Poisson punktprocessen anvendes til at modellere punktmgnstret. Derfor
anvendes Poisson punktprocessen som reference, nar et punktmegnster skal karakteriseres
som klynget eller regulzert. Poisson punktprocessen er specificeret ved en intensitetsfunk-
tion p : S? = [0; co[, som beskriver det forventede antal punkter i et givet omrade (Mgller
og Waagepetersen, [2004).

Nar punktprocesser modelleres, estimerer man ofte deres intensitetsfunktion, da in-
tensitetsfunktionen ofte er beskrivende for punktprocessen. En intensitetsfunktion kan
estimeres ved at anvende maksimum likelihood estimation (Mgller og Waagepetersen,
2004), sammensatte likelihood estimationsfunktioner (Mgller og Waagepetersen, [2007) el-
ler quasi-likelihood estimationsfunktioner (Guan et al. [2015)). Bade sammensatte likeli-
hood estimationsfunktioner og quasi-likelihood estimationsfunktioner bygger pa teorien
om estimationsfunktioner (Song, 2007)).

Det forrige gaelder generelt for punktprocesser i R%. I dette projekt behandles punkt-
processer pa kuglen S?, som er en delmeengde af R I dette projekt underspges punkt-
procesteori pa kuglen i forhold til den generelle punktprocesteori. I projektet fokuseres
der saerligt pa estimation af intensiteten/intensitetsfunktionen ved at anvende estimati-
onsfunktioner. Til at estimere intensiteten/intensitetsfunktionen anvendes i dette projekt
quasi-likelihood estimationsfunktioner. Her betragtes en estimationsfunktion, som behand-
les med to forskellige numeriske approkismationer. Den ene numeriske approksimation an-
vender Nystrom approksimation (Hackbusch) 1995)). Den anden numeriske approksimation
anvender Mercers reprasentation (Mgller et al.l 2017)). Disse to approksimationer imple-
menteres i R og afprgves pa datasasttet "galaxies", hvor punkterne i punktmgnstret svarer
til positionen af galakser pa himlen.






2. Punktprocesser pa kuglen

I dette speciale fokuseres pa punktprocesser pa kuglen, specielt den todimensionelle en-
hedskugle S? ¢ R?*!. Dog vil grundlaeggende begreber og funktioner blive defineret pa
den d-dimensionelle enhedskugle S¢ ¢ R+1,

For at kunne behandle punktprocesser pa kuglen introduceres folgende notation og
antagelser. Betragt en simpel endelig punktproces X som en stokastisk endelig delmaengde
af S%. En punktkonfiguration for X betegnes med x. Det korresponderende tzellemal for X
noteres N (X 4) for A C S? og beskriver antallet af punkter fra X, som rammer A (Mgller
og Rubakl [2016a). Udfaldsrummet F' for X er maengden af alle endelige delmaengder af
S? med o-algebraen .# frembragt af haendelserne {N (X 4) = n} for alle Borel meengder
A C S?ogn € Ny (Mgller og Rubak, 2016b). Borel maengder noteres efterfglgende % med
indeks 0 for begraenset, ellers betegner indekset dimensionen.

Definition 2.0.1 Lad (2, &, P) vere et sandsynlighedsrum. Den madlelig afbildning
X:(Q,&,P)— (F,%)

er en punktproces pd S?, hvor F = {B CcS?| N(Xp) < oo} med tilhgrende o-algebra

F =0 <{Cn7D | n €Ny, D € %y (Sd)}>, hvor Cp,p = {x € F | N (xp) =n} for alle

n € Ny ogDE@d<Sd>.

Folgende definitioner har relevans for senere resultater.

Definition 2.0.2 Lad (2, &, ) vere et malrum og lad v vere et mal. For A € & er v
absolut kontinuert med hensyn til p hvis og kun hvis, u(A) = 0 medforer, at v (A) = 0.

Definition 2.0.3 Lad X, og Xy vere to punktprocesser pi S®. Fordelingen af Xq er
absolut kontinuert med hensyn til fordelingen af Xo hvis og kun hvis, P (Xe € D) = 0
medforer, at P (X € D) =0 for D C F.

Bemeerk, at Radon-Nikodyms szetning medfgrer, at der findes en funktion f : F +—
[0, 0] sadan at

P(X1eD)=E[1[X; € D] f(X)],

for D C F. Sa siges f at vaere taetheden for X; med hensyn til Xo (Mgller og Waagepe-
tersen, [2004).

Fremover vil vi i stedet for at sige, at fordelingen af X er absolut kontinuert med
hensyn til fordelingen af X5 blot sige, at X7 er absolut kontinuert med hensyn til Xs.
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2.1 Overflademalet

For at kunne praesentere forste og anden ordens intensitetsmél mm. for punktprocesser pa
kuglen, defineres overflademalet, som er et specialtilfeelde af Lebesgue malet.

Definition 2.1.1 For d € N lad vy vere det d-dimensionelle overflademdl pd S¢ C
RIL. Dette defineres rekursivt:

Ford=1 ogx = (z1,22) = (cos8,sin @), hvor 0 < 6 < 2w, sa er dv, (x) = df Lebesgue
malet pa [0, 2m).

Ford>2 ogx = (ysind,cosd), hvory € S=! og 9 € [0, 7],

dvg (z) = sin? 1 9dvy_ (y) do.

Bemerk, at for d = 2 og z = (1,22,23) = (sinv cos @, sin ¥ sin p, cos¥), hvor ¢ €

[0,7] og ¢ € [0,27) er dive (z) = sinvdpdd. Vinklerne ¥ og ¢ er hhv. breddegrader og
leengdegrader. Ydermere har S% overflademalet ¢g = g4 (Sd) = %, hvor ¢; = 27 og
Go = 47 (Mpller og Rubak, [2016a).

Med overflademalet kan teorien om momentmal, produktteethed mm. fra planen til-

passes kuglen (Lawrence et al., [2016)). Lad X veere en punktproces pa S?. Intensitetsmalet
p pa S? er givet ved p(B) = E[N (Xp)], hvor B € %, (Sd>. Hvis det kan skrives som

p(B) = [gp(x)dyy(x), hvor B € % (Sd) og p (x) er en ikke-negativ borel funktion, sa

siges p (z) at veere intensitetsfunktionen. Det n’te ordens faktorielle momentmal a™ pa
S™ for n € N er givet ved

+
a(")(C):E[ > 1f(xr,..., @) €0,

T1,eyTn €X

hvor C € %, ((Sd)n) og # over summen betyder, at x1, ..., x, er parvis forskellige. Hvis

a'™ kan skrives som

o™ (C) = / o™ (uy, ... up) duc(ln) (Uty .o yup),
C

hvor C € %, ((Sd>n>, v =px o xvog p™ (ug,. .., up) (Sd>n — [0; 00), sé kaldes

P (uy, ..., up) for den n’te ordens produkttathed.
Ved hjzlp af det n’te ordens faktorielle momentmal og standard beviset udledes Camp-
bells formel.

+
Z 1[$1,...,$n60]

L1seeyTm

E :/ o (ul,...,un)dyc(in) (Uly.on s Up)
c

:/1[u1,...,un e C)p™ (ul,...,un)duc(ln) (Uty .oy up) .
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Det folger af standardbeviset i Appendiks [A] at der for en vilkarlig Borel funktion h :
n
(82) — [0; 00) geelder,

£
E| Y h(xl,...,xn)] :/h(xl,...,mn)p<n>(ul,...,un)dyfﬁ)(ul,...,un). (2.1)
T1,...,Tn€X

Ligning kaldes Campbells formel. Den n’te ordens produktteethed for parvis forskelli-

ge punkter er sandsynligheden for at observere n punkter, som fremkommer i hver deres in-

finitesimale sma omrader pa S% med centrum z1, . . . , z,, og overflademal dvg (x1) , . . ., dvg ().
For at definere Poisson punktprocessen, defineres fgrst Binomial punktprocessen.

Definition 2.1.2 Lad X vere en punktproces bestaende af n i.i.d punkter med tetheds-
funktion f pd en mengde B € %y (Sd). Sa siges X at vere en binomial punkt-
proces med n punkter i B med tethed f. Binomial punktprocessen X noteres X ~
Binom (Sd, n, f)

Definition 2.1.3 En punktprocess X pi S* er en Poisson punktproces med in-
tensitetsfunktion p(x), hvis N (Xga) ~ poi (u (Sd)> og giwet N (Xga) = n, X ~

Binom (Sd,n, f), hvor f er en tethedsfunktion proportional med p(z). Poisson punkt-

processen X noteres X ~ Poisson (Sd, n, f)

For Poisson punktprocessen er der ikke interaktion mellem punkter. Hermed menes,
at den hverken er klynget eller regulaer. Hvis man betragter en punktproces X pa S¢
med intensitetsfunktion p(z) og anden ordens produkttaethed p(® (z1,22), si defineres
parkorrelationsfunktionen som

P9 (1, m9)
e N TES pIER)

Hvis p(z1) p(x2) = 0, sa defineres g (z1,22) = 0. Bemeerk, at hvis X er en Poisson
punktproces, sa er g (xi,x2) = 1 vg - nsesten overalt, da man af definitionen pa det
anden ordens faktorielle momentmal og Slivnyak-Mecke kan vise, at p(?) (x1,m2) =
p(x1) p(x2) vgq - naesten overalt.

Definition 2.1.4 Lad X vere en punktproces pi S%, SO (d + 1) vaere gruppen af specielle
ortogonale matricer, og lad RX = {Rx : x € X}. Da siges X at veere isotropisk, hvis RX
er fordelt som X for alle R € SO (d+ 1).

Givet A, B € S% hvor B = RA for R € SO (d + 1). Hvis X er isotropisk, geelder der, at
Xpa~ RXpa~ Xy Dvs. N(Xp) ~ N (Xa), hvorfor p(RA) = u (A), hvilket medforer,
at intensitetsfunktionen er konstant. Denne konstant kaldes intensiteten og noteres p
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Efter at have defineret nogle grundlaeggende begreber og funktioner for punktprocesser
péa den d-dimensionelle kugle, er det naeste skridt at definere punktproces karakteristika.
Derfor introduceres fgrst Palm fordelingen for en punktproces pa kuglen. Her vil vi i
stedet for at betragte den d-dimensionelle kugle betragte den todimensionelle kugle. I det
folgende vil vi notere dvy som dv, hvor dimensionen fremgar af konteksten. Ydermere vil
vi fremover notere N (Xp) som N (B).

2.2 Palm fordelingen

I dette afsnit introduceres teori med det formél at definere Palm fordelingen, hvorefter
egenskaber for denne i naeste afsnit bruges til at definere punktproces karakteristika.

Definition 2.2.1 Lad X wvere en punktproces pa kuglen. For A € B (SQ> x F defineres

det reducerede Campbell mdl C' pi S* x F som

C'(A)=E [Z 1](2, X\ {z}) € 4] . (2.2)

reX

Bemaerk, at det reducerede Campbell mél kan beskrive u, da

N(.):/Zuxe-}du(.):/z1[(:[:,X\{x})e-xF}dc’(.xp):c’(-xp).

zeX zeX

Ydermere ses det, at for vilkarlige D € .# er C'(- x D) < u(-), hvorfor C' (- x D) er
absolut kontinuert med hensyn til x. Da C" (- x D) er absolut kontinuert med hensyn til
p geelder der jf. Radon-Nikodyms satning, at der eksisterer p - naesten sikkert en entydig
taethedsfunktion = +— P, (D) sadan, at

C' (B x D) = /Bp; (D)dp (z), (2.3)

hvor B € S? og P;!r er et sandsynlighedsmal for ethvert = € S? (Mgller og Waagepetersen),
2004).

Definition 2.2.2 Sandsynlighedsmdlet P, pi .F kaldes den reducerede Palm forde-
ling i punktet x.

Notér den geodeetiske afstand som s (x,y) = arccos(x-y), hvor - er det almindeli-
ge indre produkt. Betragt B = {e €S?|s(ze) < 5} for vilkarligt sma ¢ > 0 saddan, at
P(N(B)>1)~0.Saeru(B)~P(N(B)>0)ogC (BxD)~P(X\{z} €D, N(B)>0),
hvilket giver

P. (D)~ P (X\{z} € D| N (s(z,e)) >0),

T

hvor e er et vilkarligt fast punkt pa S? og D € F. Den reducerede Palm fordeling kan
derfor forstds som den betingede sandsynlighed af X \ {z} givet x € X.
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Betragt det reducerede Campbell mal og den reducerede Palm fordeling. S& har vi, at

E[Z1[(x,X\{x})eBxD} :/BP;(D)dM(x)://1[xeB}1[xeD]dP;du(x)

zeX

Ifplge standardbeviset i Appendiks geelder der for en vilkarlig Borel funktion A : (SQ>n —
[0;00), at

E [Z h(:c,X\{:z})] ://h(x,x) dP. (x) dp (z) (2.4)

zeX

Denne ligning kaldes Campbell-Meckes formel.

Proposition 2.2.3 Antag, at X er en punktproces pd S*> med en integrabel intensitets-
funktion p (z). For vilkdrlige x € S* eksisterer der en endelig punktproces X'w sadan, at

B [Z h(m,X\{x})] :/E [h (wX)} p(2) dv () (2.5)

zeX

for vilkarlige ikke-negative Borel funktioner h.

Beviset folger af standardbeviset i Appendiks [A] og definitionen af den reducerede
Palm fordeling og intensitetsmalet. Bemaerk, at (2.5) og Campbell-Mecke formelen ([2.4])
er sekvivalente.

Proposition 2.2.4 Lad SO (3) vere gruppen af specielle ortogonale matricer. Antag, at
X er isotropisk med intensitet p > 0, og at fordelingen af X er givet ved en tethed f med
hensyn til standard Poisson punktprocessen pd S?. For vilkdrligt x € S*> og R € SO (3)
geelder der, at X!Rx er fordelt som RX;,.

Bevis
LadY ~ Poisson (SQ, 1) og betragt X ~ f med hensyn til'Y. AfE[g(X)] =E[g(Y) f (Y)]
har vi

E

> h(ﬂ%X\{m})] =E [Z h(z, Y\ {z}) f(Y)]

zeX ey
- [LEW@Y) F(Yu)dv(a)
S
f(YUg)
p(x)
hvor der i anden lighed anvendes Slivnyak-Mecke da'Y er Poisson. Af (2.5)) har vi
da, at tetheden for X!, er

p ) dv (x),

=/ E lh (z,Y)
S2

£ ({1, mn}) = ”{””’“;“"f”"}).
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Det folger sa, at tetheden for X!Rm er givet ved

f({z1,...,2n, Rx})
p

f <{RT$1, ..., RTz,, RTR{L‘}>

Fiw (@1, a}) =

P
= f; (RT{xl,...,xn}) ,

hvor vi i anden lighed bruger, at X er isotropisk, hvorfor f er invariant under rotationer.
Dette medforer, at

P(RX,eB)=P(X, e R"B)=E [1 Y € R"B| £ (Y)]
=B |1[RY € B|f; (Y)] = E [1 [RY € B] f. (RTRY)] ,

hvilket viser, at Y ~ RY, hvorfor fordelingen af X!Rx er lig fordelingen af RX!. |

I det foregiende blev fordelingen af X!, betragtet i et punkt 2 € X. Lad os betragte et
vilkarligt fast punkt e pa kuglen og undersgge fordelingen af X'x i forhold til X,. For z €

S?\ {e} findes der en entydig rotation R, sidan, at Rye = x er rotationen omkring aksen,
. . . . exx

som er ortogonal pa storcirklen indeholdende x og e, som er givet ved u (x) = m,
exx

hvor x er krydsproduktet i R?. Lad @ (x) € (0,27) vaere vinklen for rotationen R, omkring

u(x). Dvs. 0 (x) = s (e,x), hvis 0 < 0 (z) < 7, ellers 0 () = 27 — s (e, x). Definér R, = I.

Korollar 2.2.5 Antag, at X er isotropisk med intensitet p > 0 og absolut kontinuert
fordelt med hensyn til standard Poisson punktprocessen pd S?. Sd geelder der for v - nesten
alle x € S?, at X', er fordelt som R, X.. Altsd hvis k er en ikke-negativ mdlelig funktion,
sd geelder der for v - nesten alle x € S?, at

E [k (RIX!I)} —F k (X')] .

Bevis
Lad R.e = z og betragt Xp_. af Proposition |2.2.4| har vi, at X!RZe ~ R.X. hvorfor X! ~
R, X!. At
E [k (RZX;)] =E [k (X')]
ses ved at anvende standardbeviset og at RLx = e. |

Lad X veere en isotropisk punktproces, hvis RZX; og X'e er identisk fordelte, har vi
forDe % og Aec A (SQ) med v (A) > 0, at fordelingen af X! er givet ved

P(X. e D) _E{l [XIEGDH
:E{l [RIX, GDH

“uA,”

> 1[RT (X\{=}) e D]|, (2.6)

rzeXNA
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hvor vi anvender antagelse i anden lighed, , og at X er isotropisk i tredje lighed. Det
ses, at fordelingen af X:B er en middelveerdi, hvorfor den egner sig til at udlede punktpro-
ces karakteristika. I neaeste afsnit anvendes den reducerede Palm fordeling til at definere
punktproces karakteristika.

2.3 Punktproces karakteristika

I dette afsnit anvendes teorien fra Afsnit til at definere punktproces karakteristika
for en isotropisk punktproces X pa S? med intensitet p > 0 og absolut kontinuert med
hensyn til standard Poisson punktprocessen pa S2. Dette betragtes ikke som en alvorlig
begreensning for anvendelsen af teorien i neserveerende projekt.

For den geodatiske afstand indfgrer vi, at s (A, B) = infyeayep s (x,y) for A, B C S?
er den mindste afstand mellem to omrader pa S2.

Definition 2.3.1 Lad X vere en isotropisk punktproces pd S* med intensitet p > 0 og
absolut kontinuert med hensyn til standard Poisson punktprocessen pd S*. Sd defineres
nermeste nabofunktionen G som

G (t) :P<s (XL e) gt) :P<s (X5, 2) gt), (2.7)

hvor 0 <t <7 og e € S>.
For et vilkdrligt punkt p € S? defineres tomrumsfunktionen I som

F(t)=P(s(X,p) <), (2.8)

hvor 0 <t <.

Den sidste lighed i fglger af Korollar Neaermeste nabofunktionen kan be-
tragtes som fordelingsfunktionen for den geodaetiske afstand fra et typisk punkt i X til det
nzrmeste punkt i X. Tomrumsfunktionen er sandsynligheden for at observere et punkt i
X indenfor afstand t af det vilkarlige punkt p. Da X er isotropisk afthaenger F (t) ikke af
valget af p.

Definition 2.3.2 Vi definerer J-funktionen ved

1-G()

J(t)—m7

for F(t) <1.

Definition 2.3.3 Lad X vere en isotropisk punktproces pi S* med intensitet p > 0 og
absolut kontinuert med hensyn til standard Poisson punktprocessen pd S?. Sd defineres
K-funktionen som

K@):;E S 1s(e,x) < 1] :;E S 1s () < 4 (2.9)
zeX, yeXy,

med 0 <t <m ogx e S?.
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Den sidste lighed i (2.9) skyldes Korollar Ved at isolere middelveerdien ses det,
at pK (t) er det forventede antal af punkter indenfor geodaetisk afstand ¢ fra et punkt i X.
I folgende proposition udeledes relationen mellem K-funktionen og parkorrelationsfunk-
tionen.

Proposition 2.3.4 Lad X vere en isotropisk punktproces pd S* med intensitet p > 0
og absolut kontinuert med hensyn til standard Poisson punktprocessen pd S?. Antag, at
parkorrelationsfunktionen er isotropisk g (x,y) = g (s (z,y)). Sa gelder der, at

K (t)=2nm /Otg (9) sin (¥) dv.

Bevis
Betragt K -funktionen og anvend (2.5)). Sd har vi, at

K(t):gl(A)E YO sy <4

pv reXNAyeX\{z}

= MA/S21[S(%Z/) < t]p? (z,y) dv (2,y)

y) <tlg(z,y)dv (z,y),

A JS?

hvor vi har anvendt Campbells formel 1 anden lighed samt definitionen pa parkorrela-
tionsfunktionen i tredje lighed. Da parkorrelationen af antagelse kun afhaenger af s (z,y).
kan vi veelge et fast x, som velges til at vere nordpolen (0,0,1), som noteres Tporq 09
hermed fortsette udregningerne

1 V (A) /82 1 [5 (xnorda Z/) < t] g (S (wnorab y)) dv (y)

K(t) =

S (Tnord, (esind, cos ) < t] g (s (Tnord, (€sind, cos ¥))) sin ddv (e) dv

I
w\\

/ 19 < t]g(9)sin (¥) depdd
/ ) sin (¥) d,

hvor vi substituerer dv (y) med dv (e)dd og y med (esind,cosd), hvor e = (singp, cos @)
ved at anvende Definition for d = 2 i anden lighed og anvender at s(z,y) =
arccos (x - y) 1 tredje lighed. |

Bemeerk, at K-funktionen er en funktion af g (¢) sin (¢) og ikke blot g (r) r som i planen.
Denne relationen ggr det muligt at bestemme parkorrelationsfunktion ud fra K-funktionen
pa fglgende made

gtK (t) =2mg (t) sin (t) <
_ak®
90 =T

I naeste afsnit anvendes (2.5)) til at udlede ikke-parametriske estimater for naermste
nabofunktionen og K-funktionen.
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2.3.1 Ikke-parametriske estimater

I dette afsnit udledes ikke-parametriske estimater for nsermeste nabofunktionen, tomrums-
funktionen, K-funktionen og parkorrelationsfunktionen. Ydermere anvendes estimatet for
K-funktion i et eksempel til at karakterisere et punktmgnster.

For at udlede et estimat for naermeste nabofunktionen anvendes , hvilket giver

pr(A)GH=E| > 1[s(X\{z},2) <t]|, (2.10)

reXNA

hvor A € # (SZ) er observationsvinduet. Dette er en middelveerdi, hvorfor det egner sig

til at vaere et estimat.
Estimatet for G (t) med observationsvinduet A = S? er givet ved

~

G (t) s2 21[ (X\ {z},2) <], (2.11)
hvor N (SQ) > 0. Estimatet (2.11)) er ikke et middelvaerdiret estimat, hvilket folger af

pv (SQ) 1 [s (X\ {z},z) < t]
N () ‘= pv (8?)

E|G(t)]=E

”(S2)/E N(ls2)1[S(X!M)<tL dv (z),

pv (S?)

hvor vi har anvendt i anden lighed. Da N (82 og s (X;,x) ikke er uafheengige,
er ikke et middelveerdiret estimat. Estimatet (2.11)) bestar af forholdet mellem to
middelveerdirette estimater, hvorfor siges at veere ratio-midddelverdiret.

I estimatet for F (t) betragtes et endeligt gitter G C S? med m > 0 punkter. Estimatet
er givet ved

21 (X,p) < 1. (2.12)
peg

Estimatet for F'(t) er middelveerdiret, hvilket fglger af

B [F ()] - [ S 1 xp<ﬂ]

peG

—ZE s(X,p) <t

peg
=P(s(X,p) <t).

Hvis observationsvinduet A C S?, anvendes en kantkorrektionsteknik kaldet minus
sampling. Dvs. lad Agy = {x €A:s (S2 \ {A} ,a:) > t} veere maengden af punkter i A,
som mindst har den geodaetisk afstand ¢ til alle punkter udenfor A. Estimatet for G (t) er
da givet ved

1[s(X,z) <t],
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hvor N (Agt) > 0. For F (t) veelger vi gitret sddan, at G C Agt.
Nar vi anvender minus sampling, er G (t) ikke et middelveerdiret estimat, hvilket folger
af

E[G@®)] =E ]@$G)§Aet1 s (X, 2) < 1]
1

S?)

>, ER[s(Xz) <t

N zeXNAcot

—~

=
@?—‘

- ©) Z P(s(X,z)<t).

r€XNAgot

For at opna et ikke-parametrisk estimat for K-funktionen anvender vi (2.5 og far, at

PPr(A)K (t)=E Z Z 1[s(z,y) <t]]|. (2.13)

reXNA yeX\{z}

Denne ligning kan bruges til at udlede et ikke-parametrisk estimat for K-funktionen pa
samme made, som (2.10) kunne for G (t). Hvis A = S? og N (SQ) > 1, sa er

= a7 7
K(t) - N (Sg) (N (SQ) _ 1) x,yzexl [S (37759) < t]

estimatet for K-funktionen. Hvis A C S?, sa far vi ved hjzelp af minus sampling estimatet

K (t) = v(4) 3 1 <t

reXNAg,yeXNA

hvor N (A) > 1. For Poisson processen er N (A) (N (A) —1) /v (A)* en middelvardiret
estimat for p?, men dette gaelder ikke ngdvendigvis for andre processer, hvilket sendrer
skaleringen af estimatet for K-funktionen.

Ifplge Proposition er K-funktionen en kumulativ funktion af g (¢) sin (¢#), hvil-
ket man skal veere opmeerksom pa, hvis man anvender estimatet af K-funktionen som
en del af forarbejdet i analysen af et punktmgnster. Undersgges en punktproces Y med
estimatet af K-funktionen, ggres det i forhold til estimatet af K-funktionen for standard
Poisson punktprocessen. Hvis estimatet K-funktion for Y er stgrre end for standard Po-
isson punktprocessen, tyder det pa, at Y er en klynget punktproces. Hvis estimatet af
K-funktionen derimod er lavere for Y end for standard Poisson punktprocessen tyder det
pa, at Y er en reguleer punktproces.

Eksempel 2.3.5
I dette eksempel betragtes datasettet "galazies”, som findes i R pakken spherstat, der
er tilgengelig pd http: //onlinelibrary. wiley. com/doi/10. 1002/ sta4,. 108/ full
under menuén "Supporting Information’. Datasettet indeholder positionerne for 10610
galakser pa himlen skaleret ned pa enhedskuglen.

Pd figur [271) ses plots af "galaxies" med centrum pd kuglen i henholdsvis Kilimanjaro
til venstre og Pyongyang til hgjre. Punkterne ser ud til at klumpe sig sammen, hvilket
tyder pa en klynget punktproces. For at kunne karakterisere punktprocessen som klynget


http://onlinelibrary.wiley.com/doi/10.1002/sta4.108/full
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Figur 2.1: Datasattet "galaxies" med centrum pa kuglen i henholdsvis Kilimanjaro (venstre) og Pyongyang

(hgjre).

s2Kest(GX, rmax = 0.5)

1:5

1.0

0.0

Figur 2.2: Estimatet af K-funktionen for "galaxies".
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anvendes estimatet for K-funktion pd "galazies” se figur[2.3. Dette gores ved at anvende
R kommandoerne as.s2pp og s2Kest fra pakken spatstat.sphere.

Pa figur ses det, at estimatet for K-funktionen er stgrre for "galaxies" end for
standard Poisson punktprocessen. Dette tyder pa, at "galaxies" er et klynget punktmgonster,
hvilket understotter observationen, vi lavede af punktmonsteret pa baggrund af figur [2.1]
Bemeerk, at afstanden mellem punkterne inkluderet i estimatet maksimum er 0.5. Dette
er et valgfrit argument til funktionen, men grundet begrenset computerkreft blev denne
anvendt. O

I praksis far vi brug for et estimat af parkorrelationsfunktionen, hvorfor dette praesen-
teres:

o - kol (8,5 (2,1)
T = 00 e x Frp @) )i (3 00 (214

hvor kp[-] er en kerne med bandbredde b > 0. I de folgende udregninger antages, at
g(z,y) =g(s(z,y)), og at p(z)p(y) > 0.

| # ko ls (s (2, ))]
v (At) g o, yex 270 (@) p () sin (s (x, )
)

1 Ky [s (t, s (2, y))]
- 21 (Agy) /A@t /82 p(z) P( sm( (x,y))
1 / ky [s (t, s (z, y))] ; g (z,y)dv (z,y)
~ 210 (A) (s (wy)? " ’
s (

1 1
=5 (A v (Aet) / / ky [s
v ( Aot

sin (3 (wnordy y))
27r
= % / kb [S (t, S (wnorda (esénﬁ, COs 19)))]

1
S (Tnord, (€sind, cos 19))) sin 9dv (e) dv

sin (s (Tpord, (esind, cos¥)))
2m )
/ ky [s (t, )] (0) g (¥) sin ddpdd

Efg(#)] =E

p? (z,y) dv (z,y)

S\ Znord> Y ))] g (S (xnorda y)) dv (y)

27T
_ /0 Ky [5 (£, 9)] g (9) ),

hvor vi anvender Campbells formel i anden lighed. I fjerde lighed anvender vi, at
vi kan betragte = som et fast punkt, da g (z,y) = g (s (z,y)). I femte lighed substituerer
dv (y) med dv(e)dy og y med (esind,cosd), hvor e = (sing,cosp) ved at anvende
Definition for d = 2. T sjette lighed anvender vi, at s (x,y) = arccos (z - y). Dette er
ikke et middelveerdiret estimat, men for tilstrackkeligt smé veerdier af b forventes g (t) at
veere teet pa g (t).

2.4 Cox Processer

I dette afsnit betragtes punktprocesser, som er et specialtilfeelde af en Cox proces. En
Cox proces er en udvidelse af en Poisson punktproces, da den betingede fordeling af Cox
processen givet en ikke-negativ stokastisk punktproces er en Poisson punktproces. Poisson
punktprocessen er uden interaktion mellem punkterne, mens Cox processen er en klynget
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punktproces. De specialtilfaelde, som praesenteres her, er log Gaussiske Cox processer og
Neyman-Scott Cox processer.

Definition 2.4.1 Lad Z = {Z (x) |z € SQ} veere en ikke-negativ stokastisk punktproces,
hvor x — Z (x) er en funktion, som er lokalt integrabel med sandsynlighed 1. Punktpro-
cessen X er en Cox proces drevet af Z, hvis den betingede fordeling af X givet Z = z
er en Poisson punktproces med intensitetsfunktion z.

Intensitetsfunktionen for en Cox proces er givet ved p () = E[Z (z)], hvilket folger af
at betragte intensitetsmalet og anvende, at X | Z ~ Poisson (S, Z). Produkttaetheden er
givet ved p (z1,22) = E[Z (1) Z (x2)], hvilket folger af at betragte det anden ordens
faktorielle momentmal, anvende at X | Z ~ Poisson (S, Z) og Slivnyak-Mecke Det
medfgrer, at parkorrelationsfunktionen er givet ved

E[Z (21) Z (x3)]
E([Z (21)] E[Z (z2)]

g (z1,22) = (2.15)

Det fgrste specialtilfzelde, vi betragter, er log Gaussiske Cox processer, som er Cox
processer drevet af Gaussiske processer. En Gaussisk proces er en stokastisk variabel Y =

{Y (x) |z € 82}, hvor enhver endelig samling af Y (z) er multivariat normalfordelt. Hver
Y (z) er normalfordelt med middel E[Y (z)] = m (x) og kovarians Cov [Y (z1),Y (z2)] =
c(x1,x2).

Definition 2.4.2 Lad Y vere en Gaussisk proces og X veere en Cox proces pd S* drevet
af Z (x) = exp (Y (x)), hvor u € S?. Sd siges X at veere en log Gaussisk Cox proces
(LGCP).

Ud fra intensitetsfunktionen og produkttaetheden for en Cox proces giver den moment-
frembringende funktion for normalfordelingen, at intensitetsfunktionen og produktteethe-
den for en LGCP er givet ved

p(2) = exp (m () + "(””’x)>

2

1 1
p® (21, 25) = exp (m (21) +m(22) + ge(z1,21) + 5 (22, 22) + 0(371,%2)) :

Dette giver parkorrelationsfunktionen

g (z1,22) = exp (¢ (21, 22)) .

Det andet specialtilfeelde, som praesenteres, er Neyman-Scott processer som Cox pro-
cesser. En Neyman-Scott proces er en klynget punktproces baseret pa en bagvedliggende
Poisson punktproces, hvis punkter hver iszer er udgangspunktet for en Poisson punktpro-
ces.
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Definition 2.4.3 Lad C vere en punktproces pi S*. Hvert ¢ € C er erstattet med en klyn-
ge X.. Hvis X, er punktprocesser pi S* med endeligt mange punkter hver, sd er foreningen
af X, en klynget punktproces X,

X = UCECXc-

Man kalder punkterne fra C for foreldre og punkterne fra X, for dgtre. Et special
tilfzelde af en klusteret punktproces er Neyman-Scott processen.

Definition 2.4.4 Lad C vere en isotropisk Poisson punktproces pd S? med intensitet
k>0 og givet C er X, c € C, uafhaengige Poisson punktprocesser pd S? med intensitets-
funktion p. (x) = ak (x,c¢). Da er X = U.ecX. en Neyman-Scott proces.

I Definition er a > 0 en parameter, og k er en kerne. Dvs. for alle c € S? er k (-, ¢)
en teethedsfunktion. Proposition [B.0.1] i Appendiks [B] giver, at Neyman-Scott processen
defineret i Definition ogsé er en Cox proces pa S? drevet af

Z(z)= Zakz(:n,c).

ceC

Vi kalder denne Cox proces for en Neyman-Scott Cox proces (NSCP). Det ses, at Z er
lokalt integrabel. Intensitetsfunktionen for en NSCP er givet ved

=E [Z ak (x, c)}

ceC
= /82 ak (z,c) kdv (c),
hvor vi har brugt Campbells formel . Anden ordens produktteetheden er givet ved
p® (1,22) = E[Z (1) Z (2)]

—E Z ak (x1,¢1) Z ak (962,02)]

Lc1eC coeC
i ‘
=E Zazk (x1,¢) k(x2,0)| + E Z o2k (x1,c1) k (22, o)
_CEC c1,c0€C
=/, &k (z1,¢) k (z2, ¢) kdv (c) + , o2k (w1, ¢1) k (z2, ca) K2dv (c1, ¢a)
S S

hvor vi har anvendt Campbells formel (2.1)) i fjerde lighed, og at C' er Poisson (SQ, Ii).
Hvis k(x,c¢) = k(s(z,c)) er isotropisk, sa er Z isotropisk, hvorfor X er isotropisk.
Intensitetsfunktionen for en isotropisk NSCP er givet ved

p(x) = /S2 ak (s (z,c)) kdv (c)

= ak,
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hvor vi anvender, at k (s (z,c)) er en teethedsfunktion, og produktteetheden for en isotro-
pisk NSCP er givet ved

p? (x1,22) = 042/4/82 k(s(x1,¢)) k(s (x2,¢))dv(c) + a’k?
Dette giver parkorrelationsfunktionen
1
g(@ra2) =1+~ [ k(s (1,0 k(s (a2 0) dv (o).
I det naeste kapitel introduceres estimationsfunktioner mm. til parameter estimation,

da malet er at implementere en optimal estimationsfunktion og teste den ved at tilpasse
en LGCP datasaettet "galaxies".






3. Parameter estimation

I dette kapitel introduceres estimationsfunktioner til at estimere parametrene i punktpro-
cesser. For at kunne anvende estimationsfunktionen i praksis tilpasses en LGCP. I det
fglgende antages, at man kan bytte om pa summer og differentiation og integration.

3.1 Estimationsfunktioner

I det fglgende betragtes en statistisk model {p(:;8)}g.q, hvor - er en pladsholder for en
realisation x af en punktproces X pa S?, og 6 er en parametervektor i parameterrum-
met © C RF. Til at estimere parameteren 6 i p(-;60) anvendes en funktion e (-;6) =
(e1(+10),...,er(-;0))", hvor - er en pladsholder for x € F og @ € ©. Denne kaldes en
estimationsfunktion og estimerer @ ved at lgsning ligningen

e(x;0)=0 (3.1)

med hensyn til 8, hvor x er en realisation af X.
En estimationsfunktion siges at veere middelveerdiret, hvis den forventede veerdi er 0.
Ydermere, hvis for i = 1,...,k (%Z_e (x;0) eksisterer for alle x € S? og E L%%e (X 0)} og

E {e (X;0)e(X; B)T} eksisterer, sa defineres sensitivitetsmatricen som

0
Se(6) =E [—(%’TG(X%O)] :
og variabilitetsmatricen defineres som
Ve(0) =E[e(X;0)e(X;0)"].

En estimationsfunktion, som er middelvaerdiret og har invertibel sensitivitets- og invertibel
variabilitetsmatrix, kaldes reguleer (Song, 2007)).
For en reguleer estimationsfunktion defineres Godambes informationskriterie som

Ge (8) = Se ()T Vo (8)71 5. (),

for 8 € © (Song} 2007). Godambes informationskriterie anvendes til at finde en overlegen
estimationsfunktion. Lad e; (x; 0) og ez (x;0) vaere to regulaere estimationsfunktioner. Sa
siges e1 (x;0) at veere eg (x;0) overlegen, hvis

Ge1 (0) - G92 (0)

er positiv definit. Hvis e (x;0) er alle e; (x;0) overlegne, sa siges e (x;0) at have det
sterste Godambe informationskriterie og at vaere en optimal estimationsfunktion. Sa

Ser (8)" Ve, ()" Se, (6) — Se, (8)" Ve, ()" Se, (6) (3.2)

skal veere ikke-negativ definit for alle eg for, at e; er en optimal estimationsfunktion.

19
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Lad @y vaere den sande parameter for @ og betragt en regulaer estimationsfunktion
e(x;0p) og et estimat 6, som lpser (3.1). Ved at bruge forste ordens Taylor udviklingen
uden rest pa e (x;6y) omkring 0 far vi, at

. o . .
e(x;0p) ~ e (x, 0) + We (x, 9) (00 — 0)
~e (X; @) + Se (@) (90 — 5)

= —S.(8) (6-00).

Ved at antage, at 0 er tilstraekkeligt teet pa g og isolere 6 har vi, at
0~ 0)+ (—Se (80) ") e (x;00),

idet e (-;0) er reguleer, er E [5} ~ 6y. Derudover ses det, at

Var [5] ~ Var {(_Se (90)71) e (x; 90)]

—1 —1 T
= —Se (80) ™" Var [e (x;80)] (—Se (60) ")
= Ge (00)_1 )
hvor vi anvender, at Var [AX] = AVar [X] AT, og at e (x;0)) er en regulaer estimations-
funktion, hvorfor Var[e (x;6¢)] = Ve (6o). Det inverse Godambe informationskriterie er
altsa approksimativt variansen af estimatet 8. Hvis e (x; 0) er ez (x; 0) overlegen, forven-

tes e1 (x; 0) at have en mindre varians, hvorfor estimationsfunktionen, som har det stgrste
Godambe informationskriterie, ogséd vil have den forventede mindste varians.

Proposition 3.1.1 Lad e (x;0) og es (x;0) veere requlere estimationsfunktioner. For en
optimal estimationsfunktion er det tilstrekkelig at betragte

Veres (0) = Se, (0), for alle ey, (3.3)

]l?j(fgésl (%,8) = Vo, (8) ! Veye, (8) €2 (x,0) vare den optimale lineere prediktor for e (x,6)
givet e3 (x,0). Sa er
Var[e) (X, 0) — e1 (X,0)] = E (& (X, 0) - 1 (X,0))]
=E[61(X,0)e; (X,0)+e; (X,0)e1(X,0)—¢(X,0)e; (X,0) —e; (X,0)e (X,0)]
= Ves.er (6) Ves (0) ™ Vesor (8) + Ve, (8) — Veser (8) Vey (8) ™ Veye, (6)
~Veres (0) Vey (6) ™" Veye, ()
= Ver (0) = Verez () Vs (6) ' Vese: (9),

hvilken er ikke-negativ definit hvorfor

Se, (0) Ve, (0) ' Ve, (8) Ve, ()" Se, (6)
— Sy (8) Ve, ()™ Ve, (0) Vey (8) ™' Veye, (0) Ve, (0) " Se, (6)
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ogsa er ikke-negativ definit. Derfor er (3.2)) ikke-negativ definit, hvis
Ser () Ve, <t9>‘1 Veres (8) = Se, (6).

hvilket folger of ([3.3). Ved at anvende ([3.3) for e = e1 har vi, at Ve, (0) = Se, (0).
Hermed er det vist, at det er tzlstmekkel@gt at betragte (3 , ndr vi vil finde en optimal
estimationsfunktion. |

Betragt en m-dimensionel data vektor Y med middelveerdivektor g og kovariansmatrix
V (). Lad p atheenge af en k-dimensionel parameter vektor 3 og veere differentialble med
hensyn til 8. Lad D = 85% p (B) vaere en m x k matrix af partielle afledede. Sa er quasi-
likelihood score funktionen givet ved

(Y —p(B) DTV

hvilken er optimal blandt alle estimationsfunktioner péa formen (Y — @ (8)) A for en vil-
karlig m x k matrix A (Heyde, |1997; |Guan et al., [2015)).

I naeste afsnit skal vi se pa en specifik estimationsfunktion og bruge Proposition
til at finde en optimal estimationsfunktion.

3.2 Forste ordens estimationsfunktion

Betragt en punktproces X med realisation x pa S? med en givet parametrisk model for
intensitetsfunktionen p (u; 0), hvor u € S%. Fglgende sammensatte log-likelihood funktion
til estimation af @ udledes pa tilsvarende méade som i Mgller og Waagepetersen, (2007))

> logp(@i6) = | p(ui6)dv(w), (3.4)

zeXNW
hvor W C S? er et observations vindue. Dette giver den fgrste ordens estimationsfunktion
0
e(x;0) = Z — log p (;0) — / Tp(u 0)dv (u),
zeXNW 06 06

som kan omskrives til

= Y f(x;:0)— /fue p (u;0) dv (u), (3.5)

zeXNW

hvor f = %(9)) Betragt nu ) for en generel funktion f: F' X © — Ry
Ved at anvende Proposition - 3.1.1) kan vi finde en optimal fgrste ordens estimations-
funktion. Derfor betragtes Se, (8) og Ve, e, (6)

Se, (0) = E a‘ZTef (x, o)]
—E_—Z flz +/ fw;0)p(u;0)+ £ ( 9)8 (u; 0) dv (u)
B zeXNW 96T 96T b “ “ 30Tp . v

' )
= /W f(u;0) 207" (u, 0) dv (u),
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hvor vi har anvendt Campbells formel i tredje lighed.

zeXNW
T
(Z f(x;0)— /qu uO)du())]
zeXNW
{ngxe Zg@x@/fu@ (u;0) dv (u)
zEXNW zeXNW

- Y @0 [ (w0 pwo)ds

zeXNW

+ [0 ws0)p (i) f (v:6)" p(v:6)dv (w)dv <v>]

+
=E[ S 0(2:0) f(2:0)" 3 so(scl;e)f(xz;e)T]
xeXNW r1,22€XNW

— [0 w0) £ (w:0)7 p(u6) p (v:6) dv (w) v (v)
—/ f(u;:0)T @ (u;0) p (u;0) dv (u)
+ e @:0) 1 (w0) p(u:0) p(v:0) g (s (u.0) = v () v (v)

hvor vi har anvendt Campbells formel i tredje og fjerde lighed. Ifglge Proposition
har vi, at

0
[ 0| o (u:6) — o (1 6) p 156)
~p(0) [ ¢ (:0)p(:0)lg (s (u,v) — v (v) |dv () =0,
for alle f : F x © — RF. Dette svarer til at lgse

o7 (10) =0 (2:0) 0 (w:0) = p(30) [ 0 (v:0) p(1:0) [g (s (2, 0)) — 1] () = .

for alle z € W. Dette kan omskrives til folgende integral ligning forudsat, at p (z;68) > 0

0 o (x;0
o) =D o0 ) - v ). (36)

Det ses, at (3.6)) er en Fredholm integral ligning af den anden type (Hackbuschl 1995).

I dette tilfeelde svarer p(v)|[g(s(z,v)) — 1] til kernen, hvorfor vi definerer den linezere
afbildning 7" kaldet en integral operator:

Tiprs [ 0@i0)p(:0)lg (s (x,v) 1) dv (), (37)
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Dette giver os integral ligningen
—Tp(x;0). (3.8)
AfHackbusch! (1995| Seetning 3.2.1) far vi, at lgsningen til (3.8]) er
1 5orp (1;0)

p(z;0)

hvor I er identitets operatoren og (I +7) " er den begraensede lineszre inverse af I + T
(Guan et al., 2015). Den generelle funktion, som er tilstraekkelig for, at e (x; @) opfylder

Proposition er givet ved (3.9).

Den optimale forste ordens estimationsfunktion defineres til at veere
O = 3 @0~ [ ow6)pw.6)dvw), (3.10)
zEXNW w

hvor ¢ er givet som i ([3.9). Definer ¥ = Var [e,, (0)], J = —6%(% (0) og S = —E[J], sa
fglger det af Proposition for f = ¢, at

p(z;0)=(I+T) (3.9)

-1

E:S:/ch(u;e);iTp(u;B)dl/(u).

En eksakt lgsning for ¢ eksisterer sjaeldent, hvorfor ¢ i praksis approksimeres numerisk.
Det naeste afsnit behandler teori, som kan anvendes til at approksimere ¢ i estimations-
funktioner.

3.3 Spektral teori

I dette afsnit vil vi introducere Mercers repraesentation for en kompleks kovariansfunktion.
Dette anvendes sidenhen til numerisk at approksimere ¢ (x;0) i estimationsfunktioner.
Teorien i dette afsnit er af mere generel karakter, hvorfor vi igen betragter S? i stedet for
S2.

Betragt en kovariansfunktion K : S% x S¢ — C, som tilhgrer klassen med endeligt
spor og er kvadratisk integrable. Af Ben Hough et al. (2009, Lemma 4.2.2) og Mercers
repraesentation (Riesz og Sz.-Nagy, 1965, Section 98) har K Véz)-naesten overalt spektral
repraesentationen

K@y =3 anye (@ @), oyeS, (3.11)
n=1

hvor fglgen er absolut konvergent. «; er egenfunktioner, som danner en orthonormal basis
for L? (Sd, l/d), og «; er de tilhgrende egenveerdier (Mgller et al., 2017). Altsa

[E@nw@dr @)= anity), i=12.....

I det folgende betragtes funktioner v, som tilhgrer klassen af kontinuerte funktioner
Uy, sa 1 :[0;7] — R, hvor ¢ (0) =1 og ¢ (s (z,y)) er positiv-semi definit. Ifplge Gneiting
(2013) er en funktion ¢ : S¢ x S isotropisk, hvis der eksisterer en funktion v : [0;7] — R
sadan, at

c(z,y) =v (s(z,9)), (3.12)
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for alle ,y € S?. Da ¢ positiv-semi definit kan vi associere ¥, med korrelations funktioner
for middel-kvadrat kontinuerte, stationsere og isotropiske stokastiske punktprocesser pa
kuglen S? (Gneiting, 2013). Lad ¥ veere delklassen af funktioner ¢ € ¥4, som er positiv
definitte og saet Wi = N, UF, U, =W, \ UF og WUy = N, V. Ifslge Gneiting| (2013,
Korollar 1) er \I/;i" og ¥ strengt aftagende og Wo, := WL UV, hvor foreningen er disjunkt
(Mgller et al., [2017).

Derudover introduceres Legendre polynomiet Py (z) af orden ¢ = 0,1, . ... Ifglge Rod-
rigues’ formel er det givet ved

1 0 ¢
Py (z) = MW{(:U2— 1) },
(m)

for -1 <z <1ogm = 0,...,L De tilhgrende Legendre funktioner P,
givet ved

og Pé(fm) er

P (@)= (-1 (1-27)° ;CmP@ (z), —-l<z<1
og
(=m) _ m(g_m)! (m)
Fe =1 (E—i—m)!Pf '

Derudover introduceres Gegenbauer polynomiet C} :[-1;1] —» R aforden £ = 0,1, ...,
der for A > 0 er defineret ved

B : F'n—k+X\) _
Ci () = ,;)(_1)k T (\) k! (€ — 2k)! (20)

Seetning 3.3.1 Denne setning bestar af flere resultater fra | Moller et al.| (2017):

a. Y € Wy, hvis og kun hvis 1 kan skrives som

d—1

e (cos (s (,4)))

d—1

CZ( 2 )(1)

¥ (s (2,9) =Y Bra , 0<s<m, (3.13)
=0

hvor folgen af d-Schoenberg koefficienter Bo 4, 81,4, - .. er en diskret sandsynligheds-
funktion. For d > 2 er ¢ € \Il;;, hvis og kun hvis delmengderne bestdende af d-
Schoenberg koefficienter 3,4 > 0 med lige henholdsvis ulige indeks { er uendelige.

b. Huis korrelationsfunktionen c i (3.12)), hvor ¢ € WUy er givet ved (3.13), sa er Mercers

representation givet ved

oo
clzy) =Y awa Y. Yopa (@) Yoga(y), (3.14)
/=0 k:eICl,d

hvor Mercer koefficienten ayq er en egenvardi med multiplicitet my q, Yy q er sfe-
risk harmoniske funktioner, og Ky 4 er en indeksmeaengde sidan, at Yy q, £ = 0,1, ...,
k € K¢q danner en ortonormal basis for L? <S2,l/d). Multipliciteten myq = #K¢q
ford=2,3,...,0=0,1,... er myq givet ved

_24d-1 <£+d—2>

me.d

T d—1 !

Duvs. myo =20+ 1 for £ =0,1,....
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c. Y € Uy, hvis og kun hvis v kan skrives som
¥ (s(z,y) =Y Brcos’ (s(z,y)), 0<s<m,
=0

hvor falgen af Schoenberg koefficienter Bg, B1,... er en diskret sandsynlighedsfunk-
tion. Det geelder, at ) € WL, hvis og kun hvis delmengderne bestiende af Schoenberg
koefficienter By > 0 for et lige henholdsvis ulige indeks ¢ er uendelige.

d. Antagd =2 forc(s(z,y)) givet ved (3.14)) og for Koo = {—¢, ..., ¢}, sa er de sferisk
harmoniske funktioner givet ved

k) -
20+1(1 k:).P(k;) (cos 9) € (3.15)

n,k,? (19) SO) = A (l + k)] l

for (¥,¢) € [0,7] x [0,27), £ =0,1,... og k € Ky 2.

Beuviset kan finde i|Moller et al| (2017).

I kommende afsnit vil vi anvende resultaterne fra dette afsnit pa estimationsfunktionen
(3.10) med det formal at approksimere ¢ (z;6). Derudover betragtes Nystrom approksi-
mationen som en approksimationsmetode.

3.4 Numerisk Approksimation

I dette afsnit vil vi praesentere forskellige approksimationsmetoder til at approksimere
¢ (x;0) i den optimale forste ordens estimationsfunktion. Specielt vil vi anvende teorien
fra Afsnit som en ny approksimationsmetode. Betragt den optimale forste ordens
estimationsfunktion fra Afsnit [3.2]

ep(i0)= Y o)~ [ e pw)dvv), (3.16)

zeXNW w

hvor ¢ er givet ved (3.9)) og T ved (3.7). I Afsnit gennemgik vi udledningen af (3.16|),
og vi behandler i det fglgende approksimation af .

3.4.1 Anvendelse af Mercers reprasentation

For at kunne anvende teorien fra Afsnit pa forste ordens estimationsfunktioner antager
vi, at parkorrelationsfunktionen kan skrives som en funktion af en positiv semidefinit
korrelationsfunktion i klassen Wy. Det vil sige, at vi bruger (3.14) og antager, at kernen
p(z;0)[g (s (z,y)) — 1] kan skrives som en korrelationsfunktion. Ydermere antages, at X
er isotropisk, hvorfor intensiteten er konstant og holdes udenfor integralet i (T'¢) (z;8).
Derudover betragtes en log-linezer model for intensiteten p (6) = exp (0), hvilket giver

o (@360) = 1 — (Tp) (236). (3.17)

Ved at bruge [Saetning 3.3.1.a. og [Seetning 3.3.1.b.| har vi, at

(s (@) 1 =cls@y) =3 arz Y Yine (@) Vs (4)-
=0

kG/ngz
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Hvis vi anvender den spektrale dekomposition af ¢ (y;0) = >0 > e Ky s g MY R 2 (y)
i (Ty)(x;0) har vi, at

(1¢) (2:0) = exp (0) [ e(s(@.9) ¢ (4:0) dv (v)
=exp (0 / Zaez Y Yoro () Yora (y) dv (y)

kE]C( d

= exp (6 /Z > AewYowo Zaez > Yire () Yira () dv (y)

U=0k€Ky o (=0  keKyo

=exp (0) Z Z Mo gou2Yr g2 (), (3.18)

=0 k‘E’Cz,Q

hvor vi i anden lighed har anvendt Mercers repraesentation for en korrelationsfunktion
(3.14) og i fjerde lighed har vi anvendt, at fqo Y 2 (y) Yoro (y)dv (x) =1 [0/ = L, K = k].
Dette udtryk for integral operatoren indszettes i (3.17))

o (x;0) =1—exp(0) Z Z A gou2Ypo () &

=0 ke 2

Z Z NekYoro (z Z Z BekYor2 ( Z Z Aegou2Ye g2 (),

(=0 keKy o (=0 keKy =0 ke o

hvor 37720 > kex, ., BekYe k2 (7) er spektral dekompositionen for 1, hvor 8y = 1 for £ =0
og f¢ = 0 for £ > 1. For at kunne bestemme ¢ (z;0) lgses fplgende for Ay,

S>> (/\z,kYz,k,z—i-eXp (9) )\Z,kaé,QYZ,k,Q) =3 BewYige

=0 keKy 2 =0 kel 2

En tilstrackkelig betingelse for /):&k (0) er, at det er lgsningen til

Aek + exp (9) Moo =B £=0,1,... ke {=¢,...,0}. (3.19)
Lgsningen til (3.19)) er Ao (0) = m@f;% for £ = 0 og Ag, = 0 for £ > 0. Ved at

indsaette Xf,k i har vi, at

(Tp) (x) = exp (8) Xo,000.2Y002 () |
hvilket giver, at

@ (x) =1 —exp (0) Ao o00.2Y002 ().

Den optimale estimationsfunktion er givet ved

8, (0) = > 1—exp(6) MopaoaYoops (z) - /S _exp (0) (1= exp (8) Ao,0002Y0,02 (2) ) dv (2)
rzeX

— Z exp (0) Xo,oOéo,2Y0,0,2 (z)
zeX

—exp (0) (V <S2) + /S2 exp (0) X()’[)a(),g}/op,g (x)dv (w)) : (3.20)
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Ved at anvende Definition [2.1.1] [Seetning 3.3.1.d] og omskrive til sfeeriske koordinater
far vi, at (3.20) kan skrives som

e, (0) =N (x)— ex )\ o )00819
90() (x) SUEZX p(0) 0,0 OQQ\f ( )
2T

X0,000,25——= Q\f
— 47 exp (0) + exp (20) Ao 0002

— 4mexp (0) + exp (20) / (0) (cos 9) sin ¥dpdd
0

4
2\f ﬁ’ (3.21)

hvor der i anden lighed anvendes, at PO(O) (-) = 1. Losningen til estimationsfunktionen

=N (X) — N (X) exp (9) /\00[0 2=

(3.21]) er det intuitive estimat for intensitetsfunktionen p (0) = exp (0) = iﬂ), hvilket
ikke afheenger af 6.

Hvis antagelserne for anvendelsen af Mercers reprassentation er opfyldt, ser vi, at den
funktion ¢ (), som giver den optimale lgsning til estimationsfunktionen er konstant.
Dette medfgrer, at intensitetens optimale estimat er %. I folgende afsnit betragtes
Nystrom approksmationsmetoden til at approksimere ¢ (z; ).

3.4.2 Nystrom metoden

For at approksimere ¢ betragter vi Nystrom approksimationen

m
(T¢) @) = [t v)e (@) dv () % 3 ¢ (@) ¢ (w) w, (322)
i=1
hvor w; er kvadratur punkter med tilsvarende veegte w; for ¢ = 1,...,m og t(x,y) =

p(z;0) (g (x,y) — 1), er kernen for integral operatoren (3.7)). Ved at indsaette (3.22)) i (3.8)
med = = u; og lgse det linezere ligningssystem

m o) .
507 P (133 6)
v (u;) + t(uj,ug) @ (ug wy =900~~~
() 4 3 05 0 () i = 227
far vi estimatet @ (u;) af ¢ (u; ).
Det giver, at (T'¢) (x) =~ > t (x,u;) @ (u;) w;. Ved at indseette denne approksimation
i (3.8) far vi, at lgsningen til (3.8)) ved hjeelp af Nystrom approksimation er
o) m
~ Fra P (1’, 0) ~
— _ t ) .
Ba) = T = 3 () B )

i=1
Dette giver estimationsfunktionen
= ¥ @[ p@euo)dvw. (3.23)
zeXNW
Ved at anvende kvadratur reglen pa integralet i (3.23|) far vi
Z @ Z u’Lv )wl
zeXNW i=1

Dette er metoden, som bliver anvendt i Guan et al.| (2015) til at finde en approksimation
af ¢ 1 den optimale forste ordens estimationsfunktion og derefter estimere 8. Et estimat
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for @ findes ved at lgse € (x;0) = 0 iterativt med Fishers scorering. Dette ggres ved at
opdatere det nuvaerende estimat 6,, med Fishers scorerings opdatering

Ons1 = 0, +&(x;0,) 551 (0,) (3.24)
hvor
Z aaTP uz;on)wi

er den numeriske approksimation af sensitivitetsmatricen.
Efter at have bestemt 0 ved hjealp af Fishers scoring bestemmes det inverse Godambe
informationskriterie for € (x; 0)

e

G5 (0)" = 55(0)" V5(0) (S:(0) "),

hvor den numeriske approksimationen af variabilitetsmatricen er givet ved

V2(0) =Y 0 (ui;0)" ¢ (ui; 0) p (ui; 0) w;
i=1
+3 D¢ (u30) ¢ (uis0)" p(uiz 0) p (us36) [9 (s (wiruy)) = 1] wiw;.
i=1j=1

I kommende eksempel vises, hvordan Saetning og Nystrom metoden kan anvendes.

Eksempel 3.4{1
Ved at anvende|Setning 3.3.1.c.| og har vi, at ¢ (s (z,y)) = .0° Brcost (s (x,y)), hvor
Be er Schoenberg koefficienter, som er givet. Lad p € (0,1) og 7 > 0 vere parametrene
for den negative binomial fordeling (Moller et all |2017), sa er Schoenberg koefficienterne
givet ved

+/4-1 r
BE:<T /¢ >p£(1_p) ) 620717"‘7 (325)
hvilket ifolge |Moller et al. (2017) giver, at

1—p T
)= (1—pcos<s<x,y>>> '
Ved at antage, at kernen i (3.7) kan skrives som en korrelationsfunktion og anvende

har vi, at
(1¢) @:0) = [ e(s(@.v) ¢ (©:0)dv (v)

= /W gﬁg cos’ (s (,v)) ¢ (v;0) dv (v),

hvor Schoenberg koefficienterne By er givet ved (3.25). Dette medforer, at

(9 (@:6) = | (1_pcf);(f(x U))> o (130) dv (v)

p ! . ‘
Z(l—pcos( (:Jc,uz))> i (ui; 0) wi.
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Dette medforer, at

=1

1 —pcos(s(x,u;

hvor @ (u;) er losningen til (3.26)), hvilket giver estimationsfunktionen

a(6) = / B () p (u: 0) dv (u). 0

uGXﬂW

I kommende afsnit praesenteres implementeringen af den Nystrom approksimerede esti-
mationsfunktion som en quasi-likelihoodfunktion. Eftersom estimationsfunktionen approk-
simeret med Mercers repraesentation og egenfunktioner giver et konstant estimat, vil denne
ikke yderligere behandles.

3.5 Implementation af Quasi-likelihood estimation

I dette afsnit implementeres estimationsfunktioner til estimation af @ som en quasi-likelihoodfunktion.
Estimationsfunktionen, som implementeres, er approksimeret med Nystrom metoden se

Afsnit [3.4.2] Betragt intensitetsfunktionen pa log-lineser form p (z;6) = exp (z (z) - BT),

hvor z (x) er kovariater fra data. Quasi-likelihoodfunktionen implementeres i R som funk-
tionen s2quasi se Appendiks[C.2]

3.5.1 Implementation: Nystrom

Fra Afsnit B.4.2] har vi estimationsfunktionen

Z (7/5( Z ula UZ,O) wy,

zeXNW i=1

hvor @ (z) er lgsningen til det linezere ligningssystem

m

25 (u
¢ (ug) + Dt (uj, ) o (ui) wi = W (3.27)
=1 79

for j =1,...,m. I (3.27) har vi anvendt kvadratur reglen for at kunne estimere ¢ (z;8).
Dvs. at vi pa kuglen laver et gitter, hvor arealet af de enkelte celler C; er vaegten w;, og
u; er centrum i hver celle. Dette kvadratur gitter laves med R funktionen s2quadcount

se Appendiks Lad N; = N (XN ;) vaere antallet af punkter fra X, som falder i C;
og i = p (u;;0) w;. Hvis cellerne er tilstrackkeligt sma, siledes at INV; bliver binger, sa er

(3.16]) approksimeret af

m
> & (uis0) (Ni — i) - (3.28)
=1
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Ydermere ses det, at E [IV;] & u; og

Cov [Ni, Nj] = E[N;N;] — E[N;] E [N;]

=E| Y 1[z1€Cia€Cj|| —E[N]E[N]]
_CC1,:C2€X ]
2 Z

=FE Z 1[.21?1601',232603'] Z 1[$1€C¢,$1€Cj]
_a:l,:cgex ] r1€X

_/ p(ul)du(uz)/c p (uj) dv (uj)

= / / (s, uj) Jp (ui) p (uj) dv (wi,uj) +1[i = j] /l p (u;) dv (u;)

~ iy (g (ul7uj) 1) + il [Z = .7]

Definer N = (N;);, pp = (k;); 0g V = [Vi],;, sd er E[N] =~ p og Cov [N] ~ V. Derudover
ved at gange (3.27) med w; og anvende at ¢ (uj,u;) = p (u;) [g (wi,uj) — 1} far vi, at

= ao7 P (43 6)
o (uj;0) wj + Zgo (ui; 0) p (us; 0) wiw; [g (wi,uj) — 1} = 7 Wi
i=1 p (u;30)

0
Wﬂj

0
Wﬂj

0
Wﬂv

o (uy:0) p (u5;0) wy + > @ (i, 0) p (us3 0) p (53 0) wiw; |g (wi,uy) — 1] =
=1

(¢ (ui;0)),; =

[uj + {Mi:“«j (9 (s, u5) — 1)]

ij
V(e (ui:8)); =
hvilket medfgrer, at (¢ (u;;0)), = V7ID, hvor D = a;%“ er en m X p matrix. Vi kan nu
omskrive (3.28]) til

(N—p)' VD, (3.29)

hvilket er en quasi-likelihood score funktion for rumlige data N med middelvaerdivektor
p og kovariansmatrix V (Gotway og Stroup, [1997).

Néar denne quasi-likelihoodfunktion implementeres, betragtes den log-linesere form af
p (x; 0), hvilket medfgrer, at (3.27)) omskrives til

80% exp (z (u;) - 0T>
exp (z (u;) - OT)

o (uj; 0 JrZexp( ) (g (wi,uj) — 1) =

)

for j =1,...,m, hvilket giver
[+ (g (u,0) = )] @ (uj:0) = 2 (uy) ,

hvor I er identitetsmatricen og p = exp (z (u;) - 9T> w;. Ved at lgse dette system bestem-
mes @ (x; 0). Herefter anvendes Fishers scoring til at estimere 0 ved at lgse (N — ) ¢ (x;0) =
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0 iterativt. Det nuveerende estimat for 8, opdateres med Fishers scorings opdatering
(3.24). Her er den numeriske approksimation af sensitivitetsmatricen givet ved

= (@ (uis )i - (= (w) ).
Ved hjalp af Fishers scoring kan vi nu bestemme estimatet 0 for 6. Ydermere kan vi

udregne den forventede varians ved at bestemme det inverse Godambe informationskriterie
for 6.

1A =l ~ g [~ =T
G5 (0) =% (8) % (0) (%)) -
hvor den numerisk approksimation af variabilitetsmatricen er givet ved

V5 (8) = >3 (ui 0)" & (us3 0) p (us; 0) w

=1
305 (0) 2 s 007 (u1s0)p 15 0) [ (5 () 1w
i=1j=1
= (0 (us:0)); (& (us:0)); 1+ (& (7)) (B (uiz )] e [ (i) 1] .

I kommende afsnit vil vi betragte et dataseset og estimere 8 ved hjalp af implementa-
tionen af Nystrom metoden som en quasi-likelihood estimationsfunktion.






4. Dataeksempel

I dette afsnit anvendes implementationen fra Afsnit pa datassettet "galaxies". I Ek-
sempel sd vi, at "galaxies" er klynget. Derfor anvendes en LGCP til at estimere
intensitetsfunktionen. Datasaettet "galaxies" danner et punktmgnster bestaende af 10610
punkter, hvor nogle punkter er multiple. Disse betragtes som et punkt, hvilket reducerer
punktmgnstret til 10604 punkter. Punktprocessen, som frembringer "galaxies" noteres X.
For en LGCP er intensitetsfunktionen og parkorrelationsfunktionen givet ved

2

p(+;0) =exp <u+02> og g (x1,x2) = exp (c(z1,22)),

hvor p1 og o2 er henholdsvis middelveerdien og variansen af den Gaussiske proces. Vi an-
_8(331,332))

tager, at kovariansfunktionen c(x1,z2) er isotropisk og er givet ved o? exp( P
hvor « er en skaleringsparameter (Huang et al., 2011). Parametrene p og o2 i p (-;0) kan
ikke identificeres, nar de estimeres med en fgrste ordens estimationsfunktion, hvorfor vi
definerer 5 = p + %2, som estimeres i stedet for pu og o?. Ifglge Afsnit estimeres [
iterativt. Initial veerdien for 8 kan bestemmes ved at tilpasse en model for X ved hjalp af
R kommandoen sphppm fra pakken spherstat. Verdierne for 02 og a kan bestemmes ved
at estimere parkorrelationsfunktionen ved hjeelp af enten eller relationen mellem
K-funktion og parkorrelationsfunktionen. Dette projekt fokuserer pa at implementere es-
timationsfunktioner pa kuglen, som approksimeres med Nystrém approksimationen, som
en quasi-likelihoodfunktion. Derfor vil vi i dette dataeksempel ikke estimere o2 og «, men
i stedet veelge nogle veerdier.

Som praesenteret i Afsnit approksimeres estimationsfunktioner i dette projekt med
Nystrom approksimationen. Denne implementeres i R som en quasi-likelihood funktion
s2quasi, se Appendiks Vi estimerer intensitetsfunktion "galaxies" som en LGCP og
veelger veerdierne for 02 og « til henholdsvis 4 og 0, 5. Initial vaerdien for 3 veelges til 10.
Antallet af celler i kvadratur gitret veelges til 6144 pga. begreenset computerkraft.

Estimatet af 8 bliver efter 8 iterationer udregnet til at veaere 6,35, og det inverse
Godambe informationskriterie udregnes til at veere 1,14, hvilket betyder, at vi forventer,
at variansen af g er 1,14. Dette betyder, at intensitetsfunktionen estimeres til at veere
572,49. Estimatet for intensitetsfunktionen sammenlignes med det intuitive estimat for

IJ/V((S)Q(;) = 5”“31” Dette

giver i dette eksempel Binui = 6,74, og s2quasi estimerer 8 = 6, 35 med forventet varians
pa 1,14, hvorfor estimatet med s2qausi virker fornuftigt. For at opnd et mere praecist
estimat kan man veaelge et finerer kvadratur gitter.

intensitetsfunktionen, som pa log-lineser form er log (5 (+;0)) = log

33






5. Diskussion

Folgende kapitel har til formal at diskutere forskellene mellem punktprocesteori pa kuglen
og i R? og resultaterne fra kapitel

5.1 Diskussion af tilfaeldet med konstant intensitet

I Afsnit anvendes Mercers repraesentation under antagelse af, at X er isotropisk, og

at observationsvinduet A = S2. Dette resulterer i, at den funktion ¢ (z; ), som lgser den

optimale estimationsfunktion, er kogas)tant. Derfor er intensitetens optimale estimat det
A

intuitive estimat for intensiteten %. Ud fra den konklusion kan vi diskutere, om en
konstant lgser ¢ (z; 0) eksakt

p(@:0) = 1—exp(0) [ ¢(0:0)[g(s(@.0)) = 1) (v).

Lad ¢ (z;0) = k og antag, at X er isotropisk, og at observationsvinduet er A = S?. S4 har
vi, at

k=1—exp(@)k [ [g(s(z,v))—1]dv(v).
S2
Idet X er isotropisk afhsenger integralet ikke af valget af z, hvorfor en konstant lgser
¢ (x; 0) eksakt. Det vil sige, at det intuitive estimat for intensiteten faktisk er det optimale
estimat, nar man betragter en isotropisk punktproces pa S2.

5.2 Diskussion af teori

Meget punktprocesteori og Palm-teori kan overfgres fra R¢ til S?, hvis man betragter
overflademalet i stedet for Lebesgue malet og geodactiske afstande i stedet for Euklidiske
afstande. Disse sendringer far mest betydning, nar man betragter det ikke-parametriske
estimat for parkorrelationsfunktionen og forholdet mellem K-funktionen og parkorrela-
tionsfunktionen. Estimatet af parkorrelationsfunktionen i R¢ er givet ved

Z kb 7”_”3/—33”]

/\t:

Ude 1|VV’ a:y6x

hvor o4 er overflademalet pa den d-dimensionelle enhedskugle, |W| er arealet af vinduet
og [W N Wy_,| er en kantkorrektionsfaktor (Mgller og Waagepetersen, 2004)). Pa kuglen
er estimatet for parkorrelationsfunktionen givet ved

Z]\(t) . 1 Z kb [S (t,s(x,y))]

v(Aet) yexrias yex 2P () p(y)sin (s (2, y))’

hvor Ag; er en kantkorrektionsteknik kaldet minus sampling. Forskellen pé de to estimater
er en faktor m i summen. Relationen mellem K-funktionen og parkorrelations-

funktionen er i R¢ (Mgller og Waagepetersen, 2004) givet ved

K(t)=o04 /t rd =g (r) dr

0

35



36 5. Diskussion

og i S? givet ved

K (t) = 2r /0 " g (9) sin (9) d.

Her er forskellen sinuskurven sin () i integralet, hvilket ggr det mere besveerligt at be-
dgmme parkorrelationsfunktionen ud fra plots af K-funktionen pa kuglen.



6. Konklusion og videre arbejde

Dette speciale har til formal at behandle punktprocesteori for punktprocesser pa kug-
len med seerligt fokus pa quasi-likelihood estimation af intensiteten/intensitetsfunktio-
nen. Derudover implementeres en fgrst ordens estimationsfunktion i R som en quasi-
likelihoodfunktion og afprgves pa datassettet "galaxies".

I Kapitel 2| introduceres punktprocesteori for punktprocesser pa kuglen. Meget punkt-
procesteori fra R? kan tilpasses kuglen, nir man tager hgjde for, at man integrerer over
kuglen i stedet for R%, og at afstandene er geodsetiske i stedet for Euklidiske. Sterst er
forskellen i relationen mellem K-funktionen og parkorrelationsfunktionen, som afhsenger
af en sinuskurve pa S? i stedet for faktoren 74~1 som i R%.

I Kapitel |3] introduceres to metoder til approksimation af estimationsfunktioner. Den
ene anvender Nystrom approksimation, mens den anden anvender teorien om Mercers re-
praesentation. For at kunne anvende Mercers reprasentation som approksimationsmetode
antages det, at punktprocessen er isotropisk, og at observationsvinduet er hele S%. Disse
antagelser resulterer i, at approksimationen af estimationsfunktioner bliver en konstant.
Dette gaelder ligeledes for den eksakte lgsning for ¢ (z;0) se Kapitel 5l Det vil sige, at det
intuitive estimat for intensiteten bliver optimal i dette tilfaclde.

Den approksimative estimationsfunktion

e(x;0)= Y @(x:0) =Y 7 (ui;0)p(ui;0)w
zeXNW i=1

implementeres i R som en quasi-likelihoodfunktion som funktionen s2quasi fra Appen-
diks Denne funktion afprgves pa datasaettet "galaxies" ved at estimere intensitets-
funktionen for en LGCP, som er givet ved

p(0) =exp(B),

hvor f = pu + %2 med o2 og p som henholdsvis varians og middelvaerdi for det Gaussiske
proces. Derudover antages det, at parkorrelationsfunktionen kan skrives som

g(s(z,y)) =exp | 0% exp (—S(x’y)> :

(07

hvor « er en skaleringsparameter.

Det videre arbejde kunne indebare estimation af parkorrelationsfunktionen, hvilket
kan ggres ved at anvende K-funktionen eller ved at bruge estimatet for parkorrelations-
funktionen . Derudover ville estimation af en inhomogen intensitetsfunktion veere
interessant, sa det intuitive estimat for intensitetsfunktionen ikke er det optimale estimat.
Ydermere ville det vaere interessant med et simulations studie, hvor quasi-likelihoodfunktionen
og en sammensat likelihoodfunktion sammenlignes for at undersgge, om udfordrin-
gerne ved at lave quasi-likelihoodfunktionen er besvaeret veerd.
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A. Standardbeviset

Dette afsnit er baseret pa (Athreya og Lahiri, 2006)), (Berg og Madsen) 2001)) og (Hoffman-
Jorgensen, 1994). I dette projekt refereres der til en metode kaldet standardbeviset, som
ofte anvendes til at bevise forskellige resultater. For at bevise standardbeviset introduceres
folgende setning.

Saetning A.0.1 Lad (Q,&) vere et mdlbart rum og MT(Q,&) vere mengden af alle
malelige ikke-negative funktioner pa Q. For en funktion f € M™1(Q,&) cksisterer der et
voksende folge af simple madlelige funktioner f,: Q — [0,00[, sidan at f = lim, o0 fn-

Beviset udelades i dette projekt, men kan findes i (Berg og Madsen, 2001))[s.45-46].

Satning A.0.2 (Standard beviset) Lad (2, &) vere et mdlbart rum og M™(Q, &) vee-
re mengden af alle mdlelige ikke-negative funktioner pd Q. Lad Ly, Lo: MT(Q,&) —
[0,00]. For f € MT(Q,&) gelder der, at Li(f) = La(f), hvis folgende gelder:

1. Fori=1,2: Li(f+g) = Li(f)+Li(g) og Li(af) = aL;(f) for alle f,g € MT(Q,&)
og a > 0.

2. Fori=1,2: Li(f) = limy, 00 Li(fn), hvor fru /" f 09 fn, f € MT(Q,E).
3. Ll(lE) = LQ(].E) fOT alle E € &.

Bevis

Lad f = limy,_yo0 fn, hvor f er en malelig ikke-negativ funktion, og (f,) er et voksende
folge af simple malelige ikke-negative funktioner f,. Forst viser vi, at L1(fn) = La(fn):

Ly (fn) = In (Z ailEi) =Y a;iL1(1g) =Y aily (1g) = Ly (fa) .
i=1 i=1 i=1

hvor vi har anvendt, at f, er et folge af simple ikke-negative funktioner. Dernest vises
det, at ligheden gelder for f:

Lo(f) = Ln (Jim i) = lim La(f) = lim o(f) = Lo (Jim £ ) = Lo().

39






B. Relevate resultater

I dette appendiks praesenteres relevante resultater uden bevis. Resultaterne kan findes i
(Mgller og Waagepetersen), 2004]).

Proposition B.0.1 Huvis X; ~ Poisson (S, p;),i = 1,2,..., er uafhengige, og p = > p;
er lokalt integrabel med sandsynlighed 1, sd er X = U2, X,; en disjunkt forening og X ~
Poisson (5, p).

Seetning B.0.2 (Slivnayk-Mecke) Lad X ~ Poisson (S, p) og h: S™ x F +— [0, 00| vere
en funktion, hvor n € N. Sd gelder

”

E Z h(z1,... 20, X\ {z1,...,20})
Tl Tn €X
:/ Eh(u1,...,un, X)] Hp(ui)dul---dun.

i=1
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C. R kode

Her praesenteres funktioner implementeret i R. Pakkerne, som skal bruges til at kgre disse

funktioner er spatstat, spatstat.sphere, sphereplot og s2.

C.1 s2quadcount

Dette er koden til funktionen, som laver quadratur gitteret pa kuglen eller et vindue.

s2quadcount= function(X, region, lev){#X is at s2pp and
region is a s2region

cord = s2coords(X) #Exports the coordinates to a matrix
cover = s2covering(region, max_cells = 10, max_level = lev,
min_level=lev) #makes a grid on the region
cells = s2cell(cover) #Seperates the grid into cells
len = length(cells$vertices)
temp_count = vector (mode="double" ,len)
for (i in 1:1lemn){
poly = s2polygon(cells$vertices[i]) #Pulls out one cell
of the grid
temp = s2contains (cord,poly)
temp_count[i] = sum(temp) #Number of points in a cell
}
Npolys = temp_count #Number of points in X
centers = cells$centers
polys = lapply(cells$vertices,s2polygon)
areas = sapply(polys, area)
result = list(Npolys, areas, centers)
return(result)
}

C.2 Quasi-likelihood

Folgende kode er en funktion, som estimerer 8 og det invers Godambe informationskriterie
ved hjeelp af metoden beskrevet i afsnit [3.4.2] Funktionen carsphcoords er selv kodet i

R, og koden kan findes i Appendiks

#Parkorrelationsfunktion
gfun=function(x,par){

#par [1] er variansen af det gaussiske omraade, par[2] er
alpha parametren
exp (par [1]17(2) *exp (-(x/par [2]1)))
}
galaxies=galaxies
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44 Bilag C. R kode

s=s2() #enhedskuglen (s2region)

#Datasaettet galaxies laves til et punktmoenster (s2pp)
X=as.s2pp(galaxies ,region=s, check=FALSE)

#Finder og fjerner multiple punkter saa kun et af punkterne
beholdes
drop=which(duplicated (galaxies)==TRUE)

gala=X[-c(2343,2690,4695,6734,10332,10333)]
s2quasi = function(X, region, lev, gfun, covariates = list(
NULL) ,
par=NULL, beta0O=NULL, trend=-~1,
control = c(list(maxIter = 100, tolerance
= 1e-06))){
#Tager som input et punktmoenster (s2pp), et omraade paa
kuglen (s2region),
#et niveau for antallet af celler i kvadratur gitret (5 =
6144 celler), en parkorrelationsfunktion,
#kovariater , parametrene 1 parkorrelationsfunktionen og en
intial vaerdi for beta
#Returnere estimatet for beta, den sidste forskel i beta
estimat, approkismativ invers sensitivitet,
#inverse Godambe informationskriterie og antallet af
iterationer
lenX=length (X$data$x)
if (is.null(beta0)){
beta0=10
¥
#Laver kvadratur gitter
qc=s2quadcount (X, region, lev)
gcenters=data.frame(qc[3]) #Kvadratur punkter
gareas=data.frame(qc[2]) #Vaegtene for cellerne
gqnumbers=data.frame(qc[1]) #Antallet af punkter i hver
celle
U=s2pp (qcenters, region) #Laver kvadratur punkterne til
et punktmoenster
lenU=length (U$data$x)
wt=qgareas
Y=qnumbers
Ul=carsphcoords (U)
Ul=data.frame (U1)
#kovariater i kvadratur punkter
covariates=covariates[attr(terms(trend), "term.labels")]
Z=mpl.get.covariates(covariates, Ul)
Z = cbind (1, as.matrix(Z))
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C.2. Quasi-likelihood 45

beta=betal

#parkorrelationsfunktion minus 1 g(x,y)-1

gminusl= matrix(gfun(c(spatstat.sphere:::pairdist.s2pp(U)
),par)-1, lenU, lenU)

noltr=1
repeat{
#mu = rho_i * w_1i
mu=exp (c(Z %*% t(beta)))*wt

#phi, loeser ligningssystemet (I + mu * (g(x,y)-1))*phi
= Z
phi=solve ((diag(lenU)+gminusl*mull:1lenU,1]), Z)

#Estimationsfunktionen udregnes med det nuvaerende
estimat for beta

gl= t(Y[1:1lenU,1]-mull:1enU,1])%*% (phi)

#Approksimation af den inverse sensitivitetsmatrix

Sinv=solve (t(phi)%*%(Z*mul[l:1enU,1]))

#Forskellen fra nuvaerende beta til naeste
deltabeta = as.numeric(ql %*% Sinv)
if (any(!is.finite(deltabeta))){
warning ("NA or NaN appeared in deltabeta")
beta = betal
break
b
#0pdatere estimatet af beta
beta=beta + deltabeta
if (max(abs(deltabeta/beta)) <= control$tolerance ||
max (abs (ql/beta)) <= control$tolerance)
break
if (noItr > control$maxIter){
print ("Maximum number of iterations reached without
convergence.")
break
+
noltr = noltr +1
}
#Approksimationen af variabilitetsmatricen
Vphi= t(phi) %x*% (phi * mu[l:1lenU,1]) + t(phi * mul[l:lenU
,11) %*% gminusl %*Y% (phi * mu[l:lenU,1])
#Udregner det inverse Godambe informationskriterie
Ginv= Sinv %x*% Vphi %x*% Sinv

out = list(beta=beta, Sinv=Sinv, noltr = noltr, deltabeta=
deltabeta, Ginv=Ginv)
return (out)
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46 Bilag C. R kode

s2quasi(gala,s,5,gfun=gfun,betal0=10, par=c(2,0.5) )

C.2.1 Kartesiske til sfaeriske koordinater

Disse funktioner anvendes i s2quasi [C.2]

carsphcoords = function(X){#Regner kartesiske koordinater om
til sfaeriske med laengdegrader [0, 2pi) og breddegrader
[0,pil]
Xlonlat=car2sph(X$data$x,X$data$y,X$data$z, deg=FALSE)
Xs2=isneg(Xlonlat)
y=Xs2[,1]
x=Xs2[,2]
XXs2=matrix(c(x,y), nrow=length(x) ,ncol=2)
return (XXs2)

isneg = function(X){
for(i in 1:length(X[,11)){
if (X[1i,2] < 0)
X[i,2]1= pi - X[i,2]
if(X[i,1] < 0)
X[i,1]=pi/2 - X[i,1]
else
pi/2+X[i,1]
}

return (X)
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