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Abstract:

This masters thesis in mathematics is about
orthogonal polynomials and their Rodrigu-
es formulas. Some elementary theory on
orthogonal polynomial sequences are pre-
sented for instance results regarding the
recurrence formula which is a formula for
deriving orthogonal polynomials recursi-
vely. There exist different kinds of orthog-
onal polynomials with their own interval
and weight function for which the polyno-
mials are orthogonal. Three of these fami-
lies of orthogonal polynomials are also pre-
sented in this paper. For these polynomials
it is shown that they along with their respe-
cive Rodriguesformula are solutions to the
associated second order differential equa-
tion. Because of this fact theorems on so-
lutions for these differential equations are
addressed on the basis of the generalized
Rodrigues formula.
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Rapportens indhold er frit tilgengeligt, men offentliggorelse (med kildeangivelse) md kun ske efter aftale.







Forord

Denne rapport er udarbejdet pa 10. semester, i foraret 2017, af en specialestuderende pa Matema-
tik & Statistik uddannelsen ved Aalborg Universitet.

Lasevejledning

Der vil igennem rapporten fremtraede kildehenvisninger, hvilke vil vaere samlet i en litteraturliste,
der forefindes bagerst i rapporten. Der er i rapporten anvendt kildehenvisninger efter Harvard-
metoden, s& kilder noteres med [Efternavn, Ar]. 1 litteraturlisten er kilderne angivet med forfatter,
ar, titel, forlag og ISBN-nummer og derudover URL for internetsider. Figurer og tabeller er num-
mereret i henhold til kapitel, det vil sige, at den forste figur i kapitel 4 har nummer 4.1, den anden,
nummer 4.2 og s videre. Derudover vil matematiske beviser blive afsluttet med U. Yderligere
foretages alle implementeringer i Maple.
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Indledning

Dette kandidatspeciale omhandler ortogonale polynomier og de tilherende Rodriguesformler.
Ortogonale polynomier kaldes sddan, da det indre produkt, (-,-), af to polynoimer af forskel-
lig grad er nul med hensyn til et givet interval, hvori polynomierne er defineret, og en sakaldt
vaegtfunktion. Helt generelt sa er det indre produkt af to polynomier defineret ved et bestemt
integrale

b
(Pu(x), Pa(x)) = / Py (x) Py (x) w0 (x)dx.

Med en Rodriguesformel er det muligt at beskrive en folge af ortogonale polynomier ved hjelp
afledede til den tilherende veegtfunktion.

Ortogonale polynomier kan ikke kun dannes ud fra en Rodriguesformel. Der findes ogsa rekur-
sionsformler, som tager udgangspunkt i to kendte polynomier for at kunne give det neeste i en
folge af polynomier. I den generelle teori om ortogonale polynomier findes der et resultat, der
siger, at hvis der haves en rekursionsformel, sa er de polynomier der er dannet ud fra denne
ortogonale polynomier. Dette vigtige resultat hedder Favards seetning og bevises i kapitel 1.

Der findes mange forskellige typer af ortogonale polynomier, som er defineret indenfor hvert de-
res interval og er tilknyttet en veegtfunktion, som er integrabel péd det givne interval. De nok mest
kendte af de sakaldte klassiske ortogonale polynomier er Legendrepolynomier. De har en meget
simpel veegtfunktion, w(x) = 1, og ligger indenfor intervallet [—1,1]. Det er ogsa ud fra Legen-
drepolynomierne, at Rodriguesformlen har sin oprindelse, hvilket betyder, at Rodriguesformler
for andre klasser af ortogonale polynomier kaldes for generaliserede Rodriguesformler. Enkelte
af de klassiske ortogonale polynomier inklusiv Legendrepolynomier beskrives i kapitel 2.

En af de egenskaber ortogonale polynomier har, er at de er losninger til anden-ordensdifferential-
ligninger, som oftest deler navn med klassen af ortogonale polynomier. Eftersom Rodriguesform-
ler danner ortogonale polynomier, mé de i sig selv veere losninger til anden-ordensdifferential-
ligninger. Dette faktum kigges der neermere pa i kapitel 3






Ortogonale Polynomier

Dette kapitels formal er at praesentere generelle resultater vedrerende ortogonale polynomier.
Heriblandt eksistens af ortogonale polynomier, den fundamentale rekurrensformel og redder for
de ortogonale polynomier. Det indledende pa dette kapitel bygger pa [Chihara, 1978, kap. 1.1-1.2].

En folge af reelle polynomier {P,(x)}$ , hvor P, (x) er af grad n, kaldes en folge af ortogonale
polynomier pa intervallet (a,b), hvis

(P, Pu),y = /b Py (x) Py (x)w(x)dx = 0,

a

for m # n,ihenhold til en veegtfunktion w. Denne veaegtfunktion er ikke-negativ og integrabel pa
intervallet (a,b), samt at w(x) > 0 p& en delmeengde af intervallet, saledes at [ Hb w(x)dx > 0.Hvis

intervallet (a,b) er ubegrenset skal momenterne y,, = |, ﬂb x"w(x)dx, for n € N, veere endelige.

For enhver integrabel funktion f er L[f] = [ ab f(x)w(x)dx for et lineert funktionale £. Dermed
er L[x"] = fab x"w(x)dx = py, for n € N, og L[Py(x)Py(x)] = fub Py (x)Py(x)w(x)dx = 0, for
m #nogm,n € IN.

Folgende er en mere formel definition pa et linezert funktionale £, som benyttes fremover i stedet
for det indre produkt (-, -).

DEFINITION 1.1
Lad {p, }5;_, veere en folge af komplekse tal, £ veere en funktion defineret pa vektorrummet
af alle polynomier, saledes at
L[x"] = pn,

forn € IN, og

Llayty (x) + a7y (x)] = a1 L]y (x)] + a2 L]72(x)],
for aj,ap € C og polynomier 711 og 2. Da er £ et linezert momentfunktionale og bestemt af
folgen af momenter { }.

Hvis polynomiet 77(x) er defineret ved 7t(x) = YI'_, cxx*, felger det fra ovenstdende definition at
Llre(x)] = Lo cxtte-

Det folgende definerer ortogonale polynomier i forhold til det lineaere momentfunktionale L.



KAPITEL 1. ORTOGONALE POLYNOMIER

Punkt 2 og 3 i definition 1.2 kan erstattes med
L[Py (x) Py (x)] = Knmn (1.1)

hvor konstanten K, # 0, 0g du, er Kroneckers delta, hvorom det geelder, at 6,,, = 0 hvis m # n,
0g Oy = 1 hvism = n.

Hvis £[P,(x)?] = 1 for en folge af ortogonale polynomier, er {P,(x)} en folge af ortonormale
polynomier. Dermed bliver ligning (1.1) til

L[Pr (%) Pu(x)] = Smn

I felgende seetning haves aekvivalenser til definition 1.2.

BEVIS

Lad {P,(x)} veere en folge af ortogonale polynomier med hensyn til £. Da ethvert P(x) er et
polynomium af grad k, ma {Py(x), Py (x), ..., P (x) } vaere en basis for underrummet af polynomier
af hejst grad m. Hvis 71(x) er et polynomium af grad m, findes der konstanter cy, saledes at

n(x) = Y ePi(x),
k=0

hvor ¢;; # 0.

Eftersom L er lineeer, sd form < n

Lln()Pa(x)] = 3 e LIPy(x)Pa(x)] = 0
k=0

ogform=mn
LI (x)Pa(x)] = cnL[Pu(x)?] # 0
Det vil sige, at punkt 1 medferer punkt 2.

Punkt 2 medferer 3, da for m < n, L[x"P,(x)] = 0 og L[x"P,(x)] # 0 for m = n. Dette kan med
benyttelse af Kroneckers delta, d,,,, erstattes med L[x" P, (x)] = K;;0ymn, hvor veerdien K;, # 0.
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Punkt 3 medferer punkt 1, da for polynomier P, (x), Py(x) € {Py(x)}, s& er L[Py(x)P,(x)] =0,
hvis m # n og L[Py(x)Py(x)] # 0, hvis m = n. Dermed ma P, (x) og P,(x) vere ortogonale for
alle m og n, og { P, (x)} mé veere en folge af ortogonale polynomier. O

Resultatet af den folgende seetning giver mulighed for at repreesentere et polynomium ved en
folge af ortogonale polynomier. Metoden hvorpa konstanterne findes ligner den, der kendes fra
linecer algebra i forbindelse med at representere en vektor ved en ortogonal basis.

BEVIS
Hvis 71(x) er et polynomium af grad n, sa eksisterer der konstanter c; saledes at

t(x) = i i Pe(x).
k=0

Ved multiplikation af Py, (x) og derefter anvendelse af £ pé begge sider i ligningen fs
n
LI7(x)Pu(x)] = Y- eL[Pe(x)Pun(x)] = cmL[Pn(x)?]
k=0

da for alle k # m haves at L[P(x)Py(x)] = 0.

Det folger dermed, at konstanterne cj kan beskrives ved

L))
SVAIE

eftersom L[Py,(x)?] # 0. O

Det neeste korte resultat viser, at ethvert polynomium i en felge af ortogonale polynomier er
entydigt bestemt.

BEVIS
Hvis {Qu(x)} er en folge af ortogonale polynomier for £, s& for k < n, L[P(x)Qn(x)] = 0,
jeevnfer seetning 1.3.

Lad Q,(x) = 7(x) fra seetning 1.4 séledes at Q,, = Y} cxPr(x).

Igen jeevnfor seetning 1.3 haves der i forhold til felgen {P,(x)} for k < n at £L][Qx(x)Py(x)] = 0.
Derudover geelder der i forhold til felgen {Q(x)} for k > n at L[P,(x)Q(x)] = 0.
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KAPITEL 1. ORTOGONALE POLYNOMIER

Dermed folger det, at Q, (x) = ¢, Pu(x). O

Bemeerk at hvis { P, (x)} er en folge af ortogonale polynomier for £, sa er {c,, P, (x)} ogsé en folge
af ortogonale polynomier for enhver folge af konstanter c¢;, # 0.

1.1 Eksistens af ortogonale polynomier

I dette afsnit belyses eksistensen af ortogonale polynomier. Afsnittet er inspireret af [Chihara,
1978, kap. 1.3].

For at kunne bevise eksistensen af folger af ortogonale polynomier introduceres determinanten

]’lo I’ll “ e ]/{n
Hio B2 Hagl

Ay = det(pij)lizo = | : Col. (1.2)
Hn Hat1 - Hon

En vigtig betingelse for determinanten A, er, at den ikke ma veere lig nul. Grunden til dette ses
for de kommende resultater i dette afsnit.

SZATNING 1.6

Lad £ vere et momentfunktionale og {1, } vaere den tilherende momentfolge. En nedvendig
betingelse for eksistens af felger af ortogonale polynomier er, at determinanten A, # 0 for
n € IN.

BEVIS
Lad n’te-gradspolynomiet P, (x) vere beskrevet ved

n
Py(x) =) Cxk. (1.3)
k=0
Jeevnfer saetning 1.3 punkt 3 haves det for m < n, at
n k n
Lx"Py(x)] = Y e LIX"X] =Y crptmrk = Knbmn. (1.4)
k=0 k=0

Ligningen Y /' CukMm-+k = Kndmn er eekvivalent med folgende

Ho Hi T Un Cno 0
M1 H2 ot M| |Cmi 0

: : : =10, (1.5)
|Hn MHn+1 - Hon | | Cnn | _Kn_

Hyvis en felge af ortogonale polynomier for £ eksisterer, er den entydigt bestemt af konstanterne
Ky, # 0 fra ligning (1.4). Det vil sige for to felger af ortogonale polynomier {P,(x)} og {Qu(x)},
hvor det geelder, at

L[x"Py(x)] = LIx"Qu(x)] = Ky

jeevnfer seetning 1.3. Fra korollar 1.5 haves det, at Q(x) = ¢, P, (x). Dermed haves det, at
Ky = L[x"Py(x)] = L[x"Qu(x)] = L][x"cyPy(x)] = cn L[x" Py (x)] = Ky,
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1.1. EKSISTENS AF ORTOGONALE POLYNOMIER

hvilket betyder, at ¢, = 1. Dermed har ligning (1.4) en entydig lesning séledes, at determinanten
Ap #0.

Omvendt hvis determinanten A, # 0, sa har ligning (1.5) en entydig lesning for konstanter K, #
0 séledes, at P,(x) eksisterer. Derudover haves det ved Cramers regel

KuA, —
Cnn = nTnl #0, (1.6)
n

for n > 1. Det folger hermed, at P,(x) er et polynomium af grad n, og at {P,(x)} er en folge af
ortogonale polynomier for £, jeevnfer seetning 1.3. g

Ligning (1.6) geelder ogsa for n = 0, hvis det antages, at A_; = 1. Samme antagelse benyttes i den
folgende seetning.

SATNING 1.7
Lad {P,(x)} veere en folge af ortogonale polynomier for £, hvor k, er ledende koefficient i
P, (x), og lad 7, (x) veere et n’te-gradspolynonium med ledende koefficient a,,. For ethvert
polynomium 71, (x)

anknAn

Lln(x)Pa(x)] = anL[x"Pa(x)] = ==

(1.7)

BEVIS
Polynomiet 77, (x) kan skrives ud som summen af hejeste-ordensleddet og et polynomium af grad
n — 1, det vil sige 7, (x) = a,x" + 7,1 (x). Dermed haves det, at

L7ty (x)Py(x)] = Llayx" Py(x)] + L], _1Pn(x)] = an L[x" Py (x)].

Fra seetning 1.3 haves det at a, L[x" P, (x)] = a,K,. Ved hjelp af ligning (1.6), med ¢, = ky, kan
K, udtrykkes ved

ky = KBua knAp = Kyl 1 < Ky = Fnln.
A'VZ Anfl
Dermed haves det, at
knAA
L[7(x) Pa(x)] = an L[x" Py (x)] = ”Ai -
n—1

I forbindelse med de folgende seetninger i dette afsnit introduceres positiv-definit funktionale.

DEFINITION 1.8
For ethvert polynomium 7(x) der ikke er identisk nul og er ikke-negativ for alle x € R
kaldes et momentfunktionale £ positiv-definit hvis £[7t(x)] > 0.

I beviset for den folgende seetning anvendes ortonormale polynomier, som konstrueres ud fra
Gram-Schmidt-metoden, der eksempelvis er beskrevet i [Kreyszig, 1989].

SZATNING 1.9
Lad £ veere et positiv-definit momentfunktionale. S& har £ momenter y;, € R, og en tilhe-
rende folge af reelle ortogonale polynomier eksisterer.



KAPITEL 1. ORTOGONALE POLYNOMIER

BEVIS
Hvis L er et positiv-definit funktionale haves det, at £[x?*] = 5 > 0, som medferer, at yo; € R
fork=0,1,...,n

Desuden haves det, at 0 < L[(x +1)%"] = 2" (3")pian_k- Ved induktion kan det dermed vises,
at ppr1 € Rfork=0,1,...,n. Eksempelvis for n = 1 haves det, at

L[(x+1)% = L[x* +1+2x] = pp + po +2p1 > 0,
Som allerede vist er g, o € R, hvilket ma betyde, at 4y € R, da p; > 0. Og for n = 2 haves det,

at
4

4
Ll(x+1)4 =Y (k) Ha—k = Ha + 4p3 + 642 + 441 + o,
k=0

hvor ug, p1, 2, pa € R medforer at uz € R, da p3 > 0. Dermed iy 1 € Rfork=0,1,...,n

For £ veerende positiv-definit sd kan en folge af ortonormale polynomier {p,(x)} konstrueres
ved hjeelp af Gram-Schmidt-metoden, som giver reelle ortonormale polynomier.

For n = 0 defineres po(x) = ],to_l/z, som medferer at
Llpoe)) = Ll(uy PP = g L1 = iy "o = 1.
Lad Py(x) = x —apo(x). Sé er
L[po(x)P1(x)] = L]xpo(x)] — aLpo(x)*] = 0

ved at veelge a = L[xpy(x)]. Dermed er p;(x) = (E[Pl(x)Z])fl/zPl(x) séledes, at
L[po(x)p1(x)] = 00g L[p1(x)?] = 1. De konstruerede polynomier po(x) og p1(x) er begge reelle
polynomier.

Antag at po(x), p1(x), ..., pn(x) er konstrueret saledes, at ethvert polynomium p;(x) er et reelt
ortonormalt i'te-gradspolynomium, der opfylder, at L[p;(x)p;(x)] = d;;, fori,j =0,1,...,n

Det ortogonale polynomium P, (x) defineres ved
p n+l 2 akpk
hvor a; = L[x" 1 pi(x)]. Dermed er P, 1(x) et reelt polynomium af grad n + 1 og

L[pj(x)Pyi1(x)] = LIx"p Zﬂkﬁ pj(x)pi(x)] = aj —a; = 0.

Dermed haves det ortonormale polynomium p,,1(x) = ( Pyi1(x )_1/2Pn+1 (x), der dermed
er et reelt polynomium, og det folger, at L[p;(x )pnﬂ( | =6int1s for] =0,1,...,.n+1

Det folger dermed ved induktion, at der eksisterer en folge af reelle ortonormale polynomier for
L. O

Resultatet af det folgende lemma, der karakteriserer ikke-negative polynomier, er nodvendigt for
at relatere positiv-definite funktionaler til determinanterne i ligning (1.2).

LEMMA 1.10
Lad 7t(x) veere et polynomium, der er ikke-negativ for alle x € R. Da findes der reelle poly-
nomier p(x) og g(x) saledes, at

m(x) = p(x)* +q(x)?



1.2. DEN FUNDAMENTALE REKURSIONSFORMEL

BEVIS
Hvis polynomiet 7r(x) > 0 for x € R, sd er 7t(x) et reelt polynomium sédledes, at dets reelle radder
har lige multiplicitet, og dets ikke-reelle redder opstar som konjugerede par. Dermed kan 7(x)
udtrykkes ved
m
m(x) = r(x)? I (x — ax — byi) (x — ay + bed),
k=1

hvor r(x) er et reelt polynomium bestédende af de reelle redder fra pi(x), samt at ax, by € R.

Ved at lade [T} ; (x — ay — byi) (x — a + byi) = (A(x) +iB(x))(A(x) +iB(x)), hvor A(x) og B(x)

er reelle polynomier, sa er

for p(x)? = r(x)?A(x)? og q(x)? = r(x)?B(x)>. O

SATNING 1.11
L er et positiv-definit funktionale hvis og kun hvis alle dets tilhorende momenter y,, € R og
determinanterne A, > 0 forn € IN.

BEVIS
Lad p, € R og A, > 0, sa findes der, jeevnfor setning 1.6, en folge af ortogonale polynomier
{Py(x)} for L. Ved at antage at P,(x) er et monisk polynomium, sa haves det, at

Ay
An—l

L[P,(x)?] = >0,

jeevnfer setning 1.7. Ud fra ligning (1.5) i beviset for seetning 1.6 er P,(x) et reelt polynomium.
Dermed hvis Q(x) er et reelt m’te-gradspolynomium, s& kan det udtrykkes ved

= i ar Py (x)
k=0

hvor a; € R og a,;, # 0. Dermed er
Z aja L[P; Z a2 L[P(x)?] >0
jk=0
Det folger deraf, at £ er positiv-definit.

Antag nu omvendt at £ er positiv-definit. Jeevnfer seetning 1.9 s& har £ tilherende momenter
in € R, og der eksisterer en folge af reelle ortogonale polynomier { P, (x)}. Ved som fer at antage,
at P, (x) er et monisk polynomium, haves det for n € IN, at

A
0 < L[Py(x)?] = =,
AV
og som tidligere defineret, er A_1 = 1, hvilket betyder, at A, > 0. O

1.2 Den fundamentale rekursionsformel

Dette afsnit omhandler den fundamentale rekursionsformel og resultater herom og bygger pa
[Chihara, 1978, kap. 1.4]. Ved en rekursionsformel er det muligt at danne et polynomium ud fra
de to foregdende polynomier i en folge af ortogonale polynomier. Rekursionsformlen bliver i det
felgende udledet. Men forst gives der en definition pa et sakaldt kvasi-definit funktionale.



KAPITEL 1. ORTOGONALE POLYNOMIER

DEFINITION 1.12
Lad £ veere et linezert momentfunktionale, s& er £ kvasi-definit hvis og kun hvis determi-
nanterne A, # 0 for n € IN.

I det folgende tages der udgangspunkt i, at hvis der haves en folge af ortogonale polynomier, s&
haves der en rekursionsformel, som danner ortogonale polynomier.

SZATNING 1.13
Lad £ veere kvasi-definit og lad {P,(x)} veere en tilherende folge af moniske ortogonale
polynomier. Da findes der konstanter c;, og A, # 0 saledes, at forn > 1

Py(x) = (x — cn)Pp_1(x) — AuPy2(x), (1.8)

hvor P_1(x) = 0.

Bemeerk at hvis £ er positiv-definit, s er ¢, € R og A,41 > 0forn > 1.
BEVIS

Tag polynomiet xP, (x) af grad n + 1. Jeevnfer seetning 1.4 kan polynomiet udtrykkes ved
n+1
xPy(x) = ) anPi(x),
k=0
og konstanten a,; kan bestemmes ved

oo LlPu(x)Pe(x)]
T L[P(0)

Men da xP(x) er et polynomium af grad k + 1 for £[P,(x)xP(x)], betyder det, at a,; = 0 for
0 <k < n—1.Derudover er a,, ,+1 = 1, da xP,(x) er et monisk polynomium. Det betyder, at

xpn(x) = Py1 (x> + annpn(x) + an,nflpnfl(x)/
for n > 1. Erstattes n med n — 1 fas
xPy_1(x) = Py(x) + cyPy_1(x) + Ay Py_n(x),

som er akvivalent til ligning (1.8) for n > 2. Men ligning (1.8) geaelder ogsa for n = 1, hvis det
defineres, at P_1(x) = 0 og ¢c; = —P;(0).

Ved at gange med x" 2 og anvende £ pa ligning (1.8) haves det for n > 2, at
L[x" 2Py (x)] = L[x" 1P, _1(x) — cn L[x" 2P,y _1(x)] — AnL[x" 2P, 2 (x)],

og dermed
0= L[x" 1P, 1(x) — AuL[x" 2P, 5(x)].

Det haves dermed fra seetning 1.7 for n > 1, at

'C[xnpﬂ(x)] _ AH/An—l _An72An

A = = -
mH E[x"—lpnil(x)] Anfl/An—Z A%71

Det folger heraf, at A, # 0 for £ veerende kvasi-definit og dermed A, # 0, jeevnfer definition
1.12. O
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1.2. DEN FUNDAMENTALE REKURSIONSFORMEL

Folgende saetnings resultater tager udgangspunkt i rekursionsformel (1.8).

SATNING 1.14
For n > 1 geelder folgende:

_ LIPa(] _ AuaA
L At = 78,5000 = A,
2. [,[Pn( ) ] /\1/\2 ce )\n+1 hvis /\1 = Ho = Ao
3. ¢, = c[xpn 1( )2]
6 [’[Pn 1( )2] ’

4. Koeffiecienten for x"~1i P,(x) er givet ved —(c1 +¢2 + ...+ cp).

BEVIS
Formlen i punkt 1 udledes pa samme mdde som i beviset for seetning 1.13.

Punkt 2 vises ved hjeelp af punkt 1 eftersom L[P,(x)?] kan udtrykkes ved

L[Py(x)?] L[Pa-1(x)?]  L[P2(x)?] L[Py(x)’]

2 _ x PR
ﬁ[Pn(x) ] = [ (x)Z] [Pn 2(x)2] ﬁ[Pl(x)z] 'C[PO(X)Z]

Fra punkt 1 haves det dermed, at Py (x) = A, 1Ay - - - A3AaA1, hvor £[Py(x)?] = Ag = Aq.
For at bevise punkt 3 ganges ligning (1.8) igennem med P,,_1(x)
Py 1(x)Py(x) = (x — cn) Pyu_1(x)Py_1(x) — Ay Py_1(x)Py_o(x).
Anvendes L pa ovenstaende fés
LIPy 1 (3)Pa(x)] = £xPy 1 (0)%] = enlPy 1(0)%] = AnLlPy1(x)Py2(3)].
Da L[P,;—1(x)Py(x)] = 00g Ay L[P,_1(x)Py—2(x)] = 0, fas det, at

o= Ll (x)?]
n — .
LIPy—1(x)?]

For punkt 4, hvis d, er koefficienten for x-1ip, (x), s& ved at sammenligne koefficienterne
for x"1 i ligning (1.8), haves det, at d, = d,_1 — ¢,. Men eftersom d, 1 = d,_» —cy_1, 54
dy = (dy—2 — cy—1) — cu. Ved gentagelse folger det, atd, = —(c1 +c2+ ...+ 1 +cn). O

Hvis polynomierne i en folge af ortogonale polynomier {P,(x)} ikke er moniske, sa vil rekur-
sionsformlen veere for n € IN

Puy1(x) = (Anx + By) Pu(x) — CuPy1(x),

hvor A, # 0 og C, # 0. Konstanterne A, B, og C;; er givet ved A, = k;lan,
By = —cpi1ky tkni1 0g Co = Ayyik, ' ikni1, hvis Py(x) = kyPy(x) for det moniske ortogonale
polynomium B, (x).

Den folgende seetning er har det modsatte udgangspunkt til seetning 1.13 pd modstdende side,
eftersom den siger, at enhver folge af polynomier, der tilfredstiller rekursionsformlen (1.8), er en
folge af ortogonale polynomier. Denne saetning blev i 1935 introduceret af Jean Favard, og kaldes
derfor Favards seetning.
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KAPITEL 1. ORTOGONALE POLYNOMIER

SZATNING 1.15
Lad {c,}og {A, } veere folger af komplekse tal for n > 1 oglad {P,(x)} veere defineret ud fra
rekursionsformlen (1.8), hvor P_1(x) = 0 og Py(x) = 1.

Der findes dermed et entydigt momentfunktionale L sédledes, at L[1] = A; og
L[Py(x)Py(x)] = 0 for m # nogm,n € N.

L er kvasi-definit og { P, (x) } er en folge af moniske ortogonale polynomier hvis og kun hvis

Ay # 0, mens L er positiv-definit hvis og kun hvis ¢, € R og A, > 0.

BEVIS
Momentfunktionalet £ defineres forst induktivt ved £[1] = L[x°] = yg = Ay, og forn > 14
L[Py(x)] = L[Py(x)Py(x)] = 0, eftersom Py(x) = 1.

Det betyder, at momenterne i, for n > 1, kan defineres ud fra
L[Py(x)] = L[xPy(x) — 1 Po(x)] = L[x] — 1 L[1] = 1 — c1p9 =0,

og
L[Py(x)] = L[xPy(x) — caPy(x) — AaPy(x)] = Lx(x — ¢c1)] — caL]x — 1] — A2 L[1]
= E[xz] — clﬁ[x} — Cz([,[x] — C1£[1]) — /\25[1] = Uy — C1}4] — Ca}1 + C1Copo — Ao
= pa — (c1 +c2)p1 — (A2 —c1c2)po = 0,

hvor Pj(x) og P»(x) er udtrykt ved hjeelp af rekursionsformlen (1.8). For n > 3 er fremgangsma-
den ueendret i forhold til ovenstdende.

Ved at omskrive rekursionsformlen (1.8) til
xXPy(x) = Pyy1(x) + 1 Pu(x) + A1 Py (x) (1.9)
for n > 1, haves det, at
LlxPy(x)] = L[Pyi1(x)] + cp1 LIPu(x)] + Ap1 L[Py-1(x)] =0

for n > 2, eftersom L[P,11(x)] =0, L[Py(x)] = 0 0g L[P,—1(x)] = 0. Ganges der med x pa begge
sider af ligning (1.9) fas

x%P, (x) = xPy1(x) + cpy1xPy(x) + Ap1xPy 1 (%),

som medferer, at £[x>P,(x)] = 0, for n > 3, pa grund af, at L[xP,(x)] = 0. Ved fortsat, at gange
op med x for hvert trin opnas £[x*P,(x)] = 0 for 0 < k < n. Hvis k = nsd forn > 1

L[x"Py(x)] = LI Py () + cppa X" P (x) + A1 Pyq (x)] = Apn L[ 1P, 1 (%)),
da L[x" 1P, 1(x)] = 00g L[x""1P,(x)] = 0.

Det folger dermed, at hvis m # n, da er L][Py(x)P,(x)] = 0, mens for m = n sa geelder det, at
L[Py(x)?] = L[x"Py(x)] = AAy---Ayy1, jevnfer setning 1.14. Hermed er £ kvasi-definit og
{P:(x)} er en folge af ortogonale polynomier hvis og kun hvis A,, # 0.

Eftersom p1 — c1ptp = 0 og o — (c1 + c2)p1 — (A2 — c1¢2)po = 0, ma det nedvendigvis betyde,
atcipg > 00g (c1 4+ c2)ug + (A2 —cic2)pg > 0 0g c1,¢2, A2 € R medferer, at pq, yp € R. Ud fra
lignende argumentioner kan det dermed konkluderes, at 4, € R, hvis ¢, Ay € R, sé jeevnfer
setning 1.11 pa side 9 er £ positiv-definit hvis og kun hvis A > 0. O
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1.2. DEN FUNDAMENTALE REKURSIONSFORMEL

I den kommende seetning udledes Christoffel-Darboux-identiteten.

SZATNING 1.16
Lad {P,(x)} tilfredsstille rekursionsformlen (1.8) med A, # 0. Sd haves det, at

= P(0)Pe(y) —1Pus1 (%) Pu(y) — Pu(x) Puia (v)
LAy Ay (MA2---Apya) 0 (1.10)

BEVIS
Fra rekursionsformlen P, (x) = (x — ¢;,)P,_1(x) — A P,—2(x) haves det for n > 0, at

XPy(x) = Pyy1(x) + 1 Pu(x) + Apg1Py1(x).

Ved at gange P, (y) pa begge sider ovenstaende fas

xXPu(x) Pu(y) = Puy1 (x)Pu(y) + cn1Pu(x) Pa(y) + Aps1Paoa (x) Pu(y).

Ved at bytte om pé x og v i ovenstdende fas

YPu(y)Pu(x) = Prsa(y) Pu (%) + g1 Pu(y) Pu(x) + An i1 Pua () Pu (%)

Traekkes de foregdende udtryk fra hinanden fas

(x = y)Pu(y)Pu(x) =
Py (%) Pu(y) + cn1Pu (%) Pu(y) + An1Pu1 (%) P (y)
— (Pu1(y)Pu(x) + 1 Pu(y) Pa(x) + A1 Pa1(y) P (x))
=Pu1(X)Pu(y) + Ans1Pu1 (%) Pu(y) = Puga (v) Pu(x) — Auga Pa—1(y) Pu(x)
(v) -

=Py1(x)Pu(y) — Pu(x)Pry1(y) _/\n+1(Pn(x)Pn71<]/) _Pnfl(x)Pn(]/»
Dermed
PR ) = PR = BB ly)  daes D) B

Hvis Fy(x,y) = (AMAz---Apyq) 7t Pt (P W) PP ) qor ep hejresiden af ligning (1.10), sd

-
kan forrige ligning omskrives ved division af (AAy - -+ A, 1) til

Py (%) P (y)
Mg dy AT ()

for m > 0. Summeres hgjresiden af dette fra 0 til n fas

kéFk(x,y) —F_1(xy) =F(x,y) — F-1(x,y) + Fi(x,y) — Fo(x,y) + ... + Fu(x,y) — Fi1(x,y)

:Fi’l (x/ ]/),
hvor F_;(x,y) = 0. Dermed fas ligning (1.10). O

For den tilsvarende folge af ortonormale polynomier { p, (x) }, hvor det ortonormale polynomuim
af grad n kan skrives, som py,(x) = kP, (x) med ky, = (A1Az -+~ A, 41) /2, skrives Christoffel-
Darboux-identiteten (1.10) som

Y p)pely) = ki(il p”“(x)p”(yi - 5”(")’7”“(” (1.11)
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KAPITEL 1. ORTOGONALE POLYNOMIER

SATNING 1.17
Folgende form af ligning (1.10) er ogsa gyldig.
L B()? Py 1 (%) P (x) — Py (x) Pga (%)

= . 1.12
kg) MAg - Agg MA2 - Ay Sl

BEVIS
Teelleren pa hejre side af Christoffel-Darboux-identiteten (1.10) kan skrives om til

Pus1(2)Pu(y) = Pu(x)Puy1(y) = (Puyr(x) = Pug1(y)) Pu(x) = (Pa(x) = Pa(y)) Paya (x).

Dermed bliver broken pa hgjre side af ligning (1.10) ved opsplitning

(Pyga(x) = Pyya(y)) (Pu(x) — Pu(y))

x—y Pn(x)_ x—y Pn+1(x>'
Lad y — x sd haves det, at
 (Pun1 (%) = Pani(y)) _ o
;E)I}C x—y - Pn+l (x)
i (P =Ba0))
y—x xX—y

Dermed haves ligning (1.12) for y — x i Christoffel-Darboux-identiteten (1.10).

Fra beviset haves nedenstadende ulighed der geelder for alle x € R, og nar £ er positiv-definit:

Pri1 () Pa(x) = Py(x) Py (x) > 0. (1.13)

Denne ulighed er vigtig i forhold til beviset for, hvor redder for P, 1(x) ligger i forhold til redder
for Py (x).

1.3 Redder for ortogonale polynomier

I dette afsnit behandles reodder for folger af ortogonale polynomier, og det bygger hovedsagligt
pa [Chihara, 1978, kap. 1.5]. I forhold til positiv-definite momentfunktionaler udviser redderne
for de tilherende ortogonale polynomier en regelmaessighed i deres adfeerd. Dermed introduceres
forst en tilforsel til begrebet positiv-definit.

DEFINITION 1.18

Lad E C (—oo,00). Et funktionale L er positiv-definit pa E hvis og kun hvis £[7r(x)] > 0 for
ethvert reelt polynomium 77(x), som er ikke-negativ pa E og 7(x) # 0 pa E. Meengden E er
dermed en stottemaengde for L.

Det folgende resultat viser, at hvis £ er positiv-definit pa enhver uendelig meengde, sé er L
positiv-definit pd meengder, som indeholder den uendelige meengde.

SZATNING 1.19
Lad £ veere et positiv-definit funktionale pa en uendelig meengde E, sa er £ positiv-definit
pa enhver meengde M D E, og L er positiv-definit pa enhver teet delmeengde af E.
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1.3. RODDER FOR ORTOGONALE POLYNOMIER

BEVIS
Lad 7t(x) veere et reelt polynomium, som er ikke-negativ og 7(x) # 0 for alle x pa en meengde
M.

Hvis M D E, sa medferer det, at 77(x) > 0 pa E.

Pa den anden side, hvis M C E, men da M er en tet meengde i E, M = E, sder m(x) >0
pa E. Da 7t(x) ikke er lig nul alle steder pa en uendelig meengde, eftersom for 7(x) veerende et
polynomium af grad n har det hejst n redder. Det folger dermed for begge tilfeelde, at £[7r(x)] > 0
og dermed L positiv-definit. O

I resten af dette afsnit er £ et positiv-definit funktionale, og { P, (x)} er en folge af moniske orto-
gonale polynomier, der korresponderer til L.

Beviset for den folgende saetning er suppleret med [Jensen, 2013]. Resultatet af seetningen siger, at
redderne for ortogonale polynomier ligger indenfor intervallet, hvor polynomierne er defineret.

SATNING 1.20
Lad I veere et interval, der er en stottemengde for £, sdledes at I = (a,b). Alle redder for
polynomiet P, (x) er reelle, har multiplicitet 1 og ligger i intervallet I’s indre, [a, b].

BEVIS
Da L[P,(x)] = L][Py(x)Py(x)]0 for Py(x) = 1, ma P, (x) skifte fortegn mindst én gang pa interval-
let [a, b] for n > 1. Dermed har P, (x) mindst én rod, som er af ulige multiplicitet, i [a, b].

Lad x1,xp, ..., xx veere redder for P,(x), der har ulige multiplicitet og ligger i [a, b], hvorom det
geelder at x; # xi for j # k.

Antag at k < n. Lad

r(x) = (x —x1)(x —x2) -+ (¥ — xi)
saledes, at r(x) er et k’te-gradspolynomium. Sa er r(x)P, (x) et polynomium, der ikke har nogen
rodder af ulige multiplicitet, som ligger i [a, b]. Dermed kan r(x) P, (x) ikke @endre fortegn i [a, b].
Det medferer derfor, at r(x)P,(x) > 0 for x € I. Det betyder, at L[r(x)P,(x)] > 0, men det
modsiger setning 1.3 pé side 4, da r(x) er af grad k. Dermed ma k = n. Det medforer heraf, at
P, (x) har n strengt forskellige redder i [a, b]. O

Rodderne for det ortogonale n’te-gradspolynomium P,(x) skrives fremover som x,; for i =
1,...,n og rangeres fra lavest til hojest sdledes, at x,; < x,0 < ... < xy, forn > 1.

Eftersom P,(x) er et monisk polynomium, s er dets ledende koefficient positiv. Det betyder, at
for x > xu, sd er Py(x) > 0, og sgn Py (x) = (—1)" for x < x,1. Det betyder for eksempel, at
Pi(x) < 0for x < xq11 samt at Po(x) > 0 for x < xp7.

Hvis P, (x) differentieres, sa geelder det, at i hvert interval (x, x_1, x, x) har P),(x) praecis en rod.
Dermed endrer P, (x,) fortegn for hvert k = 1,2,...,n. Eftersom den ledende koefficient for
P/ (x) er positiv, pa grund af, at P,(x) er monisk, medferer det, at sgn P} (x,c) = (—1)"7* for
k=1,2,...,n.

Resultatet af folgende seetning forteller, at mellem to redder af P, 1(x) vil der ligge en rod for
Py(x).

SZATNING 1.21
Redderne for P, (x) og P, 1(x) ligger saledes, at x,,11; < X;; < Xpq141fori=1,...,n.
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KAPITEL 1. ORTOGONALE POLYNOMIER

BEVIS
Tag uligheden (1.13)
Py 1 () Pa(x) = Py(x) Py (x) > 0.

Indseettes den k’te rod for P, 1(x) i uligheden haves det, at

P12+1 (Xps16) Pu(Xns16) >0,

da Pr,l (xn+1,k)Pn+l (xn+1,k) =0.

Ud fra at sgn P, 4 (xy41) = (—=1)"*1K sa haves det, at sgn P, (x,114) = (—1)"*17, da bade
Py 1 (x411k) 08 Pu(xn414) skal have samme fortegn for, at uligheden er sand. Dermed har P, (x)
én rod i hver af intervallerne (x,,41 , Xp414+1) fork=1,...,n. O
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Klassiske Ortogonale

Polynomier

Indenfor studiet af ortogonale polynomier er der tre familier af ortogonale polynomier, som har
faet storst opmeerksomhed. Disse tre er Laguerre-, Hermite- og Jacobipolynomier og kaldes til-
sammen for de klassiske ortogonale polynomier. Jacobipolynomierne har nogle kendte specialtil-
feelde som Legendrepolynomier og Chebyshevpolynomierne.

Navn Notation | Interval Vegtfunktion
Laguerre L% (x) [0, oo w(x) = x%e™*
Hermite Hy(x) [—00, 0] w(x) = e
Jacobi PP (x) | [-L1] | wx) = (1+x)*1—x)P
- Legendre Py(x) w(x) =1

- Chebyshev 1 Ty (x) w(x) = (1—x2)"1/2

- Chebyshev 2 | U,(x) w(x) = (1—x2)1/2

- Gegenbauer | C}(x) w(x) = (1—x?)%

Tabel 2.1. Tabel over de tre klassiske ortogonale polynomier samt to specialtilfeelde af Jacobipolynomier.
Inkluderet er notationer, definitionsintervaller og veegtfunktioner for hver af polynomierne. Fra
[Stoer og Bulirsch, 1980, s. 148], [Chihara, 1978, s. 143] og [Folland, 1992].

Parametrerne «, B for Jacobipolynomierne defineres til « > —1 og B > —1. For Legendrepoly-
nomiet er « = B = 0, og i henhold til 1. Chebyshevpolynomier er &« = = —% og 2. Chebys-
hevpolynomier er « = p = 1. Derudover haves Gegenbauerpolynomierne, hvor det geelder, at
a=p> —% oga=A— % Fra [Chihara, 1978, s. 143].

I de kommende afsnit fokuseres der pa enkelte af de klassiske polynomier. Det forste af disse
afsnit omhandler Legendrepolynomier.

2.1 Legendrepolynomier

Dette afsnit omhandlende Legendrepolynomier er inspireret af [Folland, 1992, kap. 6.2].

Legendrepolynomier er en familie af ortogonale polynomier, der er defineret pé intervallet [—1, 1]
i henhold til veegtfunktionen w(x) = 1, jeevnfor tabel 2.1. En klassisk normalisering af Legen-
drepolynomier er, at P,(1) = 1 for alle n, hvilket kan opnds med den rette rekursionsformel,
[Burden og Faires, 2001, s. 505]. Men normaliseringen kan ogsé opnas ved felgende.
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KAPITEL 2. KLASSISKE ORTOGONALE POLYNOMIER

Lad P,(x) veere et Legendrepolynomium af grad n. Det er defineret ved

1 4"

Pu(x) = 2! dxn

(x> —1)". (2.1)

Det ses, at funktionen (x?> —1)" er et polynomium af grad 2n, hvis hejesteordensled er x*". Det
medferer, at P, (x) er et n’te-gradspolynomium.

De forste syv Legendrepolynomier dannet ud fra formel (2.1) er givet ved

Po(x) = Pi(x) = Po(x) = 5(32 ~1)

N = =

P3(x) = = (5x% — 3x) Py(x) = =(35x* — 30x% 4 3)

o= R

Ps5(x) = %(639(5 —70x° +15x)  Pg(x) = E(231x6 —315x* +105x% — 5)

Disse syv Legendrepolynomier kan ses i figur 2.1, hvor det ogsa ses, at for hvert enkelt poly-
nomium geelder normaliseringen P,(1) = 1. Denne normalisering bevises senere i dette afsnit.

Figur 2.1. De forste syv Legendrepolynomier. Lavet ved hjelp af Maple.

Den ledende koefficient for P, (x) ud fra formel (2.1) kan findes ved

o
T2npl dxn

(4. )= (@) @n—1) (=1 +..) = 2 )

Pu(x) T onpl

I den folgende seetning bevises ortogonalitet for Legendrepolynomier defineret ved formel (2.1).

SATNING 2.1
Folgen af Legendrepolynomier { P, (x)} er ortogonal pa intervallet [—1, 1], og der geelder, at

2

L[Py(x)*] = 1
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2.1. LEGENDREPOLYNOMIER

BEVIS
Hvis f(x) er en kontinuert funktion pa [—1, 1], sa haves det, at

1 2 n 1 1 dn 2 n
Cif / f() 3 dxn( —1)dx = o Lf(x)dxn(x —1)"dx.

Ved omskrivning af det foregdende haves

2"n!L[f (x) / f(x dx” (x2 —1)"dx.

Ved at benytte delvis integration pa integralet n gange fas

2L [f (x) Py (x)] = / FO0 () (2 — 1)dx, 2.3)

eftersom funktionen (x> —1)" = (x — 1")(x +1)" = 0 for x = £1, og det samme gor sig geeldende
for de forste n — 1 afledede af (x> —1)".

Hvis f(x) er et polynomium, der er af grad mindre end 7, sd er f)(x) = 0, og dermed er
L[f(x)P,(x)] = 0. Dermed for alle m < n s& er L[Py(x)P,(x)] = 0. Byttes der om p& m og n
gelder det, at L[Py,(x)P,(x)] = 0 for alle m > n. Dermed er alle P, (x) indbyrdes ortogonale.

Hvis f(x) = P,(x) derimod, s& haves det ved at differentiere ligning (2.2) n gange, at

R

sddan at fra ligning (2.3) haves det dermed, at

11.3.5---(2n—1) 1-3:5---(2n—1) 1
21 _ 2 _ 2
LPa(x))] = /_1 o (1— )y — o /_1 (1— x2)"dx
Ved at lade x = /¥y i integralet f}l (1 — x?)"dx sdledes, at dx = ;Wdy sd
1 1 1
/ (1— x%)"dx :2/ (1—x).dx:2/ 1—y)" dy / vy~ 2y
-1 0 0
Jeevnfer [Adams og Essex, 2010, s. 818] haves det for betafunktionen og gammafunktionen, at
1 r e !
/ (1- y)”y_l/zdy B<n+1 1) (n+1) (12): — n\/E :
0 2 In+1l+3) ()E)m+)Vw

2n+1n!
T 1-3.5---(2n+1)

hvor det skal bemeerkes, at ved T'(n + 1 + %) i naevneren benyttes et resultat vedrerende Gamma-
funktionen, T'(x + 1) = xT'(x), hvilket betyder, at T'(n + £ +1) = (n+ 3)T(n + 1). Ved at gentage
dette opnds neevneren med (3)(3) -+ (n+ 1)/

Dermed haves det, at

1-3-5---(2n—1) 2ntly) 2
21y 1-3-5---(2n+1)  2n+1 O

LIPa(x)?] =

Formel (2.1) kaldes for Rodriguesformlen. Resultatet af seetning 2.1 betyder dermed, at for en
folge af Legendrepolynomier {P,(x)} haves det, at

2

L[Py(x)Py(x)] = mémn

Den neeste setning giver den frembringende funktion for Legendrepolynomier. Der benyttes
vejintegraler til at udlede denne funktion samt andre resultater kendt fra kompleks analyse.
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KAPITEL 2. KLASSISKE ORTOGONALE POLYNOMIER

SATNING 2.2
For x € [-1,1] og |z| < 1 haves det, at

1

L B(x)" = e @4

BEVIS
For et x € [—1,1] lad vy veere en enhedcirkel med centrum i x i det komplekse plan med positiv
orientering. Ved at anvende Cauchys formel for afledede (se eksempelvis [Agarwal et al., 2011]),

f(x) = 2 f7 (xf((:nﬂ d¢, p& Rodriguesformlen (2.1) f&s

R
n(x) = Z”n!@(x B Zm/ 21 (x ”+1 46

n
Huvis |z| er lille nok saledes, at den geometriske raekke Y-, (Z((";x)) ) konvergerer uniformt for

et ¢ € v, haves det dermed, at

:ﬁopn(x) 2m/2( ) Cz)l)ﬂ ac
ol ( <€§2—x>)>nd5
-1
:zmﬁg—x<l-zif§ii)> i
1

2
N ﬁ/yz—2x+2§—z§2d§

Redderne for andengradspolynomiet z — 2x + 2¢ — z&? med ¢ som variabel er givet ved

1++v1—2xz+ 22
z

¢ =

Lad {1 = 1’7”;2““2 0g r = Hivl’zzx”ﬂ Nar |z| er lille s4 er |z|> meget lille. Det vil sige, at
V1—2xz+22 ~ \/1—2xz ~ 1 — xz pa grund af at Taylorformlen for /1 —az = 1 — }az. Det
medferer, at ¢ ligger indenfor y og tet pa x, mens ¢, ligger udenfor. Dermed haves det jeevnfor
residue-seetningen (se [Agarwal et al., 2011]), at

ad 2 1
P, (x)z" = Resz_ —
n;() () éiélZ—zx‘f‘z@—Zgz V1—2xz+z2

Dermed er ligning (2.4) bevist s& leenge at |z| er lille nok. Ligning (2.4) beskriver ogsa en Taylor-
reekke, da venstresiden er en Taylor-reekke for den analytiske funktion pa hejresiden. Taylor-
reekkens konvergensradius er afstanden fra origo til singulariteterne af funktionen pé hgjresiden,
der ligger i z = x +iv/1 — x2. Derfor er konvergensradius 1. Dermed haves det, at ligning (2.4)
geelder for alle z séledes, at |z| < 1. g

Som neevnt i starten af dette afsnit har Legendrepolynomier en klassisk normalisering saledes,
at P,(1) = 1. Det folgende korollar beviser netop at denne normalisering holder for polynomier
dannet ud fra Rodriguesformlen (2.1).
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2.1. LEGENDREPOLYNOMIER

BEVIS
Ved at indseette x = 1 ind i ligning (2.4) fas

_ 1 _ 1 1
Vi—2z+22 J/(z—-1)2 z-1

i P,(1)z"
n=0

Indseettes x = —11 (2.4) fas

1 1 1
Vit2z+22  J(z+1)2 z+1

i P, (—1)z" =
n=0

Bemeerk at Taylor-reekkerne for funktionerne % og % er definitionen pd den geometriske reek-
ke. Det haves dermed, at 15 = Y0 1 z" og % =Yoo (—1)"z", hvilket medferer, at

[ee] (e}
Y P(1)z" =) "
n=0 n=0

og
Y Pu(—1)z" =) (—1)"2"
n=0 n=0
Det folger hermed, at P,(1) = 1 0og P,(—1) = (—1)" for alle n > 0. O

Folgende formel relaterer sig til Legendrepolynomiers afledede.

BEVIS

Tag funktionen (x> — 1)"*! fra Rodriguesformlen (2.1) for P, 1(x). Den anden ordensafledede af
(x2 —1)"er

% (2(11 +1)x(x? - 1)”) =2(n+1)(x2 = 1)" +2(n + 1)x2nx(x* —1)" !

=2(n+1) ((x2 —1)" 4 2nx?(x* — 1)"—1).

Ved at lade x> = (x?> — 1) + 1 i den anden ordensafledede af (x?> — 1)"*! fas

d2

W(xz )" =2(n+1) (((x2 —D+1-D"42n((x>-1)+1)((x*—1)+1— 1)"—1)

=2(n+1) ((x2 —1)" 4 2n(x*> — 1)" +2n(x? — 1)"1>

=2(n+1) ((Zn +1)(¥% = 1)" +2n(x* — 1)"—1)

=2n+1)2n+1)(x* = 1)" +4(n+ 1)n(x*> - 1)" L.



KAPITEL 2. KLASSISKE ORTOGONALE POLYNOMIER

Ved Rodriguesformlen (2.1) for P, (x) haves dermed

B 1 dnfl dz 2 n+1
PnJrl(x) - 2n+1(n+1)! dx”—lﬁ( _1)
1 dnfl

= (s 1)1 AT (2(11 +1)2n+1)(x2 = 1)+ 4(n+1)n(x* - 1)"1)

_2(n+1)(2n+1) a1t
o 2ntl(p 1) dxnt

4n+1)n 41
2n+l(n 4+ 1)1 dan 1

(xzil)n+ (x271)n—1

_@n41)at o, 1 o,
B T A A T v TP A
(2n+1) d"!

- WW(xZ—l)"+Pn_1(x).

Ved at differentiere én gang pa begge sider af lighedstegnet fas

. @utl)d
Paia(x) = 2npl dx dxn—1

(o =1)" + Py (%)
Dermed haves identiteten P, ;(x) — P;_;(x) = (21 + 1) Py (x). O

En aekvivalent form til formlen i foregdende seetning kan er

/Pn(x)dx -

W(Prﬂrl (x) - Pnfl (x)) +C.

Legendrepolynomier er losninger til differentialligningen givet i den kommende seetning.

S ZATNING 2.5
For alle n > 0 haves

%((1 —xz)P,’l(x)) +n(n+1)P,(x) =0 (2.5)

BEVIS
Lad g(x) = & ((1 - xz)P,Q(x)). Da P! (x) er et polynomium af grad n — 1, s er x2P,(x) er et

polynomium af grad n + 1, og g(x) er et n’te-gradspolynomium. Fra ligning (2.2) kan hejeste-
ordensleddet for g(x) findes ved

ZEZZ(Z?)!Z;i((—xz)(nxnl)) = 21(12(:2;2( —2x(nx""1) + (=) (n — 1)nx""2)
- 21(12(23)'2 (—2nx" —n(n—1)x")
— 21(12(23)'2 ((—2n+n? 4 n)x")
=-nn+1) 2512(23)'2 X"

Dermed er g(x) + n(n + 1)P,(x) et polynomium af grad n — 1, som er en linearkombination af
polynomierne Py(x), ..., P,_1(x) sdledes, at

d , n—1
g(x) +n(n+1)Py(x) = Tx <(1 — xz)Pn(x)> +nn+1)P,(x) = kg()CkPk(X)

Jeevnfor seetning 1.4 pa side 5 s& kan koefficienterne c; findes ved

_L[(g(x) +n(n+1)Py(x)) Pe(x)]  L[g(x)Pe(x)]
= LI = L[Pk(xk)Z] +n(n+1)

L[Pu(x) P(x)]
L[P(x)?]
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2.2. HERMITEPOLYNOMIER

Det sidste led i ovenstdende forsvinder, eftersom L[P,(x)P;(x)] =0fork =0,...,n — 1. Teelleren

i det forste led er P g
clston) = [ (=270 ) A

Ved at anvende delvis integration to gange péd det ovenstdende integrale, hvor leddende
[(1 = x®) Py (x) Pe(x)]L; = O, fas

1 d
£lsnx)] = [ Pu( g (= )Ri) )
Polynomiet % ((1 — x2)P]£(x)) er af grad k og er en linearkombination af Py(x),..., Pc(x), og

dermed er det ortogonal pé P, (x). Dermed er ¢, = % = 0forallek < n.

Det betyder dermed, at % ((1 - xz)Pr/,(x)) +n(n+1)P,(x) = 0. 0

Fra seetning 2.5 kan det konkluderes, at Legendrepolynomier er sdkaldte egenfunktioner for Le-
gendreligningen

((1 - xz)y'>, +Ay =0,

hvor egenveaerdien for P, (x) er n(n + 1). Legendreligningen ovenfor er pd sdkaldt Sturm-Liouville
form. Legendreligningen kan ogsa skrives pa en mere reguleer form ved

(x? — 1)y +2xy' —n(n+1)y =0.

2.2 Hermitepolynomier
I dette afsnit tages der hul pa Hermitepolynomierne, der bygger pa [Folland, 1992, kap. 6.4].

Hermitepolynomier er en familie af ortogonale polynomier, som er ortogonale pa intervallet
[—o0, c0] 0g i henhold til veegtfunktionen w(x) = e jeevnfer tabel 2.1 pd side 17.

Hermitepolynomiet H, (x) kan kan beskrives ved den generaliserede Rodriguesformel for Her-

mitepolynomier

2 d"
dx"

De forste seks Hermitepolynomier dannet ud fra formel (2.6) ser saledes ud:

2

Hy(x) = (—1)"e" e . (2.6)

Hy(x) =1 Hi(x) = 2x Hy(x) = 4x* -2
Hj(x) = 8x> — 12x Hy(x) = 16x* — 48x% + 12 Hs(x) = 32x% — 160x> + 120x

Disse seks Hermitepolynomier kan ses i figur 2.2.

Fra Rodriguesformlen for Hermitepolynomier haves det, at

—x2 _(_1\n d" —x2 _ _i —x2 _1\n—1 x2 dn71 —x2
e " Hy(x)=(-1) it = dx(e (=1)" e e )
d _ _ _
= —— (e Hy_1(x)) = —(=2xe ' Hy_1(x) + e “ H'_,(x))

= e ¥ (2xH,_1(x) — H,_,(x)).
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1004

Figur 2.2. De forste seks Hermitepolynomier. Lavet ved hjeelp af Maple.

Dette kan dermed skrives som
Hy(x) =2xH,_1(x) — H,_;(x), (2.7)

hvilket giver en induktiv metode at finde H,, (x) pa. Derudover ses det, at hojeste-ordensleddet for
H,(x) er 2x gange hojeste-ordensleddet for H,_1(x). Dermed haves det, at hojeste-ordensleddet

for Hermitepolynomiet af grad n er (2x)". Det haves desuden, at H,(x) er enten lige eller ulige

X

atheengigt af, om n er lige eller ulige, eftersom e~ ?er lige funktion.

SZATNING 2.6
Folgen af Hermitepolynomier { H,(x)} er ortogonale pa [—co, co| med hensyn til veegtfunk-

tionen w(x) = e, og der geelder, at
L[Hy(x)?] = 2"n!/7

BEVIS
Hvis f(x) er et vilkarligt polynomium haves det, at

i 2 i am _ 2
LI H ()] = [ foHu(xe Pdx = (-1)" [ fl) S dx.
Ved at anvende delvis integration n gange fas
[ee] d}’l
/700 f(x) dx"

eftersom der i leddene [Lz;,_llex2f(x)] geelder, at e’xzf(x) — 0 for x — Foo. Dermed haves

e dx = (=" /oo f(")(x)efxzdx,

det, at .
LI H ()] = [ f (e dx.

Hvis f(x) er polynomium, hvis grad er mindre end n, og det haves, at f(x) = Hy(x) for m <
n, s geelder det, at f(")(x) = 0 og dermed L[f(x)H,(x)] = 0. Ortogonaliteten for folgen af
Hermitepolynomier { H,(x)} er dermed blevet vist.
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2.2. HERMITEPOLYNOMIER

Derimod, hvis f(x) = H,(x) sd er f(x) = (2x)" + ..., hvilket medforer, at f(")(x) = 2"n!.
Dermed ved substitutionen x = /i s&

LIHn(x)2] = LIfF()Ha(x)] = [ F0) (x)e 2 dx = 2"n! L Z e dx

e}

- (2”7’1')2 0 Eyz\l/ydy = znn! /700 efyyfl/zdy'

Fra [Adams og Essex, 2010] haves gammafunktionen I'(x) = [ e~/#*~1dt. Dermed kan ovensté-
ende skrives som

L[Hp(x)2] = 2"n! / ”

—00

1
-y,,—1/2 Y 2 —ony
ey dy =2 n.F<2> 2'nly/ . 0

Resultatet af ovenstdende seetning er, at for Hermitepolynomier udviklet ved formel (2.6) geelder
der, at

L[Hp (x)Hy(x)] = 2"/ Tpn

I det folgende udledes den frembringende funktion for Hermitepolynomier.

SATNING 2.7
For ethvert x € R og z € C haves det, at

E Hy(x 27 (2.8)
BEVIS
Lad u = x — z, hvor x er konstant, sa haves det, at % = — %. Dermed er
n n n
dinef(xfz)2 _ (_1)71 d nefuz _ efuz(_l)neuZ d nefuz
dz z=0 du u=x du u=x
= e‘”an(u) = e_szn(x)
u=x

Fra Taylors formel for ¢* haves det dermed, at
(€]
6*("*2) = efxz Z Hn(x)zfv
= n!

hvilket giver, ved multiplikation af e pé begge sider af ligheden foroven, ligning (2.8). O

En anden metode at danne Hermitepolynomierne er ved en rekursionsformel. Rekursionsformlen
for Hermitepolynomier kan udledes ved den induktive formel (2.7). I denne formel findes leddet
H/ _,(x), som skal erstattes. Ved at differentiere ligning (2.8) i forhold til x opnés
©0 , P Dy 22 0 n+l
Z‘E)Hn(x)mzzze TE =2 X‘E)Hn( _ZZHn
n= n=|

Ved at substituere n med n — 1 efter det sidste lighedstegn fas

o) n
Y Hiy(x) i,—zan o
n=0 1)‘

Seettes koefficienterne for z" lig hinanden fés H’,;I(Ix) = 272111(;), hvilket er ensbetydende med
Hj, (x) = 2nH,_1(x). Indseettes dette for n = n — 1 i ligning (2.7) fas rekursionsformlen for Her-
mitepolynomier

Hy(x) = 2xHy 1 (x) —2(n — 1) Hy—2(x). 29
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KAPITEL 2. KLASSISKE ORTOGONALE POLYNOMIER

Et andet udfald af det foregdende er differentialligningen
H;/(x) — 2xH,,(x) + 2nH,(x) = 0.

Denne differentialligning kan skrives pa Sturm-Liouville form ved at gange igennem med e
saledes, at , ,
(e Hl\(x))" + 2ne " Hy(x) = 0.

Hermitepolynomierne er dermed egenfunktioner for
(e*"zy’)/ FAe ¥y =0

for —oco < x < oo.

2.3 Laguerrepolynomier

I det sidste afsnit om de klassiske ortogonale polynomier arbejdes der med Laguerrepolynomier.
Dette afsnit bygger pa [Folland, 1992, kap.6.5].

I tabel 2.1 pé side 17 er det angivet, at en folge af Laguerrepolynomier {L}(x)} er ortogonale pa
intervallet [0, 00] i henhold til veegtfunktionen w(x) = x%e~*, hvor parameteren « > —1. Den
generaliserede Rodriguesformel for Laguerrepolynomier er givet ved

x%e* d"
n!  dxm (

L%(x) = xtTe™ ). (2.10)

For & = 1 sd er de forste seks Laguerrepolynomier dannet ud fra formel (2.10) givet ved

Li(x) =1 Li(x) = —x+2
1 1
Li(x) = Exz —3x+3 Li(x) = —6x3 +2x% —6x +4
Li(x) = L 53 52 10x45 Li(x) = LI N Ty
T4 6 ST 120 4 2
o
70-
I
60 | .;‘
50- ’f."
40 1
Y /
30+ ."'f
Fol
204 /
N
10 % |
AN
oPsgeme . T e e
=< A 10’ 15 20 25
-10 N “"f“‘-:(____
-20 \ ‘-“‘"“--..__»_
""" Ly——1L1j—=Ly—-Ly— -L; L

Figur 2.3. De forste seks Laguerrepolynomier for & = 1. Lavet ved hjelp af Maple.
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2.3. LAGUERREPOLYNOMIER

Hvis « = 5, sa er de forste seks Laguerrepolynomier dannet ud fra formel (2.10) givet ved

Lg(x) =1 L (x) = —X+6
1
Lg(x):§x2—7x+21 L3(x) = 6x + 4x2 — 28x + 56
1 1 1
Li(x) = ﬂac‘*—%x 4 18x2 — 84x + 126 Lg(x):—m 5+152 4 ;x3+60x2—210x+252

2004 '
|
1504 ’ 7/
| /
/
| .
/
v 1004} I ‘/-
v
\ |/
5o \ N
\ -
\\ A I|I
=" -
0 [~ 7‘\_\ =, f
\“__L._"_;ﬁ’_—'_n-'."— 1
5 10N "Q:‘r--—--—-ZIl 25
e
_S[}_
..... . S B [ 3 5
L L Iy L3 Ly L3

Figur 2.4. De forste seks Laguerrepolynomier for « = 5. Lavet ved hjeelp af Maple.

Pa figur 2.3 og figur 2.4 ses det, hvilken effekt veerdierne for « har for Laguerrepolynomiernes
ekstrema. Hvis der for eksempel ses pa Li(x) og L2(x) ses det, at det sidste maksimum, inden
polynomierne gér mod —oo, ligger i speendet 50 < y < 601 figur 2.3 og 150 < y < 1701 figur 2.4.
Derudover forskydes polynomierne ogsa leengere mod hejre, nar « bliver storre.

Fra Rodriguesformlen for Laguerrepolynomier haves det for produktreglen med # afledede, at

B 1 ak gnk N
Ln(x) = x""e xzk' (n— )'dxk xdx”*kxa "

n 1 (k1 —
; (n+a)(n k!(—l;lvi)k)!( + “)(—x)k

(2.11)

Ud fra dette ses det, at L} (x) er et n’te-gradspolynomium med hgjeste-ordensled @lﬂ

Folgende seetning beviser, at Laguerre polynomier er ortogonale pé [0, 0] i forhold til w(x) =
x*e ¥,

SATNING 2.8
Folgen af Laguerrepolynomier {L%(x)} er ortogonal pa intervallet [0, 0] med hensyn til
vaegtfunktionen w(x) = x“e~*, og der geelder, at

I'n+a+1)

Llgp) = =
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BEVIS
Hvis f(x) er et vilkdrligt polynomium, sa ved anvendelse af L fas

x~%e* d"

L@@ = [ feLixe s = [ f0) - C (e et dx

— 1 = d" at+n,—x d
= | ) e

Anvendes delvis integration n gange pa det sidste integrale i ovenstdende, bemzerkes det, at led-

dene [dd;nill (x”“r”(z”‘)f(x)]go = 0, eftersom x**"¢™* — 0 ndr x — o0, 0og dermed opnas

LIf(x)L8(x)] = /f Jxt ey

Hvis polynomiet f(x) er af grad mindre end n og f(x) = L% (x) for m < n, s& er f(")(x) = 0,
hvilket medferer, at £[f(x)L%(x)] = 0. Derimod, hvis f(x) = L%(x), sd er f(")(x) = (=1)", da
hojeste-ordensleddet for L% (x) er # Dermed haves det ved Gammafunktionen (se [Adams
og Essex, 2010, s. 818]), at

1 [ _ Ta+n+1
E[Lﬁ(x)z] — ﬁ‘/o xtx—l—ne Ydx = % 0

Resultatet af seetningen betyder, at for Laguerrepolynomier udviklet ved formel (2.10), der geelder

det, at
Fa+n+1)

Ll (L) =~

5mn

Arsagen til at parameteren & > —1 er, at det ikke er muligt at integrere vaegtfunktionen w(x) =
x*e™* iorigo for o < —1.

Den frembringende funktion for Laguerrepolynomier bevises i det folgende.

SZATNING 2.9
For x > 0 0g |z| < 1 haves det, at

e—xz/(1-2)

BEVIS
For x > 0,lad vy veere en cirkel med centrum i x og positiv orientering. Ved at udvide venstresiden
af ligning (2.12) med formel (2.10) fas

() [00) z B B
Z Lﬁ(x)z” — Z Ex lxexﬁ(xoﬁne x>

Anvendes Cauchys formel for afledede pa ovenstaende haves det for et { € 1, at

o _n n —Q X 00 a+n,—¢
Z i —& X d xa+ne—X) — X e / G e LTI dé
=0 ™ dx” 27ti —x)nt
XX / ngae—é Cn
= : z ———d
2711 71120 C—x(«j—x)" ¢
_ XX ga 00 ZC n
- 2mi ( — x)) ac.
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n
Huvis |z] er lille nok, for eksempel |z| < 1, sa konvergerer den geometriske raekke },,~ <(§Z§x)>

n
uniformt for et ¢ € -y sdledes, at ), ~¢ ( ( (,;Zg )) =1 12(3 . Dermed kan ovenstaende skrives, som

c—x
x e é""g*@’ e z& n _ X% (;nxefg’ & -1
i L e b () e [T ds) @
- 27'(1 /Cl—z a6

Ved lave substitutionen ¢ = (1 — z)¢ i ovenstaende séledes, at { = 1Z; og di = ﬁda, s& haves
for en ny cirkel 7/

X~ %X r bod *p—0c/(1-z) 1 x %X ore—0/(1-2)
: / do = — / do
2mi Jy \1—z c—x 1-z 2mi(1—z)*tl Jy  o—x

Dermed haves det ved Cauchys integralformel, at

x—XpX / ore—o/(1-2) o x—XpX xucefx/(lfz) _ e—xz/(1-2)
2mi(l —z)* 1 Jy o—x (1—z)xtl (1—z)xtl’
hvilket beviser ligning (2.12). (|

Laguerrepolynomier er lesninger til den sakaldte Laguerreligning, som er differentialligningen
udledt i den folgende seetning.

SATNING 2.10
Laguerrepolynomiet L} (x) tilfredsstiller Laguerreligningen givet ved

(x*Fle™*y) 4+ nx%e " y =0 (2.13)
BEVIS
Lad y,(x) = L%(x). Dermed haves det, at
(x* ey, (x )) e~y (%) + (a+ 1)x%ey, (x) — x*Tle ™y (%)

xe *"<yn< x) + (& + 1)y, (x) — xy,(x))

Udtrykket foroven i parantesen er et n’tegradspolynomium med hgjeste-ordensleddet —xy/, (x),
der er det samme som hejeste-ordensleddet for —ny,(x) iligning (2.11), som er % Det vil
sige, at

(xTle™ Yy, (x)) = x%e ™ (= nya(x) + P(x)), (2.14)
hvor P(x) er et polynomium bestdende af de resterende lavere-ordensled. Polynomiet P(x) m&
dermed veere en linearkombination af Laguerrepolynomierne y;(x) = Lf(x) for k < n. Ud fra

ligning (2.14) sd er P(x) = ny,(x) + ey ()’ Dermed haves det, at

xlxe X

xte—X

0+ [ ey () m(x)dx,

£1PCO () = nilyn e + [ (O )

pa grund af ortogonalitet mellem v, (x) og yx(x). Ved at bruge delvis integration to gange pa
integralet i ovenstdende fés

| e ) o = [y ey () d,
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hvor det noteres, at [x“*le*"y;l(x)yk(x)]g’ —0.

Eftersom udtrykket (x*™le~%y/ (x))’ er et k'te-gradspolynomium med hejeste-ordensled —xy/ (x),
sa er integralet, med Q(x) som betegner k’te-gradspolynomiet,

| mxix = o.

Dermed er L[P(x)yi(x)] = 0 for alle k < n, hvilket betyder, at P(x) = 0, og ligning (2.13) opnas
ud fra ligning (2.14). g

Den foregaende seetning medferer, at Laguerrepolynomierne {L}(x)} er egenfunktioner for pro-
blemer pé intervallet [0, co| vedrerende differentialligningen pa Sturm-Liouville form

(xoc+1e—xy/)’ + /\xzxe—xy - 0.
I de tre afsnit i dette kapitel konkluderes det, at de forskellige klassiske ortogonale polynomier er
losninger til hver sin respektive anden-ordensdifferentialligning. Eftersom disse ortogonale poly-

nomier er dannet ud fra de respektive Rodriguesformler, betyder det, at disse Rodriguesformler
ogsd ma veere lgsninger til differentialligningerne. Dette belyses i det neaeste kapitel.
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Rodriguestormlen

Dette kapitel bygger pa [Horner, 1964].

I kapitel 2 blev det naevnt at de klassiske ortogonale polynomier, Legendre, Hermite og Laguer-
re, er losninger til de tilherende differentialligninger. Disse ortogonale polynomier dannes ud fra
respektive Rodriguesformler, hvilket vil sige, at disse Rodriguesformler er losninger til differen-
tialligningerne. Dette kapitel belyser netop dette faktum.

For eksempel for Legendreligningen
(x> =1)y" +2xy —n(n+1)y =0,

findes der to losninger, som er lineeert uatheengige af hinanden, n € Z_, hvor den ene er givet
ved Rodriguesformlen for Legendrepolynomier,

1
T 2npl dxn

Py(x) (x> —1)",

eftersom denne danner Legendrepolynomier, og

Hvis veerdierne for n er arbitreere, sa er en lesning til Legendreligningen givet ved et sakaldt
Schlifli kurveintegrale

Qn(x) =

_ 1 (2 -1)"
y(z) = 7o [r 2 (f = 2y dt (3.1)

om enhver kurve 1 saledes, at der gaelder for funktionen (#?> — 1)"*1(t —z) "2 at
/ Y (#2 — 1)"*1(t — z)""~2dz = 0. Schlafli kurveintegralet (3.1) er blot Cauchys formel for afledede
anvendt pa Rodriguesformlen (2.1) fra afsnit 2.1 pa side 17.

For at generalisere resultaterne til Rodriguesformler for andre folger af ortogonale polynomier
introduceres den generelle anden-ordensdifferentialligning, som benyttes gennemgdaende i dette
kapitel,

(Ax? 4+ Bx + C)y" + (Dx + E)y’ + Fy = R(x), (3.2)

hvor A, B,C, D, E, F som konstanter hvorom der geelder at |A| + |B| + |C| # 0 0og |A| + |D| # 0,
for x € R. Derudover haves konstanten

W(x,x) = exp(— x: g;g:;dt) ,

hvor Gy (x) = Dx + E og Gy(x) = Ax> + Bx + C.
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KAPITEL 3. RODRIGUESFORMLEN

For at kunne opna de kommende resultater vedrerende den generelle differentialligning (3.2)
introduceres den karakteristiske ligning, hvis redder i det folgende er vigtige i forbindelse med
de generelle og partikuleere losninger til (3.2).

Resultatet af folgende saetning siger, at enhver homogen anden-ordensdifferentialligning har to
generelle losninger, der er uafhaengige af hinanden.

BEVIS
Betragt forste-ordensdifferentialligningen givet ved

Ga(x)v' + (Gi(x) = nGy(x))v = kiHy—1(x),
hvor k; er en konstant og H,,_1(x) et arbitraert polynomium.

Den generelle losning for en linezer forste-ordensdifferentialligning pa formen y’ + P(x)y = Q(x)
findes ved hjeelp af panserformlen y = % J #Q(x)dx, med integrationsfaktoren y = el Pldx,
jeevnfer [Adams og Essex, 2010, s. 449]. Ved division af G,(x) i ferste-ordensdifferentialligningen
haves den gnskede form

Gi(x) — nGy(x) k1Hy—1(x)
v+ ( e ,
Gz(x) Gz(x )
hvilket giver, at %&?ﬂ’c) = P(x) og % = Q(x). Dermed kan integrationsfaktoren ind-
lende skrives som

Gi(x) —nGy(x) ) ( Gi1(x) ) ( Gy(x) )
= ex —— <2 “dx | = ex dx | exp| —n dx | .
: P(/ Ga(x) P G P Ga(x)
Det forste led er den inverse af konstanten W(x, x(), og funktionen i integralet i det andet led er
(InGy(x))'. Hermed er integrationsfaktoren givet ved

= exp( g;g;dx) exp(—n gﬁg;dx> = W(x,x0) L exp(—nInGy(x))

— W(x, %) Ga(x) ™.
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Det betyder, at den generelle losning for den givne forste-ordensdifferentialligning er

len 1( )
n+1w(tl xO)

v = Gy(x)"W(x,x0) (ko —i—/ dt),
Go(t

hvor k; ogsé er en konstant.

Forste-ordensdifferentialligningen differentieres nu n gange ved brug af Leibniz’s generelle pro-
duktregel, som lyder (fg)™ = YI_o (1)f (Kg(n=k) Ved at differentiere de tre led hver for sig
fas

Tl(Tl - 1) Gé/(x)v(nfl)

(Gz(x)v’)(n) = Gy (x)v" V) 4 Gy (x)v ™ + 5

(G1(x))™ = Gy (x)v™ + Gl (x)r "),
(I’lGé(x)y) (”) = nGé(X)l/(n) + nzcé/(x)v(nfl),

eftersom G(x) forsvinder ved tre gange afledet, og G1(x) og G5 (x) forsvinder efter ved to gange
afledet. Ved at sammenseette disse tre led i

(G2 ) "™ + (Gr(x)w) ™ = (nGy(x)) " = (ki Hya ()™,

og reducere pa udtrykket opnés
Go (X)) 4 Gy (x) v + (n(nz_l)Gé’(x) +nGj(x) + nZGQ’(x))V(”_l) =0.

Ved at udnytte den tidligere definition af G (x) og G»(x) bliver parantesen i ovenstdende til

nn-—1

2 ) G (x) +nGj(x) +n>GY(x) = An® — An+ Dn — 2An?

= —An®> - (A—D)n
—(An® + (A — D)n).
Indseettes dette i det foregdende fas dermed
Gy ()" 4+ Gy (x)v™ — (An? + (A — D)n)v" ) = 0.

Eftersom antagelsen er, at R(x) = 0 og n er en rod for (3.3), sa er ovenstaende det samme som
ligning (3.2) for y = v("~1), Dermed er v("~1) en lesning for ligning (3.2). For at opnd y; og 1, lad
k1 = 0o0gky = 1 henholdsvis ky = 1 og ky = 0. O

I den folgende saetning vises den partikuleere losning til (3.2).

SZATNING 3.3
Hvis den karakteristiske ligning (3.3) har en rod t € Z séledes, att = n, s4, for I,(x) =

/ a’; / l;; ) f R(v)(dv)", hvor ay, ..., a, er konstanter og I (x) = R(x), er en partikuleer
losning til hgnmg (3.2) givet ved

an W(x, x / In(?) dt
Yr = g1 Ga( 0 Ga()" W (t, xg)

BEVIS
Beviset for den partikuleere losning til differentialligningen (3.2) er identisk med beviset for szet-
ning 3.2 efter blot at erstatte k1 H,,_1 (x) med I,,(x) i den angivne forste-ordensdifferentialligning.
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KAPITEL 3. RODRIGUESFORMLEN

Det vil sige, at forste-ordensdifferentialligningen er nu givet ved
Ga(x)v' + (Gy(x) — nGy(x))v = Ly(x),
og den generelle losning er ud fra “panserformlen” givet ved

v = Ga(x)"W(x, x0) /): Gz(t)"izl(ésf(t/ xo)dt.

Differentieres forste-ordensdifferentialligningen n gange haves det ved Leibniz generelle pro-
duktregel, at
Go(x)v" ) 4 Gy (x)v™) — (An® + (A — D)n)v"~ D = R(x),

som med y = v("~1) er preecis ligning (3.2).

Hvis greenserne ay = a; = ... = a, = a, sé er I,(x) givet ved
¥ (x —v)rl
I = ~——~—R(v)d
n(x) /a (=1 R O

I modseetning til de to foregdende seetninger, hvor redderne i den karakteristiske ligning (3.3) er
ikke-negative, arbejdes der i den kommende seetning med ikke-positive redder for (3.3), og hvad
det betyder for losninger til (3.2).

SZATNING 3.4
Hvis n € Z séledes, at t = —n er en rod for ligning (3.3), og hvis R(x) fra (3.2) er af C (), s&
kan enhver losning til differentialligning (3.2) findes ud fra

X, X x (n) "
y(x) = ///%(’CJF x Gz(f)lf_”x)(t/xo)dt> (0

for passende veerdier af k, x; og de n + 1 integrationskonstanter.

BEVIS
Lad y veere enhver losning til differentilligningen (3.2). Ved anvendelse af Leibniz generelle pro-
duktregel differentieres ligning (3.2) nu n gange saledes, at for hvert led

n(n—1)

2 Gél(x)yM)/

(Gz(x)y”)(”) —Go(x)y ™) £ nG(x)y "D 4
(Gl(x)]//)(n) =Gy (x)y"t D 4 nGY (x)y™,
(Fy) ™ =Fy".
Dermed haves ved definitionerne pa Gy (x) og Gz( x), at

Ga(x)y!" ) + (Gy(x) + nGh(x))y" ™) + (n(n — 1) A+ nD + F)y™ = R (x).

Eftersom —n er en rod for den karakteristiske ligning (3.3), s& er koefficienten til y(") i ovenstaen-
de nul. Lad y"*1) = v, s& haves differentialligningen

Go(x)v' + (Gy(x) +nGh(x))v = R (x),

hvis generelle lgsning for t = —n er givet ved jeevnfer setning 3.2
YD) g = W(x, xp) ( x R (¢) dt)
Ga(x)" n Ga(t)' "W (t, xo)
for konstanter k, x; og x¢. Integreres der n + 1 gange, opnas det enskede resultat. g
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I forbindelse med de foregdende resultater blev der arbejdet med funktioner af reelle variabler,
men de kan udvides med nedvendige restriktioner pa integralerne til at inkludere funktioner af
komplekse variabler. For eksempel er det nedvendigt, at integralet i W(x, x() eksisterer, og at
punktet xq ligger indenfor integrationsomradet.

I forhold til det folgende resultat antages det, at W(x, xg) er defineret med komplekse variabler.
Schlflis integrallosning for Legendreligningen og den forste losning, y1, i seetning 3.2 repraesen-
teret ved et kurveintegrale giver folgende resultat.

SZATNING 3.5

Hvis R(x) = 0, og r er en rod for den karakteristiske ligning (3.3), s& for enhver kurve y
i det komplekse plan geelder det for funktionen g(x,t) = Gy(t) "' (t — x)""1W(t,xp), at
| i g(x,t)dx = 0. Dermed er en losning til differentialligningen (3.2) givet ved

) = / GOyt o)t

y (E=x)"

BEVIS

Ved at substituere y(x) = [ . gi(i))r, W(t, xp)dt ind i differentialligningen (3.2) med R(x) = 0 fas

Ga(x)y" +Gi(x)y + Fy = /“r Go(t)" (£ —x) " 2W(t, x0) V(x, t)dt,

hvor V(x,t) = r(r +1)Ga(x) + rGy(x)(t — x) + F(t — x)%. Ved at bruge definitioner pa G;(x) og
Gy(x) og derefter omarrangere i V(x, t) fas
V(x,t) =r(r +1)(Ax*> + Bx 4+ C) +r(Dx 4+ E) (t — x) + F(t — x)?
=r*Ax* + rAx* +*Bx + rBx + r*C +1C
+ rDxt + rEt — rDx* — rEx + Ft? 4 Fx* — 2Ftx

=x*(Ar* + (A — D)r + F) + F(t> — 2xt) 4+ r(r + 1)(Bx + C) + rDtx + rE(t — x).
Koefficienten til x er nul, eftersom r er en rod for den karakteristiske ligning (3.3). Fra ligning
(3.3) haves det med , at F = —Ar? — (A — D)r, hvilket indseettes i V(x, t);

V(x,t) = (—Ar* — (A —D)r)(t* — 2xt) +r(r +1)(Bx + C) + rDtx + rE(t — x)
= —r((A(r+1) — D)(#* — 2xt) — (r+1)(Bx + C) — Dtx — E(t — x))

Leegges 0 = (r +1)At? — (r + 1) At? + (r + 1) Bt — (r + 1) Bt til udtrykket i parantesen foroven fas

V(x,t) = —r((A(r+1) — D)(t* — 2xt) — (r + 1)(Bx + C) — Dtx — E(t — x)
+ (r+1)At* — (r+ 1) A + (r + 1)Bt — (r + 1)Bt)
=—r(—(r+1)AP = (r +1)Bt — (r + 1)C — D#* + 2Dxt — Dxt — Et + Ex
+ (r +1)A#? — (r +1)2Axt — (r + 1)Bx + (r + 1) At> + (r + 1) Bt)
=—r(—(r+1)(A* + Bt +C) — (Dt + E)(t — x) + (r + 1) (2At + B)(t — x))
=—r(=(r+1)G(x) =G () (t —x) + (r +1)Gy(¢) (t — x)).
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KAPITEL 3. RODRIGUESFORMLEN

Indsaettes dette udtryk for V(x, t) i kurveintegralet haves det, at

Go(x)y" + Gi(x)y' + Fy
= r/7 Gy (t)"(f — x)’r’ZW(t, xo)( — (r+1)Ga(x) = G (1) (t — x) + (r + 1)Gh(t) (¢t — x))dt
=— r/y [ — (r+ )G ()t = x)TT2W(t, x0) — G1(H)Ga(8) (t — x) T IW (8, xp)
+ (r+ 1)Go () Gh(£) (t — x) IW(, xo)] dt
=— r/ ai(@(t)’“(t — X)W (t, x0) ) dt.
y ot

Da | . g(x,t)dt = 0, s felger det hermed, at en losning til differentialligning (3.2) er givet ved

yo) = | G2(O" y(t, xo)at.

y (E=x)" O

Der er dermed givet forskellige losninger for en generel anden-ordensdifferentialligning for for-
skellige scenarier for redder til den den karakteristiske ligning.
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Opsummering

Dette projekt har beskeeftiget sig med ortogonale polynomier og deres Rodriguesformler. For-
malet med projektet har veeret at belyse generel teori for ortogonale polynomier, samt resultater
vedrerende klassiske ortogonale polynomier som Legendrepolynomier, Hermitepolynomier og
Laguerrepolynomier.

I den generelle teori er de ortogonale polynomiers eksistens blevet bevist, og vigtige resultater for
ortogonale polynomier og deres rekursionsformler der giver, at der findes en rekursionsformel
for en folge af ortogonale polynomier, og at en rekursionsformel giver ortogonale polynomier.
Derudover vises der, hvor redderne for ortogonale polynomier eksisterer, og hvorledes radder
for polynomier af forskellig grad ligger i forhold til hinanden.

Resultaterne for de klassiske ortogonale polynomier inkluderer, hvilke veerdier £[P,(x)?] anta-
ger for de enkelte polynomier, samt deres frembringende funktion, der beskriver de ortogonale
polynomier pa en lukket form. Derudover vises det, at de klassiske ortogonale polynomier er los-
ninger for tilherende differentialligninger. Dette betyder samtidig, at Rodriguesformlerne, som
beskriver ortogonale polynomier, ogsa er losninger til differentialligninger.
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