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Synopsis:

Dette  speciale =~ omhandler
Ramsey-teori for grafer. I den
forste del af rapporten vil de
klassiske Ramsey-tal blive ind-
fort, og greenser og eksakte
veerdier tal vil blive udledt gen-
nem en reekke af bevisteknikker,
som er benyttet i litteraturen.

I anden del af rapporten bli-
ver de generaliserede Ramsey-
tal defineret ved at udlede graen-
ser og eksakte veerdier for flere
forskellige typer af grafer, her-
iblandt veje, treeer, vifte-grafer,
bog-grafer m.m. og kombinatio-
ner heraf.

Slutteligt vil et resultat relateret
til Ramsey-teori vedrerende an-
tallet af punktdisjunkte delgra-
fer blive bevist.
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Forord

Dette speciale er udarbejdet af gruppe G4-109 p4 MAT6-semesteret
ved Aalborg Universitet i perioden 1. februar til 5. juni 2008.

Litteraturhenvisninger er eksempelvis skrevet som [LZ05], hvor bog-
staverne er initialerne af forfatterne, og tallet angiver udgivelsesar-
et. Ved mere specifikke henvisninger, f.eks. til sider eller kapitler,
er dette eksempelvis angivet som [LZ05, s. 7-8]. Citater er skrevet i
kursiv. Ved seetninger uden litteraturhenvisning kan beviserne be-
tragtes som vores egne.

Vi takker Leif Kjeer Jorgensen for vejledning og faglig stette.
Aalborg, 5. juni 2008.

Anders Lindberg Juel Mikkel Larsen Pedersen
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English Summary

This thesis concerns different results in Ramsey theory for graphs.
Given two graphs G; and G,, Ramsey theory concerns the smallest
integer k such that any coloring of the edges of a K*, in two colors,
contains a monochromatic G; in color i. We write this as R(Gy, G;) =
k, and we call this a Ramsey number. Coloring with more than two
colors have also been studied, but not in detail.

We give a broad view of Ramsey theory by presenting generel bo-
unds for the classical Ramsey numbers, where G; and G, are com-
plete graphs, and by deriving some exact Ramsey numbers. Finding
exact Ramsey numbers is considered hard, and this will also be di-
scussed.

Some of the first discovered bounds for classical Ramsey numbers
are not very precise and have been outpaced by newer results, but
they still stand as legendary. One example is Paul Erdos’ proof that
R(KK, KF) > 2% for k > 3, which he proved by showing that the
probability that a complete two-edgecolored random graph on 25
vertices has a monochromatic clique of size at least k, is strictly less
than 1.

When G; and G, are not both complete graphs, R(Gy, Gy) is called
a generalized Ramsey number. The graph types books, fans, paths,
trees, complete graphs missing an edge and matchings are conside-
red.

Finally we consider the smallest order f(n, {Hj, Ha,...,Hy}) of a
graph G, such that the set of vertices of G can be divided into sub-
sets of the same order, so that these subsets induces at least n vertex-
disjoint copies of at least one H; in G. This field is connected to Ram-
sey theory as R(K¥,K!) = £(1,{K K}).
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Indledning

I artiklen On a Problem of Formal Logic 1930, viste Frank Plumton
Ramsey (Feb. 22 1903 — Jan. 19 1930) et lemma, der senere er blevet
kendt som Ramseys seetning. Selvom Ramsey vidste, at dette lemma
var interessant i sig selv, var det anvendelsen af lemmaet indenfor
logik, der vakte hans interesse. Det var forst senere, da Paul Erdos og
George Szekeres i en klassisk artikel, 1935, skrev om Ramseys seaet-
ning, at interessen for seetningen for alvor begyndte. Siden denne
artikel har Erdos, vha. beviser, formodninger og utallige spergsmal,
spillet en afgerende rolle i udviklingen og populariseringen af det
felt indenfor grafteorien, der nu hedder Ramsey-teori. Et citat, der
beskriver Ramsey-teori i dens mest generelle form, er:

Complete disorder is impossible —-T.S Motzkin.

En udgave af Ramseys satning siger, at i enhver kantfarvning af
en tilstreekkelig stor komplet graf vil man finde en monokroma-
tisk komplet delgraf af en given sterrelse. Seetningen kan genera-
liseres til vilkarlige typer grafer og idag findes mange setninger
for Ramsey-tal, der beskeeftiger sig med fx. komplette grafer, tree-
er, veje, kredse, bog-grafer, vifte-grafer og kombinationer af disse.
Det mest populere problem indenfor Ramsey-teorien er bestemmel-
sen af Ramsey-tallene for to komplette grafer ogsa kaldet klassiske
Ramsey-tal. I 1955 bestemte Greenwood og Gleason fire klassiske
Ramsey-tals eksakte veerdier. Siden da er der kun blevet bestemt y-
derligere fem tal eksakt, hvilket skyldes, at kompleksiteten og ud-
fordringerne har veeret stigende for de nye problemer. De sidste to
artier er langt de fleste nye greenser for Ramsey-tal blevet fundet
ved hjeelp af nye og store algoritmiske beregninger. Ramsey-teori vil
med sikkerhed vaere en konstant kilde til udfordringer i fremtiden.
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KAPITEL 1
Notation og definitioner

I dette kapitel introduceres den notation og de grundleeggende defi-
nitioner, der vil blive brugt igennem rapporten.

1.1 Notation

Med N betegnes meengden af heltal {1,2,...}.

Lad G = (V,E) veere en graf. Ved |G| og |V (G)| betegnes antallet af
punkter i G ogsa kaldet ordenen af G. Med ||G|| og |E(G)| betegnes
antallet af kanter i G. Med G betegnes komplementeergrafen G givet
ved punktmengde V og kantmengde [V]?\E.

Lad Gy = (V4,Eq) og Gy = (V;, Ey) veere to grafer. Hvis V; C V; og
E; C E;, sd er Gy en delgraf af Gy, skrevet G; C Gp. Hvis G; € Gp
og Gp indeholder alle kanter xy € E; med x,y € Vi, s kaldes G en
induceret delgraf af Gp. Punktmaengden V; siges ogsa at udspaende
Gy i Gy, skrevet Gy = G[V4].

Det sterste heltal k sd K¢ C G kaldes kliketallet af G og betegnes
w(G). Det storste heltal k s& en induceret delgraf KK C G kaldes
uafheengighedstallet af G og betegnes a(G).

Lad Gy = (V4, E1) og Gy = (V,, Ey) veere grafer. Graferne G; og Gy
kaldes isomorfe, skrevet G; ~ Gy, hvis der eksisterer en bijektion
¢: Vi — Vomedxy € E; & ¢(x)p(y) € Ey foralle x,y € V5.

Lad G = (V,E) vere en graf. Valensen d(v) af et punkt v er antal-
let af kanter |[E(v)|, der er forbundet til v. Med §(G) = min{d(v)|v €
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V} betegnes den minimale valens af G og med A(G) = max{d(v)|v €
V} den maksimale valens af G.

Det kromatiske tal x(G) af en graf G er det mindste antal af farver
der skal til for at farve punkterne i G, sddan at ingen nabopunkter
har samme farve. En graf med kromatisk tal k siges at veere en k-
kromatisk graf og en graf med kromatisk tal < k siges at veere k-
farvbar.

Ved en k-kantfarvning af en graf G menes en farvning af hver af
kanterne i G med en af de givne k farver. Det er dog intet krav, at to
nabokanter ikke ma have samme farve.

For grafer G = (Vl, El) og Gy = (Vz, Ez) erGiIUGy = (V1 UV, E1U
Ez) 0g G1NGy = (Vl NV, E1N E2). HvisG1 NGy = (@,@) er G; og
G, disjunkte.

For to grafer G og G er forbindelsesgrafen G; + G, givet ved V(G; +
G2) = V(G1) UV(Gy) og E(Gy + G2) = E(G1) UE(G2) U (V(Gy) X
V(Gz)).

Med nG betegnes grafen bestdende af n disjunkte G-grafer.

1.2 Definitioner

Definition 1.1 (Klassiske Ramsey-tal)

For m,n > 1, defineres R(m, n) som det mindste heltal k, sd alle grafer af
orden k har en delgraf K™ eller en K" som induceret delgraf. Hvis n = m,
skrives R(m) = R(m,m) og R(m) kaldes et diagonalt Ramsey-tal.

En anden made at teenke pa ovenstdende definition p4, er ved hjeelp
af kantfarvning.

Definition 1.2

For m,n > 1, defineres R(m,n) som det mindste heltal k, sidan at alle
to-kantfaroninger af K¥, vil indeholde en K™ i farve 1 eller K" i farve 2.

I dette speciale vil farve 1 veere rod og farve 2 veere bla.

Analogt kan man for ! > 2 definere R(n1,ny,...,1;) som det mind-
ste heltal k, sddan at der for alle [-kantfarvninger af Kk, vil eksistere
eti € {1,2,...,1}, sddan at farvningen indeholder mindst én mo-
nokromatisk K" i farve i.
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KAPITEL 1: NOTATION OG DEFINITIONER

Mere generelt defineres felgende:

Definition 1.3 (Generaliserede Ramsey-tal)

For grafer Gy, Gy, ..., G, defineres R(Gy,Gy,...,G;) som det mindste
heltal k, sddan at der for alle l-kantfaroninger af KX, vil eksistere et i €
{1,2,...,1}, sddan at farvningen indeholder mindst én monokromatisk G;
i farve i.

Analogt defineres for | = 2, at R(G) = R(G, G).
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KAPITEL 2

Klassiske Ramsey-tal

11955 fandt R. E. Greenwood og A. M. Gleason i [GG55] Ramsey-
tallene R(m, n) for (m,n) = (3,3),(3,4),(3,5), (4,4). Siden dengang
er der kun blevet fundet yderligere 5 eksakte Ramsey-tal for m,n >
3. I tabel 2.1 ses en oversigt over de eksakte og de til dato bedst
kendte greenser for R(m,n) for 3 < m,n < 10. I det folgende afsnit
vil der blive udledt graenser for Ramsey-tal og i det efterfelgende
afsnit vil nogle af de eksakte Ramsey-tal blive udledt.

3 4 5 6 7 8 9 10
6 9 14 18 23 28 36 [40,43]
18 25 [3541]  [49,61] [56,84] [73,115] [92,149]
[4349] [58,87] [80,143] [101,216] [125316]  [143,442]
[102,165] [113,298] [127495] [169,780]  [179,1171]

[205,540] [216,1031] [233,1713]  [289,2826]

[282,1870] [317,3583]  [—,6090]
[565,6588]  [580,12677]
[798,23556]

Tabel 2.1: Greenser for Ramsey-tal fra [Rad06, s. 4]

3
S

O 0 N O Ul s WY

—_
(=)

2.1 Greanser for klassiske Ramsey-tal

Folgende seetning forklarer, hvorfor tabel 2.1 kun er vist for n > m.

Seatning 2.1
Lad m,n > 1. Daer R(m,n) = R(n, m).

Bevis. Antag at R(m,n) = k. Da vil der eksistere en graf G med
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|V(G)| = k — 1 s& G ikke har en delgraf K eller en K" som induce-
ret delgraf. Da har G ikke en induceret K eller en K", s& R(n,m) >
k = R(m,n). Tilsvarende for den modsatte ulighed. O

Setning 2.2
Lad m > 1. Daer R(m,1) = 1.

Bevis. Enhver graf med mindst 1 punkt vil indeholde en K1 O

Det ses, at seetning 2.2 kan generaliseres til R(ny,...,1,...,n;) = 1.

Seatning 2.3
Lad m > 1. Daer R(m,2) = m.

Bevis. Betragt en K~1. Denne graf indeholder ikke en K™ og heller

ikke en induceret K2, da alle punkter er forbundne. Da ma R(m,2) >
m. Betragt nu en vilkérlig graf G med m punkter. Hvis grafen er
komplet vil den indeholde en K™ og hvis den ikke er komplet, vil
den indeholde en induceret K2, da der i s fald eksisterer 2 punkter,
der ikke er forbundne. O

Ligesom forrige seetning kan denne saetning ogsé generaliseres. Det-
te er dog mindre trivielt og beviset gives derfor.

Seetning 2.4
Lad n; > 2 fori = 1,...,k. Daer R(ny,...,ni_1,2,nj11,...,1) =
R(ﬂl, e i1, M, .,nk).

Bevis. Lad G = K" med v = R(ny,...,n;_1,1i11,-..,n;). Der vil ek-
sistere et j # 7, s& G indeholder en monokromatisk K" i farve j. Farv
nu en vilkarlig kant i G med farve i. Dermed er
R(ny,...,ni1,2,n41,...,n) <1

Lad nu G’ = K'~1. Der eksisterer en farvning, hvor man undlader
at bruge farve i, af G’ s& der heri ikke findes en monokromatisk K"/
i farve j og dermed er

R(ny,...,mi1,2,M41,..., 1) > T
O
Som nzevnt i indledning gav Frank P. Ramsey i en artikel om ma-

tematisk logik et resultat, hvis specialtilfeelde kan skrives i grafteori
pé felgende made.
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Satning 2.5 (Ramsey 1930)
Lad k > 2 og lad ny,...,n; € N. Ramsey-tallet R(ny, ..., ny) eksisterer
og hvis n; > 2 forallei € {1,...,k}, sder

k
R(Tl],...,nk) <2—k+ ZR(...,ni_z,ni_l,ni — 1,I’li+1,7’ll‘+2...)

i=1
2.1.1)
[LZ05, s. 7-8]

Bevis. Lad k > 2. Beviset for eksistensen folger pr. induktion af
ny + ny + ... + ng. Der geelder R(ny,...,1,...,n5) = 1, ved gene-
ralisationen af seetning 2.2. Fra seetning 2.4 haves

R(I’ll,.. .,ni_1,2, Nit1,-- .,le) = R(Tll,. e i1, N1, .,le).

Som basistrin, kan man ud fra de to foregdende ligninger fa eksi-
stensen af
Nl' = R(...,Tli,l,}’li —1,ni+1...), (2.1.2)

fori € {1,...,k}, hvor n; = 2 eller n; = 3. Som induktionstrin, antag
at R(ny, ..., ng) eksisterer for n; > 4. Da eksisterer Nj.

Se pa en komplet graf KN med N = 2 — k + Y5_; N; punkter, der har
en vilkarlig k-kantfarvning med farverne i € {1,...,k}. For at vise at
denne graf opfylder greensen i (2.1.1), skal det vises, at der eksisterer
mindst en farve i € {1,...,k}, s& K" er en monokromatisk delgraf
af KN. Lad v veere et punkt i KN og lad d;(v) betegne antallet af
nabokanter til v farvet med farve i. Der vil geelde, at der eksisterer
etisd dj(v) > Nj: antag modsaetningsvist at d;(v) < N; — 1. Tages
summen fori = 1, ...,k pa begge sider af denne fas

N—lzidi(v)g‘

i=1 i

1=

(Nj—1)=N+k—-2-k=N-2,
1

altsd en modstrid. Antag uden tab af generalitet, at for i = 1 er
di(v) > Nj. Hvis denne KM, som f&s ud fra Nj naboer til v, har en
komplet monokromatisk delgraf K™ ~1 af farve 1, vil der sammen
med v veere en monokromatisk K™ i KN. Hvis ikke dette er tilfeeldet
vil der pga. definitionen af Nj fra (2.1.2), geelde at KM indeholder en
K" ifarve jforetj > 2. O

I[Rad06, s. 5] omtaler S. P. Radziszowski to generelle gvre graenser,
der er brugbare for sm& parametre. Den ene er R(k) < 4R(k, k —2) +
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2.Fork =60gR(6,4) <4ler R(6) <4R(6,4) +2 < 166, hvilket er
én storre end den bedst kendte gvre greense for R(6). Folgende kor-
ollar, som giver den anden omtalte greense, er dog en bedre graense
bortset fra k = 6 og k = 10 med k < 10:

Korollar 2.6
Ladk =2o0gny,ny > 2. 5der

R(ni,n2) < R(ny —1,n3) + R(ny,np —1).

Yderligere vil der gaelde skarp ulighed, ndr begge led pd hojre siden er lige.
[LZ05, s. 9]

Bevis. Fra seetning 2.5 med k = 2 haves direkte
R(?’l],nz) < R(?’ll — 1,n2) + R(nl,nz — 1).

For at vise R(n1,ny) < R(ny —1,np) + R(nq,n, — 1), nar begge led
pé hojresiden er lige, antag da modseaetningsvist, at

N = R(Tll,nz) = R(?’ll — 1,112) + R(Tll,nz — 1),

hvor R(ny — 1,n3) og R(n1,np — 1) er lige. Der findes en farvning af
kanterne i G = KN~1 sadan, at den hverken indeholder en red K™
eller en bla K"2 og for alle punkter v € V(G) vil dypq(v) < R(ny —
1,np) — 1 o0g dps(v) < R(nq,n2 — 1) — 1. Men ved antagelsen er

drod (V) +dpia(v) = N =2 = R(ny —1,np) — 1+ R(ny,np —1) — 1

og derfor er dypq(v) = R(ny —1,n2) —1 og dpig(v) = R(ny,np —1) —
1, for hvilket som helst punkt v € V(R). Se pé antallet af rode kanter
i G som er

1

|Er®d(G)| = E(N - 1)(R(n1 - 1/”2) - 1)'

Dabade N — 1 0g R(n1 —1,n3) — 1 er ulige, vil hojresiden ikke veere
et heltal og der opnds en modstrid. O

Folgende saetning giver en gvre greense for de diagonale Ramsey-
tal, idet den for en graf G med et bestemt antal punkter giver en
konstruktiv méade at finde en K" eller en K" som en induceret delgraf.

Setning 2.7 (Ramsey 1930)
Foraller > 2er
R(r) < 2?73 (2.1.3)

[Die05, s. 252-253]
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Bevis. Ladnur > 2,n := 223 oglad G veere en graf med |V (G)| >
n. Det vises nu, at n er et tilstreekkeligt antal punkter for at opna en
K" eller en induceret K" i G.

Konstruér en folge Vi, Vs, ..., Vorp C V(G) og valg v; € V; for
i=1,2,...,2r — 2 med folgende egenskaber:

1. |Vi| =227 fori=1,2,...,2r -2,
2. Vi CVig~{vjq}fori=2,3,...,2r—2og

3. v;_1 er enten nabo med alle punkter i V; eller ikke nabo til no-
gen punkteriV; fori =2,3,...,2r — 2.

Folgen opbygges induktivt: Lad V; C V(G) med |V;| = 22271 og
veelg v1 € V. Vj har de enskede egenskaber (dog opfyldes 2 og 3
trivielt).

Antag nu at V;_; og v;_1 er valgt for 1 < i < 2r — 2 s& de har de
ovenstdende egenskaber. En passende delmeengde V; skal nu vaelges
i Vi_1~{v;_1}. Da denne opfylder

Vieis{oig}| =222 -,

og dermed er af ulige storrelse for 1 < i < 2r — 2, vil V;_; have en
delmeengde V; med de onskede egenskaber.

Velg nur — 1 punkter i {v1,0y,...,02_3}, som alle har vist samme
opfersel i egenskab 3. De valgte punkter samt v;,_5 vil danne punk-
tmeengden for en K" i G hvis de alle, set som v;_1, er nabo til alle
punkter i V; eller danne en induceret delgraf K" i G. O

Eksempel 2.8
Lad os for r = 3 benytte bevisets fremgangsmade til at finde en
delgraf K® eller induceret delgraf K3 i en graf G af orden 23.

Forst veelges V; = V(G) og v veelges vilkarligt heri, som det ses pé
figur 2.1.

V; veelges af storrelse 41 Vi~ {v; }, s& v ikke er nabo til nogen punk-
teriVj (figur 2.2).

V3 veelges af orden 2 1 V,~\{v,}, sd v, er nabo til alle punkter i V3
(figur 2.3).

10
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1%
Figur 2.1: Valg af V;

Y

Vi

Figur 2.2: Valg af V;

Til slut veelges Vy = {v4} af storrelse 11 V3~ {v3}, sd v3 er nabo til
vy (figur 2.4).

Punkterne v, og v3 viser samme opforsel ved at veere nabo til alle
punkter i hhv. V3 og Vj. Da vil vy, v3 0g v4 udspaende en K3, nemlig

G[{v2,v3,v4}].

Greenserne for de diagonale Ramsey-tal fra ovenstaende seetning ses
i tabel 2.3 for r < 10. Neeste seetning blev forste gang vist af Paul
Erdos og Georg Szekeres i artiklen A combinatorial problem in geometry
i 1935. Terminologien indenfor grafteori har sendret sig lidt siden
denne artikel og seetningen ser i en lidt anden form séledes ud:

11
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Figur 2.3: Valg af V3

Figur 2.4: Valg af V}

Seaetning 2.9
For heltal ny,ny > 2 vil R(nq, ny) overholde

(2.1.4)

[LZ05, s. 8]

Bevis. Basistrin: For ny = np =2er R(2,2) =2 < (%) =20g(2.1.4)
er opfyldt.
Induktionstrin: Antag at (2.1.4) geelder for n} + n, < ny + ny. Fra
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=
>
IN
N
=
»
AN
W
=
~
N

)<4 R(25)<5
) <10 R(3,5) <15
— — R(4) <20 R(4,5) <35
— — — R(5) <70

|
=
©
IN
(@)
=
w
S

Tabel 2.2: Graenser for Ramsey-tal.

korollar 2.6 haves
R(ny,np) < R(ny —1,n2) + R(ny,ny — 1). (2.1.5)

Pga. induktionsantagelsen kan (2.1.4) benyttes pa hejresiden af (2.1.5)
og dermed er
R(ny,np) < (m:ln_zz 3) + (nlr;:n_Zl 3)
. (n1 +ny — 3)! (n1+n2—3)!
(n1—2)!(n2—1)! (111*1)!(1’12*2)!
(TZ] — 1)(1’11 +ny — 3)! + (1”12 — 1)(1’11 +ny; — 3)!
(np —1)!(ny — 1)!
. (Tll +ny, — 2)!
(np —1)(ny — 1)!

(i +ny—2
- 111—1 ’

I tabel 2.2 ses greenserne for R(n, r) for n,r < 5 udregnet vha. (2.1.4).
For diagonale Ramsey-tal geelder folgende graense udledt af (2.1.4):

R(r) < (2(:__11)) - m (2.1.6)

Greenserne for de diagonale Ramsey-tal fra (2.1.6) og (2.1.3) ses sam-

O

menholdt i tabel 2.3. Generelt giver ligning (2.1.6) en bedre ovre
graense for de diagonale Ramsey-tal, men feelles for begge graenser
er, at de for store r ligger langt fra graenserne i tabel 2.1.

Der findes ikke mange generelle nedre graenser for Ramsey-tal. Med
kendskab til R(m, n — 1) giver folgende saetning en nedre graense for
R(m,n).

Satning 2.10

Form,n > 3er R(m,n) > R(m,n—1) +2m — 3. [BEFS89]

13
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r | R(r) < R(r) <
2 2 2

3 8 6

4 32 20

5 128 70

6 512 252
7 2048 924

8 8192 3432
9 | 32768 12870
10 | 131072 48620

Tabel 2.3: I tabellen ses de ovre greenser for Ramsey-tallene udregnet
vha. hhv. (2.1.3) og (2.1.6).

Bevis. Beviset foregdr i to dele. Forst konstrueres en to-kantfarvet
graf KRUmn=1)+2m=4 oo dernaest vises, at denne hverken indeholder
en rod K™ eller en bla K".

Lad r = R(m,n —-1) oglad G = K"1 veere en to-kantfarvet graf
uden en rod K™ eller en bld K"~!. Grafen G indeholder en red K"~
Antag at det ikke er tilfeeldet og tilfej et punkt til grafen, som forbin-
des med rede kanter til alle andre punkter i G. Dette giver en graf
pa r punkter uden en rod K™ eller en bla K"~!, hvilket er i modstrid
med at r = R(m,n — 1). Det benyttes blot, at G indeholder en red
K™=2, og punkterne i denne betegnes u1, ..., u,_». Tilfgj nu punk-
terne vy,...,0y—p. Der defineres en to-kantfarvning af denne graf
H = Krtm=3;

e Fori=1,...,m—2 giv kanten u;v; farven bla.
e Fori # j giv kanten u;v; farven red.
e For i # j giv kanten v;v; farven rod.

e For x # u;, vj € G giv kanten xv; i H den samme farve som
kanten xu; hari G.

H indeholder ingen red K: Antag H indeholder en red K”. Den-
ne K™ kan ikke indeholde bade v; og u;, hvilket giver, at kun m — 2
punkter fra {uy,...,Uy_2,v1,...,0m—2} kan indga. Det vil sige, at
der eksistererer to punkter x; og x; i denne rede K™, som ifelge farv-
ningen er forbundet med rede kanter til bdde u; og v; i denne K.

14
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Hvis v; er et punkt i den rode K™, vil det kunne erstattes med u; for
allei =1,...m — 2. Dette er i modstrid med, at grafen G ikke inde-
holdt en red K™.

Da |H| > r og H ikke indeholder en red K™, vil H nu indeholde en
bla K"~1. Yderligere vil denne bld K"~! indeholde preecist et par af
punkter (u;,v;) og ingen andre u eller v, pga. farvningen af H.

Der tilfojes yderligere m — 1 punkter yy,...,y,,—1 og farvningen af
kanterne mellem disse nye punkter og punkter i H defineres som
folger:

e Fori # j give kanten y;; farven rod.

e Fori =1,...,m—1 og for alle z # uj,vj,Yj giv kanten y;z
farven bla.

e Fori > j giv kanten u;y; farven red og ellers bla.

e Fori < j giv kanten v;y; farven red og ellers bla.

Dette giver en to-kantfarvet graf I = K'*2"~%4 Det mangler nu at
blive vist, at denne graf I, hverken indeholder en rad K™ eller en bld
K",

Antag at I indeholder en red K. Da H ikke indeholder en red K™,
ma der findes punkter y;, som indgar heri, sammen med nogle u-
og v-punkter. Lad y; og y, veere hhv. y-punkterne med det storste
og mindste indeks i denne rode K™. Der kan hejst veere | — k + 1
y-punkter i denne K™. De u;-punkter, der matte indgd i denne rede
K™, skal have indeks i > [, hvilket betyder, at der hejst kan benyttes
m — 1 — | u-punkter. Ligeledes skal de v;, der indgér i en red K"
opfylde i < k, hvilket betyder, at hojst k — 1 v-punkter kan indga.
Det samlede antal u-, v- og y-punkter der kan indga i denne rede
K™ er hejst m — 1, altsa en modstrid.

Antag at ] indeholder en bla K". Da kanterne mellem y-punkterne er
farvet rode, vil der preecist indga et enkelt y i denne bla K" . Derfor
skal den bld K" i I konstrueres udfra en bla K"~! i H. Da G ikke
indeholder en bla K"~1, vil der veere en bl kant u;v; i denne K"~ 1.
Pa grund af indeksene i farvningen af I vil enten u;y eller v;y veere
en red kant, hvilket er i modstrid med, at begge kanter indgar i en
bla K" O

15
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Som et eksempel pd anvendelsen af seetning 2.10, lad m = 9 og n =
10. Med den nedre greense for R(9,9) fra tabel 2.1 giver dette

R(9,10) > R(9,9) +2-9 — 3 > 565 + 15 = 580,

hvilket er den bedste nedre greense ifelge tabellen. Dvs. at ger man
den nedre graense for R(9,9) bedre, gor man ogsa den nedre graense
for R(9,10) bedre.

Ved at kombinere seetning 2.10 og korollar 2.6 faes det at at R(m) >
4m — 6. Dette er imidlertid ikke nogen god nedre greense, da den
giver at R(4) > 10, men R(4) = 18.

2.1.1 Stokastiske grafer

Dette afsnit er skrevet med inspiration fra [Die05, s. 293-297]. I kon-
struktionen af stokastiske grafer benyttes en metode, der anvender
sandsynligheder. Der konstrueres et sandsynlighedsrum for alle gra-
fer med et fast antal punkter. Herefter vil man kunne udregne sand-
synligheden for, at en stokastisk graf har en speciel egenskab. Denne
egenskab kunne f.eks. vaere, om grafen har x(G) > k og g(G) > k
eller om grafen indeholder en delgraf K.

Notation for stokastiske grafer Lad V veere en fast mengde med
nelementer, V = {1,...,n}, oglad { betegne meengden af alle grafer
pa V. Siden, der er n punkter i V, vil  indeholde 2(2) elementer. For
at konstruere et sandsynlighedsrum for meengden (, genereres en
graf G € { stokastisk ved Erdos-Rényi-modellen:

For hver e € [V]? udferes et stokastisk eksperiment, der bestemmer
om e € G. Eksperimenterne udferes uafhaengigt for hvert e € [V]?
og sandsynligheden for at e bliver accepteret, som en kant i G er
givet ved P(e € G) = p,Ve € [V]?, hvor 0 < p < 1.

Hvis G er en fast graf pa V med m kanter, er sandsynligheden for, at
Go bliver genereret lig p™ (1 — p)@~". Der vil ofte findes flere stoka-
stisk genererede grafer, der er isomorfe med Gy, men i Erdos-Rényi-
modellen skelnes der mellem disse grafer. Hvis sandsynligheden for
alle grafer G; € ¢ er bestemt, da er hele sandsynlighedsrummet for
¢ bestemt. Meengden af alle grafer bestdende af n punkter og med
tilknyttet sandsynlighed p, betegnes (1, p).
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Folgende lemma giver en gvre greense for sandsynligheden for, at
en stokastisk graf G indeholder en K.

Lemma 2.11
For alle heltal n,k med n > k > 2 opfylder sandsynligheden for at G €
Z(n, p) indeholder en K*

Plw(G) > k] < <Z> p(g).
[Die05, 5. 296]

Bevis. Sandsynligheden for at kliketallet w(G) af en graf G opfylder
w(G) > k, vil altid veere mindre end eller lig sandsynligheden for at
w(G) = k. En maengde U C G pa k punkter holdes fast. Udveelgel-
sen af U kan gores pa (}) forskellige mader. For hver udveelgelse er

sandsynligheden for, at U danner en K¥ lig p(g). Heraf folger
Plw(G) > k] < (Z) p®.
O

Beviset for folgende lemma fés analogt ([Die05, lemma 11.1.2, s. 296])
til ovenstaende og udelades derfor.

Lemma 2.12
For alle heltal n,k med n > k > 2 opfylder sandsynligheden for at G €
{(n, p) har en meengde af mindst k uafheengige punkter

Pin(e) = K < () - ).

Lemmaerne 2.11 og 2.12 kan nu benyttes til at finde en nedre graense
for Ramsey-tallet R(k).

Satning 2.13 (Erdos 1947)
For ethvert heltal k > 3, fis en nedre graense for Ramsey-tallet R(k) givet
ved

R(k) > 2K/2,

[Die05, s. 196-197]

Bevis. For alle Ramsey-tal geelder R(k) > k. Fork =3 er R(3) > 3 >
23/2 og uligheden er opfyldt. Lad derfor k > 4, G € {(n, }) og antag

17
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n = 2K/2_ Der ses nu pa sandsynligheden
Plw(G) > k] + P[a(G) > k].

Ideen er nu at vise, at summen af de to sandsynligheder er mindre
end én, og dermed at der eksisterer grafer i {(n, %), der hverken in-
deholder en K* eller en Kk, og dermed R(k) > n. Ved at benytte
lemmaerne 2.11 og 2.12 med p = 1/2 fas

— z(Z) (z*l) e . 2.17)

Dak! > 2K fork > 4er

n\ nn—1)---(n—k+1) n*k nk 2,
(k) - <G<FE-2T% @1y

Ved indseettelse af (2.1.8) i (2.1.7) fas

K2

Plw(G) > k] + Pla(G) > K < 21+5 +5+4

=2

N
|

<1

Udtrykket efter sidste lighedstegn i formel (2.1.7) onskes at kunne
vurderes skarpt mindre end 1. I formel (2.1.8) vurderes binomialko-
efficienten fra formel (2.1.7) mindre end 1 /2. Hvis man seger det

storste 1, s
k(k—1)

k —_
nt (1) 2
2— | = 1
() <
ser man, at et sddant n skal opfylde at n < 2"+ ~1. En kandidat vil

isd fald veere n := Zkzj_%, hvor ¢ > 1. Hvis man veelger ¢ < k/2
(hvisc < 3/2erc < k/2 for alle k > 3) er Zk%*% storre end 2§ for

18
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k > 3. Dermed faes

P k(k—1) k(k—1)
21’1 1 2 B k(kgl) —c 1
2k \ 2 -
PSRRI )
_ Zlfc
<1,

som ensket, og seetning 2.13 er en smule forbedret. Tabel 2.4 viser de
forbedrede greenser, man kan opnd med det nye 7. Dog ligger disse
stadig langt fra graenserne i tabel 2.1. Beviset for seetning 2.13 er dog
med, idet at det er revolutionerende, at man ved at benytte fuldsteen-
digt tilfeeldige grafer, stadig er i stand til at udlede informationer om
strukturen af disse.

Erdos viste senere (1959), med stokastiske grafer, at der for alle k
findes grafer G, der opfylder at g(G) > k og x(G) > k.

k+1

k| 25 2%, c=1.001
3| 2.8284 3.1741

4] 4 4.756

5| 5.6569 6.9634

6| 8 10.0782

7 | 11.3137 14.4901

8| 16 20.7476

Tabel 2.4: Forbedret nedre graense ved stokastiske grafer

2.2 Eksakte klassiske Ramsey-tal

I dette afsnit ses der pa eksakte klassiske Ramsey-tal, som vises vha.
en ogvre og nedre greense, der er lig hinanden. Ofte vil den nedre
greense for et Ramsey-tal r = R(m, n), blive fundet ved at konstruere
en graf G med r — 1 punkter og vise, at G hverken indeholder en K"
eller en K" i G. Det kan i dette afsnit bemeerkes, at det er meget fa
steder, at greenserne udledt i afsnit 2.1 er tilstraekkelig gode til at give
ulighederne.
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Seaetning 2.14
R(3) =6.

Bevis. R(3) < 6:

Lad G veere en graf med 6 punkter. Et vilkdrligt punkt v; i grafen
har mindst valens 3 i enten G eller G. Antag uden tab af generalitet
at v har valens mindst 3 i G og se pa 3 naboer til v; i G. Enten vil
mindst et nabopar til v; veere forbundet med en kant og sammen
med v; danne en K? i G, eller ogsa vil ingen af de tre nabopunkter
veere forbundet. Sidstnaevnte tilfeelde giver en uatheengig meaengde
pa 3 punkter i G og dermed en K% i G.

R(3) > 6:

Lad G veere en graf med 5 punkter. For at konstruere denne graf
uden en K3 i hverken G eller G, haves det fra forste del af beviset,
at hvert punkt i G og ligeledes G har valens mindre end 3. Dette er
kun opfyldt, hvis G er 2-reguleer og figur 2.5 viser den entydige (op

A

til isomorfi) 2-reguleere graf med 5 punkter.

c G
Figur 2.5: P4 figuren ses en graf G med K*> ¢ G samt K> Z G.

O

I folgende seetning bruges notationen Ng(v) og Np(v), som define-
res som de hhv. rede og bl naboer til et punkt v.

Setning 2.15
R(3,4) =09.

Bevis. R(3,4) >9:
Se graferne pa figur 2.6 med 8 punkter.

R(3,4) <9:
Se pa en vilkarlig to-kantfarvning af G = K° og pa den rede valens
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K¢ G K*¢Z G
Figur 2.6: Pa figuren ses K3 Q G samt K* Q G.

af et vilkérligt v € G. Der er tre tilfeelde: dg(v) < 2, dr(v) > 4 og
dR('U) = 3.

dr(v) < 2:1dette tilfeelde har v mindst 6 bla naboer. Da R(3,3) =
6 vil der enten vere en rod K3 blandt Np(v) eller en bla K3, der
sammen med v giver en bla K*i G.

dr(v) > 4: Se pé 4 rede naboer til v. Hvis to naboerne er forbundet
med en red kant, giver de to punkter sammen med v en rod K3 i G
og hvis ikke danner Ng(v) en bla K*.

dr(v) = 3: 1 dette tilfeelde folger det af de to foregdende tilfeelde,
at den rode delgraf er 3-reguleer. Antallet af rode kanter i hele G er
dermed

[ER(G) =39+ 2 =135,

altsd en modstrid, sa dette tilfeelde kan ikke opnas. O

Den nedre og ovre graense i saetning 2.15 kan ogsa vises ved brug af
ulighederne fra hhv. seetning 2.10 og korollar 2.6.

Folgende saetning viser, at R(4) = 18. For at vise den nedre green-
se for R(4) vil der, i stil med tidligere, blive givet et eksempel pé
en graf, der opfylder w(G),a(G) < 3. Istedet for at vise ulighe-
den vha. en figur af en graf, vil den blive repreesenteret ved dens
cykliske egenskaber. I forbindelse hermed vil der for en meengde
M = {1,...,n} blive indfert:

Definition 2.16 (Afstandsfunktionen)

Afstandsfunktionen af maengden M er givet ved

d(v,w) = min{|v —w|,n — |v —w|}

forv,w € M. Afstanden d(v, w) kaldes en kordeleengde.
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Definition 2.17 (Afstandsopdeling)
En afstandsopdeling D af grafen K" defineres som

D= {Gl/G2/"'/GL%J}/
hvor V(G;) = V(K") og vw € E(G;) < d(v,w) = i.

Det ses, at E(K") = UE% E(G;)).

En cyklisk graf kan nu defineres.

Definition 2.18 (Cyklisk graf)

En cyklisk graf pd n punkter er grafen G; U G; U ... UGy fori,j,... k €
{112},

En cyklisk graf kan nemmest tegnes ved at placere de n nummere-
rede punkter i en cirkel. Her vil enhver kant, som svarer til en kor-
deleengde, eksistere mellem ethvert par af punkter som ligger i den
givne afstand.

Seetning 2.19
R(4) =18

Bevis. R(4) > 18:

Lad der veere givet en meengde M = {1,...,17} der repreesenterer
17 punkter i en graf. Afstandsfunktionen er givet som ovenfor for
n=17og

D ={Gy,Gy, ..., Gs).

Den cykliske graf G, der bestar af G; U G U G4 U Gg indeholder in-
gen K4, Ligeledes indeholder G bestdende af G3 U Gs U G U Gy ingen
K*, hvilket giver den nedre greense.

R(4) < 18:

Fra korollar 2.6 med 17 = ny = 4 samt seetning 2.15 fas

R(4,4) < R(3,4) + R(4,3) =949 = 18.

Den gvre graense i seetning 2.19 kan ogsa vises, som folger:

Seatning 2.20
R(4) <18
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Bevis. Lad G veere en graf med 18 punkter. Ethvert v € V(G) vil
have mindst 9 naboer i G eller G. Det kan antages, at v har 9 naboer
i G. Ved at benytte R(3,4) = 9 pa& N(v) vil der enten veere en K i
blandt N(v), der ssmmen med v giver en K* i G eller ogsa vil der
vereen K*i G og tilsvarende, hvis man antager, at v har 9 naboer i

G. O
Satning 2.21
R(3,5) = 14.

Bevis. R(3,5) < 14:

Lad G veere en graf med |G| = 14. Antag at der for et vilkarligt
punkt v € G geelder, at dg(v) > 5. Hvis et vilkarligt par af naboer i
N¢(v) er forbundet med en kant, giver dette par sammen med v en
K3 i G og hvis ingen af de mindst 5 punkter i Ng(v) er indbyrdes
forbundet, vil dette give en K° i G. Antag derfor at dg(v) < 5 og
dermed dz(v) > 9 for alle v € G. Anvend nu R(3,4) = 9 pd N (v).
Der vil enten vere en K3 i G eller ogsa vil der veere en K*1i G, der
sammen med v giver en K®i G.

R(3,5) > 14:

Lad G veere en graf med 13 punkter. Hvis G skal vere en graf uden
en K3 i G eller en K° i G folger det fra forste del af setningen, at
dg(v) < 50gdg(v) > 8foralle v € G. Det vil sige, at det eneste
mulige tilfeelde er, at G er 4-reguleer. Den cykliske graf G, der bestar
af G, U Gs, indeholder ingen K®. Ligeledes indeholder G bestiende
af G; U G4 U G5 U Gg ingen K5, hvilket giver den nedre greense. [J

I de 4 forrige seetninger er de eksakte Ramsey-tal som Greenwood
og Gleason fandt blevet udledt. I bestraebelserne pé at finde andre
eksakte Ramsey-tal R(m,n), som det er blevet gjort for (m,n) =
(3,7),(3,8),(3,9) og (4,5) méd man ty til andre teknikker, for at finde
de ovre greenser end dem brugt tidligere i dette afsnit. Blandt disse
Ramsey-tal vil vi i det folgende afsnit se pa teknikken brugt til at
finde det eksakte Ramsey-tal R(4,5).

2.21 R(4,5)=25

I dette afsnit ses pa det eksakte Ramsey-tal R(4,5), hvor der benyttes
folgende notation:
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For s,t,n > 1 er en (s,t)-graf en graf uden en klike af storrelse s
og uden en uafhaengig meengde af storrelse t. En (s, t, n)-graf er en
(s,t)-graf af orden n. Med R (s, t) og R(s,t n) betegnes mengden
af hhv. alle (s, t)-grafer og (s, t,n)-grafer. Udfra denne notation er
Ramsey-tallet R(s, t) defineret som det mindste antal punkter n sé-
dan at der ikke eksisterer nogen (s, t, n)-graf.

Lad F veere en graf. Hvis v € V(F) og W C V/(F), lad meengden af
naboer til v i maengden W, blive betegnet Nr(v, W) = {w € W|ow €
E(F)}. For et punkt x € G defineres de inducerede delgrafer Gy =
Gx(F) = F[Np(x,V(F))] og Hy = Hx(F) = F[V(F) — Np(x, V(F)) —
{x}].

11995 viste B. D. McKay og S. P. Radziszowski ([MR95]) at R(4,5) <
25, hvilket gav det eksakte Ramsey-tal for R(4,5), idet Kalbfleisch
tidligere havde fundet en (4, 5,24)-graf. Beviset for den ovre greense
er baseret pd to udregninger, der involverede op til 110 computere
ad gangen. Da algoritmerne til disse udregninger er for omfatten-
de til at have med i denne rapport, vil vi kun give hovedtraekkene i
beviset for den ovre graense. Walker havde tidligere vist graenserne
R(4,5) <29 o0g R(4,5) < 28 vha. nogle simple linezere programmer
udledt ved at teelle delgrafer pa en speciel made. Det var en udvi-
delse af Walkers metode, der ved at benytte endnu flere delgrafer
og anvende eksakt data for (3,5)- og (4,4)-grafer, gjorde det mu-
ligt for McKay og Radziszowski at finde greenserne R(4,5) < 27 og
R(4,5) < 2611992. For at seenke greensen yderligere med én, blev
det en del sveerere, da effektiviteten af de linezere programmer faldt
drastisk, nar antallet af punkter blev reduceret. De blev derfor nodt
til at forbedre de tidligere algoritmer meget.

En metode, hvorpa man kan konstruere (4,5, 25)-grafer, hvis en sa-
dan findes, er ved folgende observation. Hvis F er en (4,5, 25)-graf
og x € V(F) med valens d, er Gy-grafen en (3,5,d)-graf og Hy-
grafen er en (4,4,24 — d)-graf, hvor 7 < d < 13, idet R(3,5) = 14
og R(4,4) = 18. Antallet af grafer for R(3,5,n) og R (4,4, n) for for-
skellige n kan ses i tabel 2.5.

For at finde en (4,5,25)-graf kan man i princippet se pa et punkt
x og alle kombinationer af kanter mellem en R(3,5,d(x))-graf og
en R(4,4,24 — d(x))-graf. Som det fremgar af tabel 2.5, vil der eksi-
stere flere hundrede millioner af sdidanne sammensaetninger og det
var derfor ikke denne fremgangsmade, der blev brugt. I stedet kon-
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n | |R(3,5,n)] |R(44,n)
1 1 1

2 2 2

3 3 4

4 7 9

5 13 24

6 32 84

7 71 362

8 179 2079

9 290 14701
10 313 103706
11 105 546356
12 12 1449166
13 1 1184231
14 130816
15 640
16

17 1

Tabel 2.5: Antal (3, 5)-grafer og (4, 4)-grafer

struerede McKay og Radziszowski en meengde af (4,5,24)-grafer
defineret pa en sddan mdde, at enhver (4, 5,25)-graf ville veere en
(4,5,24)-graf udvidet med et punkt.

Kort sagt bestod beviset i to algoritmer: En algoritme til konstruk-
tion af en meengde af (4, 5,24)-grafer og en anden algoritme til ud-
videlse af disse grafer med et punkt. Der blev brugt omkring 250000
forskellige (4,5,24)-grafer og det blev vist, at ingen af disse var in-
ducerede delgrafer af (4, 5,25)-grafer, hvilket viste R(4,5) < 25. En
del tid blev brugt pa at verificere, at algoritmerne fungerede korrekt
og konklusionen forblev den samme.

2.3 Grenser for R(5) og formodningen om
R(5) =43

I dette afsnit ses der pa greenser for Ramsey-tallet R(5). Dette er det
mindste diagonale Ramsey-tal for hvilket, man endnu ikke har fun-
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det den eksakte veerdi. Graenserne for dette Ramsey-tal er fra tabel
2.1 givetved 43 < R(5) < 49. Den nedre graense vises ved konstruk-
tion af en graf pa 42 punkter, med en to-kantfarvning som hverken
indeholder en red eller bla K°. Der er stor kompleksitet forbundet
med at undersege om en graf pa 43 punkter, altid vil indeholde en
rod eller bla K3. Der er 2(2) = 2903 to-kantfarvede grafer pa 43 punk-
ter. Dette antal af grafer er langt sterre, end en computer ville kunne
underspge indenfor rimelig tid, hvis den skulle checke alle grafer.
Erdos sagde om problemet:

Suppose an evil spirit would tell mankind, either you tell me
the answer with five people or I will exterminate the human
race....it would be best to try to compute it, both by mathema-
tics and with a computer. If he would ask for six people, the
best thing to do would be to destroy him before he destroys us,
because we couldn’t do it for six people. Now, if we could be so
clever that we would have a mathematical proof, we could just
tell the evil spirit to go to hell. [She9s, s. 86]

For den ovre greense af Ramsey-tallet R(5) vil ideen bag beviset
kun blive omtalt kort, idet beviset for R(5) < 49 ligesom beviset
for R(4,5) < 25 er baseret pa tunge beregninger og involverer om-
fattende algoritmer. Til slut i afsnittet vil formodningen R(5) = 43
blive omtalt.

Nedre granse for R(5,5)

I beviset for den folgende saetning konstrueres en to-kantfarvet graf
pa 42 punkter uden en monokromatisk delgraf K>. At grafen netop
har denne egenskab, kan veere sveert at eftervise i handen, sa man
vil oftest bruge en computer.

Satning 2.22
R(5) > 43. [Ex089, s. 97-98]

Bevis. Malet er at konstruere en to-kantfarvning af grafen K*2 uden
en bla K° eller red K°. Beviset foregar i 3 trin.

Trin 1: Der ses pé en graf G = K* med punktmeengde {1,...,43}.
Brug en cyklisk farvning pa G, sa grafen far en to-kantfarvning givet
ved kordeleengderne pa folgende made:
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Red 1 27 10 12 13 14 16 18 20 21

Bla 3456 8 9 11 1517 19

Se pé punktmeengden {1,2,3,23,24}. Disse 5 punkter vil danne en
rod K° i G:

e Kordeleengde 1 giver kanterne 1-2, 2-3 og 23-24

e Kordeleengde 2 giver 1-3

e Kordeleengde 20 giver 3-23 og 24-1

e Kordeleengde 21 giver 2-23, 3-24, 23-1 og 24-2.
I alt vil der veere 43 rede K>’er i G givet i form af punktmaengderne
{1+4,2+41i,3+1i,234+1i,24+i} fori =0,...,42 og hvert punkt vil
here til 5 af disse K*’er.

Trin 2: Slet punkt 1 i G, hvilket giver en ikke cyklisk farvning af
grafen H = K*2. Her vil der veere 38 rede K°’er og ingen bla K>’er.

Trin 3: Ved at eendre farverne fra red til bla for felgende kanter i

grafen,
5-6 14-15 24-25 40-41
6-7 15-16 25-26  41-42
7-8 16-17 31-32 42-43
89 17-18 34-35 12-33,
Tabel 2.6: Red til bld kanter.
opnas en farvning af I = K*? uden en monokromatisk K°. O

Ovre graense for R(5,5)

Med beviset for Ramsey-tallet R(4,5) = 25 fandt McKay og Radzis-
zowski samtidig en ny evre graense for Ramsey-tallet R(5,5), idet
der for en graf G pa 50 punkter, og et v € G altid geelder, at enten
dg(v) > 25 eller dz(v) > 25 og Ramsey-tallet R(4,5) = 25 vil kun-
ne anvendes til at vise R(5,5) < 50. Denne graense holdt dog ikke
leenge, da de allerede samme &r fandt en ny ovre greense givet ved
R(5,5) < 49. Beviset gik ud pé vha. computer at finde antallet af
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(5,5,49)-grafer. For at spare beregninger kan det ses, at de mulige
grafer, der ligger i R(5,5,49), skal veere 24-reguleere. Det viste sig,
at ingen af disse grafer fandtes.

Formodning: R(5) = 43

Formodningen R(5) = 43 fremsat af McKay, Radziszowski og Exoo
i 1997 (IMR97]) bygger pa formodningen om, at der findes preecist
656 forskellige (5, 5,42)-grafer. Disse kan inddeles i 328 grafer samt
deres komplementzer grafer. Der er blevet foretaget 3 konstruktions-
metoder til at finde forskellige (5,5,42)-grafer:

I den forste konstruktionsmetode tog McKay og Radziszowski ud-
gangspunkt i nogle fa (5,5,42)-grafer fundet af Exoo. Fra hver af
disse grafer fiernede man en meengde af 3 punkter pa alle teenke-
lige mader og der blev taget udgangspunkt i den tilbageveerende
(5,5,39)-graf. Ved at benytte en variation af algoritmen fra [MR95]
kan denne graf udvides med et punkt. Ved at benytte denne algo-
ritme 3 gange og derefter gentage processen for en ny (5,5, 39)-graf
blev der i alt fundet 656 forskellige (5, 5,42)-grafer. Det blev kontrol-
leret, at ingen af disse (5, 5,42)-grafer kunne udvides til en (5, 5,43)-
graf.

I en anden metode tog Exoo udgangspunkt i en stokastisk graf pa
30 punkter, hvorfra en (5,5, 30)-graf kunne konstrueres ved at slette
og tilfgje kanter i henhold til metoden, der kaldes "simulated anne-
aling rules". Til denne graf tilfgjes et punkt samt kanter stokastisk
og ved at benytte den omtalte metode, giver dette en (5, 5,31)-graf.
Fortseettes proceduren kan der opnas en (5,5,42)-graf. Metoden er
meget tidskreevende og man stoppede algoritmen, da der var fundet
5812 (5,5,42)-grafer. Blandt alle disse grafer var samtlige 656 grafer
fra forste metode repraesenteret mindst én gang, mens der ikke blev
fundet nogle nye (5, 5,42)-grafer.

I en tredje metode, der benyttede lignende trinvise struktur som i
Exoos metode, men tabu-segning, som omtales i neeste afsnit, iste-
det for "simulated annealing", blev der konstrueret flere hundrede
(5, 5, 42)—grafer. Alle grafer, der blev fundet ved denne metode, var
ogsd isomorfe til de kendte 656 (5, 5,42)-grafer.

Som et eksempel pa, at det ville veere usandsynligt, at der findes
flere forskellige (5,5,42)-grafer, antag, at der findes yderligere én
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(5,5,42)-graf samt dens komplementeer graf iblandt R(5,5,42). H-
vis det antages, at der i Exoos metode konstrueres 5812 uniformt
stokastiske (5,5,42)-grafer, ville sandsynligheden for, at denne nye
(5,5, 42)—graf eller dens komplement ikke bliver fundet veere lig

5812
(2;:) ~2.07-1078.

Det er dog ikke sikkert, at Exoo’s metode kan finde alle (5,5,42)-
grafer med preecist samme sandsynlighed og udregningen, der illu-
strerer, at antallet af (5,5,42)-grafer med stor sandsynlighed kunne
vaere 656, og dermed R(5) = 43, skal tages med forbehold.

2.4 Segning efter (s, t, m)-grafer

I bestemmelsen af graenser for Ramsey-tal R(s, ) = n kan en nedre
greense gives ved at finde en (s, t, m)-graf, hvor m < n — 1. Tabu-
segning er en metode, der kan benyttes til at finde cykliske (s, t, m)-
grafer. En ulempe ved tabu-segning er, at den kun kan finde cykli-
ske grafer og at dette ikke altid er tilstraekkeligt, hvis man seger efter
nogle hoje nedre greenser for et Ramsey-tal, hvor s, t er forholdsvis
hgje. Et eksempel herpa kunne veere sggningen efter modeksempler
til 43 < R(5), hvor der efter vores bedste viden ikke findes nogen
cykliske (5,5, 42)-grafer. Fordelen ved metoden er dog, at segnin-
gen efter cykliske (s, f, m)-grafer ofte er en mere effektiv made at
finde modeksempler p4, end at kontrollere alle 2(2) grafer pa denne
punktmeengde for, om de indeholder en K* i G eller en KtiG.

Notationen, der benyttes for de cykliske grafer, i dette afsnit har vae-
ret omtalt i afsnit 2.2.

24.1 Tabu-segning

I tabu-segning (efter [Piw96]) enskes folgende generelle problem
lost: en given funktion f enskes minimeret over tilstande s i et til-
standsrum S. En funktion Nb : S — P(S) defineres s hvis s’ €
Nb(s), da siges s og s’ at veere naboer i tilstandsrummet og segnin-
gen foregar nu som folger:

1. Veelg en starttilstand s € S
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2. Lad en meengde T = @ veere den sdkaldte tabu-liste
3. Mens s ikke opfylder accept-kriteriet:

(@) Lad T:=TU{s}

(b) Lad s := argmin f(u) og stop, hvis en sddan ikke findes.
uENb(s\NT

Det kan bemeerkes, at der i 3b ikke tages minimum over elementer i
tabu-listen.

I konteksten af Ramsey-teori, hvor man ensker at finde en graf G
pa n punkter uden en K¥ i G eller en K' i G for k > I, foreslar
[Piw96], at man finder en kantopdeling af K" i | %] kantdisjunkte
grafer G1,Gy,..., G|y |, sddan at V(G;) = V(K") for1 <i < | 5] og
E(K") = U_,E(G;). Da defineres

IcC {1,2,..., EJ} og K ,@GI}.

Nabo-funktionen kan nu defineres som

S_{GI_UGi

iel

Nb(Gr) = {Gy € S[|(TUN~(IN]J)| =1}

Det er klart, at definitionen af funktionen f(H) for H € S er antallet
af kliker af storrelse ki  og at sogningen skal stoppe, hvis der for en
tilstand H geelder, at f(H) = 0, da man sa har fundet en graf H pd n
punkter uden K¥ i H eller en K i H, altsd en (k,1,n)-graf. Hvis flere
naboer minimerer f, veelges heriblandt en tilfeeldig. Starttilstanden
veelges til at veere K", som ogsa er et elementi S.

Tabu-segningen garanterer ikke, at man finder en tilstand, der ikke
indeholder en klike af storrelse k, selv hvis en sddan findes. Segnin-
gen finder en tilstand, der giver lokalt minimum af f.

Hvis man enskede at vise, at R(4) > 17, ville man veelge n = 17
og!l =k = 4.Lad nu Gy, G,,...,Gg vaere grafer pa {1,2,...,n} sd
xy € E(G;) hvis og kun hvis min{|x — y|,n — |x — y|} = i. Hvis man
ud fra starttilstanden K7, ramte G; U G U G4 U Gg ville man vide,
at R(4) > 17.

[Piw96] fremleegger i sin artikel de nedre graenser R(4,10) > 80,
R(4,11) > 96, R(4,12) > 106, R(4,13) > 118, R(4,14) > 129 og
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R(5,8) > 95 0og R(3,13) > 59, der alle er fundet vha. tabu-segning,
hvoraf kun sidstneevnte stadig er den bedste graense blandt disse
Ramsey-tal.
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Generaliserede
Ramsey-tal

I dette kapitel ses pa Ramsey-tal R(G, H), hvor mindst én af G og
H ikke er komplette grafer. Disse Ramsey-tal kaldes generaliserede
Ramsey-tal.

Afsnittet indeholder en bred vifte af forskellige resultater, der gor
brug af flere former for grafteori: seetning 3.34 gor brug af Szemeré-
di’s regularitetslemma og saetning 3.19 ger brug af Paley-grafer.

3.1 Ramsey-tal der involverer traeer og veje

Setning 3.1
Lad s,t € N og T vere et trae af orden t. Sd er R(T,K%) = (s —1)(t —
1)+ 1. [Die05, s. 255]

Bevis. Lad G; veere en graf bestdende af s — 1 disjunkte K'~! delgra-
fer. Denne graf indeholder ikke nogen kopi af T, da de komplette
delgrafer har feerre end t punkter og da delgraferne ikke er forbund-
ne. Komplementermengden til Gy er en (s — 1)-delt komplet graf
med t — 1 punkter i hver opdeling, dvs. en Kf:ll . Grafen G; indehol-
der ingen K® og derfor er R(T,K®) > (s —1)(t —1).

Lad G; veere en graf med orden n = (s — 1)(t — 1) 4 1, for hvilken
G, ikke indeholder nogen K®. For s = 1 haves n = 1 og dermed
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faes K! C Gy = Gy, hvilket giver en modstrid, s& lad s > 1. I enhver
punktfarvning af G, kan der hgjst veere s — 1 punkter, der har samme
farve, fordi der hgjst er s — 1 uaftheengige punkteri G,. Daer x(G,) >
[Z1] = [@—1);_%#1" = |t—1+ ﬁ] = t. Der benyttes nu to

korollarer fra [Die05, s. 15 og 115]:

e Enhver graf G har en delgraf H der opfylder 6(H) > x(G) —1

e Hvis T er et tree og H en hvilken som helst graf med 6(H) >
|T|—1,saerTCH

Ved det forste korollar har G, en delgraf H, hvor 6(H) > x(Gz) —
1 > t — 1. Fra det andet korollar indeholder H og dermed G; et tree
T.Daer R(T,K*) = (s—1)(t—1) +1. 0O

En vej Py, er en vej af leengde n, dvs. |P,| = n + 1. Ramsey-tallet
R(Py, Py,) kendes eksakt for alle n,m € N og er givet ved den lineaere

form R(Py, Py) = n+ V’THJ for n > m > 1. Det diagonale tilfeelde
vises i det felgende.

Seetning 3.2

Ladn € N. Sier R(Py) = n + [%J [LZ05, s. 29-30]

Bevis. For n = 1 og n = 2 er seetningen opfyldt, sa antag at n > 3 og
at seetningen holder for n — 1.

R(Py) > n+ |24

Lad ! := VTAJ . Grafen G := K" UK indeholder ingen vej af leeng-

de n. I komplementeergrafen G = K" + K vil den laengste vej veere
alternerende mellem K”-delen og K!-delen og have endepunkter i
K"-delen. Dermed benytter den 2 VTAJ +1 = n punkter og inde-

holder dermed ingen P,. Dette viser R(P,) > n + {"%ﬁ .

R(P) < n+ |24L]:

Lad N = n+ VzilJ Det vises, at der altid er en monokromatisk

P, i en to-kantfarvning af H := KV. Antag, at der ikke er en mo-
nokromatisk P, i H. Ved induktionsantagelsen er der en monokro-
matisk P,_; i H. Lad denne vej veere red og betegn den P := P,_;.
Betragt to meengder V(P) og V(H)\V(P) og to disjunkte bla veje
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Q1 og Q; bestdende af kanter mellem V(P) og V(H)\V(P), sddan
at endepunkterne er i V(H)\V(P) og de samtidig ikke indeholder
endepunkter fra P. Lad yderligere |Q1[,|Q2| > 1 og |Q1] + |Qz]
vere maksimal. Det vises, at de tre veje overdeekker hele KN, dvs.

V(P)UV(Q1) UV (Q2) = V(KN):

Det geelder, at |(V(Q1) UV(Q2))\V(P)| > 2, idet der ellers ville
veere hgjst et punkt uden for V(P) og |V(P)] > N—1 > n+1,
hvilket er i modstrid med at P er en vej af leengde n — 1. Da der er n
punkter i P og mindst 2 punkteri (V(Q1) UV(Q2))\V(P) er

V(Q)UV(Q)UV(P)| = n+2. B.1.1)

Antagnu V(P)UV(Q1) UV(Qy) # V(KN), dvs. der findes et punkt
x € V(KN)med x ¢ V(Q1) UV(Q2) UV(P).

Da Q1 og Q; er veje der alternerer mellem V(P) og V(H)\V(P) og
med endepunkter i V(H)\V(P) vil

V(R)NV(Q0)] = 5(IV(Q)] 1) = [V(Q\V(P)| -1
fori =1,2. Fra (3.1.1) er

[V(P)\(V(Q1) UV(Q2))| > n+2—[(V(Q1) UV(Q2))\V(P)|
>n+2—|V(KN\V(P)|

—n+2- V;lJ
- L3+

Det vil sige, at der er mindst |5 | + 3 punkteri P, og dermed mindst
L%J + 1 indre punkter af P, der ikke er overdeekket af Q; U Q. Da
n > 3 er der en indre kant uv af P, hvor u,v ¢ V(Q1) U V(Qa).
Kanterne xu og xv kan ikke begge veere rode, da de i sa fald ville
kunne erstatte uv i den rede P og give en leengere vej af leengde n,
altsa en modstrid. Antag at xu er bld. Betegn nu endepunkterne for
P, Q1 og Q2 med hhv. punkterne ug, vg, 1, v1 0g uz,v2. En af kan-
terne uqu og upv vil veere bld med samme argument og det samme
geelder for upu og uyv, sd antag, at u1v og uyv er bla. Ved at defi-
nere to nye veje: Q) = Q1 +u1v + vup + Qp og Q) = {x} er der
blevet lavet to veje der opfylder ovenstdende betingelser, men med
|Q) US| > |Q1UQy|, altsd en modstrid med valget af Q; og Q.
Dermed er V(P) U V(Q1) UV (Qy) = V(KN).
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Kanterne uguy, ugua, vov1, vovs er alle bla pa grund af maksimalite-
ten af den rede P. Kredsen givet ved

C = Q1+ uqug + ugupy + Qo + v2v9 + vov1 (3.1.2)

er dermed monokromatisk bld. Kredsen C alternerer mellem meeng-
derne V/(P) og V(KN)\V(P) og da [V(KN)\V(P)| = | 41| vil C
have leengde 2 {%J .

Hvis n er ulige har C leengde n + 1, men da indeholder H en bla P,
altsa en modstrid. Lad derfor n veere lige og leengden af C er dermed
n. Kanterne mellem C og V(H)\V(C) er alle rede, idet en bld kant
ville give en bld P, i H. Der er dermed en red vej, der alternerer
mellem C og V(H)\V(C) med begge endepunkter i V(C) og som
dermed indeholder 2 VT“J +1 = n+ 1 punkter. Dette er i modstrid
med, at H ikke indeholder en monokromatisk P, og R(P,) < n +

VTHJ 0

Neeste seetning giver Rasmsey-tallet for en vej Pr_; af leengde k — 1
og en to-delt graf Ky, .

Satning 3.3
For alle n,m € N og k > 2 geelder R(Py_1,Kpm) < n+m+k—2.
[H89, s. 243-244]

Bevis. Antag modseetningsvist, at R(Px_1,Kym) > n+m+k—2.Da
eksisterer en graf pd n + m + k — 2 punkter, som ikke indeholder en
vej Py eller en K, ;; i komplementet. Lad G veere en sddan graf
med n, m og k valgt sddan, at |V (G)| er minimal.

Pistand 1. G er sammenhaengende.

Antag modseetningsvist, at G bestar af to disjunkte delgrafer G; og
G,. Da indeholder G en Ky, »,, hvor ny = |Gy| og ny = |G,|. Hvis
ny > nogny > mville G indeholde en Kum,sa ny < neller ny <
m; vi antager det sidste. Da G var minimal vil G, indeholde P4
eller K,y m da G, har feerre punkter end G. Kun sidstneevnte kan
veere indeholdt i Gy, da P;_q ikke er i G. De n1 punkter i G; er alle
forbundne til alle punkter i G, i G, s& G har en K, som delgraf,
hvilket er en modstrid. Dermed er G sammenheengende.

Da G er minimal, er n +m +k —3 > R(P;_, Ky, i) og G indeholder
da en P;_;, da den ikke indeholder en K, ;. Lad P = vqvy - - - v,
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H = G —{vy,v3,...,v¢_1} 0og C1,Cy,...,Cp veere komponenter i
H. Indeksene pa Cy,Cy,...,Cp veelges sa |V(C;)| > |V(Cipq)| for
i=1,2,...,p-1.

Lad

0g

q := min {t|v; eller v;_; har nabo i C; fori < s}.

Antag uden tab af generalitet, at vy € P harnaboi G, for r <s. Der
geelder, at g > 1, for ellers findes en kant mellem ét af P’s endepunk-
ter og et punkt ¢; € C;, s P Uc; vil give en leengere vej end P, hvilket
strider mod P’s maksimalitet.

Lad

Q={v,02,...,05-1}

R = {Uk—q—i—lr vk—q-i-Zr ey vk—l}'

Pr. valg af g, vil ingen punkter i Q og R have naboeri N := {J;_; C;
og da Cq,Cy, ..., Cs er komponenter, vil ingen punkt i N veere for-
bundet med et punkti M := U!__; C;. Hvis |Q| + [R| + [M| > m
vil grafen udspeendt af Q, R, M og N indeholde en K, ;; i komple-
mentermengden, da |[N| > n, hvilket giver en modstrid, s& |Q| +

IR| + |M| =29 -2+ |M| < m.
Lad

S
n'i=n—} |G =n—(IN|-|C])
=1
i’;ér
m' :=m—2q+2—|M|.
Det ses, at n’ > 0, da man pr. valg af s har, at n > |[N| — |Cs| >
IN| — |C;|, hvor sidste ulighed er pr. valg af komponenternes indeks.

Det er klart, at [N| + |[M| = |G| —|P| =n+m+k—-2—(k—1) =
n + m — 1, hvorfra det fies at

|G| =n+m—1—|N|—|M|+|C|=n"+m'+2q-3.
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Igen pr. valg af G, kan man se, at R(qu_z, Kiuym) < |Cr|. Afslut-
ningsvist skal det nu vises, at modstrid opnées, hvis C, indeholder
en Py, eller hvis C, indeholder en Ky my -

Mht. det forste tilfeelde, lad da S = x1x3 - - - X251 veere en Pp; . Der
findesenvej T = vguqun - - - upxy, i G, hvor ug, ua, ..., us € Cr — V(S):
vy har en nabo u; i C; pr. valg af v; og da C; er en sammenhaen-
gende delgraf, eksisterer der en vej fra u; til et punkt #; som er na-
bo til et punkt x, i S. Enten er [{x,x2,...,x,}| > g eller ogsa er
{Xut1,---,%2g-1}| = g, da |S| = 2q — 1. Antag det forste tilfeelde.
Vejen x1xp -+ Xylpldy 1 - - - U10q0q41 - - - Vg1 Vil have leengde mindst
k —1, da der er mindst g x’er og k — q v’er. Dette giver delgrafen P;_q
iG.

Mht. det andet tilfeelde, hvis C, indeholder en Ky, ,, findes maeng-
der X = {x1,x2,...,Xm, } 08 Y = {y1,y2,...,Yn, }, & ingen to punk-
ter i disse meengder er naboer i C,. Fra tidligere observationer og
pr. egenskaber for X og Y ses det nu, at [ X U (N — V(C,))| = n og
IRUQUY U M| = m og ingen to punkter i hver af disse maengder
er naboer. Derfor eksisterer en Kj; ,,, i G. O

For alle k og m haves pr. [Par74] en eksakt veerdi for R(Px_1,Kj ).
Disse findes vha. af en storre meengde seetninger og lemmaer, f.eks.
er R(Py_1,Kyy) =k+m—1hvism =1 (mod k —2).

3.2 Ramsey-tal for vifte-grafer

I dette afsnit vil vi se pa Ramsey-teori angdende vifte-grafer. For
de vigtigste resultater praesenteres, bringes forst definitionen pé en
vifte-graf, samt et resultat af Burr.

Definition 3.4 (Vifte-graf F;)

En vifte-graf F; bestdr af | punktdisjunkte K?, hvori alle punkter er for-
bundet til ét punkt dvs. F; = K' + IK2. Dette ene punkt kaldes viftens
centrum.

Det ses at F; = K og for I > 1, bestér F; af | K*> med preecist ét punkt
tilfeelles.

Definition 3.5 (Kromatisk minimum #(G))
For en graf G, defineres det kromatiske minimum t(G) som det mindste
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antal punkter i enhver farve for alle x (G )-punktfarvninger af G.

Seatning 3.6
Lad G veere en graf. Lad H veere en sammenhaengende graf af orden n med
n > t(G). Sd geelder R(G,H) > (x(G) —1)(n—1) +t(G). [Bur81, s. 1]

Bevis. Lad r := (x(G) —1)(n — 1) + t(G) og betragt en K'~1. Den-
ne graf har en delgraf B := (x(G) — 1)K"~1 U KHG)~1; farv dennes
kanter blé og alle andre kanter rode og kald den rede delgraf R.

Der er ingen bla H i K"~!, da bade K"~ og K*(©)~1 har ferre end n
punkter.

Hvis t(G) > 1, udger de r — 1 punkter og de rede kanter en x(G)-
delt graf R og x(R) = x(G) og t(R) = t(G) — 1, hvorved K"~ ikke
kan indeholde enred G. Hvis {(G) = 1, udger de r — 1 punkter og de
rode kanter en (x(G) — 1)-delt graf R og x(R) = x(G) — 1, hvorved
K"~ 1 ikke kan indeholde en red G. Dermed er R(G,H) >r. O

Det er nu muligt at bevise folgende resultater for vifte-grafer:

Setning 3.7
Der haves
6, n=1

R(Flrpl’l) =
dn+1, n>2.

[LR96, 5. 414]

Bevis. Fra setning 2.14 vides det at R(F;, F;) = R(3) = 6, hvilket
beviser ovenstdende resultat for n = 1.

Qvre greense:

Lad n > 2. Betragt en vilkarlig kantfarvning af KAntl og lad R og
B veere graferne udspeendt af hhv. de rede og bld kanter og antag,
at R ikke indeholder en F; og at B ikke indeholder en F,. Betragt et
vilkarligt punkt u i K¥*! og lad Ng(u) og Np(u) veere naboer til u
forbundet med hhv. rede og bl kanter.

Hvis 2 punkter i Ng(u) var forbundet med en red kant, ville dette
give en red Fj, s& Ng(u) indeholder en bla komplet graf og da det
er antaget, at der ingen bla F, findes, er [Ng(u)| < 2n. Antag, at
u har 2n + 1 bla naboer. I alle to-kantfarvninger af den K?**! der
udspaendes af u’s bld naboer, vil der enten vere en red F; eller en
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bla parring af sterrelse n, pr. seetning 3.12. Sidstnaevnte giver en F,
med u som viftens centrum sd, [Np(u)| < 2n.

Da béde |Ng(u)| < 2n og [Np(u)| < 2n og da u har tilsammen 4n
rade og bla naboer, vil [Ng(u)| = |[Ng(u)| = 2n. Desuden ses det, at
R og B er 2n-regulere.

Lad u og v veere naboer i R. Da K*"*1 ikke indeholder en rod Fj, mé
Ng(u) og Ngr(v) veere disjunkte, da en felles red nabo vil danne en
red F; med u og v.

Man kan desuden udlede, at N(u#) N Np(v) indeholder et punkt w:
v’s 2n — 1 rede naboer (antal naboer udover u) skal veelges som 21 —
1 af de punkter, som u er bld nabo med og iblandt v’s bld naboer ma
der derfor veere preecist et punkt, som u ogsa er bla nabo med. Pa
figur 3.1 ses et udsnit af K*"*1 for n = 2. Punktet v’s sidste bla nabo
kan kun seettes pa én made.

Figur 3.1: Kun én mulighed for v’s sidste bla nabo (stiplede kanter
er bla)

Hvis w er bld nabo til et punkt n, i Ng(v), udspeender w, u og n,
en bla trekant. Da Ng(v) udspeender en bla komplet graf, vil der
i Nr(v) kunne findes n — 1 bl trekanter med kun n,, tilfelles. w’s
bld naboskab med et punkt i Ng(v) skaber derfor en bld F,, hvilket
giver en modstrid. Tilsvarende kan w ikke vaere bla nabo til et punkt
i Ng(u). Dermed har w valens 2 i B, hvilket medferer, atn = 1, da B
er 2n-reguleer. Dette er i modstrid med, at n > 1. Dama R(Fy, F,) <
4n + 1.

Nedre greense:

Da x(F) =3, |[V(F,)| = 2n+1o0g t(F;) = 1 fas pr. seetning 3.6, at
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R(F,F)>(B-1)2n+1-1)+1=4n+1. 0

Folgende lemma, som giver Ramsey-tal for stjerner, benyttes i neeste
seetning for vifte-grafer.

Lemma 3.8

Der gaelder R(Kyx,, Ki,) = ki + ko — & hvor e = 1 hvis kq 0g k; er lige
og € = 0 ellers.

Bevis. Der ses pé de to tilfeelde for e.
Haojst et af tallene kq og k; er lige og ¢ = 0:

Der onskes konstrueret en to-kantfarvning af G = Kf1+%2~1 sadan,
at hvert punkt v € G er (k; — 1)-reguleer i farven rod og (k, — 1)-
reguleer i farven bld. Hvis denne graf kan konstrueres, vil den ikke
indeholde en red Ky, eller bld Ky, og R(Ky,, Kix,) > ki + ko.
Konstruktionen, der benytter notation for cykliske grafer fra side 22,
er som folger:

Hvis k; og k; begge er ulige kan en red og bld delgraf veere cykliske
grafer givet ved

° I‘Qd:GlLJGzU--'Uleq
2

[ ] blé Gk1+1 UGk1+3 U“'UGk1+k2 1
2 2 2z

Hvis kq er lige, men k; ulige, lad delgraferne vaere de cykliske grafer

givet ved

] r@d: Gk1+k271 @] le—Z U Gk1—4 J.---u Gl
2 2 T2

e bla: Gk1+1;2_3 U Gkﬁ_gz_s J---uJ G%]
Disse grafer opfylder ovenstaende betingelser.

Lad nu G veere en to-kantfarvet graf pa k; + k, punkter. Se pa et
vilkarligt punkt v € G. Dette punkt vil have valens k; +k, — 1, s&
enten vil v have ki rede nabokanter eller k, bla nabokanter. Men
da indeholder grafen en red Kjy, eller en bla Kjy,, hvilket viser
R(Ky,, Kig,) < ki +ka.

Bade kj og k; er lige og e = 1:

Giv G = KAM*R2=2 en to-kantfarvning, si den er k; — 2 reguleer i
farven red og k, — 1 reguleer i farven bld, ved at anvende den an-
den konstruktionsmetode i forste del af beviset. Denne graf viser
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R(Kl,kllKl,kz) > k1 + ko — 1. For at vise R(Kl,kHKl,kz) <ki+k —1,
lad G veere en to-kantfarvet graf pa k; + ko — 1 punkter og antag, at
den hverken indeholder en red Kj x, eller en bl K x,. Det kan anta-
ges, at alle punkter v € G har preecist k1 — 1 rode naboer og k; — 1
bla naboer, da uligheden ellers er opfyldt. Da vil antallet af rede kan-
ter veere (k1 +ky — 1) k]; ! som er et ikke-heltal, da bade k; og ky er
lige, og der opnds en modstrid. O

Folgende seetning er hovedresultatet for vifte-grafer.

Satning 3.9
Forallel > 1, n > 2 haves

4n+1<R(F,F,) < 4n+4l —2.

[LR96, s. 414]

Bevis. Den nedre greense for | = 1 haves pr. lemma 3.7. For [ > 1 vil
denne graense ogsa holde, da R(F;, F,) < R(F, F,). Fra lemma 3.8
haves R(Kjp1421-1) = 2(21 +2n — 1) =: p. Da maksimumvalensen
i en komplet to-delt graf Ky ,, er lig m, vil maksimumvalensen i en
to-kantfarvet KP veere mindst 2/ + 2n — 1 i enten den rede eller den
bla delgraf. Antag, at maksimumvalensen i rede delgraf er mindst
21 4 2n — 1 og lad v veere et punkt heri med valens mindst 2/ + 2n —
1.

Hvis v er centrum i en red F; er seetningen bevist. Antag at v ikke er
centrum i en red F;. Da vil sterrelsen af den sterste rede parring af
v’s rode naboer veere hejst | — 1, hvilket involverer 2] — 2 punkter.
Dvs. at mindst (21 4+ 2n — 1) — (21 —2) = 2n + 1 af vs rede naboer
udspeender en komplet bla graf K21, hvori en bl F, findes. O

3.2.1 Ramsey-tal for komplette grafer og parringer

Folgende afsnit er inspireret af argumentet i beviset for seetning 3.7,
hvor det skal argumenteres for, at enhver to-kantfarvning af en K21
altid vil indeholde en red K3 eller en bl n-parring, men at en K" ik-
ke altid vil opfylde dette, dvs. R(K?,nK?) = 2n + 1. Vi har i det fol-
gende generaliseret resultatet, ved at studere R(K"™,nk?) for m > 2
og n > 1. 1stedet for at samle resultaterne i seetninger har vi valgt

41



“thesis” — 2008/6/4 — 14:13 — page 42 — #49

KAPITEL 3: GENERALISEREDE RAMSEY-TAL

at se pa flere tilfeelde for at vise, hvordan vi har teenkt undervejs. Vi
har ladet os inspirere af [BES75] i beviserne for nedre graenser.

For m = 2, fas det, at R(K?,nK?) = 2n: En K?"~! kan farves udeluk-
kende bl4, men har for f4 punkter til en bla n-parring og indeholder
ikke en red K2. En K?" indeholder en bla n-parring eller en red K>.

Lemma 3.10
Form >2o0¢n > 1erR(K’”,nK2) <2n+m-—2.

Bevis. Betragt en K2tm=2 Hyis denne ikke har en bl& n-parring, vil
den storste bla parring have storrelse hojst n — 1. Parringen involve-
rer da hejst 2n — 2 punkter, s& der er mindst m punkter, der ikke har
hosliggende kanter, der er med i parringen. Hvis der iblandt disse
mindst m punkter er en bld kant, vil parringen kunne gores storre, sa
de mindst m punkter er alle gensidigt forbundne med rede kanter,
s& der vil derfor vere en red K™ i K21+m=2, O

Uligheden i lemma 3.10 synes at veare en lighed for nogle veerdier af
m. For m = 3 haves det, at R(K3, nKz) = 2n + 1: Betragt en K2, Tag
et vilkarligt punkt v og farv alle 2n — 1 hosliggende kanter rede. Farv
alle kanter mellem v’s naboer bla. Den rede delgraf er en Kj 3,1,
s& der findes ingen rod K heri og den bla delgraf K*"~! kan ikke
indeholde en bl n-parring, da denne skal bruge 2n punkter. Dermed
er R(K3,nK?) > 2n + 1 og den modsatte ulighed fas fra ovenstdende
lemma, hvorved lighed opnas. Strategien i den nedre graense virker
umiddelbart kun for m < 3, da for m = 4 vil v have 2n naboer,
hvorved ovenstdende argument ikke holder.

Tilsvarende haves, som neevnt, at R(K?, nK?) = 2n +2 —2 = 2n. Vi
vil nedenfor arbejde videre med et bevis for, at en K>+ =3 altid kan
to-kantfarves uden monokromatisk red K™ eller bla nK?.

Lemma 3.11
R(K™,nK?) > 2n+m —2

Bevis. Vi beskriver en to-kantfarvning af en K*'*"~3, sddan at den-
ne ikke indeholder en monokromatisk red K™ eller bla nK?. Antag
atm > 4,dam = 2,3 er behandlet ovenfor.

Lad G; veere en komplet rod graf pa m — 2 punkter og lad G, veere
en komplet bla graf pa 2n — 1 punkter. Lad G = G; + G, og lav
forbindelsen med rode kanter.
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Der er ingen bla nk21i G, da den i sa fald skal ligge i G, som har for
fa punkter til dette. Der er ingen red K™ i G, da en rod K™ skal bruge
2 punkter fra G, men disse er forbundet med en bla kant. O

Dermed haves:

Satning 3.12
R(K™,nK?) =2n+m —2

Pr. [BES75] fas, at R(kK™,nK?) > km +n — 1, men den modsatte
ulighed kan ikke opnas. En mere generel graense er, at R(kK"™, nK') <
R(m,1) + (k—1)m + (n — 1)l (pr. [BES75, Lemma 1, s. 88]) for I, m,
k, n > 1. Man kunne fristes til at tro, at R(ka,nKl) = R(m,1) +
(k—1)m+ (n — 1)l for I, m, k, n > 1, men dette geelder ikke for
m = | = 3; pr. [BES75, seetning 7, s. 96] er R(kK3, nK3) = 3k +2n og
3k +2n # R(3,3) + (k—1)3+ (n —1)3 = 3k + 3n.

3.3 Paley-grafer

Paley-grafer horer til i det omrade, man kalder algebraisk grafteori.

Definition 3.13 (Paley-graf G;)

Lad q veere en primtalspotens, der opfylder at ¢ = 1 (mod 4). En Paley-
graf G(q) er en graf pd IFy, hvor xy € E(G(q)) hvis og kun hvis x — y er
et kvadrat i IF,~.{0}.

Vi vil i det felgende omtale a € F; som en kvadratisk rest, hvis der
findes b € [F; sd a = b>.
For at konstruere Fg vealges det irreducible polynomium f(x) =

x? + 2x + 2 over FF3[x]. Det ses forenrod w i f at a? = —20 —2 =
« + 1. Dermed fas elementerne i tabel 3.1.

Da fas det, at K = {1,a +1,2,2a + 2} er meengden af kvadrater i
Fo~\.{0}. Paley-grafen G(9) konstrueres nu ved at forbinde 4,b €
{0,1,q,..., oc7}, hvis a — b € K. Resultatet ses i figur 3.2.

Det ses, at grafen i figur 2.5 i beviset, for at R(3) = 6 er Paley-grafen
G(5). Desuden viser det sig, at grafen pa 17 punkter med kanter
for punkter med afstand 1, 2, 4 og 8, der viser, at R(4) > 17, er en
G(17). Grafen er vist i figur 3.3. I artiklen A uniqueness theorem for
edge-chromatic graphs af J. G. Kalbfleisch ([Kal67]) bevises felgende
resultat: The edges of the complete graph on 17 vertices may be coloured in
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R_—R R R R R RO

Figur 3.2: Grafen G(9)

two colours in such a way that no complete subgraph on 4 vertices has all
its edges one colour. In this paper it is proved that this colouring is unique.
Det vil sige, at G(17) er den storste entydige graf (op til isomorfi)
uden en K* som delgraf eller en K* som induceret delgraf.

For en ulige primtalspotens g kan det vises, at for afbildningen x :
F;, —F,; x(x) = x(1=1/2 gaelder det, at x(x) = 1 hvis og kun hvis
x er en kvadratisk rest.

Satning 3.14
Lad q veere en ulige primtalspotens. For a € g~ {0} gaelder, x(a) = 1
hvis 0 kun hvis a er en kvadratisk rest. Desuden er x(a) = —1 hvis

0g kun hvis a ikke er en kvadratisk rest. I F;~ {0} er (9 —1)/2 elemen-
ter kvadratiske rester og (q — 1)/2 elementer er ikke kvadratiske rester.
[LZ05, seetning 2.4, s. 21]
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N ’,‘V ~A
K

Figur 3.3: Grafen G(17)

Bevis. Forste udsagn: Antag, at der findes b € F, sda = b*. Da haves
X(a) = a(q_l)/z = bq_l = 1,

pr. egenskab for legemer og dermed er x(a) = 1.
Antag, at x(a) = 1. Lad g = 2k + 1 for passende k og lad

g(x) = 272 pax? 4t k22 4 g

Det ses, at x2* — a* = (x? — a)g(x) og dermed

xT—x = (xq_l — a(q—l)/Z)x + (a(q—l)/Z _ 1)x

= (x® —a)xg(x) 4+ (a2 —1)x.

Hvis al7~1/2 = 1, vil (x2 — a)|(x7 — x). Polynomiet x/ — x har g
rodder i IF;. Polynomierne x* — a og g(x) har hhv. hejst 2 og 2k —
2 redder, og har derfor preecist 2 og 2k — 2 redder. Derfor er a en
kvadratisk rest.

Andet udsagn: Fra en egenskab for legemer fas det, at
(a9=D/2 4 1)(al1=1)/2 _ 1) = 0. (3.3.1)

Hvis a1~ 1)/2 £ 1vil a@-1)/2 = —1, og dermed er a ikke en kvadra-
tisk rest (pr. forste udsagn).

Tredje udsagn: Som det er vist opfylder alle elementer i IF;~. {0} for-
mel (3.3.1). Hver af funktionerne ali=1)/2 4 1 og al=1/2 _ 1 har
hejst (9 — 1) /2 redder, sa de har derfor begge preecist ( —1)/2. O
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De to nedenstdende definitioner beskriver egenskaber for Paley-grafer,
som i seetning 3.18 vil blive bevist.

Definition 3.15 (Selvkomplementeer graf)
En graf G kaldes selvkomplementeer, hvis G = G.

Definition 3.16 (Sterkt reguleer graf)
En graf G er en srg(n, k, A, u), hvis

1. |G| =n
2. G er k-requleer

3. Foralle par u,v € V(G) af punkter,

A, uv € E(G),

IN(u) N N(v)| = {#, w0 & E(G).

Det siges at G er en steerkt regquleer graf med parametrene n, k, A og .

Komplementzrgrafen til en srg(n,k, A, i) er ogsd en staerkt reguleer
graf:

Setning 3.17
Huis G er en srg(n,k, A, u), sé er G en srg(n,n —k —1,n — 2k — 2 +
wn—2k+A).

Bevis. Lad 71, k, A og 71 veere parametrene for G.Deterklart, atnm = n
ogk=n—k—1.

Lad u og v veere naboer i G. Dermed har de A feelles naboer og der er
derfor k — A — 1 naboer til u, som ikke er nabo til v. Samme situation
gelder for u, og derforerdern —2(k—A—1) —2—A =n—2k+
A = Ji punkter, som ikke er nabo til hverken u eller v.

Lad u og v veere ikke-naboer i G. Dermed har de y feelles naboer,
hvorfor u har k — y naboer, som ikke er nabo til v og tilsvarende for
v. Dermed er n — 2(k —p) —2 —u = n — 2k — 2+ u = A punkter
ikke nabo til hverken u eller v. O

De ovenstdende egenskaber for G(g) vil nu blive vist.

Seetning 3.18
Lad q veere en primtalspotens, der opfylder at g = 1 (mod 4). Daer G(q)
selvkomplementaer og srg(q,(q —1)/2,(q —5)/4, (g —1)/4).
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Bevis. Forst bevises det, at G(gq) er selvkomplementaer: Definér den
bijektive afbildning ¢ : V(G(q)) — V(G(q)) ved ¢(a) = az for z €
IF;, som ikke er en kvadratisk rest. Resultatet er vist, hvis det geelder
at xy € E(G(q)) hvis og kun hvis ¢(x)¢(y) € [VI2\E(G(q)) =
E(G(q))- Lad x, y veere punkter, som er naboer i G(g). Da haves

x(@(x) —d(y) = x(x —y)x(z) = 1.

Hvis det antages, at ¢(x) — ¢(y) ¢ E(G(q)), haves at x — y er en
kvadratisk rest.

Det bevises nu, at G(q) er srg(q,(9 —1)/2,(q —5)/4,(q9 — 1)/4):
Fasthold a € [F; og betragt a — b for alle b € F;, a # b. Pr. det tred-
je udsagn i seetning 3.14 vil preecis (g — 1)/2 af differenserne a — b
vaere kvadratiske rester og valensen af a er derfor (g —1)/2.

Lad uv € E(G(q)) og definér automorfien ¢ : V(G(q)) — V(G(q))
ved ¢(x) = (x —u)/(v — u). Der geelder, at ¢ (u) = 0 og p(v) = 1.
Dermed er antallet af faelles naboer for u og v det samme som for 0
og 1 og tilsvarende for feelles naboer for par af punkter, som ikke er
naboer.

Vi skal nu finde veerdien af A og y. Pr. seetning 3.17 vil de tilsvarende

parametre i G(gq) vaere

- -1
/\:q—ZqT—2+y:y—1,

ﬁzq—z%ﬁ-)t:/\-i-l.

Da G(q) er selvkomplementeer, er y = A + 1. Ifelge [LZ05, Pro-
position 2.2, side 24] geelder der for (n’, k', A, u’)-grafer at k' (k' —
A —=1) = y'(n’ — kK — 1), hvorved man i denne situation far A =

(q—5)/4ogu=(q-1)/4 O

3.3.1 Ramsey-tal for komplette grafer minus én kant

Hovedresultatet i dette afsnit kan nu bevises.

Seatning 3.19
Lad p veere et primtal, der opfylder at p = 1 (mod 4). Hois G(p) ikke
indeholder en K" — e, sd er R(K"1 —¢) > 2p + 1. [LSO08, s. 89-92]

47



“thesis” — 2008/6/4 — 14:13 — page 48 — #55

KAPITEL 3: GENERALISEREDE RAMSEY-TAL

Bevis. Konstruér grafen G(p) U G(p) oglad V := {0,1,...,p — 1}
og V':={0,1,...,(p —1)'} hver veere punktmeengder for én af de
to G(p). Grafen H(p) konstrueres ved at tilfoje folgende kanter til
G(p) UG(p): xx" € E(H(p)) for x € V og xy',x'y € E(H(p)), hvis
xy & E(G(p)). Et eksempel kan ses pa figur 3.4.

G(5) G(5)
H(5)

Figur 3.4: Grafen H(5)

Pistand 1. H(p) C H(p)

Lad z € Fy med x(z) = —1 og definér den bijektive afbildning
$: VUV = VUV ved ¢(x) = zx for x € V og ¢(x') = (zx)’ for
x" € V'. Det vises, at hvis uv ikke er en kant i H(p), sa vil ¢(u)¢p(v)
vaere kant i H(p). Dermed haves det, at H(p) er delgrafi H(p).

Lad u,v € V og antag, at uv ikke er en kant i H(p). Dermed haves

det pr. udregning, at x(¢(u) — ¢(v)) = 1 og ¢(u)¢p(v) er en kant i
H(p). Pr. symmetri deekke dette ogsa tilfeeldet for u’,v" € V'.

Ladnuu € Vog v’ € V' og antag, at uv’ ikke er en kanti H(p). Da
er uv pr. konstruktion en kant i G(p). Da er (zu)(zv) ikke en kant i
G(p), hvorved (zu)(zv)’ pr. konstruktion er en kant i H(p). Dermed
er ¢(u)p(v') enkanti H(p).

Pistand 2. Hvis H(p) indeholder K® — e, indeholder G(p) en K81 —
e.

Lad punktmeengden for K* —eveere S = {1,7,x1,..., Xm, Y, .- -, Yn},
s := |S|, hvor u og ¥ repreesenterer to forskellige punkter i K* — ¢,
som ikke er naboer og Xi,Yj € Viorl <i<mogl <j<n Punk-
tet u skrives som u eller u’ og tilsvarende for 7. Hvis #,7 € V eller
u,7 € V' sesdet,atu # v. Hvisii = u € Vogv = v € V' (eller
omvendt) er u # v, da u = v kun hvis v’ er valgt som kopien af u i
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V'. Dette er umuligt, da # og 7 i sa fald vil veere forbundet med en
kant. Tilsvarende ses det, at x; # y; for alle i og j.

Det kan antages at x; = 0; punktmeengden givet ved {# —a,7 —
a,x1—4a,..., Xy —a,y] —a,...,y, —a} inducerer ogsa en K* — e.
Lad X = {xp,...,xm}, Y = {y1,...,yn}, X~ = {x;l,...,xrzl} og
Y™ = {yl_l, ...,y '}. Vi ser nu pa tre tilfeelde for # og ¥ og viser, at
G(p) i alle tilfelde indeholder en K~ — e:

l.u=uogv=vforu,veV
2. u=uogv="10 forueVogov eV
3. u=u'ogv="1foru',v' € V'

I alle tilfeelde betragter man delgrafen induceret af {u,v} UX UY.
[LS08] betragter en proces i hvert tilfeelde. Man omdanner delgrafen
induceret af {u,0} U X U Y til delgrafen induceret af {u~!,0"1} U
X~ UY". For forskellige a,b € [F), betragtes folgende ligning:

x(a =" =x(b—a)x(a Hx(") = x(a —b)x(a)x(b). (33.2)

Kun hvis et ulige antal af faktorerne i det sidste produkt giver 1, vil
a~! og b~! vaere naboer.

For det forste tilfeelde kan folgende udledes: Punkterne u og v er
begge forbundne til alle punkter i {y},...,y;,}, s& u og v er ikke
naboer til nogen punkter i Y; hvis uy; er en kant i grafen, vil uy/ ikke
eksistere ifelge konstruktionen. Da xiy; er kanter i E(G(p)) ma xjy;
ogsd vaere kanter heri, og dermed er intet par af punkter fra X og Y
forbundne.

Tabel 3.2 viser, for alle relevante kombinationer af punkter, hvilke
faktorer i det sidste produkt i (3.3.2), som er negative i det forste
tilfaelde. Tilsvarende tabeller findes til de to resterende tilfeelde.

Som det ses er der altid et ulige antal positive faktorer, sa dermed
inducerer {u~1, o1} UX" UY~ en K ! — ¢ og pastand 2 er bevist.
Pr. pastand 2 vil H(p) ikke indeholde en K"*! —¢, da G(p) ikke

indeholder en K" — e. Pr. pastand 1 indeholder H(p) s heller ikke
en K"*! —¢. Dermed er R(K"*! —¢) > 2p + 1. O

Et lignende resultat, der omhandler forbindelsen af en K2 og en ge-
nerel graf G, praesenteres her.
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Punkter Negative faktorer
xl._l, x]._1 -
Lyt x(y) x(xi—y)
x;l, u-1 -

xlfl, v~ 1 -
vyt x) x(yy)
yioumt o x(), x(u—yi)
v vt xi) x(@—w)

Tabel 3.2: Negative faktorer i (3.3.2) for forste tilfeelde

Setning 3.20 o o
Lad G veere en graf og lad |G| > 2. Sder R(K?2 + G) < 4R(G,K?+G) —
2. [LSO08, 5. 93-94]

Bevis. Lad r = R(G,K2 4 G) og N := 4r — 2. Antag at R(K2 4+ G) >
N, hvilket vil sige, at der eksisterer en to-kantfarvning af grafen M =
KN uden en monokromatisk K2 + G. Lad v € V := V(M). Antallet
af rede kanter mellem Ng(v) og Np(v) er givet ved funktionen:

f(v)= ). [Nr(x)NNg(0)|-
xENR(v)
For et vilkarligt x € Ng(v), vil dette punkt vaere forbundet til hvert
punkt i Np(v) med en red eller bld kant. Derfor vil den bla valens af
v veere

dp(v) = |Nr(x) N Np(0)| + [Np(x) N Np(0)|. (3.3.3)

Yderligere er |[Ng(x) N Np(v)| < r — 1: Antag modseetningsvis at
INg(x) N Np(v)| > r. Pr. definition af r vil der vaere enten en bla
G eller en rod K2 4 G i grafen M[Ng(x) N N(v)] og dermed i M,
hvoraf sidstneevnte straks giver en modstrid. Sa antag, at der er en
bld G i blandt Ng(x) N Np(v). Denne bld G vil sammen med x og
v danne en bld K2 4 G i M, hvilket giver en modstrid. Indseettes

uligheden i (3.3.3) fas
[Nr(x) N Np(v)| = dp(v) — [Np(x) N Np(v)| = dp(v) —r+1.
Heraf er

fw)> Y, dg(v)—r+1=dg(v)(dg(v) —r+1).
XENR(v)
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Funktionen f(v) er ogsa givet ved summen

f@)= Y [Nr(y) N Ng(v)].

y€ENp(v)

Der vil geelde, at [Ng(y) N Nr(v)| < r — 1: Antag modseetningsvist,
at[Ngr(y) N Nr(v)| > r. Da vil der veere en rod G eller en bld G + K2
i M. Idet den rede G sammen med y og v danner en rod G + K? i

M hales en modstrid med, at M ikke indholder en monokromatisk
G + K2. Indseettes uligheden i ovenstiende fas

f() = Y, [Nr(y) NNr(o)| <dg(v)(r—1).
Yy€ENg(v)

Sammenlignes de to ligninger for f(v) ses det, at dg(v)(dp(v) —r +
1) < dp(v)(r — 1), der ssmmen med dg(v) + dg(v) = 4r — 3 giver

dr(v)dg(v) < (4r = 3)(r — 1). (3.34)

For U C V(M), se pa summen Y., cy4, |[Np(x) N Np(y)|, hvori

hvert punkt z € V(M) er talt med ( |NB(22) : U|) gange. Da haves
Y (NB(me) < <|u|)(r—1). (33.5)
zeV 2 2

Med N = 4r — 2 vilenten dg (v) > 2r — 1 eller dg(v) > 2r — 1. Antag
derfor uden tab af generalitet, at dg (v) > 2r — 1 og se pa to tilfelde.
Tilfeelde 1: Hvis dg(v) = 2r — 1 er dg(v) = 2r — 2, hvilket medferer

dr(v)dp(v) = (4r —2)(r - 1),

der er i modstrid med (3.3.4).

Tilfeelde 2: Lad dr(v) > 2r. Tag en delmaengde U C Ng(v) med
|U| = 2r. For et punkt z € U vil [Ng(z) N U| > r: Antag modseet-
ningsvist, at [Ng(z) N U| > r. Der vil enten veere en red G i U~{z},
der sammen med z og v danner en K2+Gi M, eller der vil veere en
bla K2 + G i M, altsa en modstrid. For hvert z € V\U vil der geel-
de, at [Np(z) NU| > r + 1, med samme argument. Venstresiden af
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(3.3.5) giver nu

Z;/ <|NB(22) N U|> _ L (NB(ZZ) N U|> +Z€;\u (|NB(ZZ) N U)
*5 ) 5, (3
- ?.rr(r; V-2 (”21)7

=r(r—1)(2r+1).

Hajresiden af (3.3.5) giver derimod

(4= @)

_ 2r(2r—1)
=2 7V

=r2r—1)(r—1),

altsa en modstrid. O

Som anvendelse af saetningen ses det at, hvis G = K" 2forn > 4
faes R(K" —e) < 4R(K"~2,K" —¢) — 2.

3.4 Ramsey-tal for bog-grafer

En bog-graf med n sider, B, er grafen bestdende af n trekanter der
deler preecis én feelles kant. Den feelles kant kaldes basisen og den
matematiske betegnelse for bog-grafen er B, = K; + Ky, = Ky +
VlKl.

I dette afsnit vil de eksakte Ramsey-tal for R(Bj, B,;) blive udledt
og for det mere generelle tilfeelde R(By,, B,) vil der blive udledt en
ovre greense. Denne graense kan for sma Ramsey-tal for bog-grafer
benyttes til at finde de eksakte Ramsey-tal, idet man kan konstruere
steerkt reguleere grafer, der giver hgje nedre greenser.

I det folgende bevis benyttes notationen |Ag(u)|, der indferes som
antallet af bld nabokanter fra punktet u til meengden A, dvs. Ag(u) =
NB(M) N A.

Seetning 3.21

Forallen > 1er R(By,By) = 2n+ 3. [RS78, s. 81-82]
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Bevis. R(B1,By) >2n+3:
Lad G = K?"*2 vaere opdelt i en red og en bla delgraf. Den rede

delgraf givet ved G; = K,;41 411, indeholder ingen red By = K3, da
den er to-delt. Den bla delgraf af G vil da veere G, = 2K"1 som
ikke indeholder nogen B, da B, er en sammenheengende graf pa
n + 2 punkter.

R(Bq,By) <2n+3:

Lad G veere en vilkarlig to-kantfarvet graf pa 2n + 3 punkter og lad

n > 1. Det antages, at G hverken indeholder en red B; eller en bld
B, og det vises, at denne antagelse forer til en modstrid.

For et vilkarligt punkt x € G er |[Ng(x)| > n + 1: Antag modseet-
ningsvist, at [Nr(x)| > n + 2. Idet der ikke findes en red B; i G,
giver dette en bld K"*2 i G blandt Nk (x). Men B,, C K"*2, altsd en
modstrid.

Lad x € G oglad xy € E(G) veere en bl kant i farvningen af G.
For punkterne x,y defineres maengderne A = Np(x) N Np(y), B =
NB(X) N NR(]/), C= NR(X) N NB(]/) ogD = NR(X) N NR(y) Definer
yderligere F = BUC U D. Da xy er en bld kant, er |A| < n —1, idet
G ikke indeholder en bl4 B, og dermed er |F| > n + 2. Der kan ikke
veere rode kanter i delgraferne B, C og D, idet G ikke indeholder en
red By, se figur 3.5.

Figur 3.5: En skitse af grafen G, bestdende af punkterne x,y og
meengderne A, B, C og D. Stiplede kanter er bla.

Yderligere kan der ikke ga rede kanter mellem B og D, da det sam-
men med farvningen fra y vil give en red B; i G. Med samme argu-
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ment er der ingen rede kanter mellem C og D i farvningen af G, men
der kan dog godt findes rode kanter mellem B og C. Der ses nu pa
3 tilfeelde for sterrelsen af D og det vises, at det i hvert tilfeelde vil
fore til en modstrid med antagelserne.

Tilfeelde 1: |[D| > 2. Lad u,v € D. Kanten uv er bla og begge punk-
ter er forbundet med bla kanter til alle punkterne i bade B, C og D
selv. Da |F| > n + 2, vil uv danne basisen for en bld B, i G, altsa en
modstrid.

Tilfeelde 2: |D| = 0. Ingen af meengderne A, B og C er tomme: Hvis
enten B eller C er tom, vil F indeholde en bla K"12, alts§ en mod-
strid. Hvis A er tom, vil der veere preecist 2n + 1 elementer i F og
dermed mindst n + 1 elementer i enten B eller C. Antag uden tab af
generalitet, at der er mindst n 4+ 1 elementer B. Da B inducerer en
komplet bla delgraf, giver den sammen med x en bl K"*2 i G, altsa
en modstrid.

Lad nu u € B. Ved antagelsen om, at G ikke indeholder en bld B;, ma
INp(x) N Np(u)| <n—1ogdermed er

|B| =1+ |Ap(u)] < n—1. (3.4.1)

P4 lignende vis for v € C kan det konkluderes, at |[Ng(y) N Np(v)| <
n — 1 og dermed

IC| =1+ |Ag(v)| <n—1. (3.4.2)

Idet |A| + |B| + |C| = 2n + 1 fas ved addition af ulighederne i (3.4.1)
og (3.4.2) at
|Ap(u)| + |Ap(v)| < |A| - 1. (3.4.3)

Dermed er Ag(u) N Ar(v) # @ og da G ikke indeholder en red By,
vil uv-kanten nedvendigvis veere bld i en farvning af G. Da u € B og
v € C er valgt vilkarligt giver dette, at B og C er forbundet med bla
uv-kanter for alle u € B og v € C og dermed er der en bld K"*2i G,
altsa en modstrid.

Tilfeelde 3: |D| = 1. Lad D = {z}. Ingen af meengderne A, B og
C er tomme: Hvis B er tom, vil C sammen med D danne F, som er
en komplet bla graf pd mindst n 4 2 punkter, som dermed indehol-
der en bl B;,. Med samme argument kan C ikke vere tom. Hvis A
er tom vil F besta af preecist 2n + 1 punkter. Dvs. der er mindst n
punkter i enten B eller C. Antag uden tab af generalitet, at der er
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mindst n punkter i B. Med en basis som ikke er xz, vil BU {x} U {z}
indeholde en bla B,;, altsa en modstrid.

Da xy er en vilkarlig blé kanti E(G), kan det fra de foregaende tilfeel-
de antages, at for alle blé kanter st € E(G) er [Ng(s) N Nr(t)| = 1.
Lad u € Bogv € C. Ved antagelsen md |Ng(x) N Nr(u)| = 1 og
INR(y) N Ngr(v)| = 1 og det folger heraf, at de rede kanter i G, der
gér mellem B og C, danner en parring, hvilket medferer |B| = |C|.
Punktet u vil have preecist én rod nabokant til meengden C og re-
sten bld. Da er |[N(u) N Np(z)| = |B|+|C|—2.Da |F| > n+2er
INg(u) N Np(z)| >n—1.

Da G ikke indeholder en bld By, er |B| = |C| = (n+1)/2 0g |A| =
n — 1. Hvis n er lige f&s en modstrid, sd antag n er ulige. Da x er valgt
vilkérligt, vil den rede delgraf i G veere ((n +1)/2 + 1)-reguleer. Da
|Fg(u) NFp(z)| = |B|+|C|—2=n—1,vil Ag(u) C Agr(z): Imodsat
fald ville |Ap(u) N Ap(z)| # @ og der vil veere en bl B, i G, altsa en
modstrid. Med samme argument for v € C er Ag(v) C Agr(z).

Lad uv vere en red kant i G. Da G ikke indeholder en red B er
Ar(u) N Ag(v) = @ og dermed Ap(u) U Ag(v) = A. Hermed vil z
veere forbundet med rede kanter til hele A. Dette giver |[Nr(z)| =
|A| +2 = n+ 1. Pa grund af regulariteten af den rede delgraf i G
havesn+1= (n+1)/2+10gdaman = 1, altsd en modstrid.

Dermed er R(By, B,) < 2n+ 3.
O

Den folgende seetning giver en ovre greense for Ramsey-tallet for
bog-grafer, R(By, By). Der vil i beviset blive brugt resultater om an-
tallet af monokromatiske trekanter i en to-kantfarvning af den giv-
ne graf. Lad en komplet graf G have punktmengde {1,...,p} og
lad den rede valens for punkterne veere givet ved dy g, ..., dp r. Det
viser sig, at antallet af ikke-monokromatiske trekanter i denne to-
kantfarvede graf G er % Zf:l d; rd; g. For hvert punkt v € G, der har
m rode og n bld nabokanter, vil dette punkt give anledning til mn
ikke-monokromatiske trekanter. At hver af disse ikke-monokroma-
tiske trekanter bliver talt med preecist to gange i summen, indses ved
at se pd en rad nabo vg og en bld nabo vp til v. Kanten vgvp er enten
rod eller bld. Antag uden tab af generalitet, at kanten er rod. Nar der
i summen betragtes punktet vy vil trekanten ikke blive talt med her,
da den er incident til vg med to rede kanter. Derimod vil trekanten
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blive talt med nér vp betragtes, da den er incident til vg med en rod
og en bla kant. Hermed bliver hver ikke-monokromatiske trekant i
G talt med preecis to gange, hvorfor faktoren 1/2 ganges pa.

Dad;p = p —1—d;R, er det totale antal monokromatiske trekanter
dermed givet ved,

NI~

P
M= (Z) — =Y dig(p—1—dig). (3.4.4)
i=1

Seetning 3.22
Hois 2(m +n) +1 > " i er R(B,, By) < 2(m+n+1).
[RS78, s. 82-83]
[LZ05, seetning 1.5, s. 9-11]

Bevis. Lad G = K*, hvor p = 2(m + n + 1), veere en to-kantfarvet
graf og antag, at G ikke indeholder en red B, eller en bld B,. Lad
yderligere Gg og Gp vere hhv. den rede og bla delgraf af G med
kantmeengder Eg og Ep. Det totale antal af monokromatiske trekan-
ter er givet ved ligningen

Mg =3 ¥, INa(@)ONe(@)] +5 ¥ [Na(u) 1 Ny(o)],

uveER uveEp

(3.4.5)
hvor faktoren % kommer fra, at der summeres over hver trekant 3
gange. Ved antagelsen om, at G ikke indeholder en red By, eller en
bld B, er [Nr(u) N Ng(v)| < m —1 for alle uv € Eg og |Np(u) N
Ng(v)| < n—1foralle uv € Eg. Dermed er (3.4.5) maksimalt

1 1
Mmax = §|ER|(m_1)+§|EB‘(I’Z—1). (3.4.6)

Siden det totale antal kanter i en K er (}) kan antal rede og bla
kanter seettes til [Eg| = 3(5) — x og |Eg| = 3(5) + x, hvor —3(}) <
x < 3(5). Dette indsat i (3.4.6) giver

1 (p—1) 1 (r—1)
MmaX_S(m—1)<””4 —x>+3(n—1)<pp4 +x>
= Lpp -1 —2)+ B
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Der ses nu pa det minimale antal monokromatiske trekanter. Lad
s:= Zle d; g- Cauchy’s ulighed

(£) ()= (£)

med x; = d; g og y; = 1 giver

2
p p
pY_dig > (Z di,R) =% (34.7)
j i=1

i=1
Ved at benytte (3.4.7) pa summen i udtryk (3.4.4) fas
2
s

p p
Y dir(p—1—dig) =s(p—1)— ) dig <s(p—1) - 7
i-1 i-1

Idets = Y./, d;r = 2|Eg| fas en nedre graense for antallet af mo-
nokromatiske trekanter fra (3.4.4)

1 152
Muin > (g) — Es(p -1+ =-—

2
= (5) - IExl(p -1+ 5 2R

~He=00=0 2 (- 1 (3))

_plp=D(p=5) 2%
24 p

Da Mmax = Mmnin giver dette, at

—D(p—=5) 222 1 —
W—F:Slzp(p—l)(m—i—n—Z)—i-W,
(3.4.8)

som er akvivalent med

plp=1(p—@m+2n+1)) _ (n—m)x 22%

< 4.
24 =3 (349)
Maksimeres hejresiden mht. x uden betingelser for intervallet for x
fas en maksimal veerdi for xi x = % Indseettes dette, fas

plp=D(p—@m+2n+1)) _ p(n—m)?* 2(n—m)*p?
24 = 36 144p

p(n—m)?

72
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Ligningen kan yderligere reduceres til

(r-1)(p— Cm+ 20 1) < L

og indseettes p = 2m + 2n + 2 i ligningen, fas

(n—m)?

2(m+n)+1< 3
Sa hvis 2(m +n) +1 > M, vil antagelsen om, at G ikke inde-
holder en rod By, eller en bla B, ikke vaere opfyldt og R(By;, By) <

2(m+n+1). 0O

Seetning 3.22 kan benyttes til at finde eksakte Ramsey-tal, der invol-
verer sma bog-grafer. Den nedre graense fas ved en to-kantfarvning
af K", hvor farvningen ofte vil besta af en steerkt reguleer graf med
parametre (v, k, A, jt).

Der findes flere typer steerkt reguleere grafer, men i det folgende be-
nyttes kun trianguleere grafer og gitter-grafer:

Trianguleer graf: Med grafen T (1) betegnes kantgrafen af en K", n >
4, som er en steerkt reguleer graf med parametre ((5),2(n —2),n —
2,4).

Gitter-graf: Kantgrafen af en K;;,, n > 2 er en steerkt reguleer graf.
Grafen betegnes L (1) og har parametre (n2,2(n —1),n —2,2).
Setning 3.23

Der geelder R(By, Bs) = 16 0g R(By, Bg) = 22

Bevis. R(By, Bs) = 16: Fra seetning 3.22 haves R(By, B5) < 2(2+5+
1) = 16. En to-kantfarvning af K!> med en bla delgraf givet ved
den triangulcere graf T(6) er en steerkt reguleer graf med parametre
(15,8,4,4). Tag en vilkarlig kant bla kant uv i denne T(6). Denne
kant kan ikke danne basis for en bla Bs, da u og v hejst har 4 feelles
bla naboer. Komplementaergrafen er ifelge seetning 3.17, en steerkt
reguleer graf med parametre (15,6,1,3). Her vil en vilkarlig red kant
uv ikke kunne danne basis for en red By, da 1 og v hejst har en feelles
rod nabo og dermed R(By, Bs) > 16.

R(By, Bg) = 22: Fra seetning 3.22 haves R(By, Bg) < 2(4+6+1) =
22. En to-kantfarvning af K?! med en bl delgraf givet ved den tri-
angulere graf T(7) har parametre (21,10,5,4) og den rede delgraf
har parametre (21,10,3,6). Denne graf indeholder altsa ingen red
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B, eller bld Bs og dermed R(By, Bg) > 22.
O

Med ovenstdende observation om at, en srg(n, k, A, jt) ikke indehol-
der en B) 11 er vi nu i stand til at udregne nogle diagonale Ramsey-
tal for bog-grafer eksakt.

Saetning 3.24
Hois 4n + 1 er en primtalspotens, n € N, sd er R(B,,) = 4n + 2.

Bevis. Fra seetning 3.22 med n = m ses det, at for n > 0 er R(B,,) <
4n + 2. Den nedre greense fis ved at betragte en Paley-graf G(4n +
1), som er en selvkomplementeer srg(4n +1,2n,n — 1, n) pr. seetning
3.18. Det vil sige, at denne graf hverken indeholder en red eller en
blé B, og R(By,) > 4n+ 2. O

En ovre greense for Ramsey-tal for bog-grafer, der er neesten diago-
nale, opfylder en bedre gvre greense end den fra seetning 3.22. Uden
bevis er resultaterne:

o R(By_1,By) <4n—1

e Hvisn =2 (mod 3) er R(B,_2, By) < 4n — 3.

Det sidste resultat i ovenstdende benyttes i folgende seetning.

Seatning 3.25
R(Bs,Bs) =17

Bevis. R(B3, Bs) <17:Da5 =2 (mod 3) er R(B3,Bs) <4-5—-3 =
17.

R(Bs, Bs) > 17: En to-kantfarvning af K'® med en red delgraf givet
ved gitter-grafen L, (4) er en srg(16,6,2,2). Komplementet til denne
er en srg(l6, 9,4,6) og grafen indeholder hverken en red B3 eller en
bla Bs, hvilket viser at R(Bs, Bs) > 17. O

3.5 Szemerédi’s regularitetslemma

Szemerédi’s regularitetslemma skal bista os i et bevis i Ramsey-te-
orien. Til lemmaet (som er preesenteret som en seetning) er der en
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meengde definitioner og lemmaer, hvoraf de vigtigste er preesenteret
her i (overvejende) samme form som i [Die05, s. 175-183].

Definition 3.26 (Densitet af par)
For en graf G = (V, E) og disjunkte delmeengder X,Y C V(G) defineres
densiteten for parret (X,Y), som

1X, Yllg

dG(X/Y) :Wr

hvor | X, Y| o = [{xy € E(G)|x € Xogy € Y}|.

Da antallet af X-Y-kanter maksimalt kan veere | X||Y| vildg(X,Y) €
[0,1]. Bemaerk endvidere, at hvis man er givet densiteten for (X,Y)
i G, da vil densitetet for dette par i G, kunne skrives som:

_ XY= 1XYlle

d=(X,Y) = XY =1-dg(X,Y). (3.5.1)

Definition 3.27 (e-reguleert par)
Lad en graf G veere givet. For ¢ > 0, siges parret (A, B) af disjunkte
A,B C V(G) at veere e-reguleert, hvis der for alle X C AogY C B,
der overholder

X] = €|A| og [Y] > elBl, (352)

geelder, at
|dG(X, Y) — dG(A, B)‘ <& (3.5.3)

Hvis et par (A, B) er e-reguleert i en graf G er parret ogsd e-reguleert
i G: (3.5.2) er en betingelse for punktmaengden og er derfor ogsa
opfyldt i G og (3.5.3) er opfyldt i G, hvilket kan opnas ved hjelp af
(3.5.1):

lds(X,Y) — d(A, B)| = 1 — dg(X,Y) — 1+ dg(A, B)|
— |dc(A,B) —da(X,Y)| < &

Definition 3.28 (e-reguleer opdeling)

Lad en graf G vare givet. For € > 0, kaldes en opdeling {Vo, V4,..., Vi }
med exceptionel maengde V; for en e-reguleer opdeling af G, hvis den opfyl-
der de folgende 3 betingelser:

1. Vol < elG|

2. || = Vo] = ... = [V
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3. Hojst ek? af parrene (V;, V;) for 1 <i < j < ker ikke e-regulere.

Meengden Vj har til formal at sikre, at V;, V5, ..., Vi kan have sam-
me storrelse, hvorfor Vj tillades at have sterrelse 0, nar k deler |G]|.
Betingelse 1 i definition 3.28 giver, at storrelsen af 1 skal begraenses.
Bemeerk endvidere, at Vj ikke betragtes i betingelse 3.

Definition 3.29 (q5)
Lad en graf G veere givet. For disjunkte delmangder A, B C V(G) define-

res R
|AlB| 14, Bl

dz(A,B) = —— . 354
cF AP = fatgcE G5
Lad A = {Ay, Ay, ..., Ay} 0g B = {By,By,..., B} vere opdelinger af
hhv. A og B. Da defineres

gc(AB) = Y, Y, qc(AiB)). (3.5.5)

1<i<k 1<j<I

96(A,B) =

For en opdeling A = {Aj1, Ay, ..., Ax} af V(G), defineres

ac(A) = Y. qc(AiA)).

1<i<j<k

For en opdeling C = {Co, Cy,...,Cx} af V(G) med exceptionel maengde
Co, defineres

96(C) = q({C1,Co, .., G} U {{c}|c € Co}).

For en opdeling A = {A1, Ay, ..., Ai} ses det, at

ac(A) = ). 4qc(AiA))

1<i<j<k
| Ail[ Al

= Y |1G|2f A% (Ai, A))

1<i<j<k

1
< W |Ai||Aj|
1<i<j<k

<1

Lemma 3.30
Lad0 < e <1/a0glad A ={Ag, A1, ..., Ay} veere en opdeling af V med
exceptionel meengde Ag, der opfylder folgende betingelser:
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1. [Ao| < lA|

2. |Ay] = |Az] = ... = |A]

Hois opdelingen ikke er e-requleer, sd eksisterer der en opdeling A’ =
{AG, AL, ..., AL} af V med exceptionel maengde Ay ogk <1 < kak sa

G
1. |Ap| < | Aol + 1

2. Ml =14yl = ... = A

5

3. q(A") 2 q(A) + 5

[Die05, lemma 7.4.4, s. 180]

Bevisidéen for lemma 3.30 er at “forfine” A ved yderligere at opdele
meengderne heri. Man kan vise, at denne forfinede opdeling C op-
fylder, at k < |C| < k2F og q(C) > q(A) + €°/2. C’s elementer kan
opdeles, sa man opnér endnu en forfinet opdeling A’, som opfylder
atq(A’") > q(A) og de resterende betingelser.

Setning 3.31 (Szemerédi’s regularitetslemma)

For alle e > 0 og ethvert m € N, eksisterer der M € N sd enhver graf af
orden mindst m har en e-reguleer opdeling {Vy, V1, ..., Vi } med m < k <
M. [Die05, lemma 7.4.1, s. 176]

Bevis for seetning 3.31. Lad uden tab af generalitet 0 < ¢ < 1/4 og
lad m € Nogs = 2/¢°. Lad k > m veere sa stor, at 21 > s/e.
Dermed ses det, at

+
+ 52— < en. (3.5.6)

I lemma 3.30 ses det, at den nye opdeling, der ndes, maksimalt kan
fa storrelse k4, hvor den gamle storrelse var k. Lemma 3.30 skal

bruges hgjst s gange, s& M = max {fs(k), 2k }, hvor f(x) = x4*. At
M kan antage veerdien % skyldes, at formel (3.5.6) kun er sand for
n > 2k/e. Uligheden skal senere bruges i et tilfeelde, hvor n > M.

Lad G veere en graf af orden n. Hvis n < M veelges Vj = @ og for
k:=mn,|Vi| = |Va| = ... = |Vk| = 1. Dette er en e-reguleer opdeling.
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Hvis n > M, veelges Vp minimal, sd k deler |V\Vp| og lad |V;| =
Vol = ... = |Vi| = |V~ V| /k.1s4 fald haves | V)| < k < en.Ideen er
nu at bruge lemma 3.30 p& opdelingen {Vp, V4, ..., V}}, indtil denne
er e-reguleer. Pr. (3.5.6) vil storrelsen af den fremkomne exceptionelle
maengde efter s anvendelser af lemma 3.30 holde sig under en. [

Definition 3.32 (Regularitetsgraf)

Lad en graf G veere givet. Lad {Vy, V1, ..., Vi } veere en e-requleer opde-
ling af V(G) med exceptionel maengde Vy. For d € [0,1], kaldes grafen
pd {V1,...,Vi} med kant mellem V; og V;, j # i, hvis (V;,V;) er et
e-reguleert par med densitet mindst d, for reqularitetsgrafen R af G med
parametre e, 1 := |Vy| 0g d.

Udskift V1, ..., Vi med meengder af s punkter V. For en regularitetsgraf
R defineres Rs som grafen pi {V7, ..., Vi}, hoor E(V}, Vi) = Vi x V7
hvis og kun hvis V;V; € E(R) fori # j.

3.5.1 Ramsey-tal vha. regularitetslemmaet

Ovenstaende afsnit har nu gjort det muligt at bevise seetning 3.34.
For seetningen bevises, praesenteres et resultat omkring regularitets-
grafer, dog uden bevis:

Lemma 3.33
Foralled € (0,1] og A > 1, eksisterer der et g > 0 med folgende egen-
skaber:

Hvis G er en vilkdrlig graf, H en graf med A(H) < A, s € N og R
reqularitetsgrafen for G med parametre ¢ < gg, | > 2/d4* 0g d, sd

HCR;=HCG.

[Die05, lemma 7.5.2, s. 184]

Setning 3.34 (Chvétal, Rodl, Szemerédi og Trotter 1983)
Foralle A € IN, eksisterer der en konstant c, sd geelder

R(H) < c|H|, (3.5.7)

for alle grafer H med A(H) < A. [Die05, saetning 9.2.2, s. 256]

Bevis. Lad A € N, d := 1/2 og lad gp som givet fra lemma 3.33. Velg
ete < go sédan, at for alle k > m, hvor m = R(A + 1) geelder:
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de< —— — - 5.
e< (3.5.8)

Damie < 1.

Vha. Szemerédi’s regularitets-lemma fas nu for € og m, et M. Lad H
veere en graf med A(H) < A og lad G veere en graf af orden mindst
c|H| hvor ¢ := 2A1+_1£M . Det skal vises, at H C G eller H C G, da man
i sé fald vil have, at R(H) < c|H]|.

Fra regularitetslemmaet findes et k, sa G har en e-reguleer opdeling
{Vo, V4, ..., Vi } med exceptionel maengde Vj. Lad I := |V;|:

G| — Vol _ |G| —¢[G]| 1—¢
= > =
l k - M G M
> C|H| 2A+1| | |H|
(1/ )A—i-l
2|H]
=

Lad R veere regularitetsgrafen med parametre¢, I, 0 for { V1, ..., Vi }.
Da denne bestar af kanter mellem reguleere par med densitet mindst
0, vil grafen have mindst lige s4 mange kanter som en komplet graf
pé k punkter, fratrukket hejst ek?, da hejst ek? par kan veere ikke-e-

reguleere:
k > 1., 1
> —_ = — —_—— —
IR|| > <2) ek 2k (1 p 28)

Pr. (3.5.8) haves

1 1
2 l -
IR]| > k (1 PR —l—k)
1 am—2
2" m—1
> tm_1 k)
Dermed har R en K™.

Farv nu kanterne i R sddan, at alle kanter, der svarer til densitet >
1/2, bliver rede, og lad alle andre kanter veere bla. Lad nu R’ veere
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grafen pa {V4,..., Vi } udspaendt af de rede kanter og lad R” veere
grafen pd {V,..., Vi } udspeendt af de bla kanter i R, samt kanterne
svarende til densitet 1/2. Bdde R’ og R” opfylder definitionen for at
veere regularitetsgrafer med parametre ¢, [ og 1/21ihhv. G og G, da
et e-reguleert par i G, som neevnt tidligere, ogsé er e-reguleert i G.

Da m = R(A + 1) vil K"-delgrafen i R indeholde en red eller en bl&
KAT1 Enhver graf G opfylder, at x(G) < A(G) +1,salad r := x(H)
og derfor vilr < A(H) +1 < A+ 1. Derfor indeholder K"-delgrafen
i R en red eller en bla K”, hvorfor denne K" vil indgd i en af R’ og
R". For RTH\ ﬁ‘i it
alt efter om K" indgér i R’ eller R”.

og R | geelder det, at der findes en K[, i en af disse,

H er delgraf i en K"H‘, sddae < gyogl > 2/ab vil H C G eller

HCG pr. lemma 3.33, hvorved resultatet sluttes. O

65



“thesis” — 2008/6/4 — 14:13 — page 66 — #73

KAPITEL 4
Udvidet Ramsey-teori

I dette kapitel ses pa diverse begreber og et resultat, som kan fortol-
kes som en udvidelse af den Ramsey-teori, der er blevet betragtet i
de forrige kapitler. Forskellen bestar hovedsageligt i, at man istedet
for at kreeve én bestemt delgraf i en given graf, nu kan kraeve flere
af disse delgrafer, men hvor det tillades, at delgrafen er blandt en
given meengde af grafer. I kapitlet benyttes store-O-notation, som er
defineret i bilag B.

4.1 Isomorfe punktdisjunkte delgrafer

I dette afsnit ses pé en graf G af orden (2k —1 — 1/k)n + O(1). Det
vises, at denne graf indeholder # disjunkte punktdelmaengder, hvor
hver punktdelmaengde inducerer isomorfe delgrafer H af orden k
af én af folgende typer: en klike K¥, en uafheengig meengde Kk, en
stjerne K j_; eller komplementeaergrafen til en stjerne K j_1.
Definition 4.1 ((n, H)-dekomposition)

Lad G og H veere grafer og n et positivt heltal. En opdeling {Vy, V1, ...,V }
af V(G) si G[V;] ~ H fori =1,...,n, siges at vaere en (n, H)-dekompo-
sition af G.

Bemeerk, at Vj ikke behever at overholde isomorfi-betingelsen. Der
indferes yderligere definitioner:

Definition 4.2 (N(G, H), N(G, H) og f(n, H))
N(G, H) defineres som det storste heltal n, si G har en (n, H)-dekomposi-
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tion. For en samling af grafer H betegnes max{N(G, H) : H € H} med
N(G,H). For et positivt heltal n er f(n,’H) lig det mindste heltal s, si
N(G,H) > n for alle grafer G af orden s. Dvs.

s= f(n,H) = min{s' : N(G, H) > n for alle grafer G med |G| =s'}.

f(n,H) giver med andre ord den mindste orden af en graf G sa
det er muligt at opdele G i mindst n punktdisjunkte inducerede H-
delgrafer for mindst én H € H.

Som naevnt er f(n, H) neert besleegtet med Ramsey-tal, idet der for
n=1o0gH = {Kk,K'} gelder, at

f({KKT}) = R(k,]).

I det felgende lad 'H fra definition 4.2 veere meengden af grafer Dy =
{KK, K*, Ky 1, Ky 1}

Seaetning 4.3

Ladk >3o0gn >k—2. Sder f(n,Dy) = (2k—1— })n+ O(1).

Det sidste led pa hejresiden af udtrykket for f(n, Dy) athaenger af n.
Ifolge regler for store-O-notation giver udtrykket, at der eksisterer
en konstant C, atheengende af n, s& |f(n, Dy) — (2k — 1 — %)n| <cC
for tilstreekkeligt store 7.

Bevis. Nedre greense:

Lada = |((k—1)n+k—2)/k],p=(k—1)n—10g Gy ~ K* Gy ~
KP og G3 =~ KB. For grafen G = G1 + (G, U G3), se figur 4.1, vises
det at N(G, Dy) < nogdavil f(n, D) > |G|. Mere preecist vil der

ved brug af resultatet | 2] > 2 — -1 gzelde

f(n, D) = G| +1

=a+28+1
= {(kl)nkJrkZJ +2(k—1)n—1
> (k=U)n+k—-2 (k_1)+2(k—1)n—1
k k
n 2 1
—n—?—l—l—%—l—l—%—l-an—Zn—l

1 1
— (-1 )n-1—g
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for k > 3. Benyttes store-O-notation giver dette at

Fn, D) > (2k—1— %)n +0(1).

Figur 4.1: G = G; + (G2 U G3), hvor Gy ~ K%, G, ~ KP 0g G3 ~ KB.

For hver graf H i Dy vises, at den opfylder N(G, H) < n.

N(G,KK) < n:

For at lave én K* skal der bruges mindst k — 1 punkter fra G3, da
G1 og G er komplette. Det maksimale antal af disjunkte Kk der kan
laves, fds da ved at se pa antallet af punkter i Ga:

G| = B < (k—1)n.

Dermed er der veere feerre end 7 disjunkte K¥ i G og N(G, K¥) < n.
N(G,Kyj_1) <m:
Idet k > 3, skal der i konstruktionen af K; ;_; tages ét punkt fra

Gs3 og de k — 1 gvrige punkter fra Gy, se figur 4.1. Da |G| = B <
(k — 1)n er der feerre end n disjunkte K; ;1 og N(G, Ky 1) < n.
N(G,Kyp1) <m:

For at kontruere flest mulige disjunkte K; x_; skal centrum af stjer-
nen ligge i G1. Antallet af disjunkte K ;_; kan da hojst veere antallet
af punkter i G;. Med k — 2 < n haves

|G1| =«
L(n+1)n+nJ

A

n—+2
n? 4+ 2n
n+2

n,
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og dermed er N(G,Kj ;—1) < n.

N(G,K¥) < n:

I konstruktionen af det maksimale antal K¥ vil meengden G3 hejst
kunne bidrage med ét punkt til hver K¥, se figur 4.1. Da der ikke
er nogen kanter mellem G, og Gs, vil de egvrige k — 1 punkter i en
sddan K stamme fra G;. Derved er der maksimalt |Gy |/ (k — 1) KX,
der benytter punkter fra G3. De avrige K*, der kan dannes, kommer
fra Gy og i G kan der maksimalt veere

« 1 | (k—=1)n+k-2 1
k—1+£:k—l{ K J“Lk((k_l)”_l)
N S S |
—k k-1 (k—1)k k k

1
Ck(k—1)
<n.
Hermed er den nedre graense for f(N, Dy) vist. O

Definition 4.4
For n,k € N, kaldes en graf G (n, k)-god, hvis den opfylder mindst én af
de folgende betingelser:

N(G,K*) > n (4.1.1)
N(G,K¥) > n 4.1.2)
kN(G, K¥) + kN (G, Kk) + N(G, Ky 4_1) > (2k +1)n (4.1.3)
kN(G,K*) + kN(G,Kk) + N(G, Ky 1) > (2k+ D). (4.1.4)

Huis en graf opfylder alle betingelser, kaldes den (n, k)-perfekt.

Definition 4.5
Lad 'H (k) veere maengden af grafer H, der opfylder:

e Der eksisterer disjunkte A,B,C C V(H)sd V(H) = AUBUC og
H[A] ~ H[B] ~ KKK ~1) oo H[C] ~ K22(k-1),

o Ex(A,C) = A x Cog Ey(B,C) = @.
Ydermere defineres H* (k) = H (k) U{H|H € H(k)}.
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Det ses, at for H € H(k),

|H| = 2k(k* —1) +2k*(k — 1)
o2 1
=2k (Zk T 1].
Lemma 4.6

Lad ng = 2k?. Enhver H € H* (k) er (ng, k)-perfekt.

Bevis. Det er tilstraekkeligt at vise lemmaet for H € H(k), da
N(G1,Gy) = N(Gy, Gy) for par Gy, G; af grafer.

Angaende (4.1.1), s& vil det maksimale antal af punktdisjunkte K
veere mindst det antal af K¥, som udspeendes i B, adderet med det
antal af K¥, som findes i A, hvor et enkelt punkt i C er brugt:

2 2
N(H,K*) > N(H[AUC],K*) + N(H[B],K*) = k(zli— 11) L k :
= (2k—1)(k+1) = no.
Tilsvarende for de andre betingelser. O

De folgende to lemmaer vil blive brugt i beviset for den evre greense
i seetning 4.3.

Lemma 4.7

Lad m,n € N. Sd eksisterer et s € N sddan, at for alle to-delte grafer
G med opdeling Ay 0og By med |Ag| = 2m — 1 0g |Bg| = s findes der
A C Aygog B C Bymed |A|l =mog|B| =nogEg(A,B) = A x Beller
E(A,B) =@.

Bevis. Lad Ay = {x1,x2,...,%2,-1} 0g Bo = {y1,¥2,...,ys} med
s = (n—1)22"=1 4 1. Definér nu funktionen f : [1,s] — {0,1}2"~1
ved f(j) = (fij, f2jr- -/ fom—1,), hvor fi i = 1, hvis x;y; € E(G) 0g 0
ellers. Pr. dueslagsprincippet vil der eksistere en meengde | C [1, ]
med |J| = n, sddan at f(j) er en konstant (cy,¢,...,coy—1) forj € J.
Hver af ¢1,¢3,...,00,—1 kan vere enten 0 eller 1, s der eksisterer,
igen pr. dueslagsprincippet, en meengde I C [1,2m — 1] med |I| =
m, sa ¢; har samme veerdi for alle i € I.

Lad nu A = {x;|i € I} og B = {y;|j € ]}, hvorved det haves, at
|A| = m, |B| =nogf;; =0fori € logj¢€ ]giver E(A,B) =@
mens f;; = 1fori € Iogj € ] giver E(A,B) = A x B. O
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Lemma 4.8

Lad n € N. Sd eksisterer der et positivt s € IN sddan, at for alle to-delte
grafer G med opdeling Ao og By med |Ag| = |Bo| = s findes der A C Ay
0g B C Bymed |A| = |B| =nogEg(A,B) = A x Beller E(A,B) = Q.

Bevis. Lad m = n og brug lemma 4.7: for et givent n, fas et positivt
heltal s’ s alle to-delte grafer med opdeling { Ao, By}, |Ao| =2n —1
og |Bg| = ¢/, findes A C Ag og B C By sd |A| = |B] = n. Veelg nu
s := max{s’,2n — 1}. O

Det mindste s i lemma 4.7 og 4.8 beneevnes med hhv. r,(m,n) og
r3(n). Vilader desuden r1(n) = R(n, n).

Folgende proposition vil deekke den gvre greense.

Proposition 4.9

Der eksisterer ¢ € N, afhaengende af k, sd at enhver graf G med |V(G)| >
(Zk -1- %) n+cer (n,k)-god.

En graf G, som i proposition 4.9, som er (n,k)-god, vil opfylde, at
N(G,Dg) > n. Den mindste orden f(n, D) af en graf G, der mat-

te opfylde dette, opfylder derfor, at f(n, Dy) < <2k —-1- %) n+c.
Derfor medferer proposition 4.9 den gvre graense i seetning 4.3.

Bevis. Lad a,b,c € N opfylde folgende betingelser:
e k(k—1)|aogk|b
e 1p(a,2a) < b,r3(2a) < bogry(2k3(k—1)) <a

e r1(b) +b < cogri(kng) < cmed ng:= 2k>.

Lad n veere det mindste modeksempel til proposition 4.9, lad G veere
en graf af orden s > (Zk -1- %) n+ c og lad G vaere ikke-(n, k)-
god.

Da s > ¢, har G en K eller en K10 som induceret delgraf, da
r1(kng) < c. Hvis n < ng, og dermed kn < kny, vil Kkno eller en
Kkno kunne opdeles i mindst 1 punktdisjunkte K* eller K. I s4 fald
bliver G (n, k)-god, hvilket er en modstrid. Sa n > ny.

Pastand 1. For H € H* (k) gaelder, at H ¢ G som induceret delgraf.
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Antag, at G indeholder en H € H*(k) som induceret delgraf. Lad
Vi = V(H), V, = V(G) — Vj og lad G’ = G[V;]. Pr. egenskaber
for H* (k) ses det, at |V (H)| = (Zk—l - %) 1o, hvorved |V(G')| >

<2k o %) (n —ng) + c. Da n var et minimalt modeksempel og
dan—mny < n, vil G’ veere (n — ng, k)-god. H er (n,k)-perfekt pr.
egenskaber for H*(k), s& G er (n, k)-god, hvilket er en modstrid.

Pistand 2. G indeholder ikke bdde K* + K og K* UK? som punktu-
atheengige inducerede delgrafer.

Antag, at der eksisterer disjunkte X1, X, Y1, Y, C V(G), sddan, at
G[X;] ~ K% og G[Y;] ~ K? for i = 1,2. Antag ogsd, at Eg(X1,Y1) =
X1 X Y7 0g Eg(Xp, Ya) = @. Betragt grafen G’ pa X, U Yy med kanter
E(X3,Y7). Pr. lemma 4.8 findes U; C Y; og U, C X5, med |U;| =
|Up| = 2k*(k — 1) (daa > r3(2k*(k —1))) og E(Uy, Up) = Uy x
U, eller @. Hvis E(Uy, Up) = @, vil G[X; U U, U Uy] indeholde en
H € H(k), da K*¥~-1) C G[X;], G[U] og K2*(*k-1) C G[Uy]. Hvis
E(Uy, Uy) = Uy x U, indeholder G[Y, U U, U U] en H med H €
H (k). Begge tilfeelde er i modstrid med péastand 1.

Antag, at der kun er delgrafer K** + K27 i G. Bemeerk, at hvis der
eksisterer bade K2* + K24 og K24 K2 § G, vil der eksistere bade
K® + K7 og K" U K?, da de to sidstneevnte er delgrafer i de to forst-
naevnte. Hvis der kun er delgrafer K** U K2? i G, betragtes i stedet
G da K22 UK2® = K2 4 K20, Lad m veare maksimal, s& V(G) =
UM (X;UY;) URy sa GIX;] ~ K2, G[Y;] ~ K og Eg(X;,Y;)
X; x Y; for 1 <i < m og at Ry ikke indeholder K?* + K27, Dette kan
ses pa figur 4.2.

Pdstand 3. Rq indeholder mindst en KP.

Antag, at G[R;] ikke indeholder en Kb og tag sa mange punktdis-
junkte K fra G[R;] som muligt. Lad R/ veere R fratrukket de punk-
ter, der indgér i de udvalgte K'. R| ma veere af storrelse mindre end
r1(b): der er ingen K? i R}, s& hvis [R}| > r1(b), vil G[R}] indeholde
endnu en K?, hvilket strider mod, at vi har taget s& mange K’ i Ry
som mulig.

Da [R}| < r1(]), vil antallet af punkter, der er opdelt i K? eller K>* +
K27 vaere mindst s — c.

Da k(k — 1)|2a vil enhver K** 4+ K2 kunne opdeles i et antal K¥~1 +
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Figur 4.2: Pa figuren ses en skitse af grafen G med meengderne
X1, s Xm, Y1,...,Ym og Ry, hvor G[X;] ~ K*, G[Yj] ~ K2 for
1 < i < m. Der geelder, at Eg(X;,Y;) = X; X Y; og R; indeholder
ingen K27 + K2a,

K*=1 og enhver af disse grafer har en K¥ som induceret delgraf. Til-
svarende vil enhver K” have en K* som induceret delgraf da k|b. Lad
X = Ri~\R]. Der geelder

s—c—|X X
N(G K 2 2(k—1)|+|k
s—c
>
—2(k—1)
>n

hvilket er i modstrid med, at G er ikke- (1, k)-god.

Péstand 4. Lad R, = Ry — U, hvor G[U] = KP’. G[R;] indeholder
ingen KP.

Antag, at G[R;] indeholder en K”. G[R;] indeholder en K?, s G[R]
indeholder punktdisjunkte K’ og KP. Da b > r3(2a) giver lemma
4.8 (med n = 2a og s = b), at der eksisterer delmeengder V; og
Vs, af storrelse 2a, af hhv. K og KY, sa Eg(V, Vo) = V4 X V; eller
Ec(Vi,V;) = @. Disse vil svare til enten K2* + K24 eller K2* U K24,
Dette er i modstrid med, at m var maksimal, sddan at ingen af disse

typer af grafer ikke var i G[Ry].

Resten af beviset forleber ved at vise, at den folgende sekvens af
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meengder, hverken kan eller ikke kan findes. Lad Ry = Ry. Lﬂ for
1<i<m X/ CXjogladY/ C Ry;_qsdat|X]| =a,G[Y/] = K> og
EG(XZ{, Yzl) = Xl/ X Yi/' SetRy; = Rpj_1 — Yi/’

Antag forst, at felgen Roo, Ry 1,. .., Rom | kan genereres. Lad | veere
det maksimale antal af punktdisjunkte Kbi Rymoglad Vi, Vp,..., V)
veere disses punktmeengder. Pr. maksimalitet af /, haves

IRy m| — [UL_ Vi| < r1(D).

Da mé der om meengden V = U (X; UY; UY/) U (UleVi) geelde,
at|V| > s — c. Enhver G[X; U Y; UY/] kan opdeles i et antal K + K2%,
hvorefter disse kan opdeles i 2 Kk:

hvilket er i modstrid med, at G er ikke-(#, k)-god.

Antag nu, at felgen ikke kan genereres, dvs. der eksisterer et 1 <
v < m, s& at udvelgelsen af X}, og Y/ fejler. Lad R3 = Ry ;1.

Pdstand 5. G[Rs] indeholder ingen K?.

Antag, at der eksisterer Z C R3 s& G[Z] ~ KP. Pr. lemma 4.7 vil der,
dab > ry(a,2a), findes X' C X, 10gZ C Zsa|X'|=a,|Z|=2a
og EG(X',Z') = X' x Z' eller Eg(X', Z') = .

Hvis Eg(X’,Z") = X' x Z', overholder X’ og Z' kravene for X;H
og YZ’] iy hvilket er i modstrid med, at de ikke kunne veelges. Hvis
Ec(X',Z2") = @,savil X] ; € Xy1108Y, 4 C Yo41 med X, ] =
1Y, 4| = aog X ; N X" = @ inducere en K* + K7 og X’ og Z' vil
inducere en K* U K%, hvilket er i modstrid med pastand 2.

Afslutningsvis defineres nu X = U” ; X; 0og Y = U/, Y; U (U?zlYi’ )
Pr. pastand 4 og 5 inducerer R; ingen K’ eller K? som delgraf, s&
|R3| < r1(b) < c. Dermed vil | X| 4 |Y| > s — c. Dermed
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|
E]
+
=
Y
=
|
—_
D
|
NED

Dette er en modstrid. Dette afslutter beviset for den evre greense.
O
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Igennem dette speciale er der blevet givet en teoretisk beskrivelse
for Ramsey-teori for grafer. Flere greenser for klassiske Ramsey-tal
blev udledt, heriblandt Ramseys seetning, der viste eksistensen af al-
le klassiske Ramsey-tal. Flere klassiske Ramsey-tal blev bestemt ek-
sakt, heriblandt de 5 fundet af Gleason og Greenwood i 1955. Beviser
i Ramsey-teori er ofte kendetegnet ved sma og snedige konstruktio-
ner, og i visse tilfeelde, som f.eks. i beviset for at R(4,4) = 18, ses det
at der ud af 2(7) to-kantfarvede komplette grafer pa 17 punkter kun
eksisterer en entydig graf uden en monokromatisk K*. I netop dette
tilfeelde blev der benyttet en Paley-graf, men ogsa cykliske grafer er
blevet brugt i andre beviser.

Bevisteknikkerne, der forer til greenser for Ramsey-tallene R(4,5) og
R(5) blev omtalt. Den nedre greense 43 < R(5) blev vist udfra en
to-kantfarvning af en K*? uden en monokromatisk K°. Greenserne
R(4,5) < 25 0g R(5) < 49 var baseret pd omfattende beregninger,
der ikke blev diskuteret i detaljer i dette speciale.

De generelle Ramsey-tal blev introduceret i den anden del af rappor-
ten. Vi har forsogt at deekke omradet med en bred samling af resul-
tater for mange typer af grafer. For Ramsey-tallet R(Py, P;) kendes
tallet eksakt for alle veerdier af m og n. Dette er ikke sandt i mange
tilfeelde, som vi har set det for f.eks. R(By, By) og R(Fp, Fy).

Som sidste kapitel i specialet studerede vi antallet af punktdisjunk-
te inducerede delgrafer i en graf af en given orden. Som neaevnt har
dette forbindelse til Ramsey-teori. Hovedresultatet i kapitlet har dog
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ikke nogen tilknytning til den Ramsey-teori, der er omtalt i specia-
let.
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Uleste problemer
indenfor Ramsey-teori

I dette afsnit ses der pa et par uleste problemer indenfor Ramsey-
teori.

A1 En formodning af Erdos

Erdos udlovede i 1947 100$ ([Chu97]) for at at bevise en formodning
om, at felgen {R(m, m)V/™}, cn konvergerede og udlovede yderli-
gere 250% for at bestemme den eventuelle graenseveerdi. Problemet
er, efter vores bedste vidende, ikke lost endnu og vi vil her diskutere
forskellige muligheder for at vise, at felgen er konvergent.

Givet, at R(m, m) > om/2 pr. setning 2.13 for m > 3 og R(m, m) <
22Mm=3 pr. seetning 2.7, kan det ses, at

V2 < R(m,m)"/™ < 4,

for alle m > 2, hvor den nedre lighed faes for m = 2.

Der er to oplagte mader, som muligvis kan bruges til at vise, at fol-
gen konvergerer:

Da folgen er begreenset med ovre og nedre graense vil felgen, pr.
[Coh03, seetning 1.7.10, s. 39], veere konvergent, hvis den er enten
monotont voksende eller monotont aftagende.

Undersoger man R(m, m)l/ ™M for sma veerdier af m, ses det, at disse
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vokser i veerdi, sd eneste mulighed er at vise, at felgen er monotont
voksende. En méde at vise, at R(m, m)/™ < R(m +1,m + 1)1/ (m+1)
for alle m er at finde en ovre graense for R(m,m)'/™ og en nedre
greense for R(m +1,m + 1)1/ ("+1) og vise, at den ovre greense altid
er mindre end eller lig den nedre graense.

En anden idé er at finde to folger {am } nen 08 {bm }men som begge
konvergerer med samme greense og vise, at a, < R(m,m)!/" <
by, for alle m, hvorved {R(m,m)'/ ™}, cn ogséd vil konvergere mod
denne greense.

Ingen af fremgangsmaderne har baret frugt i dette speciale.

A.2 Ovre grense R(3,7) = 23

I et andet ulest problem tilbyder David Cariolaro 500£! til den per-
son, der inden d. 1/6-2009, har det mest elegante bevis for at Ramsey-
tallet R(3,7) < 23, uden brug af computer. Vi giver her en idé til,
hvordan et sddant bevis kunne gribes an. Lad i resten af afsnittet G
veere en graf uden en K3i G elleren K’ i G.

Idet vi fra Ramseys seetning har, at R(3,7) < R(2,7) + R(3,6) =
7 + 18 = 25, er det nok at betragte grafer med 23, 24 eller 25 punk-
ter. Et vilkarligt punkt v € V(G) opfylder d(v) < 7: antag modseet-
ningsvist, at der eksisterer et v € V(G) med d(v) > 7. Siden der
ikke er en K3 i G, vil ingen af v’s naboer vaere indbyrdes forbundet.
Dette giver dog en uafhaengig meengde pa mindst 7 punkter, hvilket
er i modstrid med, at G ikke indeholder en induceret K”. Istedet for
at benytte den traditionelle bevismetode og tage udgangspunktien
graf pa 23 punkter og vise, at denne altid indeholder en K3 eller en
induceret K7 er bevisideen nu at vise, at ovenstaende antagelser og
observationen om, at d(v) < 6 for alle v € V(G), umuligger, at gra-
fen G kan have 24 eller 25 punkter og dermed mé R(3,7) < 23. Med
andre ord vises det, at der ikke findes nogen (3,7,24)- og (3,7,25)-
grafer.

Der tages udgangspunkt i en graf pa 25 punkter med d(v) < 6 for
allev € V(G). Lad v € V(G). Dermed har v mindst 18 naboer i G.
Ved at benytte R(3,6) = 18 pd Nz(v) er der enten en K° i blandt

Ihttp://www.math.sinica.edu.tw/post-doctor/cariolaro/
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Ng(v) eller en induceret K6 blandt Ng(v), der sammen med v gi-
ver en induceret K7 i G, alts en modstrid. Dermed findes der ingen
(3,7,25)-grafer.

Der tages nu udgangspunkt i en graf pa 24 punkter med d(v) < 6.
Med samme argument som ovenfor kan det konkluderes, at d(v) >
6 og dermed er G 6-reguleer. Sa hvis det kan vises, uden brug af com-
puter, at der ikke eksisterer nogen 6-reguleaere grafer pa 24 punkter
uden en K® og uden en induceret K7, er vi feerdige.
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BIiLAG B

O-notation

Definition B.1

Lad f,g : R — R. Funktionen f(n) siges at vare O(g(n)), skrevet
f(n) = O(g(n)), hvis der eksisterer c,ny € R si |f(n)| < c|g(n)| for
allen > ny.
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